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e A P I T' U L o I 

GENERALIDADES 

1-1).- Introducci6n.-

Los fen6menos de escurrimiento no permanente de los flu1-

dos a lo largo de un conducto se representan adecuadamente por

medio de un sistema de dos ecuaciones diferenciales parciales -

lineales de primer orden, simultáneas en dos funciones (por --

ejemplo, velocidad, presi6n) que definen el estado de movimien

to del medio en cada secci6n del conducto y en cada instante., 

Estas ecuaciones, combinadas convenientemente, dan lugar a 

una sola ecuaci6n diferencial, de segundo arden Y ,primer grado, 

que se clasifica dentro del tipo llamado hiperbólico. 

El objeto de este trabajo es presentar diversos procedi--

mientos de integraci6n de las ecuaciones hiperbólicas y su apli 

caci6n dentro del campo de la hidráulica. 



1-2).- Las ecuaciones diferenciales parciales de segundo 

orden y primar grado.-

1-2-1.- Las caracterfsticas.- Clasificación de las 

ecuaciones .-

Consideremos la ecuación diferencial, 

ar + bs + ct = e (1.1) 

en que como es costumbre, r, s, t, representan las segundas de

rivadas parciales de cierta función "u" re~pecto a x, respecto

a ambas variables, respecto a y. Los coeficientes a, b, e, e,

son funciones de x, y, u, p, q, siendo p, q. las primerds par-

ciales de u respecto a x, respecto a y. 

Consideremos ahora una curva en el dominio de integración

de la ecuación en el plano xy. A 10 largo de ella, además de -

cumplirse (1.1) se tiene, por definic~6n de diferenci~l: 

du = P dx ... q dy 

dp rdx+sdy 

de¡ :::: S dx ... t dy 

(1.2) 

(1.3) 

(1.4) 

Si conocemos los valores de u, p, q en tos puntos da la -

curva, él sistema lineal no homog4neo (1.1, 1.3, I.4) nos perro! 

tirá obtener en ellos los valores de las segundas derivadas r,

s, t. En general pabrá una solución dnica~ salvo si el determ~ 

nante del sistema se anula. 

A= 

es decir si. 

a b c 

dx dy O 

O dx dy 

:::: O 

o (1.5) 



- -- - - -----------------------------------:---

En el caso de que se cumpla (r.5), el sistema ser~ incomp~ 

tibIe o indeterminado, segtin el rango de su matriz sea igual 0-' 

menor que 3. El sistema 'no puede ser incompatible si suponemos 

la existencia de las segundas derivadas de la función u en el -

dominio de integraci6n de la ecuaci6ndiferencial, y por consi-

guiente el rango de la matriz es menor que 3. Esto implica que 

de cumplirse (r.5) tambi~n se satisfar4n simult~neamente las r! 

laciones: 

:a 
e(dx) + a(dy dq - dp dx) - b(dq dx) 

e(d¡ dx) - a(dp dy) - c(dq dx) 

o 

= O 
,2 

e(dy) b(dp dy) + c(dp dx -, dq dy) = O 

, 

(1.6) 

(1.7) 

(1.8) 

obtenidas al igualar a cero los determinantes asociados a las -

inc6gnitas r, s, t. 

Ahora bien, la posibilidad de cumplimiento de la condición 

(1.5) depende de los valores, de los coeficientes a, b, c en ca-
2 

da punto. seqdn sea el discriminante b - 4ac mayor, igualo -

menor que cero, la ecuaci6n (1.5) tendr4 dos, una o ninguna so-

luci6n real. Por otra parte, toda soluci6n de la ecuaci6n (1.5) 

da la direcci6n de una curva del plano xy que pasa por el punto 

en que se calculen _los coeficientes, y que ,recibe el nombre de

"característica" de la ecuaci6n diferencial. El hecho de que -

en cada punto puedan existir dos, una o ninguna direcci6n de -

curvas características nos proporciona una manera de clasificar 

las ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden y pri--

mer grado, 

3 
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DISCRIMINANTE N.o. DE CARACTERISTlCAS TIPO DE ECUACION 
;/ 

b - 4ac POR CADA PUNTO 

positivo dos' hiperb:Sl1 co 

nulo una parab:Slico 

negativo ninguna elíptico 

1-2-2.-. SignificaciÓn de las caracter!sticas.-

Analicemos brevemente las consecuencias de la verificaciÓn 

de la ecuaciÓn (I.S). Hemos dicho que dicha verificaciÓn trae

consigo ·la de las relaciones (1.6), (1.7), (1.8) Y la indeterm!. 

naciÓn del sistema (I.1, 1.3, 1.4). Esta indeterminaciÓn impl!. 

que puedan existir diferentes funciones u(x,y) que sobre las --

curvas características tomen valores iguales, junto con sus pr!. 

meras derivadas, pero cuyas segundas derivadas no tomen ya los-

mismos valores •. Si las segundas derivadas difieren, la varia--

ciÓ n de las primeras derivadas en la vecindad del punto ser~ -

distinta. En puntos vecinos se obtendr~n as! distintos valores 

de las primeras derivadas, o sea, diferentes grados de varia--

ciÓn de la funciÓn. Esto producir~ por dltimo distintos valo--

res para las diferentes soluciones, que diferir~n adn m~s mien

tras' m~s nos a le jemos de la curva inici al. Conc lu.!mos que no -

se puede plantear correctamente un problema en que las condici2 

nes iniciales se planteen a lo largo de una curva característi

ca, pues no.conduciría a una soluciÓn dnlca. 

En cambio, como puede observarse, a lo largo de las carac

terísticas la ecuaciÓn diferencial parCial se transforma en una 

ordinaria (1.6, 1.7 Ó 1.8) que junto con (1.2) permite obtener~ 

la soluciÓn buscada. Oonvendr~ entonces gfectuar la integraciÓn 

sobre una malla formada por las características. 
4 



1-2-3.-' Las condiciones adicionales.-

Al resolver la ecuaci6n diferencial de un problema f!sico-

específico, es necesario contar con ciertas condiciones adicio-
• 

nales que permitan la determinacion de las constantes de inte--

graci6n. CUando se trata de ecuaciones en las derivadas parciª 

les, a ciertos tipos de ecuaciones corresponden unívocamente --

ciertos tipos de condiciones adicionales que permitan plantear

el problema correctamente. Se puede hacer una clasificaci6n de 

ecuaciones en base a los tipos de condiciones accesorias necesª 

rias. En particular, las ecuaciones del tipo hiperbólico exi-

gen casi siempre que el campo de integraci6n tenga una frontera 

abierta~ es decir, el problema es de propagación en el campo de 

soluci6n a partir de ciertas condiciones iniciales. 

1-3}.- Las ecuaciones hiperbólicas en la mecánica de los 

Hquidos.-

El problema de resolver una ecuación hiperbólica correspo~ 

de físicamente a la propagaci6n de una perturbación en un medio 

contínuo. En efecto, los problemas de flujo transitorio, es d~ 

cir. la propagaci6n de ondas en conducciones, conducen a ecua--

ciones de tipo hiperbólico. 

En los párrafos siguientes estableceremos las.ecuaciones -

que rigen dos de los flujos transitorios más importantes de la

ingeniería hidráulica: la propagaci6n de ondas de presi6n en -

conductos cerrados (golpe de ariete) y la propagación de ondas-

de gravedad en canales (tránsito de avenidas). 

5 



I"--) .... ' .-- Las ecuaciones 'de Allievi- •. -

Sea una tubería en que escurre un líquido sujeto a varia--

ciones de presi6n con el tiempo. Llamemos "x" a la abscisa cur-

vilínea medida hacia aguas arriba a lo largo del conducto, a -

partir de un origen cualquiera. Supongamos que la presi6n p y -
\ 

la velocidad v so~ funciones derivables de x y de la variable -

tiempo, t. Aceptemos ade~s las siguientes hip6tesisr 

a).- Las P"frdidas de carga a lo largo del conducto son des 
preciables. 

b).- La celeridad de la onda de presi6n es mucho mayor que 
la velocidad del líquido. 

Ambas hipot~sis se pueden justificar a posteriori. 

Apliquemos la ecuaci6n de Eulerr 

en un tramo de conducto de longitud dx. Si a es el ángulo que

forma el eje de la tubería con la horizontal, en cada punto, se 

tendrá: X = ~ g sena, u = - v. Llamando además H a la carga de 

presi6n obtenemosr 

g ~: = - g sen a .. ~~ 

Tomando en cuenta que la cota z del eje de la tubería es en 

una secci6n de ab~cisa x igual a la integral de dx senar 

z . "'!oXsena dx, 

si medimos las cotas desde el nivel del origen de abscisas, y _ 

que entonces: 

~ ::: sena 
ilx ' 

podemos rearreglar la expresi6n anterior, que desarrollando la

derivada de la velocidad quedar 

6 
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a ( ) ~v + av 
9 ax H + Z = - ~ a t 

'Aprovechando la segunda hip6tesispuede demostrarse que el

primer t4rmino del segundo miembro es despreciable. Por otra -

parte, H + z representa la energía potencial por unidad de masa 

del líquido que se p.ncuentra en la aecciÓn considerada, es de--

cir, la altura piezom~trica medida a partir del plano horizon--

tal,que pasa por el origen de la coordenada x. Poniendo h = H + 

z, quedas 

( I • .9:) 

que es la ecuaci6n que expresa las características dinámicas 

del movimiento. 

Escribamos ahora la ecuaci6n de continuidad. En todo lo -

que Sigue despreciaremos diferenciales de orden superior. 

La diferencia de velocidades entre d~s secciones que dis-

av tan dx es ax dx, por lo que en un tiempo dt se almacena entre -

ellas un volumen: 

6 VI = A a v dx dt ax 

en que A es el ~rea de la secci6n transversal. 

Esto implica que debido a un aumento de presi6n 

se comprima y las paredes del conducto se dilaten. 

Si el aumento de presión ~ es at dt, en el tiempo 

men de líquido contenido en el tramo dx se reduce una 

6 V';4 = V f!- = A dx ~ dt El, , 

siendo E' el mÓdulo de elasticidad del líquidO. 

7 

el líquido 

dt el vol~ 

cantidad: 



Por su parte; la secci6n transversal sufre un aumento por

la dilataci6n de la pared; Llamando O al diámetro, e al espesor 

de las paredes del tubo y E al m6dulo de elasticidad del mate--

rial del mismo, se tiene sucesivamente, 

dD = Q da :: Q A( EB) :: -º- '(oQ..e dt + p dD) 
E E ,2e 2Ee o,t 

dO (1 _ !UL:) 
2Ee 

- O O Q..e dt 
- 2Ee ot 

o aproximadamente, dO 

por lo que el aumento de volumen'por expansi6n del tubo es, 

t. Va:: d( i O<l)dx :: ~ O dD dx '" I;e ~ dt dx 

= AD Q..e dt dx 
Ea at 

Poniendo arora: t. VI = t. V'4 + t. Va y reduciendo: 

ay = (El I +.!?..) Q..e ax Ee at' 

y llamando. 

resulta luego: ~ = .!L -ª- 2 
oX a'4 at y 

Tomando en consideraci6n que la cota z es independiente del 

tiemPo, y recordando que hemos llamado h a la suma de z y la ca!:. 

ga de presi6n, queda: 

(1.10) 

en que aparece la magnitud Ma" que es la celeridad con que se -

transmite la onda de presi6n. 

3 



Las ecuaciones (1.9) y (1:.10) son las .ecuaciones de All1evi 

para el c~lcu16 del golpe de'ariete en una ·tubería. Haci4ndolas 

simultáneas se obtiene de inmediato e 

:¡, 
oh 
--", 

eX 
que es lá ecuaci6n diferencial 

El discriminante das 

'" 1 o h = O 3-"'-
a et 

de 2A orden del golpe de ariete.-

b'" - 4 ac ::: O + ~ = ~ > O, Y entonces la ecuaci6n 
es hiperbólica. 

1-3-2.- Las ecuaciones de De Saint-Venant.-

Sea un canal prism~tico en el que escurre un fluido en 1\10-

vimiento no permanente. La ecuaci6n diferencial de Bernou.lli se 

escribe: 

Aproximando dS con dx, haciendo la carga de presi6n igual -

al tirante Y y recordando que la pendiente del fondo So es la n~ 

gativa de la parcial de z respecto a x, se obtienes 

(1.12) 

En esta é~ación de equilibrio din~mico, So representa COI\1O 

hel\1Os d~cho la pendiente del fondo del canal, y Sf la del gra--

diente hidráulico. 

Considerel\1Os por otra parte la ecuaciÓn dé.continuidad. En 

un tral\1O de longitud dx y en un tiempo dt se almacena un volumen, 

A Vi ::: - gs dx dt 
OX ' 

en que O representa el gasto instantáneo. Este volumen se alma-

cena ocupando un espacios 

9 



t::. Va = T dY dx 

en que T es el ancho de la superficie libre. 

Igualando el volumen que se almacena con el espacio que o~ 

pa resul ta: . 

T aT + 00 = O 
at ax 

que si se desarrolla O = Av se transforma sucesivamente en: 

ay + av aA o 
T at ax A + v ax 

a y + av + v ay = O 
at o ax ax' (1.13) 

eh que O = A/T es el tirante medio hidráulico de la secci6n. 

Las expresiones (1.12) y (1.13) son las ecuaciones de De -

Saint-Venant del movimiento no permanente en canales. 

COmbinemos estas ecuaciones.De (1.12) podemos despejar ~! y 

derivarla con respecto al tiempo. Reemplazando ambos valores en 

la derivada respecto a x de (1.13) y ordenando se obtiene): 

2 .Q.y ~ + 2v (~)¡ -
ax at ax 

(1.14) 

El discrimina~te de esta ecuaci6n de segundo orden, que go

bierna las variaciones de velocidad en el flujo transitorio que-

tiene lugar en un canal abierto, vale, 

y por lo tanto la ecuacidh es hiperJ:61ica. 

10 



CAP 1 TUL O 11 

METODOS DE INTEGRACION 

11-1).- Integración Directa.-

11-1-1.- Las ecuaciones de Allievi.-

Como se comprueba f&cilmente por derivación, la integral -

general de las ecuaciones (1.9) y (1.10), lograda por d'Alem---

bert, es el sistema: 

v - v o 

= F(t - ~) + f(t + ~> a a (11.1) 

- ~ [F(t - i> (II.2) 

en que n, y son la altura piezom4trica y la velocidad en la se~ 

ción de abscisa x en el 'instante t; ho ' vo lo son en el instan

te inicial. F y f son funciones arbitrarias ligadas por la re-

lación; 

F(t - ~) + f(t + ~) = O a a (II-3) 

en que L es la longitud del conducto, de tal modo que siempre -

que la diferencia de argumentos es 2L/a se cumple F + f = O. 



I;as funciones F y f quedan ,i·ndete rminadas, por lo que la -

integracidn directa no es suficiente por sí sola para analizar

un problema determinado. Para qu~ esta solucidn sea determina

da se deben efectuar ciertas operaciones sobre las ecuaciones ~ 

(lI.n y (lI.2). 

Multiplicando (11.2) por algo sumándola y restándola de -

(11.1) y ordenando. 

(11.4) 

h - ho = ,- i! (v - v ) + 2 f(t + !.) g o a (11.5) 

OOnsidere~s ahora dos puntos P y P' en un tramo de condu~ 

cidn de diámetro y espesor constantes, y sean x la abscisa de P 

y x + d la de P'. Llamemos F1 al valor que toma la funcidn F en 

·la seccidnP en el instante t. En el instante. t' =.t + dja y

para el punto P' el argumento de F vale, t + d/a - (x + d)/a, --

es decir t' - x/a, y por lo tanto F toma el valor F1. Designan

do oon índice (') a las magnitudes correspondientes a la sec~

cidn p' en el tiempo t',' Y sin 4-1 a las correspondientes a- la -

sec:cidn P en el tiempo t, podemos poner en la (II.4)s 

h' - h' = i! (v' - v'o) + 2F1 ' o ,g 

ecuaciones que restadas conducen a, 

h - h' = i! (v - v') g (11.6) 

en que se ha tenido en cuenta que vo = v' o' y que si desprecia-

mos las pdrd1das de carga entre P y P', tambi4n h h'o. o-

12 



De manera análoga, consideremos ahora un punto p" de absc! 

sa x - d en el tramo de diámetro y espesor constantes que con-

tiene a P. Si la función f toma el valor en f 1 en la sección P -

en el instante t, tomará el mismo valor en P'" cuando el tiempo

sea t" = t + dIa, pues t" + (x - d l/a = t + d/a + {x .- d l/a = 
t + x/a. Utilizando el 1n<,:Uce. (' 1): para las magnitudes que se -

refieren a la sección P" en el tramo t' " y no poniendo índica

a las relativas a la sección P en el instante t, obtenemos de la 

ecuación (11.S): 

h " - h'lo = - ~ (v" - v"o) + 2f 1 

que restadas y con las mismas condiciones que en el caso ante---

rior dan I 

h - h' I :::: _ !. (v _ V' ') . . g (1l.7) 

Si las ecuaciones (11.6) y (11.7) se plantean entonces en-

toncas entre diferentes secciones en tiempos que cumplen las con 

diciones impuestas, se obtiene un sistema de ecuaciones algebra~ 

cas, que se completa con las condiciones de los extr~os para ~ 

solver el problema. Estas dos ecuaciones reciben el nombre de -

ecuaciones conjugadas del golpe de ariete. 

11-1-2.- Las ecuaciones de De Saint-Venant.-

Las ecuaciones (1.12) y (1.13) se han integrado en algunos-

casos particulares, dos de los cuales presentare~Ds a continua--

ción. 

A).- Integración segdn De saint-Venant.-

Supongamos un canal rectangular en que la pendiente del gr!. 

diente de energía sea aproximadamente igual a la del fondo y en-

13 
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que la velocidad sea solamente funci6n del tirantes Sf = Sot 

v ='v(Y). Las ecu~ciones de De Saint-Venant quedan: 

( Il.S) 

oY + o (Yv) = O 
ot ox (II.9) 

Se tendrá: 

.ti!Yl = (Y dv + v) oY (II.10 a) ox dY ox 
\ 

2.Y = dv II (II.10b) ax dY ox 

ov = dv oY (II.10 e) ot di ot 

i\Y Substituyendo en (II.S) y (II.9) Y eliminando ot de las --

dos ecuaciones resultantes, obtenemoss 

dv a 
a - Y (dY) = O 

de dondes 

v = ! 2¡qy-+ constante 

Si Y - Yo (tirante a r4gimen permanente), v = vo ' yenton-

ces: 

v = Vo ! 2/ii (,I'r- IY;) 

Reemplazando (II.11) en (II.9), poniendo ~ = 

do en cuenta a (II.10a) y simplificando: 

y ~r dltimo: 

x = f (Y) - (v o ! 3,IgY "+ ~) t 

14 
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La ecuaciÓn (II.12) permite seguir el paso de una onda a -

lo largo del canal, y la (II.'1) da la velocidad media en la --

secciÓn en q"ue se presenta el tirante Y. La forma de la. fun--

ciÓn arbitraria f(Y) debe determinarse en cada caso pa.rticUlar-

para adaptarse a las condiciones del problema. Es conveniente

hacer resaltar, por otra pa.rte, que la hipótesis Sf = So no se

cumple en la pr~ctica m~s que en r4gimen uniforme. 

B).- IntegraciÓn usando el c~lculo operacional.-

En un canal rectangular llamemos ~ a la sobreelevaciÓn de-

la superficie libre debida a la onda, de modo que Y = Yo + ~ •. -

Llamemos E a la variaciÓn de la abscisa de una secciÓn transve~ 

sal de la vena líquida debida al afecto transitorio. 

Supongamo~ que la velocidad es muy pequeiia, y tambi4n lo -

es la variaciÓn del tirante con la abscisa, condióiones que por 

ejemplo se cumplen en un canal de navegaciÓn. La ecuaciÓn de --

continuidad (I.13) se escribei 

ay + y av = o at ax , 

y poniendo: v = 21 Q.y 
'" O : at ~ ax 

~ + Yo ~ O at atax 

de donde, 

~ = - y al (1l.13) o ax 

pues si ~ = O (movimiento permanente) l' entonces .2l = O •. ax 

ecuaciÓn din~mica (I.12) pongamos So = O, ~ ax 
y ~ ~ = O, con lo que, 

, 5 

=221 
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y si hacemos la pendiente de energía proporcional a la ve

locidad (pues hemos supuesto que es pequeña), queda: 

(II.14) 

siendo f el factor de.proporcionalidad conveniente. 

Las ecuaciones (11.13) y (11.14) fueron deducidad por Airy 

y son las que rigen el escurrrmiento en canales de navegaci~n -

en r4gimen transitorio debido a mareas, pudiendo aplicarse a --

otro tipo de canales si las velocidades y la pendiente son muy

pequeñas y si el canal es rectangular o muy ancho. 

Veremos oómi se integran en un canal de carga en la condi

ci6nes descritas para el caso de un rechazo instantáneo. Supo

niendo el origen de las abscisas en las compuertu. las oond,ici'2. 

nes de frontera serán: 

para x ::: O 

para x ::: L TI ::: O 

En la ecuaci6n (11.14), multiplicando por exp(-pt) dt, or-

denando e integrando entre cero e infinitos 

(p + f)p ta) '" O, 
gYo 

ecuaci6n cuya soluci6n es ~(t) ::: A exp(ax) + B exp(-ax) (II.15) 

=~(p +f)p t siendo ~ - -- y utilizando () para indicar la transro~ gYo 
mada de. Laplsce. A y B son funciones de x. 

Transformemos de manera semejante la ecuaci6n (11.13), 

'(TI) = - y -2- '<O ,¡. o ax;; , 
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y con (lI. 1 5) I 

¡.cr¡) = Yoa [8 exp(-ax) - A exp(ax)] (II.16) 

Debemos obtener tambi~n la transformada de las condiciones 

de frontera: 
v 

para x = O .HU = -2. 
:a , 

p 

que llevada a (II.15) da: 

v o :: A + 8 2 (lI.17) 
p 

para x = L i (r¡) :: O , 

que en (II.16) da: 

8 = A exp(2ax) (lI.1B) 

Con, (11.'17) Y (11.1B) se calculan l,os valores de A y 8 que 

reemplazados en (11.15) y (11.16) permiten, mediante la anti--

transformaciÓn, obtener la sobreelevaciÓn r¡ y la velocidad tran 

sitoria ~ en cada secciÓn y en cada instante. La forma de las 

expresiones que resultan no se presta para ordenar los c~lculos 

de modo de facilitar su ejecuciÓn¡ por el contrario, es bastan-

te complicada. 

11-2).- Integraci6n n6merica usando un esquema de diferen

cias finitas.-

En vista de las dificultades que presenta la integraciÓn -

directa de las ecuaciones que nos interesan, y dé los avances -

logrados en la computaciÓn numérica, plantearemos ahora el pro

blema de efectuar su integraciÓn a trav4s de un esquema de dif~ 

rencias fini tas. 
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El m4todo consiste en determinar los valores de la funci6n 

para ciertas parejas< de valores (x,y) de las variables indepen

dientes, que forman una malla en el plano xy. En 10 que sigue

reemplazaremos a la variable ny~ por la lit" de tiempo que inte!: 

viene en las ecuaciones. 

El esquema de cálculo se obtiene substituyendo l<as deriva-

das ¡por cocientes de diferencias, por ejemplo de la manera si--

guientes 

ou = u(x + ~, t) - u(x - ~, t) , 
ox 2~ 

2 o u u(x + 2~, t} - 2 u(x,t) + u(x - 2~, t) 
--2- 2 
ox (2~) 

y de manera semejante para las otras derivadas. 

1I-2-1.- Limitaciones en la elecci6n de incrementos.-

En principio, al hacer una integraci6n ndmerica, hay libe!: 

tad para elegir la magnitud de los incrementos de las variables 

independientes, y la dnica limitaci6n está dada por la aproxim~ 

ci6n desead. Sin embargo, en el caso de una ecuaci6n hiperb6l! 

ca hay otra limitaci6n. La relaci6n de incrementos de las vari~ 

bIes independientes debe mantenerse dentro de ciertos límites -< 

para que el esquema converja a la soluci6n correcta. 

~n efecto, sean L y M dos puntos de la recta t = t o en el

plano cartesiano xt. COnsideremos la característica del primer 

tipo que pasa por L y la del segundo tipo que pasa pOr M (H9.-

2 -1). Ambas se rortan en el punto N cuya coordenada t es ma--

yor que too S!;'!a 2.o.x la amplitud del intervalo limitado por L

y M en la recta t = too Se demuestra que el valor de la funci6n 
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'-h+4.t 

1-----7'1F----------~--. t - t. 

x 
a .o. x 

FIO. 2.1 

H 

FIl. U 
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en cualquier punto interior al triángulo formado por la recta -

t = t o y las dos características consideradas, queda determina

do pOr los valores de la funci6n y de su derivada respecto at

en +os puntos del segmento L-M. En cambio, todo punto fuera de 

esta regi6n queda influenciado por puntos de la recta t = tr, 

que están fuera de.l segmento L-M. 

De lo anterior se concluye que al pasar de t = t o atto 

+.ot es necesario que el punto P al que avanza la soluci6n qu!! 

de dentro de la regi6n de influencia del segmento L-M. De allí 

la limitaci6n en el valor de .ot/~. 

II-2-2.- Estabil1dad.-

Otro problema que se presenta al trabajar con un esquema -

de diferencias es el de la propagaci6n de los errores de aprox! 

rnaci6n que aparecen forzosamente en cada paso. Estos errores

pueden acumularse y crecer al propagarse, destruyendo la even-

tual convergencia del sistema. Se dice entonces que el esquema 

es inestable .• 

La inestabilidad de un esquema de cálculo qpuede hacer que 

al reducir el tam~io de las celdas de la malla por necesioades

de aproximaci6n, la soluci6n se aparte de la correcta debido al 

aumento del ndmero de pasos, y en consecuencia, del ndmero de .-

errores que se acumulan. 

Para dar una idea más clara del significado de estabilidad 

se introdUce el concepto de "desviación acumulada", que es la -

diferencia entre el valor calculado y el correcto, en un punto

cualquiera de la malla. Dicha desviación está influenciada por 

los errores de redondeo en los otros puntos. Supongamos que --
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los posibles valores de los errores formanun conjunto acotado,

y que "son siempre menores que un valor 6)0 (en valor absoluto). 

Se dice entonces que un sistema es estable si la desviaci6n ac~ 

mulada tiende a cero con 6 y no crece m~s I"~pidamente que cual

quier potencia de l/AX cuando AX tiende <"1 cero. 

En realidad, la distribuciÓn de errores es pr~cticamente -

un proceso al"eatorio, y los efectos de los errores pueden coro-

pensarse entre sí, pero es sumamente difícil estudiar el probl! 

ma estadístico que así se introduce. 

Generalmente no es posible ni siquiera determinar a priori 

el orden de magnitud de la desviaciÓn acumulada, y la estabili

dad de un proceso sÓlo puede analizarse por comparaciÓn con la

soluciÓn conocida por otro procedimiento. Como una ecuaciÓn di 

ferencial puede reemplazarse de varias maneras por un esquema -

de diferencias finitas, la estabilida.d depende" tarnbi~n de la -

elecciÓn del esquema. 

11-3).- IntegraciÓn a lo largo de las caracter!sticas.

Seg6n dec!a~os arriba, a lo largo de las características -

la ecuaciÓn diferencial parcial se transforma en una ordinaria, 

y permite atacarla por un m~todo más simple. Expondremos ahor~ 

el procedimiento num~rico correspondiente. 

En efec~, supongamos conocidos los valores de la funciÓn

u ex, t) y de sus primeras deri vadas P, q en los puntos del arco -

FG de una curva no característica en el plano "xt (fig. 2 .2). -

Tracemos las características que pasan por dos puntos I,J. Las 

direcciones de las características, dadas por la ecuaciÓn (1.5) 

en que cambiarnos la variable y por t, sonl 
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dt 
d.X 

crue podernos "llamar : = m: :i! = n. 

(II.19) 

Hemos dicho que de cumplir-

se (1.5) debe tambi4n cumplirse (1.7) a lo largo de las dos ca-

racterísticas, es decir: 

dt e dt - a dp d.X - c dq o ( II-20) 

La característica IK del tipo m y la del tipo n JK se cor-

tan en K. Si los puntos I,J están próximos podernos pensar que

IJK en un triángulo, de modo que IK es un segmento de recta de-

pendiente mI y JK otro de pendiente nJ. En primera aproxima--

ción pocrerrcs poner: 

(II.21) 

(II.22) 

de donde se obtienen ~ y t K• Por otro lado, de la (11.20) obte 

nemos t 

(sistema II.23) 

Del si~tema anterior podemos obtener los valores de PK y -

qK' Y substituyendo en du = P d.X + q dt, es decir, en: 

calculada sobre IK, determinaremos en primera aproximaci6n el -

valor de la funci6n en el punto K. Usando ahora ~11.1 9) podemos 

calcular los valores de ~ y nK• 
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Para logar mejores aproximaciones a los valores de PK' qK' 

uK' podemos ahora repetir el proceso,' tomando para m y n los v~ 

lores promedio en IK y JK respectivamente, y promediando tam--

bi4n los valores de los coeficientes a,c,e. En'general conven

drá más elegir los puntos I, J lo suficientemente cercanos, pa

ra que los valores obtenidos en primera aproximaci6n sean acep

tables. 

Una vez obtenIda la soluci6n en K y M (ver fig. 2.2) se -

puede avanzar al punto N, y así sucesivamente. Observamos que -

los puntos que quedan dentro del triángulo FGH dependen s610 de 

los valores dados inicialmente en el arco FG, y que en cambio -

los pUntos fuera de la regi6n FGH son influenciados por puntos-' 

iniciales ... fuera de FG. Volvemos al concepto de regi6n de in-

fluencia citado en II.2.1. 

Massau "899) llega al método de las características me-

di ante otro enfoque que describiremos brevemente sin entrar en

detalle: 

Toda ecuaci6n diferencial parcial puede reemplazarse p:Jr -

un sistema de ecuaciones de primer orden,. SUpongamos ahora que 

ya estarnos trábaJando con ese sistema. Por me.dio de una ,trans

formaci6n lineal siempre p:Jsible, se obtiene otro sistema en el 

que cada ecuaci6n contiene a la derivada en.'s610 una .direcc:16n, 

y que se llama "forma normal" del sistema. 

En el caso de una ecuact6n '.de 2.0. orden .de tipo hiperb6lico, 

puede hacerse adn más, pues me.diante una transformaci6n .de ooo~ 

denadas se obtienen las ecuaciones en forma Acan6nicaA, en que

también aparece la derivada en una sola direcci6n, pero además

ahora se trata de las direcciones de las coordenadas. 
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Las direcciones que así se determinan son las de las cara~ 

terísticas de la ecuación original. 

oLas dos ecuaciones obtenidas, y las dos direcciones de las 

características, forman un sistema que se resuelve de manera -

análoga a la descrita arriba, y que permite calcular por dltimo

los valores de la función en una malta de puntos fijados en las 

intersecciones de las características. 

El método de integración sobre las características presen

ta el inconveniente de proporcionar la solución en una serie de 

puntos que no se pueden determinar a priori, dificultando la 0E 
tención de datos, pero esta dificultad puede subsanarse, como -

veremos en el capítulo IV. 
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e A P 1 T o L o III 

MEDIOS DE SOLOCION 

111-1).- Generalidades.-

Podemos emcnionar fundamentalmente dos medios auxiliar,es -

en la solución de un sistema de ecuadones oomo los que nos o~ 

pan s el uso de gráficas y el de máquinas oomputadoras. 

Los medios gráfioos pueden clasificarse en dos tipos, se-

gdn la solución se obtenga gr~icamente en su totalidad, o s610 

se utilicen algunas construcciones gráfiCas como ayuda duran~e

el proceso. Al primer tipo pertenece el m4todo de Schnyder y -

Bergeron para resol ver el problema del golpe de ariete ~ al se

gundo, el de Piro Nam Lin para la aplicación del m4todo de las

características al cá:lcu.lo de ondas en canales. 

Los medios electromecánicos pueden a su vez clasificarse -

segdn se reduzcan a efectuar las operaciones aritm4ticas nec¡:es~ 

rias para resolver nu~ricamente el problema, utilizando una --



" 

computadora digital, o en cambio permitan hacer una simUlación

del proceso físico a partir de un modelo matemático, por medio

de una máqui'na analógica. En los 61timos años se han logrado m~ 

todos que simulan en una computadora digit'al el comportamiento-

de una analógica. 

111-2).- Medios Gráfico9.~ 

111-21.- El m~todo de Schnyder.- Bergeron para el 
problema del golpe de ariete.-

Este m~todo, desarrollado independientemente por othmar 

Schnyder (1929) y Louis Bergeron (1933), y estudiado posterior-

mente por Angus (1937), consiste esencialmente en utilizar un -

plano cartesiano v-h, en e~ que la velocidad y la carga que en

cada instante se presentan en cada sección del conducto quedan

representadas' por las coordenadas de un punto. Las ecuaciones-

(11.6) Y (11.7), que se llaman "ecuaciones conjugadas del golpe 

de ariete", son entonces las de dos familias de rectas parale-

las: unas opn pendiente a/g, que por concisión llamaremos "rec-

-tas positivas", y otras de pendiente -a/g, "rectas negativas". 

Consideremos tres secciones del conducto y designémoslas -

p', p, P", respectivamente de, aguas arriba hacia aguas abajo,-

de modo que tanto el tramo P'P como el PP" tengan diámetro y -

espesor constantes. sean al la celeridad de la onda en el pri

me:r:....tramo y él;¡ la celeridad en el segundo. Llamemos <i¡ a x' - x 

y d2 a x - X' '. Las condiciones que se presenten en un instan

te t en la sección P estarán dadas por las coordenadas del' pun

to comdn a dos rectas, una positiva de pendiente a 2 /g que pasa

por e~ punto cuyas coordenadas representan las condiciones que

ocurren en pi' en el instante t '\', y otra negativa de pendiente 
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-a
1
/g que pasa por el punto cuyas coordenadas son las condicio

nes que se presentan en pi en el instante ti I siempre que ti I = 

Las condiciones en los extremos del conducto 3e obtienen -

mediante la intersección de una recta positiva o negativa con -

la curva que defina la relación que físicamente exista entre V! 

locidad y carga en el extremo correspondiente, en el instante -

de que se trate. Esta curva se establece seg6n el tipo de ex--

tremo, por ejemplo: 

a).- vaso o gran almacenamiento con nivel constante: 

b).- Descarga libre controlada por v~lvula: 

v =: rj2g!l 

es decir, una familia de par~bolas, en que el parámetro r depe~ 

de del tipo de v~lvula y de su relación de abertura en cada in~ 

tanteo .1 

c).- Extremo cerrado: 

v O 

d).- Bombas centrífugas y turbinas a reacción: Expresiones 

que ligan a v con h, proporcionadas por el fabricante. 

Si se desea hacer la correcciÓn por pérdidas de carga, 

pueden 'introducirse f~cilmente suponiéndolas concentradas en una 

o varias secciones. 

111-2-2.- El método de Lin para el problema de on 

das en canales.-

Este procedimiento, desarrollado por Pim Nam Lin (1952), -
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consiste en hacer la integraciÓn de las ecuaciones de De Saint-

Venant a lo largo de sus características, con el auxilio de ---

unas gr~ficas que se preparan ex profeso. 

utilizando un m~todo similar al descr:i:to en la secciÓn l. 

2.1, se obtienen las ecuaciones de las características de la 

ecuaciÓn (I.14). 

dx :: V + ,IgI) 
dt - • 

(IlI.1) 

y para que existan soluciones con algdn sentido,. deben cumplir-

se tambi~n condiciones del tipo' (¡.6) :l (I.8), que se reducen -

(IIl.2) 

si suponemos el canal rectangular o suficientemente ancho, de -

modo que podamos poner dy = dO. 

Llamando "cl! a 19l:J, y subs ti tuyendo las diferenciales por-, 
diferencias, se obtienen las cuatro expresiones.: 

'\¡x (v + c) llt (IlI.3) 

lldx :: (v c) llt (III.4) 

'\¡ (v + 2c) = g (So Sf) llt (IlI.S) 

lld (v - 2c) :: g (So - Sf) llt (IlI.6) 

en que los índices u y d se refieren a una secciÓn aguas arriba 

y otra aguas abajo de la considerada. 

La (III.S) puede escribirse: 
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expresi6n que si ponemos, 

K = , 9 (So Sf) á- t 

Ku = t 9 (So Sfu)~t 

Gu v + 2c u u + K u 

se transforma ens 

v + 2c = Gu + K 

De manera an~loga, de (111.6) se obtienes 

v - 2c = Gd + K 

COmbinando (III.1Q) Y (111.11) podemos ponere 
) 

Gu - Gd 
e = 2 

v - K 
G

u 
+ G

d = -=----"''-
2 

(III.7) 

(l1I'.S) 

(III.9) 

(III.10) 

(III.11) 

(III.13) , 

(IlI.14) 

( IU.1S) 

Por otra parte, si utilizamos la f6rmula.de Manning: 

v n a 
Sf = (R2/ 3) , 

al substituir en (111.1:), suponiendo R = D. obtenemosl 

v = 
g~tso - 2 K é/3 
na g7/3 ~t 

(III.16) 

COn esta expresidn, haciendo variar K 6 e, se obtienen dos 

gráficas como las que se muestran en la (fig. 3.1). Por otra 

parte, los valores que se van calculando se registran simultá--

neamente en gráficas del tipo mostrado en la fig. 3.2. 
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Los pasos que se siguen en la aplicaci6n del método son -

los que indicamos a continuaci6n. 

a).-

b).-

Fontera izquierda.-

1.- Se supone Adx. De las gr~ficas 3 y 4 se obtienen-

vd y cd • 

2.- De la gr~fica 1 se obtiene Kd' 

3.- Se calcula Gd con la expresi6n (III.12). 

4.- se toma c de los datos de la frontera izquierda. 

S.- Se calcula v - K con la expresi6n (III.l1). 

6.- De la gr~fica 2 se obtiene v. 

7.- Se calcula ~x = (c + cd - v - v ) II 
d 2 

8.- Si ~dx as! calculada difiere de la supuesta, se -

ccrrige el valor y se repiten los pasos 1 a 7. 

9.- Si ~x calculada es igual a la supuesta, se lle-

van los valores calculados de ~ y c para el trazo 

de las nuevas curvas en las gr~ficas 3 y 4. 

Frontera derecha.-

1.- Se supone ~x. De las gr~f1cas 3 y 4 se obtienen-
I 

v y cu ' u 

2.- De la gr~f1ca 1 se obtiene Ku' 

3.- Se calcula Gu con la expresi6n (III.9). 

4.- Se· toma c de los datos de la frontera derecha. 

S.- Se calcula v - K despe jando de (fII.l O) • 

6.- De la gr~fica 2 se obtiene v. 

7.- Se calcula ~x (c + C + v + vu ) tl::. 
u 2 • 

8.- Si ~x difiere de la supuesta, se ccrrige y se r!. 

pi ten los pasos anteriores. 

31 



I 

\ 

~, 

:ec 

9.- Si ~x resulta igual a la supues~a, se llevan los 

valores calculados de v y c para el trazo de 1as

nuevas curvas en las gráficas.3 y 4. 

c).- Puntos interiores.-

1.- Se su·ponen 6ax y ~~. Se leen vd y Vu en la gráf!. 

ca 3,y cd y Cu en la. gráfica 4. 

2.- De la gráfica 1 se obtienen Kd y Ku. 

3.- Se-ca1~~1~~ Gd y Gu con las expresiones (III.12)-

y (III .. 9). 

4.- Se calCIlla c cocn la expresi6n (III •. 14). 

5.- Se calcula v - K oon la expresi6n (III.15). 

6.- En la gráfica 2 se lee v. 

7.- Se calculan 6ax y ~x oon las expresioness 

8.- Si 6ax y ~x difieren de las supuestas, se cor~i

gen y se repiten los pasos a 7. 

9.- Si Ddx y ~x cOinciden oon los valores supuestos, 

se registran los valores calculados de v y c en-_ 

las gráficas 3 y 4 para el trazo dé las nuevas --

curvas. 

~-2-3.- El m~todo de las características para 
..,.. SP'l2>;U:;; 9W-'<!IS CJ::) A..) Ir) 

el estudio del qo~pe de ariete.-' ~O~ 

~------------~ 
~.ap~tu·1º-I--s·e-ebt:\;1vo-ra-eciia;e:t6nde-l......be-ipe-de_aú·e-

.. 
..l.. ~ .. ;;) o 
a "t 

32 



que es equivalente al sistema: 

1 av 
g at (I.9) 

(I.l0) 

Para obtener las características resulta más sencillo tra-

bajar con estas dos ecuaciones que con la de 2Q orden, segdn ve 

remos a continuaci6n. 
\ 

Pongamos las expreSiones (I.9) y. (I.l0) en la forma: 

g oh + O oh + O av _ 2.Y. 
ax at eX at O 

O ah +~ ah _ 2.Y. + O 2.Y. :::: O 
eX a at ax at (-I-II .• -l.8i-

y tomemos en cuenta que por la defin1ci6n de diferencial se ---

tiene: 

dx ah + dt ah + O av + O av = dh .(,U.I-.-l.9·) ax at ax at 

O ah + O ah + dx av + d't av :::: dv { fH-;-2Err ax at ax at 

Para obtener las caracte rís ticas de'hemos anular el determi 

nan te fo rmado por los coeficientes de las cuatro ecuaciones an-

teriores e 

g O O -1 

O ..9... -1 O a 
a :::: O 

. dx dt O O 

O O dx dt 

o sea: 

g (dt) 
a 

O 
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que <l!onduce as 

<Ix =-a dt 

<Ix = -a dt • ( I-I-I.2-1-b)-

pero .para que el sistema resulte compatible, debe anularse tam

bi~n el determinante asociado con cualquiera de las inCÓgnitas, 

J?E:>r ejemplo I 

o o o -1 

o ~ -1 o al! 
- O 

dh dt O O 

dv O <Ix dt 

eé decir: 

dv - 4 dh ~ = O 
a 

y si en 6sta sustituímos las (-f'f-:f-;-2+), obtenemos: 

dv 

dv 

s: dh 
a 

s: dh 
a (~2-b) 

de manera que a lo largo. de una característica del tipo (I-iT;-2+a-). 

se ·satisface la expresión (lFI-..-2.2-.a), y a lo largo de una del -

tipO (lHo2-1-b), se cumple la (I-:I--I-... ~-b). 

Supongamos ahota una tubería en que la celeridad es oons~~ 

tante de secciÓn a secciÓn, y en que conocemos la carga h y la-

velocidad v en dos puntos A y a en un instante t. Design4mos-~ 

Para conoce~ h y v en la secciÓn e en el instante t + .6 t -

(ver fig. 3.3), es decir, en el punto del plano xt en que sa

cortan la característica del primer tipo que pasa por A, y la-
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,del segundo tipo que pasa por B, debemos resolver el sistema: 

ha + ~h 

~ de las primeras dos ecuaciones da las condiciones v y h -

deseadas. 

A los puntos de frontera solamente llegan características

de un tipo, de manera que los t~rminos que en el sistema ------

(~r.ba) provengan del otro' tipo de características deberán 
) 

reemplazarse por los que se obtengan de las relaciones v - h 

que rijan en la frontera. 

En realidad, el m~todo r~sulta más bien analítico; las a~ 

das gráficas se reducirán a las curvas v - h que den las condi-

ciones de frontera. 

Observamos por dltimo que la in,tegraci6n de las ecUaciones 
" 

(~II.62~ conduce, por cierto de manera bastante si~ple, a las -

ecuaciones conjugadas del golpe de ariete: 

ha' - 11, = v, ) 

.lf-de las que a su vez se deduce, como hemos visto, el m4todo grá

fico de Bergeron. t'-

Estas ecuaciones relacionan velocidades y cargas en puntos 

e instantes sujetos a las condiciones: 
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respectivamente, y que como puede observarse, no son sino el --

resultado de integrar las ecuaciones (rl~2+). 

r----------- ~ 
111-3).- M~quinas Computadoras.-

lTI-3-1.- Computadoras digitales.-

En t~rminos generales, la organizaciÓn de una computadora-

digital es la siguientes 

1).- El operador, mediante la unidad de entrada de la má-

quina" introduce el programa. y los datos del problema por reso!. 

ver. 

2).- La máquina los almacena en su memoria. 

3}.- Una unidad de control toma una a una las intrucciones 

contenidas en el programa y da las Órdenes necesarias para que 

se efectden las operaciones indicadas con los datos que corre~ 

pondan • 

. 4).- La unidad aritm~tica de la máquina efectda las opera-

ciones •• 

5).- Siguiendo Órdenes del control, los resultados se alm~ 

cenan en la memoria o se imprimen de alguna forma, y por medio-

de la unidad de salida llegan a poder del-operador. 

La elaboraciÓn de un programa exige las siguientes etapas: 

1).- OefiniciÓn de un organigrama, es decir, de un diagra

ma de organizaciÓn de ideas para la resoluciÓn del problema. 

2).- Trazo del diagrama de flujo, o sea, de u¡' diagrama 
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que muestre la secuencia de las operaciones a ejecutar y las re 

laciones entre ellas. 

3).- CodificaciÓn.- Es la traducciÓn del diagrama de flujo 

mediante la aplicaciÓn de claves o "lenguajes" que interpretará 

la computadora. 

4).- Pruebas del programa en la máqUina. 

La computadora digital es un~ excelente ayuda en la resol~ 

ciÓn de todo tipo de problemas, si se puede expresar como una -

secuencia de operaciones aritm~ticas, y adn hay problemas que-

sin ella no podrían ser a~acados, pero su utilidad se manifies

ta especialmente en procesos en que una misma serie de operaci2 

nes se repite reiteradamente, ya sobre diferentes datos, ya con 

el fin de aproximarse sucesivamente a un resultado. 

I1I-3-2.- Computadoras analÓgicas.-

Cuando las mismas ecuaciones describen matemáticamente a -

dos procesos físicos diferentes, de manera que sÓlo cambia el -

significado de las variables, es evidente que ambos procesos 

presentan una analogía. Es prosible entonces; estableciendo 

una correspondencia biunívoca entre las variables que intervie

nen en ambos procesos, y ajustando las condiciones "de frontera

equivalentes, lograr que uno de ellos sea una respresentación -

fiel del otro, un "modelo analógi~". 

Las mediciones efectuadas en ese modelo, mediante las tran~ 

formaciones adecuadas, permiten calcular características del -

proceso representado: uno de los sistemas físicos funciona en-

tonces como una computadora en la que se resuelven las ecuacio

nes que describen el proces9 que se lleva a cabo en el otro si~ 

tema. 
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Aunque de hecho es posible lograr de muchas maneras una --

analogía, se reserva en especial el nombre de "computadora ana-

lógica" a un conjunto de dispositivos, en su mayor parte elec-

trÓni·cos, que son capaces de simular físicamente ciertos proce

sos básicos (o, lo que viene a resultar lo mismo, de efectuar -

ciertas operaciones matemáticas), que pueden interconectarse -

formando circuitos que se ajusten a las .. condiciones requeridas-

para simular procesos más complicados. La variable dependiente 

que se usa en ellas es el voltaje, y la independiente, el tiem-

po. 

Entre las razones que han motivado que sea e~medio e14c-

trico el más utilizado para servir de analogía se encuentran, -

la amplitud del dominio de variabilidad que se puede dar a la v~ 

riable voltaje, la facilidad de la interconexiÓn y la existen-

cia de aparatos de registro accionados e14ctricamente y de t4c-

nicas altamente desarrolladas. En particular, una de las cara~ 

terísticas fundamentales de una máquina analógica es su capaci

dad de simular un proceso de integraci6n(en la máquina se hace

respecto al tiempor, lo que la hace especialmente indicada para 

resolver ecuaciones diferenciales, es decir, para simular proc~ 

sos que matemáticamente se expresan por medio de ellas. 

En la figura 3 .4 se muestran esquemáticamente algunos de 

los dispositivos que forman parte de una computadora nalógica, 

Multiplicado por constante.- Si el voltaje entregado al --

dispositivo es x, el que se obtiene es, 

y = siendo %0 Y %1 las. impedancias

de los elementos mostrados. 
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l. 

l, 

Multiplicador por CO"lta"te 

y 

Sumodor 

y • - (- X, + - K. ~ lo lo 
l, l. 

Int earado r 

Pla. 3.4 
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Sumador.- Si al dispositivo anterior se le conectan varias 

entradas con voltajes Xl' X al X3 , ••••• ' e impedancias z1.. I za ,Z3 I 

••• , se obtiene un voltaje. 
Z Z Z 

(o x + -2. ,"- + -2. x
3 

+ •••• ) 
y = - z,- 1 Z~ -<1 Z3 

1ntegrador.-Afiadiendo al sumador un condensador es posible

efectuar la integral con respecto al tiempo de los voltajes que-

se entregan, y multiplicarlos al mismo tiempo por alguna consta~ 

te. 

La cqmputadora ana16gica resuelve normalmente ecuaciones di-

ferenciales ordinarias, sin embargo, las ecuaciones parciales --

pueden ser resueltas si es que se pueden substituir por un sist~ 

ma de ecuaciones ordinarias, reemplazando algunas derivadas por-

cocientes de diferencias. 

111-3-3.- El MIDAS.-

El Midas (Modified 1ntegration Digital Analog Simulation)-

es un programa que permite simular en las computadoras digita--

les del tipo 709 de la 1BH el comportamiento de una m~quina an! 

logica; podemos describirlo b~sicamente como una subrutina que-

proporciona directamente ciertos elementos operacionales Cinte-

gradores, sumadores, multiplicadores, etc), de modo que la pro

gramación se reduce a hacer un, diagrama de bloques que indique

la forma en que dichos elementos deben interconectarse para la

resolución de un problema. Ese diagrama es en todo similar al

alambrado de una computadora anal6gica, y ocupa precisamente su 

lugar. 

Excepto una subrutina llamada LOGIe, que permite tomar de-

41 



cis iones hacienélo uso de comparadores, y que est.~ escri ti en -

lenguaje m~quina, todas las instruc.ciones que componen el MIDAS 

están escritas en FORTRAN 11, una de las variedades del lengua

je m~s difundido en los sistemas de computadoras digitales. S2, 

lamente deben segui·rae algunas reglas sencillas de formato al -

codificar un programa, por lo que su apl icaci6n no es complica

da" 

Para la elaboración del diagrama de bloques existen símbo

los especiales. La mayor parte de ellos son unos pequeños CUA

drados que con.tienen la. clave del tipo de elemento de que se tr,l! 

ta, y que se ligan con otros por medio de líneas que simbolizan 

las diferentes entradas'y s'alidas del elemento. En el capítulo 

siguiente presentarerrcs un ejemplo en el que se aclararM al~ 

nos detalles de este ~átodo. 
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CAP I TUL O IV 

EJEMPLOS DE APLlCACION 

IV-l).- Tr~nsito de una onda de avenida.-

En el afio de 1963 se construy6 en el Instituto de Ingeni! 

ría de la U.N.A.M. el modelo hidr~ulico de un canal por el que

se hizo pasar una onda de avenida, y los resultados de las medi 

ciones efectuadas se compararon con los obtenidos por el método 

de las características y se publicaron en la revista Mlngenie-

ría" de abril del mismo aílo (COntribución al estudio de ondas -

de avenida en canales.- J.L. Sámchez B" A. Capella V. e l. He

rrera R.). El mismo problema nos servirá para ilustrar compare 

tivamente los diferentes procedimientos expuestos. 

Los datos del problema son los siguientesl Un canal de se~ 

ción trapecial, con 6.00 m de ancho de plantilla y taludes 1.5, 

1 conduce normalmente un gasto de 30m3/s, con una pendiente de-

0.0002 y un tirante de 2.60m. La rugó~idad queda expresada por 

una "n" de Manning de 0.017. En su extremo aguas abajo, descar-



ga a un al~acena~iento a nivel constante~ la elevaciÓn de la s~ 

perficie libre del agua es 5.07 m sobre la plantilla del canal

en esa se~ciÓn, 10 cual produce un remanso que se extiende a 10 

largo de 26 km. En un momento dado, se presenta una onda de 

avenida en la secciÓn en que comienza el remanso~ el hidrograma 

de esta onda se conoce, y se desea investigar su evoluciÓn a lo 

largo del canal y a travds del tiempo. 

En las figuras 4.1 y 4.2 se muestran los datos ~eo~~tri

cos del canal, los valores de las velocidades y tirantes en al

gunas secciones (condiciones iniciales obtenidas del remanso -

que hemos calculado), y el diagrama de niveles d~ la avenida. 

IV-l-l.- IntegraciÓn por diferent!! finitas.-

Para desarrollar el esquema de diferencias, expresemos pri 

mero las ecuaciones de De Saint Venant en forma conveniente. La 

ecuaciÓn (I.13) proViene de, 

que podemos escribir. 

T oH + JL (Av)= O ot oX (IV.l) 

en que H representa el nivel de la superficie libre en cada ses 

c1Ón referido a un plano horizontal de comparaci6n elegido arb~ 

trariamente, es decir • 

. H=Y+z 

si z es la elevaciÓn de la plantilla en cada secciÓn, constante 

respecto al tiempo., 

Por otra parte, en la ecuaciÓn (I.12) podemos t~ar en ---
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LP.H.C. ___ _ 
0+ 000 

E,atoción 

I 0+ 00 O 

2 + 000 

4 + 000 

e + 000 

8 + 000 

10 + 000 

12 + 000 

14 + 00 O 

le + 000 

la + 000 

20 + 000 

I 22 + 000 

·24 + 000 

26 + 000 

'~ 7~0.017 

! 

~ '.00 III'J 
SEee ION 

y (m) 

2 .60 

2, 81 

2.83. 

2,ee 

2,72 

2.8 1 

2.9 
3.IS 

11 ,119 

3.aa 

4.00 

4,34 

4 70 

5.07 I 

Z (m) 1 

5,20 

4.80 

4,40 

4,00 

1I.eo 
3,20 

2,80 

2.40 

2.00 

I,eo 

1.20 

0,80 

0.40 

0.00 

Elev. S.07 111. 

... 

H . Y T Z .V (m/.eo) 

7.80 1.18S 

7,41 1.IS9 

7.03 1,147 

6.ee 1.129 

e.32 ! ,094 

e.ol 1.045 

.7S 0.97e 

S.55 0.888 

5 39 0.798 

S.2a 0,90a 

S.20 O .e25 

5. 14 O .Ss.¡¡ 

5 ,10 0,489 

S ,07 0.435 

FIO. 4.1:- Dotal o"olllótrleOIl y eondlelonn lolelol"lI. 
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H(m) 

•. 00 

'.50 

'.00 

~~--~O--------~~---------~~---------"~O~--------t~OO~--------'~~--------~'~O~O----~-
t (mln) 

I (1IIIn) H (m} 
11 

t ( mln) H (m) I ( mln) H (111) 

O 7.80 1= 10 7.84 110 9.07 210 8.09 

20 7.89 120 9 .00 220 8.08 

30 8.00 1130 92 230 8.02 

40 
• 

8.14 140 8.80 240 7.98 

50 8.13 6 180 8.67 2110 7.94 

! 60 8.70 180 8.50 280 'l. 91 

70 i 8.84 110 8.34 270 7. 88 

80 8.96 180 = e .24 280 7. es 

90 9.013 190 8.17 290 7.82 

100 9.08 200 
! 

8.15 1300 1.e O 

Fig. 4.2.:- Elovaclollo. dol 111 vol dal aguo 

lIIl lo .acclólI 0+ 000. 
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cuenta que so' la ,pendiente del fondo, es igual a la negativa -

de la parcial de z respecto a x, y entonces, sustituyendo: 

oH :: oY + oz = oY _ s ax oX ax oX o , 

y considerando que la pendiente hidr<iul1ca Sf es proporcional -

al cuadrado de la velocidad, de modo que g Sf = P v2 , quedas 

( IV. 2) 

Los coeficientes A{x,t), T(x,t), P(x,t), son funciones que 

dependen del r,ío o canal pOr estudiar, y su determinación es de 

suma ,importancia por la influencia que tienen sobre las caract! 

rísticas hidr<iulicas del escurrimiento, pero en general en un -

problema dado puede ser muy difícil. y ,adn imposible, determi--

nar correctamente su forma. Sin embargo, se puede aspirar a ~ 

nocer sus valores en una serie de secciones fijas y en instan--

tes determinados. 

Al plantear el esquema de diferencias no debe olvidarse -

que en este t'ipo de ecuaciones la relación de los incrementos -

de ambas variables debe quedar dentro de ciertos límites para -

garantizar la convergencia. En este caso las características -

son~ 

y debe tomar,ses 

v+g¡gn-

Para los datos de que disponemos, suponiendo una velocidad 

máxima de 2 mis y un tirante medio hidr<iulico que no ~xceda de-

4 m, se tiene: 
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v + ¡gc = 2 + ff.'E!T4) :::: 8.3m/s 

o sea, 6t'en segundos deberá ser menor que ~ en metros, divid! 

da entre 8.3. Si al hacer el cálculo aparecieran ~na velocidad 

y un tirante med~o hidráulico que hicieran que v + ~ fuese m~ 

yor de,8.3,se deberá corregir la relaci6n de incrementos.De he

cho, para lograr una buena aprOXimación; podría tomarse esa re-

laciÓn bastante ,menor. 

Al tratar de resolver el problema,' se planteO un esquema -

sencillo de diferencias finitas y se programeS para ser proces~ 

do en una computadora electrónica, pero a pesar del cuidado que 

se tuVQ a:m el control de incrementos ,aparecieron result'ados -

sin sentido, como velocidades negativas y tirantes muy grandes, 

que nos hicieron pensar que la forma en que se desarrollaba el

esquema introducía muchos'errores de promedio y aproximaci6n, -

produciendo una gran inestabilidad. 

Despu4s de ~orregir repetidas veces el esquema y la rela-

ci6n de incrementos, se llegÓ a la.s ecuaciones que detallamos a 

continuaciÓn. El índice superior rep'resenta el instante y el -

inferior, la abscisa de la secci6n a que se refieren las magni

tudes de que se trate, medidos como mdltiplos de los incrementos 

ót y ~ previamente elegidos. 

A).~ Puntos interiores.- (El cálculo se lleva solamente a-

puntos en que ambos índices son pares o impares simultáneamen--

te 1 O .,. X .,. L 1 t > 1 ) • 

(AV,)t - 1 t -
1 - (Av)x + 1 = ¡.j't - 2 + ~ _---:;x'----'-::----;:o--"=----'-

--x ...". 'l't - 2 
X 
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• 
I 

I 

I 
I 

r 
I 

B).- Puntos de frontera izquierda.- (x o: Ht es dato). o 

a).- Si t es par.-

Vt :: Vt - 1 +lii:. [ V;-1 vt - 1 Vt - 1 t-1 + g (Ht - 1_ H;-1 )] 
o o /S< o· o V1 o 

- 6t (p V V)t-1 
o 

b).- Si t es impar.-

V; = V~-1+ ~ [V;-1 V~-1_ V;-1 vi-1+ 9' (H~-1 - Hi- 1>] 
_ t.t (P V V)t-1 

o 

C).- Puntos de frontera derecha.- (x :: L: ~ se conoce en

funci6n de vi>. 

a).- Si ambos índices son simultáneamente pares o im-

pares .-

Vi = vi-
1

+ ~ [vi:: vi-
1
- vi-

1 
vt

1
+ 9' (~:r - ~_1>l 

_ 6t (P V V )t-1 
L 

b).- Si los índices no son simultáneamente pares o im 

pares.-

Vt = vt - 1 + L rvt - 1 v t - 1 vt - 1 vt - 1 + 9' (H!--_21 _ H!--1)l 
L L 2/S< L L-2 L - L L -~ -~ J 

_ 6t (p V V) t-1 
,L 

0).- 'Puntos 'de la línea t ::0.1, excepto los de frol')tera: s~ 

lo si x es impar.-
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~ + 2~ [V~_l ~ 

- At (P v V)~ 

Oon estas ecuaciones se hizo el programa que result6 defi-

nitivo, pues al probarlo di6 valores satisfactorios. En 41 se

utiliz6 la f6rmula de Manning para el cálculo del coeficiente P , 

de pérdidas de energía. Al aplicarlo al problema que nos hemos 

propuesto, se utilizó un ~ = 2000 m y un 6t = 20 seg. 

En el apéndice se muestra,un listado de la codificaci6n 

FORTRAN del programa, y en,las figuras 4.3 a 4.6 se presentan 

algunos resultados en' forma de gráficas. 

IV-1-2.- El método de las caracter{sticas.-

Aunque como hemos dicho, el problema fue ya resueldo por -, 

el m4todo de las características" hemos creído conveniente rep!! 

tirIo introduciendo algunas modif'icacion~s de menor importan---

cia. 

En efecto, la aplicación del m4todo tal como ló hemos ex--

puesto, supone que el canal es restangular o ~uy ancho, de mo

do que dY se pueda aproximar oon dO y el radio hidráulico R pu!! 

da ponerse igual al tirante medio D en cada sección. 

En el caso que nos ocupa, el canal tiene secci6n trapecial 

y esas aproximaciones no son muy buenas. Buscando mejorar la, -

precisión sin aumento de trabajo apreciable, decidimos efectuar 

una re9'resi6n lineal de Y vs D y una regresión lineal hornogl!fnea 

de R vs D, utilizando el mdtodo de los mínimos cuadrados, con -
50 
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10 que se encontr6: dY = 1.7726 dO Y R = 0.8859,0 como valores 

promedio dentro del rango de valores del tirante que pueden ser 

significativos. 

Con esto se modifican algunas de las ecuaciones del p~rra

fo IlI-2-2. que q'úedans 

(IV.3) 

v .¡. 3.5452 c = Gu .¡. K en lugar de (111.10) (IV.4) 

v - 3.5452 c = Gd .¡. K en lugar de (111.11) (IV.6) 

Gu - Gd 
c = 7.0904 en lugar de (111. 14) (IV.7 ) 

K 
v = 0.9224 c 4/3 

en lugar de ClII.16) (IV.S) 

Los resultados que arroj6 el cálculo asi efectuado coinci-

dieron pr~cticamente con los obtenidos en la integraciÓn por -

diferencias, por lo que no vale la pena incluirlos por separado~ 

las gráficas de las figuras 4.3 a 4.6 pueden considerarse en

tonces representativas de los cálculos efectuados Por cualquie-

ra de los dos m~todos. 

lV-1-3.- Utilizaci6n del MIOAS.-

Al simular el comportamiento de una máquinaana16gica, el -

MIOAS permite la, integraci6n continua en un sentido, pero la sQ 

luci6n de ecuaciones diferenciales parciales en las que inter--

vienen dos variables independientes requiere el uso de cocien--

tes de diferencias finitas. 
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Para resolver el problema del tránsito.de avenidas ponga--

mos las ecuaciones (l. 12) Y (l. 13) en la forma e 

av -;- V ay -;- g ay 
at ax ax 

T ay -;- 2.2= o 
at (Ix 

Reemplazando las derivadas respecto a ~ por cocientes de -

diferencias,en que el índice 1 corresponda a la sección inmedi~ 

ta aguas arriba de la considerada, y el índice 2 a la inmediata 

aguas abajo, las ecuaciones pueden escribirse, 

dV = 
dt 

en las que ~ representa la distancia. entre las diferentes sec-

cionesen las que se supone dividido el canal. 

Estas ecuaciones pueden integ rarse con respecto al tiempo,

y son válidas en cualquier sección del canal en que se desee se 

guir el paso de la onda, excepto en las dos secciones extremas. 

Para 4stas se deberán desarrollar otras ecuaciones que tomen en 

cuenta las condiciones de frontera. 

En nuestro problema, las condiciones de frontera quedan e~ 

presadas adecuadamente por los sistemas s~guientess 

Extremo agua arriba.-

dV :1 Y - Y:i y - y 2 
dt = gso - PV -;- V ~ + g ~ 

y :::: Y(t) 
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FIQ. 4."", Diagrama de bloqoe. poro lo .ecclóo e.trelllo 

de oQoo. arribo. 
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Extreffio aguas abajo.-

dV 
dt 

y = constante 

Las figuras 4.7, 4,.8, 4.9 muestran los diagramas de ---

bloques para resolver simultáneamente las ecuaciones anteriores. 

La "c41ula tipo" de la figura 4.8 se repetirá para cada una de 

las secciones no extremas del canal. 

El significado de los símbolos es el siguientes 

NEG cambio de signo 

S sumado (admite hasta seis entradas) 

M ••••• Multiplicador 

D divisor (efectda el cociento AlB) 

I integrador 

G generador de funciones (interpola li 

nealmente entre datos) 

Los integradóres llevan señaladas sus condiciones inicia-

les~ las otras magnitudes encerradas en círculos con las cons--

tantes del procesos 

B = ancho de plantilla del canal 

K = inclinaciÓn de los taludes 

OX = 13< 

GS g So 

GDX g/l3< 

GDDX g/213< 

ODX 213< 
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Todo elemento va seguido de un n~ero que permite su ide~· 

t1ficaciÓn. 

Al códificar deben seguirse la reglas que indicamos: 

a).- Empezar con las tarjetas.-

XEQ , (execute) 

CALL MIDAS· 

b).- A continuación poner las tarjetas con los nombres de

las constantes, párametros y condiciones ~iciales de los in te-

gradores. En la columna 7 se i~ciales ae los. integradores. En 

la columna 7 se indica re spe cti vamente CON, PAR o le, y' a par-

tir de la columna 15 se indican sus nombres (no más de seis por 

tarjeta). Entre las constantes se deben declarar TR (tiempo d! 

seado entre cada impresión) y TFINAL (tiempo que marca el fin -

del proceso). 

c).- Se hace despúés una lista de los elementos que inter~ 

vienen en el programa, escribi6ndolos a partir de la columna 7, 

y frente a ellos, de la columna 15 en adelante, se indican las-

claves de las entradas separadas por comas. 

d).- Se pone la declaración !NO, e inmediatamente,despu6s--
, 

se proporcionan los datos, en el mismo orden en que son nombra-

dos en el programa, ,yen formato 6Fl0. Para las tablas de 108-

generadores de función debe declararse antes el ndmero de pare,

jas de datos. 

e).- Todos los datos deben darse con punto decimal o en-

fo~ de potencias de 10. 

f).- Al tenrminar el listado de elementos operacionales d! 

be indicarse: 



a • 900 lila 

" _~==--========:::::== 8-
L • 480 111_ 

V •• 3.75 m/a 

F1V. 4.10 

, 

t~ 
-o 

,., 

1 2_5 

Ii 
O 

O 2 .. 
-O 

L5 
O 

I 

L 
pen"le,,'. -o 

I -V.OJ4fh' 

0.5 
"'''''ente o 

X " e 

F1V. 4.11 
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I 

FIN IT, TFINAL 

empezando en las columnas 7 y 15 respectivamente. Esta declar~ 

ciÓn indica que el proceso debe terminar cuando la variable in

dependiente IT alcance el valor TFINAL. 

g).- Entre la tarjeta FIN y la END se porporcionan las es

pecificaciones de sal;da. 

En las figuras 4'13 a" 4.6 hemos trazado gráficamente los':" 

resultados del problema resuelto con el MIDAS, lo que permite -

la fácil comparaciÓn con los obtenidos por los otros m4todós. -

una muestra del listado de tarjetas usadas se presenta en el --

ap4ndice. 

IV-2).- sobrepresi6n por golpe de ariete.-

Sea una ins~alaciÓn como la mostrada en la .figura 4-;-1-1:);-

y calculemos las variaciones de la presiÓn junto a la válvula -

debidas a una apertura parcial de la misma, con objeto de ilus-
-e l . 

trar l:os" j?rocedimientot de las caracter!sticas~~. 

Supongamos que la ley de apertura es lineal, y que se efeE 

tda totalmente en un tiempo de 3 segundos, y veamos que pasa --

con una maniobra de dos segundos de duraciÓn. 

COndiciones de frontera.-

Vaso A.- h :: 8Om. 

válvula B.- cerrada v o 

abierta .v = Ic:jñ 

Para apertura tot'al, k3 :: 3".75/80 

Para parcial, 

0.42 

0.28 

~/3 :: 0.14 
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IV-2-1.- M~todo de las caracter{sticas.-

Tenemos a = 900 m/s~ L = 450 m, de modo que los' puntos e~ 

tremos ligados por una recta característica se encontrarán def~ 

sados un tiempo ~t = 6X/a, es decir 0.5 seg. Segdn esto, avan

zaremos en el cálculo del punto 8
0 

al AO•S ' de ~ste al 81 , Y -

as! sucesivamentet ver la figura 4.11. 

Al llegar a puntos de la frontera 8 deberemos combinar. 

con las expresiones' que valen a 10 largo de las características 

de pendiente -a provenientes de la frontera A, a sabers 

obteniendo luego,: 

81]: = 2:'" (2g vA + a kll - k ~4a g vA + a~k'" + 4g
ll

hA) 

No vale la pena graficar esta expresiÓn, es preferible ca,! 

cu1ar en cada paso los t~rminos necesarios. 

Al llegar a puntos de la frontera A bastará poner: 

v = v + AV = V + SI A" 
A B'" B a""'" 

en que las condiciones conocidas son las del otro extremo, cal

culadas 0.5 seg. antes. 
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c41culo.-

~1·-

v = o h 80 m 

v = O h 80 m 

900 (0+0 0196X900 
192 • 0.14 ";O+O.0196x810000+384x80 

4.69 (17.64 0.14 ";15880 + 30720) 

= - 58.70 m. 

Av 58.70 x 0.0109 :; 0.639 mis 

v = 0.639 mis h 21.30 m 

h 80 m. 

~h 80 - 21.30 = 58.70 m 

Av = 58.70 x 0.0109 = 0;Q39 m/3 

v :; 1.278 mis 

4.69 (19.6><1.278+0.0784><900-0.28 35200><1.278 + 

0.0784)(810000 

+ 30720) 

= 4.69 (25.05 + 70.55 - 0.28 "';44900 + 63500+30720) 

= - 41.70 m. 

~v 41.70 >< 0.0109'= 0.455 mis 

v = 1.733 mis h :; 38.30 m. 

h :; 8e m. 

Ah :; 80 - 38.30 :; 41.70 m 

Av 41.70 >< 0.0109 :; 0.455m/s 

v :; 2.188 mis 
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B3'- /Yl = 4.69 (19.6x2.188 + 70.55 - 0.28 77000+-63500+ 

30720 

=-'11.6m 

Dv = 11.60 x 0.0109 0.116 mis 

v = 2.314 mis h = 66.40 m 

Las cargas h tendrán asintÓticamente a 80 m y las'veloci-

dades a 0.26..J80, o sea, a 2.5m/s. 

IV-2-2.- M4todo de Schnyder-Bergeron.-

En el '.plano v-h las condiciones de frontera A quedan repr~ 

sentadas por la recta h = 60, Y las de la frontera B por las -

parábolas v = k/h, con k = 9.14. 0.26 Y 0.42, segdn se obtuvo -

antes. Las rectas de cálculo tienen pendientes! a/g, es decir, 

. + 91.8 sag. 

El diagrama completo se muestra en la figura 4.12, y de ~ 

41 tomamos los siguientes· valores, que pueden compararse con los 

calculados en el párrafo anterior: 

SECCION-TIEMPO v(m/s) h(m} 

BO O 80 

Ao.5 O 80 

Bl 0.639 21.30 

Al • 5 1.285 80 

, B
2 1.732 38.20 

~.5 2.188 ¡;lO 

B3 2.311 68.10 

66 



a. ... • .. .. .. "-o lE .. 
lO 

é .. .. O • 
.:: 

o 

'" .. 
<1 

4: / 

.; / 
/ 

e / 

fii o o o ... CD 10 

eOHe .. uo 

67 

o o o 
<1' ., GI 

ti .DOJO:! 

o 

L 
<1' 

~ ., 

q ., 

10 .. 

O 
I.'i 

~ 

g 

10 
o 

á • .. 
"-
E 

c: .. 
• • 
'" " :!! 
o 
O 
;¡¡ 
> 

G 
O .. 
• O .. 
• 
al 

• 'V 

O 
E 
o .. 
o 
o 
ca 

l. 

!! .. 
o 
ti: 



CAP I TUL O V 

CONCLUSIONES 

La integraciÓn de las ecuaciones diferenciales de segundo-

·orden y primer grado, de tipo hiperb6lico~ es de gran importan

cia en el campo de la hidráulica. En efecto, como hemos visto, 

este tipo de ecuaciones aparece al tratar con flujos no perma-

nentes, es decir, con probleffias de propagación de ondas. El 

cálcülo de la forma en que se propagan es indispensable pa~a PQ 

der diseñar correctamente las conducciones en las que se prese~ 

tarán dichos fenómenos transitorios. 

Al comparar los diferentes procedimientos que he expuesto

en los capítulos anteriores, para integrar dichas ecuaciones hi 

perb6licas, se pueden hacer las siguientes observaciones: 

Ante todo, la integraciÓn directa. de las ecuaciones por 

los m4todos del cálculo, no conduce a ninguna. soluciÓn apropia

da, pues o bien deja una indete~inación, como sucede en el ca

so del golpe de ariete, o sólo es posible en algunas condiciones 

particulares, como se ha mostrado en el caso de ondas en cana--



les. Por otro lado, la parte ya,num4rica del cálculo es labo-

riosa, y'requiere que el calculista posea una buena base matem! 

tica para su comprensi6n. Son entonces preferibles los procedi 

mientos de sóluci6n por diferencias finitas', ya sea que se usen 

medios gráficos o electromecánicos de cálculo. 

E.l problema del golpe del ariete nó presenta ya maqores di

ficultades, dada :la versatilidad y sencillez ael mdtodo de ---

Schnyder-Bergeron. Al aplicarlo, es fácil hacer intervenir las 

condiciones de frontera, y no es tampoco compli'cado tomar en 

cuenta la fricci6n, si se supone que las pdrdidas de energía 

producidas por ella se concentran en una o varias secciones 'a -

lo largo de la conducci6n~ Tamb14n es simple el cálculo de la

sobrepresi6n en secciones intermedias, una vez que se conoce su 

variaci6n en las extremas. para tuberías senCillas; el m4to'dO,. 

de Bergeron es, además, bastante rápido •. 

La integraci6n de las ecuaCiones de Allievi a lo largo de

sus características es,. sin embargo, tanto o más simple, y pE!, 

senta todas las ventajas que hemos ennumerado para el lIIIiftodo de 

Bergeron. En particular, estimo que proporciona una forma cla

ra y elegante de llegar a las ecuaciones conjugadas que son la

base del procedimiento gráfiCO, y s610 se necesita' un cierto ni 

vel de conoctmientos matem&ticos .(por otra parr.e no muy eleva-

do) para que este punto de vista 'permita una comprensi6n más -

completa del comportamiento del fein6meno. En cuanto a preci-' -' 

si6n se refiers, se ha visto en el ejemplo que los resultado.s -

son pr1f:ct1camente los mismo's, como era de esperarse sabiendo _ 

que en realidad se están aplicando los mismos principios, y so

lo podría quedar en duda la aprox.imaci6n que se obtuviese. Es...,. 
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ta es, aparentemen"Ce, tan buena en un procedimiento como en el

otro. Debo decir sin embargo, que la programaci6n para una co!! 

putadora electrónica haría adn más simple y rápida la determine 

ci6n de las variaciones de presi6n en un conducto, y permitiría 

además tomar en cuenta, fácilmente, todas las singularidades -

del mismo. La máquina computadora sería especialmente dtil en';' 

los casos de tuberías bifurcadas~con pozos de oscilaci6n, etc. 

Por el contrario, el próblema del tránsito de avenidas por 

cauces, más complicado, se encueritra aj:1n con'ciertas dificulta

des de detalle en su soluci6n. El mdtodo de las característi-

cas, tal como lo presenta Lin, es simple y claro, pero bastante 

laborioso. El ejemplo que se present6 en el capítulo anterior

requiri6 ,un buen ndmero de horas-calculista para su resoluci6n

compleca., Los resultados que arroja el m~todo son bastante --

aceptables, segdn mostró la comparaci6n con el modelo reducido

que se detalla en la referencia 14, y hace unos años proporcio

naba el dnico medio razonable de atacar el problema. No obstan

te, su aplicaci6n a cauces no uniformes ya no es tán sencilla -

(ver ref. 6), sobre todo si las irregularidades fueran frecuen

tes. En la se!=retaría de Recursos Hidráulicos se ha programado 

ya este procedimiento, para su procesamiento en una computadora 

digital, ,con lo que se ha ganado mucho en cuanto a facilidad y

rapidez de su aplicaci6n. 

La integraci6n de las ecuaciones a tra~s de un esquema 

de diferencias finitas tiene, en principio, la dificultad de que 

el sistema debe llenar ciertos requisitos para garantizar su 

estabilidad y convergencia, pero una vez subsanada, no hay ya -

mayores obstáculos. Sin embar9?, este m~todo exige francamente 
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el uso de una cemputadora electronica. La precisi6n de los re

sultadós es similar a la que da el mdtodo de las característi--

cas, cemo pude comprobar· al resolver el mismo problema por am--

bos mdtodos. El tiempo de procesado en la cemputadora fue de -
, 

poce más' de veinte minutos, y aunque el tiempo necesario para -

poner a punto el programa fue de muché!.s horas, una vez que el -

programa está hecho, es muy rápida la soluci6n de un problema -

cualquiera, pues 5610 hará falta ce.dif1car v perforar los datos. 

y proporcionarlos a la máquina. 

El uso del esquema de diferencias finitas presente además-, 
la posibilidad de tomar en cuenta fácilmente ciertas irregular! 

,dades, incluyendo aportaciones laterales de gastos (que existen 

prácticamente siempre que se trata de un cauce'natural)~ Esto

ha sido ya aplicado, cen 'resultados satisfá~orios, en los ri6s 

ahio, M1sSissippi y Tennessee., por ingenieros del Instituto de"; 

Ciencias Mátematicas de la Universidad de Nueva York (ver ref~-

10). De hecho, basta con· afladi r ,al9UIlOs tárminos a las ecuaci9, 

nes de De Saint-Venant, para considerar esas aportaciones late

rales (ref. 7, 10), Y en la OOmisi6n Federal de Electricidad -

existe ya el programa correspondiente par¡;lcemputadcra dig1;taJ.;. 

Esta generalizaci6n permitirá, por ejemplo, predecir la forma -

del hidrograma d~ una a'f1enida en un sitio determinado de un do 

con días de antic1paci6n, conociendo las características de la

onda en una secc16n que se encuentre muchos ki16metros agua arI1, 

ba, y la maqnitud y distribUci6n de los caudales laterales, pu

diendo así tomar las precauciones necesarias en el sitio en 

cuest16n. 

Falta s610 por anali~ar el uso de la cemputaci6n anal6qi--
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ca. Este medio de c~lculo no está muy difundido, y no tengo no

ticias de que haya sido empleada una computadora analÓgica de -

uso general para problemas de tránsito de avenidas por cauces.

Existen modelos nalógicos especiales (ref. a, 12), que simulan

en particular un tramo de 'río,' pero ni' siquiera fstos han sido

utilizados profusamente. 

La computadora analógica de uso general puede no contar -

con suficientes elementos para formar los varios circuitos que

se necesitan para la soluciÓn de las ecuaciones de la onda ,en -

cana,les, por el ndmero de' secciones que se debe considerar, a -

menos que se trate de una máquina de muy gran capacidad~ la ut~ 

lizaciÓn del MIDAS puede corregir e~a deficiencia. POr otra 

parte, la programaciÓn de los circuitos para una analógica o el 

MIDAS es sumamente sencilla, y permite tambi4n tomar en cuenta

irregularidades del cau:ce. Si"por ejemplo, se tratara de un -

cauce natural en el que la forma de la secciÓn variara de cual

quier manera,' bastaría reemplazar la parte del cirCuito que --

efectda el c~lculo del ~rea por un generado~ (G) al que se sum~ 

nistrar!án en forma de tabla, los datos del área en cada secciÓn. 

para diferentes valores del tirante. 

Al comparar los resultados obtenidos con los que arrojaron 

otrOs mdtodos, en el problema propuesto. se ve que las diferen

cias en los valores calculados d9 tirantes y de gastos no exce

den del 5%. por lo que se puede pensar que todos ellos son igual 

mente confiables. El tiempo de procesado es similar (el progr~ 

ma MIDAS corriÓ en cosa de treinta minutos), y la l1nicaaparen

te desventaja de este proceso de simulaciÓn es que por ahora -

hay pocas computadoras digitales que lo acepten. Creo, sin em-
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bargo, que debo hacer hincapid en la sencillez de la.programa-

ci6n ana16gica, y en que la confecci6n de los circuitos o alam

brados da·una visi6n mAs profun~a de la na~uraleza del problema 

y de la interdependencia de los diferentes elementos. 

En resumen, aunque los procedimientos gráficos dan en gen!· 

ral resultados suficientemente buenos, me parece que el adveni

miento en gran escala de la computaci6n electr6nica ha propor-

cionado a la ingeniería hidráulica un arma muy poderosa para la 

resoiuci6n de los problemas de integraci6n de ecuaciones hiperll!:! 

·licas, y que en consecuencia, se podrán obtener soluciones más -

rápidas y precisas en los casos de flujos transitorios, que da

rán lugar a proyectos mejores y más econ6micos. 

Espero que este modesto trabajo sea de alguna utilidad a -

los ingenieros interesados en los problemas hidráulicos, y qUi! 

ro sinceramente agradecer la ayuda, directa o indirecta, que me 

prestaron para llevarlo' a cabo mis profesores, compafterosy ami 

gos, tanto de la U.N.A.M. como la Oomisi6n Federal de Electrici 

dad y la secretaría de Recursos Hidráulicos. 
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PROGRAMA FORTRAN PARA LA SOLUCION 

DE LAS ECUACIONES DE SAINT VENANT 
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TRANSITO DE ONDAS DE AVENIDA PO~ CAUCES DÉ SECCION TRAPECIAL 
UTtUlt,NOO LAS ECUACIONES DE ElARRE DE ~AINT VENANT 
OTMENSIOH H(20).ZI20) .TH(40),HHI<I>OI ,VV!l'}) .HVn51.vI 20'.AI2()) 

1 FORM.T JI2.F8.2,3F6.2,F4.2,F4.3.~7~0.1,) 
3 FORMAT 16FI0.3' 
4 FORMAT 18F8.31 
5 FOR~.T 110F6.31 
6 FORMAT l'I6,4FI2.41 
7 FORMAT 15HIII) 
R~An 1. NS. OT, OX. OT. p, HX, ~N. TTT, ¡OX 
Tr 2 2.*SORTFll.+KX"2) 
TT • O 
XI. 1 
X7 " 1 
K~ • 2 
X4 .. 1 
R!\IS • NS 
CPFI .. NS12 
CPFL .. RNS/2. 
IFfCPFI-CPFLI 26. 27. 26 

26 X~ • 1 
GO To 28 

27 X5 .. 2 
Z8 R,AO 3, HITl' ll!) 

REAO 4. THIJl. HHIJI 
RFAO 5, VVIJl, HVIJI 

22 ITT .. rT 
00 2~ X " 1, NS 
X~ ."¡OX * IK-l1 

'"y • HIlO - llKI 
AIXI .. 16~x*YI*" 
T .. "",'.*HX*Y 
R .. AIKI/IB ... TC*YI 
P • IQ.S*HN.*7.I/R*.1.33 
VIO. OTH.I!U 
Q .. 1')1 

23 PRINT ~, ¡TT. K, KM, Y. AIKI. V(Kl. Q 
PRUIT 7 

24 NSPU • l'I5-1 
25 TT .. TT ... 1 

ITT • 1'T 
NA " 1 

201 CONTINUE 
X • NA 
Y • HIKI - ZIXI 
AIKI .. IR ... HX*YI*" 
T ,," CI"'l. -HX*Y 
R • AI~I/I~ ... TC*YI 
P .. 19.5*HN**2.1/"**1.33 
GO TO 131. 32. 331 K4 

31 G~ TO (~5. 361 Xl 
32 GO TO 137, 3S1 X2 
33 K4 " 1 

GO TO 139, 401 Xl 

DePFI 

"'" VU. VIII ... OT*IIV'11-V'11-VIlI*VI?I ... o.8*IHIII-HI~IIIIOl(-P*V€1I*'1'11 
20~ CALL GOGO (TH. TT. HH. HUI 

KM " tnX * (NA ~ 11 
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y ...... U - ZI NA 1 
.A,U = I!'I+HK"YI"Y 
OU .. VU " AU 
PQINT 6. IrT, NA, KM. y, AU. VU. OU 
K4=Z 
VgPU " VINS-11 
HSPU .. HINS-11 
Gn Tn 141. 421 K1 

41 01'1 4~ N " K~. NSPU. , 
IH .. N 
G(l Tn ~01 

37 HINI .. HIN¡+~T"IIAIN-ll"VIN-ll-AIN+l '''VIN+lll/{2.''~XII/T 

SEP 06 66 PAG 017 

VINI _ VINI+DT"IIVIN-I¡"VINI-VI~I"VIN+,'+9.8"IH(N-11-HIN+111 I/Z.-O 
IX - p"VIN¡*VINII 

203 YeHI~I-ZINI . 
ANU " IB+HK*YI"Y 
ONU _ aNU"VINI 

.KM • IOX"INA-l1 
PRINT 6, ITT. NA. 1(:-1. y, ANU. VII\II, 01'111 

43 (I"I~TrNUE 

K2"2 
K4.~ 
Na-N!". 
(,1"1 TI' 201 

39 K I " 2 
44 VSU _ VINSI+DT"1 IVSPU*VINSI-VIN.<I*VINS¡,+Q.8"IHSPU-HINS I I/DX-P"VINS 

11"VI .. SI 
45 CALL GDGO (VV. VSU. HV. HSUI 

H (11 e HU 
VINSI .. VSU 

. VIII " VU 
K" - P'))(" I 1'45-1 I 
YoHSll-Z I N S 1 
ASU =(I'.+HK"YI"Y 
OSU .; VSU*ASU 
PRI'IT ó' ¡TTt NS, KM, Y. ASU. VII\ISlt O<U 
PRINT 7 
GO To leO 

133 GO Tn 25 
36 Gn Tn (46. 351 K2 
46 VU = Vlll+OT*IIV(11"VI1)-VI1)"V(~)+O.8*IHI1)-HI;II)/12."OXI-P"VIl) 

1 "VIlI) . 
G" Tn 202 

40 GI"I TI"I 16~. 661 K5 
47 VSU .. VINSI+DT"1 (VI NS-21"VINSI-\1I.NS.l"VINSI+q.R"IH(NS-~I-HINSIII/(2 

1."OX,-O*VINSI*VINSII 
GI"I TI"\ 45 

66 GO TI"\ 144, 47) KZ 
65 GO TI"I 147. 441 KZ 
42 GO TO (4~. 49) KZ 
4·S K ~"2 

K:?=2 
Gn To .. o 

49 1:;"'=; 

eO 



SEP ~6 66 P~G 018 

1(:;>'"1 
50 DO 6Q L=I('. NSPU, 2 

NA '" L 
GO TO 201 

31\ HIL! • HIL!+OT*I IAIL-1 ,*VIL-l'-' IL+1 '*VIL+1I/0XI IT 
VIL' • V(LI+DT*({VILI.VIL-II-VILI*VIL+11+9.8*¡H(L~l)-H¡L+11 '/OX-Z. 

I"P4V!LI*VILI . 
K~ • Il'lX*¡NA-11 
y ,. ... 1 Ll-lIL! 
ANU • 19+HK"YI4Y 
ONU • AIIIU*V (L I 
PO'NT f.. ¡TT, N~. 1("10 y. ANU, VIL" ON!! 

60 cnNT¡NUE 
1(4 • 3 
NA .. NS 
GO Tn Z01 

180 IF ITT-TTT' }]], qO, 90. 
QO STOP 

nm 
SuPRnUTINE GOGO {OATOI. VARINo ",T02. vARDI 
DT~E~SION DIT01(401. OATO'14~' 
LL-l 

7A I~ !"A7D1Illl-VARINI ·7Q. eO. RO 
7Q LL"LI, +l 

Gn T!'\ 78 
gO BACH .. OAT02(lLI 

rYCHn = DATOZllL-11 
ePAH~ ,. DATOIILl-l1 
V4RD .. TYCHO + (VIRIN-BRAHEI.IRArH-TYC ... OI/(DATOlrlLI-~RAHEI 
R!'TUt>N 
ENO 
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MUESTRA DEL LISTADO DEL 

PROGRAMA 
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TRANSITO DE AVENIDAS EN CANALES TRAPECIALES CASO PARTICULAR 
SE CONOCE EL HIDROGRAMA DE ENTRADA EN LA SECCION EXTREMA ARRIBA 
Y SE MANTIENE CONSTANTE EL NIVEL EN EL EXTREMO AGUAS ABAJO 

CON ~,B.OX.GOX.GS.OOX 
CON GDOX.P5ECF,YN.TR.TF1NAL 
CON ~MhI(.M2.KI;\3.KM4.KM5.KM6 
CON .KM7.KM8.KM9.KMI0.KMll.KM12 
CON KMI3.KM14 
IC 125.126.11,12,13.14 
lC 15.16.17.18.19.110 
lC 111,112.113.114.115.116 
lC 117,118,119.120,121.122 
lC 123.124 

PROGRAMA 
G1 
S1 
MI 
52 
NEG1 
DI 
M2 
S3 
125 
1014 
1015 
G2 
1016 
S4 
1017 
1013 
NEG2 
S5 

.1018 
S6 
1019 
02 
S7 
Ji. 
MIO 
10111 
NEG3 
G3 
10112 
.S8 
03 
12 
1413 
1414 
10115 
S9 
10116 
S10 
NEG4 
SIl 
1417 
S12 
1418 
04 
S13 
13 

IT 
NEGl,Gl 
Sl.GOX 
Ml.GS.Ol.M5 
12 
M2.0X 
53.125 
NEG3.125 
S2 
125.1.25 
Mlt,G2 
Gl 
Gltl( 
1016.6 
Slt.G1 
rol7.125 
14 
NEG.z.Gl 
S5.600X 
125.NEG5 

. S6.ll 
M9.00X 
M8.GS.Ol.Mll 
S7 
11.11 
M10.G3 
11 
12 
1413.11 
1013.10123 
S8.M15 
03 
12.S9 
10113 .NEG3 
S10.00X 
1416.6 
12.1( 
10116.10116.8 
16 
NEG4.12 
Sll.GOOX 
11,NEG7 
S12.13 
M18.00X 
M17.GS.04.M20 
S13 
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TIEMPO TIR""H '/ELoe G ... r.TO ULOM 

O. 2.6200E 00 1.16S5E 00 3.0322E 01 O. 
2.6100E 00 1.159)E 00 ) .0001E 01 2.0000E 00 
2.b)00E 00 1.l'olOE 00 3o0000E al ".OOOOE 00 
2.6600E 00 1.1290E 00 ).OOOIE al 6.0000E 00 
2.nOOE 00 1.09",2E 00 ).OOOOE 01 S.OOOOE 00 
2.8100E 00 1.04SlE 00 2.9999E 01 I.OOOOE 01 
2.9500E 00 9.7550E-ol 3.0000E 01 1.2000E DI 
3.HOOE 00 8.8800E-OI '.OOOOE 01 1.4000E 01 
3.390QE Oll 7.9830E-ol 2.9999E 01 lo6000E 01 
3.6S00E 00 7.0760E-ol 2.9998E 01 I.SOOOE 01 
~.OOOOE 00 6.2500E-oI 3.0000E 01 2.0000E 01 
4.3~00E 00 5.5260E-Ol 3.0003E 01 2.2000E 01 
4.7000E 00 ... 8910E-ol 2.9999E 01 2.~00OE al 
5.0700E 00 ".3 .. 90E-Ol 2.9998E 01 2.bOOOE al 

6.0000E 02 2.6400E 00 1.2189E 00 3.2051E 01· O. 
2.6022E 00 1.1l32E 00 2.8bS7E 01 2.0000E 00 
2.B061E 00 1.2121E 00 3 ... 752 E 01 ... OOOOE 00 
2.6962E 00 9.2542E-02 2.50S8E 00 b.OOOOE 00 
2.54.4[ 00 I.OH"E 00 2.58blE 01 8.0000E 00 
2.79 .. 2E 00 9. H68E-ol 2. H83E 01 1.0000E 01 
2.9 .. 3"E 00 9.61'1IE-Ol 2.9488E 01 1.2000E DI 
301 .. 74E 00 S.8620E-oI 2.9903E 01 I ... OOOE 01 
303899E 00 8.0110E-ol 3.0103E 01 1.6000E 01 
3.6795E 00 7.0773E-oI 2.9997E 01 1.8000~ 01 
3.9987E 00 6.2957[-01 3.020SE 01 2.0000E 01 
... 3.0H 00 5.5755[-01 3.0Z79E 01 2.Z000E 01 
... 6980E ov' 4.9055E-Ol 3.00b8E 01 2.4000E 01 
5.0700E 00 ..... 51 .. E-oI 3.0705E 01 2.bOOOE 01' 

1.2000E 03 2.b900E 00 1.3588E 00 3.bUOE 01 O. 
2.5668E 00 9.5908E-oI 2. "2'o8E 01 2.0000E 00 
3.0700E 00 1.19a5E 00 3.9020E 01 ... OOOOE 00 
2.8370E 00 8.5068E-oZ 2 ... 75IE 00 b.OOOOE 00 
2.2688E 00 1.0897E 00 2.32"7E 01 B .OOOOE 00 
2.74b8E 00 7.7577E-oI 2.1565E 01 I.OOOOE 01 
2.S95H 00 9.2020E-ol 2.75bOE 01 1.2000E al 
3.1342E 00 S.6005E-ol 2.88 .. 7E 01 I ... OOOE 01 
3.3853E 00 7.946U-OI 2.9600E al 1.6000E 01 
3.6718E 00 7.079'E-Cl 2.9986E al 1.S000E al 
3.9955E 00 6.29"6E-oI 3.0163E 01 '.OOOOE 01 

~ 
... 3 .. 14E 00 5.6095E-ol 3.0"71E 01 ,.2000E 01 
... b953E 00 ... 92 .. 8E-OI ],0160E 01 2'''000E. 01 
5.0700E 00 ..... 512E-OI 3.0703E 01 2.6000E. al 

1.8000E 03 2.6000E 00 1.56 .. 9E 00 ..... b93E 01 O. 
2.5933E 00 8.7892E-oI 2.25 .. 2E al 2.0000E 00 
3.1917E 00 1.063"E 00 3.6612E al ".OOOOE 00 
2.9BlOE 00 6.116"E-OI 1.9111E 01 6.0000E 00 
2ol676E 00 1.2552E 00 2.5170E 01 S.OOOOE 00 
2.721H 00 6.2932E-oI 1.72b7E 01 1.0000E 01 
2.S0b3E 00 8.79UE-Ol 2.S187E al l. 20M E 01 
3ol0S0E 00 7o93 .. 2E-oI 2.6255E 01 I ... OOOE 01 
3.3651E 00 7.70 .. 0E-OI 2.86"lE al 1.6000E 01 
3.b712E 00 6.965"E-Ol 2.9509E 01 1.8000E 01 
3.9901E 00 6.Z4S3E-ol 2.9a61E 01 2.0000E 01 
~. h02E 00 5.5970E-Ol 300390E al 2.2000f 01 
•• 69 .... E 00 · ... 9371E-ol 3.0227E al 2 ... 000E 01 
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i<\AXIMA MINIMA 

IT 1.SOOOE 04 O. 
TR 6.0000E 02 6.0000E 02 
MININT -l.OOOOE 37 l.OOOOE 37 
K 1.SOOOE 00 1.SOOOE 00 
B 6.0000E 00 6.0000E 00 
DX 2.0000E 03 2.0000E 03 
GDX 4.9000E-03 4.9000E-03 
GS' 1.9600E-03 1.9600E-03 
DDX 4.0000E 03 4.0000E 03 
GODX 2.4500E-03 2.4S00E-03 
PSECF -7.0"SOOE-04 -7.0500E-04 
YN 5.0700E 00 S.0700E 00 
TFINAL l.SOOOE 04 1.8000E 04 
KMl O. O. 
KM2 2.0000E 00 2.0000E OC 
KM3 4.0000E 00 4.0000E 00 
KM4 6.00UOE 00 6.aOOOE 00 
"'1'15 8.00UOE 00 8.UOOOE 00 
KM6 1.000OE 01 1.OOOOE 01 
KM7 1.20UOE 01 1.2000E 01 
KM8 1.4000E 01 1.4000E 01 
KM9 1.6000E 01 1.6000E 01 
KMIO 1.BOOOE 01 1.aOOOE 01 
KMll 2.0000E 01 2.0000E 01 
KM12 2.2000E 01 2.2000E 01 
KM13 2.4000E 01 2.4000E 01 
KM14 2.6000E 01 2.6000E 01 
125 1.90aOE 00 7.la07E-OI 
126 7.0644E-Ol 3.3230E-Ol 
11 1.S266E 00 6.6216E-OI 
12 3.8S18E 00 2.S627t:: 00 
I3 1.4621E OÓ 7.7966E-Ol 
14 4.0070E 00 2.6300E 00 
15 1.206lE 00 -1.7490E-02 
16 4.118SE 00 2.6600E OO. 
17 1.730'2E 00 1.0302E 00 
lB 3.1949E 00 2.l66SE 00 
19 1.3296E 00 6.2406E-Ol 
110 3.6393E 00 2.7214E 00 
111 1.3997E 00 8.7611E-Ol 
112 3.4274E 00 2.7144E 00 
113 1.lB02E 00 6.9694E-Ol 
114 3.6702E 00 3.0636E 00 
lIS 1.1441E 00 7.1884E-Ol 
116 3.7272E 00 3.264SE 00 
117 I.OO39E 00 ~,. ';2!i3E-Ol 
118 3.9730E 00 3.6208E 00 
119 9.5730E-Ol S.6328E-Ol 
120 4.1693E 00 3.i261E 00 
121 8.5309E-OI 4.4469E-OI 
122 4.4591E 00 4.3092E 00 
123 7.9566E-OI 4.1512E-Ol 
124 4.7392E 00 4.6754E 00 
Gl 3.S798E 00 2.6200E 00 
SI 3.2140E-Ol -3.0131E-Ol 
NEGl -2.5627f. 00 -3.881BE 00 
MI 1.5748E-03 -1.4764E-03 
S2 3.7307E-04 -2.5007E-04 
01 6.0188E-04 2.1142E-06 
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