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v Cantor, por el contrario, cree en la existencia del
infinito actual: el 'infinito acabado' que horrorizada a Gauss y -
que Kronecker sdlo admite como devenir. El autor de 1la Teoria de -
Conjuntos mira por primera vez cara a cara el infinito y ni se deg
lumbra ni se aterra, como cuando miramos el sol o la muerte; Krone
cker, en cambio, aparta los ojos de la sima que abre a sus ples la
teorfa positiva del infinito y hace en el cuerpo de la Matemdtica
una ablacidn que no es le limitacibén griega, sino la protesta ine-
vitable contra el absolutismo totalizador de tipo kantiano de que
estaba empapade la teorfia de Cantor. :

«se..L0s finitistas son ceutos y cuando sienten que
el suelo oscila bajo sus pies dan mercha atrds; loa infinitistas,
mds audaces, procuran mantener el equilibrio y cuando creen que -
han vuelto a la estabilidad avanzan de nuevo sin tener en cuenta -
que el andamio que les ha servido para sus construccioneg pende de
un hilo que se puede romper.

- Francisco Vera,



INTRODUCCION

Cuando nosotros abrimos cualquier libro de Histdriév
de las Matemdticas nos encontramos con dos posturas, con respecto

a su contenido, diametralmente opuestas.

En la primera siempre nos mencionan que es un libro
. apto para cualquier persona y que no se necesita ningin conocimieg
to previo de la Matemdtica. Por lo general, se le da mucha impor--
tancia a los aspectos personalés del matemdtico en cuestién y una

casi nula importancia al desarrollo de su obra. El1 resultado es un

anecdotario de la Matemdtica, o mds claramente, una 'chismologia'.

La segunda postura abarca aquellos libros que estén
dedicados a la gente especializada en el campo matemdtico. Compren
dén, en su mayorfa, una rama especifica de la Matemdtica. Pero, -

desgraciadamente, sblo son accesibles a una pequeria minorfa.

Mi intencidén al escribir esta tesis es hacer uy en-
Sayo de Historia de lu leorfa de Conjuntos que no sea wn anecdota-
rio, para que la genie especializada este interesada; y que sea, -
“al mismo tilempo, fdcil de comprender a todas aquellas personas gque
no se dedican, o que apenas empiezan sus estudios (superiores) de

Matemdticas,

4l hacer un trabajo de historia siempre nos senti--
mos obligados a justificarlo. El conocer o estudiar la Historia de
la Ciencia que nos ocupa siempre ha sido menospreciado, nunca se -
le ha dado al estudio de la Historia de las Matemdticas el valor -

que se marece,



.

No voy a intentar justificar su estudio dentro de -
‘1a propia Matemidtica o la necesidad de hacerlo. Vedmoslo desde el

punto de vista de su ensefianaa, Estamos acostumbrados a estudiar -

la Matem4tica ya hecha, y no como se ha ido creando.

La pregente tesis puede considerarse como un peque-
fio muestrario de algunas de las lecturas, comentarios y discucio-#
nes que se hicieron durante los cursos de: Teoria de los Conjuntos
I y II, Historia de las Matemdticas I y II y otros seminarios cur-

sados con el Prof. PFrancisco Zubieta R.

i No debe olvidarse, en ningﬁﬁ momento, gue antes que
i'ﬁn libro de Teor{a de Corijuntos este ensayo es un intento por ha--
cer una "Nueva Historia de la Teoria de Conjuntos", aunque es im--
~ portante seiflalar gque Haéta la fecha no se ha publicado ninguna. -
Sin embargo, esta tesis puede ser utilizada como un libro introduc
torio al tema, y, en el mesor de los casos, como un libro comple--
ﬂméntario al curso de 'Teorfa de los Conjuntos I', que por su conte

nido, es dificil de encontrar.

No pretendd hacer un andlisis completo de todas las
cuestiones que originaron el estudio de la Teoria de Conjuntos, co
mo tampoco lo hacemos de su desarrollo ni de sus consecuencias. Mu
chos puntos sélo son mencionados y oiros de plano no son tomados -

en consideracidn.

La tesis fue dividida en siete libros (a la manera
‘dé los griegos) principales:
(1) En el primero sefialamos algunos de los proble--

mas que influenciaron a Cantor a dedicarse a cuestlones como: el -
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concepto de continuidad y el éoncepto del infinito. Tomando en -
cuenta Ynicamente los problemas concernientes a la Matemdtica y de
jando de lado las cuestiones filoséficas o pertenecientes a otras
ciencias, ‘

(2) El segundo es una pequefia biograffa de Cantor.
Este capitulo tiene un fin divulgatorio o de cultura general y, no
1o considero de fundamental importancia para comprender su obra. -
Mientras que considero. que pars entender su vida si hay que cono--
cer su obra. o o
' (3) EL libro III es la traduccidén de una de las me-

morias mds representativas de la obra de Cantor: "Contribuciones a

1a Fundamentacidn de la Teorf{a de los Nimeros Transfinitos" (pri--

mer articulo, 1895). Por cuestiones técnicas me fue imposible tra-
ducirlo del idioma original.

El fin de este capfiiulo es el de mostrar las ideas
_originales y no el de querer hacer una traduccién perfecta del ar-
tfculo. En este libro considero de igual importancia las notas que
se mencionan; ya que éstas son las gue nos muestran la importancia,
los comentarios y las criticas que posteriormente se le han hecho
a la ctra de Cantvor,

(4) En el libro IV se desarrolla de una mansrza gis-
temdtica la Teorfa de Conjuntos para llegar al Teorema del Buen-0r

den de Zermelo, partiendo de la definicién de Conjunto Bien-Ordena

do. [

(5) Bl quinto libro es un estudio sobre les diferen
tes tipos de paradojas y antinomias que surgieron alrededor de la
Teor{a, aunque algunas de éstas no pertenecen pecesariamente al -~

campo de la Matemédtica,

——
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(6) En el libro VI se intenta mostrar cuales han 51
do los diferentes medios que han propuesto los matemé&ticos y fild-
" sofos para resolver algunos de los problemas gue Provocaron m ca-
os dentro de los Fundamentos de la Matemdtica a principics de si--
glo.

(7) Y, finalmente, se seflalan algunas de las conclu
siones que se pueden obtener a través del estudio de la Historia -
de la Teorfa de Conjuntos, ademds se sefalan algunos de 108 resul-
tados més modernos que han influido notablemente en el desarrollo

de la Teorfa de Conjuntos.

No me queda mds que agradecerles de la manera mds -
sincera a los profesores Francisco Zubieta R. y Guillermo Torres D,

sus innumerables consejos y correcciones.



‘crisis de la Matemdtica

IE1 infinitel Ningin otro proble
ma ha conmovido tan profundamente el
espiritu del hombre.

David Hilbert.

LIBRO I.-

BOSQUEJO HISTORICO

Es en la escuela pitagdrica, fundada en Crotona en
la segunda mitad del siglo VI a.c., donde encontramos la primera -

(1)

. Esta escuela fundada por Pitdgoras, -

(2)

nfigura semilegendaria y semirreal® , se dedicd a estudios de ti

po cientifico, filoséfico y politicos.

M4&s que una escuela era una secta, pues todos los -
dogmas y enseflanzas se rodeaban de misterios y secretos. Es diff--
cil averiguar cuales fueron las verdaderas contribuciones y aporta
ciones de los pitagdéricos a la Katem&tica, pues los conocimientos

ge ‘trasmitian de una forma oral y se le atribufan. a Pitdgoras.

Sin lugar a dudas su mayor aportacidn a la Matemdti
ca fue la Jdemostracidn dzl noy llamade "Teorema de Pitégoras"{B).
La crisis que mencionamos en el primer parrafo se generd, dentro -
de la secta pitagdrica, con el 'descubrimiento' de los nlmeros i--
rracionales al generalizar el famoso teorema, "El descubrimiento -
de los irracionales, esas cosas que no eran nimeros, conmovié pro~
fundamente la escuela pitagérica; la secta impusé el secreto sobre
esc escéndalo y una leyenda cuenta que Hipaso, que desobedecid la
orden, fue alcanzado por la ira de los dioses y perecid en un nau-

fragio"(4).
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‘ , Poco tiempo mds tarde la Matemdtica sufrirfa un nue
‘bﬂvo:ataque por medio de Zendén de Elea (450 a.c. aprox, - ?) quien:
"Desarrdllando las doctrinas de Parménides, el jefe de la escuela
eledtica, descubre que el punto vulnerable del pitagérisme radica
en la interpretacién del cuerpo geométrico como pluralidad, y con
sﬁs famosas parado jas hace despertar el espiritu critico de los ma
temdticos llamando la atencidn sobre las cuestiones en que inter——
viene el concepto de infinito y, al substituir la doctrina geomé-—-~
trica de la pluralidad por la doctrina abstracta de la unidad, le
da un significado simbdlico de tendencia idealista que culmina des

pués en Platén."(S)

Bertrand Russell afirma ser el primero en haher es-—
tudiado seriamente las paradojas de Zendn al hacer el siguiente co
_.mentario: "En este mundo caprichoso nada lo es mds que la fama pés
tuma. Una de laé victimas mds notables de la falta de juicio de ia
posteridad es el eledtico Zendén. Habiendo inventade cuatro argumen
tos, todos inconmensurablemente sutiles y profundes, la groserfa -
de los fildsofos subsiguientes lo considerd como un mero iapostor

(6)

y juzgd a cada uno y a todos sus argumentos como sofismas,"

Las paradojas de Zendn son las siguientes:

(1) La Dicotomfa.~- Zenén argumentaba que no hay mo-

vimiento porque aquello que se mueve cualquier distancia debe lle-
gar a la mitad de su curso antes de llegar al final; pero, antes -
de avanzar la mitad de su distancia, debid haber avanzado la mitad
de esa mitad, y as{ 'ad infinitum'; de aquil que el movimiento no —
puede nunca empezar,

(2) Aquiles y_la Tortuga.- Se afirma que Aquiles -

nunca alcanza a la tortuga, pues Aauiles deberd llegar primerzmen-
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~/te al punto donde empezd la tortuga, al llegar a este puhto Aqui-=
les, la tortuga deberd estar en otro mds adelante, y as{ sucesiva-
mente. i |
(3) La Flecha.- Una flecha que Se mueve en un ing--
tante dado estd en reposo o no estd en reposo, es decir, se mueve,
Si el instante es indivisible, la flecha no puede moverse, pues si
lo hace el instante quedarfa dividido inmediatamente., Pero el tiem
po estd constituido de instantes. Como la fleéha no puede moverse
en ningln instante, no podré moverse en ningin momento. De aqui -~
que siempre permanecerd en reposo. "Se ha considerado que ésta es
una paradoja tan monstruosa que no merece siguiera discusién seria
esese Y veremos que es un lugar muy comin muy importante y muy apli
cable, a saber: "Todo valor posible de una variable es una constan
Cper. (T
{4) El Estadio.~ "La mitdd del tiempo puede ser i--
gual al doble del tiempo. Supongamos tres filas de cuerpos, una de
las cunales (A) estd en descanso mientras las otras dos (B,C) se -~
mueven con igual velocidad en opuestas direcciones (fig 1). Por el
tiempo en que todos estédn en la misma parte de la carrera, B habrd
pasado dos veces tantos cuerpos en C como en A (fig 2),
Por tanto el tiempo que tarda en pasar C es dos ve-
ces mayor que el que tarda en pasar A, Pero el tiempo que By € -~
tardan en alcanzar la posicidn de A es el mismo. Por tanto, el do-

(8)

ble del tiempo es igual a la mitad".
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- , La rama que adquiriria una madurez insospechada se-
~vria la Geometrfa. Es con los "Elementos" de Buclides (300 a.c. -
.aprox.) cuando la geometria llega a su m&ximo esplendor. £s tan im
portante su influencia que el mismo Inmanuel Kant (1724-1804) basd
sus estudios sobre la razén en el molde conceptual del gedmetra a-
le jandrino. Posteriormente veremos la influencia que tuvé Kant en

el surgimiento de las diferentes escuelas filoséficas dentro de 1la

Matemdtica.

Si tomamos los "Elementos" como la obra que repre——”
senta las ideas de los griegos, vemos que ellos tenfan el conceptc
de un espacio finito, aunque muy grande, o que podfian pensar en un
espacio infinito de una manera constructiva, Por ejemplo, en el se

_gundo postulado de Buclides leemos: "Prolongar por continuidad en

(9)

1inea recta una recta delimitada®, Sn el famoso guinto postula-~
do se lee: “Que, si una recta incidente sobre dos rectas, hace 4n-~
gulos internos y de la misma parte menores que dos rectos, prolon-
gadas esas'dos rectas indefinidamente coincidirdn por la parte en

(10
ue estén los dngulos menores que 4o0s dngules rectos.™' )
q g qQ

Tompién
en lia definicidn 23 del libro I, Buclides menciona la misma idea,

(11)

as{ como en muchas otras proposiciones.

Si, como en el segundo postulado, Buclides menciona
gue la recta estd delimitada es porque no estd pensando en la rec-—
ta como unz totalidad ya dada. Pero no por ésto impositilita a la
recta de ser infinita, porque como menciona en el gquinto postulado

y en la definicidén 23,' 1a recta puede ser prolongada indefinidamen

te.
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Pero la Matemdtica Griega llevaba dentro de si los

(12)

elementos que la acabarfan: la imaginacidn visual vy el interés

(13)

tan importante que adguiere el sentido” de la estética

que el desarrollo de la Matemdtica se frene.

Mientras cafa la Matemdtica griega aparecia la Arit
métice Indd, y es de aqui de donde surge el 4lgebra creada por los
Arabes. La difusién del 4lgebra produce una verdadera revolucidn -
que exalta la facultad creadora de los matemdticos, pero se produ-
ce una nueva crisis, pues la sintesis algebrdico-légica a aue que-

daba reducida la matemdtica ideal era innaplicable en la Fisica.

E1l problema del infinito no habla sido olvidado por
los hombres de ciencia.(l4) Galileo Galilei (1564-1642) escribid -
lo siguiente: "Esto de fijar un infinito como mayor que otro infi-
nito es, en mi opinidn, un concepto que nunca se podrid comprender
de ningin modo."(ls)

El didlogo entre 'Salvatius' y 'Sagredc' es de la -
siguiente manera:

"Salvatius: Si pregunto que cuidntos son los ndmeros
cuadrados me puedes contestar en verdad que hay tantos como raices
cuadradas, porque cada cuadrado tiene su raiz, y cada raiz su cua-
drado, y no hay rci un sélo cuadrado que tenga mis de una rafz, ni
una rafz que tenga mds de un sélo cuadrado.

Sagredo: ;Qué es lo que debe uno concluir bajo eg--—
tas circunstancias?

Salvatius: No creo que guepa otra decisidn que la -
de decir que todos los nimeros son infinitos, hay infinitos cuadra
dos y ni la multitud de cuadrados es més grande que la de todos -~

los nYmeros ni esta es mayor que aguélla, y, en conclusién, los a-

tributos de ‘igualdad', 'mayor que', o 'menor que' no tienen lugar
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entre los infinitos, sino tan-sélo en las cantidades finitas".'ls)

"En el ejemplo de Galileo todos (la clase) de los ~

enteros cuadrados es equivalente a la clzse de +0dos los enterss = .

poSitivos."(l7)

1 2 3 eidies B eeee..
1L
149

Es en 1637, con René Descartes (1596-1650), cuando
nace propiamente la Geometria Analftica (aunque el nombre es muy -
posterior), ya que en uno de los ensayos ("La Geometrfa™) que apa~

rece en el "Discurso del Método para conducir bien la razdén y bus-

car la verdad en las Ciencias, ademds: La Didptrica, Los kKeteoros

y_la Geometrfa; que son ensayos de ese método"™, es de donde surgen

los fundamentos de la nueva rama matemdtica, Es en esta obra donde
aparece por primera vez el uso de las primeras letras del alfabeto
{a,b,cy0e...) pana los valores conocidos y las Ultimas (X,y,2,...)
para los valores desconogidos, asi tembidn como el uso de lss 241
nentes.,
Descartes demuestra la posibilidad de determinar la
T T Feeta—tenandoG0S de sus puntod, y no wiiiplemente el segmento que
los une. Este hecho es fundamental pues cambia por completo el con
cepto de infinito. Al estar dada la recta entera nosotros no tene-

mos necesidad de prolongarla irndefinidamente pues la teremos deuer

(138)

minada completamente, o sea, obtenemos un infinito actual.

John Wallis (1616-1703) fue el primero en introdu--
cir el sfimbolo de infinito (e0) en la Matem4dtica, ésto lo hizd en

su obra m4s famosa "Arithmetica Infinitorum® (1655). Ademds fue el

primero que se dedicd al estudio sistemd&tico de las series,
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M4s tarde, cuando se crea el Célculo Diferencial e
Integral se abandona la concepcidn sintética y desaparece 1la uni--—
dad armoniosa de la Matemdtica que le habfan dado Euclides a la -

Geometria y Descartes al Algebra.(lg)

Guillermo Godofredo Leibniz (1646-1716), uno de los
creadores del Cdlculo, "se pregunta: ;Qué hay mds, ndmeros natura-
les 1,2,3,...,n,... & nlmeros pares 2,4,6,..;2n,...7 se asusta y a
firma: '£1l némero de todos los nimeros encierra una contradiccidén'

y archiva el problema."(zo)

Pocos afios méds tarde, en 1764, Voltaire decfa: "ad-
mitimos, en Geometr{z, no solamente magnitudes infinitas, es decir,
magnitudes mayores que cualquier magnitud asignada, pero magnitu--
des infinitas infinitamente mayores una que la otra. Esto asombra
nuestra~dimensi6n de cerebros, el cual tiene cerca de seis pulga--
das de largo, cinco de ancho, y seis de profundidad, en las cabe--

(21) Un poco mds. adelante dice: "Tenemos definido

zas8 mds grandes."
hébilmente el infinito en aritmética mediante un nudo de amor, de

esta manera o0 ; pero no poseemos por lo tanto una nocién clara de
g1.n22)

Inmanuel Kant sefiald en su "Introduccidén de ia Cri-

tica de la Razdén Pura" que las proposiciones se dividen en Analiti

cas y Sintéticas, y estas filtimas a su vez en 'a prieri' y 'a pos-
teriori'. Kant asegura que las proposiciones analiticas son aque-—-
llas cuya negacién es contradictoria en si, mientras que las sinté
ticas son aquellas que afladen algo nuevo a nuestro conocimiento, -
las a priori son condiciones necesarias de la posibilidad de la ex

periencia objetiva, mientras que las a porteriori dependen de la -



percepcién sensible.

Ahora, Kant afirma que todas las proposiciones de -~
la Matemdtica pura pertenecen a la clase intuitiva de las proposi-
ciones sintéticas a priori, ésto debido a que: (1) son juicios sin
téticos ya que al describir el espacio y el tiempo describimos en-
tidades particulares, y (2) son a priori porque no desecribimos im-—
presiones sensibles (al describir el espacio y el tiempo) sino las
matrices permanentes e invariantes del espaeio y el tiempo.

*La matemdtica pura tiene su objeto de estudio en -
la estructurz del espacio y el tiempo, libre de material empf{rico.
La matemdtica aplicada, en cambio, tiene su objeto de estudio en -
la estructura del espacio y el tiempo juntamente con el material -

(23)

que la llena."

Mientras que con Augustin Louis Cauchy (1789-1857)
el Andlisis salfa triunfante de su polémica con la Geometria Des--~
criptiva’ renovando el concepto filoséfico de continuidad e introdu
ciendo (de nueva cuenta) el rigor en la Matemdtica:; Johann Karl ~
Priedrich Gauss (1777-1855) atacaba la idea del infinito 'actual’
de la siguiente manera: "Protesto contra el uso de la magnitud in-
7finita como una cosa completa, que jaméds puede permitirse en Mate-
mdticas., Infinito es simpleméhte una forma de hablar, y la verdade
ra significacién es un 1fmite al que ciertas razones se aproximan

- . ) L (24)
indefinidamente, mientras otras aumentan sin restriccidn.”

A través del desarrollo del presente trabajo nos he
mos podido dar cuenta de los problemas internos (no taodos) que lle
vaba dentro de sf{ la Matémética, debidos prihcipalmente al concep~-
to de infinito. Ademds, el fracaso de las especulaciones sobre el
infinito actual y la aritmetizacidn del Andlisis crean dos disci--

plinas irreductibles al parécer: la Matemdtica de lo finito y de -
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1o infinito, la de lo numerable y la del continuo, que correspon-—-
den a las condiciones histéricas de la evolucidén del pensamiento -

-

matemdtico.

Es aqul cuando aparece el genio de un 'demente'en -
el contexto de nuesira historia con su 'Teoria de los Conjuntos':

Georg Cantor (1845-1918). Quien contestarfa a Gauvss de la siguien-
te manera: "A pesar de la diferencia esencial'entre los conceptos

del infinito 'potencial' y 'actual' -el primero significa una mag-
nitud finita 'variable', que aumenta més alld de todos los limites
finitos, mientras el dltimo es una magnitud 'constante', fija, més
all4 de todas las magnitudes finitas- ambas son con frecuencia con

fundidas."(25)



La esencia do la Matematica ra=-
dica en su libertad,
Georg Cantor.

LIBRO IT.~

i UN DEMENTE.....GEORG CANTOR ;

Georg Ferdinand Ludwig Cantor nacié el 3 de marzo -
de 1845 en la ciudad de San Petesburgo, Rusia. Los padres ds Geourg
fueron: Georg Waldemar Cantor y Marfa Bohm. Fue el mayor de su fa-

milia, sélo tuvé dos hermanos: Constantin y Sophie Nobiling.

La familia era cristiana, su padre protestante y su
madre catdlica. Cantor, al igual que Leopold Kronecker (1823-1%891),
se inclind por el protestantismo, Afios mds tarde los jesuitas se -
'basarian en la Teorfa de Conjuntos en sus intentos de dar nuevas -
demostraciones de la existencia de Dios y de algunos misterios de
la religidén. Cantor no solamente no contribuyd a estas ideas =ino

que las atacé de una manera formal.

El talento y precocidad matemftica de Cantor fueron
reconocidas antes de que éste cumpliera los quince afios, Primera--
mente tomd clases particularés, pasando mds tarde a la escuela elg
mental de San Petesburgo. .Posteriormente, ya en Alemania, asistié
a escuelas privadas en Francfort y Darmofadt y, a iz cecdad de quin-

ce afios ingresd en el Instituto de Wiesbaden (1880).

Su padre lo obligé a seguir los estudios de ingenie -

rfa, por ser una carrera mds lucrativa, imposibilitando en un prin
cipio sus estudios en Matemdtica. M4s tarde el padre cederfa de su

capricho permitiéndole la entrada a la Universidad de Zurich en -
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1862, Al afio siguiente’murid,sduﬁédre;3y sé}cédbidté ié ﬁ£i;é;si;; :;l
dad de Berlin, L e Sl

Bn Eerlin, Cantor se especializd en los estudios de
Matemdtica, Filosoffa y Fisica, aunque a esta dltima nunca se dedi
c6é. Aqui sus maestros fueron Ernst Eduard Kummer (181.0-1893), Karl
Weiestrass (1815-1897) y Kronecker. Posteriormente pasd a otra Uni
versidad y estuvd un semestre (1866) en GSttingen, el centro mate-
mitico m4s importante que ha habido en la Historia de la Matemti-

C2.

A los 22 afios, Cantor publicd su primer trabajo in-
dividual y personal basado en una memoria de Gauss ("Disquisitio—-

nes Arithmeticae") donde habfa dejado un problema pendiente. E1 -

problema consistfa en la solucidén en nimeros entercs x,y,z, de la

ecuacién indeterminada
ax2 + by? + cz2 = 0

donde a,b,c son nfmeros enteros. Era una demostracién completamen-
te clédsica, por lo que se ve el talento del matemdtico pero no su
gran genio., Lo mismo se puede decir de todos sus trabajos hasta la

edad de 29 afios.

Cantor primeramente se dedicd .a la teoria gausiana
de nGmeros, posteriormente pasd al Andlisis riguroso, en particu--
lar al estudio de las Teorfas de las Series Trigonométricas. El es
tudio de los conceptos de continuidad, de 1imite y de convergencia
lo llevaron al estudio exhaustivo de los fundamentos del andlisis

y de la filosoffa del infinito.
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La carrera académica de Cantor transcurrié en la U-

niversidad de Halle(26)

(27)

donde, en 1869, fue nombrado maestro Pri—-
vatdozent . En 1872 es nombrado profesor ayudante y antes de -
que su obra fuera atacada por la critica es nombrado profesor ordi

nario (1879).

_ En 1874 publicé su primera memoria relacionada con
la Teoria de Conjuntos. En esta memoria Cantor se revel$ como un -
metemdtico creador y original debido a los métodos seguidos y a -
los resultados obtenidos. En esta memoria demostrd la numerabili-—

dad de los ndmeros algebréicos(es).

Cantor se casé en 1874 con Vally Guttman, tuvé dos
hijos y cuatro hijas, de los cuales ninguno se dedicé a la Mateméd-

tica.

, En 1884, Cantor fue internado por primera vez en -
una clfnica para enfermos mentales, Debido a su falta de caricter,
a sus constantes momentos depresivos y al ataque incesante de sus

contemporédneos, Cantor comenzd a dudar de su obra. Los ataques de

Kronecker fueron tan constantes y faltos de misericordia que fue -
imposible para Cantor conseguir una plaza importante en la Univer-
sidad., Las visitas a la clfnica se hicieron més constantes y pro-—
longadas, Cantor, finalmente, solicitd al Departamento de Matemdti

cas de la Universidad su traslado al de Filosofia.

Richard: Dedekind (1831-1916) simpatizé con Cantor -
porque la obra de ambo® y sus consecuencias habfan tomado caminos
paralelos, También Charles Hermite (1822-1901) simpatizé con Can—-

tor y as! lo demuestra é1 en uno de sus escritos: “Los elogios que
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Hermite me hace en su carta ..... respecto a la cuestidn de la teo
ria de conjuntos son tan importantes en mi opinién, tan inmereci--
dos, que no me atrevo a publicarlos pdra no incurrir en el repro--

che de haber sido deslumbrado por ellos."(zg)

Poco a poco su obra fue reconocida, recibid milti--
ples honores, Cantor y Kronecker habfan logrado una reconciliacién,
aunque de una manera superficial, pocos afios ‘antes de que éste Gl-

timo muriera.

Pinalmente, Cantor murié el 6 de enero de 1918, a -
la edad de 73 afios, en la clfinica psiquidtrica de Halle. Su obra
solamente puede ser comparada, en importancia, a la de Isaac New—
ton (1643-1727) y Godofredo G. Leibniz (1646-1716).



MEl concepto de infinito es nues
tro mejor amigo; es también el mayor e-
nemigo de nuestra pas mental. Weiestrass
nos ensedd a creer que hemos al fin do-
mado y domesticado completamente este e
lemento ingobernable. Sin embargo, no =
fue asi; volvid & recobrar su libertad.
Hilbert y Brouwer han venido a domesti-
ocarlo una veg mas. ¢ Por cuanto tiempo?
Deseamos saberlo."

James Pierpont.

LIBRO III.-

[481) . CONTRIBUCION A LA FUNDAMENTACION
' DE LOS NUMEROS
TRANSFINITOS, -
(Primer Articwlo).

§1

EL CONCEPTO DE PQTENCIA O NUMERQ CARDINAL.-

Por un agregado (menge) entendemos cﬁalquier colec-
cién M dentro de un todo de objetos m determinados y bien distine~
tos de nuestra percepcidn o nuestro pensamiento. Estos objetos son
llamados los elementos de M.

En simbolos expresamos esto asi:

Denotamos la unidén de muchos agregados M,N,P,e.....
los cuales no tienen elementos comunes, dentro de un agregado sin-

gular por

(2) (M,N,P,.....)(31).'

Llamaremos con el nombre de 'parte' o ‘agregado par
cial' de un agregado M cualquier otro agregado M cuyos elementos

también son elementos de M.
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5i M, es una ?2;?8 de ¥) y My es una parte de K, en

tonces M, es una parte de M,

Todo agregado M tiene una 'potencia’, la cual tam--
_ bién llamaremos su 'nfimero cardinal'.
Llamaremos con el nombre de 'potencia® 6§ ‘mimero -

cardinal' de M el concepto general que, con ayuda de la actividad

de nuestra inteligencia, surge del agregado M cuando hacemos_abg—-

traccién de la naturaleza de sus elementos m y del orden en el -
cual estdn dados.

[48é} Denotamos el resultado de este doble acto de
abstraccién, el numero cardinal o potencia de M, por

(3) g (33),

Desde que cada elemento singular m, si nos abstrae-
mos de su naturaleza, se convierte en una ‘'unidad', el ntmero car-
dinal M -es un agregado definido ccmpuesto de unidades, y este ntime
ro tiene existencia en nuestra mente como una imagen intelectual o

proyeccidén de un agregado M dado.

Decimos que dos agregados M y N son 'equiz&;ggtes[L_

-

en simbolos
M~N 6 Na~NM,

si es posible ponerlos, por alguna regla, en una relacién tal que
a cada elemento de cada agregado corresponda uno y solamente un e-
lemento del otro. A cada parte M} de M corresponde, entonces, una

(34)

parte equivalente definida Nj de N, e inversamente.
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S3i tenemos tal regla de co-ordinacién de dos agrega
dos equivalentes, entonces aparte del caso en que cada uno de ellos
~consista solamente de un elemento, podemos modificar esta regla de
muchas maneras. Podemos, por ejemplo, tomar siempre cuidade de un
elemento especial mg de M a su correspondiente elemento especial -
no de N. Por si, de acuerdo a la regla original, los elementos m,
¥y no no se corresponden, pero al elemento mp de M corresponde el -
elemento nj de N, y al elemento n, de N corresponde el elemento ml
de M, tomamos la regla modificada de acuerdo a la cual my corres——
ponde a8 ng y mj a ny y para los otros elementos la reg%a griginal
35

queda sin alterar. Por estos medios el fin se obtiene.

Todo agregado es equivalente a si mismo
(5) M~ M.

'8i dos. agregados son equivalentes a un tercero, son equivalentes -

entre si, es decir;

(6). de M~ Py N~ P se sigue ¥ ~ N.(36)

De fundamental importancia es el teorema que dos a-
gregados M y N tienen el mismo némero cardinal si, y sblo si, son

~equivalentes; asi,

(7 de M~ N obtenemos M = N

(8) de ¥ = N obtenemos M ~ N,

Asi la equivalencia de agregados forma la condicién necesaria y su

(37)

‘ficiente para la igualﬁad de sus nuUmeros cardinales.

BSj] De hecho, de acuerdo a la definicidn anterior
de potencia, el ntmero cardinal I queda sin alterar si en el lugar

de cada uno, o muchos o aﬂg todos los elementos m de M otras cosas
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son substituidas. Si, ahora, M ~ N, existe una regla de co-ordina-
cién mediante la cual M y N estdn referidos univocamente y recipro
camente uno al otro; y por esto al elemento m de M corresponde el
elemento n de N substituido, y, de esta forma, M se transforma en

N sin alterar su nlmero cardinal. Consecuentemente
- =
M = N.

El converso del téorema resulta de la nota que en--
tre los elementos de M y las diferentes unidades de su ntmero car- -

dinal M una relacidn reciprocamente univoca (o biuniveca) de co--

rrespondencia subsiste. Porque, como vemos, M crece, por asi decir
lo, fuera de M de tal manera que de cada elemento m de M una uni-

dad especial de M surge. As{ podemos decir que
(9) M~ 8,
De la misma manera N ~ i. Si entonces M = ﬁ, tenemos, por (6),

M ~ N,

Mencionaremos el siguiente teorema, el cual resulta
inmediatamente del concepto de equivalencia, Si M,N,P,... son agre
gados que no tienen elementos comunes, M',N',P',...... son también

agregados con la misma propiedad, y si
M~M', NoN', PRP', .ocae
entonces siempre tenemos

(M,N,Pyuuun) ~ (MO,N',BY, 0ul)

é2
“MAYOR" Y "MENOR" CON POTENCIAS.—

Si para dos agregados M y N con los nidmeros cardina

les a=M y b= 1N, y ambas condiciones:
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(a) No existe parte de M que sea equivalente a N,
{b) Existe una parte Ny de N, tal que Ny~ M
se cumplen, es. obvio que estas condiciones se siguen cumpliendo si
en ellas son reemplazados, M y N, por dos agregados equivalentes,
M' y N'. As{ ellas expresan una relacién definida de los nidmeros -

cardinales o y b del uno al otro.

[484] Ademds, la equivalencia de M y N, y asf la i-
gualdad de a y b, es exclusiva, porque si tememos M ~ N, tendremos,
porque Ny ®» M, la equivalencia Nj ~ N, y entonces, porque M ~ N, -
debe existir una parte Mj; de M tal que Mj ~ M, y por lo tanto debe
mos temer Mj ~ N; y esto contradice la condicidn (a),.

Terceramente, la relacidn de & a b es tal que hace

imposible la misma relacién de b a o; porque si en (a) y (b) las -

‘ partes jugadas por M y N son intercambiadas, dos condiciones sur--
gen, las cuales son contradictorias a las ya formadas.

. Expresamos la relacidn de o en b caracterizada por

(a) y (b) diciendo: & es "menor" que b 6 b es "mayor" que a; en —-

simbolos
(1) a<bdébsa
Podemos probar fdcilmente que

(2) Si a<% ybL¢¢, entonces siempre tenemos a.< ¢ .

Andlogamente, de la definicién, se sigue inmediata-
mente que, 8i P1 es una parte de un agregado P, de @< i’l se sigue
a<? y de Pecb se sigue ‘f’ldo.

Hemos visto que de estas tres relaclones

a=b,ackb,beca
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cada una excluye a las otras dos. Por otro lado, el teorema que, -
con cualesquiera dos ndmeros cardinales q y'B, una de esas tres re
laciones debe realizarse necesariament&, no es por su significado
evidente por sf misma y diffcilmente puede ser probada en este pun
to.

No hasta mds tarde, cuando nosotros hayamos adelan~
tado en el examen sobre las sucesiones ascedentes de los ndmeros -
cardinales transfinitos y una visién dentro de su conexidén, resul-
tard la verdad del teorema:

A.- Si ay b son dos ni¥meros cardinales cualesquie-
ra, entonces 6 a =b, 6 a¢hbé avb.

De este teorema los teoremas siguientes, de los cua
les, como sea, no haremos uso aqui, pueden ser derivados simplemen

te.

B.- Si dos agregados M y N son tales que M es equi-

‘valente a una parte Ny de N y N a una parte M; de M, entonces M y
N son equivalentes;

C.- 3i My es una parte de un agregado M, Mp es una
parte del agregado M, y.si los agfegados M y M son equivalentes,
entonces My es equivalente a ambos M y Mpj ‘

D.- Si, con dos agregados M y N, N no es equivalen-
te a M nd a una parte de M, existe una parte Nj de N que es equiva
lente a K;

E.- Si dos agregados M y N no son equivalentes, y ¢
xiste una parte Ny de N que es equivalente a M, entonces ninguna -

parte de M es equivalente a N.

{ass) §3

LA ADICION Y MULTIPLICACION CON POTENCIAS.-

La unidn de dos agregados M y N que no tienen ele—

mentos comunes fue denotada en §l, (2) por (M,N). Lo llamamos el -
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"agregado unidn (vereinigungsmenge) de M y H",

Si M' y N* son otros dos agregados sin elementos co

munes, . y si M~ M' y N ~ N*', vemos que tenemos
(M,N) ~ (u*,N").

De aqui que el ndmero cardinal de (M,N) solamente depende de los -
ntmeros cardinales M = & vy N=b.
Esto nos lleva a la definicién de la suma de a y b.

Ponemos

(1) o+ b = (¥,N).

Desde que en el concepto de potencia hacemos abstrac
" cién del orden de los elementos, concluimos inmediatamente que

(2) a+b=bta (38)

.y -para tres ndmeros cardinales cualesquiera a,b ,¢ tenemos

(39)

(3) a+ (b+e) = (a+h) 42,

Llegamos ahora a la multiplicacidn. Cualquier ele--
mento m de un agregado M puede ser pensado como ligado con cual-—-
quier elemento n de otro agregade N para asf formar un nuevo ele--
mento (m,n); denotamos por (M.N) el agregado de todas estas ligadu
ras (m,n}) y lo llamamos el "agregado de ligaduras (verbindongsmen~
ge) de M y N", As{

(4) 1) = {(m,n)}.

Vemos que la potencia de (M.N) solamente depende de las potencias
B = ay N =:k; porgue si reemplazamos los agregados M y N por los

agregados
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respectivamente equivalentes a ellos y, consideramos m,n" y n,n' =~

como elementos correspondientes, entonces el agregado : N
(M'.N") = {(m',n")}

es llevado en una correspondencia reciproca y univoca con (M.N) -

guardando a (m,n) y (m*,n') como elementos correspondientes. Asf{ -

(5) (M'Jj') ~ (M.N).

~Definimos ahora el producto 4-b por la ecuacién

;(§)~*-, ' S a-b = (H.N).

[486] Un agregado con el nilmero cardinal q-L puede
ser-compuesto a partir de los agregados M y N con los nlmeros car~
dinales q_y'k de acuerdo a la siguienté regla: Comenzamos a partir
del agregado N y reemplazamos en el cada elemento n por un agrega-
do Mp ; si, entonces, reunimos los elementos de todos estos a—-

gregados Mp en un todo S, vemos que
y consecuentemente

§ = Q,'l)-

Porque, si, con cualquier regla dada la correspondencia de los dos
agregedos equivalentes M y M, denotamos por m el elemento de M -

que corresponde al elemento mp de My, tenemos
(8) S = {mn};

y asi los agregados S y (M.N) pueden ser referidos reciprocamente
y univocamente uno al otro tomando mp y (m,n) como elementos co——-

rrespondientes.
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De nuestras definiciones resultan inmediatamente -~

~los teoremas

(9) , a-babia

(10) ‘ ,q-(b;é)lgkd-b).c
o ': (1) o ar(b4o) = arbrase;

~ porque <
: (M.N) o (N.M)

(M. (N.P)) ~ ((M.N).P)
(M.(N,P)) o ((M.N),(M.P).

La adicién y multiplicacidén de potencias estén suje
tas, por lo tanto, a las leyes conmutativas, asociativas y distri-

. butivas.

§4
LA EXPONENCIACION DE POTENCIAS.,- -

Por un '"cubrimiento de un agregade N con elementos
del agregado M", 4§, m4s simplemente, por un "cubrimiento de N con
M*", entendemos una regla mediante la cual cada elemento n de i es-

_t4 ligado a un elemento definido de M, donde uno y el mismo elemen
to de M puede venir repetidamente en la aplicacidn. E1 elemento de
M ligado con n, es, de una forma, un valor de uha funcién de n, y
puede ser denotado por f(n); y es llamada una "fuﬁcidn cubierta de
n", La cubierta dorrespondiente de N seré llamada f(N).

[487] Dos cubiertas fy(N) y f5(N) se dicen iguales
_g14_g_sélga§ilﬂggra—%ed§§\;9§~gl£g%ﬁtos n de N la ecuacién

(1) f1(n) = fa(n)
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se cumple, de tal forma que si esta ecuacién no subsiste adn para
un elemento singular n = ng, £3(N) y fo(N) son caracterizadas como
cubrimientos diferentes de N, Por ejemplo, si mg es un elemento -~

particular de M, debemos hacer que, para todos los n's
f(n) = mo;

esta regla constituyé un cubrimiento particular de N con M. Otra -
clase de cubrimientos resulta si mg y m} son dos elementos particu
lares distintos de M y ng un elemento particular de N,

f(ng) m§

i

f(n)

ml,

para todos los n's que son diferentes de ng.

La totalidad de cubiertas diferentes de N con M for
ma un agregado definido con los elementos f£(N); lo llamamos el -
"agregado cubierta (belegunsmenge) de N con M", y lo denotamos por
(NIM). Ast: |

(2) () = {£(m}.
Si M~ M*' y N~ N*, encontramos fécilmente que
(3) (NIM) ~ (N*im').

Asi el ntmero cardinal de (NIM) depende sélo de los cardinales -

B=a Yy ﬁ:k; nos sirve para nuestra definicién de Q?:

(4) & = (N,

Para cualesquiera tres agregados M,N,P, probames fé

cilmente los teoremas
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(5) (NI (Bl ~ (W, B) ),

';m;i7  (BRI (BIN)) w (BI(M.N)),
e (BI(NIX)) ~ ((B.N)IH),

PR , -
.'de los cuales, si ponemos P = ¢, tenemos, por (4) y poniendo aten-
cién al §3, los teoremas para cualesquiera tres numeros cardinales
a,b,s:

(8) o dd =
(9) &b = (b)Y
(10) (a)° = qbet

, 948@ Vemos que tan profundas y enriquecedoras son
estas simples férmulas extendidas a potencias mediante el siguien-
lte ejemplo. Si denotamos la potencia del continuo lineal X (o sea,
la totalidad X de nimeros reales tales que O< x< 1) por ¢, vemos -
fécilmeqte que puede ser representada por, entre otras, la férmu--
la:

(11) < = ZA

4
donde el §6 da el significado de % . De hecho, vor (4), 2™ g3 1a -

potencia de todas las representaciones

(12) x = £(2) 4 £(2) + eoe 4 £(v) 4 o.. (donde £(v) =0 6 2 1)
2 2 2v

de los nlmeros x en el sistema binario, Si ponemos atencidn al he-
cho de que cada nilimero x estd representado una sola vez, con la ex

cepcidén de los ntimeros. x = 2v + 1¢1, los cuales estén representa~-
2‘V

dos dos veces, tenemos,'si,denotamos la totalidad “numerable" de a

quel por {sy},
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Si sacamos de X Cualquier'éérééédbjnumeigbl
restante por Xj, tenemos: »f’:;;;,’  :   $ |
X Ui = Qizvalidior 200
({sv} vx) = ({sv}, {tv},xl) ’ o

o Lmale b L b s s

as{ Qué:,:,f

j aéi (§1) “’L; fi¥]fj'

De (11) se sigue elevando al cuadrado por §6, (6),

Goe= 2% 2% =Rk o Lo
yude aqul que, continuando la multiplicacién por ,
(13) » ¢V =¢,

donde v es cualquier ndmero cardinal finito.

Si alzamos ambos 1adqsﬂd¢;(11){é~la‘potencia X ob-'ﬂ
tenemos o ' e ‘ '

N el L e
pero desde que, por el §6 (8),k X% =%, tenemos

(14) =<

Las férmulas (13) y (14) significan que la dimen~-~-
sién-v y la dimensién-X del continuo tienen la botencia de la di-
mensién-1 continua. As{ el contenido completo de mi articulo en el
Journal de Crelle, Vol LXXXIV, 1878, estd derivado algebrdicamente
puro con estas pocas plumadas de las férmulas fundamentales del -~

cdlculo con ndmeros cardinales,
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[489) $5

LOS NUMEROS CARDINALES FINITOS.-

fostraremos ahora como los principios que hemos =s-
tablecido, sobre los cuales construiremos méds tarde la teoria del
infinito o ndmeros cardinales transfinitos, proporcionando también
la més natural, corta y rigurosa fundamentacién de la teorfia de -

los ntmeros finitos.

A una cosa singular eq, si la subllamamos bajo el -
concepto de agregado Eg = (ep), corresponde a un nimero cardinal,

al cual llamamos "uno" y lo denotamos por 1l: tenemos
(1) 1 = E,.

-Unamos ahora a Eg otra cosa ey, y llamamos al conjunto unién Ej, -

tal que

(2) Ey = (Eg,e1) = (ep,el).

Bl nimero cardinal de Ej es llamado "dos" y estd denotado por 2:
(3) 2 = Eq.

Afiadiendo nuevos elementos obtenemos la serie de agregados

P ———— .

Ep = (Ey,e2), By = (Ep,e3), eovonnm

la cual nos da sucesivamente, una sucesidn ilimitadé, los otres -
asi llamados "niumeros cardinales finitos" denotados por 3,4,5,....
E1l uso que hemos hecho de estos nlmeros como sufijos estd justifi-
cado por el hecho de que un ndmero sélo puede ser usado como un su
fijo cuando ha sido definido como un ndmero cardinal. Tenemos, si
por v-1 es entendido el hﬁmpro inmediatamente precedente de v en -

la serie anterior

(4) v = Byl
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(5) By = (Ev_lrev) = (eO;elﬁﬂ--"eV)o

De la definicidn de la sume en el 3 sg sigue

(6) EV = EV—l b.+ l :
es decir, cada nmeroc cardinal exceptqwelvl,‘és la suma del inme-=

diato predecesor y l.(40) W,i:

Ahora, los siguientes teoremas” vienen a caer en pri
mer plano:
A.- Los términos de la Serie ilimitada de nimeros -

cardinales finitos
1,2,3)0000esVyennea

son todos diferentes uno del otro (es decir, la condicién de equi-
valencia establecida en el §1 no se cumple para los agregados co--
rrespondientes).

Mgd} B.- Cada uno de estos nimeros v es mayor que
los que lo preceden y menor que los que le siguen (§2).

C.- No existen nﬁméros cardinales que, en magnitud,
caigan entre dos nimeros consecutivos v y v+l (§2).

Haremos la demostracién de estos teoremas descansan
do sobre los dos siguientes, D y E. Debemos, entonces, en el préxi
= lugar, dar demostraciones rigurosas de los dltimos teoremas.

D.- Si M es un agregado tal que tiene igualdad de -
potencia con ninguna de sus partes, entonces el agregado (M,e) el
cual surge de M afiadiéndole un elemento singular e, tiene la misma
propiedad de ser de igual potencia con ninguna de sus partes.

E.- Si N es un agregado con el nimero cardinal fini
to v, y Np es cualquier parte de N, el nimero cardinal de N; es i-

gual a uno de los nimeros precedentes 1,2,3,.044.,v-1.

Demostracidn del D.- Supongamos que el agregado -
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(M,e) es equivalente a una de sus partes la cual llamaremos N. En
tonces dos casos, ambos de los cuales caen en una contradiccién, -
deben distinguirse:

(a).~ E1l agregado N contiene a e como elemento; sea
N = (My,e); entonces M, es una parte de M porque N es una parte de
(M,e). Como vimos en el §l, la regla de correspondencia de los dos
agregados equivalentes (M,e) y (My,e) puede ser de tal forma modi-
ficada que el elemento e de uno corresponda al mismo elemento e -
del otro; por lo que, entonces, M y My estdn referidos rec{proca—-
mente y univocamente dno‘al otro. Pero ésto contradice la suposi--
cién que M no es equivalente a su parte My.-

{(b).~ La parte N de (M,e) no contiene a e como ele-
mento, de tal manera que N es 6 ¥ § una parte de M. En la regla de

. correspondencia entre (li,e) y N, la cual cae en lz base de nuestra

hipdtesis, al elemento e del primero permitase al elemento f del -
Ultimo corresponder. Sea N = (M;,f); entonces el agregado 4 eé -
puesto en una relacidn reciprocamente univoca con Mj. Pero M; es -
una parte de N y de aqui de M. De aqui que M debe ser equivalente

a una de sus partes, y esto contradice nuestra hipdtesis.

Demostracidn‘del E.- Supondremos la veracidad del -
teorema hasta cierta v, y entonces concluir su validez para el nd~
mero v+l el cual sigue inmediatamente, de la siguiente manera: Em
pezames con el agregado By = (eg,€1,€2,..4..,8y) como un agregado
con el ndmero cardinal v+l. Si-el teorema es cierto para este agre
gado, la veracidad para cualquier agregado con el mismo nimero car
dinal v+l se sigue inmediatamente de §l. Sea E' cualquier parte -
de Ey; distinguimos los'siguientes casos: )

(a).~ E' no contiene a ey como elemento, entonces E
es By [ﬁ9ﬂ § una parte de Ey-1, y asi tiene como nimero cardi--

nal a v 6 a uno de los ndméros 1,2,3,.....,v-1, porque supusimos =~
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k‘nuestro teoréma verdadero para el agfegada*EQ;L,ﬁéén‘el ntmero 655 
dinal v. ' v

(b).~ E' consiste del elemento singular e, enton-—
ces B' = 1.

(c).~ E' consiste de ey y un conjunto E'', tal que
E' = (E'', ey). B'' es una parte de Ey_3 y tiene por lo tanto, por
la hipdtesis, como nimero cardinal a uno de los ndmeros 1,2,3,....
<oyv=1l. Pero ahora Bt =Fr s 1, y as{ el niimero cardinal de E' es

uno de los nimeros 2,3,3y.000.,V.

Demostracién del A.- Cada uno de los agrega&os que
hemos denotado por Ey tiene la propiedad de no ser equivalente a ~
cualquiera de sus partes. Porque si suponemos que ésto es cierto -
para cierta v, se sigue del teorema D due ésto es de la misma for-
ma para el numero que le sigue inmediatamente v+l. Para v = 1, re
conocemos inmediatamente que el agregade By = (ey,e)) no es eqguiva
lente a cualquiera de sus partes, las cuales son aqul (ey) y (ey).
Consideremos, ahora, cualesquiera QOS nimeros u y v de la serie -
1,2,3,¢4...; entonces, 8i u es el primero y v es el Ultimo, Ey.1 -
es ﬁna parte de Ky.l. Asi Ey_y y Ey.; no son equivalentes, y conse
cuentemente sus ndmeros cardinales u = Eu—l y v = Ev_l no son igua

les.

. Demostracidén del B.~ Si de los dos nlmeros cardina-
i..les finitos u y v el primero es el znterior y el segundo es el -
““timo, entonces u < v, Para considerar los dos agregados M = E,_; ¥
N = Ey.1; para ellos cada una de las condiciones en §2 para ¥ < ¥

se cumplen. La condicidn (a) estéd cumplida porque, por el teorema

E una parte de M = Ey.] puede tener solamente uno de los numeros -
cardinales 1,2,3y¢0s0.,u~1, ¥y por lo tanto, por el teorema A, no -

puede ser equivalente al agregado N = £, ;. La condicién (b) se -



.'_cﬁmpléfgvfgﬁéfmfmismd'es una parte de N,

R Demostracidn del C.- Sea o un nfmero cardinal menor
"qhé v+1l, Debido a la condicién (b) del §2, existe una parte de By

coh el nlmero cardinal &, Por el teorema E, una parte de Ey sola-—-
mente puede tener uno de los niumeros cardinales 1,2,3,.44..,v. ASI
& es igual a uno de los n¥meros cardinales 1,2,3,.....,vV. Por el
teorema B, ninguno de éstos es mayor que v. Consecuentemente no e-

xiste un numero cardinal el cual es menor gque v+l y mayor que V.

De importancia para lo que sigue es el siguiente -~
teorema: ‘

F.~ Si E es cualquier agregado de diferentes ntme--
ros cardinales finitos, existe uno, kj, entre ellos el cual es me-
'nor que el resto, y por lo tanto el menor de todos.

[492] Demostracién.- E1 agregado K o contiene el ni
mero 1, en cuyo caso es el menor, k3 = 1, 0 no lo contiene. En el
Wltimo caso, sea J el agregado de todos aquellos nuUmeros cardina--
les de nuestra serie 1,2,3,....., l0s cuales son menores que aque-
1los que existen en K. Si un nidmero v pertenece a J, todos los nt
meros menores que v pertenecen a J. Pero J debe tener un elemento
vy tal que vy + 1, y consecuentemente todos los nimeros mayores no
pertenecen a J, porque de otra manera J contendria todos los nime-
ros finitos, puesto que los nimeros pertenecientes a K no estdn -
contenidos en J. As{ J es el segmento (abschnitt) (1,2,.....,v3).
El nifimero vy + 1 = k; es necesariamente un elemento de K y menor ~

que el resto. :

De F concluimos:
G.~ Todo conjunto K ={k} de diferentes nimeros car
dinales finitos puede ser llevado a la forma de la serie

K = (kl,kz,k3,...-.)



UK ¢k Ky L
o $6
EL MENOR NUMERO CARDINAL TRANSFINITO
ALEPH~CERO, -

Conjuntos con ndmeros cardinales finitos son llama-
dos "conjuntos finitos", todos los otros los llamaremos "conjuntos
transfinitos" y sus nﬁmeros cardinales "ndmeros cardinales transfi
nitos",

El primer ejemplo de un conjunto transfinito estd -
dado por la totalidad de los. nimeros cardinales finitos vi llamare
mos a su ndmero cardinal (§l) "Aleph-Cero” y lo denotamos por Xo 3

as{ definimos

(1) o = {34 4

Que % es un ntimero cardinal transfinito, es decir,
que no es igual a cualquier numero finito u, se sigue del simple -
hecho que, si a un agregado {v} es sumado un nuevo elemento egy, el
agregado-unién ({v},e,) es equivalente al agregado original {v}. -
Porque nosotros podemos pensar en una correspondencia reciprocamen
te univoca entre ellos; al elemento ey del primero corresponde el
elemento 1 del segundo, y al elemento v del primero corresponde el

elemento v+l del otro. Por el §3 tenemos asi

(2) ' Yot 1 = Ko

Pero mostramos en el §5 que u+l es siempre diferente de u, y por -

lo tanto X% no es igual a cualquier nimero finito u.

(3) . M >u
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@93] Esto se sigue, si ponemos atencidn al 63, de los tres hechos

k due w=1(1,2,3,.000..,u), que no existe parte del agregado (1,2,3,.
»ese,u) que sea equivalente al agregado {vi, ¥y que (1,2,3,.....,u)

“'es é1 mismo una parte de {v}.(42)

Por otro lado, Xo es el menor de los nlmercs cardi-

...nales transfinitos. Si & es cualquier nimero cardinal transfinito

diferente de X, entonces
(4) X% o
: Esﬁq;descahsa en los teoremas siguientes:

A.—- Cualquier agregado transfinito T tiene partes -~
 'c§n>el némero cardinal .

N Demostracidn.- Si, mediante cualquier regla, hemos
sacado un nimero finito de elementos tystoseseaeyty_y, queda siem
ﬁfe la posibilidad de sacar un elemento posterior tye El agregado
{tv}, donde v denota cualgquier ndmero cardinal finito, es una par-
te de T con el nimero cardinal X%, porque {tyf~ {v} ($1).

B.~ Si S es un agregado transfinito con el nimero -
cardinal xn ¥ S1 es cualguier parte transfinita de S, entonces, -
51 = Y. '

Demostracién.- Hemos supuesto que S ~» {v]. Escéjase
una regla de correspondencia definida entre estos dos agregados, -
¥y, con esta regla, dendtese por sy aquel elemento de S que corres—

ponde al elemento v de {v} tal que,

S = {sy}.

La parte 53 de S consiste de ciertos elementos sy de 5, ¥y la tosa-

.

lidad de nimeros k forma una parte transfinita K del agregado {v}.
Por el teorema G del §5 el agregado K puede ser llevado a la forma

de una serie



donde

consecuentemente ‘tenemos’ .

De aqui se sigue que 31 65»;""Sj,b -por lo ‘tanto §1 = Xo.

De A y erégﬁlta,ia férmula (4), si hemos ebservado

e152.043)

De (2) concluimos, afiadiendo 1 a ambos lados,
Hr2lerlote
y, repitiendo esto 4?" -
g i
También tenemos S R SR

(6) C As k= e

[494] Para, por (1) del $3, X% + Xo es el nimero -
cardinal de ({av],lby}) porque
{av} = {dyj= X
Ahora, obviamente
{v} = ({2v-1},{2v}),
({ev-1},{2v}) ~ ({av},{bv}),
y por lo tanto

(Lavt, {by]) = {_‘:’} = Xo,

La ecuacidn (6) también puede ser escrita

l{°'2= Xoof



¥y, afiadiendo K:repetidamente‘af‘mb
(7)

- También tenemos
(8)

Demostracidén,- Por (6) del §3, X» K$ es el ‘némero -

cardlnal del agregado de ligaduras
{(uyv)j y

donde wu y v son cualesquiera nimeros cardinales finitos los cuales
>Vson independientes uno del otro. Si A también representa cualquier
ntmero cardinal finito, tal que{A}, {u}, y {v} son diferentes no-
taciones solamente para el mismo agregado de todos los ntmeros fi-

nitos, tenemos que mostrar que
{(u, )} » {2}

Denotemos u+v por p; entonces p toma todos los valores numéricos -
2,3,4y¢000., y existen (u,v) en todos los elementos pP-1 para los

cuales u+v = p, llamémosle:
(1, p-1), (2, P=2),c0eeu,(p=1, 1).

En esta sucesidn imagine primero el elemento (1,1), para el cual -
p= 2, ponga, entonces los dos elementos para los cuales p = 3, en
tonces los tres elementos para los cuales p = 4, y usi en adelante.
Por lo que obtenemos‘todos los elementos (u,v) en una sucesidn sim

ple
(1,1)3 (1,2),(2,1)5 (1,3),(2,2),(3,1)5 (1,4),(2,3) eeues

y aqui, como fécllmente vemos, el elemento {(u,v) viene en el A -é-

. e —

simo lugar donde

(9) T A= u o+ (urv-1l) (usv-2)
2




BT
la variable A toma todos los valores numéricos 1,2,3,¢...., una 80

la'vez. Consecuentemente, por el significado de (9), subsiste uha

relacién reciprocamente univoca entre los agregados {v} y {(u,v)}.

[495] Si ambos lados de la ecuacién (8) son multi--
plicados por %, obtenemos X3 = X2 = X, y, mediante multiplicaeio
nes repetidas por X, obtenemos la ecuacidn, vdlida para todo ntime—

ro cardinal finito v:

(10) Y ek

Los teoremas E y A del §5 nos llevan a este ieorema
sobre agregados finitos:

C.~ Todo agregado finito E es tal que es equivalen-
"te a ninguna de sus partes.

Este teorema sostiene fuerte oposicidn al siguiente
sobre ag;egados infinitos:

D.- Todo agregado transfinito T es tal que tiene

partes T3 que son equivalentes a é1.

Demostracidn.~ Por el teorema A de este pardgrafo

jo

xiste una parte S = {ty} de T con el mimero cardinal %. Sea T = =~
(8,U), tal que U est4 compuesto de aquellos elementos de T que son
diferentes de los elementos ty. Pongamos 33 = {tv+1" T = (S1,U0):
entonces T; es una parte de T, y, de hecho, aquella parte que sur-
ge fuera Ge T si dejamos fuera el elemento singular ;. Désde que
5 ™ 51, por el teorema B de este pardgrafo, y U ~ U, tenemos, por
el 81, T » T1. .

En estos teoremas C y D la diferencia esencial enw-
tre conjuntos finitos y transfinitos, a la cual me referia en el &
fio de 1877, en el volumen LXXXIV [1878] del Journal de Crelle, 242

pp., aparece en su forma még clara.
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Después de haber introducido el menor nimero cardi-
nal transfinito X y derivado sus propiedades que caen a primera ma
no, la cuestiédn surge hasta los ntueros cardinales mayores y como
provienen de %, Debemos mostrar que los ndmeros cardinales transfi
nitos pueden ser arreglados de acuerdo a sus magnitudes, y, en es-
te orden, formar como los niumeros finitos, un "agregado bien-orde-
nado" en el sentido extendido de las palabras. Con exepcidn de XS,
por una regla definida, el ndmero cardinal przximo mayor X, sale
de éste mediante la misma regla el siguiente mayor X, , y asi en a-
delante. Pero aln la sucesién ilimitada de nimeros cardinales

%' )./4 » Xl’ncoo., XV,""O

no agota el concepto de nimero cardinal transfinito. Demostraremos
la existencia de un ndmero cardinal el cual denotamos mediante Xw
y que demuestra é1 mismo ser el siguiente mayor a todss los nime-—
ros XA sacado del procedimiento de la misma mahera como X sale de

X un préximo mayor Xu.i , ¥y asf en adelante, sin fin.

[496] Para cada niméro cardinal transfinito Q. exis-
te un préximo mayor procediendo fuera de €1 de acuerdo a una regla
unitaria, y también para todo agregado bien-ordenado creciendo 1ili
nitadamente de ndmeros cardinales transfinitos,{a}, existe uno ma-
yor que le sigue procediendo fuera de aquel agregado de una forma
ﬁnica.(44)

Para la fundacién rigurosa de esta materia, descu--
bierta en 1882 y expuesta en el panfleto Grundlagen einer allgemei
nen mannichfaltigkeitslehre (Leipzig, 1883) y en el volumen XXI =
del Mathematische Annalen, hacemos uso de los asi llamados "tipos
de orden" cuya teoria tenemos que poner fuera en los siguientes pa

régrafos.
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§7

LOS TIPOS Di QORDEN D AGREGADOS SIMPLEMENTE ORDENADOS.-

: Llamamos un agregado M "simplemente ordenado™ si -
una'regla definida de "orden de precedencia" sobre sus elementos m,
tal que, de cada dos elementos m) y mp, unc toma el "menor" y el o
tro el "mayor" rango, y tal que, si de tres elementos my, mp ¥ Wy,
ml digamos, §§rde menor Trango que;mgtuy,mgweﬁwde qmenor rango que -

m3, entonces my es de menor rango que m3.

La relacidn de dos elementos m} y mp, en la cual my
tiene el menor rango en el orden de precedencia dado y mo el mayci,

se expresa por la férmula:

(1) m { mp np > m. 4%

Asi, por ejemplo, todo agregado P de puntos defini-

- do8 sobre una linea recta es un agregado simplemente ordenado si;

para cada dos puntQs p; ¥y Pp pertenecientes a ella, aquel cuya or-
denada (han side fijados un origen y una direccidn positiva) es la

menor se le da el menor rango.

e e Es ev1dente que ung y el mlsmo conjunto pueden ser

"s1mplemente ordenados" de acuerdo a reglas muy diferentes. Asi
por ejemplo, con el conjunto R de todos los nidmeros racionales po
sitivos p/q (donde p y g son primos relativos enferos) los cuales
son mayoresS que cero y menores gue uno, existe, primeramente, su -
orden "natural" de acuerdo a su magnitud; entonces ellos pueden -~
ser arreglados (y en este orden denotaremos al conjunto por Rg) =~
tal que, de dos nimeros Pl/ql y pz/q2 para los cuales las sumas -
P1+Q) ¥ Po+dn tienen diférentes valores, el nlmero para el cual la

suma correspondiente es menor %oma el menor rango, Yy, Si
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01+Q1 = Pptdp.

entonces el mids pequerno de los dos nlmeros racionales es el menor.
[497] En este orden de precedencia, nuestro agregado, desde que a
uno y el mismo valor de p+q nertnnece solamente a un nimero flnlto

de n¥meros racionales o/q, ev1qentemente tlene la forma

Ry = ‘(rllr21"!‘é"'1 Sl _._ _ S ._v._‘_o-'f---)

>dondek

Siempre, entoﬁceé, cuando"anotros hablamos de un a
gregado M "simplemente ordenado", nosotros imaginamos acostado un
orden definido de precedencia de sus elementos, en el sentido ex--
puesto arriba,

sxisten agregados ordenados doblemente, terceramen-
te, v-mente y & _-mente, pero para el presente no los considerare--
mos. Asf que en lo que sigue usaremos la expresidn mds corta "agre
gado ordenado" cuando pensamos en '"agregados simplemente-ordena-—-—-

dos."

Cada agregado ordenado M tiene un "tipo ordinal" de

finido, o méds cortamente un "tipo" definido, el cual denotamos por

“(2) M.

Por esto entendemos el concepto general que resulfa
de M si nos absiraemos solamente de la.naturaleza de los elementos
m, y retenemos el orden de precedencia entre ellos. as{ el tipo or
dinal % es 61 mismo un agregado-ordenado cuyos elementos son unida

des las cuales tienen el mismo orden de precedencia entre cada una
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de ellas como los elementos correspohdientes"de M, de los cuales e

llas son derivadas por abstraccidn.

Llamamos a dos agregados-ordenados M y N "gimilares"
(annlich) si ellos pueden ser puesﬁos en una correspondencia biuni
voca uno al otro de tal manera que, si mj y mp son cualesquiera -
dos elementos de M y ny y n, los correspondientes elementos de N,
entonces la relacidén de rango de m) a m, en M es la misma como a--
quella de ny a np en N. Una correspondencia tal de conjuntos simi-
" lares la llamamos una “imaginacidn"(46) (abblidung) de estos agre-
gados uno sobre otro. En una "imaginacién" tal, a cada parte -la -
cual obviamente sélo ,aparece como un agregado-ordenado- My de M -
corresponde una parte similar Nj de N.
) Expresamos la similaridad de dos agregados M y N -~
por la fdérmula )
(3) k= N,

Todo agregado es similar a sf mismo.

31 dos agregédos-ordenados son similares a un terce
ro, ellos son similares entre si.

(498) Una consideracién simple muestra que dos agre
gados~ordenados tienen el mismo tipo ordinal si, ¥y sélo si, son si

milares; de tal forma que de las férmulas

(4) M =NyMaN

una es siempre consecuencia de la otra,.

Si, con el tipo ordinal ¥ abstraemos el orden de pre
cedencia de sus elementos, obtenemos ($1) el nlmero cardinal ¥ del
agregado-ordenado i, el éual es, al mismo tiempo, el ndmero cardi-
nal del tipo ordinal. De & = N siempre se sigue M = N, es decir, -

agregados—ordenados de tipos iguales siempre tienen la misma poten
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cia o nimero cardinal; de ‘la similaridad de agregados-ordenados se
sigue su equivalencia. Por otro lado, dos agregados pueden ser e—-

quivalentes sin ser similares,

Usaremos las letras minlsculas del alfabeto griego
para denotar tipos ordinales. Si < es un tipo ordinal, entendemos

por

(5 oz

su‘cofrespondiente nimero cardinal.(47)

Los tipos ordinales de agregados-—ordenados finitos
no ofrecen interés especial. Para ésto nos convencemos fécilmente
que, para uno y él mismo nlmero cardinal finito v, todos los agre-
gados simplemente-ordenados son similares uno a otro, y asi tienen
uno y el mismo tipo. Asi los tipos ordinales simples finitos estén
sujetos a las mismas leyes gque los nimeros cardinales finitos y es
t4 permitido usar los mismos simbolos 1,2,3,4,ceve0,V,se... para e
llos, aunque son conceéptualmente diferentes a los nlUmeros cardina-
les. Bl caso es totalmente diferente con los tipos ordinales trans
finitos; porque para uno y el mismo nlmero cardinal pertenecen una
innumerabilidad de tipos diferentes de agregados simplemente-orde-~
nados, los cuales, en su totalidad, constituyen una "clase de ti--
pos" (typenclasse) particular. Cada una de estas clases de tipos -
esté, pof iaﬁfanto, determinada por el numero cardianl transfinito

<4 el cual es comin a todos los tioos pertenecientes a la clase. A

s{ lo llamamos pro brevedad la clase de tipos E&]. Aquella clase

gue se presenta naturalmente primero a nosotros, y cuya completa

i

investigacidén debe, por consiguiente, ser el prdximo objetivo espe
cial de la Teoria de Conjuntos Transfinitos, es la clase de tipos

[)Q] la cual abarca todos 1los tipos con 21 mwenor de los nimeros -
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cardinales transfinitos Ae. A partir del ntmero cardinal que DETER
MINA la clase de tipos [a] tenemos que’distinguii el ndmero cardi-
nal 4! el cual por su parte [499] ESTA DeTERMINADO POR la clase de
tivos [al. E1 Wltimo es el ntmero cardinal que (§1) la clase [a] -
tiene, en cuanto representa un agregado-ordenado definido cuyos e~
lementos son todos los tipos o con el nimero cardinal 4. Veremos -

que 4! es diferente de &, y desde luego siempre mayor aue <.,

Si en un agregado-ordenado M todas las relaciones -
de precedencia de sus elementos estdn invertidas, de tal forma que
"menor" se vuelve "mayor" y "mayor" se vuelve "menor" en todas par
tes, obtenemos de nuevo un agregado-ordenado, el cual denotamos -

por
(6) “u

y llamado el "inverso" de M. Denotamos el tibo'ordinal de M, si -
o = M, por ’

(7) %ol . (48)

Puede suceder que ¥« =« , como, Dor ejemplo, en el
caso de tipos finitos o en aquel del tipo del agregado de todos -
los nGmeros racionales que Son mayores que Cerg y menores que uno
en su orden natural de precedencia. Este tipo lo investigaremos ba

jo la notaciénrq.

Remaracaremos mids adelante que dos agregados-ordena
dos similares pueden ser imaginados uno sobre otro o en una manera
o en muchas maneras; en el primer caso el tipo en cuestién es simi
lar a €1 mismo en una manera solamente, en el segundo caso en mu-

chas maneras. No solamente todos los tipos finitos, sin embargo -
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los tipos de conjuntos bien-ordenados transfinitos, de los cuules
nos ocuparemos mids tarde y los cuales llamamos "nGmeros ordinales
transfinitos", son tales que ellos permiten una imagen singular 80
bre ellos mismos. Por otro lado, el tiporq es similar a si mismo --
en una infinidad de maneras.

Haremos clara esta diferencia mediante dos e jemplos

simples. Por w ontendemos el tipo del agregado bien-ordenado

(el,ez,..-o.,ev,o---o)g

en el cual

€y < Cy+lr
y donde v representa todos los nimercs cardinales finitos en turno.

Otro agregado bien~ordenado

(fl'f21""‘ ,fv,o.--o)

con la condicidn

fv < fye1r

del mismo tipo w obviamente solamente puede ser imaginado en el -
formado de tal manera que ey y fy son elementos correspondientes,
Para ey, el elemento‘menor en rango del primero, debe, en el proce
so de imaginar, ser correlacionado al menor elemento f; del segun-
do, el préximo después de ey en rango (ep) a f2, el préximo des—-
pués de fy, y asi en adelante, [500] Toda otra correspondencia biu
nivoca de dos conjuntos equivalentes {ey) ¥ {fv} no es una “imagi-
nacién" en el sentido que la hemos compuesto arriba para la teoria
de tipos. .

Por otro .lado, tomemos un agrdgado ordenado de la -

forma
‘W\\‘/— -



{ev}s ;
donde v representa todos los enteros finitos positivos y negativos,
incluyendo el cero, y donde del mismo modo e AR

ey £ Evil-

Este conjunto no tiene elemento menor ni maYor,engrangd;fsuj

es, por la definicidén dada en el §8,,
Ywor ow.

Es similar a é1 mismo en una infinidad de-ma

conjunto del mismo tipo

donde : !

£y 4 fe1-
Entonces los dos agregados ordenados pueden ser imaginados une so-
bre otro de tal forma que, si entendemos por v} un elemento defini
do de los ntimeros v', el elemento év, del primersc corresponde al e
lemento fv5+V' del segundo. Desde que vy es arbitrario, tenemos a-~

quf una infinidad de imdgenes.

El concepto de "tipo ordinal" desarrolladeo aqui, -
cuando es transferido de manera seme jante a "conjuntos ordenados -
multiplicados", contiene, en conjuncidédn con el concento de "ndmero
cardinal” o "potencia" introducido en el §l, toda cosa capaz de -
ser numerada (anzahlmissige) que es pensable, y en este sentido no
puede ser generalizada mds alld. No contiene nada arbitrario, sin
emabrgo es la extensidn natural del concepto de nlmero. Merece ser

enfatizado especialmente que el criterio de igualdad (4) se sigue
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<ou necesidad absoluta del concepto de tipo ordinal y consecuente-
mente no permite alteracién. La causa mds importante del gran e-

-~ rror de G. Veronese en "Grundziige der Geometrie" (Alemén por 4. -

Sheep, Leipzig, 1894) es el no reconocimiento de este punto.

En la pdgina 30 el "nimero (anzahl oder zahl) de un
grupo ordenado" estd definido del mismo modo como aquel que hemos
llamado el "tipo ordinal de un agregado simplemente ordenado" (zur
lehre vom traﬁsfiniten, Halle, 1890, pv 68-75; reimpreso de la zei
tschr. flr Philos. und Philos. Kritik de 1887). [501] Sin embargo,
Veronese piensa que el debe hacer una adicidn al criterio de igual
dad. El dice en la pdgina 31: "Ndmeros cuyas unidades corresponden
uno a otro dnicamente Yy en el mismo orden en los cuales el primero
no es una parte del otro o igual a una parte del otro son iguales",
La definicidn de igualdad contiene un circulo y as{ es sin sentido.
’aCuél es el significado de "no igual a una parte del otro en esta
adicidén? Para contestar esta ovregunta, debemos saber primero.cuag
do dos n¥meros son iguales o desiguales. Asi, a parte de la arbi-
trariedad de su definiqién de igual, presupone una definicidn de i
gualdad, y esta de nuevo presupone una definicidén de igualdad, en
la cual debemos saber de nuevo que son iguales o desiguales, y asi
sucesivamente AD INPINITUM., Después que Veronese, por asi decirlo,
ha dado por su propia voluntad reconocimiento a la fundamentacidén
indispensable bara la comparacién de nlmeros, no debemos estar sor
prendidos, con el desorden con el cual, mis tarde, €&l opera con
sus ntmeros pseudotransfinitos, y les atribuye propiedades las cua
les ellos no pueden poseer simplemente porque ellos mismos, en la
forma imaginada por él;no tienen existencia exepto sobre el pnapel.
De esta manera, ‘también. la similaridad extraordinaria entre sus
>J£ﬁmeros" a los muy absurdos "nimeros infinitos" de Fontenelle en

su "Géométrie de 1l'infini" (Paris, 1727) llega a ser comprensible.
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Recientemente, W, killing ha dado la expresién de bienvenida é sus -
.-dudas concernientes a la fundamentacién del libro de Veronese en -

el "Index Lectionum" de la academia de Munster de 1895-1896.(49)'

§8

SUMa Y wULTIPLICACION Ds LOS TIPOS DE ORDEN,—

El agregado unién (M,N) de dos agregados M y N pue-
de, si k y N estén ordenados, ser concebldo como un agregado orde-
nado en el cual las relaciones de precedencia de los elementos de
M entre ellos mismos asi como las relaciones de precedencia de los
elementos de N entre ellos mismos queden igual como en M y N res-
pectivamente, y todos los elementos de M tienen menor rango que to
dos los elementos de N. Si M' y N' son otros~dos agregados ordena
dos, i 2 k' y N 2 N', [502] entonces (M,N) & (M',N*'); asi el tipo
ordinal de (M,N) depende solamente de los tipos ordinales ¥=x y
N = . De esta manera definimos

(1) wrp= @m0

kn la suma « +/3 llamamos a o el "sumando" y 4 el "sumador".

Para tres tipos cualesquiera probamos fécilmente la

ley asociativa:
Q)V 7 fd+(ﬁ+f)=(d+ﬁ)+f'

Por otro lado, la ley conmutatlva no es védlida, en general, para -

med ante el 51gu1ente ejemplo sim-

la adicién de tipos. Vemosyﬂ

ple: M L ) e
Si w es el tipo; yaiménéionédb en 31 §74‘del conjun

to bien-ordenado
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ey £ eyy1s
entonces l+w no es igual 'a w+l. Po 5i f ‘es un nuevo elemento,

tenemos por (1):

: Refo.el agregado

C(8,B) = (f,e,

‘V,e”l,‘.”-’.‘..',ev,'.}...)

es similar al conjunto E, y consecuentemente

1l+w = W,

Por el contrario, los agregados E y (E,f) no son similares, porque

.el primero no tiene un elemento que sea el mayor en rango, pero el
segundo tiene el término mayor f., De esta manera w+l es diferente.
(51) '

de w = l+w,

Fuera de los dos agregados ordenados M y N con los
tipos y}p podemos levantar un agregado ordenado S sustituyendo —~
cada elemento n de N por un agregado ordenado Mp el cual tiene el

mismo tipo o« de M, de modo que

(3) My =
¥, para el orden de precedencia en

(4) 5 ={uy}
hacemos las dos reglas:

(1) Cada dos elementos de S los cuales pertenecen a uno y al
mismo agregado My retienen en 8 el mismo orden de precedencia como

en lp;
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(2) Cada dos glementos de S gue pertenecen a dos agregados di
ferentes Mnl y Mp, tienen la misma relgcién de pfecedencia como ny

-y np tienen en N.
Bl tipo ordinal de 3 depende, como vemos fédcilmente,

solamente de los tipos o yﬂ H definimos
(5) &A=l
[503] En este producto of: es llamado el "multiblicéndb"ﬁy}b5él "mul o

tiplicador", — i

En cualquier imagen definida de M sobre li, sea my
el elemento de M, que corresponde al elemento m de M: entonces -

también podemos escribir
(6) S =1{mni.

Considerese un tercer agregado P = {p} con el tipo ordinal P =Y,

entonces por (5),
«sp= {Ta} , Aoy ={Tp}, Kep)ey= {(o) |,
(ote )y = T )T

Pero los dos agregados ordenados {(mn)p}y {m(nn)} son similares, y
estdn imaginados uno sobre otro si observamos los elementos (mn)p
¥ m(n_),camemﬁ0ffégﬁaﬁﬂiéﬁ&3567~95ﬁsecuénﬁémente, para tres tipos

R
oL 3 A Yy la ley asociativa

(7) (Ao /8 )= ot (Sey)
subsiste. De (1) y (5) se sigue fdcilmente la ley distributiva
(8) oo (gt} ) = ra-ys
pero en esta forma solamente, donde el factor de dos términos es ~

el multiplicador.

‘
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Por el contrario, en la multipnlicacidn como 2n 1z a
dicién, la ley conmutativa no es generalmente vdlida. Por ejemnlo,

2w y w-2 son tipos diferentes; porque, por (5),

2ew

(e1,f15€0,f07 e eiCyyiyiacecal) = W

myentras que

‘w,z (el,eg,.....,ev,.....;fl?fg,..ga,,fv,.....)

es diferente de w obviamente, (72)

Si nosotros comparamos las definiciones de las one-
raciones elementales para los nUmeros cardinales, dadas en el §3,
con agquellas establecidas aqui para tipos ordinales, f4cilmente ve
moS que el nimero cardinal de la suma de dos tipos es igual a la -
.suma de los nimeros cardinales de los tipos singulares, y que el -
ndmero cardinal del producto de dos tipos es igual al producteo de
los numeros cardinales de los tipos singulares. Cada ecuacién en--
tre tipos ordinales que procede de las dos operaciones elementales
permanece correcta, por lo tante, podemos reemplazar en ellas to--

(53)

dos los tipos por sus niémeros cardinales.

f504) 89
EL TIPO ORDINAL ﬂ DEL AGREGADO R DE TODOS LOS NUME-

ROS RACIONALES QUE SON MAYORES QUE CERO Y MENORES QUE UNO, EN SU -
ORDEN NATURAL DE PRECEDENCIA.-

Por R entendemos, como en el §7, el sistema de to~
dos los nimeros racionales p/q (siendo p y q primos relativos) los
cuales son>0 y <1, en su orden natural de precedencia, donde la -
magnitud de un ntmero determina su rango. Denotamos el tipo ordi--

nal de R por mM:

(1) M= R.
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Pero nosotros hemos puesto el mismo ugregado en otro
orden de precedencia en el cual lo llamamos Rg. Este orden estid de
terminado, en el primer sitio, vor la'magnitud de p+a, y en el se-
gundo sitio -para nimeros racionales para los cuales p+q tiene el
mismo valor- por la magnitud de p/q mismo. El agrégado Ro es un a-

gregado bien ordenado de tipo w:

(2) Ro

(PLsTDyeceeesTyyenees), donde ry £ vy,

——

(3) Ro = W,

Ambos R y By tienen el mismo numero cardinal ya que
ellos difieren sélo en el orden de precedencia de sus elementos, y
desde que obviamente nosotros tenemos ﬁb = Y , también tenemos

/

(4) B=7 =X,

De este modo el tipo m pertenece & la clase de ti-

pos [%].

Segundamente, remarcaremos que en R no hay ni un e-
lemento que sea el minimo en rango'ni uno que sea el mdximo en ran
go. Terceramente, R tiene la propiedad aque entre cada dos de sus g
lementos otro cae. Expresamos esta propiedad por las valabras: R -

(54)

es "denso en todas partes" (Uberalldicht).

liostraremos ahora que estas tres vropiedades carac-
terizan el tipo m de R, por lo que tenemos el siguiente teorema:

3i tenemos un agregado simplemente-ordenado M tal -
que .

a) i = Ao

b) M no tiene un elemento el cual sea menor en ran-
- go, y tampoco mayor;

¢) & es denso en todas partes;



S o s
vehtohCéSiéiffi§b §rdiﬁai~dekM es " -
M:”l.

Demostracién.- 4 causa de la condicidn (a), M puede ser llevado -

‘dentro de la forma [505] de un agregado bien-ordenado de tipo wi - .-

teniendo arreglada tal forma, lo denotamos por M, y vonemos
(5) Mo = (M3 ,M0,e0eueyly,eeees)e

Tenemos ahora que demostrar que
(6) %< R;

es decir, debemos probar que M puede ser imaginado Sobre R de tal
forma que la relacién de precedencia de todos y cualesquiera dos e
lementos en M es la misma que aquella de los dos elementos corres-
pondientes en R.

| Sea el elemento r; en R correlacionado al elemento

my de M, E1l elemento rp tiene una relacién de precedencia a ri en
B. A causa de la condicidén (b), existen una infinidad de elementos
m, de M que tienen la misma relacién de precedencia en M a m) como
ro a r] en R; de ellos escogemos aguel que tenga el {ndice menor -
en Mg, sea este mp, y correlacionado a rp. El elemento ry tiene en
R relaciones definidas de precedencia a ry y r,i & causa de las -~
condiciones (b) y (c) existen una infinidad de elementos my de M

los cuales tienen la misma relacién de precedencia a my y m1, en M

como 'y a rj y'rz a Ry de ellos escogemos —-sea ml3— el cual tie-
ne el menor Indice en M4, y correlacionado a r3. De acuerdo a esta
ley imaginamos el proceso de ceorrelacién continuo. Si a los v ele-

mentos .

L] )T25e00se sy

de R estdn correlacionados, como imdgenes, elementos definidos
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ml,ml2,ml3,....',mlv,
los cuales tienen las mismas relaciones de precedenc1a entre uno y
otro en M como los elementos-correspondientes en R, entonces al e— P
lemento r,, , de R se le correlaciona aquel elemento m l de I que
tiene el Indice menor en Ly de aquellos que tienen las mlsmas rela»

ciones de precedencia para

ml,mlz,ml3,..;;.,mlv
en M como ry,] & Iy} roses...,ry en B,

De esta manera hemos correlacionado elementos defi-
nidos my . de M a todos los elementos ry de R, y los elementos my,
tienen en ki el mismo orden de precedencia como los elementos co—-—-
rrespondientes r, en R. Pero alin tenemos que demostrar que los ele
mentos mlv.incluyen TODOS los elementos m, de M, &, lo que es lo -

mismo, que la sucesidn
1010513 00mneslyyonans
[506] sélo es una permutacién de la sucesidn
1,2,3700009V,000cn

Probamos este por induccidn completa: demostraremos que, si los e-
lementos Mj,Mp,.....,l,, aparecen en la imagen, este también es el
caso para el elemento siguiente myy.j.
Sea A tan grande que, entre los elementos
ml,mlz,ml3,.....,mll,

los elementos

M} M ga0sas by,

" los cuales, por hipétesis, aparecen en la imagen, estén contenidos,

 Puede ser también que m,,) aparezca entre ellos; entonces my,] apa
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rece en la imagen. Pero si Ty.] no esté entre los élementos

ml,mlz,ml3,..... Yl )y
entonces my;) tiene, con respecto a estos elementos, una posicidn
ordinal definida en l; una infinidad de elementos en R tienen la -
misma posicién ordinal en R con respecto a T]1TDyeness,r), entre -
los cuales sea T)4r aquel con el indice menor en Ry. Entonces My ]

tiene, como podemos hacerlo fdcilmente seguro, la misma nosicidn —

" ordimal con respecto a

LRI PYEERRERLI P

en M como T, tiene con respecto a

+T
I‘l,I‘2 ,1‘3,..-.. 'r/I'N'—-l

en B. Desde que mj,mp,.....,my han aparecido ya en la imagen, My, 1

es aquel elemento con el indlce menor en i el cual tiene esta pos1

cldn ordinal con respecto a

WY yMYgsececesBlote e

Consecuentemente, de acuerdo a nuestra regla de correlacidn

Mr — Bvsle
asi, en este caso también, el elemento my,) aparece en la imagen,
¥ Tl4y €8 el elemento de B al cual estd correlacionado.

Vemos, entonces, qué por nuestra manera de correla-
cionar, el AGREGADO TOTAL M estd imaginado sobre el AGREGADO TOTAL
R; K y B son agregados similares, lo cual tenfamos que probar.

Del teorema nque nosotros acabamos de demostrar re--
sultan, por ejemplo, los siguientes teoremas:

[501] Bl tipo ordinal del agregado de todos los ni-

meros racionales negativos y positivos, incluyendo el cero, en su
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&

orden natural de precedencia, es €2

El tipo ordinal del agregado de todos los nﬁmeros -
racionaleé que sSon mayores que a y menores que b, en su orden natu
ral de precedencia, donde a y b son cualesquiera nimeros reales, Yy
a‘<\b, es m.

E1 tipo ordinal del agregado de todos los ndmeros -
regles algebrédicos en su orden natural de precedencia es M.

El tipo ordinal del agregado de todos los nimeros -~
reales algebrdicos que son mayores que a y menores que b, en su or
den natural de precedencia, don&e a y b son cualesquiera nimeros -
reales y a < b, es m,

Porque todos estos agregados ordenados satisfacen -
las tres condiciones requeridas en nuestro teorema para M {véase

el Journal de Crella, vol LXXVII, pdg 258).

Si consideramos, ademds, agregados con los tipos -
~-de acuerdo a las definiciones dadas en el §8— escritos m My M-
(1+q)-n y (m+l)em (l+wq+l)'q , encontramos que aquellas tres con

diciones también se satisfacen con ellos. As{ tenemos los teoremas

m M+ =
(8) =1
0 - - (e =,
(0 E L Al)e =
() (L+m+1)e q =a.

La aplicacién repetida de (7)y (8) nos da para ca-
da nfmero finito v:
(12) ' /'rlv = M
(13} mev =me.



L pero ﬁz+v+q para v l, es diferente detQ

Por otro lado vemos fécilmente que,. para' v y.

(l4)f" R 7 +l+q n,

Finalmente, merece ser enfdtlzaddfque,

an

*ﬂ = %f_j ~L

| [508] §10

'LAS SERIE FUNDAMENTALES CONTENIDAS EN UN AGREGADO

a

g 3ORDLNADO TRANSFINITO.-

Consideremos cualquier agregado M transfinito simple -
mente—ordenado. Para el estudio del tipo M, aquellas partes de M -
que tienen los tipos w y "w aparecen para ser valuadas especialmen
te; los llamamos "series fundamentales de primer orden contenidas
en M", y las formadas -de tipo w- las llamamos series "ascendentes"
las Gltimas ~de tipo *w-~ "descendentes". Desde que nosotros mismos
nos limitamos a considerar las series fundamentales de primer or--
den (en investigaciones posferiores también nos ocuparemos de las
geries fundamentales de grado superior), las llamaremos simplemen—
te "series fundamentales". Por lo que una "serie fundamental ascen

dente" es de la forma
(1) 7 : ay}, donde av.u< Ayvel!
una ﬁserie fundamental descendente" es de la forma
,,,( 2); © by}, donde by > by,

La betra v, asf como k, A y 4, tienen en todas las

i} - ! 0 S . . s 2
~“partes de nuestras considerdciones el significado de un numero car

dinal finito arbitrario o de un tino finito (un nlmero ordinal fi-

nito).
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Llamamos ‘a dos series fundamentales ascendentes.. ;f
{av} y {a&} en-M "coherentes" (zusammengehﬁrig), en signos
(3) lav} I {24},
si, para cada elemento ay existen elementos a tales qﬁei
ay £ a',
y también para cada.eleméntb a;rexiéteh element¢é 3“‘  ;
2y 4

Dos ‘series fundamentales descendentes {bv} y {b }

en li se llaman "coherentes", en signos

(4) lovt [ o},
si para cada elemento by existen elementos bl tales éue
by » bY, B
y para cada e;emgéfo by gxisten elementos B“ tales que
by > 34.

Una serie fundamental ascendente {av} y una descen-—

dente {bv} se llaman "coherentes", en signos
[s09 (5) {a} I {04}
8i (a) para todos los valores de v y M

ay £ Dty

y (b) en M existe al menos un (de esta maners uno sdlo o nlnguno —‘”

de todos) elemento my, para todos Llos ! s, -

Entonces tenemos los teoremas ~

R
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531 dos series fundamentales son coherentes a. -
son coherentes una a otra. ‘
Dos series fundamentales procediendo- de la mis-

cual una es parte de la otra son coherentes.

Si existe en M un elemento my el cual tiene una po-

~con respecto a la serie fundamental {av; que;

uf(éllbérg todo v ay £ mg,

:(b) ‘para cada elemento m de M que precede a m, existe un cierto ni -

merd,vo tal que
ay > m, para v 2 Vo,

entonces llamamos a mp un "elemento limite (grenzelment) de {ay} -
‘en M", y también un "elemento principal (hauptelement) de M"., Del
mismo modo llamamos a my un "elemento principal de M" y también un

"elemento limite de {bv} en M" si estas condiciones se satisfacen:

(a) para cada v by p mo,
(b) para cada elemento m de M que sigue a my existe un cierto niime

ro vo tal que

by > m, para v 3 Vo.
Una ser;e fundamental no puede tener més de un ele-
mento limite en»M;*perdfM‘tiene; en general, muchos elementos prin

cipales.

" “Péfcibing»lé veracidad de los siguientes teoremas:

4 >C;4 Si una serie fundamental tiene un elemento 1imi

te en M, todas las serieé fundamentales coherentes a ella tienen ~
el mismo elemento limite en M.

D.- Si dos series fundamentales (ya sea que proce--



den en la misma alrecclén o en dlrecc1oqes opuestas) tlenen uno ¥

el mismo elemento- limite en 3%

Si My M son

tales que
(6)

y formamos cualouler 1magen de log dos agregados, entonces vemos =

fdcilmente que los 51gu1entes teoremas son védlidos:

51@ E.~ Para cada serie fundamental en M corres~-
ponde como imagen una serie fundamental en M', e inversamente) a -
cada serie ascendente una ascedente, y a cada serie descendiente -
una descendiente; a una sefie fundamental coherente en M correspon
de como imagen una serie fundamental cocherente en ', e inversamen
te.

F.- Si a una serie fundamental en M pertenece un e-
lemento limite en M, entonces a la serie fundamental correspondien
te en M' pertenece un elemento limite en M', e inversamente: y es-
tos dos elementos limites son imédgenes uno del otro en la imagina-

cidn.

G.- & los elementos principales de M corresnonden - s

e e e e, m sy e o
— e e

como 1mégenes elementos pr1n01pales de M', e inversamente.

e e, eem e

Si un agregado M consiste de elementos principales,
de tal forma gue cada uno de los elementos es un elemento princi-—
pal, lo llamamos un "agregado el cual es denso en é1 mismo" (insi-
chdichte kienge). Si para cada serie fundamental en M existe un ele
mento limite en i, llamamos a M un "agregado Cerrado" (abeeschlo--
seene)., Un agregado que es ambos "denso en si mismo" y “"cerrado" -

(56)

es llamado un "agregado perfecto”. 5i un agregado tiene uno de
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~estos tres predicados, cada agregado similar tiene el mismo predi-
cado; asi también estos preuicados pueden ser adscritos a los ti~-
pos ordinales correspondientes, y asf exiszten "tipos que son den--
sos en ellos mismos", "tipos cerrados", "tipos perfectos", y tam--
bién "tipos densos en todas partes". (§9).
Por ejemplo, m es un tivo el cual es "denso en si

mismo", y, como demastramos en el §9, es también denso en-todas- -~
_partes, pero no es "cerrado". Los tipos w y *w no tienen elementos
principales, pero w+v y v+®w cada uno tiene un elemento principal,
y son tipos "cerrados", El1 tipo we3 tiens dos elementos principa--
les, pero no es "cerrado"; y el tipo we3+v tiene tres elementos -

(57)

rincipales, y es "cerrado".
p ’

§11

EL TIPO ORDINAL 6 DEL CONTINUQ LINEAL X.-

) Nos dirigimos a la investigacidén del tipo ordinal ~
del conjunto X = {x} de todos los ntimeros reales x tales que x32 O
y x £ 1, en su orden natural de precedencia, de tal forma, que cua
lesquiera dos de sus elemento x y x'

(58)

x £ x', si x« x'.
Sea la notacién para este tipo
(1) X=9.

[5lﬂ - De los elementos de la teorfa de los nidmeros
racionales e irracionales sabemos que cada serie fundamental {xv}
en X tiene un elemento limite ¥, en X, y as{ también, inversamente
cada elemento x de X es un elemento limite de una serie fundamen--
tal coherente en X. Consecuentemente X es un "agregado perfecto" y

(59)

® es un "tipo perfecto”.
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Pero 0 no estd perfectamente caracterizado por esos:
ademds nosotros debemos fijar nuestra atencién sobre la siguiente
propiedad de X, El agregado X contiene” como varte al agregado R de
tipo ordinal m investiggdo en el §9, y de tal manera gque, entre -
cualesquiera dos elementos Xg y X3 de X, caen elementos de R.

Kostraremos ahora gue estas propiedades, tomadas -
juntas, caracterizan el tivo ordainal 8 del continuo lineal X de -
una manera exhaustiva, asi tenemos el teorema:

51 un agregado ordenado M es tal que (a) es "perfec
to" y (b) en 61 estd contenido un agregado S con el nimero cardi-—-

;nal § = Xoy el cual soporta una relaciédn tal de M que, entre cua-
lesquiera dos elementos mg y m] de ik caen elementos de S, entonces
M=0,
Demostraciédn.~ S5i S tiene un elemento minimo o méximo, éstos ele-~
mentos, por (b), desempefian el mismo cardcter como elementos de M:
podriamos removerlos de S sin gue S pierda con eso la relacién a M
expresada en (b). De esta manera, suponemos que 5 no tiene elemen~
to minimo o mdximo, de modo que, por el §9, tiene el tipo ordinal
m. Desde que S5 es una parte de M, entre cualesquiera dos elemen--
tos sg ¥ 81 de S otro elemento de 5 debe, por (b), caer. Por otra
parte, por (b) tenemos § = %, asi los agregados 3 y R son "gimila

res" uno a otro
3 <R,

Sefialamos cualquier imaginacidén de R sobre 3, y ase
guramos que da una "imaginacién" definida de X sobre ¥ de la si---
guiente manera:

Sean todos los elementos de X que, al mismo tiempo,
pertenecen al agregado R y corresponden como imégenes a aquellos ¢
lementos de ki que son, al mismo tiemvo, elementos de 5 y, en la i-

pagen suouesta de B sobre S, corresvonden a los elementos dichos -
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de R. Pero si xo es un elemento de X‘el cual no pertenece a R, xp
debe ser observado como un elemento limite de una serie fundamen--
tal {xv} contenida en 1, y esta serie puede ser reemplazada por -
una serie fundamental coherente {rkv} contenida en R. A esto [512]
corresponde como imagen una serie fundamental {Slvi en S y M, la ~
cual, a causa de (a), estd limitada por un elemento m, de M que no
pertenece a S (F, élO). Sea este elemento my de M (el cual permane
ce el mismo, por E,C, y D del §10, si las series fundamentales -
{xv} y {rkv} son reemplazadas por otras limitadas por el mismo ele
‘mento Xg en X) la imagen de X, en X. Inversamente, a cada elemento
my de M el cual no existe en S pertenece a un elemento completamen
te definido x, de X el cual no pertenece a R y del cual m, es la i
magen, ' '
De esta manera una correspondencia biunivoca entre

X y M estd establecida, y tenemos ahora que mostrar que da una "i-
maginacién® de estos agregados.

. Esto es, por supuesto, el caso de aquellos elemen--
tos de X que pertenecen a R, y para aquellos elementos de M que -
pertenecen a S. Comparemos un elemento r de R con un elemento X, -
de X el cual no pertenece a R; sean s y my los elemenios correspon
dientes de M. Si T < Xq, existe una serie fundamental {rkv}, la -

cual estd limitada por x, ¥y, de una cierta v,

r { rg, para v » V.

- La imagen de {rkv! en i es una serie fundamental ascendente {slv}’
" la.cual estard limitada por un mg, y tenemos (§10) slv.< my para -

cada v, y s £ sy, bara.v  Vo. Ast (§7) s { mp.

Si r > Xg; concluimos andlogamente que S > mg.
Consideremos, finalmente, dos elementos Xp y X§ no

pertenecientes a R y los elementos my y my correspondientes a ellos



si xg ¢ X4, entonces my, £ mg.
La demostracién de la

bada ahora, y as{ tenemos

Halle, Marzo 1895.

d'de’ X y M estd 3¢5 ?  



"Zendn se referiam a tres proble-
. mas...s. Tratdbase del problema de lo
infinitesimal, de lo infinito y de la
continuidad..... Desde su época a la
nuestra, los mejores talentos de cada
generacidén han atacado a su vez estos
problemas, pero, hablandc en términos
generales, no han logrado nada.cssss
Weiestrass, Dedekind y Cantoreceses
los han resuelto completamente. Sus
soluciones..... son tan claras que no
dejan lugar a la menor duda. Esta con
quista es problablemente la més 1mpor
tante de la que la epoca pueda jactar
56. L
Bertrand Russell.

L IBRO IV.-

EL TEQREMA DE ZERMELO

§l.— CONJUNTOS BIEN-ORDENADOS.-

Un conjunto ordenado es lbamado bien-ordenado si to
do subconjunto no vacfo tiene un primer elemento. Como e jemplos de
conjuntos bien-ordenados tenemos:

l.~ Todo conjunto finito ordenado es bien-ordenado.(6o)
2.- N =11,2,3,4,....
3.~ Ap = «{ao,al,ag,.....,bo,bl,.....bk_l}
4.~ C {1,5,9,...,2,5,10,...,3,7,11,...,4,8,12,;,.)‘

5.- D {1,2,3,.....,;,;,g,.....,;,g,i,...;.}
222 3733 -

[}

k1l tipo de orden de un conjunto bien-ordenado es -
1lamado su 'nimero ordinal', 6 m4s simplemente, su ‘ordinal', En -~
el caso de los conjuntos infiniteos bien-ordenados se les llama 'ni
meros ordinales transfinitos'. ahora, como todos los conjuntos fi-
nitos ordenados son bien ordenados. el conjunto de todos los tivos
finitos i :
; T —
0,1,2,3, 4,..7" B

en el orden que los menciono, es: un ordlnal.
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Teorema 1.~ "kn todo conjunto bien-ordenado cada e-r
lemento, gue no es un Ultimo elemento, tiene un inmediato sucesor."

Demostracidn.-~ Sea a3 un elemento de wn conjunto A
bien-ordenado. Bl conjunto de elementos que siguen a aj en A es un
subconjunto de A, y por lo tanto, de acuerdo a la definicidn de bi
en-ordenado, si no es vacio tiene un primer elemento ap. Entonces
ap £ ap, y no existe un a, tal que ay £ ag <(z32 de acuerdo a la de
finicién de ap. '
' . Q.E.D.

El siguiente hecho se sigue inmediatamente de la de
finicién de conjunto bien-ordenado:

Teorema 2.— "Cada subconjunto A, de un conjunto A -
.bien-ordenado es también bien—ordenado."(Sl)

As{ como también es obvio que:

Teorema 3.— "Cada conjunto ordenado que es similar
a un conjunto bien-ordenado es él1 mismo bien-ordenado."

Le llamaremos 'segmento‘(sz)

de A al conjunto de to
dos los elementos de un conjunto ordenado A que preceden a cierto
elemento a de A, lids claramehte se dice, el segmento determinado -
por a.

Un~segmento de un conjunto siempre es un subconjun—

(63)

to propio del conjunto

: Teorema 4.- "La unién de una finidad mutuamente dis
junta de conjuntos bieh-~ordenados es bien-ordenable, sin importar
el orden en el que los términos son tomados.™

De este teorema se desprende que la suma de una fi-

nidad de ordinales es siempre un ordinal. aungue lo mismo puede -
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ser aplicado a una infinidad de términos, previniendo su~arreg16:;'
cor{espondiente a un conjunto bien-ordenado. |

Si A y B son dos conjuntos con los tipos ordinales
< Y A respectivamente, y si A es similar a un segmento de B, en-
, tonces « es llamado "menor que' /4(044/6). Andlogamente con x€/1e§
cribimos /320(., " /5 es mayor que <",

La igualdad de los tipos ordinales (~f=/6) estd de~

finida por la similaridad de conjuntos correspondientes.

Podemos definir este orden entre ordinales “de acuer
do a su magnitud", y resulta que es:
1.- Irreflexiva, o sea, no podemos obtener
ol £ oLV
2.= aAgimétrica, es decir, si
o & /!
no puede ser cierto que
/§¢<x-
3.~ Transitiva, ya que de
4 4/5 Y /d LJ/
se sigue que
ots f +
- Pero lo que si no podemos concluir es que esta rela
cién sea conectiva, o sea, que dados dos conjuntos bien-ordenados

cualesquiera nosotros podamos decidir cual de los dos tiene menor

o mayor (o alin igual) tipo ordinal.



B Una nueva deflnlc
1uego de conJunto infinito) esté

Teorema 5.- “Un

,den dado de sus elementos y bf

'fdebe ser finito."
A Demostréciéh ‘ Al con

siderar el orden inversbcde sus:el x1ste al me--,

ncs'un subconjunto (puede-se: ué4nort1ene un -

primer elemento y por lo tanto rdenado. Contraria--

mente a nuestra hlpotes1s, nor 1 ehé!sér finito.
s,

Teorema 6.-— "El‘conjunto de todos los nluneros ordi—i
nales que son menores que un ordinal dado oL, puede ser ordenado de
acuerdo a las magnitudes crecientes de los ordinales: el conjunto '
 ordenado A(x) obtenido de esta manera estd bien-ordenado, y el ti-

po de a(xt) es el mismo ordinal a§b5). En simbolos

Ale) =",

Demostracidn.~ Sea B un conjunto arbitrario bien-or
denado y  Su tipo ordinal. Como cualquier elemento y de Alx) es -
un ordinal menor que «, se sigue de la definicidn de 3a relacidn -
de menor o mayor que, B tiene un segmento cuyo tipo ordinal es Y.
De aqui que si Yy, Y2 son elementos distintos de a(e¢), son los ti-
pos de diferentes segmaentos de B determinados por elementos by y -
by de B respectivamente. Dependiendo de si by < bs 6 b < by en B,
tengamos Y1 ¢ (p 6 yo < xi.(66)

conjunto ordenado (véase notu 44).

Como se ve fécilmente, A(x) es un

Para demostrar- que A&A) es blan-ordenado debemos -
mostrar un mapeo similar de A(x) dentro -del conJunto bien-ordenado
B. ahora, si y e€s un elemento de A(x), ¥4.4, entonces sea y asigna

do al elemento b de B que determina en B el segmento de tioso ordi-
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“naly. ssta regla define una corressondencia Uno-a-uno entre ins

e

lementos de Al«) y B. ks mds, el mapeo construiqo‘es,similar. Para

e

ver ésto consideremos elementns distintos,bijzbéydé'B,y 1os ordihév

les corresvondientes yj, Y que pertenecen aiAQi}. ahora, comb‘sén g
similares, el tipo ordinal de B es también éi tipo ordinal de Aézi;‘.' :
Por lo tanto, A(x) = L. ' V ‘

G.2.D.

§2.— COMPARABILIDAD DE TIPOS ORDINALES.-

Enunciaremos y demostraremos otros teoremas para -
que se vea de una manera m4ds natural el surgimiento del teorema de

',cqmparabilidad entre ordinales de conjuntos bien-ordenados.

Teorema 7.- "Supongamos que existe un mapeo similar

entre el conjunto A bien-ordenado y un subconjunto (propio o impro

~“"pio) -B, denotando los elementos de A y B por a y b respectivamente.

Si consideramos la posicidén de estos elementos en el conjunto A, -

tenemos invariablemente a = b 6§ a £ b, pero nunca b.< a."
Demostracidn.~ Lo demostraremos oor reduccién al ab

surdo. Supongamos que el conjunto de pares de elementos a,b para -

los cuales b £ a, no es vacio. Las b's con b { a constituyen un -

ot S R e i

subconjunto de un conjunto B bien-ordenado, y tiened} por lo tanto,
un primer elemento bg. Para el elemento ap correspondiente al by ~
tenemos by { ay. E1 elemento b,, como sea, es también un elemento

de 4, y lo denotamos por aj. A este elemenso a) corresponde un elg
mento by de B. Por lo que, con los elementos ag, a3 de A estdn aso
‘ciados los =lementos b;, by de B. Desde que ay = by £ 8y, ¥y la si-
milaridad del mapeo no disturbe el orden enlla sucesién, también -
tenemos aj £ ag, o sea, by £ aj. De aqui que, by no es el primer g

lemento de B para preceder el eleménto;corresnondiente de A: el e-
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Teorema 8.—'"Todb’cohjgﬁﬁb A bien;ordénad6fbu¢dé ‘; 
ser mapeado similarmente sobre si'mié@é‘uﬁicaménte Por élfmé§e65i—”
déntico. Si 4 estd bisn-ordenado, y A;Ci‘B, entonces'eiié%§ﬂﬁﬂf§6ld
mapeo similar de 4 en 3B". ' |

‘ Demostracidén.~ Sabemos que A es un subconjunto de -~

s{ mismo. Sean a y a' dos elementos que se corresponden bajo el ma
peo de & en si mismo. kntonces, de acuerdo al teorema 7, nunca te-
nemos a £ a' 6 a' £ a, por lo que invariablemente tenemos a = a'.

En el caso en que B pudiera ser mapeado sobre A de
dos maneras, substituyendo B por A, mapeariamos A sobre si{ mismo -
de dos maneras, lo que contradirfa la primera parte del teorema.

Q.. D,

Teorema 9.~ "Si B es un segmento de un conjunto 4
bien-ordenado, y C es un segmento del conjunto B, entonces C tam--
bién es uh segmento de A",

Teorema 10.— "Sean Ap y Ap dos segmentos distintos
del mismo conjunto A bien-ordenado. Entonces uno de los segmentos

es un segmento del otro.

Teorema 1l.- "Bajo un mapeo similar de un conjunto
A bien-ordenado sobre un conjunto B bien-ordenado, cada segmento -
de A se transforma en un segmento de B."

Demostracién.- Sea ap-un segmento de A, y sea el e-
lemento b de B el que se corresoonde al elemento a de A, Entonces

los elementos de a gque preceden al elemento a van orecisamente a -
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los elementos de B Qué preceden:a1 elemento b.

Q.E.D.

Teorema 12.~ "Ningun conjunto A bien-ordenado es si
' milar é cualquiera de sus segmentos, o a un segmento de un subcon-
junto."

Demostracién.~ Si, para algin segmento A; del sub--
conjunto A4' £ A, tenemos Aj 2 A, el elemento a del conjunto A co=-
rresponderd a un elemento de Ap, es decir, a un elemento que lo -
precede en A, lo cual, por el teorema 3, es imposible, Si, ahora,
Ap Y Ap son dos segmentos distintos del mismo conjunto, entonces -~
de acuerdo al teorema 10, uno de ellos dehe ser un segmento del -
otro, ¥y, por lo tanto, no pueden ser similares.

Q.E.D.

Ahora ya tenemos los elementos necesarios para po--
der comparar los conjuntos bien-ordenados con respecto a sus ordi-
nales,

Teorema 1l3.-~ Comparabilidad de Tipos Ordinales.~ -

“Dos conjuntos bien-ordenadog son o similares uno a otro, o uno es
similar a un segmento del otro. De aquf que una y sélo una de las

relaciones

4 =/6, xcyd ,/6 < K
se mantiene entre ordinales « y 4."

Demostracién.- Si A y B son dos conjuntos bien-orde
nados con tipos ordinales « y,ﬂ, respectivamente, debemos reempla-
zarlos por los conjuntos similares estandar Ci(w) ¥ ng) respectiva
mente, cuyos elementosS son ordinales.

Sea 1 la interseccién de C(x) y C(£); I estd bien--

oraenado, porgue un subconjunto de conjuntos bien-ordenados es -



_-69 a

bien—ordenado (tedréma'2) bl un ordlnal flJo pertenece a“I; enton‘

ces todo Ordin'al menor también nertenece a I (véase. teorema 6) -

Por lo aque: I "empleza" con 0,17,2,3,1."‘

81’1 no co:.ncn.de con C{o

’es oov1amente un seg—- L

mento de C(oc) v anélogamente funcm'n ',C(/ﬂ) Es declr, te

‘e;g'mrento de C(w)

‘ ;'i‘l‘eIf. ) " 2do. caso

1o =
/ C(pc) C(,d)', f

3er, caso : 40. caso

it "‘c(/ig)' segmento de C(«)

1 segmento de C(/e)

C(.x) segmento de C(/J)

vler. caso.- A€ C{x) y B2 C(/d), por lo que A & B, es decir, az=8,

2do. caso.- B C(L), o sea, <, de acuerdo a la definicidn de -
‘ la relacidn menor entre ordinales.

“3er. caso.- A2 C(4), es decir, o< 4.

40 i .caso.- Eg imposible. Porque segin nuestro esguema, el tipo or
| dinal de I es menor gque ambos « y 4. Y de aqui que, -
si y es el ordinal que sigue inmediatmente a toaos los
ordinales contenidos en I, y debe estar en Cl<) y -~
C(/ﬁ), y de aqufi que Y estd en I. Contradiccidén puesto

que habfamos supuesto aque y no estaba en I.

De aquil que sélo uno de los tres primeros casos se rea
liza en la comparacidn de tipos ordinales.

Q.E.D.

$ 3.~ Comparabilidad de Cardinales.-

Debido a este Wltimo teorema (sobre comparabilidad

(67)

! de tipos ordinales) y al Teorems de bouivualencia estamos ahora



capacitados para comparar los cardinales de conjuntos bien-ordena-
CEERNEE

iTedrEma 14.~ Comparabilidad de Cardinales.- “Los =

cardinales de dos conjuntos bien-ordenados o son iguales o bien -~
uno es mayor que otro."

Demostracién.,~ Sean A y B dos conjuntos bien-ordena

- dos, Por el teorema anterior, el primer caso significa que A = B,

debido a la definicién de similaridad tenemos A ~ B, y esto impli-
ca que los cardinales de A y B son iguales,

Sabemos que el segmento de un conjunto es un subcon
junto propio del conjunto. De aqui que, si el primer caso no se -
realiza entonces A es equivalenté a un subconjunto de B § B es . -
equivalente a un subconjunto de A. Esto quiere decir por el teore-
.ma de Equivalencia que el cardinal de A es igual o menor que el de
B, o que el cardinal de B es igual o'menor que el de A.

Q.E.D.

Necesitamos justificar el uso del Principio de In—-
duccién Transfinita (véase nota 43) en las demostraciones, aunque

sabemos que es mucho mds Ytil y profunda cuando la utilizamos en

las definiciones. Fue J. von Neumann (1923) el primerc en darse

cuenta de la necesidad de esta justificacidén.

Teorema 15.- "Sea P(x) una propiedad o argumento

-

que es significativa para todos los elementos 'a' de un conjunto
bien~ordenado. S5i:
(a) P es verdadera para el primer elemento de A: y,
(b) La veracidad de P para todos los elementos de A que prece
den a determinado elemento 'a', impiica la veracidad para
a',

entonces P es verdadera vpara todos los elementos de A."



- 71 -

Demostracidn.- Lo demostraremos nor reduccidn al ab
surdo. Supongamos que 2l subconjunto dg A que contiene aquellas -~
‘a' para las cuales P no es verdadera, no es vacio. Como A es un -
conjunto bien—ordenado, el subconjunto tiene un primer elemento aq
el cual por (a) no es el orimer elemento de a. Por la definicién -
de ag, P es verdadera para todos los elementos que preceden a agy;
por lo tanto, por (b) P debe ser verdadera para a, también. Contra
diccidn, de aquf que el subconjunto para los cuales P no es verda-
dera es vacfo.

-Q.E.D.

§4.- EL TEOREMA DEL BUEN-ORDEN.-

Llegamos ahora a uno de los resultados mds sorpren-
dentes dentro de la Teoria de ConjuntosvTransfihitos de Cantor: el‘
Teorema del Buen-Orden, demostrado por K. Zermelo ("Mathematische
annalen 59 (1904) 514-516 pp.", y una segunda demostracidn en "Ma-
thematische annalen 6% (1908) 107-128 ovp.") ‘

Teorema 17.- "Todo éonjunto infinito S5 puede ser -~

bien ordenado."(GB)

$i nosotros aceptamos el axioma de kleccidn (véase
Libro VII, §1) entonces estamos aceptando, aunque sea de una mane-
ra implicita, el Teorema del Buen-Orden; e inversamente, si acepta
mos el Teoremsz del Buen-Orden debemos hacer lo mismo con el Axioma

de wmleccién. =s decir, los dos principios son equivalentes,

Ahora, si nosotros tomamos como védlido el Axioma de
Eleccibén, y obligadamente el Teorema de Zermelo, vemos que éstos -

son equivalentes a los siguientes principios:
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(1) Teoreme de Numeracidn.- "Paraz cualauier con jun-—

 to‘A existe un ordinal « tal que « & A." (Por el simbolo '~' enti-

‘éndase la equipotencia, es decir, el concepto que resulta cuando -

entre dos conjuntos existe una correspondencia uno-a-uno y tienen

‘el mismo nitmero cardinal).

(2) E1L Lema de Zorn.- "Si A es un conjunto parcial-

mente ordenado tal que toda cadena en A tiene una cota superior, -
entonces A contiene un elemento mdximo." (Una cadena es un conjun-
to totalmente ordenado. Y por uma cadena 'en A' entendemes un sub-
conjunto de 4 tal que el subconjunto resulta estar totalmente orde

nado) .

(3) Ba Ley de la Tricotomia.- "Dados dos conjuntos

cualesquiera siempre sucede que A < B, A =B 6 B < A con respecto

‘g sus cardinales."

Para ver algunas de las posibles eguivalencias del
axioma dé Eleccidn, y por supuesto del Teorema del Buen-Orden, véa

gse: RUBIN, H. & RUBIN, J.E. "Equivalents of the axiom of Choice."

North-Holland. amsterdam. 1970. 158 pp. (Studies in Logic and the

Foundations of Mathematics). .



"Cantor introdujé en la clencia una
nueva forma de considerar el infinito ma-
tematico..... pero ha ocurrido que hemos
encontrado ciertas paradojas, ciertas apa
rentes contradicciones que hubieran hecho
las delicias de Zendn de Elea y la Escue-
la de Megara.

Henri Poincaré (1905).

LIBRO V.-

LAS PARADOJAS

§1.~ INTRODUCCION CONCEPTUAL.-

La palabra "paradoja" proviene del griego; estd com

‘puesta del prefijo PARA que denota 'contrariedad', 'proximidad', -
'semejanza'; y de la palabra D0XA que significa 'opinidn'.

' 0 sea, una paradoja es una opinidén contraria a la -

comin, En filosoffa es una contradiccidén a la que llega el razona-

miento abstracto. Es también la figura del pensamiento que consis-

te. en emplear expresiones o frases que envuelven contradiccidn.

La palabra "antinomia" también proviene del griego.
Estékformada por un prefijo ANTI qué significa 'en contra', ¥y por
la palabra HOKOS que significa 'ley’'.

Una antinomia es una contradiccién entre dos.leyes,
o dos principios. Es la reunién de dos consecuencias con?radictd-—

rias que resultan de la misma premisa.

Una paradoja es una contradiccidén-zparente que tie- -
ne solucién dentro del sistema, mientras que la antinomia no la =
tiene. Aunque actualmente a esta aiferencia no se le da mucha im--

portancia(eg) y

se les menciona indistintamente. Por €&jémplo, N.V.
Quine divide las paradojas en tres grupos: (1) verfdicas, (2) fal-

sidicas y (3) antinomias y de éstas afirma: "Una antinomia da ori-
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gen a una contradiceidn interna siguiendo los caminos aceptados de
razonamiento. Establece que alglin esquema tdcito aparentemente ga-—
rantizado de razonamiento ha de ser hecho explicito y en adelante
evitado o revisado."(7o)
Nosotros utilizaremos las dos palabras como sindéni-

mos.

§2.- LAS PARADOJAS LOGICAS.-

o El éxito y desarrollo de la Teoria de Conjuntos fue
taﬁ extraordiﬁario que "todas las ramas de la Matemitica se orien—
tan en la direccidén de la Teoria de Conjuntos que es adoptada in-
cluso en los tratados elementales para expiicar la idea de ntimero

(71)

de un modo riguroso » ¥ aqueda fundado un nuevo sistema de con-

.ceptos generales y abstractos de tal envergadura que, segin Den—
joy(72) constituyen la mayor revolucién que registra la Historia —

dela latemdtica después de la creacién del Cdlculo Infinitesi —w-
mal."(73)

1.~ La Paradoja de Burali-Forti.- Es en 1897, cuan—

do por primera vez aparece una antinomia que pone a temblar los -
fundamentos de la Teoria de Conjuntos. Cesare Burali-Forti (1861—-

1931) publicé "Una Questione Sui Numeri Transfiniti"™ en el Rendi--

conti del Circolo Matematico di Palermo, vol XI; en donde mostraba

que no puede considerarse la existencia de un conjunto formado por

(74)

todos los nimeros ordinales. "La paradoja de Burali-Forti pue-

de ser establecida como sigue: Puede ser demostrado que cada suce-—
sién bien-ordenada tiene un nlmero ordinal, que la sucesién de or-
dinales hasta e incluyendo cualquier ordinal dado escede el ordinal

dado en una unidad, y (sobre varias suposiciones ciertamente natu-—
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rales) que la sucesién de todoé'los Ordinalesr(en éuﬁdfdéﬂ?aé]még—“
nitud) est4 bien-ordenada. Se sigue que 1la sucesidn'de'tbdos’los -
ordinales tiene un ndmero ordinal, digamos{l. Pero en ése caso la
sucesidn de todos los ordinales incluyendo .l tiene el ﬁﬁmero ordi-
nal +l, el cual debe ser mayor que f, de aqul que, ML no es el nl
mero ordinal de todos los ordinales.”(75)

En otras palabras, Burali-Forti considera el conjun
to  de jodos los nidmeros ordinales. Este conjuhto no puede existir
porque si existiera estarfa bien-ordenado, y por lo tanto, tendria
un tipo de orden que es un elemento del conjunto considerado: aho~
ra, como el conjunto de todos los nlmeros ordinales inferiores a -
dicho tipo es un segmento del conjunto de los ordinales, serfa se-
me jante a uno de sus elementos, lo cual es un absurdo.

’

2.~ La Paradoja de Cantor.-— Cantor-descubrié esta -

paradoja en 1899, vero obviamente ésta no fue publicada inmediata-
mente. Esta paradoja fue dada a conocer en 1932 cuando se publica-
ron sus obras comnletas,

Nosotros sabemos, por un teorema de Cantor, que la

potencia o nimero cardinal de un conjunto es siempre menor que la

(76)

cardinalidad de su conjunto potencia , es decir,

T ¢ oM,

Cantor se dié cuenta de que no podfa hablar del conjunto univer—- -

- (11)

sal, pues siempre tendria que

T < 2y,

y se estd suponiendo implicitamente que

—_—

2U ¢ T.
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Aunque muy sencilla esta paradoja no es de ninguna
forma elemental, pues se necesitan los conceptos técnicos de sub-
conjunto y de conjunto potencia. Y es por ésto que ahora nos vemos

“en la necesidad de hablar de conjuntos universales 'relativos'.

3.~ La Paradoja de Russell.- En 1902, Bertrand Ru--

',~:sSell dié ‘a conocer su paradoja en una carta dirigida a Gottlob -

iFrege.(78) La paradoja dice: Sea M el conjunto de todos los conjun

t0s que no son elementos de si mismos. M es un conjunto de primera

(79) v

clase , bor lo tanto, es distinto de cada uno de sus elemen—-
tos; pero como también M debe contener todos los conjuntes de opri-
mera clase, tiene que contenerse a si mismo y entonces es de segun
da clase.,

La versidén informal de esta paradoja es la siguien-
te: Supongamos que en un cierto pafs los bibliotecarios acostum——-
bran catalogar sﬁs libros, no mediante un catdlogo de fichas, sino
mediante'un libro de ho jas sueltas, es decir, el catdlogo mismo es
un libro. Algunos bibliotecarios catalogan el catdlogo mismo en el
catdlogo, pero otros no hacen lo mismo. Bertrand Russell denomina
a la primera clase de catdlogos como un conjunto R, o sea, los con
juntos R son conjuntos que se contienen a si{ mismos. Pero, ;qué su
cede si el bibliotecario general del pais decidg hacer un catdlogo
de todos los catdlogos que no se catalogan a s{ mismos?. Este catd
logo, ;debe catalogarse a si mismo o no?.

Una versién un noco méds formal es la siguiente: -
"Sea w la clase de todas aquellas clases que no son miembros de si
mismos. Entonces, no importa que clase x puede ser, 'x es una W'
es equivalente a 'x no es unaX. De aqui que, déndole a x el va--

. (80)

lor w, 'w es una w' es equivalente a 'w no es una w'.
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De la paradoja de Russéliféxis e
equivalentes entre las que estén: . ‘ :'

a) Supongamos que existe una aldea don h
un barbero, y se afirma gue el barbero rasura a todds:iéévThbmbfes
de la aldea que no se rasuran a si mismos. La contradiccidén surge
cuando uno se pregunta: ;el barbero se rasura a si mismo?.

b) Supéngase que todo municipio de México tiene un
alcalde, y no pueden existir dos municivios distintos que tengan'—
"gl mismo -alcalde. Lo que si puede suceder es gue el alcalde no re-
sida en su municipio, gque es lo mds comin. Pero un dfa se promulga
una ley, sin tomar en cuenta la opinién de los ciudadanos, la cual
obliga a todos los alcaldes gue no residen en su municipio a resi-
dir en un lugar especial S. Desafortunamente, 1la poblacién es tan
grande que se ven en la necesidad de transformar esta drea en un -
nuevo municipio S. _

Nos podemos preguntar entonces: ;donde reside el al
calde de 5?. En el municipio S 8élo pueden residir aquellos alcal-
des que no residen en su propio municipio, por lo que el alcalde -
de S no puede residir en S, Pero si el alcalde de S no reside en ~
S, tiene que vivir en 5 porque asi lo obliga la ley. Este prbblema
le fue comunicado al jefe del poder ejecutivo quien exclamd: "La =

eSO LRGN de_este oblema ni.nos-benefiecia ni nos perjudisay - -sino

todo lo contrario.”

Russell intenté mostrar‘que”la Méﬁemética~era una -
parte de la Légica wor medio de paradojés iégiéés que se‘encontra-
ban en un campo pre-matemdtico. Lae mds famosa es la siguiente: Su
cede que podemos dividir todos los adjetivos del diccionario en -
dos conjuntos. En el primero van a estar todas las palabras que se

(81)

an predicativas , ¥ en el segundo van a estar todas las pala~-—-
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(82)

_ bras impredicativas. Pero, ;qué sucede con la palabra "impredi
pativaﬁ?, jen qué conjunto debe estar?. "Llegamos a la consecuencia
paradé jica de que impredicable es impredicable si y s6lo si impre~

dicable no es impredicable_n(83)

3.~ LAS PARADOJAS SEMANIICAS.-

Otro tipo de parado jas aparecieron més tarde, las -
(84)

paradojas seménticas.

1.- La Paradoja de Richard.- Jules-Antoine Richard

'/(1864-1921) publicd en la "Revue Générale des Sciences Pures et Ap

'p__guggg;" (tomo XVI, ndm 12, pdg 541, correspondiente al 30 de ju
ybrnio de 1905) la paradoja que actualmente lleva su nombre. »
e Richard demostré cue todos los nimeros definidos =
.por medio de un ndmero finito de palabras forman un conjunto nume-

rable, y sin embargo se puede formar un numero definide por un ni-~

.. mero-finito de palabras gue no se encuentra en este conjunto.

, Lo importante de esta paradoja es que en su formula
[_c16n utlllza el método de la diagonal, método que Cantor habia po-~
‘,~pular1zado con sus demostraciones. Bxisten, ahora, much{simas ver-
lfsidnes de esta paradoja.
} "Esta paradoja es especialmente interesante por sus
implicaciones concernientes a lenguajes como el castellano, ¥y por
| su estrecho varentesco con la demostracién cantoriana de la no-enu
mérabilidad de las funciones de la teoria de los nflmeros. Richard
expuso la varadoja en forma relativa a la definicién de un nidmero
real, paralelam=nte a la demostracién cantoriana de la no-enumera-

' (85)

bilidad de los nlmeros reales."”

(86)

La antinomia de Berry es esencialmente una inge

niosa e ilustrativa simplificacién de la paradoja de Richard.



2.~ la Paradoaa d brelllng y Nelson. Poco tieﬁpo

més tarde, en 1908, aoarec16 ot ouradoaa de tipo seméntlco debi-="""

da a Grelling y Nelson. &n 01erta forma ésta era un caso particu-—

lar de la paradao ja de ﬂussell con resoecto a las palabras 1mnred1—f ; g

cativas. ‘ , :
Unos cuantos adjetivos en espafiol, como 'espafiol' o
'polisilédbiico', tienen ellos mismos la provpiedad que denotan. Por

ejemplo, el adjetivo espaiiol es espafiol, el adjetivo polisildbico

es polisilédbico. Pero la gran mayorfa no tienen la misma vbropiedad.

Como, por ejemplo, la palabra monosilédbica no es mbnosilébica, co-
mo tampoco las palabras blanco, caliente, etc. tienen la propiedad
que denotan. El segundo tipo de adjetivos es llamado heterolégico,
y si analizamos con cuidado esta palabra nos damos cuenta que: el

ad jetivo heterolégico es hetercldgico Qi y sélo si heteroldgico no
es heteroldgico. '

3.—~ La Paradoja del Cretense.-~ Tal vez la paradoja

‘més antigua es aquella que se le atribuye al fildsofo Epiménides -

de Creta (siglo VI n.C.). Se supone que Epiménides afirmé que: -~
'los cretenses mienten siempre'. La varadoja surgidé cuando un cre-
tense afirmé: 'estoy mintiendo'. '"us ldégicamente insatisfactorioc -
gue pudiésemos escapar de la paradoja sélo merced al histérico ac-
cidente de que existiera algin cretense que alguna vez dijese la -~
verdad."(87) ‘
Una versidn méds moderna de ésta se refiere al 0ersg
naje 'Sancho Panza' del "Quijote" de Cervantes. La paradoja de San
cho Panza es como sigue: &l ser nombrazuo. gobernador de la insula,
Sancho promulgd una nueva ley que decfa: "En la dnica entrada que
hay en la Insula se instalard una horca con el fin de ejecutar a -

toda aguella persona que al ser interrogada acerca del motivo que

“la trajo a la Insula mienta. For el contrario, si dice la verdad,

podréd transitar libremente por aonde le nlazca."
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Los interrogadores no habfan tenido ningin problema
hasta que se presenté un hombre que confesd: "Yo vengo a que me a-
horquen.,” 5i lo ahorcaban, este hombre hablia dicho la verdad y, te
nia derecho a vivir en la fnsula. Perc si, por el contrario, no lo
hac{an, el hombre habfa mentido y tenian la obligacidn de ahorcar—v
lo. Parece ser gque Sancho Panza lo ahorcd en castigo por los dolo-

res de cabeza que le produjé este problema.(88)

§4.— NOTAS GENER4LES A LAS PARADOJAS.-

: Si analizamos un pocéo las parado jas mencionadas an-
. teriormente nos podemos dar cuenta que:

v a) La paradoja de Burali-Forti postulaba implfcita-~
mente la existencia de todos los numeros orainales de Cantér. Lo -~
--que demuestra gque la nocidén 'todos los ordinales' es una nocién i-
légitima.

b) La paradoja de Cantor habla de una 'totalidad' -
ya dada, el cénjunto de todos los conjuntos.

c¢) La paradoja de Russell exigfia que se precisara -
el concepto de 'clase' y ademds el admitir que 'todo' conjunto con
tiene, al menos, una parte que no es elemento de €1 mismo.

d) La paradoja de Richard conducfa simplemente a un
eirculo vicioso, y se concluye que 'todos los nimeros' es una pro-
posicidn ilegitima. '

e T T —

L2 mayor parte de las paradojas utilizan los concep
tos de orden y de existencia —que no estaban bien definidos-~ y 1la
palabra 'todos', que c;mo hemos visto es una vpalabra muy peligrosa
en lkiatemdticas por la gfan cantidad de paraaojas o antinomias que
puede generar., Es debido a esto que la definicidn de Russell del -

concepto de 'opotencia' estd mul, pues estd mencionando una totali-
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dad que no puede existir.
El problema del orden fue resuelto en 1905 con la ~
obra de sermelo, donde precisdé la diferencia entre conjuntos orde-
nados y conjuntos bien-ordenados. Aunque por estar fundamentada es
ta distineidn en el Axioma de Bleccidn (véase nota 43) fue rechaza
da inmeditamente por la tscuela Intuilcionista {véase Libro VII,él).
De estos problemas el mds dificil de resolver era
el concerniente a la 'existencia' en hatemdticas. Este es un punto
donde las discusiones no han acabado ain. Por ejemplo, Henri Poin-
caré afirma que: ".....en Matemdtica la nalabra existir no puede -~
tener méds que un sentido: significa exento de contradiccién."(89)

mientras que para los Intuicionistas mds estrictos el hecho de que

-un objeto 'exista' quiere decir que pnodemos ‘construirlo', o que -

podemos probar en un nimero finito de pasos que tal objetec tiene =
tal propiedad, Para los Formalistas como David Hilbert, todo obje-

to estd en posibilidad de existir(90)

siempre y cuando no implique
contradiccidn dentro del sistema.

Parece ser que el problema mds fdcil de resolver =
fue el concerniente a la palabra 'todos® o el de considerar una tg
talidad que contuviera todo ente posible de existir o de pensarse,
pues como anteriormente habfamos mencionado, actualmente se consi-

deran los conjuntos universales como conjuntos 'relativos'.



"Nadie sera jamds capaz do expul
sarnos del parafso que Cantor ha crea
do para nosotros."

David Hilbert.

LIBRO VI.,-

LA AXIOMATIZACION DE La TEORIA DE CONJUNTOS

A‘ § .= DIFuRﬁNPud POREsS Dk aTnCri BL PROBLEMA .-

‘has tres diferentes scue]as filosdéficas de la KMate

'*varo V1L, §1) tomaron caminos alferentealnara erra-

‘alcar as-p rado1rs o dntlnomlaq de la Teoria de Conguntoq

Los Intuicionistas rechazaron inmediatamente la Teo.
1ria de ConJuntos Transfinitos y no se vieron en le necesidad de in
tentar»funaamentarla en principios que estuvieran exentog de toda
duda. Y; en contraposicidn con la bscuela Formalista, los Intuicig
nistas arfirmaban que la Matemdtica Pura es una creacién libre del.
espiritu humano y que no ticne ninguna relacidn con los hechos‘dé
la experiencia. Por eéto mismo, 'los Intuicionistas se preocuparon
més por darle un fundamento y baées rigidas y rigurosas a su pro-
pia escuela, o ' k k
. B
Los Log1c1stas querian mostrar que 1a Matemétlca se
oodia reducir a la uéglca,‘ y ‘debfandar ana axlomaulzac16n aonde
todos los conceptos y reglas: de 1nferenc1a M¢tematlea fueran v1s—
tos como generados por la Légica. Para ésto contaban con los gran-

des avances de 1a Lézicu debidos a los trabajos de George doole . -

("Las Leyes del Pensamiento", 1854} y Gottlob Frege ("Fundamentos

de ia aritmétuica", 1884)




_ ‘ Los Formalistas no Estaban dispuestcs a abandonar - -
f'la Tebfia de conJuntos simplemente - Doroue exlstlpran ciertas con——;,~'

tradlcc1ones internas en ella. Se habia llegado a la conclusién de

'oue la nocidén de ‘conjunto' podria QBDEIAT lz idea de numero,ndta

'ral“y, a . partir de ésta se podria reproducir tods la Métemé*ioaz‘

. por lo que, los Formalistas, estuban obligados a mostirar un Siste-

'ffma Ax1ométlco del cual se generara toda la Teoria de Conjuntos (éx,f

_c)uyenao las uaraaogds) para de esta forma reproducir y fundamen~

,tar ld Mdtemét*ca por completo.

Antes de continuar con el estudio de las diferentes
axiomatizaciones de la Teorfa de Conjuntos haremos un pequeiio resu

men o lista de los simbolos que utilizaremos en este caDitulo(gl):

(1) "z".....para la equiootencia (31.....entonces ¥y recinroca

mente, (] 31 y sélo si).

(2) "Dﬁ;;;;.ﬁara 1la 1mpllcaclqn (él..;;;entonces)
‘;(5)_?7h;..;,péré ia negaci3hv(no). o

(45 #&";....para'la conjuncidén (y).

(5)>"V".....para la alternativa (o).

‘(6) "(x)".....para la cuantificacidn gniversal (para toda x).

(7) "(Ey)".....para la cuantificacién particular (existe una

-y -tal que).
(3)Afgﬂ{;;g;pertenencia.

(10) *§".....conjunto vacfo.
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§2.- LA TEORIA DE TIPOS.-

Los primeros logicistas que hicieron trabajos en la
fundamentacidén de la Teoria de Conjuntos fueron Bertrand Russell y

Alfred North Whitehead, quienes en su "Principia Mathematica" -

(principalmente en el tomo II) desarrollaron la 'Teorfa de Tinos'.

Alfred dorth Whitehead, fildsofo y matemdtico in;;
glés, nucid en Ramsgate, Kent el 15 de febrero de 1861 y murié 'én
Cambiidge, Massachusetts el 30 de diciembre de 1947.

Wnitehead se grauud en Cambridge en 1884, Durante -
la mayor parte de su vida ensefid matemdticas en Inglaterra, pero
en 1924 fue a los kstados Unidos como profesor de Filosoffa en 1la
Universidad de Harvard, y permanecié allf hasta su muerte. Su prin
cipal interes radicé en tratar de fundamentar la matemdtica en 1la
Légica, aunque también se dedicd a muchisimuas cuestiones filoséfi-
cas, Son también muy interesantes sus lecturas en cuestiones tales

como: "La Organizacidn del Pensamiento. Anatomia de algunas Ideas

Cientificas, k1 Espacio, el Tiempo y la Relatividad." (UNAM. Méxi-

co. 1964. Centro de Estudios Filosdéficos. Cuaderno #13).

Sir Bertrand Arthur Russell, matemdtico y filésofo

~inglés, nacid en Trelleck, Konmouthshire el 18 de mayo de 1872 y

murié en Penrhyndendraeth, Merionethshire el 2 de febrero de 1970.
A lo largo de la mayor parte de su vida fue un paci
fista militante y por ello perdid su puesto en la Universidad du--
rante la Primera Guerra mundial.
Sus ideas sobre los problemas spciales son poco cod
vencionales., sn 1940 fue nombrado profesor dé la Universidad de la
ciudad de Nueva York. Pero su nombramiento fue retirado por orden

de la Corte Suprema del sstado,
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En 1950 reclblé el Premio Nobel de theratura y, en
el aro de 1961 estuvo en la cércel. e

" Entre algunas de sus obras tenemos:

aj "Principila Mathematica',

b) "Los Principios de la hLatemética", =

¢) "isticismo y Légica",

d) "Ensayos sobre sducacién", etc;j@ff

Analizando su obra vemos que.‘"Un tlpo esté deflnldo
“como el rango de siganificancia de uaa fun016n prop051010na1 es de
cir, como la coleccidn de argumentos Ddra los ‘cuales la llamada -

funcidn tiene valores". (92)

/fhitehead y Russell aseguran que para facilitar 1la
comprensidn del concepto de conjunto o de clase es necesario esta-
plecer una jerarquia de tipos. Esta jerarquia de tipos sé forma a
partir de los individuos (substancias individuales(93)) que forman
el tipo 0. Al considerar las clases ¢ conjuntos de individuos for-
mamos el tipo 1, y al tomar las clases de clases de individuos ha-

cemos el tipo 2; y as{ 'ad infinitum'.

Por lo que, las clases de tipo 1 (i en N, i» 1) tie
nen por elementos solamente cosas de tipo i-1l. ks por esto que nun

ca nos podriamos preguntar por 1loS conjuntos que se contienen a

s{ mismos, pues estarfamos considerandc cosas - en un tipo gque éste

no »uede contener.

También es fAcil A= ver -que-tandremos una infinidad
de tipos diferentes (se supone la existencia de la totalidad ya da

da de los ntmeros naturales), ademAds tendremos eh'cada'tipo-un con
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junto o clase vacia y, el conjunto universal de cada tipo i werte-

nece o estd contenido en el.tipo i+l; por lo que nosotros no node~

mos hacer ninguna afirmacién acerca del conjunto de todos 1los8 con~

juntos.

En la Teoria de Tipos debemos ponerle a cada varia-

ble un fndice que indique en que tipo estdn cus valores, Yy por el

{ndice nosotros sabremos si estamos hablando de individuons {(x0) &

de clases de individuos (x1). En la Teoria de Tipos no tiene senti
do hacer una proposicidn existencial o una cuantificacidén univer--
sal sin mencionar a que tipo nos estamos refiriendo. Y si nosotros

sefilalamos que Xxj & ¥y j entonces debe suceder que j = i+l.

Los logicistas admiten tres axiomas para el desarro

1lo de la Teoria de Tipos:

Tl.- Axioma de Extensionalidad,- "Dos clases que -

tienen los mismos miembros son idénticas.”™ Q0 sea, una clase estd -
totalmente determinada cuando sus miembros estédn dados. En simbo--

los tenemos:

.

(xi)(xi € yi41 = Xi € 2341) = (Figl = 2Zis1)e

T2.~ Axioma de Separacidn o de Comprensidén.- "Existe

una clase de tipo i+l correspondiente a toda frase que sirve de de
finicién para los objetos de tipo i. Por lo tanto, si 'F(xj)' es -

(34)

una frase de T donde 'y;,1' no aparece tenemos

(Byie1) (x1) (x4 @ yiel = F(xid))®.
Este axioma nos permite formular definiciones predi
cativas que sin €1 serian impredicativas (véase nota 153). Pero =~

los mismos creadores de la teorfa afirman: "La justificacidén de es

te axioma es puramente pragmdtica: ileva a los resultados deseados

-
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y no otros. Pero es claro que no es la clase de axioma, del cual -

(95) ‘

podamos quedar satisfechos."

T3.~ Axioma del Infinito.- "Dado cualquier ntmero -

natural n siempre existe otro mayor n+l." Este axioma nos asegura

la existencia de una infinidad de nimeros naturales,

Podriamos analizar las paradojas del, apithlb&aﬁfé;;f:,

‘rior y ver que éstas no se pueden realizar dentro de la Teorfa de’

Tipos, pero ;qué nos asegura que no surgirdn otras?

Otfo puhto Que es importante mencionar es que la re
duCcidn completa de la Matemdtica dentro de la Légica, no se ha -
llevado a cabo, pues el concepto de iteracidn, que es un concepto
matemdtico, se estd utilizando en la fo}mulacidn de la Teoria de -

“Tipos.

Es por esto que Hermann Weyl afirma que: "...... ya
no se puede decir que las Matemdticas estdn fundadas sobre la Légi
(96)

ca, sino en una especie de paraiso vara los 1légicos." También
Henri Poincaré critica la Teor{a de Tipos dieciendo: "..... Dero lo
que el Sr, Russell pretende y es lo que me parece dudoso, €S que -
después de estos llamados a la intuicién, no se hardn mds; no ha
brd que hacer otras y podrdn constituirse las Mate?éticas integra-
W 097

‘mente sin hacer intervenir ningdn elemento nuevo.

§3.= 105 AKIONAS D ZERMELO.~

Es en 1907, cuando krnst Zermelo (desgraciadamente,
se tienen muy pocos datos de su vida) se dedicd a la tarea de sis-
“tematizar los resultados de la Teoria de Conjuntos obtenidos hasta

entonces, Primeramente demostrd que la ‘Yeoria de Conjuntos Finitos



- 88 =
*ﬁ0'3¢ pddia’fundar sin el Axioma de Eleccidn y enuncié una serie -
de axiomas para fundamentar la Teoria de Conjuntos Transfinitos,--
Siguiendo el ejemplo de su maestro David Hilbert, quien habia axis

matizado la Geometria suclidiana en su obra "Fundamentos de Geome-

tria", 1899,

La axiomatizacidén de Zermelo para la Teoria de Con-~

Juntos Transfinitos estd expuesta en su memoria: "Untersungen Uber

_E"(98)

die Grundlagen der Mengenlehre,
261-281 pp.

Math, Annalen 65 (1908) -

sermelo comienza su articulo de la siguiente mane--
ra: "La Teoria de Conjuntos es aquella rama de las Matemdticas cu-

yo objetivo es investigar matemdticamente los conceptos fundamenta

les de "ndmero', ‘orden®, y 'funcidn', en su sencillez primitiva,
y vor esa razén desarrollar los fundamentos.ldégicos de toda la -

aritmética y el andlisis; y de acuerdo con ésto constituye un com-

ponente indispensable de la Ciencia Matemdtica. En el momento vre-

sente, como sea, la simple existencia de esta disciplina parece -
ser amenazada por ciertas paradojas o 'antinomias', las cuales pug
den ser derivadas a partir dé lo que parecen ser sus principios e~
senciales y para los cuales hasta ahora no se ha encontrado una so
lucién completamente satisfactoria..... En estas circunstancias no
sotros no tenemos otra alternativa mas que tratar el camino inverso
vy, empezando en la ‘Teoria de Conjuntos' histéricamente existente,
buscar los principios que son requeridos para esta disciplina mate
mitica. Este problema debe ser resueslto de tal manera que los prin

cipios estén hecho suficientemente ansostos para excluir todas las

centradiceiones, y aln hechos suficientemente anchos para preser--—
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var todo aquello aue. es valorable en esta teoria "(99)

10s cuales estén renresentados'oor laS letras a b,c,.

(o) Que cudWGuler argumen*o de- 1gua1dad
entiende como la acercidn de que los simbolos\-a y TTpY des1gnan‘—
el mismo objeto.

(d) La existenciarde una relacidén primitiva, a € b,
la cual estd definida para el dominio t4. $i esta relacién se man-
tiene para dos objetos particulares a y b, decimos que b es un con
junto y que a es un elemento de este conjunto. Por esto mismo, pe-
ro no necesariamente todos, 105 objetos de 44 son conjuntos,

(e) Define también una relacidn entre conjuntos, la
de los subconjuntos: 5i My N son dos conjuntos tales que para ca-

da x € i implica x & N, entonces decimos que M es un subconjunto -

ge . (101)
) . ' L - _.(102)
Los axiomas que é1 enunciz son los siguientes:
/l.— Axioma de Determlna016£ o BXTEm sionalidad (Bés
timmtheit)(lo3).- "5i cada elemento de un conjunto M es también un

elemento ae N y viceversa, si, por lo tanto, ambos N €Ny N EM,
entonces siempre i = N3 6, mds brevemente: Todo conjunto estd de-~
terminado por sus elementos."

42.—- aXxioma de Conjuntos Blementales (Klementarmen—

n)(lo4).— "sxiste un conjunto (ficticio), el 'conjunto vacio', ¥,

el cuul no contiene elementos. 3i ‘a' es cualouler objeto del domi

nio, entonces existe un conjunto {a% el cudl contlene a 'a' y sola

mente a 'a' como elemento; si 'a' y 'b! son cualesou;era dos obnjie-




tos del domlnlo, entonces ex1ste un- conJunto {;,b}7él‘éuaiﬁcdhﬁié¥ﬂf

Vs
dJe™

"Siempre que la funcidn pr00051clonal G(X) és

todos los elementos de un conjunto k', H poséeluh; ubconj

para los cuales ¢(x) es verdadera."

44 .~ axioma del Conjunto Poten01a (Potenzmenge)( 5‘

"4 cada conjunto T corresponde otro congunto MT congunto poten
cia' de T, que contiene como elementos pre01samente todos los.sub;

conjuntos de T."

(108) _

25.— #xioma de la Unidn (Vereinigung) "4 ca~

da conjunto T corresgonde otro conjunto £T, la 'unién' de T, que' =

contiene como elementos precisamente todos los elementas de los e-

lementos de T."

"351i T es -

(109) _

4b.~ axioma de kieccidén (auswahl)

un conjunto cuyos elementos son todos conjuntos que son diferentes
del ¢ y mutuamente disjuntos, su unidn KT incluye al menos un sub=-
conjunto 57 que tiene uno y sclamente un elementc en comin con ca-

da elemento de T.¢

47.~ Axioma del Infinito (Unendlichen)(llo)._

"Exis
te en el dominio al menos un conjunto 4 que contiene al conjunio -
vaclo como ¢lemento.y estd de tal forma constituido que a cada uno

de sus elementos 'a' corresponde un elemento posterior de la forma

{a}, en otrazs oalabras,  .que con cada uno de sus elewenfos ‘a' tam
bién contiene ‘al conJunto corresnond {a} como un elemento.
Simbélicamente ‘podemo Los axiomas de Zer-

melo de la siguiénte manera:



"i)(}jf(Z}(z;é kt; ; e yi= x ='y].

P ay e xak (Oy)[xe y& (2)ze y=
xézey}&&”xeya(xewa:zﬂL
f;:n6>aparece en ‘F(x)':

,_z})'Ey),(‘x)(x €y =[xez&?(x)]).
‘Z')"('l'a"y')‘(X) [x e y= [(w)(w e x> wez)].

“zf(hy)(x)[x €.y

th

(Bw)(x e WEW e z)].

"‘fi's'.Q',.(tH(x)(x e t=(Bz)(z e x) & (3)(y e ©) P
yA x> 1(Ez)(z ex&zey))]= (Bul(x)(x e t = (Ew)(v)[v = w
(veuguex)]).

27.- (Bz)[d ez & (x)(x e 2o {x} e z)].

De cualquier forma, en el articulo original de Zer-
melo la formulacién y discusidén preliminar de sus axiomas sélo ocu
pa un pequerfio espacio, es mds, el mismo Zermelo se disculva por no
haber desmostrado que sus axiomas son consistentes. JZermelo estab
ba mds interesado en discutir la equivalencia de conjuntos y mos--
trar que de estos siete axiomas se sigue la Teoria de los Nimeros
Cardinales Transfinitos de Cantor(lll) mas no las paradojas y anti

nomias.

§4.- Li AXIOMATL1ZACION Di AERnbLO-FRAENKEL, -

o Abraham adolf ¥raenkel nacid en aAlemaznia en 1391, -
llegd»a,ser Rector de la Universidaa Hebrea ée Jermsalen de 1938 a
1940, y se le reconoce como uno de los mis grandes aportadores a -

la Fundamentacién de la liatemdtica.
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La axiomatizacién de ‘lermelo fue tomada por los For
malistas como la base para todos sus trabajos nosteriores, pues el
trabajo era bueno, y solamente habfa que aclarar o detallar concep
tos como el de ‘definitud' que Zermelo habia dejado sin discutir.
sermelo decia que una afirmacidn estd 'definida' cuando su veraci-
dad o falsedad estd 'decidida por las relaciones bédsicas del domi-
nioc {4 por el significado de los axiomas y las leyes universales de

la Ldgica.'(ll2)

En un artfculo publicado en 1925, con el mismo titu

3o del artficulo original de Zermelo, Fraenkel elabordé la siguiente

sugerenciagll3)que el concepto de 'definitud' podria ser precisado

de una manera muy natural, identificando las afirmaciones defini——

das con las combinaciones de integrantes atémicos de las dos for--

mas a2 € b y a = b; con ayuda de otro concepto, el concepto de 'fun

cién' referido a conjuntos. Fraenkel definié este concento de la -
siguiente manera:

(a) E1 conjunto potencia de x, el conjunto unién de x, -

un par que depende de x, y también cualquier conjunto constante, -

todos son llamados funciones de x. Una funcién de una funcidn de x

es de nuevo llamada una funcién de x.

(b) Sean ¢(x) y p(x) funclones dadas de x, y sea 'o' uno

de los simbolos primitivos =, #, € . Entonces, si M y N son con- _

juntos tales que los elementos de N son precisasente 1los elementos
'y'. de & para los cuales la relacidn q(y)op(y) funciona, N es lla-~
mado un ‘'Aussonaerungsmenge' de kM que estd determinado por o , en

[y

simbolos

(1) N =Mq(y)0f’(y)'

(¢) 51 (1), v si & es una funcidén de la indeterminada x

5 si la indeterminzda x estd4 envuelta en-las funciones ¢y  (apar



‘gxiste el 'Aussonderunsmenge' MQ(y)d%(y)v

Con estds 1deas dee

de Zermelo (Axiom.der nussonderung)

y 'o' denota una de las relac1one°»"

Este nuevo desarrolld del'ébﬁéépto'dé ‘definitud’ -
es ahora parte de la Teoria de Cdnjuntos‘Estandar. y pﬁede cumplir
con los axiomas originales de Zermelo. Pero el mismo Zermelo no 1o
acepta porque dice que este argumento.se basa en las propiedades -
de los nlmeros naturales, los cuales deben ser introducidos en una

etapa posterior,

Fraenkel propuséd més réforhaéra 1a Teoria de Zerme~
1o para hacerla méds formal. Por ejemplo,‘al interpretar Zermelo la
relacién a = b lo hacia semdnticamente, pensando que 2 y b designa
pan el mismo 'objeto'. Fraenkel en cambio le daba un uso como cons
tante primitiva con el mismo stuto gue '€é' en el sistema. El mismo
Fraenkel propusd un dominio bdsico de conjuntos, el cual funciona-

ba como un 'dominio de individuos'® para su teoria axiomética.(ll4)

¥n un artfculo previo nublicado en 1922(115),

Fraen
kel havoia pronuesto la 1ntroduc016n de un axioma adiciosnal. EBsto ~
debido a que el axioma siete de Z4ermelo afirmaba la existencia de

un conjunto infinito Zg con elementos §, {%}, {{%}},..,.. y ademds

el axioma cuatro hacfa que los conjuntos

= Uy, Gy =Yips sonen



e

tuvieran némeros cardinales cada vez mayo”es~”'

Este axlomakque Drooone Fraenkel es el Axioma de -

‘Reemplazamlento (hrsetzung)‘ usi M es un conjunto, y si cada ele--

-mento-de M es;reemplazado por un 'objeto del dominio 44', entonces

i es de nuevo un conjunto".

S1i en la lista original de axiomas de Zermelo noso-
tros sustituimos el tercer axioma por la nueva versién que da Fra-
enkel en términos de funciones y afadimos el Axioma de Reemplaza--
miento nos encontramos con la Axiomatizacién de Teoria de Conjun—-
tos que es conocida actualmente con el nombre de la 'Axiomatiza--—

ciédn de Zermelo-Fraenkel'.

. Una buena versién de estos axiomas, aunque no es la
original, se encuentra en: COHEN, Paul J, & HERSH, Reuben, “"Teoria

de Conjuntos No-Cantoriana." Scientific-sAmerican. Dictembre, 1967,

$5.~ UNA NUEVA TENDsNCIA (VON NEUMANN).-
Johann von Neumann nacié en Budapest, Hungrfa, el -
28 de diciembre de 1903 y murié en Washington, D.C. el 8 de febre-
ro-de 1957.

(116)

Yon ieumann abandond Hungria en 1919 durante -

los desérdenes que siguieron a la derrota de Austria~-Hungria en la
. . . e

Primera Guerra Mundiai;—y estudid—en distintas—Saiversidades de A-

lemania y Suiza. Hacfa la mitad de los aflos veinte estaba en la U-

niversidad de Gstingen, donde conocid a J. Robert Opopenhimer (1904

~-1967).
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En 1930 llegé a los nstados Unldos y enseno Fis1ca

y matpmétlcas en la Unlver51dad de Prlnceton.j7

Von Neuwnann realizé 1mnortantes trabagos en muchas
ramas de las matemdticas avanzadas.( 7) Por un lado, realizé un -
estudio meticuloso de 1la Mecénica—Cuéntica,'demostrando en 1944 -
que la Mecdnica-Ondulatoria de bchrddln#er y la Mecénlca—Matrlclal'

de Heisenberg eran matemdticamente eaulvalentes.fl“

Incluso méds imnortante fue su desarrollo de una nue
va rama de las mateméticas llamada 'Teoria de Juegos'., Ya en el a-
Ao de 1928 habia escrito articulos sobre la materia, pero su libro

definitivo "The Theory of Games and Economic Behavior" no aparecid

sins hasta 1944.

Von Neumann aplicd también sus habilidades matemd—
ticas a la direccidn de computadoras gigantes que realizaron, a su
vez, cdlculos enormemente veloces que ayudaron a la produccidn de

la bomba-H.

En 1955 fue elegido miembro de la Atomic Energy Co-

mission y €n 1956 recibid el premio Fermi.

£l primer trabajo matemdtico de von Neumann fue su

tesis doctoral (Budavest, 1925) doﬁdéiféCOnsideré los axiomas de -

4ermelo+¥raenkel, su tesis trataba sobre la construccién axiomdti-

ca ae 1a leoria de Conjuatos uener ,

Aunque la tesis fue oublicada en Hingaro, las var-

tes esenciales de ésta fueron nublicadas en Alemdn en dos articu--
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los: (1) "dine Axiomatisierung der iWengelehre" (J. reine angew, - -

liath., 154 (1925) 219-240 pp.). kn este nrimer articulo did su sis
tema de axiomas en los cuales €1 basé su tratamiento de conjuntos,
con una breve explicacidén de las razones por las que €1 tomé los a
xiomas de una forma particular y, también destacéd en términos gene
rales de que cualquier caracterizacién axiomdtica de la Teoria de

(118) (2

Conjuntos ouede ser categlrica; ) "Die axiomatisirung der -

mengenlehre" (Math, 4., 27 (1928) 669-752 po.)}. Aqui es donde de—-

muestra en detalle como es que la Teoria de Conjuntos puede ser de

- aucida de sus axiomas.

E1l tratamiento de conjuntos de von Neumenn es una -—
generalizacidén del tratamiento Zermelo-Fraenkel, en el cual la vie
ja teoria es retenida sustancialmente, pero de una forma modifica-
da. A primera vista los nuevos axiomas parecen ser muy diferéntes
de los anteriores, pero ésto es debido solamente al cambio de len-—
guaje. Cuando las noéiones de la Teorfa de Conjuntos son usadas en
Matemdticas existen dos nosibles lenguajes en los cuales pueden -
ser exoresadas: el lenguaje de conjuntos y sus miembros, y el len-
guaje de funciones y sus argumentos; y los dos son equivalentes, -
ya que cualquier funcién puede ser interpretada como un conjunto -
de pares ordenados y cualquier conjunto puede ser especificado con
la ayuda de una tfuncién caracteristica. Obviamente el lenguaje pre
terido por 4ermelo era el de conjuntos, sin embargo la idea de -
‘funcién' estaba ya implicita en la nocién de Aussonderung de ser—
melo, y en la teorfa de Fraenkel se convierte en una realidad ex—-
plicita. ul lenguaje de von Neumann es el opuesto al de Zermelo y,

fundamenta sus axiomas en términos de funciones y argumentos.
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Sin embargo la diferencia fumdamehtal entre«los‘sis
temas de Zermelo-Fraenkel y von Neumann no es el lenguaje, sino la

forma como tratan de erradicar las paradojas de la Teoris Intuifi—

‘va de Conjuntos.‘Aermelo—Fraenkel habian tratado de eliminar las ~

parado jas limitando el significado de la formulacidn de conjuntos
a aquellos que eran indisnensables en los propdsitos matemdticos.
Pero en el sistema de von Neumann las limitaciones son m4s seve—-—-—

1l . .
ras( 9) y orivan a los matemdticos de modos de argumentar gue al-

gunas veces son Utiles y que nurecen estar libmes de vicios de cir

cularidad., Von Neumann toma las restricciones hechas por Zermelo-
Fraenkel y ademéds hace otras para totulidades en un sentido més -
extenso. Por lo que, si el sistema de Fraenkel estd basado en un -~
postulado singular de dominio de conjuntos entonces von Neumann -

postula dos dominios;(lzo)

wn dominio de argumentos y un dominio -~
de funciones, y la interseccién de ambos es un dominio de funcio-—

nes-argumentos,

S§i 'x' es una funcidén y 'y' es un argumento, von -
Neumann denota 'el valor de.la funcién x para el argumento y' vor
[x,y]. Para poder representar totalidades en su sistema nor medio
de funciones caracteristicas, vostula dos argunentos constantes A
y B, ¥ entonces llama una funcidn 'a' un 'dominio' si es tal aue,
para cualquier argumento X, 6 [a,x] =46 [a,x] = B, Una funcidén -
tal corresponde intuitivamente a la totalidad de todos aquellos ar
gumentos x para los cuales [a,x]# A, es decir, para los cuales -
[a,x] = B. 8i un dominio, en este sentido especial, no es simple--
mente una funcién con la propiedad justificada, pero si una fun~—-

cign-argumento, entonces von Weumann lo llams un conjunto.

Por lo “distincién de von seumann entre fun--
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ciones y funciones~argumento- sirve nara proteger la Teoria de Con-

“juntos contra las paradojas, como la de Russell y la de Burali-For

ti. Irabajando con una Teorla axiowdtica de Conjuntos, en lugar de

un Sistema Logistico, como el "Principia wathematica", en el cual
todas las nociocnes matemdticas estédn definidas en términos de unas
pocas ideas primitivas que pertenecen a la Légica. Bl evita la ne-
cesidad de una teorfa completa de tivos y estd en posibilidades de
mane jar con una estratificacién mucho mds simple de sus entidades

dentro de dos impenetrables estratos.(l2l)

Kn este sentido el Axioma de Exclusién(lgz)

de von

Neumann es un principio muy fuerte, y de éste pueden ser deducidos
el Axioma de Separacién de Zermelo y el axioma de Reemplazamiento
~de Fraenkel. Ademds, con la utilizacidn de este Axioma en el Siste
ma axiomdtico de von Neumann, el Teorema del Buen-Orden puede ser

demostrado sin utilizar el Axioma de Eleccidn.

En la presentaciédn formal de su teoria, von Neumann
utiliza una terminologia neutra, y en lugar de decir: 'argumento'
menciona 'I-objeto'; en lugar de decir 'funcién® dice 'II-objeto':

y en lugar de ‘funcidn argumento' llama 'I-II objeto’.

Los axiomas intrdduetdocs por von Neumann son los si
guientes:

YNL.~ & y B son I-objetos.

VN2, = [x,y] tiene significado si y sélo si x es un

II-objeto y 'y' es un l-cbjeto; 'v' o8 siemnre I-objeto.

YN3.~ (X,y) tiene significado si 'x® y 'y' son I-oh

123
jetnss y es é1 mismo un I—objeto.(— 3)



‘todos los I-objetos X, entonéeﬁx

trata los conjuntos es

a: veces~tosc

Conjuntos es tomar ldS ventdgas de 1os e'oramlentos sustanclales

nechos oor von ueumann, y al mlsmoztlemoo reﬂrBSdr al ounto de v1s

ta mds natural de Cantor. “i" lj¥ :;

§6.~ La UNIFICACION D& LA LOGICA MalEMaTICA
Y La '

PeORIA Db COWJUNIOS. -~

La Matemdtica actualmente estd siendo concebida co-
mo el estudio de estructuras abstractas, de la cual su base natu--—
ral es la Teorfa de Conjuntos. Hemos visto como desde Zermelo has-
ta von heumann se ha ido construyendo una Teorfa de Conjuntos abs~
tracta suficientemente completa y fuerte para servir de base a un
tratamiento completamense riguroso de las matemdticas puras. El ob
jetvivo inmediato de tndos estos estudios era ponerlos en una rela-
cidén mé&s estrecha con la Lézica Matematica. Esto fue pecho vor -~
Paul Bernays en una sesrie de articulos publicados en =1 Journal of
Symbolic Logic {(véase bibliogratia) y revisados y completados més

tarde en su "axiomatic set Theory", amsterdam, 1958.

pernays siguiendo los pasos de Zermelo .y Frzeuxel,
trata los conjuntos de una manera estrictamente matemdtica: vosStu-
l4naclo:z simolemente con sus projsiedades bdsicas como entes nrimi-

tivos, y no tratando de derivarlos de ideas mds bdsicas de la Lésai

¢ca. Pero, al mismo tiewpo, no excluye de sus sistem= la nocidn ds
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extensién de w1 predicado, -

,'Ahbra,‘addptando las ideas de von Neumann, el traba

ja con 'conjuntbs"y 'clases' en lugar de I-objetos y II-objetos,

Los conjuntos(124) son las entidades esenciales (individuos) de 12

teorfa, mientras que las clases(lzs) son entidades ideales(lZG)

Un conjunto, interpretado intuitivamente, es un agregado y, una

clase es la extensidén de un nredicado.

Bernays toma las siguientes convenciones:
(1) Para dos conjuntos cualesquiera 'a' y 'b', §.a € b §

a g b; y para cualquier conjunto 'a' y cualquier clase 'A', § a € A

.6 a ¢ A, dependiendo si tienen o no la propiedad expresada en el ~

predicado definido de A.

(2) Ninguna clase B puede ser considerada como miembro,
ya sea de un conjunto o de otra clase, y las combinaciones de 1los

aimbolos ,de la forma B e a § B € C no son permitidos.(127)

Los conceptos de 'clase' y 'conjunto’ se correspon-
den mds o menos a los conceptos de II-objeto y I-objeto, pero ha-~

blando estrictamente son cosas totalmente diferentes. En el siste-

ma de Bernays puede suceder nue un conjunto 'a' y una clase 'B' -

tengan los mismos miembros, en este caso se dice. que la clase 'B'

'‘estd representada' por el conjunto 'a'.

Lo primero que hace Bernays en la presentacidén for-
mal de su sistema es especificar el cdlculo 1d8gico en que va a ba-
sar su sistema. Para esnecificar ésto, Bernays introduce sntdtica-
mente el cdlculo de predicados restringuido; formula sus axiomas y
las reglas de derivacién o de inferencia, en términos de variables

123
sintécticas.( )
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De las expresiones simbélicas bien-formadas, algu-
. 12 ~
nas son térmlnos( 9) y otras son férmulas, y éstas dos categorias
- pueden ser definidas sintdcticamente por recursién.

La relacidén de 'identidad', a ='b, es tomada como -
una relacidn primitiva(l3o), Yy siemore conecta dos 'conjuntos~tér-
" minos‘'. Para las clases-térmlno cx1ste una relac16n equlvalente

(131) .(132)

A~ B v puede ser deflnlda 51mnlemente como ¢

A ~ :::E,‘(x)(x e A =x 9 B).

Las unicas férmulas primitivas atémicas que suceden
en el sistema son aquellas de la forma a =b, a e b, y a ¢ B, -
donde 'a' y 'b' son conjuntos-término y B es una clase~término. Pa

ra el caso de las clases-término tenemos el “Esquema de Chure—-
ch.,(133)

c edgl B(§) = B(c) .

Bernays especifica paso a paso ‘sus axiomas y vpara

ésto se ayuda de varias definiciones. Los primeros axiomas que é1

enuncia son:

Bl.—~ Axioma de lgualdad.-—

=b={(ae A=Dbe a).

B2.~ Axioma de bxtensionalidad.-

(x)(x € a2 xeb)=a = b,

dosotros podriambé_hl¢ep‘mé§’errﬁé el axioma (B1),
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oero esta férmula se puede derivar dentro del sistema y, dice que

~un conjunto estd unfvocamente determinado por sus‘elementos.(134)

Hosotros podemos definir algunos conceptos de cla-
" ses como: ‘ i :

‘DBl,-‘Elkcpﬁplemantb-de una clase

’fé {x, x & A},
NU@iéh(de”Clases.
'7AYVJB m{x]xe AV xe B;.
i ﬁ??:%'Lé Interseccién de Clases.
| AAB n-{xl xe€ A& x€ B}.
DB4.- La Clase Universal.
Unwn {x lx = x}.

PBS.— La Clase Vacia.
§~{x|x;é x},

y desarrollar formalmente el 4lgebra booleana de clases.

Ahora, pasando a la Axiomatizacidn de la Teoria de
Conjuntos, Bernays considera los siguientes axiomas:

B3.~ Axioma del Conjunto Vacifo.~ 'E1l conjunto vacio

no contiene elementos, o sea,
agd .

B4.~ Axioma de Unidn de Conjuntos ilementales.~ 'En

este axioma bjc corresponde a la unién de b V {c} de los dos con--

- juntos b y {c}, en simbolos

aebjcz=(aebVas=c).



E(m,1(7)) corres—

ponde a la unién jgf(g);‘dbhde (g unconjunto qﬁé depende‘de

g, es decir,

Una coéa importante que hay que mencionar es que el

_axioma de Separacidn no es nécesario en este sistema, ya que exis-~
te un esquema derivable que formaliza la afirmacidn que, para cual

quier conjunto b y cualquier prediéado P(x), existe un conjunto -

que consiste de todos los elementos 'a' de 'b' que satisfacen P(a).

ademds de los axiomas que hemos mencionado son nece
sarios, para el desarrollo completo de la Teoria de Conjuntos, los
Axiomas del Conjuntos Potencia (B6), el axioma de Eleccién (B7), y
¢l axioma del Inzinito (B88), cue corresnonden a los ixiomas de Zer

melo y Fruenkel.

§ 7.= La TeORIa DEL 41G-ZAG.~

El 16 de noviembre de 1936 se recibid en la ameri--—

(135)

can kathematical -konthly un wrticulo titulado "iueva Fundamen
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tacién de la Légica-watemdtica”, escrito por un fildsofo logocista

llamado Willard van Orman Quine. En este articulo se intentaba- dar
una nueva axiomaticacidén de la Teorfa de Conjuntos, desde un punto
de vista ldgicista, & pesar de los resultados publicados pocos a--

fios antes por Kurt Gﬁdel'(véase libro VIL, §3).

Como cosa curiosa no se habian dado -trabajos,- den~

‘tro de:'la Bscuela Logicista, que superaran o me joraran los traba-—

jds'de Russell y Whitehead. Y digo curioso, porgue el trabajo que

iuine presenté intentando mejorar la Teorfa de Tipos fue conocien-

“do 1os teoremas de Godel 1o que le daba pocas vosibilidades a esta

superacién o me joria.

. El sistema o teorfa que presentd en su articulo es

conocido actualmente con el nombre de 'Teoria del Zig-Zag', la que

denotaremos por 'G’.

: Como apuntédbamos en lineas anteriores esta 'Teoria
del 4ig-Zag' es un intento de generalizacidén o ensachamiento de la
Teoria de Tipos., Bl aspecto formal de dicho ensachamiento es muy -
simple, pero tiene modificaciones esenciales, La inovacidén princi-
pal de Quine es el empleo de wn Principio de 'Estratificacién de -

(136)

Clases® que permite eliminar los {ndices de los tipos. Quine

af;;gg‘que una frase est4 estratificada cuando es posible enumerar
cada véfiaule de tal manera que un nimero entero sea etiquetads a
cada una de las apariciones de la misma variable, y ademds que 1la
variaple que sigue a 'e' toma el nlmero entero consecutivo de a---

guel de ls variable cue »récede a 'e'. Por ejmplo, la frase

(xeykyez)Vixew&we z)
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estd estratificada, porque podemos ‘asignarles a las variables nume

ros enteros como el 1 a la 'x',kélgé a la"w' yalaly', yel Ja

la '2', Pero

X ey &'§Aé ?f&lZ;6"xf\, f

- (3:‘ -

no estédn estratificadas porq contrar una numera-

cién que cumpla las condiciones

Por otro lado, Quine no exige que toaas las frases
de Q estén estratificadas. De hecho la notacidn primitiva y el do-
minio de las frases de Q son exactamente los mismos que los del -
sistema de Zermelo (4). K1 sistema Q, como el 4, contiene también
la teoria de la Cuantificacidn para las variables generales 'x', -
'y', ate. ademéds, el Principio de Estratificacidn no interviene mas
" que como una restriccidn sobre los axiomas que postulan existencia

de conjuntos.(137)

Pasando a la teorfa en s vemos -que Guine define la

identidad en Q como sigue:

e

x=yz(z)(xez=yez)
¥ los axiomas que nostula son los siguientes:

Gl.< Axioma de fxtensionalidad.—"

"(z){ze x = 2 € )= x = J-'

g2.~ axioma gdel 4ig-sag.-— 'Si"Féx)'kesté estratifi

cada y no contiene ninguna 'y' libre, entonces
(gy)(x)[xe y = P(x) o'
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Formdlmente, Q2 es el mismo axioma T2 del sistema T
pero sin indices de tipos, ya que estd entendido gue mientras los
indices de los tipos no aparezcan, las variables distintas permane
(138)

cerdn aistintas.

A pesar de tal seme janza formal al sistema T, Q es

comnletamente dlferente de T. Por ejemplo, nosotros podemos probar

en Q‘lafeXisténéi ;_e un conjunto universal U tal que:

A pegsar del Principio de Estratificacidén sobre el a
>x10ma Q2 existe en Q al menos un ‘conjunto que es elemento de si -

(139)

mismo', y ésto no sucede en T. Por lo que, si nosotros tuvie-
ramo3 un mqdelo aplicable a T éste no podrfa ser vdlido para el --

. sistema Q.

Debido a este hecho y a que la Teoria de Ndmeros no

vodfia desarrollarse dentro del Sistema'Q,(l4O)

Quine propone cier-
tas mejoras a su axiomatizacidén. Para ésto hace una generalizacién
de su propio sistema y, ahora, 1la notacién y el dominio de frases

son exactamente iguales a lo8 correspondientes de von Neumann.

Su nuevo sistema (lo denotaremos por 'NQ') tiame -~
.

tres axiomas, donde:

NQlL.~ Es una generalizacidén de Ql, o sea,

(z)(zeiszey)::(er:y e 7).
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NQ2 - bs el 1aént1ﬂo ae Q2.(l4l)

NQ3.- Es el axioma que estipulagla””x;s enci

clases:

(hy)(x)[x €. 1= F(X)]

' :d6ﬁdé ﬂF(k)5“es norlmporta que frase de NQ envl"qu

‘§8.— BL GRUPO NITOLAS SOURBAKI.—

: Es-sorprendente que, después de todos 1los trabajos
reélizadds en la Légica~Matemdtica con la intencidn de dar un ins
trumento 1égicoe capaz de sostener la total complejitud de las mate
mdticas modernas con rigor y claridad, nos encontremos con un sis
tema increiblemente simple. Este sistema fue creado por Nicolds -~
Bourbaki. '

Pero 1o mids sorprendente‘de‘todo~es que  "su nombre
es griego, su nacionalidad es francesa y su historia es curiosa. -
Es‘ﬁnO'de los matemdticos mds influyentes del siglo XX. Existen mu
chas leyenas acerca de €1, y cada dfa va habiendo mds. Casi cada
uno de los matemdticos conoce unas pocas historias acerca de €1 y
probablemente ha inventado también un par de ellas mds. Sus traba-
jos se leen y se citan extensamente en todo el mundo. Existen jéve
nes en Rio de Janeiro cuya educazcidén matemdtica na sido basada ca-
si enterzmente en sus trabajos y existen famosos matemdticos en -
Serkeley y en (8ttingen que piensan gque su intiujo es overnicioso.
Tiene partidarios fervientes y detractores vociferantes en cual-~-
guier grupo de matemdticos que se refina, sl hecho mds extrafio sou-

bre é1, sin embargo, es que no existe,.



urbaki-‘es un seudénimo co

 informal de matemdticos.n :42)

El estudio de la Teoria de Conjuntos y Légica-Mate

Véjcénténido en la primera parte de la obra monumental de

los _ogﬁbakifk"Eléments de Mathématiaue", la cual se ha estado pu~

) fbilcéhdo desde 1939 (hasta la fecha se han publicado mds de 30 vo-"

1tmenes).

Pasando a su axiomatizacidédn vemos que los Bourbaki
no introducen ningin formalismo para las clases, y en su sistema
todos los términos son 'conjuntos-términos'. Pero ésto no es una
(diferencia de fundamental importancia entre su sistema y el de Ber
nays, ya que el Esquema de Church dice que las clases sirven sola-
mente para proveer una forma alternativa de hacer argunentos gue -

envuelvan predicados.

En los momentos en que Bernays dice gque una clase A

‘estd representada'’ vor un conjunto 'a', Bourbaki dice que un pre

(143)

dicado R(x) es 'conjuntable' (en francés collx).

Nosotros podemos definir la 'relacidn conjuntable’

en.nuestro simbolismo diciendo:

¢

Colly R(x) = (Ey)(Xk)

‘
Los axiomas de los Hourbaki son:

BOl.- axioma de Determinacién o Extensidén,-

(xMy)((xesy&yex)>x=Y).
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BO2.~ Axioma de los Conjuntos Elementales,-

(x)(y) Coll, (2 = xV z = y).

B03.~ axioma del Par Ordenado.- :

.~ Existe uz conjunto infinito.

Ademds de estos cinco axiomas, existe un fuerte es-
quema, llamado por Bourbaki el "ksquema de Selecciédn y Reunidn", -
el cual absorbe por completo los siguientes axiomas:

(1) Axioma de Separacidn,

(2) axioma de la Unidn, y-=+-

(3) axioma de Sustituciéﬁ;dé[Fraenkéi;~

Finalmente, como €s clafo,‘el gfupo Bgurbaxi anoya
fuertemente la idea de que la fundamentacién mds aproniada para -~
las natemdticas puras es una combinacién de la Légica Simbdlica y
la Teoria Axiomdtica de Conjuntos. Como nosotros sabemos esta idea

fue orimeramente seifalada por Paul Bernays.

Y, por oiro 1ado;4no cabe duda de que este intento
de Tundarentur la watemdtica es- la empresa mds grande. y orovechosa,
dentro de las matemdticas, que se formularon y cuestionaron los ma

tem4dticos del presente siglo. .




"Las generaciones posteriores
considerardn la Teor{a de Conjuntos
cono una enfermeded de la cral nos
hemos restablecido.”

Heori Poincaré (1908).

"L'T'BRO - VII.-

~CONCLUSIONES Y OTROS RESULTADOS

§1.- La TEORIA DE CONJUNTOS CANTORIANA
Y SUS
IMPLICACIONES FILOSOFICAS

La teoria de conjuntos, en sus »rimeros agoq; tuvd |
un augé fuera de toda medida; abarcando por igual su desarrollo
tedrico y sus aplicaciones. Pero, posteriormente, surgieron algu-—
nas cuestiones que entorpecieron un alcance mas profundo dentro de

la misma teoria.(l44)

Una de las cuestiones que entorpecieron este desaw~
rrollo fue el 'Axioma de Eleccién', el cual como ya habiamos men-
cionade, puede ser comparado, dentro de su:marco nistérico, al fa5 o

moso quinto oostulaao de Euclldes.

Ya, hacia 1880 y 1890 Cantor habfe hacho unas demos
traciones con un argumento que es ldgicamente equivalente al Axid—
ma de mleccidn, Pue en 1902 cuando Bepo Levi se dié cuenta del uso
de aicho .axioma. %n 1904, Zermelo lo utilizd explicitamente en la
demoscracidn del Teorema del buen-Orden, Desde 12304 a 1910 se pu-
blicaron en varias revistas articulos donde se destacaba el eceptd
cismo hacia la demostracién dada por Zermelo. Las criticas se sepa
raban en dos grandes grupos: (a) aquellos que no aceptaban el axio
ma, nero aceotaban la demogtsracién y, (b) aquellos aque aceptaben -

el axioma pero no la demostracién. En 1908, cermelo demostrd el -



Axiomz de Eleccidn:

“ran“a la Légi il
gica realiza la rediccid

tem4tica, o sea, consideran u JVatemét;ca.es solamente una par

te de la Légica.

Aungue A. N WhltehEad b Bertrand Russell son consi-
derados como los fundadores de esta escuela, ya alegunos otros mate
mdticos y filésofos habian hecho estudios en este campo como son:
R. Llull (1231-1315), J. Caramul (1606-1682), René Descartes, Godo

(146) (147)

fredo Guillermo Leibniz, Gottlob Frege y el italiano G.

Beano' (1858-1932), (148)

analizando la obra de nhitehead y Russell, "Princi-

pia Kathematica", vemos que ésta emoleza como si fuera un tratado

de Légica y avanza Uaulatlndmente“me"dnte onerac1ones légicas y -

definiciones para Justlf;gdr togq ‘e;ementos,fundamentales de

la matemética,
para noderf 0s: teo(emas matemév1cos a '.vv
la Légica, los lovlclstas admltv_~como veVdaderos los ax10mas de -

Infinitud, gleccidn Ne Reu401b111d4a Lvéase el §2 ael Canitulo JIi).
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2.~ La Bscuelz Formzlista.- 21 fundador de ecta es-

cuela fue David Hilbert, quien en su libro "Pundamentos de la Geo~

metria® (1899), fundamentd la gsometria. e hizé oatnnte su consis--~
tencia relutiva respecto a 1la nrltmétlca ¥ al Anallsls. Y, dejé -

ver la necesidad de fundamcntar é tas,

'unque para é to es necesa-
rio hacer lo mismo prlmero con daTeord d"Vﬁmeros j la Teoria de‘

Conjuntos,

*s aqdiicudndo Hlloert.toma dsyldeas de ‘Kant para
el desarrollo de su Jdtemétlca en su lntento de fundamentar la la-
temética. "La idea fundamental de Hilbert al crear la teoria forma
lista para la fundamentacién de la matemdtica consiste en la intui
cién de que ha de ser posible establecer mis all4 de toda duda la
validez de las matemédticas cldsicas, incluso de las no constructi-
vas, apelando al cardcter finitista o finitario de las demostracio

(149)

nes matemdticas",

Los formalistas, en las demostraciones y deduccio--
nes, nunca toman en cusnta el contenido material o intuicién de -
los concepﬁos primitivos, o séa, él contenido esencial de los tér-
migos priwitivos (punto, recta, ete.) es lo que estd definido im--
plicitamente por los axiomas, &n un’sistema formal no tiene senti-
do hablar de verdad o falsedad nues losz términos, férmulas, demos-
traciones y teoremas, son simples combinaciones de los elementos -

primitivos.

3i nosotros grctendemos funddmentar 1a matemétlca -




ro debe consiuerars

undadores de las o=

ue-la-razén humana no dis-

 ‘yores que Qlea, por eJemolo.....} Ls cierto que a partir de cier—
'=tdS relaclones entre entidades matemdticas que tomamos como axio-
i*mas, deducimos otras relaciones siguiknco reglas fijas, teniendo
la conviceidn ue que de esta manera derivamos verdades a partir>de
otras verdades por medio de un razonapiento 16zico...... Peroc para
el formalista, la exactitud matemdtichk reside solamente en el des-
pliegue de la sucesidén de relaciones,|y es independiente de la sig
nificacidn que queramos dar a estas relaciones o a las entidades -
. (150)

relacionadas con ellas.

' "Loa formalistas son seme jantes a un relojerg que

se. halla ian absorbido vor el deseo de gue sus relojes tangan buen

asoecto, que olvida que la misidn de los mlqmoc es la de sefialar -

el tiempo, y uescuida la mdquina."

est's comentarlos y muchas

otras critlcas,'son los f‘rmallstas lds'que mds: a@egtos tienen en -

la actualidad.

3.— La uscuela Lntulcl nlsta. _tue Leopold Kronec--—

ker el primero cue crltlcd los trabaJJs de Vedexind y Cantor por--
oue los objetos matemdticos que ellos mane jaban no vodfan ser cons
truiacos y, que, por lo tanto, el conteniuo de sus teoremas era va-

cio y cue todas sue esneculaciones no tenfan sentido. Posteriormen



~ 114

g j ‘te; Henrl P01ncaré men01on6 la 1moortanc1a que tenia en la construc
[ ¢idn la intuicidn del Principio katemdtico de Induccidn Completa -
i i ;(véasg‘la demoatra01§n del teorema (5) Ge la nota 43). Entre los
J , .;mésvcdhoéidos intuicionistas estdn: &. Borel, Hermann Heyl, L.E.Jd.
"drouwer quien es conocldo como el fundador del Intuicionismo, A. -

' Jneyt1ng, S. C hlenne ¥ P Lorenzen.

1 pr1n01nlo oés1co de los Intuicionistas es el -

;Prlnclplo'de 'Constru0016n sental', el cual no puede ser reducido

v do en algo m4s primitivo o radical. La matemétlca intuicio-
'fnlsta comlenza por construir los ntmeros naturales de una.manera -

*i;genétlca exlsten01al.

: Para ellos no es necesario discutir los conceptos -
'w1de construccldn mental e intuicién matemdtica pues éstos se hallan

ampo nrewmatemétlco o dentro de-la Fllosofia de la katemédti

uos Intulc onlstas sélo consideran como conjuntos

,ex1stentes aquellos que’ son flnltos, 1n11n1tos en potencia y, aque

':llqs gue son equlvalentes a los naturales; pero para ellos es ab——
,éufdo hab1ar de cualcuier conjunto infinito actual. Tampoco acep--
i "’faﬁ'lOS-argumentos existenciales, a ellos hay que mostrarles el -
pfoceaimiento de construccidn y no solamente sefialar la existencia

del objeto.

Para los Intuicionistas no vale el Principio del

(152)

'Tercer Kxcluso como tampoco es védlido el uso de definiciones



conciencia mds claramente de las razones (de orden léglco ‘unas,

"LarEScueIa*IhtuiﬁiOnista, cuyo recuerdo subsistird

Unicamente a tftulo de curiosidad histérica, habrd tenido al menos

la utilidad de obligar a sus adversarios, es decir, a la inmensa -

mayoria de los matemdticos, a precisar sus posiciones y a tomar -

24

sentimentales las otras) de su confianza en las~Mat§mét1cas

tinuo”. Cantor Supusé (H1p6t851s delﬂ
X, (inmediato sucesor de X. en- 1a‘ '

les transfinitosj, es decir que,‘f

Posteriormente, se g ia_ﬁHipStesis del Con

Hilbert, sor ejemplo, pensé que 'dudido,dellqs a-

xiomas de la teorfa como un teore

Por otro lado, ;leccién' era ne-
cesario en muchas ramas de 1 iatemdticos se plan-
tearon dos preguntas: :

(1) gks independient losipr héipios,clésicosrde

a arﬁir'de70tros axio

foohen en 1963,, (véase‘

la Légica y matemdtica, o puede ser
mas? Lsta preguntas 1Tue conueutada po_ ‘
la bibiiografia), quien demostré . oue el;axloma era 1naepena1ente y
de esta manera sepultd todos los. 1ntentos de demostracldn que se -
hicieron del axioma a partir de 1922 '

(2) L8 el ax1oma comoatlole con los drincipios 1égi
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cos o matemétlcos, o el tomarlo en cuenta nos lleva d

016n° La respuesta a esta pregunta fue aflrmatlva yla contestd

Kurt Gddel en varios articulos a partir de” 1938'

, ;a1héﬁ£"( i e s i 5 en varlos respectos
,;afl 1o X de 1a Geometria."(l55)

S :be'la‘misma forma como aparecieron las Geometrias
No+3ﬁéli§iﬁnaé‘a paftir de la negacidén del quinio postulado, asi -
témbién aparecieron las Teorias de Conjdntos No-Gantorianas a par-
tir de .la negacidén del axioma de Eleccién y de la negacidén de la -

Hipétesis del Coatinuo.

& Aungue kurt Godel es mds conocido por sus "Teoremas
de Incomplétez (véase el §3 de este mismo capitulo), también fue -~
el causante de que surgieran diferentes teorfas de conjuntos no-

cantorianas.

Para crear este tipo de teorias demostrdé (1938) que:

E . .. (156 )
3i la teorf{a de conjuntos sin el axioma de eleccxdp( 56) es consis

tente(157)

entonces también lo es la teorfia de conjuntos con el a-
xioma de Eleccidén. Es decir, si nosotros encontramos una contradic
cién en la teoria aﬁolificada, entonces la "ontradiccién debe es-
tar tamblén dentro de la teoria que no con51uera el Axioma de Eleg

cién., En pocas nalabras, el &x1oma de kleccidn es tan peligroso co

mo los otros axlomas.afﬁ"



con31derando la dloote‘

del,Coﬁtihﬁo,ﬁentonces

fésta

sibles negac1ones

;del Oulnto,oostulado de uclldes imp: .8 paralela tra

irf: dada.no es fnica y,

Lque (11) dada una recta ¥ un nuntorfuera de ella, no existe ningu-
na renta 94ralela a la recta dada que pase por el punto.

Basdndonos en este hecho nosotros podriamos formular
kteofiaskde bonauntos que consideraran ‘como  un axioma la negacidn
del axioma del sleccidén. Con esté akibma‘noébtros podriamos crear
una TeorLade Conjuntos totalmente dlstlnta a la que hemos estudla—

do durante el desarrollo de 1a oresente’t351s.v}:7

Bero asi como con31de‘a‘ s % orias ue conauntos .en

uonde el nx1omaiv" osotros tamblén nodria,'

mos con31uerar teorias don ‘L‘COntlnuo no tuv1era

valor.
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. &3.- 10S TEOREMAS DE INCOMPLETEA DE GODEL
= Y SUS
~ CONSECUENCIAS EN LA FUNDAMENTACION DE LA MATEMATICA

Desde un punto de vista estrictamente matemdtico,
la Teorfa Axiomitica de Conjuntos que nosotros estudizmos en el al
timo capitulo de una respuesta aceptable a la demanda de una funda
mentacidn segura para la matemdtica pura. Las matemdticas pueden
ser de hecho erigidas sobre esta fundamentacién; y hasta la fecha-
no se ha dado ninguna demostracidén de la consistencia de la Teoria
de Conjuntos; 1las contradicciones, paradojas o antinomias varecen
haber sido excluidas de la teoria al aplicar las restricciones 1l4-
gicas incorporadas al sistema. Sin embargo, cuando vemos la Teoria
de Conjuntos desde un punto de vista filoséfico apreciamos que que

dan muchas preguntas abiertas.

El primero en seflalar los graves errores y dificul-
tades que.presentaba la axiomatizacién de Zermelo fue Skolem en
1922 (véase nota 113). Algunos de los problemas que sefiald fueron

resueltos por los seguidores de Zermelo, como en el caso del con

‘cepto de 'definitud' que Fraenkel aclard, vpero otras de las cues

tiones han quedado sin resolver. Por ejemplo, una de las objecio
nes que Skolem sefialaba era una aprente circularidad en el sistema
de Zermelo. Esto, debido a que Zermelo no le habfa dado mucha im—
portancia a su ‘dominioc de individuwos', y resultaba ser a partir -
de este hecho, que la teoria, presentada axiomdticamente, contenia
ella misma parte de su base légica. Otra de las objeciones que se-
Ralé del tratamiento de Zermelo es conopida actualmente como: "La

Parado ja de Skolem".(lsg) ' J"i_f

Todos los Formalistas:estaban seguros de que pronto



iencontrarian la Teoria Axiomdtica de lo untos perfecta que

’les permitiria fundamentar la Matemétlca or. completos Su,desenga—

fio vino con los resultados obtenldo‘ con''sus ' famo-

'sos "Teoremas de Incompletez", demost

Los teoremas de Gédel
guiente manera'( 59)
k - “Teorema l.’
ces es 1ncompleto", o sea,

Teorema i onélstente ¥y lo su

,fl“len emonte rlco Dara pode; [ ' ta. arltmétlca elemental
- entonces 1ia con51 tencla_de

tro‘de1f51stema mismo",

Hermann Weyl 'sidtetiza muy ciaramente las imolica
ciones de estos teoremas cuando diéé: "Gddel demostrd que en el
formalismo de Hilbert, de hecho enréuélquier sistema formal M que
no sea demasiado restringuido suceden dos cosas raras: (1) se pue-
den encontrar pronosiciones aritméticas de naturaleza relativamen-
te (%) elemental que son evidentemente ciertas pero no deducibles
dentro del formalismo. (2) La férmula 4 que exoresa la consisten——
cia del sistema ¥, no es deducible dentro de M., ids precisamente,

~una "deduceién de & u M dentrc del. Iormallsmo M Jlevaria directamen
(160) :

ta a una contradiccién en g "

Como nosotros sabemos
lista crefan pouer fundamentar las: ;f » clé81cas por medio

- (161)

de una teorfa de lz demostracidn,’

la. cual 'se podria desarro
llar en un marco estrictamente fihitlsta:= as{ como también, Hil

bert esperava reducir el tratameinto de los problemes de existen—



weiasa manipulaciones siempre efectuales;

cho verdaderamente tenues.
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(162) '

yipor Ultimo, Hil-—

‘bert también consideraba que la matemdtica pertenecia al orden de
‘1o deducible. '

3i bien los teoremas de Gddel no acabaron de raiz

‘“laS’idéas de Hilbert, si como dice Hermann Weyl: “Las esperanzas

‘de obtener una demostracidn finitista de la consistencia se han he

. (163) '

§ 4.~ CONCLUSIONES.

Hasta hoy en dfa sigue sorprendiendo el desarrollo
de la Teorfia de Conjuntos a todos los matemdticos. Es un hecho ca-
s{ tnico en la Historia de la Ciencia el que un séloc hombre haya ~

podido fundar una nueva rama de la ciencia en sélo dos decadas, y

teniendo en contra todos los prejuicios y antagonismos de sus con~

tempordneos.

Ya el mismo Cantor lo seralaba a finales del siglo
pasado: "La descripcidn de mis investigaciones en la Teoria de los
Agregados ha alcanzado un estado donde la continuacidén de esas in-
vestigaciones han venido a depender de la generalizacidn del con
cepto de entero positive real 'més alld de 1los limites actuales:
una generalizacién cue toma una direccién que, hasta donde yo sé,
naaie ha considerado atn. 1

Dependo. de esta generalizacidén del concevto de .nize
ro en %al medida nue sin ella no poirfa lograr libremente ni si-
miiera pequefios avances‘én la Teoria de los agregados. Espero que
esta situacidn 1llegue a jﬁst@ficar, o a excusar de ser necesario,
la introduccién en mis argumentos de ideas aparentemente extrafas.

De necho el propésito no es otro que el de generalizar o extender



~ha sido la forma de unién mésyfue

.-Funciones Heales, de-la-

‘sar que no sélo la matemét;cas puras. como

é716q enteros reales

o8 atrev1d055
‘que.

esto pudleva parecer

blén la flrme conv1cc16n de

ar tal nrocedlmelnto me “co

ds extendldos respecto al-infi

1ones_en ‘boga sobre la'

mdtica y la Légica.

Actualmenﬁe‘ ‘ Teoria de las
de“las Integrales 'dé’

Riemann, de la Touologiaiy» “Andlisis Matemdtico sin
mencionar la feoria de Conguntos, orlnClnalmente la Teoria de Con~

Juntos de Puntos.” Ademés, 1o nay que olvidar que lo primero gque
llevé a Cantor a la investlgac1dnvue la Teoria de Conjuntos fueron

los problemas analfticos.

La Teorid de las Probabllldaaes esté Tundament da -

‘en los concentos y métodos conauntlstan o7sea, que se podria ven- -

o

on el lgenra la geo-

metrfia, etc, han uflllzddo €¢ 55 matemétlcas para

fundamentarse, sino .que tgmblén hen hecho las: gue podriamos con

siderar como matemdticas apl

us ovor. ésto’ qu "Debiéramos, gor és-



' ,—.11’22_ -
1o, 1nclu1r la Teoria de los ConJuntos entre las grandes revolu01o

nes 01antitlcas que han’ tranuformddo nuestra visién del mundo tan

'profunda y sorprendentemente desde flnales del siglo XIA."(ISS)

Por ﬁltimo,‘quisiefa seﬁalar ‘que como dijo Hermann

Weyl: "Los fundamentos ultlmos y el sentldo ultlmo de las matemdti

cas permanecen comg problema able‘t ,sabemos en qué direccidn

se encuentra la solucidn, n1 51au1era sabemos si puede esperarse
una respuesta objetiva final." : .segun Fraenkel "La teoria ~
de loq conjuntos ha resultado ser el 1nstrumento con el cual pue
den definirse y anlizarse metddlcdmennte los conceptos primarios“
de las matemédticas vistos como una totalidad. La teorfa de los con

. 1
juntos parece predestinada a este propdslto."( 67)

Sin embargo, a
Gltimas fechas los matemdticos han aceptado como cierta la afirma
cién de Veyl y como falsa la de Fraenkel y, ahora parece ser que
estdn intentado la fundamentucién de la matemdtica en una nueva

rama llamada 'Teorfa del Topoi'.



(1).-

(2)-"

(3).-
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NO TAS

LIBRD I.#‘"BOSQUbJO HISTORICO",

o discutireinos en este trabajo si deberiamos llamarla 'Mate
mética' p 'matemdticas', por no considerarlo de fundamental -

importancia para su desarrollo. Ywmencionaremos 1nd1st1nta——f

mente 'l katemdtica' o ‘'las matemdticas'.

BaBINI, José. "iHistoria Sucinta de la Matemdtica".  Espasa-—.-
Calpe. Dég 19. ‘

La demos}racidén original del teorema se ha verdido. Aungue
probablemerte halla sido alguna de las dos siguientes:

a) (ualquier cuadrado aBCD (fig. 1) puede ser dividido,
en dos chadrados BK y DK y dos rectdngulos iguales AK y CX,
esto es, |es igual al cuadrado sobre Fk, al cuadrado sobre EK
y cuatro |veces el tridngulo AEF. Pero, si tomamos los puntos

F g A
X
G
D c
H o
fig 1. e Fig 2.
G sobre BC, H sobre CD, y E sobfe:DA,ytal que BG, CH y DE -
son cada uno iguales a aF, puede: ser fédcilmente mostrado -
que EFGA es un cuadrado, y que los tridnguloes AEF, BFG, CGH

y DHE son iguales: asi el cuadrado ABCD es también igual al
cuadrado sobre EF y cuatro veces el tridngulo AEF. De aqui -
que el cugdrado sobre EF es igual a la suma de los cuadrados
sobre Fk B

b) Sea aBC un tridngulo rectdngulo (fig. 2), siendo a4 -
el dnzulol recto. Dibijese AD perpendicular a 8(. Los tridngu
Los aBC y Doa son semejantes. Por lo tanto -

BC : AC = 4B : BD,.

andlogamente




‘?De équiJQﬁe

;_‘4}--

(5) .-

(8).-
(9) -

(10) o=

(11).-

{12).-~

(13).-

-+~ Calpe. pégs 395-6.

” ft(7);;

' AB? + AC2 - BC (BD + DC) = BC2,

Hac1a el afio 300 A.C., aproximadamente, se conocfan veinte ~
demostraciones aistintas del teorema. Actualmente hay méds de
700. Un compedio de éstas se encuentra en r.L. Loomis. "The

Phithagorean Proposition.” National Council of Teachers of —
Mathematics. U.S.4.

BaBINI, José. "Origen y Naturaleza de la Ciencia.® Espasa-~ e

Calpe. pdg 58.

VERA, Prancisco. "Puntos Criticos de la Matemétlca Contemno— -
rdnea." Losada. pdgs. 9-10. .

&

RUSSELL, Bertrand. "Los Principios de la Matemdtica." Espasa” :

Ibvidem. pdg 399.

BURNET, John. "La Aurora del Pensamgento Griego." Argos.‘ -
pdgs 388-9,

GARCIA BACCA, Juan David. "Elementos de Geometria." U.d.A.M.

pdg 1. Bl subrayado es mfo.

Ibidem. pdg 11l. El autor traduce 'al infinito', pero conside
rando la opinidn de otros autores me parece mds correcto 'in

definidamente®. E1 subrayado también es mio.

"Def 23.- Lineas paralelas son aquellas lineas que, estando

en el mismo plano y siendo prolongadas indefinidamente en am
bas direcciones, no se encuentran una a otra en ninguna di--
reccidén." HEATH, Sir Thomas. "The Thirteen books of Fuclid's
Blements." pdg 154. (ELl subrayado dentro de la nota es mio).

Importantes estudiocs sobre la funcidn de los ojos y de la -~
vista se han necho en las diferentes escuelas o épocas de la
katemdtica Griega. Hecordemos, por ejemplo, gque Edipo en 1lu
gar de suicidarse (al conocer su pecado) se saca los ojos =~
por considerarlo un castigo mé&s cruel.

4sta decadenciu o cafda vertical de la Matemdtica Griega se
ve claramente en el estudio de la rscuela Helenistica. En e-
1la ya no riguran creadores, sino epigonos, glosadores y co-
mentaristas. )
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yobric Temple, "Mathematics: Queen and. bervant of 801en;‘

: MCG”aw-nlll. pdg 400. : - S :

te cpncepto no ha sido aceptado de la misma manera por to
1os.matem&ticos. Hay quienes alegan que la recta no es-
ada completaumente, sino cue solamente se determina el -
segménto unido por los dos puntos.

ﬁl Célculo estaba basado en ideas obscuras ¥ poco fundamen

. tadas, Se tenfan demostraciones de algunos casos particula
res. 8sto fue visto por George Berkeley (1684-1753) quien i
‘nicid una critica profunda a los fundamentos del Célculo.
Hay quienes intentaron imitar a los griegos en sus demostra
ciones como Abraham de Noivre (1667-1754) pero fracasdé en
sus intentos. kEsta cuestién se salvaria con la obra de hom
bres como Bernhard Bolzano (1781-~1348), Augustin Louis Cau-
chy (1789-~1857), Niels Henrik Abel (1802-1829), Carl Gustav
Jacob Jacobi (1804-1851) y karl Weiestrass (1815-1397).

(20) .~ MEDa VIDAL, manuel, "Bl Problems del Infinito." Revista Ka-
temdtica. Segunda Serie. didmero 7. pdg 17. La nota original
no he podido encontrarla,

“(21).- VOLTAIRE, Francois Marie Arouet. "A Dictionary of Philoso--
phy." Articulo *Infinito'. Boston. 1884. (Recopilada por MQ
’ RITA Robert. "On iathematics." Dover. pdg 336).

(22) = Ibldem. (?ecoollada nor ﬂOHITV Robert. Op. Clt. pég 337)

(23),' AOR\WR"otepnan.u"lntroducc1dn a la rllosofia de1a Matemé—d'
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3, (25) - CAJTOH, Georg. "Zum Problem des actualem Unendllehen." Natu; S
: re und Offenborung. Bd 32. 1336, pdg 226. (Reﬂonllaaa'oo* ook
MORITZ, Robert. Op. Cit. pdg 337). '

LIDRO Il - UN DLMLNTQ.....GmORG CAmeR'

(26),_ hra una 1nst1tu016n smn nlnguna 1mno*tan01a,,-

“:La'demostrac16n es. la: 31gu1ente. vua1qu1er raiz de 1a'ecua—j"
..f016n algebrdica de grado positivo ' n, ‘

(1) aoxﬂ+a1xn‘1+.....+an_1x+an =0 V(ao £ 0)

con coeficientes enteros ayx es llamada un ndmero algebrdico.
Por simplicidad aos restringuiremos a nimeros algebrdicos -
reales. Sabemos que (1) tiene a lo mds n rafces reales,
Arreglamos todas las ecuaciones de 1la forma (1) pero
no tomando su grado n o la megnitud de sus coeficientes, si
no de acuerdo a la magnitud del entero positivo -

(2)  h = (n-1) + |agl + lag|+ «c.v. + [anj,

al cual le llamamos la altura de 1la ecuaecidn. h estd defini
da de una manera Unica por (1), y ademsds sélo una finidad
de ecuaciones (1) con altura h corresponden a una h dada,
arreglando las ecuaciones de una altura dada de una forma
arbitraria y aquellas de diferentes alturas h meaiante valg
res crecientes de h, obtenemos una sucksién que contiene to
das las ecuaciones (1), cada una en un lugar determinado.
Finalmente cada ecuacién (de raices reales) es reemplazada
por su finidad de raices, 1las cuales pueden ser arregladas
arbitrariamente. As{ obtenemos una enumeracidén de todos los
nimeros algebrdicos reales (de los cuales, para abolir la
repeticién, omitimos aquellos que estén con anterioridad)
De aquf que, el conjunto de todos los ninaeros algebrdicos
reales sea numerable, o sea, los Dodemos DORNEr en corresjon
dencia uno-a-uno con el conjunto de los nlmeros naturales.

Otra demostracidn andloga es la siguiente: Sea como an
tes (L) y )

+edeae ¥ ‘anl'

w1 némeros finito de polino-
mios de coeflclentes enteros de una”altura dada h+ designe~
mos este conjunto medinate 2 signemos también con kg el
conjunto formzdo por: &l cero sol”mevte. El conjunto de to




(29).-

(30).-

; canunto nunerable de los conauntos flnltos

f- i27.—

los pollnomlos 48 coezlclentes enteros esaia"un

”I=es ‘un- conaunto numerable,

De aqui, ya que todo subcongunto lnflnlto B: de un con—

:junto numerable A es numerable, ge deduce que el conJunto
‘de‘todos los polinomios irredudtibles de = coeficientes ente
_'ros.también es numerable. -3abemos que todo niémero algebrdi
..¢o es rafz de un polinomio irreductible de coeficientes en-
.teros y solamente de uno. Por consiguiente, reuniendo todas
“las-rafces  de todos -los -polinomios de este tipo, o sea, to

mando -~ la unién de un conjunto numerable de conjuntos fini
tos, obtenemos el conjunto de todos los nlmeros algebrdicos
de aqui que, el conjunto de todos los nimeros algebrdicos
reales es numerable.

Obsérvese que la diferencia esencial entre las dos de
mostraciones es que en la primera demostracién mostramos -
gue los nilmeros algebrdicos reales son numerables, mientras
que en la segunda demostramos que el conjuato de todos los
nimeros algebrdicos es numerable

B#LL, Eric Temple. "Los Grandes Matemdticos." Ed. Losada.fbw
Pag 600. Ho menciona la nota, original (de ésto se dlsculpa‘“
el autor en el prélogo de su libro).

LIBRO III.— "CONTRIBUCLOH A La ¥UsDamssTACLON Do La TEO
Ria DE LOS NuhddoD CARDINALLS TRAnSFL#1T0S, ~

La definicién original de Cantor es la siguiente: "Unter el
ner ‘'menge' verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestim
mten wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anscnauung oder
unseres {(welche die Llemente von I genannt werden) zu einem
Ganzen,"

Un agrezado nuede ser llamado conjunto, coleccidn, cla
se, dominio o totzlidad. ¥s importante hacer mencidn aue la
idea de 'unz coleccidén dentro de un todo' no contribuye mu
cho a aclarar la idea de conjunto. La idea debe ayudar a de
cidir si un elemento perienece o no a un conjunto.

E1l conjunto contiene sus elementos o los elementos vper
tenecen al coajunto. Los elementos de un conjunto no deben
reocetirse. También se vid 1la necesidad de definir el conjun




vnulo, aun dntes : la?creac16n de l  Teorda de

elementos I ;
rresponde’ a la operacién ldéica'
Vilnterse001dn de conjuntos, cue'
"1égica 'y' (conjuncién).
Sy N es el congunto de todos loS'
_M y N,

‘,(32),‘ bl M y-N son conjuntos y si cada’ elemento de'bi e
' Ui tenece & N, entonces k-es llamado un subconaunto de.
artlcular Il --es un subconjunto oropio de - 51 ‘contien
‘menos-un elemento el cual no pertenece a M.
2777 Los conjuntos M y N son llamados iguales (M
© da uno es subconjunto del otro. La relacidn '=' denotd sola'
.ménte igualdad de extensién y no de ideantidad.

(33).- Como podemos ver Cantor no defins lo aue es un ntmero cardi
nal, sino el tener nlmero cardinal. Bertrand Russell (1872=
1970) lo definié, al igual aque CGottlob Frege (1848-1925) de
la siguiente manera: "El nlmero cardinzl de S5 es el conjuns
to de todos los conjuntos que son egquivalentes a 3", iids -~
tarde veremos (Libro V, é4) porque estd mal esta definicién.
Bl nGmero cardinal o potencia de un conjunto estd definido
implicitamente.

(34).- Dos conjuntos se lbaman equivalentes si es posible encon-
trar una correspondencia uno-a-uno entre sus elementos: ¥y
de acul que, una corresoondencia uno-a-uno de los elementos
de i con los elementos de N es también llamada un maneo de
il en {dentro de) N, o entre N y . Por lo que podemos decir
que, & es equivalente a ¥ si existe un mapeo del conjunto k
en el conjuntn N.

Una observacién importante gue debe hacerse es que has’
ta el momento para nada se ha m°nc1onado gue-los conjuntos’’
sean finitos o intfinitos.- -~ R e

(35).- Si los conjuntos tlenen n Plementos:°ntonces ex1qten :
torial maneras >
que contengan un nimero 1nf1n1to de; elemento
te un numero infinito de maneraq de hacer egtaq rerlas.



(36).=

(37).-

(40} .~

(’41‘)".‘-

una relac16n d° e041Vale c1a.

* *1129,7:,' A

Ademas, simm P entonceb‘P ~ a de dcuerdo g I%i' {a
del maneo. La conalcldn (3) exore 4 que 1a: rulacfdn’eS“rP-—
flexiva y la (6) aice:que: ld rela016n es tran81t1va Cantor
fue el primero -en haolar, de, una’ manerd clara dello:que es

Otra Io“mula016n natural nodria ser: "Conauntosf~équiVa1eh-

1tes tlenen 1guales numcros ca“ulnales o dnversamente,- to
ados los conJuntos con 1guales numeros caralnales ‘son equiva

lente»

St 8 T

a+b = (W,N N(Mﬂ)é(ﬁﬁr;(mM);b+k.

Sean-h,N,;P tres conjuntos cualeqoulera con nlmeros cardina
“.les &, b, ¢ respectivamente, entonces

a+ (b + ¢) = GL(T,0)0) ~ (iw,(H,P)) ~ (M,N,P) o ((%,N),P)
ST = (a+b) +4.
ve ve a simple vista qgue, los aAxiomas de Peano, se pueden

considerar como consecuencias de la definicién de los nime
ros cardinales finitos dada por Cantor. Es obvio, también,

aue tienen las mismas caracteristicas y proniedades.

fCantor definié los eonjuntos infinitos de una maners negati
“iiya; se vusden definir de una forma positiva y definir los -
~conjuntos  finitos de un modo negativo. (hubo gente que re——
“chazé-la teoria de Cuntor poraue éstie definid negativamente
. los conjuntos infinitos).

Sabemos que existe una infinidad de nimeros naturales,
o que, dado un conjunto de namETeS maturales-y-io §éguimos
generzndo éste nunca se agotard. kste tipo de conjuntos (ig
finitos) sdélo los nuede generar o producir el hombre en su
mente pues, aparentemente, en la naturaleza no existen con-
juntos infinivos,
Teniendo el conjunto infinito de los nfmeros naturales
(N), es fdcil crewr diferentes conjuntos infinitos, nor e--
jempolio: 5
(1) ¥ -11,2,3,4,5}. ~
(2) Bl conjunto de los ndmeros primos. {2 3,57,
(3) Bl conjunto de los ntmeros vares. {2,4,6,8,
(4) k1 conjunto de las potencias ae 4. {1,4,16,64
analicemos algunas oroniedades de N: ; PR




Teorema 1.= "Cualnuler subconjunto’ 1nf1n1to No de un -
conjunto N de numeros naturales (enteros positivos) es equi
valente a N," :

Demostracidn,= oabemoﬁ oue cudlouler conjunto de nume-
ros naturales tiene un elemento mfnimo. Sea ny el minimo nd
mero en iNg, y sea n2 el minlmo nﬁmero en el residuo.

Nl _,NO - {nlf

’j( ,né}

h —V{nl,ng}, etc.

Los res:duos no pueden acabarse porque ésto implicarfa que
cogaunto No.es finito. Entonces podemos seguir seleccio
_nando e¢lementos indefinidamente. Sea,

NG = {nl,ng,n3,.....,nk,.....}

gl cual es un subconjunto de N, pero Jd§ = Ny, porcue cazda

~elemento n de Ny estd en 4% y viceversa. Por otro lado,

Ny .~ N en vista de que la funcidn que asccia a cada elemen-

to ng de Nj el elemento k de N. Por lo tanto, Ny~ N.
Q.E.D,

Demos ahora la siguiente definicién: "Cualouier conjun
to que es equivalente al conjunto N de los ntmeros natura
les’'es llazmado numerable,"

Por ejemplo, el conjunto de los nimeros pares es numerable,
ya que se puede poner en correspondencia uno-a-—uno con los

nimeros naturales, por medio de la funcidn f(x) = 2x. Puede
verse de la siguiente manera:
1 2 3 4 RN X cenas

L]

4 6 8 ceeee L 2X 0 aieee

Una propiedad de 1los conguntos numerables es que todos sus’
subconjuntos son infinitos: o numerables.

Teorema 2.- "Un conjunto cue contiene los elementos de
una infinidad numerable de conjuntos numerables es también
numerzble," .

Demostracién.- Lo haremos para el caso particular de =~
los ntmeros racionales. Sea el conjunto de todos los racio-
nales g/s, donde g/s puede ser reducido a fracciones mds -
simples. S1 restringuimos o y & a valores naturales, enton-
ces para cada s dada obtenemos un conjunto numerable de ra
cionales ¢/s (q = 1,2,3,.:...)5 de aqui que si s toma todos
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;- los valores naturales, obtenemos un conjunto numerable de
conjuntos numerables. Para demostrar que estos conjuntos -
juntos contienen una infinidad de miembros numerables, 1los
arreglamos primero en una sucesidén de renglones de acuerdo
con sus denominadores s de la siguiente manersa:

1 ”g 3 'ﬁ 5 cessn

G fi—— N

P I I I SR A P SO P O R RN O I S SR TR S P

.. Los insertamos como. se ilustra--en el- esguema, enton
ces obtenemos todos los racionales g/s como elementos de
. una sucesién simple, Finalmepte, consideramos tres modifica
.ciones: -
' 1.- antes de 1/1 ponemos o/l = o.

2.~ Cada q/s debe estar seguido por el racional negati ..

vo ~{q/3).

3.~ Omitimos +todos los racionales que sean iguales a
un racional dado con anterioridad en la sucesidn.

De aguf que todos los racionales distintos estdn arre
glados en una sucesidn, lo cual demuestra que el conjunto
de todos los racionales es numerable.

GeE.D,

La numerabilidad de los niimeros reales algebrdicos fue
demostradz gn la nota 28.

Generalizando, nodemos decir que la suma de conjuntos
finitos o numerables es tamuidn finita o numerable, siemore
y cuando la suma sea finita o numerable.




i |

(42) — Sean A y B dos nonguntos tales que A y B no tienen elemen——
ﬁtos comunes, “entonces: :
1.~ Si A y B son finitos entonces a4 + B es finito.
o 2.- 51 A es flnlto y B es numerable entonces A + B es
{’numerable.
o “3.- Si A y B son numerables, entonces A + B es numera
ble. ’ E
De los teoremas (L) y (2) podriamos deducir: L
I.- Que cualquier conjunto infinito es equivalente'aff"’
un subconjunto provio de €1 mismo (verdadero). :

II,~ Que cualesquiera dos conjuntos 1nf1n1tos son equ1
- valentes entre si (falso).

, Teorema 3.- "Cualquier conjunto numerable'es equivalen
te a ua subconjunto infinito propio de el mlsmo.
Demostracibn.- Sea

B = {b3,b2,b3,s00..} (N A
numerable, Entonces por el teorema (1) conguntos tales como?

{bZ’b:i"""} ’ {bk’bk+l’bk+2"""} y
son también numerables, o sea, equivalentes a B,
G.5.D.

La conjetura (I) también puede ser tomzda como defini
cidén de conjunto infinito: "Un conjunto es infinito cuando
es equivalente a un subconjunto propio de €1 mismo".

Esto contwradice el famoso principio formulado por los
griegos (tantc filésofos como matemdticos) de que "el todo
es mayor gue cualquiera de sus partes", dNocidén Comdn 5 de ~
Euclides. De la misma manera que contradice el dfalogo de -

- Galileo (ver Libro 1). Al llegar Bolzano a este resultado -
pensé que habfia llegado a una contradiccién que no se vodia
salvar.

Demostraremos que la conjetura (II) es falsa, o sea,
_que existen conjuntos infiniztos que no son equivalentes en
tre si., Porque dé otra manera, no tendria ningin interés la
teorfia si todos los conjuntos infinitos fueran iguales, ya
que seria una teorfa puralela a la de los conjuntos fini-
tos. '
Vamos a considerar segmentos de lineas rectas, conside
rdndolas como los conjuntos de todos los puntos que caen sg
bre los segmentos de las lineas.



- 133 - -

sjemplo 1.- Sean los segmentos AB y CD tales que 4B es
menor que CD (fig 3). afirmamos que el conjuito de todos
los ountos del segmento AB es equivalente al conjunto de to
dos los puntos del segmento CD. Para demostrarlo dibujamog
los segmentos paralelos uno a otro. Unimos los puntos A, C
y B,D, y prolongdndolas se intersectan en un punto £ debido
a la diferencia de longitudes., 8i trazamos un rayo desde el

fig 3.

~punto E éste intersecta ambos segmentos o ninguno de ellos.
Sea el rayo BF que intersecta a aAB en F y a CD en G: a la
interseccién del rayo con aB le asignamos la interseccidn
der rayo con CD, e inversamente, de esta forma cbtenemos

una correspondencia uno-a-uno entre los dos segmentos, lo
que demuestra que son equivalentes,

#jemplo 2.~ Podemos generalizar el hacho anterior afir
mando que el conjunto de todos los puntos de un sermenio de
recta e3 equivalente al conjuntn de iodos los puntos de 123
recta completa, o sea, infinita.

Sean AB (excluyendo los extremos A, B) y CD dos rectas
tales que AB es un segmento finito y CD infinito (en cuanto
magnitud). Sea £ el centro de AB, doblamos el segmento en B
v lo ponemos sobre la linea CD de tal forma que E llegue a
ser un punto de ésta (fig. 4), tomando en cuenta que A y B
caen en el mizmo lado de la recta y a igual distancia de 2.
Y, sea F el ,punto medio entre a4 y 3 en sus nuevas posicio
nes.

Cualquier rayo trazado desde F intersecta ambos segmen
tos, o no intersecta ninguno (excluimos los extremos pues
los rayos FA y FB son paralelos a la recta). 4l punto E lo
asignamos a2 41 mismo. Ahora, al punto v § g de la recta A%



fig 4,

6 EB le asignamos el punto p' 6 q' de la recta CE § ED, e
inversamente, De esta forma demostramos que ambos con;untos
se corresponden UNo-a~uno.

Ejemplo 3.~ Podrfamos mostrar otros ejemplos de tipo
geométrico como el de la fig. 5, donde se ve la misma idea.
También existen ejemplos de tipo trigonoméirico donde por
medio de composicién de funciones se pueden hacer e jemplos
del mismo tipo.

',,5‘\5\\\; y i :

d . , .

fig 5.
Bertrand -Russell quizo mostrar este tipo de ideas por
medio de situaciones de la ‘vida real', como lo demuestra

su mencién a Tristén Shandy., "La paradoja de Tristdn Shan--

dy, es inversa a la _de Aquiles y demuestra que la tortuga,
[, €S 1nversa a la de aiquilles y den
a condicién de que se le dé tiemno, llegard exactamente tan
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le jos como Anuiles. Pristdn Shandy, como se sabe, invirtié

dos afos para hacer la crénica de los dos primeros dfas de
su vida, y se lamentaba de que a ese ritmo el material se -
le acumularfa més rdpidamente de lo que é1 era canaz de ela
borarlo, de suerte oue con el »aso de los ados cada vez es—
tarfa mds 1lejos del rinal de su relato. Ahora bien, yo sos
tengo gue si él hubiese vivido eternamente sin sentirse can
sado de su trabajo, entonces, aln en el caso de que su vida
hubiese estado tan repleta de acontecimeintos como cuando
empezd, ninguna narte de su biograffa habris quedado sin es
cribirse..... Esta oronosicidn naradd jica, vero perfectameH
te verdadera, depende del hecho de que el ntmero de dias de
todo el tiempo no es mayor que el nimero de los afios." (RU
SSELL, Bertrand. "Misticismo y ILégica." Ed. Paidos. vdg.
129). E1 mismo Hussell expone esta paradoja de una manera
muy formal en "Los Principios de la latemdtica." pdg. 407.

En 1873, Cantor demostré la no-numerabilidad de los »
numeros reales, al publicar el hoy llamado "Teorema Funda—-—
mental,” Para hacer ésto 1llamd al conjunto de todos los nna
meros reales de un intervalo (se corresponden con todos los
puntos del mismo intervalo) "el continuo™ {en particular -
del intervalo 0,1 ), el cual es equivalente a cualquier -
segmento finito o infinito (en cuanto a su magnitud), a és
ta conclusidn habfamos llegado en los ejemplos (1),(2) y -

(3).

Teorema 4.- "Teorema Fundamental'.- El conjunto X de -
todos los numeros naturales no es equivalente al continuo,
pero si lo es a un subconjunto provio del continuo, o sea,
el continuo es mdz gue ua conjunto infinito numerable.

Demostracidén.- Sea el ‘continuo' el conjunto de npuntos
o numeros del intervalo [O,I] ¥ lo denotamos vor C. Debemos
representar sus elementos (nimeros reales) de una manera -
conveniente. La forma mds conveniente es renresentarlos en
forma de decimzles (fracciones decimales). Sabemos aue todo
numero real nositivo nusde ser extendido en una y sdlo una
forma de decimal infinito. (En un decimal que después de
cualauier dfgito contiene otro digito distinto de cero., E
xisten reales gque admiten una expansidén en decimal terminal
oor ejemplo, 1/2 = 0.5, nero también aceptza una exvansidén -
infinita, también 1/2 = 0.4999.....). Todas las fracciones
deciamles de C comienzan con Q,-<--+, debemos incluir el ni
mero 1 = 0.999..... en C, pero no debemos ineluir el ndmero
cero, por 1o que C es el conjunto de todas las fracciones -
decimales infinitas aue empiezan con Queeevs,
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»l teorema asegura gue un conjuats numerable no puede
contener todos los decimales de C. Lo demostraremos por re
duccidn al absurdo, o sea, suvondremos que C es numerable ;
llegaremos a una contradiccién.

Si € fuera numerable, nodrfamos escoger una regla de
correspondencia uno-a-uno enire € y N, la cual convierte a
cada decimal de € en un natural n de N, e inversamente. Lla
mamos al decimal relacionado a n el 'n-ésimo decimal' y ha
blamos del primero, segundo, .....decimal. Debido a nuestra
hipétesis podemos escribir los elementos de € como una suce
sidn:

O. nllnl2nl3nl4. .". )

| 0.mpInpouzingd.. ...

S\

:3_”0}n31n32n33n34.....

\

0.1’141[14211431’144. PRI

¥
eesvesscesssossntens

donde los njy (i, k = 1,2,.....,9) son digitos. Quitemos el
cerq inicial comtén, nos quedard un cuadrado infinito de af
gitos con el vértice njj, el cual se extiende de derecha ha
cia abajo. Como todos los decimales son infinitos ningin
. rengldén puede consistir de ceros solamente,

Sea 'd' un decimal infinito (definido univocamente) -
construido de la manera siguiente: Consideremos la diagonal
del cuadrado que vasa a través de los digitos

n11,022,033yeeceesBiigasees
-Sea 'd' el decimal infinito
' d = 0.d7d203G4eeeeeGisncenn

mé;&ﬁgﬁdigifos estdn definidos de tal forma que: para cada

i para la cual nji es diferente del ndmero 1, hacemos di =

Clj para los cuales nij = 1, hacemos dj = 2, etc, De aqui
7aue siempre, di # nii, o0 sea, para cada i, di es diferente
del digito i-ésimo del decimal i-ésimo.

El elemento 'd' de C es distinto de cualquier elemento
de C y, por lo tanto, no estd contenido en nuestro cuadrado,
el cusl habiamos supuesto contenia todos los decimmles infi
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“..sa)’ 'y 'de esta manera nemos mog rado que. ex1ste
Vlnflnltos mayores. que otros.:
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xﬂjnltos emnezando con sl cero. nsto contradlce nuestra nlndtnf“i
f‘i31s, 1o que demuestra que C no- es EQUlleenue : i

N,

Qe b D-:

Con ésto hemos aemostrado qu° la. conaetura~(II)

‘

Cuando hicimos notar el hecho de oue un conJunto es-in

" .finito cuando es equivulente a una varte de €1 mismo, no to
“mamos en consideracidn las criticas que ha recibido el méto
.do. de esrrespondencia entre el conjunto y una parte de 61
~mismo por parte de los fildsofos y algunos matemdticos. La

critica consiste en afirmar que al hacer nosotros el mapeo
deberfamos asignar al elemento del conjunto total el mismo
elemento considerado en el subconjunto, tomando en cuenta
que el elemento debe pertenecer al subconjunto., £n el caso
en que aceptdramos esta critica hasta el méds simple e jemplo
que hemos dado, el que el conjunto de los nimeros naturales
es equivalente al conjunto de los nilmeros pares, estaria
mal, porgue al primer elemento del primner conjunto no le co
rresntonde su 'idéntico' en el segundo. Con ésto se rescata
ria la negacién de la quinta nocidén comin de Buclides. -

©=~ i1 no aceptar este hecho es algo arbitrario. Lo que de

bemos hacer para mostrar cue dos conjuntes no son equivalen
tes es aemostrar gue cualquier regla o maneo nos lleva a
mostrar una omisidn o faltza de algin elemento.

Estamos conscientes de gue esta corresoondencia uno-a-
uno no es evidente por si misma, y estd basada en dos he
chos muy importantes: a) en el andlisis comnleto de la natu
raleza geométrica de la recta y b) en la definicidn aritmé
tica de los nUmeros irracionales y reales.

Cuando Cantor demostrd que aleph-Cero es el menor de los nl
meros cardinales transfinitos utilizé un hecno tan sutil
que ni é1 mismo se 4ié perfectamente cuenta del hecho. Este
es conocico hoy 4fa como el “aAxioms de sleccidn”. Por consi
derarlo wa hecno de mucha dimoortancia lo discutiremos mds
orofundamente. Demossraremos »rimero otros teoremas donde
este axloma se ve mds claramsnte.

Teorema 5.- "Todo coajunto - infinito P contiene un sub
conjuntn numerable," ’ '

Demostracién.- #1 teorema lo demostraremos por 'Induc
cidn Matemdtica'. (¥l Principio de Induccidn liatemdtica se
enuncia de. la siguiente manera: Si el ovrimer elemento de un
ooniunto N tisne unz projriedsd y se demuestra oue zi terién
aolz otro elementn cualcuiera (n), también 12 tiene el con-
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secutivo de éste (n+l), todos los elementos del coniunto -
tienen la misma propiedad. E1 Princinio de Induccién Trans-
finita es la generalizacién @el Principio de Induccidn Hate
médtica (véase Libro IV, 3, teoremz 15). "Los 14zicos admi-
ten para el principio de induccién nownleta lo cue asmito -
para el postulaao de Euclides, pero no guieren ver en ello
més que una definicidn disfrazada." (201.CaR3, Henri. "Cien
cia y Método." iHspasa-Calpe. pdg 117)).
Empecemos nor escoger un elemsnto arbitrario. pj del
conjunto no vacio P, y formamos el subeccnjunto SRR

Sy = {pi}
de P el cual contiene un elemento singular.,Elfﬁéstahtq

Pl:P—Sl,

es no vaclfo, porque de otra manera P estaria formado por wa
elemento y no por una infinidad; vor ‘lo tanto podemos esco
ger un elemento arbitrario pp de P; y formamos el subeconjun
to

S2 = {p1+Dp}

de P el cual contiene dos elementos. Debemos a2hora suponer
inductivamente que después de tales n nasos (denotando por
n un natural) que hemos llezado al subconjunto

Sp = {plr.DZ'v----rpn}
de P el cual contiene n elementos. Desde que'el_restantg,

P, = P - 5p,

sigue siendo infinito, .podemos escoger un elements arbitrg
rio ppy1 de Pp; y afladiéndolo a los elementos de Sp obtens
mos el subconjunto

Sn+l = {pl!pQ"- s rpnrpn-’..l}
de P el cual contiene n+l elementos. Se sigue que, vpor &
el principio de induccidn, para cualguier natural n existe
un subconjunto Sy de P el cual contiene n elementos justza--
mente, estos subconjuntos Forman una sucesidn infiaita

(51,32,.....,Sn,.....).

Bs mds, han sido construidos de tal manera que cualquier Sp

contiene a los que lo proceden, o sea, Sy & Sp para m < n.
Finalmente, la unidén P de todos los conjuntos S, con

tiene muchos (nosiblemente todos) miembros numerables de P,
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Hemos construldo un subconaunto‘numerable de un- conJunto 1n,f-
Flnlto. ' :
Q.b.D.

Teorema 6.~ "Cualguier conjunte infinito P es equiva:
lente a un subconjunto infinito propio de P." -

Demostracibén.- Por el teorema anterior, existe P un - -
subconjunto numerable de P. Denotamos la diferencia,_P - P,
por P'; si P coincide con P, entonces P' es el conjunto va
eio. En cualguier-caso, tenemos B

P = (B,P"),

By P' no tienen elementos comunes (estamos utilizando la -
notacidén cantoriana para lz unidn). Ahora omitimos el ele-——
mento p; del conjunto numerable

g ={pl,p2,.....}
y denotamos el restante P - p; por Py, entonces
- Py = (P1,P")

es un subconjunto propio de P, worque Py no contiene el ele
mento py de P. Al usds, Py y P' son ajenos.
Ahora construimos la correspondencia uno-a-uno de

P = (P'}g),
dentro de su subconjunto propio
Pl = (Pl,P')

de la siguiente manera: Como no sabemos si P' es vacio, fi
nito o infinito a cadd ¢icments de P' le asignamos su  idén
tico. Por otro lado, la correspondencia uno-a-uno entre P y

Py la damos como ejemplificamos en el siguiente esquema:

P = py Py cavee Pp_y D creen

] i |

Py = Py p3 veees Dy Dppl cevee

La demostracidén esté completa, ya que las dos corres
pondenci s uno-a-uno haeen una sola correspondencia uno-~a-
uno entre Py Py.

C.E.D.
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benalaremos una vez més un’ tenrema daao or
Teorema 7.- "Un conjunto finito’ A-.no ouede
lente a un. subconjunto prooio de &1- mismo, ;
Demostrucidn.~ La demos stragidn es ev1dente" 
ma si suponemos gue A contiene un sélo elemento
el teorema vAliuo vara cualouier conaunto Aqu
elementos, y fédcilmente concluimos cue ‘es verdadnro
cualouier conjunto A con n+l elementos
Q.Q,D :

nussell llama 'reflexive' cualcuier conJunto oue es e
quivalente a un subconjunto nropio de: él mismow

sxaminando con detalle 1la demovtraclén del teorema 01n'f
co encontramos una aiferencia notable entre los orocedlmlen .
tos matemdticos tradiclonales y 1los aquf men01onddos Por
lo general, en las matemdticas trudicionales los concentos
usados estdn deterwinados univocamente, Aunque tambidn se
tienen otros casos, cuando se¢ nostula aleln concepto es vor
que se supone que tal concepto ha siao demostrado existente
en nuestro caso, nosotros podemos '‘escoger' un elemento ar
bitrario de wun conjunto A cuando hemos demostrado gue el
conjunto A es diferente del vacio, o sea, estamos sunonien
do que los argumentos que siguen son ind2nendientes del ele
mento particular escogido. De la misma manera, cuando noso
tros procedemos a escoger un nvimero finito (n) de elementns
del conjunto 4 debemos nreveer que el conjunto s contenga
al menos n elementos. ’

Lo que se aflirma es que para uno no estd permitido to
mar una infinidad de¢ pasos escogienao elementos oue no es
tdn determinados por una ley definida. aunque los bvrocedi
mientos 1légicos y matemdticos son mds fuertes hoy que a fi
nales del siglo pasado, esta posturz se sigue defendiendo
'sin  tomar en consideracidén que el proceso del nensamgento
no puede ser medido ovor una longitud de tiempo definida.

Imaginemos un conjunto nunerable cuyos elementos son
‘vares de zapatos': un primero, segundo,....., n-ésimo,....
..y Dar para cads natural n. Una nregunta que nos nodriznns
formular es la siguiente: ;us el conjunto de todos estos
tpares’ equivalente al conjunto de los 'zanatos' conteni--
dos en los pares? agsignemos al primer vpar, el zapato izoul-~
erdo del primer par; al Segundo .par, el zapato derecho del

cprimer par; al tercer par, el zzpato izquierdo del segundo
par, y asi sucesivamente. De esta munera nacemos corresnon-
der al zapato izguierdo del n-ésimo nar el (2n=1)-ésimo nar
y wl zapato derecho del n-ésimo par el 2n—ésimo sar. Hemos
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mostrado una correspondencia uno-a-uno entre el conjunto de
todos los pares de zupatos y el conjunto de todos los zapna-
tos, y por lo tanto, ambos tienen cardinalidad aleph-cero ~
(habfamos supuesto que el conjunto de pares de zapatos era
numerable),
Bueno, ahora cambiemos los 'zapatos' por 'calcetines',
o sea, tenemos una infinidad de calcetines. Como todos sabe
_mog los productores de calcetines no hacen diferencias en
tre el calcetin derecho e izquierdo. Por lo que nosotros sé
lo podremos asignar calcetines ‘'arbitrarios' al hacer nues
tro mapeo, ésto lo podemos hacer una finidad de veces, a me
nos que, no tengamos nosotros el prejuicio de no poder ha
cerlo una infinidad de veces. 5i sélo consideramos una fini
dad posible de usignaciones nosotros no podemos concluir
que ambos conjuntos tienen el mismo nimero cardinal aleph~
cero. (El ejemplo es de Bertrand Russell, pero la nota ori
ginal me ha sido imposible encontrarla). -

Como vemos de aqui surgid um nuevo principio, el cual
fue descubierto a principios del siglo XX, sin el cual nos
serfa imposible demostrar algunos de los resultados mds a
sombrosos de la Teoria de Conjuntos Transfinitos. bLste prin
cipio fue 1llamado ‘'axioma de Eleccién' por E. Zermelo -
(1904), mds tarde llamado 'Axioma Multiplicativo' por B. Ru
ssell (1906).

Zermelo lo enuncié de ls siguiente manera en 1908: "Pa
ra cualquier conjunto 5, cuyos elementos son conjuntos no -~
vacios, corresponde al menos una funcidn f(x) univalente -~
tal que para cada elementg x de §, f(x) es un elemento del
conjunto x. En tal caso, f es llamada una funcién selecto--—
r.d.-ll e

Kussell 1o enuacié de la siguiente mznera: "Dado un -
conjunto de clases mutuamente excluyentes, ninguna de las
cuales sea nula, existe por lo menos una clase consistente
en un representante de cada clase del conjunto.® (RUSSELL,
B. "Los Principios de la latemdtica.” Esnasa-Calpe. pdg 11).
En otras palabras: "5i S es un conjunto tal que cualesquie-
ra dos conjuntos de 3 no tienen elementos comunes y son no
vacios, entonces existe al menos una clase P la cual contig
ne un elemento singular de cada elemento de 3."
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‘(44). - A'este hecho se le conoce como el "Teorem2 de Cantor."  'Da-
do “‘cualquier cardinal finito o transfinito, existe unc ma
yor.' Bs decir, si a es cualquier conjunto, entonces el -
conjunto P(A) (conjunto .potencia de A) cuyos elementos son
todos los subconjuntos de A tiene un cardinal mayor que © A.
Por lo tanto, ademds de los cardinzles finitos, existen una-
infinidad de cardinales transfinitos.

7(45).— Se dice que un conjunto A estd ordenado si ademds de la ‘T
lacién de igualdad '=', wuna relacidn que satlsface lag’
guientes tres relaciones estd definida en A:

1.~ Para cualesquiera elementos alferentes al,
al menos uno de los argumentos a} £ as ("aj vrecede
ap £ aj se verifica. e
2.~ 3i a] £ ap entonces aj £ ap. »
3.~ Siay Laps, yay < ay entonces ay < a3
Sabemos que si aj = aj, se sigue de (2) gue alﬂ( 1
que nunca es cierto que o

a;] L ap §y a2 £ 21 .
sean compatibles. Por lo tanto, concluimos que una'yiéq‘w_
mente wna de las tres relaciones de orden siguientes

a] = ap, a1 £ a2, a2 £ &)

se verifica para cualesquiera dos elementos aj,ap de.un con
junto ordenado.

$i omitimos la condicién (1) de la definicidn anterior
obtenemos los conjuntos parcialmente-ordenados. Como se ve
claramente, el orden definido unteriormente no define una -
relacidn de equivalencia ya que no puede ser que:

(l) aj, --< ay
(2) $i aj] < ao entonces ap £ aj.

Debe pensarse que el significado del simbolo £ nuede -
cambiar de conjunto a conjunto, unas veces puede coincidir
con el simbolo < y otras con el simbolo >. Por ejemplo,

Lo~ Sea A = {uvees,=3,-2,-1,0 1,_,3,.....}. aoui £ co-
incide con <. N

2.~ Sea B ={.....,3,2,1}. Aqui £ coincide con >.

3.- Sea C ={ 0,1,-1,2 —2,.....} . En este caso el sim-
bolo £ coincide en partes con ¢ y en partes con >.

Es obvio que los subconjuntos de un conjunto ordenado
también estdn ordenados.

-
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(48) .-

mo.
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Se dice que dos conjuntos ordenados son iguales, en -
simbolos A = B, si contienen los mismos elementos, y si 1la
relacidén de orden a £ b vdlida para A invariablemente impli

ca la relacidén a ¥ b vdlida para 8. Reciprocamente, enton
ces, se sigue obviamente que a ¥ b siempre implica a £ b,

Pambién se puede decir 'proyeccidn'. .

- Un conjunto ordenado A es llamado 'similar' a un conjunto

ordenado B si existe un mapero de A dentro de B gque preser-

ve el orden. s decir, si a, a' son elementos distintos de

4 y b, b', son los elementos de B asignados a ellos por el

mapeo, respectivamente, entonces a L a' debe implicar que

b £ b', Cada uno de dichos mapeos es llamado ‘mapeo similard

Sean vor ejemplo, €l conjunto de todos los nimeros na-
turales y el conjunto de todos los ndmeros pares. Tenemos,
con sus ordenenes de magnitud correspondientes, un mapeo
f que asigna a cada natural su doble, es decir, f(x) = 2x.
Este mapeo preserva el orden entre los dos8 conjuntos y ade-
méds es una correspondencia uno-a-uno. Por lo gue los ndme--
ros pares (positivos) y los nGmeros naturales son similares
y, ademds, equivalentes.

Ahora, conjuntos similares, y sélo tales: conjuntos, -~
tienen el mismo tipo de orden. : '

Tenemos cuatro propledades fundamentales queiresultanil
de la definicidn: e .

(1) A< 4, todo cdnjuﬁpo ordenado e

(2) $i A™ B entonces B & 4, i
(3) 5i A2 B y B 2 C, entonces fA‘*?’-VfC‘
(4) A = B implica A ~ B,

—-Sefiglaremos dlgunos resultados 1mportantes. ) .
. 1.~ Si un conjunto ordenado B es equivalente a un con-=
junto ordenddo 4, entonces B puede ser ordenado de tal mang
ra que B 2 4,

2.~ 31 dos conjuntos son 51m11ares,‘entonces 0 ambos -
tienen primero (dltimo) elemento o ninguno de los dos con--
juntos tienen tales elementos.

En general, "< denota el tipo de orden que resultz de oL cuan
do el orden de la sucesién de los elementos estd invertido.
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: 'nes y volémicas que tuvé Cuntor cor otros matemdticos como

(50).~

(51) .-

Por 1o que’
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consecuencius de sgu teoria,

Sean A y B dos conjuntos orcenzcos ajenns. Definamns e
lacidn ordenadora para log elementos ¢ de la wnidn G conmo
gigue: sean ¢ y ¢' dos elemen®os de la unidn. 31 ambvos ne

tenecen z A, dejamos a £ a' 6 a' £ a sa 1z unidn, d= couer
do si la primera o la segunda de estas relaciones se cu:olz
para estos elementos en A, 31 amoos elementos pertenecen &
B, entonces la relzcidn que es vdiida para ellos en B dsbe
cumplirse de nueve en la unidn. Pero si wno 4¢ Los elemen——
tos pertenece a A, y el otro osertenece a 3, digamos c esté
en 4 y ¢' estd en B, entonces dejamos ¢ £ ¢' en la uaidn, -

La relacidn oruenadora asi definida para la unidn es obvia-

mente transitiva, y vor lo tanto ordienz & C.

El ejemplo que se da en la memoria original es muy claro,k-j;;Jgf'

pero- también se podrian considerar los sigulentes
(L) n+w=w,

porque tenemos

s} a;{ijﬁ

'9‘-?1n}:

kw:=°{§¥l;n¥2;n53,.....}

y de dqui que‘ e e
no+w {1 2 3,.....,n n+l n+2 n+3,.....} = W.

De la mlsmd manera se puede mostrar gue:

;(?)ui o o e

*w o+ n = {.....,n+2 n+l n,;
y de estos eaemp1os pouemos deduclr nue
w, Wrl, w+2, w+3,'.....

son distintos tipos de- orden.




demos ootener'

(4) o+ w2¥

(52) .= E1 producto de dos. %tipos ordinales también puede ser defini
: “do de la siguisnte menera: -
sean dados dos tivns ce o*dcn o Y4, distintoz de ce
ro. Hepreéesentando por « = A y B. Formamos el conjunto -
de todos los pares Ge elémentos (a,b), donde a estd en A ¥y
b estd en B, y definimos un orden para estos oares estipu~~

lando que:

(al ybl) ‘< (a2 yb2) y
para a1 £ ap, asi como también para a) = ap, by £ by.
Por C denotamos el conjunto de todos los pares de elementos

(2,b) ordenados_de esta manera. kntonces el producto d/d de
be ser igual & C.

(53).~ kn la versidén en inglés dice: ‘"svery equation between ordi
nal types wich vprocedes from the two elementary operations
remains correct, therefore, if we replace in it all the ty
ves by their cardinal numbers.” (CaiTOR, Georg. "Contribu
tions to the Founding of the Theory of Transfinite Numbers!
Dover. pdgs 122.) No seguf literalmente la traduccidén en es-
te pérrafo, perc sslo fue con la idea de gue fuerz més cla
To.

(54).— 8i dos elementos a y &' de un conjunto ordenado A tiene la
propiedad que ningin elemento de A cae entre ellos, enton- —
ces son llamados elementos contiguos o consecutivos, Si es
tos elementos satisfacen la relacidn a £ a', entonces a es
llamado el inmediate predecesor de a', y a' es llamado el



(55).-

(56) .~
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inmediato sucesor de a. Un conjunto ordenado es llamado
‘aenso’ si contiene al menos dos elementos y no tiene ele~—
mentos contiguos.

Como todo conjunto finito tiene al menos dos elementos
contiguos todo conjunto ‘denso' es infinito. )

Dados dos ndmeros racionales, aigamos a y b, su prome-
dio (6 valor medio) a+b/2 es racional también. De aquf que
entre dos nimeros racionales cualesquiera cae siempre otro
nuimero racional. De aquf se sigue entonces que entre cuales
quiera dos ntmeros racionales siempre existe una infinidad
de racionales. Vemos claramente, debido a esta propiedad de
los racionales, que nunca podemos hablar del inmediato suce-
sor de un ntmero racional dado. B

Las 'series fundamentales' pueden ser estudiadas como equi
valentes a las sucesiones. Se puede ver esta analdgia entre
las series fundamentales coherentes y las sucesiones 'mond
tonas', tanto crecientes como decrecientes. Y fijarnos como
se definen 1los conceotos de 'cota de una sucesién', 'limi-
te 'de una sucesidn'; y los conceotos de ‘'elemento limite' y
‘elemento principal’.
Para ver una introduccién realmente intuitiva al tema

de 'Series y Sucesiones', véase el BaNACH, Stephan. "Cdlcu~-
lo Diferencial e Integral." UTEHA.

3i un .conjunto de puntos A estd dado, un punto a (el cual
puede pertenecer'o no a A) es llamado un 'punto limite' de
A si toda vencidad de a contiene una infinidad de puntos de
Ao

Una definicién equivalente es la siguiente: "Sea A un
conjunto y a un punto, rno necesariamente en A. Entonces a -
es llamado un 'punto limite' de A si toda vecindad de a con
tiene al menos un punto de A distinto de a." (Por una vecin
dad de radio e del punto a, entiéndase el conjunto de pun
tos del interior del circulo de radio e y centro en a).

Sea A' el conjunto de todos los puntos limite de un -
conjunto A. Bntonces decimos que el conjunto A es 'cerradc'
si a' A.

Al conjunto A se le llama 'denso en si mismo' si ACAZ
y A#£P. ¥ se le 1lama 'perfecto', si 4' = A ¥y A £ §.

Ahora, todo conjunto finito A es cerrado porque A' es
vagio, v el vacio es un subconjunto de cualquier conjunto.
Y, como todo conjunto finito no es denso en si mismo no pue
de ser perfecto.



(57) .-
(58).~

- (59) .-

v"(so) -
(61) -
(62) .-

(63?.
(64) .~

(65).~
(66).~

(67).-

(68).~

(69).-
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La intencién de Cantor no es realmente estudiar las Series
Fundamentales en si, sino definirlas simplemente para poder
usarlas en el estudio del tipo ordinal 6.

Ya sabemos gue toda la recta real es vequivalente al segmeg =
to [O,l] {véase nota 42). ’

Y por meaio del Continuo Lineal X podemos identificarzfoddéf
los conjuatos con tipo ordinal &, 1lo que nos daria.l
se de tipos orainales [6]. '

LIBRO IV.< "EIL TEOREMA DE ZERMEILO".

El conjunto vacio se considera bien-ordenado.
Bajo el orden vrescrito para é1 por 4.
También es llamado 'seccidn'.

Esto es debido a que el elemento -que- determlna al segmento
no estd en el segmento.

Se obtiene reemplazando cada a<fb por b £ a (véase Libro -
111, 67).

oL es el inmediato sucesor de los elementos de Alx).

Este resultado se debe a la suposicién de que ambos, Y9 ¥
Yo son menores que el mismo tipo ordinal .

Teoreme de Equivalencia.— "Si cada uno de los conjuntos es
equivalente a un subconjunto del otro, entonces 1los conjun
tos son equivalentes. De aqui que si A es equivalente a un
subconjunto de B, el cardinal de A es Egual 0 menor que el
cardinal de B, es deecir, obtenemos A ¢ B.

Por la forma como Se demuestra el teorema el mejor enuncia
do para éste es: "Dado un conjunto S (ordenado o sin ordg
nar) existe un conjunto bien-ordenado W que contiene exacta
mente los elementos de 3."

LIBRO V.- "LAS PARADOJAS." .

La mayoria de los autores utilizan estas dos palabras como
sindnimos.



(10).-

(71) .-

(72) .-

(73).-

(74) .-
(75) .-
(76) .-

(77) .-
(78) .-

(79) e~

(80).~
(81).~

(82) .-

(83) .~
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QUINL W.V.0. "Paradoaa." Scientific American. {(Recopilado:
KLINE, morris. "umatemdticas en el hundo Moderno." Ed. Blume,
pdg 226).

Ksto es un error muy grave en mi opinién, nunca. se ha sabi
do de un nifio que se pregunte: ;Gué es un nlmerc? uabemos

que lo necesario y fundamental es que sélo maneae sus pro-'
piedades., S

Arnaud Denjoy (1884 ~ ? }. Profesor de la boborna. Géneré; )
lizé el concepto de integral de Lebesque. SR

VERA, Fco. Op. Cit. pdg 13.

Cantor le escribié una carta z Hilbert, en 1896, donde mueg
tra que esta observacidén ya la napia notado €1,

RUSSELL, Bertrand., "iwathematical Logic as based on the theo
ry_of Tyves." pdg 223-4.

£l conjunto potencia de un conjunto es el conjunto de tpodos
sus subconjuntos (véase nota 44).

Es el conjunto que contiene todos les cohjuntos.

Esta varado ja fue descubierta independientemente por = Zerme
lo en 1908. : '

Un conjunto de conjuntos de primera clase e€s un conjunto de
primera clase. Un conjunto de segunda clase siempre contie
ne entre sus elementos conjunios de segunda clase.

RUSSELL, Bertrand. Op. Cit. pdg 222.

Es el nombre de las clases a que se reducen las cosas que
gse pueden decir del sujeto, o sea, son propiedades que se a
plican a si mismas. Por ejemplo, la palabra esdrijula es eg
drijula, la palabra abstracta es abstracta.

Son propiedades que no se aplican a si mismas. Por ejemplo,
la palabra concreta no es concreta, la palabra blanca no es
blanca. )

FRAcNKEL, Abraham y otros. "Foundations of Set Theory," Hor
th Holland. vdg 7.




(94) .-

. Una Teoria Pormal T estd definida cuando se cumplen las si

(89) .-
(90) .-

(91).-

(92) .~

(93).-

~ LI del tomo LI aparece un hecho parecido.

: campo.matemétlco{ ;_

1 publ carla en: "On some

Idllflnultles in’ the fheoryxof 1ranSf1n1te Numbers and Order

Types."

KLEENE, 5.C. 0p. Cit. ﬁég°46.=

Méds que todo es una 1eyenda, pues no es p051ble encontrar - 7
dicha situacidén en la obra de Cervantes, Aunque en:ie :

POLNCARE, Henri. "Ciencia y uétodo." Esoasa—Cal.”,

Y por ésto se le llama también a la Matemdtica Formallsta 
come la 'Ciencia de lo Posible'.

LIBRO VI.—- LA AXIOMATIZACION DE LA TEORIA DE CONJUNTOS.-

Supondremos conocida la Légica iklemental, pero al mismo -
tiempo, no es necesario que el lector maneje la Ldgica For-
mal para la lectura de este capitulo.

RUSSELL, Bertrand. "Wathematical-Logic as based on the Theo
ry_of Types." pég 236.

Que segin Cantor estamos capacitados para pensar (véase el
Libro III, §5).

Por '1' entiéndase el campo donde se cumplen los axiomas.

guientes condiciones:

(1) Un conjunto numerable de simbolos estd dado como
los simbolos de T. Una sucesién finita de sfmbolos de T es
llamada una expresién de T.

(2) kxiste un subconjunto de las expresiones de T 1la
madas férmulas-bien-tormadas (fbf) de T.

(3) Un conjunto de {bf es puesto aparte y llamado el -
conjunto de 4Axiomas de T,

(4) Existe un conjunte finito Ay ,A2yee...,Ain de rela--
ciones entre las fbf llamadas reglas de inferencia.
Posteriormente hablareumos de '2' (Zermelo), 'ZF' (Zermelo-
Fraenkel), etc.




(95) =

troduccidn.

" (96) .-

(97) .-
© (98).-

(99) .-

(100) .-

(101).-
(102) .~

(103).-

(104} .~

(105) .-
(106) .-

(107).~

(108).-
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RUSSELL, B. y WHIPEHEAD, A.N.  "Principia hathematica," In

WEYL, Hermann, “Mathematics and Logic: A brief survey ser
ving as ovreface to a review of the 'Philosovhy of Bertrand
Russell.'"

POIWNCARE, Henri. Op.Cit. pédg 127.

Estd traducido al inglés en: HELJENOOR?, Jean van, "From.-— ;ﬂi
Frege to Ggdel: a Source Book in kathematical-Logic, 1379~ =

1931." Horth-Holland. pdg 199-215.
HEIJ¥NOORT, Jean van. Op.Cit. pdg 200. El subrayado es mio.

Por 'dominio' entiéndase el campo donde son vdlidas estas -
proposiciones. ademds, el dominio no es un conjunto, pues -~
caeriamos de nuevo en la falacia de suponer un conjunto uni
versal.

Zermelo utiliza la notacién i £ N para aenotar que X es un
subconjunto de N. Esta notacién fue desarrollada por Schi—
der en su “"algebra der Logik." 1890.

Log axiomas que mencicnamos son los priginales de Zermelo.
Pero la interpretacién simbdlica, que les damos a los axio-
mas es mia, no estéd muy formalizada.

Este axioma define la relacién de igualdad.

Este axioma admite la existencia del conjunto vacfo y de =
los conjuntos formados por uno y dos elementos.

Este axioma afirma que dado un conjunto y un predicado exig
te un subconjunto del ecnjunto formado por los elementos na
ra los cuales el vredicado es verdaderc

En este axioma entendemns que una proposicidén estd definida
cuando podemos establecer su validez por medio de las leyes
l6gieas waiversales,

Este axioma admite la existencia del coﬁjunto de las partes
de un conjunto. !

Admite la existencia del conjunto unién formado nor los ele
mentos de los elementos de un conjunto.
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(109).~ Se puede interpretar como el hecho que garantiza que el -~
“producto no es vacfo cuando alguno de sus factires no es
vacio.

(110).— Este axioma admite la existencia de un conjunto infinito
4 que contiene &l conjunto vacio. Este axioma sirve para re
presentar la progresién 0,1,2,..... de los numeros natura~
les.

(lll).~ Si se quieren estudiar desarrollos axiomatizados de la Teo
ria de Conjuntos véase: FRAuNKEL, 4%4. y otros. "Founda
tions of Set Theory." North—holland., SUPPES, Patrick. "A
xiomatic Set Theory." Dover.; BERNAYS, Paul. "Axiomatic

Set Theory." North-~Holland.

(112).— Jermelo consideraba como afirmaciones definidas a 6 b y -
M€ N.

‘“xj(ll3).- Esta sugestién ya habia sido hecha por Skolem en su articu

~lo: "wminige bemerrungen zur #xiomatischen Begrindung der
Mengenlehre.", leido en el Congreso de NMatemdticas Escandi
navas en 1922, sélo que Skolem no consideraba despiés el -
" ‘concepto de funcidn.

' f(i14)}¥'De esta forma eliminaba los conjuntos que no son elementos
‘ de si mismos.

(115) ~ PFRAuNKEL, a.A. "4u den Grundlagen der Cantor-Zermelo chen
iengenlehre." ilath. Annalen 86 (1922) 230-237 pp.

‘_(116).~ Posteriormente se naturalizarfa americano.

(1b7).— Se dedicé a la Teorfz de Conjuntos, Ecuaciones Diferencia
les, Andlisis kiatemdtico, Computacién, Andlisis Numérlco,
Investigacién de Operaciones, Topologia, etec.

S .

(119).— rstas limitaciones mds severas son innecesarias, pues las
parado jas no se pueden dar, ya que estaban eliminadas des
de antes. Ademds, restringuen mé&s el campo de trabajo.

(120).~ Von Neumann supone gue la interseccidén de estos dos domi
nios no es vacia,



R FRPURNSAN

(121) .=
L7 7 lada nosotros hicimos mencidén de la necesidad de una - jerar

(122)

(123) .-

(124).-

(125) .~

-(126) .~

(127).

©(128).- En lugar de ponerlos]ég[ygri

(129) .~ Pueden ser 'cqnjuﬂﬁds4£éfhin05'
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No hay que olvidar que cuzndo la Teorfa de Tipos fue Tormid

quizacién de los tipos, y que éste era infinita.

.~ El axioma por medio del cual €1 imoside las funciones aue

podrian definir totalidades demasiado grandes a vpartir de
argumentos establece que una funcidén 'a' llega a ser una -
funcidn-argumento si y sdlo si existe una funcidn 'b* (en
el dominio de funciones vpostuladas por lz teoria) tal que,
para cada argumento 'x', existe un argumento 'y' pira el
cual [a,y] #°A y [b,y] = : '

Léase el 'par (ordenads) x,y'.

Los conjuntos los denota medlan
las. Nosotros utilizaremos las
tro alfabeto. ' S

Las clases estén denotaaas nor le-r 1S 1a+1nas m?yu=cu*'tf

Cuande mencionamos que Xant (véase Lidbro I) afirmaba que
las proposiciones se dividen en analfticas y sintéticas,
mencionamos superficialmente las 'ideas de razdén' que tam
bién considera. Rant consideraba gue existian ciertus gy
posiciones que no eran ni analfticas ni sintéticas:; sino. -
que pertenecian a un grupo muy especial llamado .por é1 'i
deas de razdén'. Segin Kant, existen ciertas proposiciones
que dependen solamente de la formacién del individuo, como
la 'Fé'., Porque, la fe no agreza nada nuevo a nuestro cong
cimiento, 2ero cuando teremos fe no sSe dsbe wampozo & la ~
experiencia,

Cuando Hilbert publicé su ‘programa’ también aceptd -~
el concepto de 'ideas de razén' y afirmaba que el concepto
de 'infinito actual’' era una de ellas,

ahora, en el caso de Paul Bernays y sus clases, pare-
ce ser que éste estd tomando también las ideas de Kant, na
ra de esta forma considerar sus ‘clases’' como entes idea--
les.

Vo son férmulas-bien-formadas (fbf) del sistema que Ser——-
nays ha creado. '

ables del mismo ‘Sistema.

ases~términos’.
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'(130) ~ Esto lo hace basindose en A.A. Fraenkel y no en la concep
cién semdntica de k. Zermelo.

4:(131).;miéase 'A es equivalente a B'. Bernays utiliza la notacién
A % B, pero nosotros utilizaremos la notacidn convencional
(cantoriana),

(132).~ Como las clases son tratadas simplemente como extensiones
‘ de predicados, esta relacidén puede ser definida explicita
mente en términos de la relacién 16g1ca de la doble impli

cacidn.

“(133):~ Este esquema formaliza el 'Principio de Comprensién', pero
T solamente puede ser aplicado a clases y no a conjuntos.

~(134).~ Este principio fue tomado por Zermelo y Fraenkel como el
T *Axioma de Determinacién’.

i, (135).- Se encuentra en: QUINE, ¥illard van Orman. "Desde un punto
e de vista 1dgico." Ariel.

(136).— Que como habiamos apuntado con anterioridad, era un defec-~
: : to de la Teorfia de Tipos, pues se estaba utilizando el
concepto de iteracidén. adem#s el trabajar con los indices
es demasiado laborioso, pues a niveles suveriores es difi
cil situarse en el tipo en que uno estd trabajando.

(137).— ssto ,parece ser hecho con la intencidén de que los intuicioc
nistas no rechacen de principio sus axiomas.

(138) .~ Debemos acordarnos que whitehead y Russell se habifan dis
culpado de no justificar la validez ‘del axioma T2 dentro
del sistema T.

{139).~ Este hecho fue cuidado con gran esmero por Russell y white
head ya que daba pie a clertas paradojas, que el mismo Ru
ssell habia descubierto. ‘

(140) .~ 4o existiendo esie conjunto U, Quine no tenfa un axioma
oue postulara la existencia dn un conaunto infinito  como
era T3 en T. L

(141).~ Para que el sistema sea no contradlctorlo es muy importan
te que las variables de 'F(x)"sean mindsculas.



(142);ff .
L [ ”Mayo.r1957. (Recoullado por:. ALImn, xo
~.89).

- (145).-

- ter{sticas.

S (146).~
(147) o~
(148) .-

(149) .~

(150).-

(151}~

(152) .=

(153).~

:kl44);;‘
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HALKOS , Paul R. "Hicolds Bourbaki." 3¢i

tlflc Amerlcan.‘-:

‘;El les llama relaciones a los predicados.

LIBRO VII.- "CONCLUBIONES Y OTROS RESULTADOS",

4 algunos de los hechos que eé&ntorpecieron este desarrollo. .
tedrico, como son lag paradojas, ya no las znalizaremos, ;
por haberles dedicado un espacio muy graunde en capiiulos; -_;
anteriores. ‘ o

No haremos wun andlisis Drofundo de escas escuela i
considerarleo de fundamental 1mportanc1avba”a &l d=S¢rrollo i
del trabajo, solamente menclonaremos Slu pr1n01pales caraoj

Fue el primero gue formulé sus prircipics.
Frege fue el primero gue la extendid.

G. Peano fue el primer matemdtico que 1z

desa
més. K

DOU, ilberto. "Pundamentos de la Katemd 1c§.";Ldsada;q'
76. PR : R

BROUWER, L.E.J. "Intuitionism and ¥ormalism." pég.,83;

RUSSELL, Bertrand. "Los Principios de 1z latemdtica." Espa
sa~Calpe. pig 8.

Establece lo siguiente: De dos Julcios 'contradictorids,
uno es verdadero y otro es falso, no nabiendo otra posibi
lidad, sin decidir cudl =s verdadero y cuil é&s falso. Este
principic se utiliza para establecer las demostraciosnes
por ‘'Reduveccién al absurdo'.

"Cuando un conjuﬁto K y un objeto particular m son defini
dos de manera que,.por un lado m es un mismbro de i, y vor
otro, la definicidén de m depende de M, decimos que el pro
cedimiento (o 12 definicién de m, o la definicidn de X) es
impredicativo." KLEZNE, 3.C. Op. Cit. pdg 48.
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‘_(154).~ BOURBAKI, Jicolds. "Elementos de Historia de las Matemédti
: cas." Alianza Ed. pdg 62. El subrayado es mio.

“(1%55) .~ COHEN, Paul J. & HERSH, Ruben. "Teoria de Conjuntos No-Can
R toriana," pdg 238. (Recopilado por: KLIKE, Morris. Op.Cit.
. 238-247 pp). A

(156).~ 0 sea, no se esté suponiendo que el axioma sea verdadero o
i falso. ‘ R P o

3;(157J - Bs decir, que dentro dél;;;stema no se puede demostrar A y

CTA.

; j(lé&);—'La cual no mostraremos por'no‘estér;al'hivel de e€sta tesis.
:“—(i§9).— Estos no son los enunciados originales.  Para esto véase:
' ; LADRIsHE, Jean. "Limitaciones Internas de los Formalistas¥
Tecnos. pdg 370.

~(160).~ 44YL, Hermann. "Pilosnffa de 1us lLiatemdticas y de la Cien
cia Nagural," U.d,..h. pdg 251-2,

(161).~ También llamada 'iMetamatemdtica',

(162).— Para ésto identificaba 1la existencia matemdtica con la no | -
St eontradiceién (véase el final del &4, capitulo V).

(163).~ WEYL, Hermann, Ov, Cit. pdg 252.

(164).~ FRAENKEL, a.4. "Teoria de los Conjuntos y Légica,” U.N.A.M,
pdg 12. Seghn €1 se puede encontrar esto en: CaNTOR, Georg.
"Gesammlte Abhandlungen kathematischen und Philosophischen
Inhalts." Ed, por E. Zermelo. Berlfin., 1932. (reim. 1961).
pdg 165,

(165),~ FRABNKEL, a.a. Op. Cit. pdg 127.
(166).~ iiz(L, Hermann. Op, Cit. pdg 251.

(167).~ FRasKEL, A.A. Op. Cit. pdg 126.
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