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Cantor, por el contrario, cree en la existencia del 
infinito actual: el 'infinito acabado' que horrorizaba a Gauss y -
que Kronecker sólo admite como devenir. El autor de la Teoría de -
Conjuntos mira por primera vez cara a cara el infinito y ni se de~ 
lu.mbra ni se aterra, como cuando miramos el sol o la muerte; Kron~ 
cker, en cambio, aparta los ojos de la sima que abre a sus pies la 
teoría positiva del infinito y hace en el cuerpo de la Matemática 
una ablación que no es la limi taci6n griega, s1no la pro·testa ine­
vitable contra el absolutismo totalizador de tipo kantiano de que 
estaba empapada la teoría de cantor, 

••••• Los finitistas son cautos y cuando sienten que 
el suelo oscila bajo sus pies dan marcha atrás; los infinitistas, 
más audaces, procuran mantener el equilibrio y cuando creen que 
han vuelto a la estabilidad avanzan de nuevo sin tener en cuenta -
que el andamio que les ha servido para sus construcciones pende de 
un hilo que se puede romper. 

Francisco Vera. 



I N T R o D u e e I o N 

Cuando nosotros abrimos cualquier libro de Historia 

de las Matemáticas nos encontramos con dos posturas, con respecto 

a su contenido, diametralmente o~uestas. 

En la primera siempre nos mencionan que es un libro 

apto para cualquier persona y que no se necesita ningún conocimie~ 

to previo de la Matemática. Por lo general, se le da mucha impor-­

tancia a los aspectos personales del matemático en cuesti6n y una 

casi nula importancia al desarrollo de su obra. El resultado es wi 

anecdotario de la Matemática, o más claramente, wia 'chismología'. 

La segunda postura abarca aquellos libros que están 

dedicados a la gente especializada en él campo matemático. Compre!!_ 

den, en .su mayoría, una rama específica de la Matemática. Pero, 

desgraciadamente, s6lo son accesibles a una pequeña minoría. 

Mi intención al esc:r:ibir esta tesis es hacer U.W en­

sayo de Historia de la .i'eoria de Conjuntos que no sea m1 anecdota­

rio, para que la gente especializada este interesada; y que sea, -

al mismo tiempo, fácil de comprender a todas aquellas personas que 

no se dedican, o que apenas empiezan sus estudios (superiores) de 

Matemáticas. 

;u hacer un trabajo de historia siempre nos senti-­

mos obligados a justificarlo. El conocer o estudiar la Historia de 

la Ciencia que nos ocupa siempre ha sido menospreciado, nunca se -

le ha dado al estudio de la Historia de las Matemáticas el valor -

que se merece. 
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No voy a intentar justificar su estudio dentro de -

la propia Matemática o la necesidad de hacerlo. Veámoslo desde el 

punto de vista de su enseñanza. Estamos acostumbrados a estudiar -

la Matemática ya hecha, y no como se ha ido creando. 

La presente tesis puede considerarse como un peque­

ño muestrario de algunas de las lecturas, comentarios y discucio-~ 

nes que se hicieron durante los cursos de: Teoría de los Conjuntos 

I y II, Historia de las Matemáticas I y II y otros seminarios cur­

sados con el Prof. Francisco Zubieta R. 

No ·debe olvidarse, en ning'lin momento, que antes que 

un libro de Teoría de Conjuntos este ensayo es un intento por ba-­

cer una "Nueva Historia de la Teoría de Conjuntos", aunque es im--

--~~~-~~~alar que basta la fecha no se ha publicado ninguna. 

Sin embargo, esta tesis puede ser utilizada como un libro introduc 

torio al tema, y, en el mejor de los casos, como un libro comple-­

mentario al curso de 'Teoría de los Conjuntos I', que por su cont.!:_ 

nido, es difícil de encontrar. 

No pretendo hacer un análisis completo de todas las 

cuestiones que originaron el estudio de la Teoría de Conjuntos, ca 

mo tampoco lo hacemos de su desarrollo ni de sus consecuencias. Mu 

chas puntos s6lo son mencionados y otros de plano no son tomados -

en consideraci6n. 

La tesis fue dividida en siete libros (a la manera 

de los griegos) principales: 

(1) En el primero señalamos algunos de los proble-­

mas que influenciaron a Cantor a dedicarse a cues·tiones como: el 
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concepto de continuidad y el concepto del infinito. Tomando en 

cuenta únicamente los problemas concernientes a la Matemática y de 

jando de lado las cuestioqes filos6ficas o pertenecientes a otras 

ciencias. 

(2) El segundo es una pequeña biografía de Cantor. 

Este capítulo tiene un fin divulgatorio o de cultura general y, no 

lo considero de fundamental importancia para comprender su obra. -

Mientras que considero que para entender su vida si hay que cono-­

cer su obra. 

(3) El libro III es la traducci6n de una de las me­

morias más representativas de la obra de Cantor: "Contribuciones a 

la Fundamentaci6n de la Teoría de los Números Transfinitos" (pri-­

mer artículo, 1895). Por cuestiones técnicas me fue imposible tra­

ducirlo del idioma original. 

El fin de este capítulo es el de mostrar las ideas 

originales y no el de querer hacer una traducción perfecta del ar-:­

tículo, 1'.:n este libro considero de igual importancia las notas que 

se mencionan; ya que éstas son las ,que nos muestran la importancia, 

los corac::ntarios y las criticas que posteriormente se le h'i!'! hecho 

a la cera d.e Cantor. 

( 4) En el libro IV se desarrolla de una rnan-::ra sj_s­

temática la Teoría de Conjuntos para llegar al Teorema del Buen-Or 

den de Zermelo, partiendo de la definición de Conjunto Bien-Ordena 

do. -------------------

( 5) ~l quinto libro es un e~tudio sobre les diferen 

tes tipos de paradojas y antinomias que surgieron alrededor d_e la 

Teoría, aunque algunas de éstas no pertenecen cecesariamente al 

campo de la Matemática. 
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(6) En el libro VI se intenta mostrar cuales han si 

do los diferentes medios que han propuesto los matemáticos y fil6-

sofos para resolver algunos de los problemas que provocaron '.U1 ca­

os dentro de los Fundamentos de la Matemática a principios de si-­

glo. 

(7) Y, .finalmente, se señalan algunas de las conclu 

siones que se pueden obtener a través del estudio de la Historia -

de la Teoría de Conjuntos, además se señalan algunos de los resul­

.tados más modernos que han influido notablemente en el desarrollo 

de la Teoría de Conjuntos. 

No me queda más que agradecerles de la manera más -

sincera a los profesores Francisco Zubieta R. y Guillermo Torres D. 

sus innumerables consejos y correcciones. 



L I B R O I.-

IEl infinito! NingÚn otro proble 
ma ha conmovido tan profundamente el­
espÍ~itu del hombre. 

David Hilbert. 

BOSQUEJO HISTORICO 

Es en la escuela pitag6rica, fundada en Cretona en 

la segunda mitad del siglo VI a.c., donde encontramos la primera 

crisis de la Matemática(l). Esta escuela fundada por Pitágoras, 

"figura semiiegendaria y semirreal 11 (
2
), se dedic6 a estudios de ti 

po científico, filos6fico y políticos. 

Más que una escuela era una secta, pues todos los -

dogmas y enseñanzas se rodeaban je misterios y secretos. Es difí-­

cil averiguar cuales fueron las verdaderas contribuciones y aport::: 

cienes de los pitag6ricos a la Matemática, pues los conocimientos 

se 'trasmitían de una forma oral y se le atribuían a Pitágoras. 

Sin lugar a dudas su mayor aportación a la Matemáti 

ca fue la ,demostraci6n del ':"t0y llamado "Teorema de Pitágoras"( 3). -

La crisis que mencionamos en el primer párrafo se gener6, dentro -

de la secta pitag6rica, con el 'uescubrimiento' de los números i-­

rracionales al generalizar el famoso teorema. "El descubrimiento -

de los irracionales, esas cosas qc¡e no eran números, conrnovi6 pro­

fundamente la escuela pitag6rica: la secta impus6 el secreto sobre 

ese escándalo y una leyenda cuenta que Hipaso, que desobedeci6 la 

orden, fue alcanzado por la ira de los dioses y pereció en un nau­

fragio11(4). 
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Poco tiempo más tarde la Matemática sufriría un nue 

vo ataque por medio de Zen6n de Elea (450 a.c. aprox. - ?) quien: 

"Desarrollando las doc.trinas de Parménides, el jefe de la escuela 

eleática, descubre que el punto vulnerable del pitag6rismo radica 

en la interpretación del cuerpo geométrico como pluralidad, y con 

sus famosas paradojas hace despertar el espíritu crítico de los ma 

temáticos llamando la atención sobre las cuestiones en que ínter-­

viene el concepto de infinito y, al substituir la doctrina geomé~­

trica de la pluralidad por la doctrina abstracta de la unidad, le 

da un significado simbólico de tendencia idealista que culmina des 

pués en Plat6n."( 5) 

Bertrand Russell afirma ser el primero en haber es­

tudiado seriamente las paradojas de Zenón al hacer el siguiente e~ 

mentario: "En este mundo caprichoso nada lo es más que la fa:na p6~ 

turna. Una de las víctimas más notables de la falta de juicio de la 

posteridad es el eleático Zenón. Habiendo inventado cuatro argume~ 

tos, todos inconmensurablemente sutiles y pro fundos, la grosería -

de los fil6sofos subsiguientes lo consider6 co:no un mero Lnpostor 

y juzg6 a cada uno y a todos sus argumentos como sofismas. 11
(
6) 

Las paradojas de Zenón son las siguientes: 

(1) La Dicotomía.- Zen6n argumentaba que no hay mo­

vimiento porque aquello que se mueve cualquier distancia debe lle­

gar a la mitad de su curso ani;es de llegar al final; pero, antris -

de avanzar la mitad de su distancia, debió haber· avanzado la mitad 

de esa mitad, y así 'ad infinitum'; de aquí que el movimiento no -

puede nunca empezar. 

(2) ~quiles y la Tort(!g~ Se afirma que Aquiles 

nunca alcanza a la tortuga, pues Aouiles deberá llegar primen .. men-· 
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te al punto donde empez6 la tortuga, a.l llegar a este punto Aqui-­

les, la tortuga deberá estar en otro más adelante, y así sucesiva­

mente. 

(3) La Flecha.- Una flecha que se mueve en un ins-­

tante dado está en reposo o no está en reposo, es decir, se mueve. 

Si el instante es indivisible, la flecha no puede moverse, pues si 

lo hace el instante quedaría dividido inmediatamente. Pero el tiem 

po está constituido de instantes. Como la flecha no puede moverse 

en ningún instante, no podrá moverse en ningún momento. De aquí 

que siempre permanecerá en reposo. "Se ha considerado que ésta es 

una paradoja tan monstruosa que no merece siquiera discusión seria 

••••• Y veremos que es un lugar muy común muy importante y muy apl! 

cable, a saber: 'Todo valor posible de una variable es una constan 

t 
r ,,(7) 

e • 

(4) El Estadio.- "La mitad del tiempo puede ser i-­

gual al doble del tiempo. Supongamos tres fila!3_.de cuerpos, una de 

las cuales (A) está en descanso mientras las otras dos (B ,C) se -

mueven con igual velocidad en o pues.tas direcciones ( fig 1). Por el 

tiempo en que todos están en la misma parte de la carrera, B habrá 

pasado dos veces tantos cuerpos en C como en A (fig 2). 

Por tanto el tiempo que tarda en pasar C es dos ve­

ces mayor que el que tarda en pasar A. Pero el tiempo que B y C 

tardan en alcanzar J.a posici6n de A es el mismo. Por tanto, el do­

ble del tiempo es igual a la mitad". (B) 

A 

B 

e 
~ .. :,• . _... 

~'·•. 

. (fig. l) 

A 

B 

e . . . . 
(fig 2) 
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La rama que adquiriría u.na madurez insospechad& se­

ria la Geometría. Es con los "Elementos" de Euclides (300 a.c. 

aprox.) cuando la geometría llega a su máximo esplendor. Zs tan im 

portante su influencia que el mismo Inmanuel Kant (1724-1804) basó 

sus estudios sobre la raz6n en el molde conceptual del ge6metra a­

lejandrino • .Posteriormente veremos la influencia que tu.v6 Kant en 

el surgimiento de las diferentes escuelas filos6ficas dentro de la 

Matemática, 

Si tomamos los "Elementos" como la obra que repre-­

senta las ideas de los griegos, vemos que ellos tenían el concepto 

de un espacio finito, aunque muy grande, o que podian pensar en un 

espacio infinito de una manera constructiva. Por ejemplo, en el se 

. gundo postulado de Euclides leemos: "Prolongar ¡;or continuidad en 

linea recta una recta delimitada". ( g) Sn e-1 famoso q_uinto postula­

do se lee: "(¿ue, si una recta incidente sobre dos rectas, hace án­

gulos internos y de la misma parte menores que dos rectos, prolon­

gadas esas dos rectas indefinidamente coincidirán por la parte en 

que estén los ángulos menores que dos ángulos recto3."(lü) l'''.!:b:.1fo 

en lia definici6n 23 del libro I, Euclides menciona la misma idea, 

Í 
. . . (11) 

as como en muchas otras proposiGioues. 

Si, como en el segw1do postulado, Euclides menciona 

que la recta está delimitada es porque no está pensando en la rec­

ta como una totalic1.ad ya dada • .Pero no por ésto imposibilita a la 

recta de ser infinita, porque como menciona en el quinto postulado 

y en la definici6n 23,' ia recta puede ser prolongada indefinidamen 

te. 



- 5 -

Pero la Matemática Griega llevaba dentro de si los 

t 1 b :f. 1 . . .ó . (12) é elemen os que a aca ar an: a 1mag1nac1 n visual y el inter s 

tan importante que adquiere el sentido' de la estética(l3) hacen 

que el desarrollo de la Matemática se frene. 

Mientras caí.a la Matemática griega aparecía la Arit 

mética Indú, y es de aqui de donde aurge el álgebra creada por los 

Arabes. La difusión del álgebra produce una verdadera revolución -

que exalta la facultad creadora de los matemáticos, pero se produ­

ce una nueva crisis, pues la s:f.ntesis algebráico-lógica a que que­

daba reducida la matemática ideal era innaplicable en la F:f.sica. 

El problema del infinito no había sido olvidado por 

los hombres de ciencia. (l4) Galileo Gaiilei (1564-1642) escribió -

lo siguiente: "Esto de fijar un infinito como mayor que otro infi­

nito es, en mi opinión-, un concepto que nunca se podrá comprender 

de ningún modo."(l5) 

El diálogo entre 'Salvatius' y 'Sagrado' es de la -

siguiente manera: 

"Salvatius: Si pregunto que cuántos son los números 

cuzdrados me puedes contestar en verdad que hay tantos como raices 

cuadradas, porque cada cuadrado tiene su raiz, y cada ra:f.z su cua­

drado, y no hay ni un sólo cuadrado que tenga más de una raiz, ni 

una raiz que tenga más de un· sólo cuadrado. 

Sagredo: ¿Qué es lo que debe uno concluir bajo es-­

tas circunstancias? 

Salvatius: No creo que quepa otra decisión que la -

de decir que todos los números son infinitos, hay infinitos cuadr~ 

dos y ni la multitud de cuadrados es más grande que la de todos 

los números ni esta es mayor que aquélla, y, en conclusión, los a­

tributos 1e 'igualdad', 'mayor que', o 'menor que' no tienen lugar 
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entre los infinitos, sino t&n sólo en las c&.ntidades finitas".'l 6 ) 

"En el ejemplo de Galileo todos (la claae) de los -

enteros 'cuadrados es equivalente a la clase de ¡;ocios loa enteros -

positivos. 11 <17 > 

l 2 3 ...... n 

1 
1 

! ! 1 
4 ~. n2 ........ 

Es en 1637, con René Descartes (1596-1650), cuando 

nace propiamente la Geometría Analítica (aunque el nombre es mu;r -

posterior), ya que en uno de los ensayos ("La Geometría") queª?ª­

rece en el "Discurso del Método para conducir bien la razón y bus­

car la verdad en las Ciencias, además: La Di6ptrica, Los hlete~ros 

y la Geometría;_que son ensayos de ese método", es de donde surgen 

los fundamentos de la nueva rama matemática. Es en esta obra donde 

aparece por primera vez el uso de las primeras letras del alfabeto 

(a,b,c, ••••• ) pana los valores conocidos y las úl·t;imas (x,;1,z, .•• ) 

para los valores desconooidos, asi tamb::.~n e );no el uso de l )S 9:z:JJ 

nen tes. 

Descartes demuestra la posibilidad de determinar la 

---:----.... recta:--t11lhi?illtlo·-aos .. "d.~ ·~Üs pub.toa, y no <i"i"fríplemente el segmento que 

los une. Este hecho es fundamental pues cambia por completo el co~ 

cepto de infinito. Al estar dada la recta entera nosotros no tene­

mos necesidad de prolongarla indefinidamente pues la tenemos düéeE 

b . "" 't t l (lB) minada completamente. o sea, o tenemos un 1n11n1 o ac ua • 

John 'Hall.is (1616-1703) fue el primero en introdu-­

cir el símbolo de infinito (..o) en la Matemática, ésto lo hizó en 

su obra más famosa "Arithmetica lnfinitorum" (1655). Además fue el 

primero que se dedic6 al e~tudio sistemático de las series. 
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Más tarde, cuando se crea el Cálculo Diferencial e 

Integral se abandona la concepci6n sintética y desaparece la uní-­

dad armoniosa de la Matemática que le habían dado Euclides a la 

Geometría y Descartes al Algebra. (l9) 

Guillermo Godofredo Leibniz (1646-1716), uno de los 

creadores del Cálculo, "se pregunta: ¿Qué hay más, números natura­

les 1,2,3, ••• ,n, ••• 6 números pares 2,4,6, •• ;2n, ••• ? se asusta y~ 

firma: 'El número de todos los números encierra una contradicción' 

y archiva el problema. 11 <2o) 

Pocos afios más tarde, en 1764, Voltaire decía: "Ad­

mitimos, en Geometría, no solamente magnitudes infinitas, es decir, 

magnitudes mayores que cualquier magnitud asignada, pero magnitu-­

des infinitas infinitamente mayores una que la otra. Esto asombra 

nuestra dimensi6n de cerebros, el cual tiene cerca de seis pulga-­

das de largo, cinco de ancho, y seis de profundidad, en las cabe-­

za.a más grandes."( 2l) Un poco más, adelante dice: "Tenemos definido 

hábilmente el infinito en aritmética mediante un nudo de amor, de 

esta manera ca ; pero no poseemos por lo tanto una noci6n clara de 
él."(22) 

Inmanuel Kant señal6 en su "lntroducci6n de la Cri­

tica de la Raz6n Pura" que las proposiciones se dividen en Analíti 

cas y Sintéticas, y estas "6.ltimas a su vez en 'a pri~ri' y 'a pos­

teriori'. Kant asegura que las proposiciones analíticas son aque-­

llas cuya negaci6n es contradictoria en sí, mientras que las sint! 

ticas son aquellas que añaden algo nuevo a nuestro conocimiento, -

las a priori son condiciones necesarias de la posibilidad de la e! 

periencia objeti¡¡a, mientras que las a porteriori dependen de la -
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percepci6n sensible. 

Ahora, Kant afirma que todas las proposiciones de -

la Matemática pura pertenecen a la clase intuitiva de las proposi­

ciones sintéticas a priori, ésto debido a que: (1) son juicios sin 

téticos ya que al describir el espacio y el tiempo describimos en­

tidades particulares, y (2) son a priori porque no describimos im­

presiones sensibles (al describir el espacio y el tiempo) sino las 

matrices permanentes e invariantes del espaaio y el tiempo. 

"La matemática pura tiene su objeto de estudio en -

la estructura del espacio y el tiempo, libre de material empírico. 

La matemática aplicada, en cambio, tiene su objeto de estudio en -

la estructura del espacio y el tiempo juntamente con el material -

que la llena ... <23> 

Mientras que con Augustin Louis Cauchy (1789-1857) 

el Análisis salia triunfante de su polémica con la Geometría Des-­

cripti va• renovando el concepto filos6fico de continuidad e introdu 

ciendo (de nueva cuenta) el rigor en la Matemática; Johann Karl -

Friedrich Gauss (1777-1855) atacaba la idea del infinito 'actual' 

de la siguiente manera: "Protesto contra el uso de la magnitud in­

finita como una cosa completa, que jamás puede permitirse en Mate­

máticas. Infinito es simplemente una forma de hablar, y la verdade 

ra significaci6n es un límite al que ciertas razones se aproximan 

indefinidamente, mientras otras aumentan sin restricci6n."< 24 > 

A través del desarrollo del presente trabajo nos h~ 

mas podido dar cuenta de los problemas internos (no todos) que 11~ 

vaba dentro de sí la Matemática, debidos principalmente al concep­

to de infinito. Además, el fracaso de las especulaciones sobre el 

infinito actual y la aritmetizaci6n del Análisis crean dos disci-­

plinas irreductibles al parecer: la Matemática de lo finito y de -

-----·" 
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lo infinito, la de lo numerable y la del continuo, que correspon-­

den a las condiciones hist6ricas de la evo'luci6n del pensamiento -

matemático. 

Es aquí cuando aparece el genio de un 'demente'en -

el contexto de nuestra historia con su 'Teoría Üe los Conjuntos': 

Georg Cantor (1845-1918). Quien contestaría a Gau~s de la siguien­

te manera: "A pesar de la diferencia esencial entre los conceptos 

del infinito 'potencial' y 'actual' -el primero significa una mag­

nitud finita 'variable', que aumenta más allá de todos los limites 

finitos, mientras el Último es una magnitud 'constante', fija, más 

allá de todas las magnitudes finitas- ambas son con frecuencia con 

fundidas ... <25 ) 



L I B R O II.-

La esencia de la Matemática riF. 

dica en su libertad. 
Georg Cantor. 

¡ UN DEMENTE ••••• GEORG CANTOR 

Georg Ferdinand Ludwig Cantor nació el 3 de marzo -

de 1845 en la ciudad de San Petesburgo, Rusia. Los padres de Georg 

fueron: Georg Waldemar Cantor y .María Bohm. Fue el mayor de su fa­

milia, sólo tuvó dos hermanos: Constantin y Sophie Nobiling. 

La familia era cristiana, su ¿adre protestante y su 

madre cat6lica. Cantor, al igual que Leopold Kronecker (1823-1391), 

se inclin6 por el protestantismo. Años más tarde los jesuitas se -

basarían en la Teoría de Conjuntos en sus intentos de dar nuevas -

demostraciones de la existencia de Dios y de algunos misterios de 

la religi6n. Cantor no solamente no contribuyó a estas ideas eino 

que las ~tacó de una manera formal. 

El talento y precocidad m~temática de Cantor f~.iero•1 

reconocidas antes de que éste cumpliera los quince años. Primera-­

mente tomó clases particulares, pasando más tarde a la escuela ele 

mental de San Petesburgo •. :?osteriormente, ya en Alemania, asisti6 

a escuelas privadas en Francfort y Darmofadt y, a la edad de quin­

ce años ingres6 en el Instituto de Wiesbaden (18óO). 

Su padre lo obligó a seguir los estudios de ingeni~ 

ría, por ser una carreta más lucrativa, imoosibilitando en un prin 

cipio sus estudios en Matemática. Más tarde el padre cedería de su 

capricho permitiéndole la entrada. a la Universidad de Zurich en 
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1862. Al año siguiente muri6 su padre;y se cambió a la Universi.;.­

dad de Berlín. 

Bn Berlín, Canóor se especializ6 en los estudios de 

Matemática, Filosofía y Física, aunque a esta áltima nunca se dedi 

có. Aquí sus maestros fueron Ernst Eduard Kummer (1810-1893), Karl 

Weiestrass (1815-1897) y Kronecker. Posteriormente pasó a otra Un.!_ 

versidad y estuvó un semestre (1866) en Gottingen, el centro mate­

mático más importante que ha habido en la Historia de la Matemáti-

ca. 

A los 22 años, Cantor publicó su primer trabajo in­

dividual y personal basado en una memoria de Gauss ("Disquisitio-­

nes Arithmeticae") donde había dejado ún problema pendiente. El 

problema consistía en la solución en números enteros x,y,z, de la 

ecuación indeterminada 

ax2 + by2 + cz2 = O 

donde a,b,c son nmneros enteros. Era una demostraciéú completamen­

te clásica, por lo que se ve el talento del matemático pero no su 

gran genio. Lo mismo se puede dacir de todos sus trabajos hasta la 

edad de 29 años. 

Cantor primeramente se dedicó .a la teoría gausi~na 

de números, posteriormente pasó al Análisis riguroso, en particu-­

lar al estudio de las 'l'eorías de las Series Trigonométricas. El e~ 

tudio de los conceptos de continuidad, de límite y de convergencia 

lo llevaron al estudio eY.haustivo de los fundamentos del análisis 

y de la filosofía del infinito. 
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La carrera académica de Cantor transcurrió en la U­

niversidad de Halle(
26

) donde, en 1869, fue nombrado maestro Pri-­

vatdozent<27>. En 1872 es nombrado profesor ayudante y antes 'de 

que su obra fuera atacada por la crítica es nombrado profesor ordi 

nario (1879). 

En 1874 publicó su primera memoria relacionada con 

la Teoría de Conjuntos. En esta memoria Cantor se reveló como un. 

matemático creador y original debido a los métodos seguidos y a 

los resultados obtenidos. En esta memoria demostró la numerabili-­

dad de los n6meros algebráicos< 28 >. 

Cantor se casó en 1874 con Vally Guttman, tuv6 dos 

hijos y cuatro hijas, de los cuales ninguno se dedicó a la Matemá­

tica. 

En 1884, Cantor fue internado por primera vez en 

una clínica para enfermos mentales. Debido a su falta de carácter, 

a sus constantes momentos depresivos y al ataque incesante de sus 

contemporáneos, Cantor comenzó a dudar de su obra. Los ataques de 

Kronecker fueron tan constantes y faltos de misericordia que fue -

imposible para Cantor conseguir una plaza importante en la Univer­

sidad. Las visitas a la clínica se hicieron más.constantes y pro~ 

longadas. Cantor, finalmente, solicitó al Departamento de Matemát! 

cas de la Universidad su traslado al de Filosofía. 

Richard•Dedekind (1831-1916) simpatizó con Cantor -

porque la obra de ambofl y sus consecuencias habían tomado caminos 

paralelos. También Charles·1lermite (1822-1901) simpatizó co~áll-­

tor y así lo demuestra él en uno de sus escritos: "Los elogios que 
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Hermite me hace en su carta ••••• respecto a la cuestión de la teo 

ria de conjuntos son tan importantes en mi opinión, tan inmereci-­

doa, que no me atrevo a publicarlos pára no incurrir en el repro-­

che de haber sido deslumbrado por ellos." ( 29 ) 

Poco a poco su obra fue reconocida, recibió múJ.ti-­

ples honores. Cantor y Kronecker habían logrado una reconciliación, 

aunque de una manera superficial, pocos años ·antes de que éste Úl­

timo muriera. 

Finalmente, Cantor muri6 el 6 de enero de 1'918, a -

la edad de 73 años, en la clínica psiquiátrica de Halle. Su obra 

solamente puede ser comparada, en importancia, a la de Isaac New-­

ton (1643-1727) y Godofredo G. Leibniz (1646-1716). 
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L I B RO III.-

"El 'concepto de infinito ea nuee 
tro mejor amigo¡ ea también el mayor e~ 
nemigo de nue11tra paa mental. Weieetrase 
nos enaeii.ó a creer que hemos al fin do-
111ado y domesticado completamente este e 
leJ11ento ingobernable. Sin embargo, no : 
fue así; volvió a recobrar su libertad. 
Hilbert y Brouver han venido a d0111esti­
oarlo una vez mas. t Por cuanto tiempo? 
Deseamos saberlo." 

James Pierpont. 

CONTRIBUCION A LA FUNDAMENTACION 

DE LOS NUMEROS 

TRANSFINITOS.-

( Primer Artículo). 

h 
EL CONCEPTO DE POTENCIA O NUMERO CARDINAL.-

Por un agregado (menge) entendemos cualquier colec­

ci6n M dentro de un todo de objeto~ m determinados y bien distin-­

tos de nuestra percepción o nuestro pensamiento. Estos objetos son 

llamados los elementos de M. 

En símbolos expresamos esto así: 

(1) 

Denotamos la uni6n de muchos agregados M,N,P, •••••• 

los cuales no tienen elementos comunes, dentro de un agregado sin­

gular por 

( 2) ( 31) (M,N,P, ••••• ) • 

L~amaremos con el nombre de 'parte' o 'agregado Pli!:, 

cial' de un agregado M cualquier otro agregado M1 cuyos elementos 

también son elementos de M. 
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Si M2 es una parte de M1 y M1 es una parte de M, en 

tonces M2 es una parte de M.(32) 

Todo agregado M tiene una 'potencia', la cual tam-­

bién llamaremos su 'número cardinal'. 

Llamaremos con el nombre de 'potencia' 6 'número 

cardinal' de M el concepto general que, con ayuda de la actividad 

de nuestra inteligencia, surge del agregado .M cuando hacemoQ__fibt-: __ 

tracci6n de la naturaleza de sus elementos m y del orden en el 

cual están dados. 

[48~ Denotamos el resultado de este doble acto de 

abstracci6n, el número cardinal o potencia de M, por 

( 3) M ( 33) 

Desde que cada elemento singular m, si nos abstrae­

mos de su naturaleza, se convierte en una 'unidad', el número car­

dinal M ·es un agregado definido compuesto de unidades, y este núme 

ro tiene existencia en nuestra mente como una imagen intelectual o 

proyección de un agregado M dado. 

Decimos que dos agregados M y N son 'equivalentes', . 
.. ~·-------··~------~-----

en símbolos 

6 N ,v M, 

si es posible ponerlos, por alguna regla, en una relación tal que 

a cada elemento de cada agregado corresponda uno y solamente un e­

lemento del otro. A cada parte M1 de M corresponde, entonces, una 

parte equivalente definida N1 de N, e inversamente. ( 34 ) 
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Si tenemos tal regla de co-ordinaci6n de dos agreg~ 

dos equivalentes, entonces aparte del caso en que cada uno de ellos 

consista solamente de un elemento, podemos modificar esta regla de 

muchas maneras. Podemos, por ejemplo, tomar siempre cuidado de un 

elemento especial m0 de M a su correspondiente elemento especial -

no de N. Por si, de acuerdo a la regla original, los elementos m0 

y no no se corresponden, pero al elemento m0 de M corresponde el -

elemento n1 de N, y al elemento n 0 de N corresponde el elemento m1 

de M, tomamos la regla modificada de acuerdo a la cual m0 corres~ 

ponde a n0 y m1 a n1 y para los otros elementos la regla original 

queda sin alterar. Por estos medios el fin se obtiene. <35 > 

Todo agregado es equivalente a sí mismo 

( 5) M ....> M. 

Si dos. agregados son equivalentes a un tercero, son equivalentes -

entre si, es decir; 

(6), de Id,.... P y N ,..; P se sigue M ,.J N. (36 ) 

De fundamental importancia es el teorema que dos a­

gregados M y N tienen el mismo nllinero cardinal si, y s6lo si, son 

equivalentes; así, 

(7) de M,..) Ñ obtenemos i = N 

y 

( 8) de Y Ñ obtenemos M N N. 

Así la equivalencia de agregados forma la condición necesaria y su 
. ( 37) 

ficiente para la igualdad de sus números cardinales. 

[483] De heoho, de acuerdo a la definición anterior 

de potencia, el número cardinal M queda sin alterar si en el lugar 

de cada uno, o muchos o aún todos los elementos m de M otras cosas 
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son substituidas. Si, ahora, M rJ N, existe una regla de co-ordina­

ci6n mediante la cual M y N están referidos unívocamente y recípr~ 

camente uno al otro; y por esto al elemento m de M corresponde el 

elemento n de N substituido, y, de esta forma, M se transforma en 

N sin alterar su número cardinal. Consecuentemente 

"M = 1i. 

El converso del teorema resulta de la nota que en-­

tre los elementos de M y las diferentes unidades de su número car­

dinal M una relaci6n recíprocamente univoca (o biunívoca) de co-­

rrespondencia subsiste. Porque, como vemos, M crece, por así decir 

lo, fuera de M de tal manera que de cada elemento m de Muna uni­

dad especial de M surge. Así podemos decir que 

-( 9) M rJ M. 

De la misma manera N Ñ N. Si entonces¡· Ñ, tenemos, por (6), 

M Ñ N. 

Mencionaremos el siguiente teorema, el cual resulta 

inmediatamente del concepto de equivalencia. Si M,N,P, ••• son agr~ 

gados que no tienen elementos comunes, M' ,N',P', •••••• son también 

agregados con la misma propiedad, y si 

M ,., M', N ,., N', P ,.. P', 

entonces siempre tenemos 

(M, N, P, •••• ) ,..,, (M • ,N' , .P' , •••• ) • 

"MAYOR" Y "MBNOR" CON POTENCIAS.-

Si para dos agregados M y N con los números cardina 

les <::\. = M y b = Ñ, y ambas condiciones: 
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(a) No existe parte de M que sea equivalente a N, 

( b) Existe una parte N1 de N, tal que N1 "' M 

se cumplen, es. obvio que estas condiciones se siguen cumpliendo si 

en ellas son reemplazados, M y N, por dos agregados equivalentes, 

M' y N'. Así ellas expresan una relaci6n definida de los nmneros -

cardinales ~ y b del uno al otro. 

[484] Además, la equivalencia de M y N, y así la i­

gualdad de o._y b, es exclusiva, porque si tenemos M N N, tendremos, 

porque N1 t\l M, la equivalencia Ni ,.,, N, y entonces, porque M "" N, -

debe existir una parte M1 de M tal que M1 N M, y por lo tanto debe 

mos tener Mi~ N; y esto contradice la condición (a). 

Terceramente, la relaci6n de ~a b es tal que hace 

imposible la misma relaci6n de b a<>..; porc;.ue si en (a) y (b} las -

partes jugadas por M y N son intercambiadas, dos condiciones sur-­

gen, las cuales son contradictorias a las ya formadas. 

Expresamos la relación de Q en ~ caracterizada por 

(a) y ( b) diciendo: ~ es "menor" que b 6 lo es "mayor" que c:t.; en -­

símbolos 

(l) 

Podemos probar fácilmente que 

( 2) Si <\. < !.:. y b < e , entonces siempre tenemos ~ < ~ • 

Análogamente, de la definición, se sigue inmediata­

mente que, si. Pi es una parte de un agregado P, de <l < P1 se sigue 

.o..< P y de P < b se s.igue P1 < ~. 
Hemos visto que de estas tres relaciones 

o..=°b .~<b,b<o.. 
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cada una excluye a las otras dos. Por otro lado, el teorema que, -

con cualesquiera dos números cardinales o.. yb, una de esas tres re 

laciones debe realizarse necesariamente, no es por su significado 

evidente por sí misma y difícilmente puede ser probada en este PU!! 

to. 

No hasta más tarde, cuando nosotros hayamos adelan­

tado en el examen sobre las sucesiones ascedentes de los números -

cardinales transfinitos y una visi6n dentro de su conexi6n, resul­

tará la verdad del teorema: 

A.- Si o.. y .b son dos números cardinales cualesquie­

ra, entonces 6 ó.. = b, 6 o..< .b 6 ~> ~ • 

De este teorema los teoremas siguientes, de los cu~ 

les, como sea, no haremos uso aquí, pueden ser derivados simpleme~ 

te. 

B.- Si dos agregados M y N son tales que M es equi­

valente a una parte N1 de N y N a una parte M1 de M, entonces M y 

N son equivalentes; 

c.- Si M1 es una parte de un agregado M, M2 es una 

parte del agregado M1 1 y si los agregados M y M2 son equivalentes, 

entonces M1 es equivalente a ambos M y M2; 

D.- Si, con dos agregados M y N, N no es equivalen­

te a M ni a una parte de M, existe una parte Ni de N que es equiv! 

lente a Al; 

E.- Si dos agregados M y N no son equivalentes, y e 

xiste una parte N1 de N que es equivalente a M, entonces ninguna -

parte de M es equivalente a N. 

~8~ §3 
LA.ADICION Y MULTIPLICACION CON POTENCIAS.-

La uni6n de dos agregados M y N que no tienen ele-­

mentas comunes fue denotada en §1, (2) por (M,N). Lo llamamos el -
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"agregado unión (vereinigungsmenge) de M y N". 

Si M' y N' son otros dos agregados sin elementos co 

munes, y si M N M' y N N N', vemos que tenemos 

(M,N) ...J {M',N'). 

De aqu! que el número cardinal de (M,N) solamente depende de los -

números cardinales M = Q. y Ñ = b • 
Esto nos lleva a la definición de la suma de <).. y b. 

Ponemos 

(1) o.. + b. = ('M,Ñf. 

Desde que en el concepto de potencia hacemos abstrae 

ci6n del orden de los elementos, concluimos inmediatamente que 

(2) ~ + b = b. + <X. ( 38) 

y para tres números cardinales cualesquiera <:\., b , ~ tenemos 

(3) ó-. + (b +.e) = (O..+ b) +~. ( 39) 

Llegamos ahora a la multiplicación. Cualquier ele-­

mento m de un agregado M puede ser pensado como ligado con cual--·­

quier elemento n de otro agregado N para así formar un nuevo ele-­

mento (m,n); denotamos por (M.N) el agregado de todas estas ligad~ 

ras (m,n) y lo llamamos el "agregado de ligaduras (verbindongsmen­

ge) de M y N". Así 

(4) (M.N) = { (m,n)J. 

Vemos que la potencia de (M.N) solamente depende de las potencias 
... - 1 M = C\.. y N =Q; porque si r~emplazamos los agregados M y N por los 

agregados 

M'. {m'} y N' = {n•J 
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respectivamante equivalentes a ellos y, consideramos m,m' y n,n• -

como elementos correspondientes, entonces el agregado 

(M.'.N') = {(m<n•)} 

es llevado en una correspondencia recíproca y unívoca con (M.N) 

guardando a (m,n) y (m',n') como elementos correspondientes. Asi -

( 5) (M'.N'),.., (M.N). 

Definimos ahora el producto q_. \> por la ecuación 

( 6) ~ . b = ("M':'Ñ) • 

[ 486) Un agregado con el número cardinal <\. • ~ puede 

ser· compuesto a partir de los agregados M y N con los nlÍmeros car­

dinales~ yh de acuerdo a la siguiente regla: Comenzamos a partir 

del agregado N y ~eemplazamos en el cada elemento n por un agrega-

do Mn M; si, entonces, reunimos los elementos de todos estos a--

gregados Mn en un todo S, vemos que 

(7) S ~ (M.N), 

y consecuentemente 

Porque, si, con cualquier regla dada la correspondencia de los dos 

agregados equivalentes M y Mn, denotamos por m el elemento de M 

que corresponde al elemento mn de Mn, tenemos 

( 8) S = { mnJ; 

y así los agregados S y (M.N) pueden ser referidos recíprocamente 

y unívocamente uno al otro tomando mn y (m,n) como elementos co--­

rrespondientes. 
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De nuestras definiciones resultan inmediatamente 

~-b=~·~ 

4_.(b.4) = (4.·.b)·.C 

~·(b+~) = ~·~+.q_:4; 

{M.N) '"' (N.M) 

(M.(N.P)) ~ ((M.N).P) 

(M. (N ,P)) ,,;, ((M. N) , (M. P). 

La adici6n y multiplicaci6n de potencias están suj~ 

tas, por lo tanto, a las leyes conmutativas, asociativas y distri­

. butivas. 

~4 

LA EXPONENCIACION DE POTENCIAS.-

Por un "cubrimiento de un agregado N con elementos 

del agregado M", 6, más simplemente, por un "cubrimiento de N con 

M'', entendemos una regla med·iante la cual cada elemento n de ;; es­

tá ligado a un elemento defi~ido de M, donde. uno y el mismo eleme~ 

to de M puede venir repetidamente en la aplicaci6n. El elemento de 

M ligado con n, es, de una forma, un valor de u..~a funci6n de n, y 

puede ser denotado por f(n); y es llamada una "funci6n cubierta de 

n". La cubierta correspondiente de N será llamada f(N). 

[487] Dos cubiertas f1 (N) y f2(N) se dicen iguales 

_s_i~ v s~lQ_si,~ '!:e4t:l_~os n de N la ecuaci6n 

(1) 
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se cumple, de tal forma que si esta ecuaci6n no subs±ste aún para 

un elemento singular n = n0 , f1(N) y fg(N) son caracterizadas como 

cubrimientos diferentes de N. Por ejemplo, si m0 es un elemento 

particular de M, debemos hacer que, para todos los n's 

f(n) = mo; 

esta regla constituye un cubrimiento particular de N con M. Otra -

clase de cubrimientos resulta si m0 y m1 son üos elementos partic~ 

lares distintos de M y n0 un elemento particular de N, 

f(n0 ) = m0 

para todos los n's que son diferentes de no. 

La totalidad de cubiertas diferentes de N con M fo~ 

roa un agrega.do definido con los elementos f(N); lo llamamos el 

"agregado cubierta (belegunsmenge) de N con M", y lo denotamos por 

(NIM). Así: 

( 2) (NIM) = {f(N)}. 

Si .M rJ M' y N rJ N • , encontramos fácilmente que 

(3) (NIM),.., (N'IM'). 

Así el número cardinal de (NIM) depende s6lo de los cardinales 

M = o.. y N= b; nos sirve para nuestra defini.ci6n de </:: 

(4) ~ = (Ñii). 

Para cualesquiera tres agregados M,N,P, probamos fá 

cilmente los teoremas 
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(5) ((NIM).(Pliú)) "' ( (i~ ,P)f.M), 

(6) ((PIM).(.PIN)) ,., (PI (M.N)), 

(7) (PI (NIM)) rJ ((P.N)IM), 

= de los cuales, si ponemos P = .e , tenemos, por (4) y poniendo aten-

ción al §3, los teoremas para cualesquiera tres números cardinales 

(l,.,b,~: 

( 8) 

(9) 

(10) 

lf.. b4 = (<t_.b )~ 

(~'t. )e = <lb.e 

[488] Vemos que tan profundas y enriquecedoras son 

estas simples fórmulas extendidas a potencias mediante el siguien­

te ejemplo. Si denotamos la potencia del continuo lineal X (o sea, 

la totalidad X de números reales tales que O~ x ~ 1) por <:, vemos ".'" 

fácilme~te que puede ser representada por, entre otras, la fórmu-~ 

la: 

(11) 

donde el 9 6 da el significado de X.. De hecho, por ( 4) , 2~ es la -

potencia de todas las representaciones 

(12) x = f(l) + f(2) + ••• + !1Yl + ••• (donde f(v) = 
2 22 2v 

O 6 a l) 

de los números x en el sistema binario. Si ponemos atención al te­

cho de que cada número x está representado una sola vez, con la e~ 

cepción de los números. x 2v + l < l, los cuales están representa-
2v 

dos dos veces, tenemos, si .denotamos la totalidad "numerable" de a 

quel por { sv} , 
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Si sacamos de X cualquier agregado numerable ftv} y d~notamos el -
·'·.,, 

restante por X1, tenemos: 

así que 

y así (91) 

:X: = ( { tvJ ,X1) = ( { t2v:..1} ,{t2vJ,X1); 

Usv},:X:) = ({svJ,{tvf,X1), 

{t2v-1} N {sv}, { t2v~ r-i. {tv}, X1 1\) X1; 

De (11) se sigue elevando al cuadrado por §6, (6), 

~ • e = 2 il·. 2 "/.o = 2 ¡(. +io = 2 ~o = ~ 

y::de aquí que, continuando la mul tiplicaci6n por 

(13) ~V = ~ 1 

donde v es cualquier número cardinal finito. 

Si alzamos ambos lados de (11) a la potencia X.. ob-

tenemos 

pero desde que, por el §6 ( 8) ;/...·to= t., tenemos 

(14) 

Las f6rmulas (13) y (14) significan que la dimen--­

si6n-v y la dimensi6n-X'.o del continuo tienen la potencia de la di­

mensi6n-l continua. Así el contenido completo de mi articulo en el 

Journal de Crelle, Vol LXXXIV, 1878, está derivado algebráicamente 

puro con estas pocas plumadas de las f6rmula8 fundamentales del 

cálculo con números cardinales. 
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9 5 

LOS NUMEROS CARDINALES FINITOS.-

Mostraremos ahora como los principios que hemos es­

tablecido, sobre los cuales construiremos más tarde 1a teoría del 

infinito o números cardinales transfinitos, proporcionando también 

la más natural, corta y rigurosa fundamentaci6n de la teoría de 

los números finitos. 

A una cosa singular e0 , si la subllamamos bajo el -

concepto de agregado Eo = (eo), corresponde a un número cardinal, 

al cual llamamos "uno" y lo denotamos por l; tenemos 

(1) 

·Unamos ahora a E0 otra cosa e1, y llamamos al conjunto uni6n E1, 

tal que 

( 2) 

El n'6mero cardinal de E1 es llamado "dos" y está denotado por 2: 

(3) 

Añadiendo nuevos elementos obtenemos la serie de agregados 

.-- .. ·--------.... _____ , -. --··-----~------:-· 

la cual nos da sucesivamente, una sucesión ilimitada, los otres 

así llamados "números cardinales finitos" denotados por 3,4,5, .... 

El uso que hemos hecho de estos números como sufijos está justifi­

cado por el hecho de que un número sólo puede ser usado como un su 

fijo cuando ha sido definiuo como un número cardinal. Tenemos, si 

por v-1 es entendido el núm,ero inmediatamente precedente de v en -

la serie anterior 

(4) v = Ev-1 
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( 5) 

De la definición de la sume en el 3 s~ sigue 

(6) 

es decir, cada número cardinal excepto el 1, es la suma del inme-~ 

diato predecesor y l. (40) 

Ahora, los siguientes teorema~ vienen a caer en pr! 

mer plano: 

A.-·Los términos de la serie ilimitada de números -

cardinales finitos 

1,2,3, . ..•. ,v, ..... 

son todos diferentes uno del otro (es 4ecir, la condición de equi­

valencia establecida en el 91 no se cumple para los agregados co-­

rrespondientes). 

[490] B.- Cada uno de estos mimaros v es mayor que 

los que lo preceden y menor que los que le siguen (§2). 

C.- No existen números cardinales que, en magnitud, 

caigan entre dos números consecutivos v y v+l (§2). 

Haremos la demostración de estos teoremas descansan 

do sobre los dos siguientes, D y E. Debemos, entonces, en el próx! 

mw lugar, dár demostraciones rigurosas de los Últimos teoremas. 

D.- Si M es un agregado tal que tiene igualdad de -

potencia con ninguna de sus partes, entonces el agregado (M,e) el 

cual surge de M añadiéndole un elemento singular e, tiene la misma 

propiedad de ser de igual potencia con ninguna de sus partes. 

E.- Si N es un agregado con el número cardinal fini 

to v, y N1 es cualquier parte de N, el número cardinal de Ni es i­

gual a. uno de los números precedentes 1,2,3, ••••• ,v-l. 

Demostración del D.- Supongamos que el agregado 
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(M,e) ea equivalente a una de sus partea la cual llamaremos N. En 

tonces dos casos, ambos de los cuales caen en una contradicción, -

deben distinguirse: 

(a).- El agregado N contiene a e como elemento; sea 

N = (M1,e); entonces M1 es una parte de M porque N es una parte de 

(M,e). Como vimos en el 91, la regla de correspondencia de los dos 

agregados.equivalentes (M,e) y (M1 ,e) puede ser de tal forma modi­

ficada que el elemento e de uno corresponda al mismo elemento e 

del otro; por lo que, entonces, M y Mi están referidos recíproca-­

mente y unívocamente tino al otro. Pero ésto contradice la suposi-­

ción que M no es equivalente a su parte M1 • 

(b).- La parte N de (M,e) no contiene a e como ele­

mento, de tal manera que N es 6 M 6 una parte de M. En la regla de 

. correspondencia entre (M,e) y N, la cual cae en la base de nuestra 

hipótesis, al elemento e del primero permítase al elemento f del -

Último corresponder. Sea N = (M:¡_, f); entonces el agregado ~11 es 

puesto en una relación recíprocamente unívoca con Mi. Pero M1 es -

una parte de N y de aquí de M. De aquí que M debe ser equivalen·te 

a una de sus, partes, y esto contradice nuestra hipótesis. 

Demostración del E.- Supondremos la veracidad del -

teorema hasta cierta v, y entonces concluir su validez para el n1-

mero v+l el cual sigue inmediatamente, de la siguiente manera: Em 

peza.mos con el agregado Ev = (e0 ,e1,e2, ••••• ,ev) como un agregado 

con el número cardinal v+l. Si· el teorema es cierto para este agr~ 

gado, la veracidad para cualquier agregado con el mismo número caE 

dinal v+l se sigue inm'ediatamente de §i. Sea E' cualquier parte -

de Evi distinguimos los·siguientes casos: 

(a).- E' no contiene a ev como elemento, entonces E 

es Ev-1 (49i) 6 una parte de Ev-1, y así tiene como número carci-­

nal a v 6 a uno de los núm~ros 1,2,3, ••••• ,v-l, porque supusimos -
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nuestro teorema verdadero para el agregado Ev-1, con el número car 

dinal v. 

(b}.- E' consiste del e!emento singular ev, enton--

ces E• = l. 

(c).- E' consiste de ev y un conjunto E'', tal que 

E'= (E'', ev). E'' es una parte de Ev-1 y tiene por lo tanto, por 

la hipótesis, como número cardinal a uno de los números 1,2,3, •••• 

•• ,v-1. Pero ahora E' =E''+ 1, y así el número cardinal de E' es 

uno de los números 2,3,3, ••••• ,v. 

Demostración del A.- Cada uno de los agregados que 

hemos denotado por Ev tiene la propiedad de no ser equivalente a -

cualquiera de sus partes. Porque si suponemos que ésto es cierto -

para cierta v, se sigue del teorema D que ésto es de la misma for­

ma para.el número que le sigue inmediatamente v+l. Para v = 1, r! 

conocemos inmediatamente que el agregado E1 = (e0 ,e1) no es equiv~ 

lente a cualquiera de sus partes, las cuales son aquí (e0 ) y (e1). 

Consideremos, ahora, cualesquiera dos números u y v de la serie 

1,2,3, ••••• ; entonces, si u es el primero y ves el Último, Eu-1 

es una parte de Ev-1· Así Eu-1 y Ev-1 no son equivalentes, y cons! 

cuentemente sus números cardinales u = Eu-1 y v = Ev-1 no son igu~ 

les. 

Demostración del B.- Si de los dos números cardina­

les finitos u y v el primero es el ~nterior y el segundo es el úl­

timo, entonces u< v. Para considerar los dos agregados M = Eu-1 y 

N = Ev-li para ellos cada una de las condiciones en S2 para M < Ñ 
se cumplen. La condición (a) está cumplida porque, por el teorema 

E una parte de M = Eu-1 puede tener solamente uno de los números -

cardinales 1,2, }, ••••• , u-1, y por lo tanto, por el teorema A., no -

puede ser equivalente al agregado N = Ev-lº La condición (b} se 
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c.um;ile porque .M mismo es una parte de N. 

Demostraci6n del C.- Sea~ un número cardinal. menor 

que v+l. Debido a la condición (b) del §2, existe una parte de Ev 

con el número cardinal O.. Por el teorema E, una parte de Ev sola-­

mente puede tener uno de los números cardinales 1,2,3, ••••• ,v. Así 

<>..es igual a uno de los números cardinales 1,2,3, ••••• ,v. Por el 

teorema B, ninguno de éstos es mayor que v. Consecuentegente no e­

xiste un número cardinal el cual es menor que v+l y mayor que v. 

De im~ortancia para lo que sigue es el siguiente 

teorema: 

F.- Si K es cualquier agregado de diferentes núme-­

ros cardinales finitos, existe uno, k1 , entre ellos el cual es me­

nor que el resto, y por lo tanto el menor de todos. 

[492] Demostraci6n.- El agregado K o contiene el ng 

mero l, ~n cuyo caso es el menor, k1 = l, o no lo contiene. En el 

último caso, sea J el agregado de todos aquellos números cardina-­

les de nuestra serie 1,2,3, ••••• , los cuales son menores que aque­

llos que existen en K. Si un número v pertenece a J, todos los nú 

meros menores que v pertenecen a J. Pero J debe tener un elemento 

v1 tal que v1 .+ l, y consecuentemente todos los números mayores no 

pertenecen a J, porque de otra manéra J contendría todos los núme­

ros finitos, puesto que los números pertenecientes a K no están 

contenidos en J. Así J es el segmento (~bschnitt) (1,2, ••.•• ,v1 ). 

El número v1 + l = k1 es necesariamente un elemento de K y menor -

que el resto. 

De F concluimos: 

G.- Todo conjunto K = { k} de diferentes números car 

dinales finitos puede ser l~evado a la forma de la serie 

K = (k1,k2,k3, ••••• ) 
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96 

<: ••••• .. 

EL MENOR NUMERO CARDINAL TRANSFINITO 

ALEPH-CERO.-

Conjuntos con números cardinales finitos son llama­

dos "conji.mtos finitos", todos los otros los llamaremos "conjuntos 

transfinitos" y sus números cardinales "números cardinales transfi 

nitos". 

El primer ejemplo de un conjunto transfinito está -

dado por la totalidad de los. números cardinales finitos v; llamar~ 

mos a su número cardinal (§1) "Aleph-C~ro" y lo denotamos por ')(,,; 

así definimos 

{l) ¡ {= l (41) 
"J4, = V¡. 

Que J{, es un número ~ardinal transfinito, es decir, 

que no es igual a cualquier número finito u, se sigue del simple -

hecho que, si a un agregado {v} es sumado un nuevo elemento e0 , el 

agregado-uni6n ({vJ ,e0 ) es equivalente al agregado original { v}. -

Porque nosotros podemos pensar en una correspondencia recíprocame~ 

te unívoca entre ellos; al elemento e0 del primero corresponde el 

elemento l del segundo, y al elemento v del primero corresponde el 

elemento v+l del otro. Por el §3 tenemos así 

(2) '/.o + l = 1c. 

Pero mostramos en el §5 que u+l es siempre diferente de u, y por -

lo tanto X:, no es igual a cualquier número finito u. 

(3) I~) U ----
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[493] !fato se sigue, si ponemos atenci6n al §3, de loa tres hechos 

que u= (1,2,3, ••••• ,u), que no existe parte del agregado (1,2,3, • 

•••• ,u) que sea equivalente al agregado {vJ, y que (1,2,3, ••••• ,u) 

es él mismo una parte de {v}. (42 ) 

Por otro lado, X,, es el menor de los números cardi­

nales transfini tos. Si O... es cualquier número cardinal transfini to 

diferente de X.., entonces 

(4) 

Esto descansa en los teoremas siguientes: 

A.- Cualquier agregado transfinito T tiene partes -

con el número cardinal ~. 

Demostración.- Si, mediante cualquier regla, hemos 

sacado un número finito de elementos t 1 ,t2,·····•tv-l• queda sie~ 

pre la posibilidad de sacar un· elemento posterior tv• El agregado 

{tv}• donde v denota cualquier número cardinal finito, es una par­

te de T con el número cardinal -fo, porque { tv} l'l { v J (.§ 1). 

B.- Si S es un agregado transfinito con el número -

cardinal)!,,, y S1 es cualquier parte transfinita de S, entonces, 

s1 = to. 
Demostración.- Hemos supuesto que S"' { v]. Esc6jase 

una regla de correspondencia definida entre estos dos agregados, -

y, con esta regla, denótese por sv aquel elemento de S que corres­

ponde al elemento v de { v j tal que, 

S = { svJ. 
La parte S1 de S consiste de ciertos elementos sk de S, y la to~a­

lidad de números k forma una parte transfinita K del agregado {vj. ------~~~- Por el teorema G del §5 el agregado K puede ser llevado a la forma 

de una serie 



K 

donde . :;: . ,: :·. ~',:·:· .. >-- ·:. 

kv ~ ~~~~;· 
~' _:·~ .. : +; , - • •' • 

consecuentemente tenemos :-\:_::; "~)>:'.: 

•. '.sl;~;~is~v1• · 
De aquí se sigue que S1"' s~ ;.pbr lo tanto S1 = Xc. 

De A y B resulta la fórmula (4), si hemos observado 

el~ 2. (43 ) 

De (2) concluimos, añadiendo la ambos lados, 

X..+2=~+l=Xo 

y, repitiendo esto 

( 5) ")4,. + V = J~. 

También tenemos 

( 6) 

[494] Para, por (1) del 9 3, Xci + "/.e es el número -

cardinal de ({avJ,lbvJ) porque 

Ahora, obviamente 

y por lo tanto 

{ av} = { bv J = X,, • 

{v} = ({2v-l},{2v}), 

(t2v-l} ,{2v}) r.l ({av},{bv}), 

({av~.{bvJ) = {v} = ,...¿,, 

La ecuación (6) también puede ser escrita 

'"° • 2 = X..o; 



y, añadiendo lo repetidamente a 

(7) '¡/.,,•V = 

También tenemos 

( 8) ,'{.. • ;\!o = '¡l, • 

Demostraci6n.- Por (6) del 

cardinal del agregado de ligaduras 

{(u,vH , 

es el número -

donde u y v son cualesquiera números cardinales finitos los cuales 

son independientes uno del otro. Si ~ también representa cualquier 

número cardinal finito, tal que{).}, {uj, y {vJ son diferentes no­

taciones solamente para el mismo agregado de todos los números fi­

nitos, tenemos que mostrar que 

l<u,v)J N P.}. 

Denotemos u+v por p; entonces p toma todos los valores numéricos -

2,3,4, ••••• , y existen (u,v) en todos los elementos p-1 para los 

cuales u+v = p , llamémosle: 

(1, p-1), (2, p-2), ..... ,(p-l, 1). 

En esta sucesión imagine primero el elemento (l,l), para el cual -

p = 2, ponga, entonces los dos elementos para los cuales p = 3, e~ 

tonces los tres elementos para los cuales p = 4, y así en adelante. 

Por lo que obtenemos todos los elementos (u,v) en una sucesi6n sim 

ple 

(1,1); (l,2),(2,1); (1,3),(2,2),(3,1); (1,4),(2,3), ••••• 

y a qui, como fácilmente vemos, el elemento (u, v) viene en el }.. -é-

sima lugar donde 

(9) 

-----· 
~ = u + (u+v-1) (u+v-2) 

2 
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la variable L toma todos los valores numéricos 1,2,3, ••••• , una e~ 

la ve.z. Consecuentemente, por el significado de ( 9), subsiste una 

relaci6n recíprocamente univoca entre los agregados { vJ y {(u,v)J. 

[495] Si ambos lados de la ecuación (8) son multi-­

plicados por Yo, obtenemos ~3 = ~2 = X'o, y, mediante mul tiplicaei2_ 

nes repetidas por "lo, obtenemos la ecuaci6n, válida para todo núme­

ro cardinal finito v: 

(10) 

Los teoremas E y A del §5 nos llevan a este teorema 

sobre agregados finitos: 

C.- Todo agregado finito E es tal que es equivalen­

te a ninguna de sus partes. 

Este teorema sostiene fuerte oposici6n al siguiente 

sobre agregados infinitos: 

D.- Todo agregado transfinito T es tal que tiene 

partes T1 que son equivalentes a él. 

Demostración.- Por el teorema A de este parágrafo e 

xiste una parte S = {tvJ de T con el número cardinal~. Sea T = 

(S,U), tal que U está compuesto de aquellos elementos de T que son 

diferentes de los elementos tv• Pongamos S1 = {tv+1J, T1 = (S1,U); 

entonces Ti es una parte de T, y, de hecho, aquella parte que sur­

ge fuera cie T si dejamos fuera el elemento singular t 1 • Desde que 

S Ñ s1 , por el teorema B de este parágrafo, y U ÑU, tenemos, por 

el ql, T iU T1. 

En estos ·peoremas C y D la diferencia esencial en-­

tre conjuntos finitos y transfinitos, a la cual me refería en el a 

ño a.e 1877, en el volumen LXXXIV (1878] del Journal de Crelle 9 242 

pp., aparece en su forma má~; clara. 
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Después de haber introducido el menor número cardi­

nal transfinito X.e y derivado sus propi:dades que caen a primera m~ 

no, la cuestión surge hasta los números cardinales mayores y como 

provienen del. Debemos mostrar que los números cardinales transfi 

nitos pueden ser arreglados de acuerdo a sus magnitudes, y, en es­

te orden, formar como los números finitos, un "agregado bien-orde­

nado" en el sentido extendido de las palabras. Con exepción de Xo, 

por una regla definida, el número cardinal próximo mayor ,.t'..L, sale 

de éste mediante la misma regla el siguiente mayor~~, y así en a­

delante. Pero aún la sucesión ilimitada de números cardinales 

JI.o, X.1 ' Xt , ••••• ' '1.v , ••••• 

no agota el concepto de número cardinal transfinito. Demostraremos 

la existencia de un número cardinal el cual denotamos mediante XN 
y que demuestra él mismo ser el siguiente mayor a todas los núme-­

ros X..; sacado del procedimiento de la misma manera como Xi. sale de 

;l un próximo mayor x.., .. ¡ , y así en adelante' sin fin. 

[496] Para cada número cardinal transfinito <:\... exis­

te un próximo mayor procediendo fuera de él de acuerdo a una regla 

unitaria, y también para todo agregado bien-ordenado creciendo ili 

mitadamente de números cardinales transfinitos,{~l, existe uno ma­

yor que le sigue procediendo fuera de aquel agregado de una forma 

ún
. (44) 
1ca. 

Para la fundación rigurosa de esta materia, descu-­

bierta en 1882 y expuesta en el panfleto Grundlagen einer allgeme~ 

nen mannichfaltigkeitslehre (Leipzig, 1883) y en el volumen XXI 

del Mathematische Annalen, hacemos uso de los así llamados "tipos 

de orden" cuya teoría tenemos que poner fuera en los siguientes p~ 

rágrafos. 
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§1 
LOS TI.POS Dg ORDEN D~ AGilliGA.DOS Sl~PliliMENTE ORDENADOS.-

Llamamos un agregado lll "simplemente ordenado" si 

una regla definida de "orden de precedencia" sobre sus elementos m, 

tal que, de cada dos elementos m1 y m2 1 uno toma el "menor" y el~ 

tro el "mayor" rango, y tal que, si de tres elementos m1 , m2 y m3, 

m1 digamos, es de menor rango que _m2 ,_y m2 es de menor rango .que -

m3, entonces m1 es de menor rango que m3• 

La relaci6n de do.s elementos m1 y m2, en la cual m1 
tiene el menor rango en el orden de precedencia dado y m2 el mayor, 

se expresa por la f6rmula: 

(l) 

As!, por ejemplo, todo agregado P de puntos defini­

dos sobre una linea recta es un agregado simplemente ordenado si, 

para cada dos puntQS p1 y p2 pertenecientes a ella, aquel cuya or­

denada (han sido fijados un origen y una direcci6n positiva) es la 

menor se le da el menor rango. 

Es evidente qae. UDQ..] __ ~.;!, _ _2?.~smo con.iunto pueden ser 

"simplemente ordenados" de acuerdo a regla;·-~uy. d.i."íerentes. Asi, -

por ejemplo, con el conjunto R de todos los núrneros racionales p~ 

sitivos p/q (donde p y q son primos relativos enteros) los cuales 

son mayores que cero y menores que uno, existe, primeramente, su -

orden "natural" de acuerdo a su magnitud; entonces ellos pueden 

ser arreglaios (y en e~te orden denotaremos al conjunto por Ro) 

tal que, de dos números pifq1 y p2/q2 para los cuales las sumas 

P1+q1 y p2+q2 tienen diferentes valores, el número para el cual la 

suma correspondiente es menor toma el menor rango, y, si 
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entonces el más pequeño de los dos números racionales es el menor. 

[497] En este orden de preced.enc.ia, nuestro agregado, desde que a 

-uno y el mismo valor de p+q pertenece solamente a un número finito 

de números racionales p/ q, evidentemente tiene la forma 

Ro = ( r1 'r2' •••• • ' 

donde 

Siempre, entonces, cuando nosotros hablamos de un a 

gregado i4 "simplemente ordenado", nosotros imaginamos acostado un 

orden definido de precedencia de sus e~ementos, en el sentido ex-­

puesto arriba. 

~xisten agregados ordenados doblemente, terceramen­

te, v-mente y ~-mente, pero para el presente no los considerare-­

mes. Así que en lo que sigue usaremos la expresi6n más corta "agr~ 

gado ordenado" cuando pensamos en "agregados simplemente-ordena---

dos." 

Cada agregado ordenado M tiene un "tipo ordinal" d! 

finido, o más cortamente un "tipo" definido, el cual denotamos por 

( 2) fil. 

Por esto entendemos el concepto general que resulta 

de fil si nos abstraemos solamente de la naturaleza de los elementos 

m, y retenemos el orden de precedencia entre ellos. Así el tipo ºE 
dinal i es él mismo un agregado-ordenado cuyos elementos son unid~ 

des las cuales tienen el mismo orden de precedencia entre cada una 
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de ellas como los elementos correspondientes· de M, de los cuaies e 

llas son derivadas por abstracción. 

Llamamos a dos agregados-ordenados .M y N "similares" 

(~hnlich) si ellos pueden ser puestos en una correspondencia biun! 

voca uno al otro de tal manera que, si m1 y m2 son cualesquiera 

dos elementos de M y n1 y n2 los correspondientes elementos de N, 

entonces la relaci6n de rango de m1 a m2 en M es la misma como a~­

quella de n1 a n2 en N. Una correspondencia tal de conjuntos simi­

lares la llamamos una ":hmaginaci6n 11
(
46 ) (abblidung) de estos agre­

gados uno sobre otro. En una "imaginaci6n" tal, a cada parte -la -

cual obviamente s6lo ,aparece como un agregado-ordenado- M1 de M -

corresponde una parte similar N1 de N. 

Expresamos la similaridad de dos agregados M y N 

por la f6rmula 

(3) Iil !::!.. N. 

Todo agregado es similar a sí mismo. 

Si dos agregados-ordenados son similares a un tero!: 

~o, ellos son similares entre sí. 

(498) Una consideración simple muestra que dos agr! 

gados-ordenados tienen el mismo tipo ordinal si, y sólo si, son si 

milares; de tal forma que de las fórmulas 

(4) 

una es siempre consecuencia de la otra. 

Si, con .el tipo ordinal M abstraemos el orden de pr! 

cadencia de sus elementos, obtenemos (§1) el mímero cardinal M del 

agregado-ordenado M, el cual es, al mismo tiempo, el número cardi­

nal del tipo ordinal. De M = Ñ siempre se sigue M = Ñ, es decir, -

agregados-ordenados de tipos iguales siern~re tienen la misma pote~ 
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cia o número cardinal; de la similaridad de agregados-ordenados se 

sigue su equivalencia. Por otro lado, ~os agregados pueden ser e-­

quivalentes sin ser similares, 

Usaremos las letras minúsculas del alfabeto griego 

para denotar tipos ordinales. Si~ es un tipo ordinal, entendemos 

por 

( 5) 

su correspondiente número cardinal. (4?) 

Los tipos ordinales de agregados-ordenados finitos 

no ofrecen interés especial. Para ésto nos convencemos fácilmente 

que, para uno y él mismo número cardinal finito v, todos los agre­

gados simplemente-ordenados son similares uno a otro, y así tienen 

uno y el mismo tipo. Así los tipos ordinales simples finitos estan 

sujetos a las mismas leyes que los números cardinales finitos y e:! 

tá permitido usar los mismos símbol?s l,2,3,4, ••••• ,v, ••••• para~ 

llos, aunque son conc~.ptualmente di fe rentes a los números cardina­

les. El caso es totalmente diferente con los tipos ordinales tran~ 

finitos; porque para uno y el mismo número cardinal pertenecen una 

innumerabilidad de tipos diferentes de agregados simplemente-orde­

nados, los cuales, en su totalidad, constituyen una "clase de ti-­

pos" (typenclasse) particular. Cada una de estas clases de tipos -

está, por lo tanto, determinada por el número cardianl transfinito 

ó... el cual es común a todos los tipos pertenecientes a la clase. A 

si lo llamamos pro brevedad la clase de tipos [~]. Aquella clase -

que se presenta naturalmente primero a nosotros, y cuya completa -

investigación debe, por consiguiente, ser el próximo objetivo esp~ 

cial de la Teoría de Conjuntos Transfinitos, es la clase de tipos 

[X,,] la cual abarca todos los cipos con el rr:enor de los números 
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cardinales transfinitos ~. A partir del número cardinal que DBTE~ 

MINA la clase de tipos [.o.] tenemos que~distinguir el número cardi­

nal ~ el cual por su parte [499] ESTA DB'l'BRMINADO POR la clase de 

ti9os [~]. El Último es el número cardinal que ($)1) la clase [<X.] -

tiene, en cuanto representa un agregado-ordenado definido cuyos e­

lementos son todos los tipos ol con el número cardinal ~ Veremos -

que ~ es diferente de ~, y desde luego siempre mayor que ó._. 

Si en un agregado-ordenado M todas las relaciones -

de precedencia de sus elementos están invertidas, de tal forma que 

"menor" se vuelve "mayor" y "mayor" se vuelve "menor" en todas PªE 
tes, obtenemos de nuevo un agregado-ordenado, el cual denotamos 

por 

( 6) 

y llamado el "inverso" de Id. Denotamos el tipo ordinal de M, si -

o< = M, por 

( 7) 

Puede suceder que '+o<. =o< , como, por ejemplo, en el 

caso de tipos finitos o en aquel del tipo del agregado de todos 

los números racionales que son mayores que cero y menores que uno 

en su orden natural de precedencia. Este tipo lo investigaremos ba 

jo la notación '7º 

Remaracaremos más adelante que dos agregados.-orden~ 

dos similares pueden ser imaginados uno sobre otro o en una manera 

o en muchas maneras; en el primer caso el tipo en cuestión es siro! 

lar a él mismo en una manera solamente, en el segundo caso en mu­

chas maneras. No.solamente todos los tipos finitos, sin embargo 
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los tipos de conj.untos bien-ordenados transfini tos, de los cllliles 

nos ocuparemos más tarde y los cuales llamamos "números ordinales 

transfinitos", son tales que ellos permiten una imagen singular s~ 

bre ellos mismos. Por otro lado, el tipo rri_ es similar a sí mismo .. 

en una infinidad de maneras. 

Haremos clara esta diferencia mediante dos ejemplos 

simples. Por w entendemos el tipo del agregado bien-ordenado 

en el cual 

y donde v representa todos los números cardinales finitos en turno. 

Otro agregado bien-ordenado 

con la condici6n 

del mismo tipo w obviamente solamente puede ser imaginado en el 

formado de tal manera que ev y fv son elementos correspondientes. 

Para e1, el elemento menor en rango del primero, debe, en el proce . -
so de imaginar, ser correlacionado al menor elemento f1 del segun-

do, el pr6ximo después de e1 en rango (e2) a f2~ el próximo des--­

pués de f1 1 y asi en adelante. [500] Toda otra correspondencia bi~ 

nívoca de dos conjuntos equivalentes lev} y {fv} no es una "imagi­

naci6n" en el sentido que la hemos compuesto arriba para la teoría 

de tipos. 

Por otro .lado, tomemos un agrega~o ordenado de la -

forma 
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donde v representa todos los enteros fÍ~itos positivos y negativos, 

incluyendo el cero, y donde del mismo modo 

Este conjunto no tiene elemento menor ni mayor en rango. Su tipo -

es, por la definici6n dada en el §8, 

+w + w. 

Es similar a él mismo en una 

conjunto del mismo tipo 

{f~ J' 
donde 

f~ ¿_ f~+l• 
Entonces los dos agregados ordenados pueden ser imaginados uno so­

bre otro de tal forma que, si entendemos por v0 un elemento definí 

do de los números v', el elemento ev, del primero corresponde al ~ 

lemento fv•+v' del segundo. ·Desde que v0 es arbitrario, tenemos a-
o 

qui una infinidad de imágenes. 

El concepto de "tipo ordinal" desarrollado aquí, 

cuando es transferido de manera semejante a "conjuntos ordenados 

multi~licados", contiene, en conjunci6n con el concepto de "número 

cardinal" o "potencia" introducido en el §1, toda cosa capaz de -

ser numerada (ahzahlm~ssige) que es pensable, y en este sentido no 

puede ser generalizada más allá. No contiene nada arbitrario, sin 

emabrgo es la extensi6n natural del concepto de número. Merece ser 

enfatizado espec~almente que el criterio de igualdad (4) se sigue 
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yv!J necesidad absoluta del concepto de tipo ordinal y consecuente­

mente no permite alteración. La causa más importante del gran e­

rror de G. Veronese en "GrundzUge der Geometrie" (Alemán por A. -

~heep, Leipzjg, 1894) es el no reconocimiento de este punto. 

Bn la página 30 el "número (anzahl oder zahl) de un 

grupo ordenado" está definido del mismo modo como aquel que hemos 

llamado el "tipo ordinal de un agregado simplemente ordenado" (zur 

lehre vom transfiniten, Halle, 1890, pp 68-75; reimpreso de la zel 

tschr. fUr Philos. und Philos. Kritik de 1887). [501] Sin embargo, 

Veronese piensa que el debe hacer una adición al criterio de igual 

dad. El dice en la página 31: "Números cuyas unidades corresponden 

uno a o:tro únicamente y en el mismo orden en los cuales el primero 

no es una parte del otro o igual a una parte del otro son iguales". 

La definición de igualdad contiene un circulo y asi es sin sentido. 

¿Cuál es el significado de "no igual a una parte del otro en esta 

adición? Para contestar esta pregunta, debemos saber primero cuan 

do dos n)Ímeros son iguales o desiguales. Asi, a parte de la arbi­

trariedad de su defini~ión de igual, presupone una definición de i 

gualdad, y esta de nuevo presupone una definición de igualdad, en 

la cual debemos saber de nuevo que son iguales o desiguales, y asi 

sucesivamente AD INFINITUM. Después que Veronese, por asi decirlo, 

ha dado por su propia voluntad reconocimiento a la fundamentación 

indispensable para la comparación de números, no debemos estar sor 

prendidos, con el desorden con el cual, más tarde, él opera con 

sus números pseudotransfinitos, y les atribuye propiedades las cua 

les ellos no pueden poseer simplemente porque ellos mismos, en la 

forma imaginada por él;no tienen existencia exepto sobre el papel. 

De esta manera, también. la similaridad extraordinaria entre sus 

"números" a los muy absurdos "números infinitos" de Fontenelle en 

su 11 Géométrie de l'infini" (Paris, 1727) llega a ser comprensible. 
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Recientemente, N. Killing ha dado la expresión de bienvenida a sus 

dudas concernientes a la fundamentación del libro de Veronese en -

el "lndex Lectionum" de la academia de MU.nster de 1895-1896. (49 ) 

§s 
SU&i.11. Y ruUid'lP11CaCION D.C: LO~ 'r!POS DE ORD.C:N.-

El agregado unión (!11.,N) de dos agregados M y N pue­

de, si lri y ¡~ están ordenados, ser concebido como un agregado orde­

nado en el cual las relaciones de precedencia de los elementos de 
M entre ellos mismos así como las relaciones de precedencia de los 

elementos de N entre ellos mismos queden igual como en M y N res­

pec"ivamente, y todos los elementos de M tienen menor rango que t~ 

dos los elementos de N. Si M' y N' son otros dos agregados ordena 

dos, iri cl fo' y N i!. N', [502] entonces (M,N) ~ (ll'l' ,N '): así el tipo 

ordinal de (M,N) depende solamente de los tipos ordinales M = o<'.. y 

Ñ = 13. De esta manera definimos 

( 1) 

J::n la suma <><. + /3 llamamos a o<. el "sumando" y j3 el "sumador". 

Para tres tipos cualesquiera probamos fácilmente la 

ley asociativa: 

(2) c<+.(13 + r) =(d. +13) +r. 
Por otro lado, la ley conmutativa no es válida, en general, oara -

la adición de tipos. Vemos~sia01ediante el siguiente ejemplo sim­

ple: 

Si w es el tipo, ya mencionado en e1§7, del conjll!! 

to bien-ordenado 



f.; = 

entonces l+w no es un nuevo elemento, 

tenemos por (1) : 

Pero.el agregado 

( f ,E). 

es similar al conjunto E, y consecuentemente 

l+w = w. 

Por el contrario, los agregados E y (E,f) no son similares, porque 

.el primero no tiene un elemento que sea el mayor en rango, pero el 

segundo tiene el término mayor f. De esta manera w+l es diferente. 

de w = l+w. ( Sl) 

Fuera de los dos agregados ordenados M y N con los 

tipos~ y; podemos levantar un agregado ordenado S sustituyendo -

cada elemento n de N por un agregado ordenado Mn el cual tiene el 

mismo tipo el-. de M, de modo que 

( 3) 

y, para el orden de precedencia en 

(4) S = { Mn) 

hacemos las dos reglas: 

(1) Cada dos elementos de S los cuales pertenecen a uno y al 

mismo agregado Mn retienen en S el mismo orden de precedencia como 
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(2) Cada dos ~lementos de S QUe pertenecen a dos agregados di 

ferentes Mn1 y Mn2 tienen la misma rel~ci6n de precedencia como n1 
y n2 tienen en N. 

El tipo ordinal de S depende, como vemos fácilmente, 

solamente de los tipos oJ y /1 ; definimos 

( 5) "".'11 = s. 

[503] En este producto D(· es llamado el "multiplicando" Y/6 el "Iriul 

tiplicador". 

En cualquier imagen definida de M sobre Mn sea mn 

el elemento de mn que corresponde al elemento m de M: entonces 

también podemos escribir 

( 6) 

Considerese un tercer agregado P = { p J con el tipo ordinal P =y , 

entonces por (5), 

~·(>= {iñn} ·~·( ={np}• (d.:¡J )•y= {<mn)p}• 

(ol. f ) . r = { m ( np)} ' 

Pero los dos agregados ordenados {<mn)p}Y {m(Ilp)} son similares, y 

están imaginados uno sobre otro si observamos los elementos (mn)p 

_Y ... ll!{n_¡:¡} co.mo····corre-sp6.nC1Tendve-e-.---Gene-acueniemente, para tres tipos 

el_ ' p y r la ley asociativa 

(7) 

subsiste. De (1) y (5) se sigue fácilmente la ley distributiva 

( 8) ~-<f.S +r > =<1.·¡J+i><·r; 

pero en esta forma solamente, donde el factor de dos términos es -

el multiplicador. 
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Por· el contrario, en l~ multiolicaci6n c~mo en l~ a 

dición, la ley conmutativa no es generdlmente v~lida. Por ejem~lo, 

2·w y w·2 son tipos diferentes; ~arque, por (5), 

m~entras que 

es diferente de w obviamente. (S 2) 

Si nosotros comparamos las definiciones de las ope­

raciones elementales para los números cardinales, dadas en el q3, 
con aquellas establecidas aquí para tipos ordinales, fácilmente v~ 

mos que el número cardinal de la suma de dos tipos es igual a la -

.suma de los números cardinales de los tipos singulares, y que el -

número cardinal del producto de dos tipos es igual al producto de 

los números cardinales de los tipos singulares. Cada ecuación en-­

tre tipos ordinales que procede de las dos operaciones elementales 

permanece correcta, por lo tanto, podemos reemplazar en ellas to-­

dos los tipos por sus números cardinales.C 53) 

(50~ 

EL TI.PO ORDINAL 1 DEL AGREGADO R DE TODOS LOS NUME­

ROS RACIONALES QUE SON MAYORES QUE CERO Y MENORES QUE UNO, EN SU -

ORDEN NATURAL DE PRECEDSNCIA.-

Por R entendemos, como en el §1, el sistema de to­

dos los números racionales p/q (siendo p y q primos relativos) los 

cuales son> O y <l, en su orden natural de precedencia, donde la -

magnitud de un número determina su rango. Denotamos el tipo ordi-­

nal de R por fil: 

(1) f1l = R. 
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Pero nosotros hemos puesto el mismo agregado en otro 

orden de precedencia en el cual lo llamamos R0 • Este orden está d~ 

terminado, en el primer sitio, por la magnitud de p+q, y en el se­

gundo sitio -para números racionales para los cuales p+q tiene el 

mismo valor- por la magnitud de p/q mismo. El agregado R0 es un a­

gregado bien ordenado de tipo w: 

( 2) Ro = ( r1 'r2' • • ••• 'rv, • • • • • ) ' donde rv l.. rv+l: 

(3) R0 = w. 

Ambos R y Ro tienen el mismo número cardinal ya que 

ellos difieren sólo en el orden de precedencia de sus elementos, y 

desde que obviamente nosotros tenemos ifo = )!o , también tenemos 

(4) - ,, 
'7. = !'<> • ' 

De este modo el tipo ~ pertenece a la clase de ti-

pos [X.]. 

Segundamente, remarcaremos que en R no hay ni un e­

lemento que sea el mínimo en rango ni uno que sea el máximo en ran 

go. Terceramente, R tiene la propiedad que entre cada dos de sus e 

lementos otro cae. Expresamos esta propiedad por las palabras: R -

es "denso en todas partes" (Uberalldicht). ( 54 ) 

filostraremos ahora que estas tres propiedades carac­

terizan el tipo "l de R, por lo que tenemos el siguiente teorema: 

Si tenemos un agregado simplemente-ordenado M tal -

que 

a) 'M = .Xo; 
b) M no tiene un elemento el cual sea menor en ran­

go, y tampoco mayor; 

c) ~ es denso en todas partes; 
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entonces el tipo ordinal de M es "l: 

Demostraci6n.- A causa de la condición (a), M puede ser llevado 

dentro de la forma C5ü5] de un agregado bien-ordenado de tipo w: -

teniendo arreglada tal forma, lo denotamos por M0 y ponemos 

( 5) Mo = (m1,m21••••••mv1•••••). 

Tenemos ahora que demostrar que 

( 6) M d. R; 

es decir, debemos probar que 111 puede ser i.maginado sobre R de tal 

forma que la relaci6n de precedencia de todos y cµalesquiera dos ~ 

lementos en M es la misma que aquella de los dos elementos corres­

pondientes en R. 

Sea el elemento r 1 en R correlacionado al elemento 

m1 de M. El elemento r2 tiene una relaci6n de precedencia a r 1 en 

R. A ca~sa de la condici6n (b), existen una infinidad de elementos 

mv de M que tienen la misma relación de precedencia en M a m1 como 

r 2 a r1 en R; de ellos escogemos aquel que tenga el índice menor -

en M0 , sea este m1 2 y correlacionado a r2• El elemento r 3 tiene en 

R relaciones definidas de precedencia a r1 y r 2 : a causa de las 

condiciones (b) y (c) existen una infinidad de elementos mv de M 

los cuales tienen la misma relación de precedencia a m1 y m1 2 en M 
-----------· -

como r 3 a r 1 y r 2 a R; de ellos escogemos -sea m13- el cual tie-

ne el menor í~dice en M0 , y correlacionado a r3. De acuerdo a esta 

ley imaginamos el proceso de correlación continuo. Si a los v ele­

mentos 

r1 'r2,. • • • • 'rv 

de R están correlacionados, como imágenes, elementos definidos 
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m1,m12,ml3•····· ,mlvT 

los cuales tienen las mismas relacione.a de precedencia entre uno y· 

otro en~ como los elementos· correspondientes en R, entonces al e­

lemento rv+l de R se le correlaciona aquel elemento mlv+l de M que 

tiene el índice menor en ~o de aquellos que tienen las mismas rela 

cienes de precedencia para 

m1,m12•ml3•···~· ,mlv 

en M como rv+l a r1,r2•••••• ,rv en R. 

De esta manera hemos correlacionado elementos defi-

nidos m1v de M a todos los elementos rv de R, y los elementos m1 
V 

tienen en ti el mismo orden de precedencia como los elementos co--­

rrespondientes rv en R. Pero aún tenemos que demostrar que los ele 

mentas m1v incluyen TODOS los elementos mv de M, ó, lo que es lo -

mismo, que la sucesión 

[506] sólo es una permutación de la sucesión 

1,2,3, ..•.• v, . .... 

Probamos est~ por inducción completa: demostraremos que, si los e­

lementos m1 ,m 2 , ••••• ,mv, aparecen en la imagen, este también es el 

caso para el elemento siguiente mv+l• 

Sea A tan grande que, entre los elementos 

los elementos 

los cuales, por hipótesis, aparecen en la imagen, están contenidos. 

Puede ser también que mv+l aparezca entre ellos; entonces mv+l apa 
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rece en la imagen. Eero si mv+l no está entre los elementos 

m1,m12,ml3••••••1m1A' 

entonces mv+l tiene, con respecto a estos elementos, una posici6n 

ordinal .definida en lii; una infinidad de elementos en R tienen la -

misma ·posici6n ordinal en R con respecto a r t l•r2•··· •• ,r¡, en re -
los cuales sea rÁ+~ aquel con el índice menor en Ro. Entonces mv+l 

tiene., como podemos hacerlo fácilmente seguro, la misma nosición -

ordiaal con respecto a 

m1,m12•·····•ml~+~-1· 

en M como r.l.+ir tiene con respecto a 

en R. Desde que m1,m2•••••••mv han aparecido .Yª en la imagen, mv;.l 

es aquel elemento con el índice menor en ~ el cual tiene esta pos! 

ci6n ordinal con respecto a 

Consecuentemente, de acuer~o a nuestra regla de correlación 

m1.A+ir = mv+l· 

Así, ep este caso también, el elemento mv+l aparece en la imagen, 

y r)+v es el elemento de R al cual está cornelacionado. 

Vemos, entonces, qué por nuestra manera de correla­

cionar, el aGREGADO TOTAL Wi está imaginado sobre el AGREGADO TOTAL 

R; M y R son agregados similares, lo cual teníamos que probflr. 

Del teorern8 f11l8 nosotros ac¡:¡barnos de demostrar re-­

sul tan, por ejemplo, los siguientes te0remas: 

[507] El t.ipo ordinal el.el agregad0 de todos los nú­

meros racionales neg~tivn:" ~' ;iosi ti vos, inclu,vendo el cero, en su 
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orden natural de precedencia, es~· 

El tipo ordinal del agregado de todos los números -

racionales que son mayores que a y menores que b, en su orden natu 

ral de precedencia, donde a y b son cualesquiera números reales, y 

a<b,es'1.· 

El tipo ordinal del agregado de todos los números -

reales algebráicos en su orden natural de precedencia es~· 

El tipo ordinal del agregado de todos los números -

reales algebráicos que son mayores que a y menores que b, en su º! 

den natural de precedencia, donde a y b son cualesquiera números -

reales y a < b, es "l.• 

Porque todos estos agregados ordenados satisfacen -

las tres condiciones requeridas en nuestro teorema para M (véase -

el Journal de Crella, vol LXXVII, pág 258). 

Si co.nsideramos, además, agregados con los tipos 

-de acuerdo a las definiciones dadas en el § 8- escritos n¡ + '7 , "!.. '7• 

(l+n¿)·~, ('7, +l)•·-Y[, (l+nz +l).'7_ , encontramos que aquellas tres co~ 

diciones también se satisfacen con ellos. Así tenemos los teoremas 

(7) n¡ + "'! = '7 
( 8) l1'l • '7 = '7. 

(9) ( l+f1l) • ·'Y{ "l 
(10) (n¡_+l). fil = '7. 

(11) (l+ "1 +l). ·~ = '71.. 

La aplicaci6n repetida de (7) y (8) nos da para ca-

da número finito v: 

(12) ni_V = 111• 

( 13) ·7l_ •V = ni.· 
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for otro lado vemos fácilmente que, para v > 1, los, ~ipos ll'l +1, 
l+ h/ , v • ·'?., l+ n¿ +l son diferentes de cada uno y de ~ ~ Té nemas 

( 14) "/. +l+ "l :: '11. ' 

pero 1 +v+"'I, para V > 1, es diferente de '1.. 
F'inalmente, merece ser enfatizado que 

( 15) . * ni :: '7. • 

[508J §10 
~ 

LA:.:i S~RIE FUNDMJ.EN'l'ALES CONTENIDAS EN UN AGRBGADO 

ORD~NADO TRANSFINITO.-

Consideremos cualquier agregado M transfinito simpl! 

mente-ordenado. Para el estudio del tipo M, aquellas partes de M -

que tienen los tipos w y ~w aparecen para ser valuadas especialme~ 

te; los llamamos "series fundamentales de primer orden contenidas 

eri M", y las formadas -de tipo w- las llamamos series "ascendP.ntes" 

las últimas -de tipo •w- "descend,entes". Desde que nosotros mismos 

nos limitamos a considerar las series fundamentales de primer ar-­

den (en investigaciones posteriores también nos ocuparemos de las 

series fw1damentales de grado superior), las llamaremos simplemen­

te "series fun<iamentales". Por lo que una "serie fundamental aseen 

dente" es de la forma 

(1) 

una "serie fundamental descendente" es de la forma 

(2) {bvJ, donde bv l bv+l• 

La ~etra v, así como k, A y J-'- 1 tienen en todas las 

------partes de nuestras considera:c-iones el significado de un nú:nero car 

dinal finito arbitrario o de un ti '.10 finito (un número ordinal fi-

nito J. 
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Llamamos a dos series fundamentales ascendentes 

{avi y {a..¡} en.M "coherentes" (zusammengehl:lrig), en signos 

( 3) 

si, para cada elemento av existen elementos a~ tales que 

ªv l.. a·', 

y también para cada elemento a..¡ existen elementos 5"' 

ª~~ ~. 

Dos series fundamentales descendentes { bv} y {b~} -
en hí se llaman "coherentes", en signos 

(4) 

si para cada elemento bv existen elementos b~ tales que 

bv}b). 1 

y para cada .eleraento by existen elementos ~ ... tales que 

b~ > ~. 
Una serie fundamental ascendente { av} y una descen­

dente { bv} se llaman "coherentes" , en signos 

[509] ( 5) {ayJ il {bv}' 

si (a) para todos los valores de v y~ 

ªv..<,~<., 

y ( b) en iri existe al menos un (de esta manera uno s6ro o ninguno -

de todos) elemento m0 , para todos los v's, 

Entonces tenemos los t~ó±e~as 
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A.- Si dos series fundamentales son coherentes a 

Úna tercera, ellas son coherentes una a otra. 

B.- Dos series fundamentales procediendo de la mis­

ma direcci6n de la cual una es parte de la otra son coherentes. 

Si existe en M un elemento m0 el cual tiene una ~o­

respecto a la serie fundamental {avJ que; 

(a) pára todo v 

(b) para cada elemento m de M que precede a m0 existe un cierto nú 

mero v0 tal que 

ay > m , para v ~ v 0 , 

entonces llamamos a m0 un "elemento límite (grenzelment)° de {av} -

·en M", y también un 11 elemento principal (hauptelement) de M". Del 

mismo modo llamamos a m0 un "elemento principal de M" y también un 

"elemento límite de {bv} en M" si estas condiciones se satisfacen: 

(a) para cada v bv > mo, 

(b) para cada elemento m de M que sigue a m0 existe un cierto núme 

ro v0 tal que 

bv > m, para v ~ Vo. 

Una serie fundamental no puede tener más de un ele­

mento limite en M; pero M tiene, en general, muchos elementos pri~ 

cipales. 

Percibimos la veracidad de los siguientes teoremas: 
' 

c.- Si una serie fundamental tiene un elemento lim! 

te en l\'i, todas las series fundamentales coherentes a ella tienen -

el mismo elemento limite en M. 

D.- Si dos series fundamentales (ya sea que proce--
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den en la misma d.irecci6n ó en diréccio!1es opuestas) tien.en uno y 

el mismo elemento limite en M, .sóri é~herentes. ( 55 ) 
:..-:·· 

Si lYl y M' son. dos:~~regados similar~ent.é; 
tales que 

(6) 

y formamos cualouier imagen de los dos agregail_of)_, entonces vemos -
--·-·-·--·----·--·-··--------- -- - .. 

fácilmente que los siguientes teoremas son válidos: 

[510] E.- Para cada serie fundamental en M corres-­

pande como imagen una serie fundamental en M', e inversamente; a 

cada serie ascendente una ascedente, y a cada serie descendiente -

una descendiente; a una serie fundamental coherente en M correspo~ 

de corno imagen una serie fundamental coherente en M', e inversarnen 

te. 

F.- Si a una serie fundamental en M pertenece un e­

lemento limite en M, entonces a la serie fundamental correspondien 

te en M' pertenece un elemento límite en M', e inversamente: y es­

tos dos elementos límites son imágenes uno del otro en la irnagina­

ci6n. 

G.- A los elementos principales de M corresponden -
... ·-----~---------- ---------~---------·--------·-···--····-··· 

como imágenes elementos principales de M', e inversamente. 

Si un agregado M consiste de elementos princioales, 

cie tal forma q_ue cada uno de los elementos es un elemento princi-­

pal, lo llamamos un "agregado el cual es denso en él mismo" (insi­

chdichte liienge). Si para cada serie fundamental en fo existe un ele 

mento límite en iv., llamamos a JY1 un "ae;regado Cerrado" (abeeschlo-­

seene). Un agregado que es ambos "denso en sí mismo" y "cerrado" -

es llamado un "agregado perfecto". ( 56 ) Si un agregado tiene uno de 
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estos tres predicados, cada agregado similar tiene el mismo predi­

cado; así también estos preuicados pueden ser adscritos a los ti­

pos ordinales correspondientes, y así exi::iten "·tipos que son den-­

sos en ellos mismos", "tirios cerrados", "tip,os perfectos", y tam-­

bién "tipos densos en todas partes". <§ 9). 

Por ejemplo, '1l es un tipo el cual es "denso en sí 

mismo", y, como demestramos en el ~ 9, es también denso en-to:ias- -

partes, pero no es "cerrado". Los tipos w y •w no tienen elementos 

principales, pero w+v y v+•w cada uno tiene un elemento principal, 

y son tipos "cerrados". El tipo W•3 tiene dos elementos principa­

les, pero no es "cerrado"; y el tipo w•3+v tiene tres element6s 

principales, y es 11 cerrado". ( 57) 

§ 11 

EL TI.PO ORDINAL 6 DEL CONTINUO LINEAL X.-

Nos dirigimos a la investigación del tipo ordinal 

del conjunto X= {x} de todos los números reales x tales que x~ O 

y x ~ 1 1 en su orden natural de precedencia, de tal forma, que cua 

lesquiera dos de sus elemento x y x' 

x < x', si x < x'. ( 58) 

Sea la notación para este tipo 

(1) i=e. 

(51~ De los elementos de la teoría de los números 

racionales e irracionales sabemos que cada serie fundamental {Xvl 
en X tiene un elemento' límite x0 en X, .Y así también, inversamente 

cada elemento x de :X es 'un elemento límite de una serie fundamen-­

tal coherente en X. Consecuentemente X es un "agregado perfecto" y 

9 es un "tipo perfecto". <59) 
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.Pero 9 no está perfectamente caracterizado por eso: 

además nosotros debemos fijar nuestra atenci6n sobre la siguiente 

propiedad de X. El agregado X contiene como parte al agregado R de 

tipo ordinal n¡ investigªdo en el ~9, .Y de tal manera que, entre 

cualesquiera dos elementos x0 y x1 de I, caen elementos de R. 

fuostraremos ahora que estas propiedades, tomadas 

juntas, caracterizan el tioo ordinal e del continuo line~.l :I de 

una manera exhaustiva, así tenemos el teorema': 

Si un agregado ordenado M es tal que (a) es "perfe_s 

to" y (b) en él está contenido un agregado S con el número cardi--.. 
nal S = ky el cual soporta una relaci6n tal de M que, entre cua-

lesquiera dos elementos m0 y m1 de fü caen elementos de s, entonces 

"M = & • 

Demostraci6n.- Si S tiene un elemento mínimo o máximo, éstos ele-­

mentas, por (b), desempeñan el mismo carácter como elementos de M: 

podríamos removerlos de S sin que S pierda con eso la relaci6n a M 

expresada en (b). De esta manera, suponemos que S no tiene e;J.emen­

to mínimo o máximo, de modo que, P.or el g 9, tiene el tipo ordinal 

"l · Desde que S es una parte de M, entre cuales quiera dos elemen-­

tos s 0 y s1 de S otro elemento de S debe, por (b), caer. Por otra 

oarte, por (b) tenemos n = ~- ASÍ los agregados s y R son "simila 

res" uno a otro 

S ~R. 

Señalamos cualquier imaginaci6n de R sobre S, y as~ 

guramos que da una "imaginaci6n" definida. de X sobre M de la si--­

guiente manera: 

Sean todos los elementos de X que, al mismo tiempo, 

pertenecen al agregado R y corresponden como i~ágenes a aquellos ! 

lementos de !lí qu~ son, al mismo tiemuo, elementos de S y, en la i­

magen suouesta de R sobre S, corresponaen a los elementos dichos -
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de R. Pero si x0 es un elemento de X el cual no pertenece a R, x0 

debe ser observado como un elemen-to limite de una serie fundamen-­

tal {xv~ contenida en X, y esta serie puede ser reemplazada por 

una serie funda.me~tal coherente { rkv} contenida en R. A esto [512] 

corresponde como imagen una serie fundamental {s¡v~ en S y M, la -

cual, a causa de (a), está limitada por un elemento m0 de M que no 

pertenece a S (F, ~10). Sea este elemento m0 de M (el cual perman!::_ 

ce el mismo, por E ,e, y D del § 10, si las series fundamentales 

~xv} y {1Kv} son reemplazadas por otras limitadas por el mismo ele 

mento x0 en X) la imagen de Xo en X. Inversamente, a cada elemento 

m0 de M el cual no existe en S pertenece a un elemento completamen 

te definido x0 de X el cual no pertenece a R y del cual m0 es la _! 

magen. 

De esta manera una correspondencia biunívoca entre 

X y 1\1 está establecida, y tenemos ahora que mostrar que da una "i­

maginaci6n11 de estos agregados·. 

Esto es, por supuesto, el caso de aquellos elemen-­

tos de X que pertenecen a R, y para aquellos elementos de M que 

pertenecen a S. Comparemos un elemento r de R con un elemento x0 -

de X el cual no ~ertenece a R; sean s y m0 los elementos correspo~ 

dientes de &í. Si r <. x0 , existe una serie fundamental { IKvJ, la 

cual está limitada por x0 y, de una cierta v0 

r < 1Kv para v ~ v0 • 

La imagen de { rkv} en i11 es una serie fundamental ascendente { s .i..vJ, 

la cual estará limitada por un m0 , y tenemos (§10) s;v.<. m0 para -

cada v, y s ¿__ siv para ,v ~ v0 • Así (g7) s < m0 • 

Si r > x0 ; concluimos análogamente que s > m0 • 

Consideremos, fin~lmente, dos elementos x0 y x0 no 

pertenecientes a R y los elementos m0 y m& correspondientes a ellos 
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en líi; entonces mostramos, mediante una col1s:i.détac:i.6n analoga, que: 
' ,-;:, ~:;; /~: .. '.- \'." 

si x0 .( x0, entonces m0 < m0• 
La demostración de la simiiaridad de X y M está aca 

bada ahora, y así tenemos 

Halle, Marzo 1895. 



L I B RO IV.-

"ZenÓn se refeda a tres proble­
mas ••••• Trat,bs..se del problema de lo 
infinitesimal, de lo infinito y de la 
continuidad ••••• Desde su época a la 
nue~tra, los mejores talentos de cada 
generaci6n han atacado a su vez estos 
problemas, pero, hablando en términos 
generales, no han logrado nada •••••• 
Weiestrasa, Dedekind y Cantor •••••• 
los han resuelto completamente. Sus 
soluciones ••••• son tan claras que no 
dejan lugar a la menor duda. Esta c~ 
quista ea problabl~ente la más impo!: 
tante de la que la epoca pueda jactB.!, 
ªº•" 

Bertrand Russell. 

EL TEOREMA DE iERMELO 

§1.- CONJUNTOS BIEN-ORDENADOS.-

Un conjunto ordenado es lllamado bien-ordenado si to 

do subconjunto no vacío tiene un primer elemento. Como ejemplos de 

conjuntos bien-ordenados tenemos: 

1.- Todo conjunto finito ordenado es bien-ordenado. ( 60) 

2.- N = {l,2,3,4, •••• J 
3.- Ab = {ao•ªl•ª2•· •••• ,bo,bl•· •• •• bk-1} 
4.- e = {1,5,9, •.. ,2,6,10, •.• ,3,1,11, •.• ,4,8,12, .•• } 

5.- D {1,2,3, ••••• '~'~'i'" .... •1•1•1•·· .. ·J 

hl tipo de orden de un conjunto bien-ordenado es 

llamado su 'número ordinal', 6 más simplemente, su 'ordinal'. En -

el caso de lOE conjuntos infinitos bien-ordenados Se les llama 'nÚ 

meros ordinales transfinitos'. Ahora, como todos los conjuntos fi­

nitos ordenados son bien ordenados el conjunto de todos los tinos 

finitos 

o,l,2,3,4, ••••.•. 

en el orden que los menciono, es. un ordinal. 
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Teorema 1.- "i!!n todo conjunto bien-ordenado cada e­

lemento, que no es un Último elemento, tiene un inmediato sucesor. 11 

Demostración.- Sea a1 un elemento de un conjunto A 

bien-ordenado. El conjunto de elementos que siguen a a1 en A es un 

subconjunto de A, y por lo tanto, de acuerdo a la definición de bi 

en-ordenado, si no es vacío tiene un primer elemento ª2· Entonces 

a1 ...( a2, y no existe un a0 tal que a1 ..( a0 ..( a 2 de acuerdo a la de 

finición de a2. 

Q.l!:.D. 

El siguiente hecho se sigue inmediatamente de la de 

finici6n de conjunto bien-ordenado: 

Teorema 2.- "Cada subconjunto An de un conjunto A -

bien-ordenado es también bien-ordenado."(&l) 

Así como también es obvio que: 

Teorema 3.- "Cada conjunto ordenado que es similar 

a un con.junto bien-ordenado es él mismo bien-ordenado." 

Le llamaremos 'segmento•( 6Z) de A al conjunto de t~ 
dos los elementos de un conjunto ordenado A que preceden a cierto 

elemento a de A. Más claramente se dice, el segmento determinado -

por a. 

un.segmento de un conjunto siempre es un subconjun­

to propio del conjunto(&}). 

Teorema 4.- "La unión de una finidad mutuamente dis 

junta de conjuntos bien-ordenados es bien-ordenable, sin importar 

el orden en el que los t·érminos son tomados." 

De este teorema se desprende que la suma de una fi­

nidad de ordinales es siem:ire un oruinal. .n:.mque lo mismo puede 
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ser aplicado a una infinidad de términos, previniendo su arreglo -

correspondiente a un conjunto bien-ordenado. 

Si A y B son dos conjuntos con los tipos ordinales 

ol y ¡d, respectivamente, y si A es similar a un segmento de B, en­

tonces o1. es llamado "menor que" ~ ( o1. L 15). Análogamente con (}(t.¡! e~ 
cri bimos ¡11!. e>(., " I es mayor que o<:". 

La igualdad de los tipos ordinales (et= ;5) está de­

finida por la similaridad de conjuntos correspondientes. 

Podemos definir es.te orden entre ordinales "de acuer 

do a su magnitud", y resulta que es: 

l.- Irreflexiva, o sea, no podemos obtener 

2.- Asimétrica, es decir, si 

no puede ser cierto que 

3.- Transitiva, ya que de 

se sigue que 

Pero lo que si no podemos concluir es que esta rel~ 

ci6n sea conectiva, o sea, que dados dos conjuntos bien-ordenados 

cualesquiera nosotros podamos decidir cual de los dos tiene menor 

o mayor eo aún igual) tipo ordinal. 
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Una nueva 'definici6n éié ~o·hj~~l~'.;U·irii1;o (y desde 

luego de conjunto infinito). está d~~~ ;6f·~%:i;{~tiinte teorema: 

Teorema 5. - "Un cofrJ)Íiit:6;,(W:~i:~p.~'ofc!E!nado en el or-­

den dado de sus elementos y bien.:.C>:fi{~ri~!~¡;;;;:¡ri''•g]f ;¿faeií inverso ( 64 ) 

debe ser finito." 
'- :;_;'. ·,,~ ·~'.;··~{:;:~.:.t; :¿• •~º~--·»::' ,:·:,¡¡:;-;~: \/\',,'' 

· .;,. ·: ·· ·:4_,;·-r ~-~:, .;<'~;¿;;~~:. -;'";_~ .~,~-.:~>" 
· ··: '.-;-·;,: :::\.; : . ---,-~ ~; .,:,, -·r;··~'> 

siderar '1 orde:·:::::::1::·~~~~~*f~~r~~~f t~~~tu;rir~:~:: .. ~1 m::: 
nos ún subconjw1to (puede ser '€{):';1ri;~·~,p-~··}.é~#Jún'~o) qtie no tiene un -

primer elemento y por lo tanto,'.A~'';~~f~f ~ienL~¡denado. Contraria-­

mente a nuestra hipótesis, por lo qJ~ .Íl debe ser finito. 

Q.l!O.D. 

reorema 6.- "lü conjunto de todos los números ordi­

nales que son menores que un ordinal dado ol, puede ser ordenado de 

acuerao a las magnitudes crecientes de los ordin~les: el conjunto 

ordenado A(o<.) obtenido de esta manera está bien-ordenado, y el ti­

po de d(~) es el mismo ordinal <>(( 65 ). En símbolos 

A(ol.) = o<."• 

Demostración.- Sean un conjunto arbitrario bien-oE 

denaao y o<. su tipo ordinal. Como cualquier elemento ( de A(<X) es -

un ordinal menor que o<., se sigue de la definición de la relación 

de menor o mayor que, H tiene un segmento cuyo tipo ordinal es y. 
De aqui que si ti• 02 son elementos distintos de A(ol), son los ti­

pos de diferentP.S secn~nto~ a~ B determinados por elementos b1 y -

b2 de B respectiv~mente. Dependiendo de si b1 ~ b2 6 b2 ¿ b1 en B, 
(66) . 

tengamos il ¿_ (2 6 (2 .t.. (1 • Como .se ve fácilmente, A(:X) es un 

conjunto ordenado (véase nota 44). 

Para demostrar que A<pl) es bien-ordenado debemos 

mostrar un rnapeo similar de A(ol) dentro del conjunto bien-ordenado 

B. ahora, si '( es un elemento de !!.(<>(.), '{ 4.l., entonces sea ó asign~ 
do al elemento b de B qu~ determi~a en b el segmento de ti~o ordi-



- 66 -

nal (. c;sta regla define una corres'JOndeo".!ia uno-,a-·.u10 en•re l'Js e 

lernentos de A.(o<.) y B. ~s más, el mapeo construía.o es :3imilar • .?ara 

ver ésto consideremos element0s distintos b1 , o2 de B y los ordin~ 

les corres oondientes f 1' r2 que pertene~en a ii.(iX.j. n.hora' como son 

similares, el tipo ordinal de B es también el tipo ordinal de Abl) • 

.Por lo tanto, A(o<'.) =o(. 

Q.t;.D. 

~ 2.- COM.PllRABILIDAD DE TIPOS ORDINALES.-

Enunciaremos y demostraremos otros teoremas para 

que se vea de una manera más natural el surgimiento del teorema de 

comparabilidad entre ordinales de conjuntos bien-ordenados. 

·reo rema 7 .- "Supongamos que existe un mapeo similar 

entre el conjunto A bien-ordenado y un subconjunto (.propio o imprE_ 

pío) B, denotando los elementos de A y B por a y b respectivamente. 

Si consitler.amos la posici6n de estos elementos en el conjunto A, -

tenemos invariablemente a = b 6 a .< b, pero nw1ca b < a." 

Demostraci6n.- Lo demostraremos por reducci6n al ab 

surdo. Supongamos que el conjunto de ~ares de elementos a,b para -

los cuales b ..(a, no es vacío. Las b's con b .(a constituyen un 
-···-··-------···-----··-··----··~--

subconjunto de un conjunto B bien-ordenado, y tienen, por lo tanto, 

un primer elemento b0 • Para el elemento a0 correspondiente al b0 -

tenemos b0 /... a0 • El elemento b0 , como sea, es también un elemento 

de .el., y lo denotamos por ªl· A este elemen:o ªl corresponde un ele 

mento b1 de B. Por lo que, con los elementos a0 , a1 de A están aso 

.ciados los elementos b~, b1 de B. Desde que ªl 

milaridad del mapeo no disturbe el ~nden en la sucesi6n, también -

tenemos a1 ..( a0 , o sea, b1 ..(al. De aquí que, b0 no es el primer~ 

lemento de B para preceder el elemento corresoondiente de A: el e-



lemento bl ..( b0 

b <a nos lleva 

De aquí se obtiene inmediatamente que: 

que 

Teorema 8.- "Todo conjunto A bien-ordenado puede 

ser mapeado similarmente sobre sí mismo unícamente por él mapeo i­

déntico. Si A está bien-ordenado, y A cl B, entonces existe un s6lo 

mapeo similar de A en B". 

Demostraci6n.- Sabemos que A es un subconjunto de -

sí mismo. Sean a y a' dos elementos que se corresponden bajo el m~ 

peo de A en sí mismo. ~ntonces, de acuerdo al teorema 7, nunca te­

nemos a ..( a' 6 a' <. a, por lo que invariablemente tenemos a = a'. 

~n el caso en que B pudiera ser mapeado sobre A de 

dos maneras, substituyendo B por A, mapearíamos A sobre si mismo 

de dos maneras, lo que contradiría la primera parte del teorema. 

Q • .i:;.D. 

Teorema 9.- "Si B es un segmento de un conjunto A 

bien-ordenado, y C es un segmento del conjunto B, entonces e tam-­

bién es un segmento de A". 

Teorema 10.- "Sean Am y An dos segmentos distintos 

del mismo conjunto A bien-ordenado. Entonces uno de los segmentos 

es un segmento del otro. 

Teorema 11.- "Bajo un mapeo similar de un conjunto 

A bien-ordenado sobre un conjunto B bien-ordenado, cada segmento -

de A se transforma en un segmento de l:!." 

Demostraci6n.- Sea Am un segmento de A, y sea el e­

lemento b ae H el que se corresoonde al elemento a de a. ~ntonces 

los elementos de A que preceden al elemento a van precisamente a -
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los elementos de B que preceden al elemento b. 

Q.E.D. 

Teorema 12.- "Ningún conjunto A bien-ordenado es si 

Illilar a cualquiera de sus segmentos, o a un segmento de un subcon­

junto." 

Demostración.- Si, para algún segmento ~ del sub-­

conjunto A' ~ A, tenemos A~~ A, el elemento a del conjunto A co•­

rresponderá a un elemento de Am, es decir, a un elemento que lo 

precede en A, lo cual, por el teorema~. es imposible. Si, ahora, 

Am y An son dos segmentos distintos del mismo conjunto, entonces -

de acuerdo al teorema 10, uno de ellos debe ser un segmento del 

otro, y, por lo tanto, no pueden ser similares. 

Q.E.D. 

Ahora ya tenemos los elementos necesarios para po-­

der compára~ los conjuntos bien-ordenados con respecto a sus ordi­

nales. 

Teorema 13.- Comparabilidad de Tipos Ordinales.­

"Dos conjuntos bien-ordenadol? son º· similares uno a otro, o uno es 

similar a un segmento del otro. De aquí que una y sólo una de las 

relaciones 

se mantiene entre ordinales o< y ;1 •" 
Demostración.- Si A y B son dos conjuntos bien-ord~ 

nados con tipos ordinates o<. y ¡1, respectivamente, debemos reempla­

zarlos por los conjuntos· similares estandar C(~) y C(,,4) respectiv~ 

mente, cuyos elementos son ordinales. 

Sea 1 la int6rsecci6n de C(~) y C(/); I está bien-­

oruenado, porque w1 subconj"U.nto de conjuntos bien-ordenados es 
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bien-ordenado (teorema 2). ~i un ordinal fijo pertenece a I, ento!]; 

ces todo ordinal menor también pertenece a I (véase. teorema 6). 

Por lo que I "empieza" con 0,1,2,3, •• ;.~ 

Si I no coincide con. C(ol), l es obviamente un seg--

mento de C(ol) 1 y análogamente te 

nemos 

de e (.x) 

caso 
I = C(¡1) 

C("'") = C(~) C(/) segmento de C(..<) 

3er. caso 4o. caso 
l segmento de C{¡1) 

C(oc) segmento de CYáJ 

ler. caso.- A~ C(.,¿) y B "'.:!!. C(f3), !.:>orlo que A~ B, es decir, et'"-~. 

2do. caso.- B~C(oL), o sea,fLoZ, de acuerdo a la definición de -

la relación menor entre ordinales. 

3er. caso.- Ac!. C(¡J), es decir,o<.Lj3• 
.,. 

40. caso.- Es imposible. Porque se.gún nuestro esquema, el tipo o~ 

dinal de I es menor que ambos o<. y ¡J. Y de aquí que, -

si y es el ordinal que sigue inmediatmente a tonos los 

ordinales contenidos en I, y debe estar en C(o(_) y 

C(~), y de aquí que ( está en I. Contradicción puesto 

que habíamos supuesto que f no estaba en l. 

De aquí que sólo uno de los tres pri~eros casos se rea 

liza en la comparación de tipos ordinales. 

Q.E.D. 

§ 3.- Comparabilidad de Cardinales.-

Debido a este ú.l·t;imo teorema (sobre com9arabilidad 

) . . . ( 67) t h de tipos ordinales y al ~eorema de ~cu1valenc1a es amos a ora 
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capacitados para· comparar los carc1inales de conjuntos bien-ordena-

nos. 

Teorema 14.~ Comparabilidad de Cardinales.- "Los 

cardinales de dos conjuntos bien-ordenados o son iguales o bien 

uno es mayor que otro." 

Demostración.- Sean A y B dos conjuntos bien-ordena 

dos. Por el teorema anterior, el primer caso significa que A~ B, 

debido a la definici6n de similaridad tenemos A ,..,B, y esto impli­

ca que los cardinales de A y B son iguales. 

Sabemos que el segmento de un conjunto es un subco~ 

junto propio del conjunto. De aquí que, si el primer caso no se 

realiza entonces A es equivalente a un subconjunto de B 6 B es . -

equivalente a un subconjunto de A. Esto quiere decir por el teore­

.ma de Equivalencia que el cardinal de A es igual o menor que el de 

B, o que el cardinal de B es igual o menor que el de A. 

Q.E.D. 

Necesitamos justificar el uso del Principio de In-­

ducción Transfinita (véase nota 43) en las demostraciones, aunque 

sabemos que es mucho más úti~ y profunda cuando la utilizamos en -

las definiciones. Fue J. von Neumann (1923) el primero en darse 

cuenta de la necesidad de esta justificación. 

Teorema 15.- "Sea P(x) una propiedad o argumento 

que es significativa para todos los elementos 'a' de un conjunto A 

bien-ordenado. Si: 

(a) P es verdadera para el primer elemento de A~ y, 

(b) La veracidad de P para todos los elementos de A que prec~ 

den a determinado elemento 'a', implica la veracidad para 

'a'' 
entonces P es verdadera para todoé los elementos de A." 
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Demostración.- Lo demostraremos nor reducción al ab 

surdo. Supongamos que al subconjunto de A que contiene aquellas 

'a' para las cuales P no es verd~dera, no es vacío. Como A es un 

conjunto bien-ordenado, el subconjunto tiene un primer elemento a0 

el cual por (a) no es el orimer elemento de A. Por la definición -

de a 0 , Pes verdadera para todos los elementos que preceden a a0 ; 

por lo tanto, por (b) P debe ser verdadera para a0 también. Contra 

dicción, de aquí que el subconjunto !)ara los cuales P no es verda­

dera es vacío. 

Q.E.D. 

§ 4.- EL TEOREMA DEL BUEN-ORDEN.-

Llegamos ahora a uno de los resultados más sorpren­

dentes dentro de la Teoría de Conjuntos Transfinitos de Cantor: el 

·reorema del Buen-Orden, demostrado por i-;. Zermelo ( "Mathematische 

Annalen 59 (1904) 514-516 pp.", y una segunda demostración en "Ma­

thematische Annalen 6'5 (1908) 107-128 pp.") 

'l'eorema 17. - "Todo conjunto infinito S puede ser 

bien ordenado. 11 (
68 ) 

Si nosotros aceptamos el axioma de .!Hecci~n (véase 

Libro VII, §1) entonces estamos aceptando, aunque sea de una mane­

ra implícita, el Teorema del Buen-Orden; e inversamente, si acept~ 

mos el ·reorema del .tluen-Orq.en debemos hacer lo mismo con el Axioma 

de ~lección. ~s decir, los dos principios son equivalentes. 

Ahora, si nosotros tomamos como válido el.Axioma de 

Elección, y obllgadamente el Teorema de 6ermelo, vemos que éstos -

son equivalentes.a los siguientes principios; 
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(1) •.reorema de Numeración.- "Para. cualquier conjun­

to A existe un ordinal o<. tal que o<..~ A." (Por el simbolo ':::1' enti­

éndase la equipotencia, es decir, el concepto que .resulta cuando -

entre dos conjuntos existe una correspondencia imo-a-uno y tienen 

el mismo número cardinal). 

( 2) El Lema de :6orn.- "Si A es un conj,i,mto parcial­

mente ordenado tal que toda cadena en A tiene una cota superior, -

entonces A contiene un elemento máximo." (Una cadena es un conjUJ).­

to totalmente ordenado. Y por una cadena 'en A' entendemas un sub­

conjunto de A tal que el subconjunto resulta estar totalmente orde 

nado). 

( 3) La Ley de la Tricotomía.- "Dados dos conjuntos 

cualesquiera siempre sucede que A < B, A= B 6 B <A con respecto 

·a sus cardinales." 

Para ver algunas de las posibles equivalencias del 

Axioma dé Elección, y por supuesto del Teorema del Buen-Orden, vé~ 

se: RVBlN, H. & RUBl.N, J .E. "~quivalents of the Axiom of Choice." 

North-Holland. ~sterdam. 1970. 158 pp. (Studies in Logic and the 

Foundations of Mathematics) •. 



L I B RO V.-

"Cantor introdujÓ en la ciencia una 
nueva forma de considerar el infinito ma­
temático ••••• pero ha ocurrido que hemos 
encontrado ciertas paradojas, ciertas a~ 
rentes contradicciones que hubieran hecho 
las delicias de Zenón de Elea y la Escue­
la de Megal'll. 

H enri Poincaré ( 1905). 

LAS PARADOJAS 

g1.- INTRODUCCION CONCEPTUAL.-

La palabra "paradoj~" proviene del griego; está com 

puesta del prefijo PARA que denota 'contrariedad', 'proximidad', -

'semejanza'; y de la palabra vOXA que significa 'opinión'. 

O sea, una paradoja es una opinión contraria a la -

común. En filosofía es Wla contradicción a la que llega el razona­

miento abstracto. Es también la figura del pensamiento que consis­

te en emplear expresiones o frases que envuelven contradicción. 

La palabra "antinomia" también proviene del griego. 

Está formada por un prefijo ANTI que significa 'en contra', y por 

la palabra iW!iíOS que significa 'ley'. 

Una antinomia es una contradicci6n entre dos leyes, 

o dos principios. Es la reuni6n de dos consecuencias contradicto-­

rias que resultan de la misma premisa. 

una paradoja es una contradicción aparente que tie­

ne solución dentro del sistema, mientras que la antinomia no la 

tiene. Aunque actualmente a esta tiiferencia no se le da mucha im-­

portancia ( 69) y se les menciona indistintamente. Por-inemplo, N.V. 

Quine divide las paradojas en tres grupos: (1) verídicas, (2) fal­

sidicas y ( 3) antinomias y de éstas afirma: "Una antinomia da ori-
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gen a una contradicción interna siguiendo los caminos aceptados de 

razonamiento. Establece que algún esquema tácito aparentemente ga­

rantizado de razonamiento ha de ser hecho explícito y en adelante 
. d . d 1 (70) evita o o revisa o.' 

Nosotros utilizaremos las dos palabras como sinóni-

mos. 

g 2.- LAS PARADOJAS LOGICAfi.-

El éxito y desarrollo de la Teoría de Conjuntos fue 

tan extraordinario que "todas las ramas de la Matemática se or•ien­

tan en la dirección de la Teoría de Conjuntos que es adoptada in­

cluso en los tratados elementales para explicar la idea de número 

de un modo riguroso( 7l), y queda fundado un nuevo sistema de con­

.ceptos generales y abstractos de tal envergadura que, según Den-

joy(72) constituyen la mayor revolución que registra la Historia -

de la Matemática después de la creación del Cálculo Infinitesi ---

1 
11 ( 7 3) 

ma • 

l.- La Paradoja de Burali-Forti.- Es en 1897, cuan­

do por primera vez aparece tu?-ª antinomia que pone a temblar los 

fundamentos de la Teoría de Conjuntos. Cesare Burali-Forti (1861-

1931) publicó "Una Questione Sui Numeri Transfini ti" en el Rendi-­

conti del Circolo Matematico di Palermo, vol XI; en donde mostraba 

que no puede considerarse la existencia de un conjunto formado por 

todos los números ordinales. <74 ) "La paradoja de Burali-Forti pue­

de ser establecida como sigue: Puede ser demostrado que cada suce­

sión bien-ordenada tie~e un número ordinal, que la sucesión de or­

dinales hasta e incluyendo cualquier ordinal dado escede el ordinal 

dado en una unidad, y (sobre varias suposiciones ciertamente natu-
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rales) que la sucesi6n de todos los ordinales (en su orden de mag­

nitud) está bien-ordenada. Se sigue que la sucesi6n de todos los -

ordinales tiene un número ordinal, digamosJl.. Pero en ese caso la 

sucesi6n de todos los ordinales incluyendo Jl tiene el número ordi­

nal ..a. +l, el cual de be· ser mayor que JL, de a qui que, 12.. no es el nú 

mero ordinal de todos los ordinales."( 75 ) 

En otras palabras, Burali-Forti considera el conj~ 

to de todos los números ordinales. Este conjunto no puede existir 

porque si existiera estaria bien-ordenado, y por lo tanto, tendría 

un tipo de orden que es un elemento del conjunto considerado: aho- · 

ra, como el conjunto de todos los números ordinales inferiores a -

dicho tipo es un segmento del conjunto de los ordinales, seria se­

mejante a uno de sus elementos, lo cual es un absurdo. 

2.- La Paradoja de Cantor.- Cantor-descubri6 esta -

paradoja en 1899, pero obviamente ésta no fue publicada inmediata­

mente. Esta paradoja fue dada a conocer en 1932 cuando se publica­

ron sus obras completas. 

Nosotros sabemos, por un teorema de Cantor, que la 

potencia o número cardinal de un conjunto es siempre menor que la 

cardinalidad de su conjunto potencia(? 6), es decir, 

M: < 2m. 

Cantor se di6 cuenta de que no podía hablar del conjunto univer--
. ( 77) 

sal, pues siempre tendria que 

y se está suponiendo implicitamente que 

2° (u. 



- 76 -

Aunque muy sencilla esta paradoja no es de ningt.llla 

forma elemental, pues se necesitan los conceptos técnicos de sub­

conjunto y de conjunto potencia. Y es por ésto que ahora nos vemos 

·en la necesidad de hablar de conjuntos universales 'relativos'. 

3.- La Paradoja de Russell.- En 1902, Bertrand Ru-­

ssell di6 ·a conocer su paradoja en una carta dirigida a Gottlob 

Frege. <73 > La paradoja dice: Sea M el conjunto de todos los conjll!! 

tos que no son elementos de si mismos. M es un conjunto de primera 

clase< 79 > y, por lo tanto, es distinto de cada uno de sus elemen-­

tos; pero como también M debe contener todos los conjuntos de pri­

mera clase, tiene que contenerse a si mismo y entonces es de seg\l!! 

da clase. 

La versi6n informal de esta paradoja es la siguien­

te: Supongamos que en un cierto país los bibliotecarios acostÚIIl--­

bran catalogar sus libros, no mediante un catálogo a.e fichas, sino 

mediante un libro de hojas sueltas, es decir, el catálogo mismo es 

un libro. Algunos bibliotecarios catalogan el catálogo mismo en el 

catálogo, pero otros no hacen lo mismo. Bertrand Russell denomina 

a la primera clase de catálogos como un conjunto R, o sea, los con 

juntos R son conjuntos que se. contienen a si mismos. Pero, ¿qué s~ 

cede si el bibliotecario general del país decide hacer un catálogo 

de todos los catálogos que no se catalogan a si mismos?. Este catá 

logo, ¿debe catalogarse a si mismo o no?. 

Una versión un poco más formal es la siguiente: 

"Sea w la clase de todé¡.S aquellas clases que no son miembros de sí 

mismos. Entonces, no imp?rta que clase x pueae ser, 'x es una w' 

es equivalente a 'x no es wmK.1 De aqui que, dándole a x el va--

lar w, 'w es una w' es equivalente a 'w no es U..'1a w'." 
( 80) 
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equivalentes entre las que están: 

a) Supongamos que existe tina aldea .db~d~ ·s61o ha.y -

un barbero, y se afirma que el barbero rasura a todos los hombres 

de la aldea que no se rasuran a si mismos. La contradicción surge 

cuando uno se pregunta: ¿el barbero se rasura a si mismo?, 

b) Supóngase que todo municipio de México tiene un 

alcalde, y no pueden existir dos municipios distintos que tengan -

elmismo alcalde. Lo que si puede suceder es que el alcalde no re­

sida en su municipio, que es lo más común. Pero un día se promulga 

una ley, sin tomar en cuenta la opinión de los ciudadanos, la cual 

obliga a todos los alcaldes que no residen en su municipio a resi­

dir en un lugar especial S. Desafortunamente, la población es tan 

grande que se ven en la necesidad de transformar esta área en un -

nuevo municipio s. 
Nos podemos preguntar entonces: ¿donde reside el a1 

calde de S?. En el municipio S sólo pueden residir aquellos alcal­

des que no residen en su propio m~icipio, por lo que el alcalde -

de S no puede residir en S. Pero si el alcalde de S no reside en -

S, tiene que vivir en S porque así lo obliga la ley. Este problema 

le fue comunicado al jefe del poder ejecutivo quien exclamó: "La .,. 

·------·------s-c-luc-i-6n,...d_e ___ ~_::;~_E'._J>_:r.'? ~:l::~!n.§: __ ni- .no-s -- be-n-0-f.i.aJa ni ?ºs J!.~_!'.ju.d.foa, sino 

todo lo contrario." 

Russell intentó mostrar que la Matemática era una -

parte de la Lógica por medio de paradojas lógicas que se encontra­

ban en un campo pre-matemático. La más famosa es la siguiente: Su 

cede que podemos dividir todos los adjetivos del diccionario en 

dos conjuntos. En el primero van a estar todas las palabras que se 

an predicativas(Sl), y en el segundo van a estar todas las pala---
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b . d.. t. ( 82 ) ras impre ica ivas. Pero, ¿qué sucede co~ la palabra "imoredi 

ca ti va"?, ¿en qué conjunto debe estar?. "Llegamos a la consecuencia 

parad6jica de que impredicabLe es impredicable si y s61o si imDre­

dicable no es impredic&ble."( 83) 

9 3.- LAS PAftADOJA.S S~~n'ICAS .-

Otro tipo de paradojas aparecier~n más tarde, las -

paradojas semánticas. (S4) 

1.- La Paradoja de Richard.- Jules-Antoíne Richard 

(1864-1921) public6 en la "Revue Générale des Sciences Pures et Ap 

pliguées." (tomo XVI, núm. 12, pág 541, correspondiente al 30 de j~ 

nio de 1905) la paradoja que actualmente lleva su nombre. 

Richard demostr6 q_ue todos los mb1eras definidos 

·por medio de un número finito de palabras forman un conjunto nume­

rable, y sin embargo se puede formar un número definido por un nú­

mero finito de palabras que no se encuentra en este conjunto. 

Lo importante de esta paradoja es que en su formul~ 

ci6n utiliza el método de la diagonal, método que Cantor había po­

pularizado con sus demostraciones. Bxisten, ahora, muchísimas ver­

siones de esta paradoja. 

"Esta paradoja es especialmente interesante por sus 

implicaciones concernientes a lenguajes como el castellano, y por 

su estrecho parentesco con la demostraci6n cantoriana de la no-enu 

merabilidad de las funciones de la teoría de los números. Richard 

expuso la paradoja en forma relativa a la definici6n de un número 

real, paralelam°"nte a la demostración cantoriana de la no-enumera-
, ' ( 85) 

b1i.lidad de los numeros reales." 
· . . d B ( 86 ) . al t . La antinomia e erry es esenci men e una ing~ 

niosa e ilustrativa simplificación de la paradoja de Richard. 



2.- La Paradoja de Grellin'g_y Nelson.- Poco tiempo 

más tarde, en 1908, a¡,iar.eci6 otra paradoja de tipo semántico debi­

da a Grelling y Nelson. En cierta 'forma ésta era un caso particu-­

lar de la parauoja de Russell con respecto a las palabras impredi­

cativas. 

Unos cuantos adjetivos en español, como 'español' o 

'polisilábico', tienen ellos mismos la propiedad que denotan. Por 

ejemplo, el adjetivo español es español, el adjetivo polisilábico 

es polisilábico. Pero la gran mayoría no tienen la misma nropiedad. 

Como, por ejemplo, la palabra monosilábica no es monosilábica, co­

mo tampoco las palabras blanco, caliente, etc. tienen la propiedad 

que denotan. El segundo tipo de adjetivos es llamado heterológico, 

y si analizamos con cuidado esta palabra nos damos cuenta que: el 

adjetivo heteroldgico es heterológico si y sólo si heterológico no 

es heterol6gico. 

3.- La Paradoja del Cretense.- Tal vez la paradoja 

más antigua es aquella que se le atribuye al filósofo Epiménides -

de Creta (siglo VI 11..C.). Se supone. que .r;piménides afirmó que: 

'los cretenses mienten siempre'. La paradoja surgió cuando un cre­

tense afirmó: 'estoy mintiendo'. 11 .l!.S lógicamente insatisfactorio -

que pudiésemos escapar de la paradoja s6lo merced al histórico ac­

cidente de que existiera algún cretense que alguna vez dijese la -

verdad."(S?) 

Una versión más moderna de ésta se refiere al pers~ 

naje 'Sancho Panza' del ":¿uijote" de Cervantes. La paradoja de Sa_!! 

cho Panza es como sigue: al ser nombrauo gobernador de la ínsula, 

Sancho promulgó una nueva ley que decía: "b;n la única entrada que 

hay en la ínsula se instalará una horca con el fin de ejecutar a -

toda aquella persona que al ser interrogada acerca del motivo que 

la trajo a la ínsi.ila mie:ita. Por el contrario, si dice la ver.ciad, 

oodrá transitar libremente por aonde le 9lazca." 
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Los interrogadores no habían tenido ningún problema 

hasta que se presentó un hombre que confesó: "Yo vengo a que me a­

horquen," Si lo ahorcaban, este hombre había dicho la verdad y, te 

nía dereého a vivir en la ínsula. Pero si, por el cont~ario, no lo 

hacían, el hombre había mentido y tenían la obligación de ahorcar­

lo. Parece ser que Sancho .Panza lo ahorcó en castigo por los dolo­

res de cabeza que le produjó este problema. ( 88) 

g 4.- NOTAS GENER.n.LES A LAS PARADOJAS.-

Si analizamos un poco las paradojas mencionadas an­

teriormente nos podemos dar cuenta que: 

a) La paradoja de Burali-Forti postulaba implícita­

mente la existencia de codos los números orainales de Cantor. Lo -

que demuestra que la noción 'todos los ordinales' es una noción i­

legítima, 

b) La paradoja de Cantor habla de una 'totalidad' -

ya dada,· el conjunto de todos los conjuntos. 

c) La paradoja de Russell exigía que se precisara -

el concepto de_ 'clase' y además el admitir que 'todo' conjunto con 

tiene, al menos, una parte ~ue no es elemento de él mismo. 

d) La paradoja de Richard conducía simpLemente a un 

círculo vicioso, y se concluye que 'todos los números' es una pro­

posición ilegítima. ----
La mayor parte de las paradojas utilizan los conce2 

tos de orden y de existencia -que no estaban bien definidos- y la 

palabra 'todos', que como hemos visto es una palabra muy peligrosa 

en iliatemáticas por la gran canüdad de parauojas o antinomias que 

puede generar, Es debido a esto que la definición de Russell del -

concepto de 'po~encia' está mal, pues está mencionando una totali-
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dad que no puede existir. 

El problema del orden fue resuelto en 1905 con la -

obra de termelo, donde precis6 la diferencia entre conjuntos orde­

nados y conjuntos bien-ordenados. Alillque por estar fundamentada es 

ta distinción en el Axioma de Blección (véase nota 43) fue rechaza 

da inroeditamente por la iscuela lnttücionista (véase 1ibro VII,§1). 

De estos problemas el más dificil de resolver era 

el concerniente a la 'existencia' en l'hatemáticas. Bste es un punto 

donde las discusiones no han acabado aún. Por ejemplo, Henri Poin­

earé afirma que: 11 
••••• en Matemática l~L '.18.labra Bxj >lt.ir no puede -

tener más que un sentido: significa exento de contradiccidn. 11 (
89 ) 

ruientras que para los Intuicionistas más estrictos el hecho de que 

un objeto 'exista' quiere decir que podernos 'construirlo', o que -

podemos probar en un número finito de pasos que tal objeto tiene -

tal propiedad. Para los Formalistas como David Hilbert, todo obje­

to está en posibilidad de eY.istir( 9o) siempre y cuando no i~plique 
contradicci6n uentro del sistema. 

Parece ser que el p~oblema más fácil de resolver 

fue el concerniente a la palabra 'todos' o el de considerar una to 

talidad que contuviera todo ente posible de existir o de pensarse, 

pues como anteriormente habíamos mencionado, actualmente se consi­

deran los conjuntos universales como conjuntos 'relativos'. 



L I B R O VI.-

"Nadie será jwrlÍo capaz do expuJ. 
sarnoa del paraiao que Cantor ha crea 
do para nosotros." -

David I!ilbort. 

LA AX:IOülATIZACION DE 111. TEORIA DE CONJUN'l'OS -------

Las tres aiferentes escuelas filosóficas de la Mate 

mática (véase .Libro VII, §1) tomaron caminos diferentes nara erra­

dicar 18.s paradoj;.is o antinomias de la l'eoría de Conjuntos. 

Los Intuicionistas rechazaron inmediatamente la •reo 

ria de Conjuntos 'l'ransfini tos y- no :>e vieron en la necesifüi.d de in 

tentar fw1damentarla en principios q_ue estuvieran exentos de toda 

duda. Y, en contraposición con la hscuela Formalista, los lntuicio 

nistas afirmaban q_ue la l11::J.temática Pura es una creación libre del 

espíritu humano y que no tiene ninguna relación con los hechos de 

la experiencia. Por esto mismo, los lntuicionistas se preocuparon 

más por ciarle un fundamento y bases rígidas y rigurosas a su pro­

pia escuela. 

Los Logicistas ·.· querian mostrar que la Matemática se 

podia reducir a la 16gica, y debian dar un.a axioinatizaci6n donde 

touos los concel}tos y reglas de inferencia Matemátic.a fueran Yis­

tos como generados l}or la Lógica. Para ésto contaban con los gran­

des avances de la Ló~ica debidos a los trabajos de Jeorge aoole 

("Las Ley~_ del .Pensamiento", 1854) y Gottlob Frege ("Fundamentos 

de ia aritmética", 1884) 



- 83 -

Los Formalistas no estabhn dispuestos ~ ab&ndonar - · 1 

la .'I'eorfa de Conjuntos simplemente porque existir::ran ciertas con­

tradicciones internas en ella. Se había llegado a la conclu,si6n de 

que la noción de 'cor1junto' podría gener,ir la idea de 'número nat··1 

ral' y, a partir de ~sta se podría reproducir toda la Matemática• 

por lo que, los l'ormalistas, estc.:.ban obligados a mostrar un Siste:-

ma axiomático del cw:1l se generara toda la reoría de Conjuntos ( e2': 

el uyen110 las paradojas) para de esto. forma re producir y fimda:tten-

tar la Matemática por completo. 

Antes de continuar con el estudio de las diferentes 

axiomatizaciones de la Teoría cie Conjuntos haremos un pequeño res\.\ 

men o lista de los s!mqolos que utilizaremos en este capítulo( 9l)~ 
(1) ": 11 

••••• para la equipotencia (si ••••• entonces y reciorocE: 

mente, ó si y sólo si). 
. -.--

(2) 11 => 11 ••••• para la impiicad.ón (si.~ ... entonces) 

(3) "1 11 ••••• para la negación (no). 

(4) 11& 11 ••••• para la conjunción (y). 

( 5) 11 V" ••••• pú'a la al terna ti va (o). 

(6) "(x)" ••••• para la cuantificación universal (para toda x). 

( 7) 11(Ey) 11 ••••• para la cuantificación particular (existe una 

y tal que). 

( 8) . "e" ••••• pertenencia. 

( 9) 11 s 11 ••••• inclusión. 

( 10) 11 '.f 11 ••••• conjunto vac fo. 
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42.- LA T~ORIA DE TIPOS.-

Los primeros logicistas que hicieron trabajos en la 

fündamentaci6n de la Teoría de Conjuntos fueron Bertrand Russell y 

Alfred North Nhitehead, quienes en su "Principia Mathematica" 

(principalmente en el tomo II) desarrollaron la 'Teoría de Tioos'. 

Alfred ,forth Vihi tehead, fil6sofo y matemático in-­

glés, naci6 en Hamsgate, Kent el 15 de febrero de 1861 y murió en 

Cambridge, Massachusetts el 30 de diciembre de 1947'. 

\'ihitehead se graau6 en Cambridge en 1884. Durante -

la mayor parte de su vida enseñó matemáticas en Inglaterra, pero 

en 1924 fue a los hstados Unidos corno profesor de Filosofía en la 

Universidad de Harvard, y permaneció allí hasta su muert?.. Su orí~ 

cipal interes radicó en tratar de fundamentar la matemática en la 

L6gica, aunque también se dedicó a muchísimas cuestiones filos.6fi­

cas. Son también muy interesantes sus lectura~ en cuestiones tales 

como: "La Organización del Pensamiento. Anatomía de algunas Ideas 

Científicas. El Espacio, el Tiernp.2._y la Relatividad." (UN~. Méxi­

co. 1964. Centro de Estudios Filosóficos. Cuaderno #13). 

Sir Bertrand Arthur Russell, matemático y filósofo 

inglés, nació en Trelleck, li'ionmouthshire el 18 de mayo de 1872 y 

murió en l'anrhyndendraeth, Merionethshire el 2 ci.°e febrero de 1970. 

A lo largo de la mayor parte de su vida fue un pac! 

fista militante y por ello perdi6 su puesto en la Universidad du-­

rante la Erimera Guerra J¡,undial. 
' Sus ideas sobre los problemas sociales son poco co~ 

vencionales. ~n 1940 fue ·nombrado profesor de la Universidad de la 

ciudad de Nueva York. Pero su nombramiento fue retirado por orden 

de la Corte ~uprema del ~stado, 

í .-
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Enl950 recibió el J:'remio .Nobel de Literatura y, en 

el ario de 1961 estuvo en la cárcel. 

Entre algunas de sus obras tenemos: 

aj "Principia Mathematica", 

b) ".Los Principios de la Ihatemática", 

c) "lilisticismo y Lógica", 

d) "Ensayos sobre ~ducación", etc~ 

Analizando su obra vemos que: "Un. tipo está definido 

como el rango de sig.aificancia de uaa fiinci6n proposicional, es de 

cir, como la colección de argumentos para los cuales la llamada 

funci611 tiene valores". ( 92 ) 

lihitehead y Russell aseguran que para facilitar la 

comprensión del concepto de conjunto o de clase es necesario esta­

blecer una jerarquia de tipos. Esta jerarquía de tipos sé forma a 

. d 1 . d' 'd ( b . . .•. 'd l ( 93 )) " partir e os in iv1 uos su stanc1as inu1v1 ua. es que Torman 

el tipo O. Al considerar las clases.6 conjuntos de individuos for­

mamos el tipo 1, y al tomar las clases de clases de individuos ha­

cemos el tipo 2, y asi 'ad infinitwn'. 

Por lo que, las clases de tipo i (i en N, i>l) tie 

nen por elementos solamente cosas de tipo i-l. ~s por esto que nun 

ca nos podríamos preguntar por los conjuntos q_u_e~~-s_e~c_on~t_i_en~en~ª-

si mismos, pues estaríamos considerando cosas en un tioo que éste 

no ,uede contener. 

TambHn es fé.cil <17 ver ·que· t;:mdre-rrios una infinidad 

de tipos diferentes (se supone la existencia de la totalidad ya d~ 

da de los números- naturales), ademfis tendremos en cada tiDo un con 
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junto o clase vacía y, el conjunto universal de cada tipo i ~~rt~­

nece o está contenido en el. tipo i+l; por lo que nosotros no é>ode­

mos hacer ninguna afirmación acerca del ,22Ejunto de todos los con-

j~. 

En la Teoría de 'l'ipos debemos ponerle a cada varia­

ble un indice que indique en que tipo están é:US valores, y vor el 

indice nosotros sabremos si estamos hablando ae indiviiuos (Xo) 6 

de clases de individuos (x1). En la Teoría de Tipos no tiene sentl 

do hacer una proposició~ existencial o una cuantificación univer-­

sal sin mencionar a que tipo nos estamos refj_riendo. Y si nosotros 

señalamos que Xi G Yj entonces debe suceder que j == i+l. 

Los logicistas admiten tres axiomas para el desarro 

llo de la Teoría de Tipos: 

Tl.- Axioma de Extensionalidad.- "Dos clases que 

tienen los mismos miembros son idénticas." O sea, una clase está -

totalmente determinada cuando sus miembros están dados. En simbo--

los tenemos: 

T2.- Axioma de Separación o de Comprensión.- nExiste 

una clase de tipo i+l correspondiente a toda fra_se que sirve de d~ 

finición para los objetos de tipo i. Por lo tanto, si 'F(xi)' es -

una frase de T< 94 ) donde 'Yi+l' no aparece tenemos 

Este axioma nos permite formular definiciones predi 

cativas que sin él seria~ impreu.icativas (véase nota 153). Pero 

los mismos creadores de la teoría afirman: "La justificación de es 

te axioma es puramente pragmática: lleva a los resultados deseados 
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y no otros. Pero es claro que no es la clase de axioma, del cual _ 

podamos quedar satisfechos, 11 ( 9 5) 

T3.- Axioma del Infinito.- "Dado cualquier número -

natural n siempre existe otro mayor n+l. 11 Este axioma nos asegura 

la existencia de una infinidad de números naturales. 

Podríamos analizar las paradoja13 del capiti.ll.o.ante­

rior y ver que éstas no se pueden realizar dentro dela Teoría de 

·ripos, pero ¿qué nos asegura que no surgirán otras?· 

Otro punto que es importante mencionar es que la re 

ducción completa de la Matemática dentro de la Lógica, no se ha 

llevado a cabo, pues el concepto de iteración, que es un concepto 

matemático, se está utilizando en la formulación de la Teoría de -

Tipos. 

Es por esto que Hermann l'/eyl afirma que: 11 
•••••• ya 

no se puede decir que las Matemáticas están fundadas sobre la Lóg~ 

ca, sino en una especie de paraíso para los lógicos. 11 
( 
96 ) También 

Henri Poincaré critica la Teoría de Tipos diciendo: 11 
••••• pero lo 

que el Sr. Russell ¡ffetende y es lo que me parece audoso, es que -

después de estos llamados a la intuición, no se harán más; no ha 

brá que hacer otras y podrán constituirse las Matemáticas íntegra­

mente sin hacer intervenir ningún elemento nuevo. 11
(
97 ) 

~J.. - I.úS ,~XIOMAS DE. ZEill1iELO. -

Es en 1907, cuando l!:rnst Zermelo (desgraciadamente, 

se tienen muy pocos datos de su vida) se dedicó a la tarea de sis­

tematizar los resultados de la 'l'eoria de Conjuntos obtenidos hasta 

entonces. Primeramente demostró que la 'reoría de Co!ljuntos Finitos 
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no se podía fundar sin el Axioma de Elección y enunció una serie -

de axiomas para fundamentar la Teoría de Con juntos ·rran.s finitos,-­

siguiendo el ejemplo de su maestro David Hilbert, quien había axi~ 

matizado la Geometría ~uclidian·a en su obra "E'unáamentos ó.e Geome­

tría", 1899. 

La axiomatización de ¿ermelo para la Teoría de Con­

juntos Transfinitos está expuesta en su memoria: 11 Untersungen \lber 

die Grundlagen der Mengenlehre,_!.11
(

98) Math. Annalen 65 (1908) 

261-281 pp. 

lermelo comienza su articulo de la siguiente mane-­

ra: "-La Teoría de Conjuntos es aquella rama de las Matemáticas cu-

_ yo objetivo es investigar matemáticamente los conceptos fundament~ 

les de 'número', 'orden', y 'función', en su sencillez primitiva, 

y por esa raz6n desarrollar los fundamentos.lógicos de toda la 

aritmética y el análisis; y de acuerdo con ésto constituye un co~­

ponente indispensable de la Ciencia Matemática. En el momento ~re­

sente, como sea, la simple existencia de esta disciplina parece 

ser amenazada por ciertas paradojas o 'antinomias', las cuales ~u~ 

den ser derivadas a partir de lo que parecen ser sus principios e­

senciales y para los cuales hasta ahora no se ha encontrado una so 

luci6n completamente satisfactoria ••••• En estas· circunstancias no 

sotros no tenemos otra alternativa mas que tratar el camino inverso 

y, empezando en la 'Teoría de Conjuntos' históricamente existente, 

buscar los principios que son requeridos para esta disciplina mate 

mática. Este problema d'ebe ser resuelto de tal manera que los pri_!! 

cipios estén hecho suficientemente an~ostos para excluir todas las 

cc.ntradicciones, y aún hechos suficientemente anchos para preser--
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var todo aquello o_ue es valora ble en esta teoria. " ( gg) 

Para crear il,i té o ria axiomática supone: 

(a) fo ~i:i.~i~~di~· de. un cierto .domiilio(Jo.o}.l« de 

elementos abstractos •. · iF 
( b) La ~kist~~cia de los elemtnos de este<dontiriio, 

los cuales están rep~esentad.os por la.s letras a,b,c;.;.t~; 

(c) ~ue cualquier argumento .de igualdad, a b, se 

entiende como la acerción de que los símbolos ·~•-y-'b··--desTgnan -

el mismo pbjeto. 

( d) La existencia de una relación primitiva, a é b, 

la cual está definida para el dominio itA.. tii esta relación se man­

tiene para dos objetos particulares a y b, decimos que b es un con 

junto y que a es un elemento de este coÍ1junto. Por esto mismo, pe­

ro no necesariamente todos, los objetos de .fM son conjuntos. 

(e) Define también una relación entre conjuntos, la 

de los subconjuntos: .:)i Í'iL y N son dos conjuntos tales que para ca­

da x (: M implica x é N, entonces o.e~imos que 1\i es un subconjunto -
de N. (101) 

. é . 1 . . (102) Los axiomas que 1 enuncia. s~n os siguientes: 

L.1.- Axioma de Det~rmi~aci-¿~---O-Ex:nrrrs:toT10.-l:·±darr·(tié~--· 
timmtheit) (l0 3) .- "Si cada elemento de un conjunto M es también un 

elemento ue ;{ y viceversa, si, por lo tanto, ambos 11. t N y N ~ M, 

entonces siempre i1: == i~; 6, más brevemente: Todo conjunto esi;á de--

terminaJ.o por sus elementos." 

1~2.- ,.xio'!la ó.e Conjun-cos ilemc>n'tales (.1nementarmen­

gen) (l04J .- "~xiste un conjunto (ficticio), el 'conjunto %.cío', t, 
el cual no contiene elementos. Si 'a' es cualquier objeto del domi 

nio, entonces existe un conjunto {a~ el cual contiene a 'a' y 30la 

mente éi 'á.' corno elemento; si 'a' y 'b' son .cualesquiera dos ooje-
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tos del dominio, entonces existe un .conjunto {S:,b} el cuai contie­

ne a 'a' y 'b' co:no eleruc,ntos, pero ningún objeto;xdis.tinto de: 

'a' y 'b'." 

,3,_ nxioma do Oogaraoión t;,:.,6j~¡~;~jiJJ,i~~f.2, _ 
la funci6n pro posicional 4( x) está defipicia(_ .6 )\ para "Siempre que 

todos los elementos de un conjunto !1., ll1 posee un/subcohj{in~o;M~ 
-· . . .... ·- . 

que contiene como elementos orecisamente aquellos ~i~mentd~;i de M 

para los cuales d(x) es verdadera." 

LA.- axioma del Conjunto Potencia (Potenzmenge)(lón'."" 

"A cada conjunto ;l' corresponde otro conjunto \.(T, el 'conjunto pote~ 

cia' de T, que contiene corno elementos precisamente todos los sub­

conjuntos de T." 

l5.- axioma de la Unión (Vereinigung) (lOS) .- "A ca­

da conjunto 'l' corres ¡:¡onde otro conjum;o t'.T, la 'unión' de T, que = 

contiene como elementos precisamente todos los elementos de los e­

lementos de T." 
. d -,, '6 ( hl)(lo9) ,,. 4b.- .11.x1oma e .r..1ecc1 n .11.tlSwa .- 'S:i. T es -

r· un conjunto cuyos elementos son toa.os conjuntos que son diferentes 

del ~ y mutuamente disjuntos, su unión i::T incluye al menos un sub­

conjunto s 1 q_ue tiene uno y solamente un elemento en colll1m con ca-

da elemento de 11'"" 11 

41.- Axioma del Infinito (Unendlichen)(llB) __ "Exi! 

te en el dominio al menos un conjunto l que contiene al conjunto -

vacio como elemento y está de tal fo~ma constituido que a cada uno 

de sus elementos 'a' corresponde un elemento posterior de la forma 

~al , en otras nalCJ.bras, que con cada uno de sus elerr.entos 'a' tam 

bién contiene al conjunto correspondie~te { aJ como -un elemento." 
·:· ... ' .... . ··,·.; 

Simb6licamente podemós'~xpr~~d~/rosaxiomas de Zer­

melo de la siguiente manera: 
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.a.- {x)(yJ[{z)(z E: x = z E- y;=- x = y]. 

. t2.'.".'(1!;~)<.Y)b y e x)&& ( x) (.t:y) [x E y ó: (z)( z 6 y ===> 

z = x) & [CwJ(~)(Ey)(~ 'e>y & z e y) & (x) [x é y;; (x e.,, V x = z]]). 

f~~-->:n 'y' no aparece en 'F( x) •: 

(~)(Ey)(x) (x é y = [x E: z & F(x)] ). 

~(_i)(};y)(x) [x é y:: [(w)(w e x => w e; z)]. 

L:5~'.".' (z)(Ey) (x) [x e y; (Ew) (x e w & w G z)J. 

Z6.- (t)[(x)(x é t-=(Ez)(z ex) & (y)(y E- t) & 

y/: x::::::. 1(Ez)(z ex & z e y))]=:i> (Eu)(x)(x € t = (15w)(v)[v = w:: 

( v e u & u e x)J)). 

Z 7. - (E Z) [ f é Z & ( x) (X € Z -:::> { X J é z)]. 

De cualquier forma, en el articulo original de Zer­

melo la formulación y discusión preliminar de sus axiomas s6lo ocu 

pa un pequeño espacio, es más, el mismo Zermelo se disculpa por no 

haber desmostrado que sus axiomas son consistentes. lermelo esta~ 

ba más interesado en discutir la equivalencia de conjuntos y mos-­

trar que de estos siete axiomas se sigue la Teoría de los Números 

Cardinales Transfinitos de Ca.ntor(lll) mas no las paradojas y ant.!_ 

nomias. 

Abraham .ll.dolf r'raenkel nació en zi.lema.nia en 1891, -

llegó a ser Rector de la Universidau Hebrea <i'e Jera.salen de 1938 a 

1940, y se le reconoce como uno de los más granues apartadores a -

la Fundamentación de la Matemática. 
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La axiomatizaci6n de lermelo fue tomada por los For 

malistas como la base para todos sus trabajos nosteriores, pues el 

trabajo era. bueno, y solamente había que aclarar o detallar conce.:::. 

tos como el de 'definitud' que 6ermelo había dejado sin discutir. 

6ermelo decía que una afirmaci6n está 'definida' cuando su veraci­

dad o falsedad está 'decidida por las relaciones básicas del domi­

nio U/ por .el significado de los axiomas y las leyes universales de 

1 1
, . ,(112) 

a ogica. 

En un articulo publicado en 1925, con el mismo titu 

!b.D del articulo original de lermelo, Fraenkel elaboró la sir,uiente 

sugerencia~llJ)que el concepto de 'definitud' podría ser precisado 

de una manera muy natural, identificando las afirmaciones defJ.ni-­

das con las combinacione·s de integrantes at6micos de las dos for-­

mas a é by a= b; con ayuda de otro concepto, el concepto de 'fun 

ci6n' referido a conjuntos~ Fraenkel definió este concepto de la -

siguiente manera: 

(a) El conjunto potencia de x, el conjunto uni6n de x, -

un par que depende de x, y también cualquier conjunto constante, -

todos son llamados funciones de x. Una función de una función de x 

es de nuevo llamada una funci6n de x. 

(b) Sean l((x) y y(x) funciones dadas de x, y sea 'o' uno 

de los símbolos primitivos =, ¡f, é .--f.- r:nton..Q§_¡;¡_, si M y N s~_.<:~.~-­

juntos tales que los elementos de N son precisa.;;ente los elementos 

'y'. de ¡¡, para los cuales la relación ~(y)oy;(y) funciona, N es lla­

mado un 'Auseonaerungsmenge' de fil que está determinado por o , en 

símbolos 

(1) N = lií f (y) o f (y) • 

(e) Si ( 1) ' y si 11. es una funci6n de la indeterminada X 

6 si la indeterminada X está envuelta en las funciones r y 'f (a paf 
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te de la ~a:ri~b~~ ~ÜJ{iÚS:r Y°)J;··~r1I~~~?¿~·;1¡ :Cc,e>~b O.e'pendiente ·gene~ .. 
ral de .~) ~{ i1a.Iri~c1& tlJlk. ·t'~cf6n, d·~:%:~<j2·';;¡;;r:f,I: .. 1 : ' • ' • ·· 
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e·• -,-~,~:);,~:_'.:_, 2:,-, ;;;·~ ·::-¡ '. ·. 

Con est~s ideas Faraerif~':Ó;t¿~~¿.f~ ~f<tercer axioma -

de ¿ermelo (Axiom .der ItUSsonderung) d~ 'i~)~~A~,r~ ~i.guiente: "Si M 

es cualquier conjunto, ~(x) y tp(x) son cti8.i~sqúieradosfunciones, 
y •o' denota una de las relaciones pÍ'imrtÍvas ,,; , ) , e , (/., entonces 

existe el 'Aussonderunsmenge' Mif(y)~~(y)• 

iste nuevo desarrollo del concepto de 'definitud' -

es ahora parte de la ·reoria de Conjuntos Estandar, y puede cµmplir 

con los axiomas originales de ¿ermelo. Pero Rl mismo Zermelo no lo 

acepta porque dice que este argumento se basa en las propiedades -

de los núnero~ na.turales, los cuales deben ser introducidos en una 

etapa posterior, 

Fraenkel propus6 más refor~as a la Teoría de Zerme­

lo para hacerla más formal. Por ejemplo, al interpretar Zermelo la 

relación a= b lo hacia semánticamente, pensando que a y b design~ 

ban el mismo 'objeto'. Fraenkel en cambio le daba un uso como cons 

tante primitiva con el mismo stato que •e• en el sistema. El mismo 

Fraenkel propusó un dominio básico de conjuntos, el cual funciona­

ba como un 'dominio de individuos' para su teoría axiomática. (ll4 ) 

. (115) 
bn un articulo previo :rnblicado en 1922 , Frae~ 

kel ha'oía ~rorrnesto la introducción de un clxioma aciici:rnal. Esto -

debido a que el axioma siete de termelo afirmaba la existencia de 

un conjunto infinito Z0 con elementos p, { ~} , { { p J1 , ..... y además 

el axioma cuatro hacia que los conjuntos 
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tuvieran números cardinales cada vez mayores, per()· nó e¡(üitia un ~ 

xioma que garantizara la existencia de. un conj\irii;~' ~h~· f~~ra la u­

ni6n de todos estos con.juntos z1 , Z2, • " .•. 

Este axioma que pro;:ione Fraenkel es el Axioma de 

Reemplazamiento (Ersetzung}: "Si M es un conjunto, y si cada ele-­

mento de M es reemplazado por un 'objeto del .dominio -W.', entonces 

ili es de nuevo un conjunto". 

Si en la lista original de axiomas de Zermelo noso­

tros sustituimos el tercer axioma por la nueva versión que da Fra­

enkel en términos de. funciones y añadimos el Axioma de Reemplaza-­

miento nos encontramos con la Axiomatización de Teoría de Conjun-­

tos que es conocida actualmente con el nombre de la 'Axiomatiza-­

ci6n de Zermelo-Fraenkel'. 

Una buena versión de estos axiomas, aunque no es la 

original, se encuentra en: CüHEN, Paul J. & HERSH, Reuben. "Teoría 

de Conjuntos No-Cantoriana." Scientific-American, Di1?éembre, 1967. 

92.- UNA i'WEVA TE;~D.t!.NCIA (VON i'fiUMrum).-

Johann van Jfoumann nació en Budapest, Hungría, el -

28 de diciembre de 1903 y murió en 'Nashington, D.C. el 8 de febre­

ro de 1957. 

(116) 
Von i~eurn.ann abando:-ió Hungría en 1919 durante -

los desórdenes que siguieron a la derrota ne Austria-Hungría en la 

Primera Guerra MundiaT-¡--y es~...rersidades de A­

lemania y Suiza. Hacia la mitad de los a~os veinte estaba en la U­

niversidad de GHtingen, donde conoció a J. Robert Opoenhimer (1904 

-1967). 
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En 1930 llegó a los Estados Unidos y.enseñó Física 

y ~atemáticas en la Universidad de Princeton. 

Von Neumann realizó importantes trabajos en muchas 
(117) .. . 

ramas de las matemáticas avanzadas. Por un lado, realizó un -

estudio meticuloso de la i1lecánica-Cuántica, demostrando en 1944 

que la Mecánica-Ondulatoria de SchrHdinger y l~ &ecánicá-Matricial 

de iíeisenberg eran matemáticamente equivalentes. 

Inclusó más im9ortante fue su desarrollo de una nu~ 

va rama de las matem~ticas llamada 'feoría de Juegos'. Ya en el a­

ño de 1928 había escrito artículos sobre la materia, pero su libro 

definitivo "i'he 'rl1eory of' Games and Economic Behavior" no apareci6 

sinJ hasta 1944. 

Von Neumann aplicó también sus habilidades matemá­

ticas a la dirección de computtldoras gigantes que realizaron, a su 

vez, cálculos enormemente veloces que ayudaron a la producción de 

la bomba-H. 

Bn 1955 fue elegido miembro de la Atomic Energy Co­

mission y én 1956 recibió el premio Fermi. 

~l primer trabajo matemático de von Neumann fue su 

tesis doctoral (Hudapest, 1925) dond~.reconsideró los axiomas de -

termelo-'"i'raen.1<el. ;:;u tesis trataba sobre· la .construcción axio:náti­

ca ae la l'eoría de Co!ljuntos General. 

aunque la tesis fue oublicada en Húngaro, las nar­

tes esenciales d& ésta fuero!l QUblicadas en Alemán en dos artícu--
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los: (1) ".tüne Axiomatisierung der Mengelehre" (J. relime angew. _ -

Math., 154 (1925) 219-240 po.) • .l!:n este ririmer articulo di6 su sis 

tema de axiomas en los cuales él basó su tratamiento de conjuntos, 

con una breve explicación de las razones por las que él tomó los a 

xiomas de una forma particular y, también destacó en términos gen~ 

rales de que cualquier caracterización axiomática de la 'recria de 

Conjuntos ~mede ser categórica; (llS) ( 2) "Die Axiomatisirung der -

JYiengenlehre" (1vlath. z;., 27 (1928) 669-752 pp.). Aquí es donde de-­

muestra en detalle como es que la 1reoria de Conjuntos puede ser de 

uucida de sus axiomas. 

El tratamiento de conjuntos de von Neumenn es una -

generalización del tratamiento üermelo-Fraenkel, en el cual la vi~ 

ja teoría es retenida sustancialmente, pero de una forma modifica­

da. A primera vista los nuevos axiomas parecen ser muy diferentes 

de los anteriores, pero ésto es debido solamente al cambio de len­

guaje. Cuando las nociones de la Teoría de Conjuntos son usadas en 

1vlatiemáticas existen dos riosibles lenguajes en los cuales pueden 

ser expresadas: el lenguaje de conjuntos y sus miembros, y el len­

guaje de funciones y sus argwnentos; y los dos son equivalentes, 

ya que cualquier función p'uede ser interpretada como un conjunto 

de pares ordenados y cualquier conjunto puede ser especificado con 

la ayuda de una función característica. Obviamente el lenguaje pr~ 

feri:io por Lierinelo era el de conjuntos, sin embargo la idea de 

'función' estaba ya implícita en la noción de 11.ussonderung de '.ter­

melo, y en la teoría de Praenkel se convierte en una realidad ex-­

plicita. ~l lenguaje de von Newnann es el opuesto al de üermelo y, 

fundamenta sus axiomas en términos de funciom:s y argumentos. 
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Sin embargo la diferencia t'W!ldamental entre los sis 

temas de üermelo-Fraenkel y van J~eumann no es el lenguaje, sino la 

forma como tratan de erradicar las paraaojas de la '.I.'eoria Intuiti­

va de Conjuntos. 6ermelo-Fraenkel habian tratado de eliminar las -

paradojas limitando el significado de la formulación de conjuntos 

a aquellos que eran indisoensables en los propósitos matemáticos. 

Pero en el sistema de von Neumann las limitaciones son más seve---
(119) 

ras y orivan a los matemáticos de modos de argumentar que al-

gunas veces son útiles y que parecen estar lib~es de vicios de cir 

cularidad. Van Neumann toma las restricciones hechas por t.ermelo­

Fraenkel y además hace otras pa~a totalidades en un sentido más -

extenso. Por lo que, si el sistema de Fraenkel está basado en un -

postulado singular de dominio de conjuntos entonces van Neumann 

u1 . . d . . ( 120) d' . . d t d . . post a dos om1n1os; un ominio e argwnen os y un oroinio 

de funciones, y la intersección de ambos es un dominio de funcio-­

nes-argumentos. 

Si 'x' es una función y 'y' es un argumento, von 

,~eurnann denota 'el valor de .la función x para el argumento y' nor 

[x,y]. Para poder reoresentar totalidades en su sistema oor medio 

de funciones características, postula dos argumentos constantes A 

y B, y entonces llama una función 'a' un 'dominio' si es tal aue, 

para cualquier argumento x, 6 [a,x] =A ó [a,x] = J:l. Una función -

tal corresponde intuitivamente a la totalidad de todos aquellos ar 

gument::is x para los cuales (a,x]..f A, es decir, para los cuales 

[a,xJ =B. 0i un dominio, en este sentido especial, no es simrle-­

mente W1.a función con la pr:ipiedad justificada, pero si u~a fun--­

ción-argumento, entonces van Neumann lo llama un conjunto • 

.Por lo qué la distinción de von 1~eumann entre fun--
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ciones y funciones-argumento sirve ryar·21 proteger la· •reoria de Co:1-

juntos contra las p~rado jas, como .la de Russell y la de Burali-FoE, 

ti. ·rrabajando con una ·reoría Axiomática de Conjuntos, en lugar de 

un discema Logístico, como el "Principia ,lathematica",. en el cual 

todas las nociones matemáticas están definidas en términos de unas 

pocas ideas primitivas que pertenecen a la Lóeica. ~l evita la ne­

cesidad de una teoría completa de ti!los y está en posibilidades de 

manejar con una escratificación mucho más simple de sus entidades 
(121) 

dentro de dos impenetrables estratos. 

Hn este sentiuo el Axioma de Exclusión( 122
) de von 

Neumann es un principio muy fuerte, y de éste pueden ser deducidos 

el Axioma de Separación de Zermelo y el axio~a de Reemplazamiento 

de Fraenkel. Además, con la utilización de este Axioma en el Siste 

ma fiXiomático de van Neumann, el Teorema del Buen-Orden puede ser 

demostrado sin utilizar el Axioma de Elección. 

En la presentación formal de su teoría, von Neumann 

utiliza una terminología neutra, y en lugar de decir: 'argumento' 

menciona '1-objeto'; en lugar de decir 'función' dice '11-objeto': 

y en lugar de 'función argumento' llama '1-II objeto'. 

Los axiomas intrddue~dós por von.Neumann son los si 

guientes: 

VNl.- A y H son 1-objetos. 

YN2.- c~.yJ tiene significado si y sólo si X es un 

II-objeto y 'y' es un 1-objeto; 'y' f'" siPrrrire I-objPto. 

V~l3~ (x,y) tiene significado si 'x' y 'y' son I-ob 
. (123) 

je:o"; y PS él mis~o un I-obJeto. 
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VJil.- Sean a y b U-objetoE:; si ··'= [o ,x]. uara 
,' . < ., '. 

todos los 

.. ·····;·····/{ .. ·.•··.············ 

ax:forját,ico de von Ne.uma:nn 

trata los conjuntos es a veces tosca Pero una de las 

direcciones de más reciente investigación dentro d.e la 'l.'eor:ía de "'." 
. -- . 

Conj 1J..•1tos es tomar las ventajas de losmej~rainientos sustanciales 

hechos 9or von i1eumann, y al mismo 'tiempo regresar al punto de vis 

ta más natural de Cantor~ 

§6.- LA UNlllC~ClüN D~ LA LO~lCA MafE•G•TlCA 

y LA 

T.c;QRIA Dh co¡¡J:JN'J:OS. -

La Matemática actualmente está siendo concebida co-

mo el estudio de estructuras abstractas, de la cual su base !'latu-­

ral es la Teoria de Conjuntos. Hemos visto como desde lermelo has­

ta von ;.eumann se ha ido construyendo una 'l'eoria de Conjuntos abs­

tracta suficiente1'.lem:;e completa y fuerte para servir de base a un 

tratamiento co!ll_;iletaJielll;e riguroso de las matemáticas nuras. El ob 

jec;ivo inJJediato de tr:idos estos estuúios era '.Jonerlos en una rela­

ción más estrecha con la Lógica Matemática. Esto fue hecho por 

Paul Bernays en una ::;erie de a::ticulos publicados en el J ournal of 

Symbolic Logic (véase bibliogrc.t'ia) y revisados y completados más 

tarde en su " . .,.xior:iac;ic ,')et 'ri1eory11
, r..rns~erdam, 1958. 

rlerm1.;·:; s igc..isnJ.o los pasos ie 6ermelo y ~'raen.i.:Pl, 

trata los conjunc;os de tma manera estrictamente matemática: nostu­

lánuolo2 simr¡lemente con !:lUS pro)iedades básic&.s como entes rirtmi­

tivos, y no trat~ndo de derivarlos de ideas más básicas de la Lóg~ 

ca. Pero, al misT!o tie r,po, no excluye de sus sistemc.:. l?. noción d;: 
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extensión de. un predicado. 

Ahora, adoptando las ideas de von Neumann, el trab~ 

ja con 'conjuntos' y 'clases' en lugar de I-objetos y II-objetos. 

Los conjuntos( 124 ) son las entidades esenciales (individuos) de la 

teoría, mientras que las clases( 125 ) son entidades ideales(126 ). 

Un conjunto, interpretado intuitivamente, es un agregado y, una 

clase es la extensión ue un ~redicado. 

Bernays toma las siguientes convenciones: 

(1) Pa~a dos conjuntos cualesquiera 'a' y 'b', 6 a E b 6 

a~ b; y para cualquier conjunto 'a' y cualquier clase 'A', ó a e A 

ó a ~ A, dependiendo si tienen o no la propiedad expresada en el -

predicado definido de A. 

(2) Ninguna clase B puede ser considerada como miembro, 

ya sea de un conjunto o de otra clase, y las combinaciones de los 

símbolos.de la forma Be a 6 Be C no son permitidos. <127 ) 

Los conceptos de 'clase' y 'conjunto' se correspon­

den más o menos a los conceptos de II-objeto y I-objeto, pero ha­

blando estrictamente son cosas totalmente diferentes. En el siste-
' 

ma de Bernays puede suceder ~ue un conjunto 'a' y una clase 'B' 

tengan los mismos miembros, en este caso se dice. que la cl'ase 'B' 

'está representada' por el conjunto 'a'. 

Lo primero que hace Hernays en la presentación for­

mal de su sistema es es~ecificar el cálculo lógico en que va a ba­

sar su sistema. Para es:iecificar ésto, Bernays intro·iuce sntática­

mente el cálculo de predicados restringuido: formula sus axiomas y 

las reglas de derivación o de inferencia, en términos de variables 
( 128) 

sintácticá.s. 
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De las expresiones simbólicas bien-formadas, algu-

térml. no,,, C 129) t fó ul é -nas son - y o ras son rm as, y stas aos categorías 

pueden ser definidas sintácticamente por recursión. 

La relación de 'identidad', a= b, es tomada como -

una relación primitiva< 13o), y siempre conecta dos 'conjuntos-tér­

minos' • .Para las 'clases-término' existe una relación equivalente 

A"' B(l 3l) y puede ser definidasim;lemente c~mo: (132 ) 

A ,., B :. ( :x:H x e A :. x i,;> B). 

Las únicas fórmulas primitivas atómicas que suceden 

en el sistema son aquellas de la forma a= b, a G b, y a G B, 

donde 'a' y 'b' son conjuntos-término Y, B es una clase-término. Pa 

ra el caso de las clases-término tenemos el "Esquema de Chur--­
ch, : ( 133) 

Bernays especifica paso a paso sus axiomas y para 

ésto se ayuda de varias definiciones. Los nrimeros axiomas que él 

enuncia son: 

Bl.- Axioma de lgualdad.-

a = b = (a €. A = b {; 11.). 

B2.- Axioma de Extensionalidad.­

(x) (x G a : x e b)::::. a = b. 

;fosotros podríamos ha.cer más. fuert.e el axioma ( Bl) , 

la doble implicación 

a = b ::: ( x) ( x e 
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pero esta fórmula se puede derivar dentro áel sistema y, dice que 

un conjunto está unívocamente determinado por sus elementos. (l34) 

N.osotros podemos definir algunos conceptos de cla-

ses como: 

DBl.- El Complemento de una clase 

DB2;;- La Unión de Clases. 

A V B "' {x J x € A V x E BJ. 
DB3.~ La Intersección de Clases. 

Afl B Ñ{xlxe A&: X€ BJ. 

DB4.- La Clase Universal. 

U N {x 1 x = xf. 

DB5.- La Clase Vacía. 

! "'{x 1 x I= x}, 

y desarrollar formalmente el álgebra booleana de clases. 

Ahora, pasando a la Axiomatizaci6n de_ la Teoría de 

Conjuntos, Bernays considera los siguientP.s axiomas: 

B3.- Axioma del Conjunto Vacío.- 'E-1 conjunto vacío 

no contiene elementos, o sea, 

B4.- Axioma de Unión de Conjuntos .lüementales.- 'En 

este axioma b;c corresponde a la unión de b V {e} de los dos con-­

juntos b y {e}, en símbolos 

a e. b;c _ (a e: b V a = e).' 



pande a la 

~, es decir, 

ae 

,t(f)) corres-­

de-pende de 

Una cosa importante que hay que mencionar es que el 

.<1.Xiorna de ::iepara.ción no es necesario en este sistema, ya que exis­

te un esquema derivable que formaliza la afirmación que, para cua± 

quier conjunto b y cualquier predica.do P(x) , existe un conjunto 

que consiste de todos los elementos 'a' de 'b' que satisfacen P(a). 

Además de los axiomas que hemos mencionado son nec~ 

sarios, para el desarrollo completo de la 'recría de Conjuntos, los 

Axiomas del Conjuntos Potencia (B6), .el Axioma de iüecci6n (B7), y 

el Axioma del Iniinito (í38), q_ue corres:)Onden a los Axiouras de Zer 

melo y Fraenkel. 

§ ].- 1:1. T;.:,ORI1i. DBL :41G-ZAG.-

El 16 de noviembre de 1936 se recibió en la A.Jneri-­

can kathematical -il:onthly( 135 ) un v.rtícuJ.o titulado "i·iueva Fundamen 
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taci6n de la 1ógica-~atemática", escrito por un filósofo logocista 

llamado ~illard van Orman Quine. En este articulo se intentaba dar 

una nueva axiomati¿aci6n de la Teoría de Conjuntos, desde un punto 

de vistd logicista, a pesar de los resultados publicados pocos a-­

ños antes por K.urt Godel (véase libro VIl, § 3). 

Como cosa curiosa no se habían dado trabajos, den­

tro de la Escuela Logicista, que superaran o mejoraran los traba--· 

jos de Russell y Whitehead. Y digo curioso, porque el trabajo que 

(.:uine presentó ini;entando mP. jorar la Teoría de Tipos fue conocien­

do los teoremas de Godel lo que le daba pocas 9osibilidades a esta 

superaci6n o mejoría. 

El sistema o teoría que presentó en su articulo es 

conocido actu:i.lmente con el nombre de ''reoria del llig-Zag', la que 

denotaremos yor 'Q'. 

Como apuntábamos en lineas anteriores esta 'Teoría 

del ~ig-Zag' es un intento de generalización o ensachamiento de la 

Teoría de Tipos. El aspecto formal de dicho ensachamiento es muy -

simple, pero tiene modificaciones esenciales. La inovación princi­

pal de Quine es el empleo de un Principio de 'Estratificación de -
• •t lº . 1 ~ . . d 1 t• (l36) Q . Clases que perm1 e e im1nar os Lnuices e os 1pos. u1ne 

.. -'-·--·a.firma que una frase está estratificada cuando es posible enumerar -----cada vari~ule de tal manera que un número entero sea etiquetado a 

cada una ele las apariciones de la misma variable, y además que la 

varia.ole que sigue a 'io' 'toma el número entero consecutivo de a--­

quel del~ variable que 9r~cede a 'e'. Por ejmplo, la frase 

(x e y&: y e z) V (x 6 w & w e. z) 
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está estratificada, porque podemos asignarles a las variables núme 

ros enteros como el l a la 'x', el 2 ~ la 'w' y a la 'y', y el 3 a 

la 'z'. Pero 

x(;y&ysz&z.ex 

6 

(x é y &,y" ~z)\/.;c:¿ z 
no están estratificadas porqu~ nbj~: ~~~-i~i~,'~'.ñgon~tar una numera-

ci6n que cumpla las condiciones~ 

Por otro lado, Quine no exige que todas las frases 

de Q estén estratificadas. De hecho la notación primitiva y el do­

minio de las frases de Q son exactamente los mismos que los del 

sistema de Zermelo (;¿). ~l sistema Q, como el ü, contiene también 

la teoría de la Cua?ltificaci6n para las variables generales 'x', -

'y', e~c. Además, el Principio de Estratificaci6n no interviene mas 

que como una restricción sobre los axiomas que postulan existencia 
. ( 137) 

de conJuntos. 

Pasando a la teoría en sí vemos que Quine define la 

identidad en Q como sigue: 

x = y = (z) (x e z =y .a z) 

y los axiomas que 9ostula son los siguientes: 

Ql.- Axioma de r;xtensiori.alidád.-

'(z)(zE x;. z is y)= x =Y•' 

Q2 .- Axioma ,p.el L:Í~-¿ag..:..::. 'Si '.F9x)' está estra.tifi 

cada y no contiene ninguna 'y' libre, entJnces 

( ¡.;y) ( X) [ X E. y ~ F ( x) ; ' 
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Formalmente, Q2 es el mis~o axioma T2 del sistema T 

pero sin índices de tipos, ya que está entendido que mientras los 

índices de los tipos no aparezcan, las variables distintas permane 
cerán aistintas, (l 3B) 

A pesar de tal semejanza formal al sistema T, Q es 

com9letamente dife.rente de T, Por ejemplo, nosotros podemos probar 

en Q la .exi~.tencia de un conjunto wiiversal U tal que: 

(x)(xsU), 

U e U. 

A pesar del Principio de Estratificación sobre el a 

xioma Q2 existe en Q al menos un 'conjunto que es elemento de si -

mismo', y ésto no sucede en T. <139> Por lo que, si nosotros tuvi.e­

ramos un rnqdelo aplicable a T éste no podría ser válido para el -­

sistema Q. 

Debido a este hecho y a oue la Teoría de Nruneros no 

podía desarrollarse dentro del ~istema ·Q,(l40) Quine propone cier­

tas mejoras a su axiomatización. Para ésto hace una generalización 

de su propio sistema y, ahora, la notación y el dominio de frases 

son exactamente iguales a los correspondientes de von Neumann. 

~u nuevo sistema (lo denotaremos ?Or :NQ') tiene 

tres axiomas, donde: 

NQl.- Es una· generalización de Ql, o sea, 

(z)(ze xs z e y)=(x E Z:::>y ~z). 
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NQ2.- Es el idéntico d~ Q2. (l4l) 

NQ3.- Es el axioma que estipula 

clases: 

(Ey) (x) [X .E 

donde 'F(x)' es no importa que frase de NQ 

• '§ 8.- .b:L GRUPO NJlO:OLAS BOURBAKI.-

Es sorprendente que, des?ués de todos los trabajos 

realizados en la Lógica-Matemática con la intención de ciar un ins 

trumento lógico capaz de sostener la total complejitud de las mate 

máticas modernas con rigor y claridad, pos encontremos con un sis 

tema increíblemente simple. Este sistema fue creado por Nicolás 

Bou.rbaki. 

Pero lo más sorprendente de todo es que "su nombre 

es griego, su nacionalidad es franc'esa y su historia es curiosa. -

Es uno de los matemáticos más influyentes del siglo XX. Existen mu 

chas leyenas acerca de él, y cada dia va habiendo más. Casi cada 

uno de los matemáticos conoce unas pocas historias acerca de él y 

probablemente ha inventado también un par de ellas más. Sus traba­

jos se leen y se citan extensamente en todo el mundo. Existen jóv~ 

nes en Río de Janeiro cuya educación matemática ha sido bas2.::la ca­

si enter~mente en sus trabajos y existen famosos matemáticos en 

Berkeley y en G~~tingen que piensan que au influjo es oernicioso. 

Tiene partidarios fervientes y detractores vociferantes en cual--­

quier grupo de matemáticos que se reúna. ~l hecho más extraño so~~ 

bre él, sin embargo, es que no existe. 



-.. .>~·<·~-. ' ... .;'.: . 
·· .. · · ... ···· . Este francés .no existente 9on nombre griego es Nico 

lás Boti.rb'a.kf~ ;·El:li~~hd és qué iiJ.Jg·iis; ~6fu.'b~ki es un seudónimo co 

ÚctÍvó~~:{b_iziicio p;6i·fuia. coHdta6ióll i~fo
0

~m~l de matemáticos. 11 <142) 
::···.··/. ·:· ·";'. ;,·: ;;.;\>'~/;':~·:;:.~.d~·::·,<·~' ·:. . 

.· .. ' ·/~_·::. 

.. .J?:J'.. ·~·}\'!?'. ;¡'. ~1 e¿tudio de la Teoria de Conjuntos y L6gica-Ir!at~ 
~~t.¡c~ ·~~tá contenido en la primera parte de la obra monumental de 

lb~ Bd~baki: "Eléments de Mathématiaue", la cual se ha estado pu­

blicando desde 1939 (hasta la fecha se han publicado más de 30 vo­

lúmenes). 

Pasando a su axiomatización vemos que los Bourbaki 

no introaucen ningún formalismo para las clases, y en su sistema 

todos los términos son 'conjuntos-términos'. Pero ésto no es una 

.diferencia de fundamental importancia entre su sistema y el de Ber 

nays, ya que el Esquema de Church dice que las clases sirven sola­

mente para proveer una forma al terna ti va de hacer argu'Dentos que -· 

envuelvan predicados. 

En los momentos en que Bernays dice que una clase A 

'está representada' por un conJunto 'a', Hourbaki dice que un pr~ 

dicado (i43 ) R( x) es 'conjuntable' (en francés collx). 

1'fosotros podemos definir la 'relación conjunta ble' 

en nuestro simbolismo diciendo: 

Collx H(x) = (Ey)(x)(x ~ y_ R(x)). 

Los axiomas de los ~ourbaki son: 

BOl.- axioma de Determinación o Extensi6n.­

(x) (y) ( (x ~ y & y G x) .:::> x = y ) • 
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B02.- Axioma de los Conjuntos Elementales.-

(·x)(y) Collz (z = x V z =y). 

B03.- Axioma del Par Ordenado.-

(x)(u)(y)(v)[(x,y) = (u,v).= (x =;u & y= v)}. 

B04. - Axioma del Conjurito•.Potenciá. - . 

Además de estos cinco axiomas, existe un fuerte es­

quema, llamado por Bourbaki el "f;s q_uema de Selecci6n y Reuni6n", -

el cual absorbe por completo los siguientes axiomas: 

(1) Axioma de Separación, 

(2) Axi~ma de la Unión, y 

( 3) Axioma de Sus ti tuci6n de Fraenkel. 

?inalmente, como es claro, el grupo Bourba~i apoya 

fuerteme!'lte la idea de que la fundamentación más aprooiada para 

las i .. atemáticas puras es una combinación de la Lógica Simbólica y 

la Teoría Axiomática de Conjuntos. Como nosotros sabemos esta idea 

fue primeramente seiialada por Paul .Bernays. 

Y, por otro lado, no cabe duda de que este intento 

de f1.i.nci;;.rr.t:ultar la ..,atemática es la empresa más grande y provechosa, 

dentro de las matemáticas, que se foTmularon y cuestionaron los ma 

temáticos del presente siglo. 
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"Las generaciones posteriores 
considerarán la Teorla de ConjU!ltos 
cono una en!ennede.d de la cual noa 
hemoe restablecido.n 

Renri Poiocaré (1908). 

CONC.LUSIONES Y OTROS RESULTADOS 

§l.- LA TEORIA DE CONJU.riTOS CAJ\'TORIANA 

y sus 

IMPLICACIONES FILOSOFICAS 

La teoría de conjuntos, en sus :i:·i:neros ai'íos, tuyó 

un auge fuera de toda medida; abarcando por igual su desarrollo 

teórico y sus aplicaciones. Pero, posteriormente, surgieron algu-­

n~s cuestiones que entorpecieron un alcance más profundo dentro de 

la misma teoría. (l44 ) 

Una de las cuestiones que entorpecieron este desa~ 

rrollo fue el 'Axioma de Elección', el cual como ya habíamos men~ 

cionadG, puecie ser comparado, dentro de .su marco hist6rico, al 

moso quinto µostulado de Euclides. 

fa -. 

Ya, hacia 1880 y 1890 Cantor había hacho unas demos 

traciones con un argumento que es lógicamente equivalente al Axio­

ma de ~lección. Fue en 1902 cuando Bepo Levi se di6 cuenta del uso 

de uicho axioma. ~n 1904, Zermelo lo utilizó explícitamente en la 

ciE:mos craci6n del 'l'eorerna del i:iuen-Orden. Desde 1904 a l<jl 1J se pu­

blicaron en varias revistas artículos donde se destacaba el ecept! 

cismo hacía la demostración dada por lermelo. Las críticas se sepa 

raban en dos grandes grupos: (a) aquellos que no aceptaban el axio 

ma, :iero aceotaban la demostración y, (b) aquellos que aceptaben 

el axioma pera no la á.emostración. En 1903, 6ermelo demostró el 
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mismo teorema por un método tots.lm'i;;I1.:\;e tirt·f!renté, '[)eró que t::t'Tlbién 

dependía del AxiomR dP. lHecei9h, •... , : ~?; ,: .,; 

Lo a malo n ti;>~ú~-·; Y, •• ~ J~~;: áfl,.' ~ii~{,~;; ~,; '· ,btn; d 01 · 

Axio:na de Ele.C'ción y·.·del' con~epjo}:del;;·hiffn¡~.~ i6tüliJ.'·ctié;~·&i drJ.~•::': .' 
gen a tres diferentes es'bhe1~s.'f:i.'ió~Ófi¿~s iferi'tf6 ~ ".<iEi. '1.~:··.·_g~j~;n1~fi· 
ca. (145) . } .!I.é' 2.:.' . '· •, YF>'.·' .. ··· .. :. :;;>·:~_{ :: 

' /~---:·~\?'· 

L- La. ~~6'ürla i~·~lcis'i~.·-- Los_ .logicistas conside-­

ran a la Ii6gica cOrrio fi ~~~e a~ .ra.:·1,;'i.it'~~áiica y, afirmari que la l~ 
gica realiza la reducción de cÓnbeptó~' y métodos de inferencia ma­

temática, o sea, consid~ran que18¡ ma:teriiática es solamente una PªE. 

te de la 16gica. 

Aunque n.. N. Whi teheád y Bertrand Russell son consi­

derados como los fundadores de esta escuela, ya ale;unos otros mate 

máticos y filósofos habían hecho estudios en este campo como son: 

R. Llull (1231-1315), J. Caramul (1606-1682), René Descartes, Godo 

fredo Guillermo 1eibniz, <146) Gottlob ~rege(l4?) y el italiano G. 

~eano' (1858-1932).(l 4B) 

;mal izando la obra de nhi tehead y Russell, "Princi­

pia ití1:i.thematica", vemos que· ésta empieza como si fuera un tratado 

de L6€rica y avanza paulatinamente lIÍed).ante. operaciones lógicas y -

definiciones para justificar todós los. elementos fundamentales de 

la ir•atem~tic<.i.. 

Para poder redÚci;:~oih~ :1~~ teoremas matemáücos a 

la Lógica, los logicistas ~d~it~ri -bolllo ve~dadero~ los axiomas de -

Infinitud, ~lección y Red~cibilida~ lvéase el §2 .6el c~niTulo VI). 
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2.- La Escuel~ Form~lista.- El fundador de esta es-

) cuela fue David Hilbert, quien an su libro 11 Fm1damentos de la Geo­

metría" (1899), fUndam•mt6 la geometría e hizó patente su consis-­

tencia re L. ti va resp0cto a la Aritmética y al Análisis. y, dejó 

ver la necesidad de fund.:..mentar1 para ésto es necesa-

río hacer lo 

Conjuntos. 

.l!:s aq· .. d cuando Hilbert. toma las ideas de Ka!1t para 

el desarrollo de su l'.Iatem<Hica en su .intento de funda.mentar la r.~a­

temática. "La idea fundamental de Hilbert a.l crear la teoría forma 

lista para la fu..'1damentaci6n de la matemática consiste en la intuí 

ción de que ha de ser posible establecer más allá de toda duda la 

validez de las matemáticas clásicas, incluso de las no constructi­

vas, apelando al carácter finitista o finitario de las demostracio 

nas matemáticas". <149 > 

Los formalistas, en las demostraciones y deduccio-­

nes, nunca toman en cuenta el contenido materL?.l o intuición de 

los con(:eptos priraitivos, o sea, el contenido esencial de los tér­

mi~o5 primitivos (pu.'1to, recta, etc.) es lo que está definido im-­

plicitamente por los axiomas. ~n un sistema formal no tiene senti­

do hablar de verdad o falsedad .::mes los términos, f6r!llulC:Ls, demos­

traciones y teorem~s, son simples combinaciones de los elementos -

primitivos. 

Si nosotros pretendemos fundamentar la matemática """. 
·' ' . 

por medio de un sistema formal es necesa#o, que :s~s elementos y a-

xiomas tengan un ~e.rácter existéncial. La dif~rencia :sencial en-­

tre los sü:temas axio::1ó.ticos de r!ilbert<i ~~1~~;1~ es que el pri -:ie-



) 

o-

razón hlliDana no dis-

de los números ma­

a partir de cier-

tas relaciones entre axio-

mas, deducimos otras relaciones siguienao reglas fijas, teniendo 

la convicción •.ie que de esta manera d¡~ivamos v~rdaies a partir de 

otras verdades por medio de un razonan1ento lógico •••••• Pero para 

el formalista, la exactii. tud matemátic, r-eside solamente en el des­

pliegue de la sucesión de ~elaciones,\y es independiente de la si~ 

nificación que queramos dar a estas r laciones o a las entidades_ -
(150) 

relacionadas con ellas." 

11 Loa formalistas son s •me jan tes a un relojero que 

se halla •an absorbido por el deseo d que sus relojes tangan buen 

aspecto, que olvida que la misión de os mismos es la de señalar -

el tiempo, y uescuida la máquina. 11 (l 5 ) 

Sin embargo, a pesar .d _. es;tos comentarios y muchas 

otras criticas, son lo~ fó;m·áJ.ist~s· l -~ .•••. ·.~~~··más adeptos tienen en 

la actualidad. 

ker el primero ~ue criticó los trabaj s de Dede~ind y Cantor por-­

que los objetos matemáticos que ellos manejaban no podían ser con~ 

truiaos y, que, por lo tanto, el contenino de sus teoremas era va­

cio y c_ue todas sus ¿s,.,eculaciones no tenían sentido. Posteriorme_!! 
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te, Henri Poincaré mencionó la im9ortancia que tenia en la construc 

ci6n la intuici6h del Principio ~atemático de Inducci6n Completa -

(véase la demostraci6n del teorema (5) ci.e la nota 43). Entre los . . 

más conocidos intuicionistas están: t;. i3orel, Hermann ieyl, L.i.J. 

Brouwer quien eis conocido como el fundador del Intuicionismo, A. -

Heyting, S.C. Klenne y. P. Lorenzen. 

~l principio básico de los lntuicionistas es el 

Principio de. 'Construcción mental', el cual no puede ser reducido 

-o f11rldá.-do- en algo más primitivo o radical. La matemática intuicio­

nista comienza por construir los números naturales de una,.manera -

genética existencial. 

Para ellos no es necesario discutir los conceptos -

de construcci6n mental e intuición matemática pues éstos se hallan 

en un cainpo pre.,.;matemático o dentro de la Pilosofia de la Katemáti 

ca~ 

Los Intuicioriistas s6lo consideran como conjuntos 

existentes aquellos que son fi~i tos, infinitos en potencia y, aqu~ 

llos que son equivale,ntes a los naturales: pero ;¡ara ellos es a O-­

surdo hablar de cual~uier conjunto infinito actual. Tampoco aceP-­

tari los argumentos existenciales, a ellos hay que mostrarles el 

proceuimiento de construcción y no solamente señalar la existencia 

del objeto. 

Para los Intuicionistas no vale el 

Tercer ~xclu.so( 152 ) como támpoco es válido el uso 

--~~_:__--i:mpJ:'B\l:lca'OvEu:5-o-.~-

Principio del 

de definiciones 
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"La Escuela Intui.cionista, cuyo recuerdo subsistirá 

únicamente a título de ci.iriosidad hist6rica, habrá tenido al menos 

la utilidad de obligar a sus adversarios, es decir, a la inmensa -

mayoria de los matemáticos, a precisar sus posiciones y a tomar -

conciencia más claramente de las razones (de orden lógico unas, y 

sentimentales las otras) de su confianza en las .. (l54} 

1t <JBrtir del desarrollo de la 'l'eoria de· lós,J:fóJie'i<C>~ 

~::::~~n~:::o:· s ~:::r c:::~:.::r:.~~~:::.:d~oj!,J,;f ~l~~:!f ;;~~f~~~: 
~l (inmediato sucésor de fo en la sucés:i.6Il. de' los ~~~i.b~ cardina-

les transfinitos), es decir ::~ ,'4_, ;;~~.·'(' 

Posteriormente, se ge;~~I,'~J..ZzJ; J.a . Hipótesis del Con 

tinuo y se supusó que 
._:_., /. -<·>···. 

2irL····.:.·. -.'-'.'-~~+:;l~;.-.•.·~.c.· .. L<·· ,.-.u .·:.?">~ ··_ .-.· 

Hilbert, ::ior ejemplo, pensó que ,e~:t<>·fa6;ciii~ .ser deducido de los a-
. · . .:,,~ ·~:- (~' .. ,' " ,_· ·• 

xiomas de la teoria como un teorémá~:C.: ;]i > . 
: --~'.··'.<_·'_'.-<;~-~r. :·;;,'.;:_,..: ·"·,'·.=.:-:~-

.. -_:r 

mario on much::r r:::: ~:d~~ ~~~~~~f ~i~~~~~ iJ:t:~:::~~:' s:r:l::: 
.;,·::-.:; .:;,.'•"' 

tearon úos preguntas: 

(1) ¿b;s independiertt'e/ci~}ios )riné:ipios clásicos de 

la Lógica y ;v..atemática, o puede ,se;r~r()_t'kd.o a partir de otros i:i.Xi~ 
mas? 1sta pregun~o. rue contt~stada por -~~u:(Óohen en ¡ 1963¡ , (véase 

la bibliografia), quien demostró que· el axioma era inciepenaiente y 

de esta manera sepultó todos los. intentos de demostraci6g__g,ue se -

hicieron del axioma a partir de 1922. 

~- - ' 

(2) ¿~s el axiorn;,,, com?atible cnn los ;irinci::iios lóg2:_ 
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cos o matemáticos, o el tomarlo en cuenta nos lleva a contradic­

ción? La respuesta a esta pregunta fue afirmativa Y: lá. c~~t~~-j;Ó 
1\.urt G~)del en varios articules a partir de 1938• ·· 

§ 2.- Tli0RIAS DE COJIJUi/TOS N0-CA:l~!{Í2Nii'.~ <" 

-•_íl1a .. teoría abst;a_:¿i;~ dé ~briJtirltós·. ~~····encuentra actu 

respectos 

De la misma forma como aparecieron las Geometrías 

lfo-Buclidianas a partir de la negación del quinto postulado, así -

también aparecieron las Teorías de ConjÜntos No-Cantorianas a par­

tir de la negación del ~xioma de Elección y cie la negación de la -

Hipótesis del Continuo. 

Aunque h.urt Godel es más c.onocicio por sus "Teoremas 

de Incompl~tez (véase el §3 de este mismo capitulo), también fue -

el causante de que surgieran diferentes teorías de conjuntos no­

cantorianas·. 

Para crear este tipo de teorías demostró (1938) que: 
. t i d . . l . d 1 . ó <156) . si la eor a e conJuntos sin e axioma e e ecci n es consis 

tente (l 5?) entonces también lo es la teoría de conjuntos con el a­

xio;na de Elecci6!1, Es decir, si nosotros encontramos una contradic 

ción en la teoría am?lificada, entonces la contradicción debe es­

ta~ también dentro de la ~eoria que no considera el Axioma de Ele~ 

ci6n. En pocas palabras, el Axioma de Elección .es tan peligroso co 

mo los otros axiomas• 
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Per.o lo mismo d,eílios.tfó Godel consid~rando la Hipóte 

:~s ,::~i~0::i:~:j:::.;~i~~~~~~i~~t~l~o:{i::~·:::;,~i:·:~g~:• co~~ .. 
tradicción consider8.~do l~ Hi~~ts~is' del Continuo, entonces esta 

contradicción deberí~' ~sti~:;•~ri. ei\i~te!I\a que hemos restringuido · 

es decir, la teoría>d~ b'd~ijJriios sin la Hipótesis del Continuo•' •Es 

muy importante señaia:r 'qtie'. Godel no ha démostrado que 
'-•-, -- . 

(1) - - -- -é~co: 

,. '.>'.~:'<:¡:-.,_-·., ,-~· .. ::::..~.··:;e:: ::-:·:-._ ·:·: ~_:,:,;~,- . . -

sino que so~am~l'l.f~:;A~(.~'emÓ~tI'ad.o que • ( 1) nci ... ··puede sei· d~m()strado 
como falso ¡.;~~~~d~~.f~~·Ji·~~-;;:~~~\r~s inano_s ·está eI'c·~Óg-~·~~·~-t?.hº--º-no .. 
dentro de. 1~.f~9f±~;.i cóni():~~ª i.T~ .. éste no. esc..~1; .~·k?E'.·,~;f·,~f~ºª-tr~ción · 
que Hiloert lil:lbí~}f:!upueáto. •· · ·• :~.':'·· ... -:'r_~fo;·::,,.-i•;·:.: ·t> .• ,: . 

. t• " ' \~~.::,::::·:\>,:.':'. <;' ':.· 
'-··~-· :·_:":(:>.~"· : ~-'>. ~ -': '/:~:-'..~.>-'~{;i;.:~:·~;:~;;it/?~: ' 

.Sabemos nosotros d1l7\'.' "i~~'\tr8~j·,;:rli~'ibi~~~ negaciones 

del <quinto postulado de Euclide; im[Jiió'~~cl.~~,:)'(':i.f ia paralela tra 
:·"\.";.''...-;··"·'····,···;: :.·~ ', . ·, . -

zada én un ?unto dado con respecto a.. una re'a.ta clada no es única y' 

que ( :i.:i.) dada una re eta y un punto fúeia :d~ eri.~' no existe ningu­

na recta ¿aralela a la recta dada que pase por el punto. 

Basándonos en este hecho nosotros podríamos formular 

teorías de conjuntos que consideraran como un axioma la negación 

del hXioma del ~lección. Con este axioma nosotros podríamos crear 

una Teor.fade Conjuntos totalmente distinta a la que hemos estudia­

do durante el desarrollo de la present~tesis. 

Eero asi como consideramos teorías de conjuntos en 

donde el hXioiila. cie Eieccl.6ri no inte:r-i~~ia,\~osotrós también podrí~ 
mos considerar teorías dondé la Hr;6i~~j_; del Continuo no tuviera 

valor. 
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9 3.- .LOS TEOREMAS DE INCOMPLETEZ DE GODEL 

y sus 

CONSECUENCIAS EN LA FUNDAM~NTACION DE LA M.!TEMATICA 

Desde un punto de vista estrictamente matemático, 

la Teoría Axiomática de Conjuntos que nosotros estudi~mos en el Úl 

timo capitulo de una respuesta aceptable a la demanda de u~a funda 

mentaci6n segura para la matemática pura. Las matemáticas pueden 

ser de hecho erigidas sobre esta fundamentación; y hasta la fecha· 

no se ha dado ninguna demostración de la consistencia de la Teoría 

de Conjuntos; las contradicciones, paradojas o antinomias parecen 

haber sido excluidas de la teoría al aplicar las restricciones 16-

gicas incorporadas al sistema. Sin embargo, cuando vemos la Teoría 

de Conjuntos desde un punto de vista filosófico apreciamos que qu~ 

dan muchas preguntas abiertas. 

El primero en señalar los graves errores y dificul­

tades que.presentaba la axiomatización de ¿ermelo fue Skolem en 

1922 (véase nota 113). Algunos de los problemas que señaló fueron 

resueltos por los seguidores de ~ermelo, como en el caso del con 

cepto de 'definitud' que Fraenkel aclaró, pero otras de las cues 

tiones han quedado sin resolver. Por ejemplo, una de las objeci~ 

nes que Skolem señalaba era una aprente circularidad en el sistema 

de Zermelo. Esto, debido a que Zermelo no le había dado mucha im­

nortancia a su 'dominio de individuos', y resultaba ser a partir -

de este hecho, que la teoría, presentada axiomáticamente, contenía 

ella misma parte úe su base lógica. Otra de las objeciones que se-

ñal6 del tratamiento de termelo es conocida actualmente como: "La 
. (158) 

ParadoJa de Skolem". · - - ··----- -· ----- -------·····----·--·- -·-·-·· 

rodas los Formalistas estaban seguros de que pronto 
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encontrarían la 'l'eoria Axiomática de los Con.)Üntos perfecta que 

les permi tiria fundamentar la matemática Po~'.c()mpleto. Su desenga­

ño vino con los resultados obtenidos por Ki.U-f GBdel con sus famo­

sos '"l'eoremas de Incompletez", demosff~~bs en i~~l • 
. ;-,_::.>'.·,~ ,_ :: .. ~~; "·-<· >,,::::. 

Los teoremas de 

guiente manera:(l 5g) 

ces es 

tro del sistema mismo". 

,.,• .. '. '/,::~.·,,~.<.·~:;: ·.~~ r, <, •• ,;;e, ' ----.·;.-. 

,.·. ·:·:·: - .. · 

Hermann Weyl sintetiz~~uy claramente las implica 

ciones de estos teoremas cuando die.e: "Godel demostró que en el 

formalismo de Hilbert, de hecho en cualquier sistema formal M que 

no sea demasiado restringuiio suceden dos cosas raras: (1) se pue­

den encontr~r pro~osiciones aritméticas de naturaleza relativamen­

te (f) elemental que son evidentemente ciertas pero no deducibles 

dentro del formalismo. (2) La fórmula .12.. que ex:iresa la consisten-­

cía del sistema~. no es deducible dentro de M. Más precisamente, 

: ... ·· u:na deducción de p u .n. dentro del formalismo M llevaria directamen 

d . '6 ' ,,(160) ta a una contra icci n en .11. 
=- - ---.- .--~- .-. - " , <,_:e: '. 

nosotros sabemos,/HÚbett •y. Escuela Forma Como 

lista creían pouer 

de una teoría de la 

fundamentar i~s: matem~tiéá~ cÚsicas por medio 

demostración,Ú 6l) la cual se podria desarr~ 
llar en un marco estrictamente finitista: asi como también, Hil 

bert esperaba reducir el tratam·einto de los problemas Je existen-
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(162) 
cia a manipulaciones siempre efectuales; y por último, Hil--

bert también consideraba que la matemática pertenecía al orden de 

lo deducible. 

Si bien los teoremas de Godel no acabaron de raíz 

las ideas de Hilbert, si como dice Hermann Weyl: "Las esperanzas 

de obtener una demostraci6n finitista de la consistencia se han he 
··.· .. . . . . (163) 

~ho verdaderamente tenues." 

§ 4 .. - CONCLUSIOIIBS. 

Hasta hoy en día sigue sorprendiendo el desarrollo 

de la ·reoria de Conjuntos a todos los matemáticos. Es un hecho ca­

si único en la Historia de la Ciencia el que un s6lo hombre haya -

podido fundar una nueva rama de la ciencia en sólo dos decadas, y 

teniendo en contra todos los prejuicios y antagonismos de sus con­

temporáneos. 

Ya el mismo Cantor lo señalaba a finales del siglo 

pasado: "La descripci6n de mis investigaciones en la Teoría de los 

Agregados ha alcanzado un esta~o donde la continuación de esas in­

vestigaciones han venido a depender de la generalizaci6n del con 

cepto de entero positivo real más allá de los limites actuales~ 

una generalizaci6n que toma una direcci6n que, hasta donde yo sé, 

naaie ha considerado aún. 

Dependo de esta generalizaci6n del conceo_-co de nú:r:e 

ro en -t:;Rl medida 'lue sin ella no ;i0'l~h lograr libremente ~i si­

qu] <:>ra 9equeños avance~ en la Teoría de los Agregados. Espero que 

esta si tuaci6n llegue a just~ficar, o a excusar de ser necesari.o, 

la introducci6n en mis a!'gumentos de ideas aparentemente extrañas. 

De hecho el prop6sito no es otro que el de generalizar o extender 
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la serie dé los enteros real.es ;'más.a.hi. del infinito~ .Por atrevido 

que es.to p~diera parecer,· 'e:icpr,e~o·ho ~<Ü.o J.El. :spei-¡nza sino tam 

bién l'a firme COUVicci6n d~: ~h~,'.f~x~:fr't~.~'~bc/es~ageneralizaci6n .· S!:_ 

· rá reconocida como un paso'. iÍatur~:l/~~~:o~iad.o y bien sencillo. Con 
' ·-:·:···:::. <·· .. '·)':'.~'.\:~.'.;;'.-:.·:,,·.: . .<~ ._···: - ' 

todo tengo plena concfencia;.aue' al aciohtar tal orocedimeinto me co .. , ·. \". ·i ... i·:."···~····· -- ·:·.·. ·' ·.~ ' ... -

mática y la Lógica. 

Actualmente es fIÍliJ~·~~Í~~,~~b.la'.~ de la Teoría de las 

Funciones Heales, de la i.J.ieori~ ~d~:{~~f'°We'd.iii'a-{de las lntegrales de 

Riemann, de la To'¡Jologfa y/ e?l ~en.e:~~l,del Análisis i'llatemático sin 

mencionar la '.Peoría de Conjuntos 1 principalmente la Teoría de Con­

juntos de Puntos. Además, no hay que olvidar que lo primero que 

llev6 a Cantor a la investigación de la Teoría de Conjuntos fueron 

los problemas analíticos. 

L8. Teorfa de. las Probabilidades es·tá· .. fundamentada -

en los conceptos y métodosc~njuntistas¡o.sea, que se 9odria uen­

sar q_ue no sólo las.matemáticas puras.como son el álgebra, la geo­

metria, etc, han utilizado esta nue:0a ~~m~ ci~:li.~ ·matemáticas para 

fundamentarse, sino que ta111biéh 16:·~~fi7i.~~~»:;; las. que podríamos con 

siderar como matemáticas aplic§lí:fa{~::,,, ''}§¡tf~1 
'·: .. ·~.'\'{:~''--.t.'.·.~--~, -- •'' ""-'·- '· . '' -- -.. ;,,;·::{:·f·/: 

-~ ;·;_-_'\·;.\-,:_,~---<' ··¡. -, . 

,,:s nor ésto qu>: b'ri.enkei dfd13: "Debiéramos, aor és-
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to, incluir la 'l'eoría de los Conjuntos entre las grandes revoluci.2_ 

nes cientít'icas que han transformado nuestra visión del mundo tan 

profunda y sorprendentemente desde finales del siglo XIX."(l 65) 

.Por Último,· quisiera señalar que como dijo Hermann 

Weyl: 11 1os fundamentos últimos y el sentido último de las matemáti 

cas perrnanecen como problema abierto; no sabemos en qué dirección 

se encuentra la Aolución, ni siqülera.sabemos si puede esperarse 

una respuesta objetiva final." (l 55 >;g ságún Fraenkel: "La teoría -

de los conjuntos ha resultado ser el instrtunento con el cual pue 

den definirse y anlizarse metódicamennte los conceptos primarios 

de htS matemáticas vistos como una totalidad. La teoría de los con 

d . d . t ó . t 11 ( 167 ) s. b juntos parece pre estina a a es e prop si ·o. in em argo, a 

últimas fechas los matemáticos han aceptado como cierta la afirma 

ción de Weyl y como falsa la de Praenkel y, ahora parece ser que 

están intentado la fundamentación de la matemática en una nueva 

rama llamada 'Teoría del Topoi'. 
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NO TA S 

LIBR l.- "BOS~U~JO HISTORICO". 

(1).- ~o aiscu iremos an este trabajo si deberíamos llamarla 'Mate 
mática' p 'füatemáticas', por no considerarlo de fundamental­
importanbia para su desarrollo. Y·1unencionaremos indistinta.;..­
mente 'l! fuatemática' o 'las ~atemáticas'. 

· (2).- BABI:H, fosé. "Historia Sucinta de la Matemática". Est)asa-­
Calpe. p.[g 19. 

(3).- La demos· ración original del teorema se ha perdido. Aunque 
probablenente halla sido alguna de las dos siguientes: 

a) <¡:ualr._uier cuadrado .nBCD (fig. 1) puede ser dividido, 
en dos c1adrados BK y DK y dos rectángulos iguales AK y CK, 
esto es, es igual al cuadrado sobre Fh., al cuadrado sobre EK 
y cuatro veces el triángulo AEF. Pero, si tomamos los puntos 

A 

fig l. Fig 2. 

G sobre BC, H sobre CD, y E sobre DA, tal que BG, CH ~, DB 
son ~ada luno iguales a AF, puede:. ser. fácilmen~~ mostrado 
aue iFGA es un cuadrado, y que los triángulos AEF, BFG, CGH 
y DHE so9 iguales: así el cuadrado ABCD es también igual al 
cuadrado •sobre Bl'' y cuatro veces el triángulo AEF. De aquí -
a_ue el cukdrado sobre iF es igual a la suma de los cuadrados 
sobre F.K ~ iK. . 

b) oea illlC un triángulo rectángulo (fig. 2), siendo A -

el án?,ulo recto. Dibújese AD perpendicular a .DC. Los triáng~ 

los A.BC y DJJA son semejantes • .Por lo tanto 

i:IC : AC = AB : BD, 

análogame te 

BC AC = t1.C DC. 
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De aquí que 

.tl.B2 + AC2 = BC (BD + DC) = BC2. 

Hacia el año 300 A.C., aproximadamente, se conocían veinte 
demostraciones aistintas ~el teorema. Actualmente hay más de 
700. Un compedio de éstas se encuentra en i.L. Loomis. "The 
.Phithagorean Proposition." National Council of Teachers of -
Mathematics. U.S.A. 

(4) .- B.nBUll., José. "Origen y Naturaleza de la Ciencia." Espasa-­
Calpe. pág 58. - -

(5).- VERA, Francisco. "Puntos Críticos de la Matemática Contempo­
ránea." Losada. págs. 9-10. 

(6).- RUSSELL, Bertrand. "Los .Principios de la Matemática." Espasa 
- Calpe. págs 395-6. 

(7)~- Ibídem. pág 399. 

( tl) .- BURN~T, John. "La Aurora del Pensam!iento Grieg~" Argos. 
págs 388-9. 

(9).- GARCIA .i3ACCA, Juan David. "Elementos de Geometría." U.1~.A.M. 
pág 11. _~l subrayado es mio. 

( 10) .- Ibídem. pág 11. El autor ·traduce 'al infinito' , pero cons id.!:_ 
randa la opini6n de otros autores me parece más correcto 'in 
definidamente'. El subrayado también es mio. 

(11).- "Def 23.- Lineas paralelas son aquellas lineas que, estando 
en el mismo plano y siendo prolongadas indefinidamente en a~ 
bas direcciones, no se encuentran una a otra en ninguna di-­
recci6n." HEATH, Sir Thomas. "The Thirteen bboks of Euclid's 
Elements." pág 154. (El subraya.Jo dentro de la nota es mío). 

(12).- Importantes estudios sobre la función O.e los ojas y de la 
vista se han hecho en las diferentes escuelbS o épocas de la 
füatemática Griega. ~acordemos, por ejem~lo, que Edipo en lu 
gar de suicidarse (al conocer su pecado) se saca los ojos 
por considerarlo w1 c.astigo más cruel. 

(13).- ~sta decadenci~ o caída vertical de la Matemática Griega se 
ve claramente en el estudio de la c;scuela Ht:lenística. En e­
lla ya no r'iguran creado.res, sino epígonos, glosadores y co­
mentaristas. 
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(14).:... :10 analizáremos la concepción del infinito que tenían los 
fiiósófos como: San Agustín, Santo l'omás de .Aquino; etc., -
p~r salirse del. contexto de nuestro trabajo. 

- ' - .. '' 

. 'G1tLEL,, Galileo. 
Do ver• , pág 31. 

( 1'6) ~,;_ nfide~> pág · 31. 

(17) .• I f¡¿Jjf~ Kric Temple. "Mathematics: Queen and Servant of Scien 
·· ··· ·· ,·~e·:_!í¡l'ióGraw-iiill. pá_g_4_0_0-.----~-------.;_...;_;_......:....;;.;;;~ 

- --·--,_ .. ·;---- -.---:--'.-,-·--

' ( ÚJ.:~ '.E~f~ 'crincepto no ha sido aceptado de la misma manera por to 
... dos los matemáticos. Hay quienes alegan que la recta no es­

tá/dada completamente, sino Q_ue solamente se determina el -
·. segmento unido por los dos t)Un tos. 

(19).- lü CálcUlo estaba basado en ideas ob12curas y poco fundamen 
i;e.ct::i.s. Se tenían der!lo;;traciones rie algm10s casos particUla 
res. ifato fue visto por George Berkeley (1684-1753) quien i 
nició una critica profunda a los fundamentos del CálcUlo:­
Hay quienes intentaron imitar a los griegos en s.1,1._s. demostra 
cienes como Abraham de I110 i vre ( 1667-1754) pero fracasó eñ 
sus intentos. ~sta cuestión se salvaría con la obra de hom 
bres como I:lernhard Bolzano (1781-1:348), Augustin Louis Cau: 
chy (1789-1857), diels Henrik Abel (1802-1829), Carl Gustav 
Jacob Jacobi (1304-1851) y 1,u.rl \Veiestrass (1815-1897). 

(20).- lllBDa 'HDAL, i1ianuel. "El Problema del Infinito." Revista N:a­
temática. Segunda 8erie, i¡ú:nero 7, pág 17. La nota original 
no he podido encontrarla. 

"(2i) .- VOLTAIRE, Francois Marie .11.rouet. "A Dictionary of Philoso-­
PhY~" ..i.rtícUlo 'Infinito'. Boston. 1884. (Hecopilada por MO 
Rll'ü, Robert. "On iilathematics." Dover. pág 336). 

(22)~~ Ibídem, (it.ecopilada por :110HI'l\~, lfobert. Op.Cit.,pág 337). 

(23)..- KORNiH, titephan. "Introducción a la i<'ilosofia de la ~!atemá.,. 
tica~" ;; iglo :xxr. pág JL 

(24).- GAUSS, J.K.F. "Brief an Schwnacker0i'/erke.,.Bcl.Y8;ÚiS3Í: pág 
-a±6.--(Rec~10RI~rt. fJP· Cft~··pág337)·~·· 
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(25).- C11.N'rOn:, Georg. "lum l:'roblem des Actualem Unendliehen." Natu 
re und Offenborung. Bd 32. l<'.~36. pág 226. (Reco::iilada oor -
fuORITt, Robert. Op. Cit. pág 337). 

LIBRO II.- "¡UN DEhíBHT.i!: ••• , •GEORG CANTOR¡ 

(26).- Era una instituci6.n sin ninguna im9ortancia. 
' : -, . . ' . 

(27) • ..,. Profesor que vive de laseólegiaturas de sus alumnos. 

( 28) • .:.' 1a d~most:r;aci6n t3S la siguiente: C~lquier raíz de ia ecua.:.. . 
. ci6n algebráica de grado positivo n, 

(1) 

con coeficientes enteros ªk es llamada uu número alerebráico. 
Por simplicidad a·.)::; restringuiremos a números algeb;áicos -
reales. Sabe~os que (1) tiene a lo más n raíces reales, 

Arreglamos todas las ecuaciones de la forma (1) pero 
no tomando su grado n o la magnitud de sus coeficientes, si 
no de acuerdo a 1~ magnitud del entero positivo 

(2) h = (n-1) + \aol + la1I+ ..... + lanj, 

al cual le llamamos la altura de la ecuación. h estR defini 
da de una manera única por (1), y además s6lo u."la finidad 
de ecuaciones (1) con altura h corresponden a una h dada, 
Arreglando las ecuaciones de una altura dada de una forma 
arbitraria y aquellas de diferentes alturas h mediante valo 
res crecientes de h, obtenemos una suci:;si6n q<le contiene to 
das las ecuaciones (1), cada una en un lugar deterrninado-:­
Finalmente cada ecuaci6n (de raíces reales) es reemplazada 
por su finidad de raíces, las cuales ~ueden ser arregladas 
arbitrariamente. Asi obtenemos una enumeración de todos los 
nwneros algebráicos reales (de los cuales, para abolir la 
repetición, omitimos aquellos que estén c6n anterioridad) 
De aquí que, el conjunto de todos los nú:ieros algebráicos 
reales sea numerable, o sea, los podemos poner en corres?on 
ciencia uno-a-u."lo con el conj'.lnto de los números naturales. -

Otra demostración análoga es la sig~iente: Sea como an 
tes (1) y 

h = n + 1-ao 1 . + ta11 + • • • .. + 1 ªn l 1 

es evidente aue exite s·6'i~m'~üté u.>i. número fíni to de polino­
mios de coeficientes enteros d~ 'una altura dada h ~ designe­
mos este conjunto medinate ;11k>·Désignemos también con ih0 el 
con:junto formado por sl. cero<solámente. El conjunto de to 
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dos .los. polinomios de coeficientes enteros.· esªª· u.ll.ióri del 
cÓnjÍm.to .íiumerable de los conjuntos finitos 

M.o ,M1 ,M2 ,_. • • • • ,"11{·, • • ~ •.•, .; -.:-;-··· ;_; 

o sea 1 es numerable 1 ya a.ue 1 la unió Y! d.e u~(c:J·~j:IJhi'o nuillera 
ble. de conjW1tos finitos, o.ue no tienen e~emento~ cOr.iuries, 
es un conjunto numerable. 

De aquí, ya que todo subconjunto .infinito B de un con-
junto numerable A es numerable, se deduce que el conjunto 
de todos los polinomios irreductibles de coeficientes ente 
ros también es numerable. ::iabemos que todo núinero algebrái 
co es raíz de un polinomio irreductible de coeficientes en: 
teros y solamente de uno. Por consiguiente, reuniendo todas 
las raíces de todos los polinomios de este tipo, o sea, to 
mando la unión de un conjunto numerable de conjuntos fini 
tos, obtenemos el conjunto de codos los números algebráicos 
de aquí que, el conjunto de todos los n~~eros algebráicos 
reales es numerable. 

Obsérvese que la diferencia esencial entre las dos de 
mostraciones es que en la primera demostración mostramos 
que los números algebráicos reales. son numerables, mientras 
que en la segunda demostramos que el conju.'lto de todos los 
números algebráicos es numerable. 

( 29) .- B.i1L, Eric Temple. "Los Grandes Matemáticos." Ed. 
Pág 600. No menciona la nota. original (de ésto se 
el autor en el prólogo de su libro). 

LIBRO III. - "GOH'rRlrlUClO.·: i\. 1.n. ililrn.fü ... .;?;1~T11.ClOiif Dt, LA TEO 
RIA DE LO::i dU.".;<;R03 C.-i.HDiHALc,0 'l'füujdFLG'l'OS. -

( 30) .- La definición original de Cantor es la siguiente: "Unter e! 
ner 'menge' . verstehen wir jede 6usammenfassung iiI von besti!E_ 
:nten wohlunterschiedenen Objekten m U.."lserer Anschauung oder 
unseres ( welche die ~lemente von r .. genannt werden) zu einem 
Ganzen." 

Un aereiSado ~mede ser llamado conjunto, colección, cla 
se, dominio o totalidad. ~s imoortante hacer men~ión ~ue li 
idea de 'una colecci6n dentro de un todo' no contribuye mu 
cho a aclarar la idea de conjunto. La idea debe ayudar a de 
cidir si un elemento pertenece o no a un conjunto. 

El conjunto contiene sus elementos o los elementos uer 
tenecen al conjunto. Los elementos de un conjunto no deben 
re9etirse. J'a::¡bién se vió la necesidad de definir el conj'..l.!]: 
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. . to:,~ac{ó'•o nulo, aún antes de . la creación .de la 'I'eorfa de 
· Conjuntos •. ~ste conjunto se denota: por¡,. 

(3l) ·~ ~r~ünión de dos conjwltos 11'1 y ¡~ es el conjunto de todos los 
elementos q_ue pertenecen a ll'i o a. i{o a_ am~os. La·lunióf¡. 'co 
rresponde' a la operación lóeica 'o'~ Cantor no definA la_ 
intersecci6n de conjuntos, q_ue '.c()rresponde' a la oneración 
lógica 'y' (conjunción). La intersección.de los conjul1.to~ J;i 

y N es el conjunto de todos los. eleméntos q_ue son comunes a 
h'1 y N. • _ 

·-- ..-- .. :. :"_:-; ~ :: :_- ,:''. .'·' .. '-

( 32) .:... S{ M y N son conjuntos y si cada elemento de 111 tambié~ J)·éI' 
tériece a 1~, entonces IV, es llamado un subconjunto de N~·>'.f!ric; >< 

. particular, 111 es un subconjunto propio de A si. coiitiel1'L?,1:r .. 
menos un elemento el cual no pertenece a Ni. ·· ·'.· ...•... ·. ; 

( 33). -

(34) .-

( 35) .-

Los conjuntos lú y N son llamados ieuales (M. = N) si ca ' 
da uno es subconjunto del otro. La relación '=' deno'ta sola 
mente igualdad de extensión y no de ideantidad. 

Como podernos ver Cantor no define lo q_ue es un número Cf1rdi 
nal, sino el tener número cardinal. Bertrand Hussell (1872: 
1970) lo definió, al igual que Gottlob l!'rege (1848-1925) de 
la siguiente manera: ".lü número C'irdin~i.l de S es el conjun.,, 
to de todos los conjuntos que son equivalentes a S". it1ás 
tarde veremos (Libro V, §4) porq~e está mal esta definición . 
.lü número cardinal o potencia de un con,j· . .mto está definido 
implícitamente. 

Dos conjunto.s se lbaman equivalentes si es posible encon­
trar una correspondencia uno-a-uno entre sus elementos~ y 
de aqui que, una corresoondencia uno-a-uno de los elementos 
de hl con los elementos de N es también llamada un ma11eo de 
¡,¡ en ( uentro de) i'J, · o entre N y i~i. Eor lo que podemos decir 
que, 1v1 es equiv:a.lente a i~ si existe un mapeo del conjunto JI¡ 
en el conjunt0 N. 

Una observación importante que debe .hacerse es que ha~ 
ta el momento pdra nada se ha mencionado que los conjuntos 
sean finitos o infinitos.~ 

::>i los conjuntos tienen n elementos entonces existe.n n•fac 
torial roétneras de modificar .o hacer esta reglá. i!:ri !'Jl caso 
ciue con tenP-an un número infi!li to de ele1nentos 13ntorioes ex~~ 
te un núme;o infinito de maneras de hacer estas re1.:las. 
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( 36) .- Además, si il1 f.J i! entonces P ,...> k de acuerdo a l!:i. simetría 
del ma9eo. La conüciCSn ( 5) éx9resa que Ú rel~ci6n es ~e...:­
flexi va y la (6) ciice que lá relaci6n es tranSitiva. Cantor 
fue el primero en hablar, de una manera clara, , .de lo que es 
una relaci6n de equivalencia, 

( 37) .- Otra formuluci6n natural podría ser: "Conjuntqs equivalen­
tes tienen iguales números caruins:les e, invers;;imente, to 
dos los conjuntos con iguales númerof¡. cardinal.es son ea_uiva 
Únte.s." 

- -. · .. 

(j8)~':' Sabe:nos flü.e 
·----~-···-----·· 

~+b 

( 39) •- Sean í11,N ,.P tres conjuntos cualesq_uiera con números cardina 
les <1_, b, ~ respectivamente, entonces 

Q+ ( b + ~) = (iu,(l~,P)) Ñ (iü,(H,P)) rJ (M,N,P) rJ ((lii,H) ,P) 

Ñ ((lil ,;¡) J 1') = ( -C\. + b ) + ~ • 

(40).- ~e ve a simnle vista que, los axiomas de Peana, se pueden 
considerar como consecuencias de la definición de los núme 
ros cardinales finitos dada por Cantor. Es obvio, también~ 
aue tienen las mismas características y propiedades. 

(41) .- Cantor defini.6 los r:')njunto~ infinitos de una "1H!1P.r<i. ne&ati 
,;2:, se pu,·,de11 definir de una fnrma positiva y definir los -
conjuntos finitos dP. un mor1o negativo. (hubo gente que re-­
cha~6 la teoría de c~ntor porque éste defini6 negativamente 
los conjuntos infinitos). 

Sabemos aue existe una infinidad ó.e números naturales, 
o que ·,-·cra:ifo--·u¡:;--.. c;-~~·j~·~ ... de-·n-óñi€fr'<rs-nat't1n·las y To ségnimos 
generanó.o éste nunca se agotará. b;ste tipo de conjuntos (in 
finitos) sólo los ~u6de generar o producir el hombre en su­
mente pues, aparenteme:r.te, en la naturaleza no existen con­
juntos infinii;os, 

Teniend.o el conjunto infinito de los números natur8.les 
(N), es fácil crr.<c.r diferentes conjuntos infinitos, n~r e-­
jempJ.o: 

(1) H - ~ 1,2,3,4,5}. 
(2) Bl conjunto de los números prirr.os. {2,3,5,7,.~ ••• J . 
(3) .lü conjunto de los números nares. {2,4,6,8,,,,\.} ·• 
(4) tl conjunto de las potencias ae 4. {l,4,16,64,. ;;;;} · 

;;.nalicerr.oil alguna::i pronieaades de N: 
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Teorema l.- "CualquieI'subconjunto infinito ~'fo de un -
conjunto N de números natürá.les (e::neros positivos) es equ1:_ 
valente a N." ·· · 

Demostración.- Sabemos que cualquier conjunto de núme­
ros naturales tiene un·elemento mínimo. Sea n1 el mínimo nú 
mero en i~0 , y sea n2 el mínimo número en el residuo. 

N1 = N0 - { n1J 
N2 ~Ni ln2J = No - ln1,n2J' etc. 

por nk+l denotamos el residuo del conjunto 

Nk = Nk-1 - Jnkj =No - { n1,n2,n3, ••••• ,nk) • 
L_os residuos no pueden acabarse porque ésto implicaría que 
ert·s:ónJunto N0 es finito. Entonces podemos seguir seleccio 
nand·() elementos indefinidamente. Sea, 

N0 = {n1,n2,n3, ••••• ,nk 1 ..... } 

el cual es un subconjunto de N, pero ;i0 = N0 , uorc:ue cada 
elemento n de N0 está en A0 y viceversa. Por otro lado, 
N0 l'll N en vista de que la función que asocia a cada elemen­
to nk de N0 el elemento k de N. Por lo tanto, N0 ~ N. 

Q.E.D. 
Demos ahora la siguiente de finic i6n: "Cualquier conjll!!; 

to que es equivalente al conjunto N de los números natura 
les'es llamado numerable." 
Por ejemplo, el conjunto de los números pares es numerable, 
ya que se puede poner en correspondencia uno-a-uno con los 
números naturales, por medio de la función f(x) = 2x. Puede 
verse de la siguiente manera: 

1 2 3 4 X 

1 
2 

1 
4 

1 
6 

"· I 
8 

1 
2x 

Una propiedad de los conjuntos numerables es que todos sus 
subconjuntos son infinitos o numerables. 

Teorema 2.- "Un conjunto oue contiene los elementos de 
una infinidad numerable de conjuntos numerables es también 
numerable." 

Demostración.- Lo haremos para el caso particular de ~ 
los números racionales. Sea el conjunto de todos los racio­
nales q/s, donde q/s puede ser reducido a fracciones más 
simples. Si restringuimos q y s a valores naturales, enton­
ces oara cada ,3 dada obtenemos un ecnjunto numerable de ra 
cionales q¡s (q = 1,2,::i, ..... ); de aquí que sis toma todos 
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los valores naturales, obtenernos un conjunto numerable de 
conjuntos.numerables. Para demostrar que estos conjuntos 
juntos contienen una infinidad de miembros numerables, los 
arreglamos primero en una sucesión de renglones de acuerdo 
con sus denominadores s de la siguiente manera: 

l 2 
----1'"-
1 1 

,/ 
2. 
1 

............................. • ..... . 
Los insertamos como se ilustra en el esquema, enton 

ces obtenemos todos los racionales q/s como elementos de 
una sucesión simple. Finalmepte, consideramos tres modifica 
cienes: 

1.- antes de 1/1 ponemos o/l = o. 
2.- Cada q/s debe estar seguido por el racional negat]:. 

vo -( q/s). 
3.- Omitimos todos los r6.cionales que sean iguales a 

un racional dado con antDrioridad en la sucesión. 
De aqui que todos los racional~s distintos están arr~ 

glados en una sucesión, lo cual demuestra que el conjunto 
de todos los racionales es numera.ole. 

C!.E.D. 
La numerabilidad de los números reales algebráicos fue 

demostradu ~n la nota 28. 
Gen~ralizanüo, nodemos decir que la suma de conjuntos 

finitos o numerables es tam·oién finita o numerable, siempre 
y cuando la suma sea finita o numerable. 
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(42) ;- Sean .11. y B dos conjuntos tales que ll y B no tienen elemen-­
tós comunes, entonces: 

i~- Si A y B son finitos entonces A + B es finito. 
2.- Si A es finito y B es numerable entonces A + B es 

numerable. 
3.- Si A y v son numerables, entonces A+ B es numera 

.ble. 

De los teoremas (1) y (2) podríamos deducir: 
I.- Que cualquier conjunto infinito es equivalente a 

un subconjunto propio de él mismo (veró.adero). 
II.- Que cualesquiera dos conjwitos infinitos son equL 

val.entes entre si (falso). """' 

Teorema J.- "Cualquier conjunto numerable e.s E!'qgy~J.~~~' · 
te a un subconjunto infinito propio de el mismo." 

Demostraci6n.- Sea 

B = l b1,b2,b3, ..... } 

numerable. ~ntonces por el teorema (1) conjuntos tales como: 

{b2,b3, ..... } 1 {bk,bk+l,bk+2•"'"}, 

son también numerables, o sea, equivalentes a B. 
Q.E.D. 

La conjetura (I) también puede ser tomada como defini 
ci6n de conjunto infinito: "Un conjunto es infinito cuando 
es equivalente a un subconjunto propio de él mismo". 

Esto cont~adice el famoso principio formulado por los 
griegos (tanto filósofos como matemáticos) de que "el todo 
es mayor que cualquiera de sus partes", ;foci6n Común 5 de -
Buclides. De la misma manera que contradice el dialogo de -
Galileo (ver Libro l). Al llegar Bolzano a este resultado -
pensó que habia llegado a una contradicción que no se ?odia 
salvar. 

Demostraremos que la conjetura (II) es falsa, o sea, 
__ _gll_f,l __ exist.en conjuntos infinitos que no son equivalentes e!! 

tre si. Porque· de- otra manera, no tendría ningún interés la 
teoría si todos los conjuntos infinit:)>" fueran iguales, ya 
que seria una teoría n~ralela a la de los conjuntos fini-
tos. 

Vamos a considerar segmentos de lineas rectas, conside 
ránciolas como los conjun·tos de todos los puntos que caen so 
bre los segmentos de las líneas. 

-- ; 
i 
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.C:jemplo 1.- ::iean los segmentos Al3 y CD tales que AB es 
menor - que CD ( fig 3). ~firmamos que el conjunto de todos 
los puntos del segmento AB es equivalente al conjunto de to 
dos los puntos del segmento CD. .Para demostrarlo dibujamos 
.los segmentos paralelos uno a otro. Unimos los ountos A, C 
y B,D, y prolongándolas se intersectan en un punto E debido 
a la diferencia de longitudes. Si trazamos un rayo desde el 

E 

fie; 3. 

punto E éste intersecta ambos segmentos o ninguno de ellos. 
Sea el rayo EF que intersecta a AB en F y a CD en G: a la 
intersecci6n del rayo con AB le ~signamos la intersecci6n 
de~ rayo con CD, e inversa~ente, de esta forma obtenemos 
una correspondencia uno-a-uno entre los dos segmentos, lo 
que demuestra que son equivalentes. 

~j~plo 2.- Podemos generalizar el hacho anterior afir 
mando que el conjunto de todos los puntos de un secme~to Ge 
recta es equiv·:tlente ':ll con jw~_-f:o d" t0dos 10s puntos de Je. 
recta com~leta, o sea, infinita. 

Sean AB (excluyendo los extremos A, B) y CD dos rectas 
tales que AB es un segmento '.:'inito y CD infinito (en cuanto 
magnitud). Sea::<: el centro de AB, cloblamos el segmento en!'.: 
y lo ponemos sobre la linea CD de tal forma que E llegue a 
ser un punto de ésta ( fig. 4), t;oma.ndo en cuent8. que A y B 
caen en el ~ismJ lado de la recta y a igual distancia de E. 
Y., sea F el ,punto medio entre 1' y :3 en sus nuevas posicio 
nes. 

Cualquier rayo trazado desde F intersecta ambos segme!! 
tos, o no intersecta nin~uno (excluimos los extremos nues 
los rayos FA y FB son paralelos a la recta). Al ounto E lo 
asignamos ·'.'l. él mis1~0. Ahora, al ounto p 6 q de la rscta AS 
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fig 4. 

ó::EB le asignamos el punto p' 6 q' de la recta CE 6 ED, e 
inversamente. De esta forma demostramos que ambos conjuntos 
se corresponden uno-a-uno. 

Ejemolo 3.- Podríamos mostrar otros ejemplos de tipo 
geométric~ como el de la fig. 5, donde se ve la misma idea. 
También existen ejemplos de tipo trigonométrico donde por 
medio de composición de funciones se pueden hacer ejemplos 
del mismo tipo. 

o p 

fig 5. 
Bertrand·Russell quizo mostrar este tipo de ideas por 

medio de situaciones ·de la 'vida real', como lo demuestra 
su mención a Tristán Sha:ndy. "La paradoja de Tristán Shan-­

-----=dv1 es inversa a lFt de Aquiles y demuestra que la tortuga, 
a condición de que se le dé tiempo, llegará exactamente tan 
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lejos como Aquiles. rristán dhandy, como se sabe, invirtió 
dos años para hacer la ~rónica de los dos primeros días de 
su vida, y se lamentaba de que a ese ritmo el material se -
le acwnularía más rápidamente de lo que él era ca11az de ela 
borarlo, de suerte oue con el ~aso de los a~os cada vez es­
taría más l8jos del !inal de su relato. Ahora bien, yo sos 
tengo que si él hubiese vivido eternamente sin sentirse can 
sado de su trabajo, entonces, aún. en el caso de que su vida 
hubiese estado tan repleta de acontecimeincos como cuando 
empezó, nin5m1a ;iarte de se. bio¿;rafia habrí:; quedado sin es 
cribirse •.••. ~sta prooosición Daradójica, pero perfectame~ 
te verdadera, depende del hecho de que el número de días de 
todo el tiem[Jo no es mayor que el número de los años." (RU 
SSBLL, Bertrand. "Misticismo y~gica." Bd. Paidos. nág. -
l'.:>9). El mis:r,o Russell expone esta parado ja de lL"l.a manera 
muy formal en "Los Principios de la i::atemática." pág. 407. 

Bn 187 3, Cantor demostró la no-nwnerabiliciad de los .i. 

números reales, al publicar el hoy llamado "Teorema Funda-­
mental." r'::lra hacer ésto ll::i.mó al conjunto de todos los nú 
meros reales de un int~rvalo (se corresponden con todos los 
puntos del mismo intervalo) "el continuo" (en particular 
del intervalo 0,1 ), el cual es equivalente a cualquier 
segmento finito o infinito (en cuanto a su magnitud) , a és 
ta conclusión habíamos llegado en los ejemplos (1), (2) y 
(3). 

•reorema 4.- "Teorema F'Undamental".- El conjunto N de -
todos los números naturales no· es equivalente al continuo, 
pero si lo es a un sul,c.:injunto ;i~onio del continuo, o sea, 
el continuo es máa que u;1 conjunto infinito numerable. 

Demostración.- Sea el 'continuo' el conjunto de nuntos 
o números del intervalo [0,1] y lo denotamos por C. D~bemos 
representar sus elementos (números reales) de una manera 
conveniente. La forma más conveniente es representarlos en 
forma de decimales (fracciones decimales). Sabemos que .todo 
número real positivo ryuede ser extendido en tma y sólo una 
forma de üecim~l infinito. (En un decimal que despúés de 
cual.-,,uier d1~ito contiene otro dígito distinto de cero. ~ 
xisten reales a_ue acirni ten °ma expansión en decimal terminal 
por ejem¿lo, 1/2 = 0.5, pero también acepta una exnansión -
infinita, también 1/2 = 0.4999 ••.•• ). Todas las fracciones 
deciamles de C comienzan con O.·····, debemos incluir el nQ 
mero 1 = O. 999, •••• en C, pero no debemos incluir el número 
cero, por .lo que Ces el conjunto de todas las fracciones -
decimales infinitas oue empiezan con O.······ 
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iü teorema asegura que un conjunto nwnerable no ouede 
contener todos los decimales de C. 1o demostraremos o~r re 
ducci6n al absurdo, o sea, supondremos que C es numer~ble y 
llegaremos a una contradicci6n. 

Si C fuera numerable, podríamos escoger una regla de 
correspondencia uno-a-uno en:re C y N, la cual convierte a 
cada decimal de C en un natural n de R, e inversamente. Lla 
roamos al decimal relacionado a n el 'n-ésimo decimal' y ha 
blamos del primero, segundo, ••••• decimal. Debido a nuestra 
hip6tesis podemos escribir los elementos de C como una suce 
si6n: 

donde los nik (i, k = 1,2, ••••• ,9) son dígitos. Quitemos el 
cerq inicial común, nos quedará un cuadrado infinito de di 
gitos con el vértice n11 1 el cual se extiende de derecha ha 
cía abajo. Como todos los decimales son infinitos ningi{ñ 
rengl6n puede consistir de ceros solamente. 

Sea 'd' un decimal infinito (definido univocamente) -
construido de la manera ,siguiente: Consideremos la diagonal 
del cuadrado que pasa a través de los dígitos 

n11,n22,n33, ••••• ,nii1••••• 

Sea 'd' el decimal infinito 

d = o.d1d2d3d4 ••••• di······ 

Óuyos dígitos están definidos de tal forma que: para cada 
i ·para la cual nii es diferente del minero 1, hacemos di 
l¡ para los cuales nii = 1, hacemos di = 2, etc. De aquí 
que siempre, di fa hiir o sea, para cada i, di es diferente 
del dígito i-ésimo del decimal i-ésimo. 

El elemento 'di de C es distinto de cualquier elemento 
de C y, por lo tanto, no está contenido en nuestro cuadrado, 
el cual habíamos sunuesto contenía todos los decimales infi 
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nitos empezando con el cero. Esto contradice nuestra hipót! 
sis, lo que demuestra q_ue C no es equivalente a N. 

Q• K, D. 

Con ésto hemos demostrado que la conjetura (ÍI) ,es fal 
sa, y de esta manera herno:i mostrado oue existe11 con:j1.u1tos : 
infini~os mayores que otros. -

Cuando hicimos notar el hecho de que un conjunto es in 
finito cuando es e qui v1:ilente a una parte de él mismo, no to 
mamos en consideración las críticas que ha recibido el méto 
do de C':)rrespondencia entre el conjunto y una pnrte de él 
mismo por parte de los filósofos y algunos matemáticos. La 
critica consiste en afirmar que al hacer nosotros el mapeo 
deberíamos asignar al elemento del conjunto total el mismo 
elemento considerado en el subconjunto, tomando en cuenta 
que el elemento debe pertenecer al subconjunto. Bn el caso 
en que aceptáramos esta critica hasta el más simple ejemplo 
que hemos dado, el que el conjunto de los números naturales 
es equivalente al conjunto de los números pares, estaría 
mal, uorque al primer ele:nento del pri:ner conjunto no le co 
rres;ionde su 'idéntico' en el seeund.o. Con ésto se rescata 
ría la negaci6n de la quinta noción común de .ifoclides. 

Bl no aceptar este hecho es algo arbitrario. Lo aue d~ 
bemos hacer para mostrar aye rios conjuntos no s0n equiv.:::.le!!, 
tes es aemostrar que cualquier regla o mapeo nos lleva a 
mostrar una omisión o falta de algún elemi::nto. 

r;stamos conscientes de 'oue esta corresoondencia uno-a­
uno no es evidente por si mizma, y está basada en dos he 
chas muy im!Jortantes: a) en el an&lisis co~rnleto de la nat~ 
raleza geom~trica de la recta y b) en la definición aritmé 
tica de los aú:neros irracionales y reales, 

(43) .- Cuando Cantor demostró que il.leph-Cero es el menor de los nú 
meros cardinales transfinitos utilizó un hecno tan sutil 
oue ni él mismo se ciió perfectamente cuenta nel hecho. Este 
;s conocir10 hoy dia como el "Axioma de .necci6n". Por cons2:_ 
áerarlo cL~ hecno de mucha im9ortancia lo discutiremos más 
profund?..m•':nte. Demos eraremos 9rimero otros te0remas donde 
este axioma se ve más claramente. 

'reopema 5.- "Toó.o c0:1jum;o infinito P contiene u..'1 sub 
conjunto numerable." 

Demostración.- il teorema lo demostraremos por 'Inóuc 
ción Matemática'. (il Principio de Inducción katemática se 
enrn1cia de. la siguiente manera: Si el T)rimer elemento de un. 
C'l.'.'lj1rnto N :iene UiE pro'.)ied.ad. y se úemuestra aue si ter.ié~ 
aol<J. otro el~·T.ent;0 cualc:uiera (:-:), también l;:\ -cierre el can-
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secutivo de éste (n+l), tocios los elem,,ntos del con~:mto 
tienen la misma propiedad. JH Princinio de Inciucci6n 'frans­
fini ta es la generalización ~1 Prin~ipio de Inducción Mate 
mática (véase Libro IV; 3, teorema 15). ".Los 16,~icos :.;.dmi: 
ten para el principio ae inducci6n ~ow~leta lo 0ue a~~ito -
para el postulaao de Euclides, pero no quieren ver en ello 
más que una definición disfrazada." ( .?0l.'iCtill3, ~<?r.'.!'i. "Cien 
cia y Método." r;spasa-Calpe, pág J..17)). 

8m~ecemos ~or e~coger un elem~n<.o arbitrario p1 del 
conjunto no vacío P, y formamos el subconjunto 

S1 = { Pll 
de P el cual contiene un elemento sint'"lllar. El restante, 

P1 = p - S1, 

es no vacío, porque de otra ma~era 
elemento y no por una infinidad; 
ger un elemento arbitrario P2 de 

E estaría forrnaüo por un 
por lo tanto podemos esco 

P1 y formamos el subconj~ 
to 

S2 = {P1•P2l 

de P el cual contiene dos elementos. Debemos ahora suponer 
inductivamente que des~ués de tales n nasos (denotando por 
n un natural) que hemos lleg:'<do al subco:ijunto 

Sn = {PlrP2•• 00 •• r9n} 

U.e P el cual contiene n elementos. Desde que el restante, 

Pn = .P - Sn, 

sigue siendo infinito, .podemos escoger un element~ aroitr~ 
rio Pn+l de .Pn; y añadiéndolo a los elementos de Sn obtene 
mos el subconjunto 

Sn+l = { P1,!>2,. • • •• 1PnrPn+1l 

de P el cual contiene n+l elementos. Se sigue que, oor '"' 
el principio de inducción, para cualt11lier natural n existe 
un subconjunto Sn de P el cual contiene n elementos just'i-­
mente, estos subconjuntos ~·orman una sucesión infinit'l 

(.S1 ,s2, • • • • • ,.3n, • • · • ·) • 

Es más, han sido construidos de tal manera que cualquier Sn 
contiene a los que lo proceden, o sea, Sm e Sn para m < n. 

Finalmente, la unión !:_ de todos los conjuntos Sn con 
tiene muchos (Do si blemente todos) mie:nbr0s munerables de P, 
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P = {PJ.,p¿; ..• ;< •Pri,··. ··}· 
Hemos construido un subconjUn'tC>:numerable de un conjunto in 
finito. 

Q.B.D. 

Teorema 6.- "Cualquier conjunto infinito P es equiv~ 

lente a un subconjunto infinito propio de P." 
Demostraci6n.- Por el teorema anterior, existe P un 

subconjunto numerable de P. Denotamos la diferencia,-P ~ R• 
por P'; si f coincide con P, entonces P' es el conjunto va 
cío • .i!:n cualc.uie:r caso, tenemos 

P=(~,P'), 

f y P' no tienen elementos comunes (estamos utilizando la -
~otaci6n cantoriana para le. unión). Ahora omitimos el ele-­
mento Pl del conjunto numerable 

~ = { P1 , P2 ' • • • • ·} 

y denotamos el restante P - Pl por fl_, entonces 

P1 (~,P') 

es un subconjunto propio de P, uorque P1 no contiene el ele 
mento Pl de P. Aúi. :nás, f1 y P' son ajenos. 

Ahora construirnos la correspondencia uno-a-uno de 

p = (P'',~)' 

dentro de su subconjunto propio 

P1 = \.~1,P') 
de la siguiente manera: Como no sabemos si P' es vacío, fi 
ni to o in'f'fn:it°a···a--c-ada··-e"lE:Hnffbtó ·ae·-_p, -Íe ·as~gnamos SU. id.én 
tico. Por otro lado, la correspondencia uno-a-uno entre R y 
~ la damos como ejemplificamos en el siguiente esquema: 

Pn-1 Pn 

1 1 
Pn Pn+l 

La demostración está completa, ya que las dos corres 
pondencits uno-a-uno hacen una sola correspondencia uno-a­
uno entre P y P1. 

Q.E.D. 
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Señalaremos una vez más un teorema dado oor cantor.· 
'l'eorema 7.- "Un conjunto finito A no oued-e · ·· · • · . ::'.er eouiva ... 

lente a un. subconjunto pro[)ib ele él rr.ismo." · ·· · · ·· -
Demostr~ci6n.- La demostraci6n es evidente .oor;~ímis­

ma si suponemos c,ue A coutiene un sólo elemento,· su"\)Qn~rlios 
el teorem~ váliuo oara cual'luier conjunto .A aue ~Ontiené· n 
el.ementos, y fácilmente concluimos r. .. ue es ver·d-a·der"0··· · · · 

cualo.uier conjunto A con n+l elemencos. · · · 
_ !Jara -

Ct.~;. l). 

rtussell llamu 'reflexivo' cualcuier conjunto que·es e 
quivalente a un snbconjunto orooio de él mismo. 

~xaminando con detb.lle la demostraci6n del teorema cin 
co encontramos una aiferencia notnble en'tre los orocedimien 
tos matemáticos tradicionales y los aquí mencio~ados. Po~ 
lo general, en las matemáticas traaicionules los c¿ncentos 
usados están deter;ninados unfvoccirr.ente. Aunque también se 
tienen otros casos, cuando se riostula al,~ún concepto es oor 
que se SU[)one que tal concepto ha siao demostrado existente 
~n nuestro caso, nosotros !)o demos 'escoger' un elemento ar 
bitrario de un conjunto A cuando hernos demostrado que el 
conjunto A es diferente del vacío, o sea, estamos sunonie~ 
do que los ure;urnentos que sirruen son ind~oendientes del el5:_ 
mento particular escogido. De la mü:mb. manera, cuando nosci 
tros procedemos a escoger un rn1rnero :.f.'tni to (n) de elementos 
del conjunto A uebemos prevcer que el conjunto " co11tP.nga 
al menos n elementos. ' 

.Lo que se afirma es que oara uno no está permitido to 
mar una infinidad de pasos escogienao elementos que no es 
tán determinados oor una ley definida. 1rnnque los proced! 
mientas 16gicos y matemáticos son miis fuertes hoy que a fi 
nales del siglo pc..sado, esta :iostura se sigue defendiendo 
'sin ~amar en consideración que el proceso del nensamiento 
no puede ser medido por una lonp;i tud de tiemoo definida. 

lmaginemos un conjunto irnmerable cuyos eJ ementos son 
'nares de zapatos': un primero, segundo, ••••• , n-ésirno, ...• 
•• , par para cadc. natural n. Una oregunta que nos oodrfamos 
formular es la siguiente: ¿,;.:.s el conjunto de todos estos 
'pares'· equivalente al conjunto de los 'zaoatos' conteni-­
dos en los pares? Asignemos al primer par, el zaoato iznui­
erdo del orimer oar: al .segundo ,par, el zapato derecho del 

·,p:r:Lmer par; al tercer par, el z;",nato izquierdo del sep;undo 
oar, y así sucesivamente. De esta man¡;ra hacemos corresnon­
der al zaoato izouiArdo del n-ési;no nar el (2n-lj-ésimo nar 
y c.l zaphto dere~ho del n-is imo oar el 2n-ésimo Jar. rlernos 
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mostrado una correspondencia uno-a-uno entre el conjunto de 
todos los pares de zapatos y el conjunto de todos los zana­
tes, y por lo tanto;· ambos tienen cardinalidad a1.eph-cero -
(habíamos supuesto que el conjunto de pares de zapatos era 
numerable). 

Bueno, ahora cambiemos los 'zapatos' por 'calcetines', 
o sea, tenemos una infinidad de calcetines. Como todos sabe 
mas los productores da calcetines no hacen diferencias eñ 
tre el calcetín derecho e izquierdo. Por lo que nosotros s6 
lo podremos asignar calcetines 'arbitrarios' al hacer nues 
tro mapeo, ésto lo podemos hacer una finidad de veces, a me 
nos que, no tengamos nosotros el orejuicio de no poder ha 
cerlo una infinidad de veces. Cii sólo consideramos una fini 
dad posible de asignaciones nosotros no podemos conclui; 
que ambos conjuntos tienen el mismo número cardinal aleph­
cero. (El ejemplo es de Bertrand Russell, pero la nota ori 
ginal me ha sido imposible encontrarla). 

Como vemos de aquí surgió unj nuevo principio, el cual 
fue descubierto a principios del siglo XX, sin el cual nos 
sería imposible demostrar algunos de los resultados más a 
sombrosos de la Teoría de Conjuntos Transfinitos. Este pri~ 
cipio fue llamado 1 ilxioma de Elección' por E. lermelo -
(1904), más taJ;-de llamado 'Axioma ll'lul tiplicativo' por B. R!:!, 
ssell (1906). 

üermelo lo enunció de ls siguiente manera en 1908: "P.§: 
ra cualquier conjunto 3, cuyos elementos son conjuntos no -
vacios, corresponde al menos una función f(x) univalente 
tal que para cada elementc;> x de S; f(x) es un elemento del 
conjunto x • .l!;n tal caso, f es llamada una función selecto-­
ra." 

H.ussell lo enu:1ció d<~ la siguiente m?.neril: "Dada un 
conjunto de clases mutu::trnente excluyentes, nineuna de las 
cuales sea nula, existe .por lo menos una clase consistente 
en un representante de cada clase del conjunto." (RUSS~LL, 
B. "Los Principios de la Matemática." l':sna&a-Calpe. pág 11). 
En otras palabras: "Si S es un conjunto tal que cualesquie­
ra dos conjuntos de ::; no tienen elementos comunes y son no 
vacíos, entonces existe al menos una clase P la cual conti! 
ne un elemento singular de cada elemento de S." 
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(44).- A este hecho se le conoce como el "Teorema de Cantor." •Da­
do cualquier cardinal finito o trans finito, existe uno :na 
yor.' Es decir, si A es cualquier conjunto, entonces el 
conjunto P(A) ~conjunto ,potencia de A) cuyos elementos son 
todos los subconjuntos de A tiene un cardinal mayor que A. 
Por lo tanto, además de los cardin~les finitos, existen una 
infinidad de cardinales transfinitos. 

(45).- Se dice que un conjunto A está ordenado si además de la 
lación de igualdad '=', una relación que satisf&ce ·1as. 
guientes tres relaciones está definida en A: 

l.- Para cualesquiera elementos ciiferentes a1,a2 de/ .. · 
al menos uno de los argumentos a1 ..<( ª2 ( "a1 precede a. a;?.•.), 
a2 <. a1 se verifica. ;.C ,, .. 

2.- Si a1 ..< a2 entonces a1 I= ª2· , ,X :: , 
J,- Si ªl <. a2, y a2 -< a3 entonces ªl < ªJ·· ' ·.~.. ..,, · 

Sabemos que si a1 = ªl• se sigue de (2) q_ue a1:.,ct'aiy 
que nunca es cierto que · " · · 

ª1 ~ ª2 y ª2 ~ ªl 
sean compatibles. Por lo tanto, concluimos que una y Sola~~- ·; 
mente una de las tres relaciones de orden siguientes 

ªl = ª2' ªl .(. ª2' ª2 -< ªl 
se verifica para cualesq_uiera Jos ele:nentos a1,a2 de U."1 co~ 

junto ordenado. 
Si omitimos la condición (1) de la definición anterior 

obtenemos los conjuntos parcialmente-ordenados. Como se ve 
claramente, el orden definido :::.nteriormente no define UD3 -

relación cie equivalencia ya que no puede ser que: 

(1) 

y que 

(2) Si ªl <. a2 entonces a2 ..( ªl· · 

Debe pensarse que el significado del símbolo < nuede -
cambiar de conjunto a conjunto, unas veces puede coincidir 
con el símbolo <y otras con el símbolo>. Por ejemplo, 

l.- Sea Jl. == { ..... ,-3,-2,-1,0,l,2,3, ..... j. Aquí.<, co-
incide con <.. , 

2.- Sea B == ~ ••••• ,3,2,l} • .Aquí..( coincide con). 
3.- Sea C =={ 011,-1,2,-2, ••••• } • Jfo este caso el sím­

bolo ~ coincide en pnrtes con 4 y en partes con >· 

Es obvio que los subconjuntos de un conjunto ordenado 
también están ordenaaos. 
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Se dice que dos conjuntos ordenados son iguales, en 
símbolos A = B, si contienen los mismos elementos, y si la 
relaci6n de orden a ~ b válida para A invariablemente impli 
ca la relación a.!:( b válida para H. Reciprocamente, entoñ 
ces, se sigue obviamente que a ~ b siempre implica a-< b. 

(46).- También se puede decir 'proyección'. 

(47).- Un conjw1to ordenado A es llamado 'similar' a un conjunto 
ordenado B si existe un mapero de •l dentro de B que preser­
ve el orden. ~s decir, si a, a' son elementos distintos de 
A y b, b', son los elementos de B asignados a ellos por el 
mapeo, respectivamente, entonces a-< a' debe implicar que 
b ...( b'. Cada uno de dichos mapeos es llamado 'mapeo similar~ 

Sean por ejemplo, el conjunto de toa.os los números na­
turales y el conjunto de todos los números pares. Tenemos, 
con sus orcienenes de r:iagni tud correspondientes, un mapeo 
f que asigna a cada natural su doble, es decir, f(x) = 2x. 
Este ma;Jeo preserva el orden entre los dos conjuntos y ade­
más es una correspondencia uno-a~uno. Por lo que los núme-­
ros pares (positivos) y los números naturales son similares 
y, además, equivalentes. 

Ahora, conjuntos similares, y s6lo tales conjuntos, 
tienen el mismo tioo de orden. 

•renemos cuatro propiedades funda:nentales que resultan 
de la definición: 

(1) A o!. A, todo conjunto o~cJ.enadb,~~~i~il~r asi mis_;_ 
,-,. 

mo. 

( 2) Si A~ i:l entonces B ~A. 

( 3) Si A~ B yBl!!C, entonces Ad C.> 

(4) A~ B implica A ,w B. 

-~e-ñularemos algunos resultados. importantes: 
1.- Si un conjunto ordenado B es equivalente a un con­

~unto ordenado A, entonces B puede ser ordenado de tal mane 
ra que B ti. A. 

2.- di dos conjuntos son similares, entonces o ambos -
tienen primero (último) elemento o ninguno de los dos con-­
juntos tienen tales elementos. 

( 48) .- En general, .. (>(.denota el tipo de orden que resulta de o<. cua~ 
do el orden de la sucesión de los elementos está invertido. 
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(49).- .í!:ste puede ser un ejemplo de la gran cantid1-J.a de dí:o:::uci1 
nes y polémicas que tuv6 Cantor con otros matemáticos ~0~0 
consecuencias de su teoría, 

(50).- Sean A y B dos conjuntos 0rC.enf:.c1os a.jenos. Defina::i-:s ·.:.:;;:;.re 
laci6n orcienaciora o&.rl:t los elementos e á.e 11;1. U.!116r1 .~ :::om~· 
sigue: sean e y e' dos elemen"';~s de la ·..tni6n. Si a~tos ,..,~~ 

tenecen e. A, dejamos a.( a' 6 a'..( a r::a h:. unión, de e.cu.e~ 
do si la primera o la segunda de estas relaciones se cu::n'.)lil 
para estos elemsntos en A. 3i ambos elementos per~enecen a 
B, entonces la rel~ci6n que es v~¡ida n~ra ellos en B i&be 
cumplirse de nuevo en l& unión . .i'ero si :.mo de ios ele:nen-­
tos pertenece a A, y el otro ~ertenece a 3, digamos e está 
en A y c' está E:!1 rl, entonces cie jamas c < e' E:n la '.mió~. -
La relaci6n oruenadora así ueí'inida para la unión es ob'ria­
mente transitiva, y por lo tanto o~den~ a U. 

(51).- El ejemplo que se da en la memoria original es muy claro, -
pero también se podrían considerar los siguientes: 

(1) n + w = w, 

porque tenemos 

n ={ l,_2~!}_• ••••• , n}, 
y 

. . . 
w = { n+l,n+2,n+3, ••••• J 

y de aquí que 

n + w = { 1, 2 , 3 , ••••• , n, n+ l , n+ 2 , n+ 3 , ..... J = w. 

D~ li misma manera se puede mostrar que: 

(2) 'iiw + · p:· = illw 

porque 

y 

Por lo que 

itw + n = [ ....... ,n+2,n+l,n, ••••• ,'3,2,lj 

y de estos ejemplos paliemos deduCir que 

vi, w+ l , w+ 2 , w+ 3, •..•• 

son distintos tipos d~ orden. 

f/ w, 



demos obtener: 

( 4) 

( 5) 

( 6) 

y por .el otro 
~ . . . . ' 

(7) •w :¡.. n .+ w = 

(8) n + 11 w + w f /l w + w + n. 

[JO-

(52).- El producto de dos tipos ordinales también puede ser defini 
do de la ~i?uiente ~unera: 

;:iea.n dados d.os ti70s ~e orde~ o< y ¡9 1 distintos de c~ 

ro. Representando por~ ~A y/> = B. Formamos el conjunto -
de to¿os los pares de elementos (a,b), donde a está en A y 
b está en rl, y definimos un orden para estos oares estipu-­
lancto que: 

(a1,b1) ..( ~a2,b2), 

para ªl..( ª2• así como también para a1 = a2 1 b1 ..( b2• 
Por U denotamos el conjunto de todos los pares de elementos 
(a,b) ordenados de estu manera. ~ntonces el producto ot.'15 d~ 
be ser igual a ~-

( 53) .- r;n. la versión en inglés dice: 111wery equation between ord.:!: 
nal types wich procedes from the two elementary operations 
remains correct, therefore, if we replace in it all the tz 
pes by their cardinal nurnbers." (C,1:dOR, Georg. "Contribu 
tions to the l?ounding of the Theory of •rransfini te Numbers~' 
Dover. pág 122.) No seguí literalmente la traducción en es­
te párrafo, pero sólo fue con la idea de que fuera más cla 

( 54) .-

ro. 

Si dos elementos a y a' d.e un conjunto ordenado A tiene la 
pro!Jiedad que ningún elemento d~ 11. cae entre ell.o~ 
ces son llamados elerrie-ntos contiguOS--O-COnsecutivos. Si es 
tos ele~entos satisfacen la relaci6n a-< a'' e~tonces a es 
llamado el in.mediato predecesor de a', y a' es llamado el 
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in.mediato sucesor de a. Un conjunto ordenado es llamado 
'uenso' si contiene al menos dos elementos y no tiene ele-­
mentas contiguos. 

Como todo conjunto finito tiene al menos dos elementos 
contiguos toao conjunto 'denso' es infinito. 

Dados dos números racionales, aiga:nos a y b, su prome­
dio (6 valor medio) a+b/2 es racional también. De aouí que 
entre dos números racionales cualesquiera cae sier:.o;e otro 
número racional. De aquí se sigue entonces que entre cuales 
quiera dos números racionales siempre existe una infinidad­
de racionales. Vemos claramente, debido a esta propiedad de 
los racionales, que nunca podemos hablar del inmediato suce· 
sor de un número racional dado. 

(55).- Las 'series fundamentales' pueden ser estudiadas como equi 
valentes a las aucesiones, Se puede ver esta analógía entr; 
las series fundamentales coherentes y las sucesiones 'manó 
tonas', tanto crecientes como decrecientes. y fijarnos como 
se definen los conceptos de ·~ota de una sucesión', 'lími­
te "de una sucesión'; y los conceptos de 'elemento limite' y 
'elemento principal'. 

Para ver una introducción realmente intuitiva al tema 
de 'Series y Sucesiones', véase el B11..ittl.CH, Stephan. "Cálcu­
lo Diferencial e Integral." UTEH11.. 

( 56) .- 8i ún . conjunto de puntos A está dado, un punto a (el cual 
puede pertenecer o no a A) es llamado un 'punto límite' de 
a si toda vencidad de a contiene una infinidau de puntos de 
A. 

Una definición equivalente es la siguiente: "Sea A un 
conjunto y a un punto, ¡fo necesariamen"te en A.. Entonces a -
es llamado un 'ounto limite' de A si toda vecindad de a con 
tiene al menos ~punto de A distinto de a." (Por una veci~ 
dad de radio e del punto a., entiéndase el . conjunto de p~ 
tos del interior del circulo de radio e y centro en a). 

Sea A' el conjlL~to de todos los pun~os límite de un 
conjunto A. Bntonces decimos que el conjunto A es 'cerrado' 
si A 1 .il. • 

.11.l conjunto A se le llama 'denso en si mismo' si JI.CA~ 
y A fof. Y se le lJ.arna 'perfecto', si A' ~A y A fa~. 

Ahora, todo conjunto finito .11. es cerrado porque A' es 
vaaio, y el vacío es un subconjunto de cualquier conjunto. 
Y, como todo conjunto finito no es denso en sí mismo no pu~ 
de ser perfecto. 
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(57).- La intenci6n de Cantor no es realmente estudiar las Series 
Fundamentales en si, sino definirlas simplemente para uoder 
usar·las en el estudio del tipo ordinal 9 • 

( 58). - Ya sabemos oue toda la recta real es •requivalente al segme!! 
to [0,1] (véase nota 42). 

(59).- Y por meuio del Continuo Lineal X podemos identificar todos 
los conjuntos con tipo ordinal 9' lo que nos daría la cla ... 
se de tipos ora.imües [e]. 

LIBRO IV.~ "EL TEOREMA. DE ZERMELO". 

(60).- El conjunto vacío se considera bien-ordenado. 

(61).- Bajo el orden prescrito para él por A. 

(62).- También es llamado 'sección'. 

(63).- Esto es debido a que el elemento que determina al segmento 
no está en el segmento. 

(64).- Se obtiene reemplazando cada a-<b .por b ..(a (véase Libro 
III, § 7). 

( 65) .- r;J.. es el inmediato sucesor d.e los elementos de A(o<'.). 

(66).- Este resultado se debe a la suposici6n de que ambos, Y1 y 
y2 son menores que el mismo tipo ordinal 

(67).- Teorema de li:quivalencia.- ":5i cada uno de los conjuntos es 
equivalente a un subconjunto del otro, entonces los conjll!! 
tos son equivalentes. De aquí que si A es equivalente a un 
subconjunto de B, el cardinal de A es igual o menor que el 
cardinal de B, es decir, obtenemos A~ B. 

(68).- Por la forma como se demuestra el teorema el mejor enunci~ 
do para éste es: "Dado un conjunto S (ordenado o sin ord9. 
nar) existe un conjunto bien-ordenado W que contiene exact! 
mente los elementos de S." 

LIBRO V.- "LAS PARADOJAS." 

(69).- La mayoría de los autores utilizan estas dos ~alabras como 
sin6nimos. 
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(70)•- QUiifü, W.V.O. "Paradoja." Scientific American. (Reconilado: 
K1Iift:, r.10rris. "illa temáticas en el Inundo :\ioderno. 11 Ed: Blume. 
pág 226). 

(71).- ~sto es un error muy grave en mi opini6n, nunca se ha sabi 
do de un niño que se pregunte: ¿Qué es un ~lli~ero? Sabemos 
que lo necesario -y fundamental es que s6lo maneje sus pro­
piedades. 

(72).- Arnaud Denjoy (1884 - ? ). Profesor de la Soborna. Genera­
lizó el concepto de integral de Lebesque. 

(73).- VERA, Feo. Op. Cit. pág 13. 

(74).- Cantor le escribió una carta a Hilbert, en 1896, donde mues 
tra que esta observación ya la había notado él, 

( 75) .- RUSSELL, Bertrand. 1100.athematical Logic as based on the theo 
EY....9.L1:Y-Pes." pág 223-4 • 

. ( 7.6) .- El conjunto potencia de un conjunto es el conjun.to de i;odos 
sus subconjuntos (véase nota 44). 

(77).- Es el conjunto que contiene todos los conjuntos • 
. 

(78).- Esta paradoja fue descubierta independientemente por Zerme 
lo en 1908. 

( 79) .- Un conjunto de conjuntos de primera clase es un conjunto de 
primera clase. Un conjunto de segunda clase sie:nnre contie 
ne entre sus elementos conjuntos de segunda clase. 

(80).- RUSSELL, Bertrand. Op. Cit. pág 222. 

(81).- Es el nombre de las clases a que se reducen las cosas que 
se pueden decir del sujeto, o sea, son propiedades que se a 
plican a si mismas. Por ejemplo, la palabra esdrújula es es 
drújula, la palabra abstracta es abstracta. 

(82).- Son propiedaaes que no se aplican a si mismas. Por ejemplo, 
la palabra concreta no es concreta, la palabra blanca no es 
blanca. 

( 83) .- FRALNK.l!:L, Abraham y otros. "Foundations of Set Theory!." Nor 
th Holland. pág 7. 
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( 84) • .:. Alguna:L~ori muy anteriores a las .de 'la Teoria..d.~ Corljuntos ,• 
pero riul1ca'.se habian estuaiado dent:r:¿ ~~el campo matemático, 

.,.·,- . ; '>\·· .. :~/ 
(85).- KLB~NE,.S~C. Op. Cit,.pág 45. ····• •/·-"·''•' 

( 86) .- Bertrand Russell fue el. ori!llefa"CJ:~in··Lbl:icarla en: "On sorne 
difficul ties in the ·.rh.eort of 'TfansÚni te Numbers and Order 
~yp~" 

(87).- KLEENE, S.C. Op. Cit. pág 46. 

(88).- Más que todo es una leyenda, pues no es posible encontr.ar -
_L-------- ciicha situación en la obra de Cervantes. Aunque en eLCap. 

LI del tomo II aparece un hecho parecido. ~.:' --
._::·:_,--··. 

(89).- POl1~CAR~, Henri. "Ciencia y i.iétodo." Espasa-Calpe. pág 117. 

(90).- Y por ésto se le llama también a la ~atemática Formalista 
como la 'Ciencia de lo Posible'. 

LIBRO VI.- LA AXIOMATIZACION DE LA TEORIA DE CONJUNTOS.­

( 91) .- Supondremos conocida la Lógica ~lemental, pero al mismo 
tiempo, no es necesario que el lector maneje la Lógica For­
mal para la lectura de este capitulo. 

(92).- RUS~ELL, Bertrand. "~athematical-Logic as based on the fheo 
EY-2.f..1.Y~" pág 236. 

(93).- Que según Cantor estamos capacitados para pensar {véase el 
Libro III, § 5). 

(94).- Por 'T' entiéndase el campo donde se cumplen los axiomas. 
Una 'l'eoria Formal 'l' está definida cuando se cumplen las si 
guientes condiciones: 

(1) Un conjunto numerable de símbolos está dado como 
los símbolos de T. Una sucesión finita de símbolos de T es 
llamada una expresión de ·r. 

( 2) hxiste un subconjw1to de las expresiones de 'l.' lla 
madas fórmulas-bien-formadas (fbf) de.T. 

(3) Un conjunto de fbf es puesto aparte y llamado el -
conjunto de Axiomas de 'l'. 

(4) Existe un conjunto finito A1,A2 1 ..... ,An de rela-­
ciones entre las fbf llamadas reglas de inferencia. 
Posteriormente habl'iremos de •¿,• (L.ermelo), 'lF' (Zermelo­
Fraefu(el), etc. 
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(95) .- RUSSBLL, B. y ·.mn1EHEAD, A.N. "Princiriia t.<.athematica." I!1. 
troducción. 

(96).- WEYL, Hermann. "Mathematics and Logic: A brief survey~ 
ving as nreface to a review of the 'Ehilosopgy of nertrand 
Russell. '" 

(97).- POINCARE, Henri. Op.Cit. pág 127. 

· ( 98) .- Está traducido al inglés en: lli:IJE:ioOR'l', Jean van. "From -
Frege to Godel: a Source Book in kathematical-Logic, -:i879-
l931." iforth-Holland. pág 199-215. 

(99).- HEIJ~NOORT, Jean van. Op.Cit. pág 200. El subrayado es mio. 

(100).- Por 'dominio' entiéndase el campo donde son válidas estas -
proposiciones. además, el dominio no es un conjunto, pues -
caeríamos de nuevo en la falacia de suponer un conjunto uni 
versal. 

(1q1).- Zermelo utiliza la notac::..ón 11 .f: N para uenotar que !tí. es un 
subconjunto de N. Esta notación fue desarrollada por SchB-­
der en su t1 Al ge bra der Lo gik. t1 1890. 

(102) .- Loa axiomas que mencionamos son los .originales de Zermelo. 
Peró l~ interpretación simbólica, que les damos a los axio­
mas es mía, no está muy formalizada. 

(103).- Este axioma define la relación de igualdad. 

(104).- Este axioma admite la existencia del conjunto vacío y de 
los conjuntos formados P?r u.no y dos elementos. 

(105).- Este axioma afirma que dado un conjunto y un predicado exi~ 
te un subconjunto del cwnjimto formado por los elementos !'~ 

ra los cuales el predicado es verdanero. 

(106).- En este axioma ente~1°~0s que una proposici6n es~á definida 
cuando podemos establecer su validez por medio de las leyes 
16giQas universale.s. 

(107).- Este axioma admite la existencia del conjunto de las partes 
de un conjunto. 

(108).- Admite la existencia del conjunto unión formado oor los el~ 
mentos de los elemento:¡ de un conjunto. 
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(iog) .- Se puede inter9retar como el hecho que garantiza que el -
producto no es vacio cuando alguno de sus factires no es 
vacío. 

(110).- Este axioma admite la existencia de un conjunto infinito 
que contiene al conjunto vacio. Este axioma sirve para re 
presentar la progresi6n 0,1,2, ••••• de los números natura: 
les. 

(111).- Si se quieren estudiar desarrollos axiomatizados de la Teo 
ria de Conjuntos véase: FRA.c.NKEL, K.4. y otros. "Founda 
tions of Set ·rheO.!:Y.:.." North-Holland. ¡ SUPPE3, Patrick. "A 
xiomatic Set 'fheory.:." Dover.; BJi:RNAYS, Paul. "Axioma tic 
Set Theory.:.." North-Holland. 

(112) .- Líermelo consideraba como afirmaciones definidas a G b y 

fJJ * l'l. 
(113) .- Esta sugestión ya había siao hecha por Skolem en su artícu 

lo: "l!.inige .bemerrunge::i zur axiomatischen l:legrUndung der 
iile.ngen'l'ehre." , le ido en el Congreso de irla temáticas ífacandi 
.WiVas en 1922, s6lo que Skolem no consideraba despúés el -
concepto de función. 

(114).- De esta forma eliminaba los conjuntos que no son elementos 
de sí mismos. 

(115).- FRAiilKEL, 11..A. "Zu den Grundlagen der Cantor-Zermelo chen 
ldengenlehre." iJ.8.th. Annalen 86 (1922) 230-237 pp. 

(116).- Posteriormente se naturalizaría americano. 

(1:h7) .- Se dedicó a la Teoría de Conjuntos, Ecuaciones Diferencia 
les, Análisis Matemático, Computación, Análisis Numérico: 
Investigación de Operaciones, Topología, etc. 

- - --- .. -·· . - ·- ----------- - .. --( 118) .--u·- sea, que todas Süs--:realizaciones son categóricas. 

(119).- ~stas limitaciones más severas son innecesarias, pues las 
paradojas no se pueden dar, ya que estaban eliminadas des 
de antes. Además, restringuen más el campo de trabajo. 

(120).- Von Neumann supone que la intersección de estos dos domi 
nios no es vacía. 
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(121) .- No hay que olvidar que cuando la Teoría de Tipos fue fo:cmü 
lada nosotros hicimos mención de la necesidad de una .jera! 
quizaci6n de los tipos, y que éste era infinita. 

(122) .- El axioma por medio del cual él im:Jicie las funciones aue ..... 
podrian definir totalidades demasiado granüss a partí~ de 
argumentos establece que una función 'a' llega a str 1.;na -
función-argu:nento si y s6lo si existe una funci6n 'b' (en 
el dominio de funciones postuladas por la teoria) tal que,_ 
para cada argumento 'x', existe un argumento 1 y 1 para el 
cual [a,y] .¡,.'A y [b,y] = x. 

(123).- Léase el 'par (ordenado) x,y'. 

(124).-

(125) .-

. (126) .-

~~=. c~~~~;.~: ~~~l~:~;::o:e~~:nr:i~~~~~t~'~~~:~~~~ewl~~i~ 
tro alfabeto. 

, . . 

Las clases están denotadas por lei:ras latüias may-.íscW.us. 

Cuando mencionamos que ~ant (véase Libro I) afirmaba que 
las proposiciones se dividen en analiticas y sintéticas, 
mencionamos superficialmen-te las •ideas d.e raz6n' aue ta?r. 
bién considera. Kant consideraba aue existían ciertas uro 
posiciones que no eran ni analiti~as ni sintéticas; sino : 
que pertenecían a un grupo muy especial llamado .por él 'i 
deas de razón'. Según 1:<."nt, existen ciertas proposiciones 
que dependen solamente de la formación del indivió.uo, como 
la 'Fé'. Porque, la fe no agrega nada nuevo a nuestro cono 
cimiento, _;iero cuanci.:> tenemos fe no se dabe ;;ampo.:::o a la -
experiancia. 

Cuando Hilbert public6 su 'programa' también aceptó -
el concepto de 'ideas de razón' y afirmaba que el concepto 
de 'infinito actual' era una de ellas, 

Ahora, en el caso de Paul Bernays y sus clases, pare-­
ce ser que és·te está tomancio también l:ots ideas de Khnt, 1i~~ 
ra de esta fo:cma considerar sus •clases' como entes j_dea-­
les. 

(127).- No son f6rmulas-oien-formadas (fbf) del sistema que ñer--­
nays ha creado. 

(128).- En lugar de ponerlos en variables rlelmismo sistema. 

(129) .·- Pue<ien ser 'conjuntos-término~' o 'clases_:térmbos'. 
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(130).- Esto lo hace basándose en A.A. Fraenkel y no en la conce.E_ 
ción semántica de ~. iermelo. 

{131) .- Léase 'A es equivalente a B'. Bernays utiliza la notación 
A~ B, pero nosotros utilizaremos la notaci6n convencional 
( cantoriana). 

(132).- Como las clases son tratadªs simplemente como extensiones 
de predicados, esta relación puede ser definida explicita 
mente en términos de la relación lógica de la doble implI 
cación. 

(133)•- Este esquema formaliza el. 'Principio de Comprensi6n', pero 
solamente puede ser aplicado a clases y no a conjuntos. 

(134).- ~ste prinGipio fue tornado por lermelo y Fraenkel como el 
'Axioma de Determinaci6n'. 

(135) .- Se encuentra en: QUINE, Nillard van Orman. "Desd~punto 
de vista lógico," Ariel. 

(136).- .Que como habíamos apuntado con anterioridad, era un defec­
to de la Teoría de Tipos, pues se estaba utilizando el 
concepto de iteraci6n. además el trabajar con los indices 
es demasiado laborioso, pues a niveles superiores es dífi 
cil situarse en el tipo en que uno está trabajando. 

(137).- risto ,parece ser hecho ~on la intenci6n de que los intuici~ 
nistas no rechacen de principio sus axiomas. 

(138) .- Debemos acordarnos que \'ihitehead y Russell se habían dis 
culpado de no justificar la validez ·del axioma T2 dentro 
del sistema T. 

(139) .- :r.:ste hecho fue cuidado con gran esmero por Russell y ·iíbit~ 
head ya que daba pie a ciertas paradojas, que el mismo Ru 
ssell había descubierto. 

(140) .- .. 1.úa existiendo este conjunto U, Quine no tenía Wl axioma 
que postulara la existencia de un conjunto infinito como 
era T3 en T. 

(141).- Para que el siste~a sea no contradictorio es muy importa~ 
te que J.a,s variables de 'F(x)' sean minúsculas. 
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(l42) •- H.A.LliiOS, Paul R. "Nicolás Bourba.ki." 3Óishtiffc·.<l~ericari. -
Mayo. 1957. (Recopilado por: KLINK, r1,ofr'is. Of>~ Cit. ··pág • 

. 89). 

(143) .- El les llama relaciones a los predicados. 

LIBRO VII.- "CONCLUCHONES Y OTROS RESULTá.DOS". 

(144) .- A a.lgunos de los hechos que entorpecieron este desarrollo 
teórico, como son las paradojas, ya no las :,¡nalizaremofl, 
por haberles dedicado un es:)acio muy graude en capítulos. 
anteriores. 

{145) .- No haremos un <:..nálisis profundo de estas escuelas. por no 
considerarlo de fundamental. importancia pa:::-a el desa.rrollo 
del trabajo, solamente mencionaremos sus principales ca.rae 
teristicas. 

{146).- Fue el primero que formuló s~s 

(147) .- ?rege fue el primero que la exteudi6. 

· (148) .- G. Peana fue el primer maten:ático que la 
más. 

(149) •- DOU, ·.lb t "Funri'l."'en·tn« d~ la r•:,Jt.,.,.,á·H ,.,; ,; Losad··"· p=~1~·· · . .a er o. ,.. . . . - .. . ..... º-· ... . ·-· .. "", 
76. 

(150).- BROUWER, .L.J<~.J. "IntuHionism and lt'o'!'111alis!11.." pág. 83. 

(151) .- RUSSEJ,L, Bertrand. "Los Princi;;>ios de la iMtemática." Esp~ 
sa-Calpe. pág 8. 

(152).- Establece lo si~uiente: De dos Juicios ~ontr~dictorios, 
uno es verdadero y otro es falso, no habiendo otra posibi 
lidad, sin decidir cuál es verdadero y cuH es ~al so. ~:st; 
principio se utiliza para establecer las deruostracionee 
por 'Reducci6n al 9.bsurd.o'. 

(153).- "Cuando un conjunto hl y un objeto particuls.r m son defini 
dos de manera r¡_ue,. por un lado m es un rnie~1bro de Id, y uor 
otro, la definición de m depende de M, deci~os que el ?ro 
cedimiento (o la definición de m, o la definici6n de ~) ei 
impredicativo." h:I,E.s:rn, d.C. o,,. Cit. pJ~ 48. 
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{154) .- BOURBAKI, .ücolás. "Elementos de Historia de las liiatemáti 
~" Alianza Ed, pág 62. El subrayado es mío. 

(155).- COHEN, Paul J. & HERSH, Ruben. "1'eoria de Conjuntos No-Can 
toriana." pág 238. (Recopilado por: KLINE, Morris. Op.Cit. 
238-247 pp?. 

(156) .- O sea, no se está suponiendo que el axioma sea verdadero o 
falso. 

(157)~- Es decir, que dentro del ~üi~iri.~ no se puede demostrar A y 
. 1A. 

·• 
.. (158),.;.. La cual no mostraremos por no estar al nivel de esta tesis. 

(159) .- Estos n·:> son los enunciados originales. Para esto véase: 
LADRiiRE, Jean. "Limitaciones Internas de los Formalistas~ 
Tecnos. pág 370. 

(lóO) .- {ft,YI,, l-íerrnann. "i?ilos,1fia de his katemáticas y de la. Cien 
cia Na "Cttr:ü." U. !i • . ,,111. pág 2 51-2. 

(161) .- También llamada 'l'.íetamatemática'. 

{162).- Para ésto fdentificaba la existencia matemática con la no 
contradicción (véase el final del k 4, capitulo V). 

(163).- WEYL, Hermann. Op. Cit. pág 252. 

(164).- FR,\.ENKt:L, A.A. "Teoría de los Conju11tos y Lógica." ü.N.A.M. 
pág 12. 8egún él se puede encontrar esto en: CANTOR, Georg. 
"Gesammlte Abhandlungen ifathematischen und .Philosophischen 
Inhal ts." Ed. por E. üermelo. Berlin. 1932:--Treim. 1961). 
pág 165. 

(165).- 1''1UurnKEL, A.A. Op. Cit. pág 127. 

(166) .- Tii.!L, Hermann. Op. Cit. pág 251. 

(167).- FR.iu.:,ili:E1, A.A. Op. Cit. pág .126. 
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