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INTRODUCCION AL APL. 

El lenguaje tradicional usado por las Matemáticas posee muchas deficien

cias que frecuentemente acarrean problemas, tales como la falta de comunicación 

entre las personas que se dedican a transmitir y recibir ideas matemáticas. 

Esta fue una de las principales razones que motivaron a Kenneth E. Iverson 

a .construir un nuevo lenguaje matellk1.tico que viniera a tenninar con lo·s gran

des defectos que adolecía el lenguaje tradicional. 

Mencionaremos algunos de los más grandes inconvenientes del álgebra tradi~ 

cional: 

1.-La ambigüedad.Esto quizás es uno de los más grandes problemas del.álge

bra tradicional. Por ejemplo ,cuando tenemos la expresion 

c=ab 

no sabemos si ab es una variable por sí misma o si es el .producto de a por b. 

Por otro lado,con respecto al signo '"'',ignoramos si se le asigna a c el valor 

del resultado de las operaciones de la dered1a,o si simplemente 'se esta esta

bleciendo una hipótesis acerca de si c es igual a ab. 

2.-La arbitrariedad para· definir variables.En el álgebra tradicional se pu~ 

den definir casi arbitrariamente variables sin seguir una regla definida.Prue

ba de ello es la utilizaci6.n indistinta de letras mayúsculas o minúsctÍlas d<~l 

alfabeto espafiol, griego, hebreo, etc. Existe cierta anarquía, pues cada persona 

adopta de hecho .su propia notación. 

3.-La anarquía en la sintaxis.Debido a causas ajenas a nosotros,se nos ha 

heredado una sintaxis bastante arbitraria en cuanto al lenguaje matemático. Por 

ejemplo,si queremos calcular el seno de X ,primero se pone el operador y luego 

el argumento 

SEN X 

revés con. el factorial 
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. X! 

y en el caso del valor absoluto de un número ,éste tiene un símbolo que lo pre

cede y otro que lo sigue 

IXI 

4. - Reglas arbitrarias y confusas en lo referente a prioridades de los oper~ 

dores.Este es un problema que a menudo causa dificultades,sobre todo cuando se 

trata de expresiones algebráicas muy complicadas. 

Todas estas fallas son debidas a que este lenguaje ha surgido según las ne

cesidades que se han planteado en toda la historia de las Matemáticas ,y los · 

grandes matemáticos no· se han preocupado mucho en corregir estos errores. 

APL(A Progranming Language) es un intento bastante fructífero de terminar 

con todos los vicios del lenguaje tradicional. Vale la pena aclarar que APL. no 

es sólamente un lenguaje de programación más,como Algol o Fortran,sino que es 

una redefinición del lenguaje algebráico que tiene extensiones nruy poderosas y 

útiles en la resolución de problemas de variadas índoles. 

APL tiene la gran virtud de no exigir corno pre-requisito el conocimiento 

de sistemas computacionales para el principiante .Aún sin el auxilio de wia 

computadora,el APL puede substituir eficientemente al lenguaje tradicional en 

una cátedra de ~temáticas. 

Entrando en materia,un número escalar en APL se define en cualquiera de las 

siguientes maneras : 

1.-Una sucesión no vacía de dígitos(o,1,2,3,4,5,6,7,8,9). 

2.-Un carácter ,-'(léase negativo,que es distinto a la función '-' que se 

verá posterionnente} seguido de una sucesi6n no vacía de dígitos. 

3. -Una sucesión de dígitos seguida de un '. 1 (léase punto) seguido de una 

sucesi6n de dígitos(al menos un dígito a la derecha o izquierda del pw1to). 

4.-Un carácter ,..,., seguido de una sucesión de digitos,seguido de un punto, 

seguido de una sueesión de dígitos(al menos un dígito a la derecha o izquier-
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da del punto). 

5. -Cualquiera de los casos anteriores seguido de una 'E' ,seguido de cual

quiera de los casos anteriores. 

Ejemplos válidos de números escalares son: 

8 

3.1416 

.s 

o.o 

Una variable en APL es cualquiera de. los siguientes caracteres ::4 8 e D E F. 

GHIJKL0NOPQRSTUVWXYZ64~fQifaftllKLclNQ~QR 

S. X /)_ ..\'.'. !i X. l ~ (l,seguido de una sucesión arbitraria de estos caracteres o dí

gitos (nótese que una variable no puede comenzar con un dígito). 

Una vez hed10 esto ,podemos empezar a estudiar las funciones primitivas ,que 

son aquellas que nos proporciona el sistema APr •• ~~Herencia del Algebra tradi

cional,el APL no distingue príori<lad entre sus operaciones.APL ejecutará sus 

funciones siguiendo un orden estricto ele derech¡:¡ H izquierda.La única manera de 

modificar este orden es la introducción de los paréntesis ' (' y ')' que siguen 

las mismas reglas que el álgebra tradicional.Siempre se ej~cutará primero una 

expresión encerrada entre un par de paréntesis. De no cumplirse estrictamente 

las reglas sintácticas de paréntesis ,entonces se producirá un error de sin ta:.. 

xis .Las reglas son las ·siguientes: 

1. -Al recorrerse una expresión de izquierda a derecha,el n(unero de parénte-

sis ' ( 1 siempre será menor o igual que ') '. 

2. -Al tenninar la expresión, el núll1ero total de ambas clases de parér1.tesis 

debe coincidir. 

Las' fuilciones primitivas se dividen en dos grupos principales:monádicas y 

diádicas, 



Funciones ironádicas son aquellas que s6lamente tienen un argumento a su de-· 

recha.las funciones diádicas tienen un argumento a su derecha y otro a su iz

quierda. 

Empezemos por definir las funciones más elementales ,y que son las llamadas 

funciones primitivas escalares: 

1+ 1 (identidad) en su forma monádica deja a su argumento invariable. 

1+1 (adición) en su fonna diádica suma el argumento ·de la derecha con el de 

la izquierda. 

+7~ 5 

7.5 

3+8. s 

11.5 

t+5+5 

10 

' - '(simétrico) en su fonna monádica nos entrega el inverso aflitivo clel nú

mero en cuestión.Aquí hacemos tm paréntesis para aclarar que también existe el 

símbolo ,- '(negativo) que no es una función sino que es parte de. un n(m1ero y 

.con eso se hará notar que el número es menor o igual qué cero. 

En su. fonna diádica la función '-'(substracción) nos éñtrega .la resta te

niendo. como minuendo el primer arg1..unento y como súbstraendo el segW1do. 

6-3. 5 

2.5 

8 

13 

.1x' (signo). en su.fonna monádica nos entn~ga sfo tres valores,a saber: 
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1 .~ i el argwnento es mayor que cero. 

o,Si el argumento es cero. 

-1 ,si el argumento es menor que cero~ 

. 'x' (multiplicación) en su fonna diádica multiplicará, el argumento izquier

do por el derecho. 

3:><5 

1.5 

~1 

.1 

1'·' (recíproco) en su forílla monádica nos entrega el inverso multiplicativo 

del argumento.Nótese que es tm error intentar .esta función con él argumento C2_ 

TO; 

'f' (división) efectúa la división del argumento izquierdo(dividendo) entre 

el argumento derec;ho(divisor) en su fonna diádica. También es un error si el ar 

gi.nnento dercd10 tiene valor cero. 

¡.5 

0.2 

H-5 

5' ' 

0.5 

'. L; (piso) en su forina monádic~ .nos entrega el máximo ent~ro ménor o · . 

igual que el argumento; 

.'L '(mfo.iíno) en su modalidad diádica nos entrega el menor número entre su 
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1r 1 (techo) monádica,nos proporciona como resultado el mínimo enterci mayor o 

igual que el argumento. 

6 

5 

""5 

l¡ 

'r' (máximo) diádica da como valor el mayor entre ambos argwnentos. 

rs.1 

LS.7 

f3.7í3.5 

'*' (eiponencial) monádica nos eritrega el número e(2~s1ns112s~ ... } el.evado. 

al argumento especificado. 

'*·'(potenciación) da como valor el argumento izquierdo elevado a la poten

cia especificada por el argumento déreeho. 

•e• (logaritmo natural) JllOnádica es el logaritroo natural del argumento (que 

tiene que ser Jlláyor que cero)• 

•ei (logarit!Jl)) en su versión diádita nos da el logaritmo con base eil el ar

gumento izquierdo del argumento derecho(ambos tienen que ser mayores qµe cero). 

'I '(valor absolUto) monádica es igual al argumento si .este es mayor o 

igual que cero y el sim.étrico del argumento si éste es menor que cero. 

'.1 '(residuo) es en su fonna diádica definida como sigue: 

Al~.+ +B~( IA)xLBflA si A:to 

B sÍ• A='O y .B>O. 



y nos da error en cualquier otro caso, 

512 

2 

1 

5.7 

1 ! '(factorial) !A en su fonna monádica se define en general como .la función 

Gamma de A+1,y si es entero no negativo,en particular,como el factorial del ar~ 

gumento A. 

'! ' (coeficiente binomial) se define como 

A! B-<c -r( ! B) ~ ( ! A) x ! (B-A) 

10 1 (pi veces 3.1.\J-159 ••• ) en su forma.monádica nos da el número PI multiplic~. 

do por su argumento. 

Ensu fonna diádiea AoB nos entrega lo siguiente: 

A 

.O 

1 

-1 

2 

·2 

3· 

-3. 

4 

resultado 

(1•B*2)*Ó.5 

s~no deB 

án&Ulo cuyo seno es B 

coseno de. B 

ángulo ~uyo coseno es B 

tangente .de B 

ángulo cuya tangente es B 

(i +B*2 )*O. 5 

c1+a*2>*0.s 



resultado 

ángulo cuyo seno hiperb61ico es B 

· coseno hiperbólico de B 

·ángulo cuyo coseno hiperbólico es B 

tangente hiperbólica de Í3 

ángulo cuya tangente hiperbólica es B • 

'''" (negació!l) sólo tiene versión monádica y únicamente puede tener dos argu

mentos :o ó 1.Si su argtnnento es o nos entrega 1 y si es 1 nos entrega o. 

Las funciones 1 A'· (conjunción), 1 v 1 (disyunci6n}, '"''(negación de la: conjunción), 

'"°' (negación de la disyunción) sólamente pueden tener en ambos argumentos o ó 

1 y todas ellas son diádicas.Los resultados están dados por la siguiente tabla: 

A B AAB AVB Af{J A'<'B 

o 

o 

1 

1 

o 

1 

o 

1 

o 

o 

o 

1 

o 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

o 

1 

o 

o 

o 

Las funciones de relación 1 < 1 (menoi·), 1 ~ 1 (menor o igua1), 1= 1 (igual), 1 <:.i(mayor 

. o igual)' 1 >1(mayor),1 it 1 (distinto de) son todas ellas diádicas y sólo puecíeri en

tregar dos tipos de valores: 

1 

o 

o si la relación es falsa, 

1 si la relación es verdadera. 

-7;;:9 

3S.5 
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"'3>5 

1 

I,a funci6n '?'(selección al aw.r) será de gran utilidad posteriormente en e.?_ 

te trabajo. En su forma monádica nos genera un entero al azar entre ·1 y el ente

ro positivo(forsozamente) que se le da como argumento. 

Hasta ahora se han visto una serie de funciones que aparentemente están defi 

nidas s6lo para escalares.Una de las grandes virtudes de APL es que estas fün-

ciones son manejables con otro tipo de estructuras,a saber: 

Vectores ,matTices e hipennatrices ~ 

Las funciones monádicas funcionan con cualquier tipo de estas estructuras,y 

lo que hacen es que calculan la función de cada elemento de la estructura,gene- . 

rando una estructura de las mismas características en cuanto' a dimensiones . 

. 3,7 "4.1 5.7 -1.2 

2 6 3.8 o 

LP 

2. 6 3 o 

Las funciones diádicas· operan bajo las siguientes restrícci.ones: 

1. -Un escalar y cualquier estrnctura como argumentos. 

z.-IX>s es.tructuras de la misma dimensión como argumentos. 

En el primer caso se aplica la función del escalar con cada uno de los ele~ 

meilt~s de la estructura dando como resultado una estructura de la misma. dinlen

sión. En ,el seglllldo caso el. resultado. se obtiene operando los elementos coinci

dente? en >cuanto a .su posición· en ambos arreglos. 
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215 3 2 1 

11 o 1 

A 

-lj. 7 6 

5 E '+ 

'+ o '+ 

B 

6 3 2 

-'+ 3 1 

!¡. 7 g 

A>B 

o o 1 

o 1 1 

o o o 

1 o o o o 1 vo o 1 1 o o 

1 o 1 1 o 1 
. . 

Para representar. un vector en APL bastará poner sus coordenadas s~paradas 

por .cuando nienos un espacio en blanco entre sí 

6 o 2 

será un yector de dimensión 6. 

La representación de vectores y matrices será indirecta, y sU generación se 

veráposterionnente. 
' . . . 

La función '\'(generador de índices) es de gran importancfay sólo acepta e~· 

mo argumento en su fonna monádka un entero no negativo.El resultado,si sd apli 
,··.. .. . , 

ca lá función 't ' al escalar N es tm vector de N dimensiones con los primeros N 

enteros (siJi i.rÍcluir al cero) .Si se lé aplica al escalar o ,el 
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123lJ56 

tO 

Otra ftuición importante es la función 'p' (dimensi6n) que .en su forma monádi

ca nos entrega un veétor de dimensión N(donde N es el espacio de la esfn1ctµra 

de la cual se trata) .P9r c3emplo,vector,dimensión 1,matriz,dimensión 2,hipenna-. 

triz en el espacio tri<lirnensional,dimensión 3,etc.Los .valores de cada coordena¿ 

da son las dimensiones de renglones,columnas,etc. 

p1S 

5 

A 

3 4 ~1 

o 2 3 

pA 

2 3 

... B 

2 5 7 

3 4 2. 

3 4 7 

.. 1 5 6 
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J.¡ 2. 3 

En su· fonna. diádica,la función 'p' (reestructurad6n) ,es la generadora de 

cualquier tipo. de estrúc.tura que maneja APL. Su argumento izquierdo debe de ser 

un vector con elementos enteros no negativos,cuya dimensión vendrá a ser el e:?_ 

pacio del. arreglo(1,vector,2,matriz;3,hipe111latriz en el espacio tridimensio

nal,etc.).El arglDilento de la derecha puede ser cualquier estructura algcbráica 

y la va a recorre principiando con la última coordenada del espacio (en el ca

so de matrices ,por ejemplo ,primero colU1JU1as y lw:igo renglones). 

El resultado de esta operación va a ser llenado también empezando por la ú.!_ 

tima coordenada del espacio y si no tiene suficientes elementos, regresará otra 

vez al principio para seguir llenando hasta concluir. Puede también darse el C!!_ 

so de que haya sobrantes en los elementos de la estructura del argumento dere

cho.los ejemplos a continuací6n ilustrarán mejor esta situación. 

2p1+t2 

2 3 

2 3p tl.f 

1 2 3 

J.¡ 1 2 

',,. 
2 3 4p2 3ptt+ 

1 2 3 4 

1 2 3 4 

1 2 3 4 

1 2 3 4 

1 .2 3 J.¡ 

1 2 .3 4 

.Antes de segtiir adelante,dehemos definir una función vital para APL,ya que· 
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a ·través c.!c ella podemos almacenar valores que después podrían usarse.Nos refo~ 

rimos a .la función '"' l<lsignaci6n) que s6lamente puede tener fonna diádica.El 

argumento <le la izquierda debe de ser siempre lllla variable y el de la derecha 

puede ser una \'ariablc o cualquier expresión de /o.PL válida. Si a la ·derecha se 

usa cuulquicr variable,ésta debe de estar definida anterionnente. 

A•-2 3pi3 

13•-A l 5 

C<-0. sxC+A .1 B 

En álgebra tradicional juegan Wl papei muy importante los símbolos l: y !!.En 

APL e.s muy fácil manejar este tipo de. operaciones que no sólo se. restringen a 

la suma y la multiplicación,sino a cualquier !Unción priillitiva escalar diádica .. 

El nombre de la ftmción es reducción y se eJ..."Presa d~ la siguiente manera: 

f/A 

donde f es la !unción primitiva escal.ar diádica que se va a aplicar al argumento 

A. Si A es el vacío,nos entregará el elemento neutro de la función(si existe) .A 

puede ser cualquier estructura munérica.Si es un escalar,lo deja invariante;si 

se trata de un vector ,aplica la función a cad~ par de. elementos o resultados 

parciales empezando por. la derecha 

21 

3 

+/i6 

-/\ 5 

En el caso de matrices se aplica a las columnas,clando ún vector 

x/4 5pl+i4 

240 360 480 600 

Siempre el resultado .será una estructura en una dimensión del espacio .más 

baja,y siempre se aplicará a la última coordenada del argt.nnento. 
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Si en el caso de matTices. o hipennatrices se quiere que la operación se 

aplique a la primera coordenada del espacio,en vez del símbolo '/' se pondrá 

el símbolo 'f' . 
·Xf4 5p1Ttlf 

120 120 120 120 120 

En el caso de hipematrices ,si se quiere que esto se haga en coordenadas i)l 

terfores ,entonces se tiene que especificar el número de coordenada tomando en 

cuenta que la prúnera coordenada es la más inte111a,o sea que si 

Af2 4 6p2 3 

entorrces L/A es equivalente a L/[ l]A y LfA sería lo mismo que. L/[3JA ,pero en 

este caso si tenemos 

A+-2 4 6p t10 

123ll56 

7 8 9 10 1 2 

3 4 5 6 7 8 

9 10 1 2 3 4 

5 6 7 8 9 10 

1 2 3 l¡ 5 6 

7 B 9 10 1 2 

3 q 5 6 7 B 

LlA 

1 1 3 1 

.. 

5 1 1 3 

.L/[2JA 

1 2. 1 21.2 

1- 2 3 ·ti· 1 2 
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Lhl 

2 3 jt 5 6 

:! :l 4 1 2 

3 4 !i 6 L 

Nótse en el vector del espacio de la lnatriz que se suprime la coordenada a 

través de la cual se hizo la operación. 

Cuando se desea referirse a ciertas coordenadas de un vector se usan los 

corchetes ' [ ' y ' J ' • La forma de hacer. esto es poner elmombre del vector, abrir 

los corchetes y poner el vector de coordenadas que deseamos extraer.Inmediata

mente después se cierran los corchetes. Si 

A,..2+15 

A[1 3 5] 

3 5 7 

A[2] 

.4 
' ; ' ' ' .: ·:· ,· ,· , 

Si ya nos referimos a matrices o hipermatrices es necesario separar las 

coordenadas de las distintas dimensiones por el· carácter ';'.Siempre deberá lút 
' : ' . '.·· ··"-

ber W1 ';' menos que el espacio del arreglo;Si el carácter '; 1 .va w:ecedido de 

nadá o de otro '; i se 1'eferirá a toda la dimensión. Siempre a la izquierda irán 

··las dimensiones más exteriores.Tomemos por ejemplo 

A+2 3 t¡. Sp t 7 

A 

1 2 3 4 5 

6 7 1 2 3 

.4 5 6 7 1 



7 1 2 3 4 

5 6. 7 1 2 

.34567 

12,345 

'.6 7 1 2 3 

'+ 5 6 7 1 

,2 3 4 5 6 

7 1 2 3 4 

.5 6, 7 1 2 

3 4 5 6 7 

1231+5 

6 7·123 

l¡ 5 6 7 1 

2 3 4 5 6 

7 1 2 3 '+ 

5 6 7 1 2 

3. l¡ 5 .6 7 

1 ,2 3 4 5 

6 .. 7.,12 3 

', lj.. 5. 6 7 1 

A[2;3 ;4.;sJ 
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::ll :2 ;'.!; ~:; ::] 

3 

A[1;3;;] 

Eí 7 1 2 3 

t¡ 5 6 7 1 

2 3 1¡ 5 6 

,7 1 2 3 i¡ 

A[2;1;3;] 

1 2 3 4 5 

A[;; ;2] 

2 7 3 

1 6 4 2 

7 5 3 1 

6 4 2 7 

5 3 1 6 

. 4 2 7 5 

EStamos ahora listos para cle'.finirla funci6n '1 1 tposición) en su fonna .. diá

dica.· 

VtS 

El argumento d.e la izquierda es un vector y el de la derecha es cualquier .. 
. estructura;i1os entrega como valor la coordenada de la primera aparidóritde iz-

. quierda a derecha) de s en V.Si no aparece ni una sola vez entonces t~ndrá co

mo valor 

hl),tpV 

La .estructura generada seFá del mismo tipo. del ar~ento a la derecha {que 

'.• 
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S+-2 3pt4 

s 

1 2 3 

4 1 2 

(t3)tS 

1 2 3 

4 1 2 

Una ftmci6n diádica de gran importancia. para este trabajo es la función· 

'?' (distribución al azar) cllyos argumentos son escalares enteros positivas 

A?B 

nos entrega tm vector de dimensión A cuyos elementos están escogidos al azar 

del vector tB .Nunca se repetirán elementos en el vector resultadotpor lo .cual 

A debe de ser menor o igual que B. 

5?6 

6 2 1 4 3 

La función '.'(desarrollo) en su .fornia moniidiéa convierte sú argu111entó ei1 

un vector 

,2 3p6 o 1 4 

6 o 1 l¡ 6 o 

.En su fonna diádica ','(concatenación) enlaza dos estructuras eri uná.Si .se 

tratá de vectores,lo hace sin condiciones en. cuanto a la magnitud.En el e.aso 

de espacios superiores, es necesario que coincidan en. todas sus 4iffierisíones me

nos en la más interna. 

2,6p0 1 

2010101 



Uno de los grandes poderíos de APL es que el mismo usuario puede definir 

furiciones propias.Esto se hace.mediante el símbblo 'V' (definición de función) 

que siempre debe anteceder· y seguir a cualquier. función que se defina. La ftm-.. 
ción puede constar de varios pasos, en cuyo caso se numerarán progresivamente; · 

También puede ser sin argumentos ,rnonádica o diádica. 

n~,'.fINii'10 A 

[1] Z+L/A 

[2] 'V 

Aquí se trataría de una función monádica que tiene como argumento A;A debe . 
. . 

1 • • •• • 

de ser cualquier .estructura numérica váilda de Al'L; Ahora sólo basta con llamar-

la 

AINDIO 16 

1 

MINii•fO 6?6. 

1 . .• .··. .. . . .··· .. ·· ·.. ·. 
. ' . . 

En. lUla filnci6n puede haber variables locafos,qúe sólament~ se US!Ul deÓ.tro 

de la fw1ción y después desapareceil al haberse ejecuta~ó éÚa.Estas variable~ 
sé ponen a 1a derecha. de la definición o del argi.unento clerecho,seg~ el caso,s~ 
púadas por ' ; ' . 

'VZ+MAXNIN A ;B ;C 

[1] B+L/A 

[2] C+f /A 

[3] B 

. [4] c .. 
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~ ' . . 

Es posible transferir el control de una parte a otra de la función mediante 

el símbolo ...... que evalúa cualquier expresión a su derecha y si el paso obtcni_ 

do existe,se va a él,de otra manera se sale.de la función. 

vz~-A MCD .B ¡C 

[1J +2+4xO=BIA 

[2] C+A 

[3] A+B 

[4] B+BIC 

[ 5] +1 

[6] Z+B 

L 7] í/ 

La función MCD calcula el máximo común divisor de.dosenteros siguiendo el 

algori t1lP de Euclides. 

Estas son sólo algunas . de las características de APL y a medida qué se vaya 

desarrollando el .trabajo se harán nuevas definicionr.:s según seai~ requeridas. · 
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1:--HRLlDUCCION AL i\ffiTOOO MONJ'EO\RLO 

L:; mayoría de la gente 'es tú acostumbracla a que en el momento en que surgen 

problemas referentes a análisis numérico,estos son atacados con los métodos 

haclic ionales c01iocidos. Todos ellos se refieren a procesos detenninís ticos ,pe

ro llega W1 momento. en que el problema es ton complicado,que estos métodos se 

vuelven ineficientes e inclusive impotentes para dar la solud6n. 

Como w1á alternativa,en los años 40 en los Estados Unidos de l\'orteamérica 

se empezó a desarrollar un nuevo método que recibió el úombre de 1'bntecarlo, 

quizás haciendo alusión a los famosos casinos que se localizan en füropa. 

Pero esta idea no era nueva ni mucho menos:el primer caso que registra la 

historia de las ~l:.itcmátlcas en que se ulilizan m8todos estocásticos para hacer 

cálculos matemáticos es en el año. 1777,en que Buffon descub.rió un camino expe- . 

ri.Inental para calcular el número real que establece la proporción entre la lo!!_ 

gitúd del diámetro de tma circunferencia y su perímetro.Ese número es. conocido 

comúnme1ite como PI(3.14159 ... ). 

Los únicos instrumentos que usa son una ag11ja de longitud D[2] y una super

ficie pintada con líneas paralelas a una distancia D[1] 'entre ellas. 

La aguja es lanzad.a N veces en la superficie,)' son contadas las ocasiones 

en que la aguja intersccta a alguna de las rectas.Si .llamamos ALFA al ángulo 

que fonna la aguja con la dirección positiva del sistema de líneas. paralelas¡ 

sabremos que éste se encuentra restringido a las siguientes condiciones: 

ALFA!>OO, 5 

llLPA~o-0.5 

Por otro 1ado,si llamamos a la posición del centro de la aguja con el iden.: 

tificador A ,deberá satisfacer las siguientes condiciones: 

i1~0 

AsD[1] 
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T. .·~FA 
·. D.·[·l·]··· .. · -:_7 .. -.[_5~L-- -
L 

·A 
' 

:~ ----· 

,,..·-

Figura 1. 

Si querernos establecer las condiciones bajo las cuales la agujano intersec 

ta a. 1ünguna recta,éstas serán simultáneamente: 

O<A-0. 5xD[2]><20ALFA (1) 

D[ 1]>A+O. 5xD[2]x20ALFA (2) 

·Sabemos que A,al ser aleatorio,está distribuído uni:fon¡¡emente entre O y .· 

D[1] y ALFA también lo está entre o-0.5 y oo.s. 
' i • 

Una última condición que estableceremos es: 

D[1]<!0[2] 

Laprobabilj dad P de que las condiciones (1) y (2) se satisfagan simultá -

· neáinente puede ser comprendida fácilmente con el siguienté diágrama: 
... 

o.5xDL2] 

e 

0.5><D[2] 
~· 

. . . "' 
o 
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La rcg ión e es aqttclla en la cual no se intersecta a ninglUla línea. 

e:l área dl'l rectángulo es oD[1] y el área e es la diferencia de dos integra-

les: 

f~~1~ :; ::, WI 1.1 ·0. sxU[ 2 ]x20ALFA )DADFA-f~~~ ~ 
5 

( -0. 5x/J[2J><20ALFA )DALFA 

lo cual nos da la integral a calcular 
00 r· f
0
-·

0
·;, W[ l)•D( 2]x20ALFA )DALF'A 

l •. ) 

cuyo resultado. es 

C+(oD[1])-2xD[2] 

La probabilidad será entonces la superficie de la región dividida entre .. el 

área del rectángulo,o sea 

P<·l~(2xD[::l] )WD[1] 

La probabilidad de que la aguja sí intersecte.unade las líneas será 

Q+1-P 

o sea 

Q<-2></J[ 2]+OI)(1] 

de .donde el valor de PI será aproximadamente 

PI•-(2xNxD[2] ¡+KxD[l] 

donde i( es el número de ocasiones que la aguja intersecta a algllfla recta . 

. La función definida en APL que hace experimentalmente la sinn.llaci6n de· arro

jar la aguja y contar el número de éxitos es: 

n .. ·N AGUJA D;A;B 

[1] A+D[1]xC1+?Npl+N)+N 

[2] B+D[2Jxo. sx20-o. 5+C1+?Np1i-N)+N 

( 3] Z<-( 2x¡y)+ ( + /D)x+/(B~)vD[1]sA+B 

.V 

N es un escalar y es. el número de veces que se lanzará la aguja. 
. . . ·.:.. . . 

D es un vector de. dos diinei1Sion:es.Su primera coordenadá(Dt1J) es la distan-' 
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cia entre las rectas y su segunda coordena<la(D[2J) es la longitud de la aguja. 

A y B son variables locales; ambos son vecto.res de dimensión N. 

En el pa.'\o [1] al vector se le asignan N coordenadas cada una de ellas alea

. toria,distribuída unifo1memente en el intervalo os4.sD[ 1J. 

En el paso [2] al vector B se le asignan N coordenadas que son el resultado 

de calcular el coseno de N números aleatorios distribuídos unHonnemente en ~l 

intervalo (o-o.s)~soo.s y multiplicar esto por D[2J><o.s. 

En el paso [3] se calcula cuantas veces se intersectaron las rectas con la 

aguja;Basta que se cumplan cualesquiera de las siguientes dos condiciones: 

D[1JsA·~B 

B<!A 

Se Wlen estas dos condiciones mediante la disyunción creando tm vector lógi

co el cual se reduce con la suma, lo que nos da el número de intersecciones. Eso 

se multiplica por la reducción del vector. D y se torna su inverso multiplicati

vo ,lo que es equivalente a tener D[2JtJ<xD[ 1]. 

Ahora s6lamente se multiplica por 2xN para obtener el valor aproximado de 

PI. 

He aquí algW10S ensayos: 

100 AGUJA 1 1 

3.50877193 

1000 AGUJA 2 1 

3.134796238 

1000AGUJA 2 1 

3.448275862 

1000 AGUJA 3 2 

3~384094755 

1000 AGUJA 3 2. 

3.0792991763 
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2000 AGUJA 3 2 

3. 208985158. 

3000 AGUJJI 3 2 

3.098373354 

3000 1\GU,JA 3 2 

3.270645953 

3000. AGUJA 3 2 

3. 076923077 

3000 AGUJA 3 2 

3_¡115264798 

3000 AGUJA 2 1 

3.128258603 

3000 AGUJA 2 1 
·-; 

3.10880829 

3000 AGUJA 2 1 

3. 092783505 

3000 AGUJA 2 1 

3.089598352 

3000 AGUJA 2 1 

:~. 015075377 

3000 AGUJA 2 1 

3.232758621 

3000AGUJA 2. 1 

3.099173554 

3000 AGUtlA 2 1 

3;024193548 

3000 AGUJA 2 1 

3.080082136 



3000 AGUJA 2 1 

3 .17121+ 7357 
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Coiro se notará,los valores obtenidos todos oscilan alrededor del valor 

3.1416 • 

.Los problemás tratados con los métodos Montecarlo son de dos Úpos :Los 11~ 

dos probabilísticos y los llamados detenninísticos ,dependiendo s1 están relaci~ 

naclos directamente o no con el comportamiento de procesos aleatol'ios. 

En el caso probabilístico se trata principalmente de analizar números aleato 

rios,escogidos de tal manera que simulen los procesos aleatorios reales del pr2_ 

blema original y nos infieran la solución aproxilnada. 

A partir de la segunda guerra mundial los métodos !vbntecarlo han tenido gran 

desarrollo y se han aplicado mucho a problemas físicos tales como comportamien

to de partículas,difusión de rayos,etc.El objetivo de esta tesis no es tratar 

este tipo de problemas,aunque el lector debe de estar enterado de estas aplica

ciones. 

La manera como se detenninan los resul tad9s en general es a través de la ob

servación del proceso aleatorio y el cálculo de sus características es tadís ti -

cas,que scm bastante cercanos a los parámetros requeridos. 

Por ejemplo,el resultado buscado X puede ser la esperanza matemática .de cicr 

ta variable aleatoria v .x se podría calcular aproximadamente generando N valo

res de V. en forna fodependiente(entonces V sería un vector de dimensión-·N).Lue

go se calcularía el promedio 

y_ .... tN+ IV 

De acuerdo a la ley de los grandes números y es aproximadamente igual a la 

esperanza de V la cual es X. Mientras más grande sea N ,mejor aproximación se ob-. 

tendrá. ' 

Los lnétodos ~bntecarlo tienen sus ventajas y sus desventajas. 



-27-

<~ii zús una <le las más grandes ventajas de estos métodos es su facilidad de 

1n:mcjo aún en espacios multidimensionales ,donde otro tipo de métodos numéricos 

se vuelven muy complicados . 

. Como en walquJ.cr problema referente a métodos munéricos, también el .error es 

de gran importancia en los métoclos t>bntecarlo .La manera más fácil,desde el pun

to de vista probabilístico,para reducir el error,es aumentar el número de even-

tos.Esto tiene tma gran desventaja y es que el número debe awnentarse en una 

proporci6n geométrica para obtener tma exactitud mayor. 

Otra manera más efectiva de hacerlo es cambiar el .problema original por otio. 

equivalente de tal m1meru que el error es reducido sensiblemente .Hay muchos mé

todos para hacer esto y son conocidos como métodos de reducción de varianza. 

Los métodos Montecarlo empezaron a usarse en investigación en los trabajos 

relacionados con la boma atómica durante la segunda guerra mundial.La aplica

eión era una simulación directa de los problemas probabilísticos referentes a 

la difusión aleatoria de neutrones én materiales de fisi6n. 

Con el incremento de la velocidad en las computadoras,los métodos de reduc-
' . . . 

· ción de varianza. tienden a ser menos interesantes ,pero no por eso se elimina su 

utilidad. 

En los últimos años lós métodos t,bntecarlo se han hecho muy popµlares porque 

·en muchos problemas son los más· eficientes y en otros los (micos disponibles; 

En los siguientes capítulos se tratará de dar una vhión de algunas· aplica

ciones de métodos Montecarlo a problemas específicos. 
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NUMEROS ALEATORIOS 

J\l plantearse un problema a resolver por medio de los métodos Montecarlo~ll~ 

ga un momento en que se tiene que hechar mano de un conjunto de nú¡neros aleato-

rios,que necesariamente deben de cumplir con ciertos requisitos mínimos en C\.18.!l 

to a sus características estadísticas,como por ejemplo,su unifonnidad en la di~ 

tribución en cierto intervalo(generalmente el [0,1]), 

Muchas veces surge cierta confusión en cuanto a lo que sigilifica número alea 

torio. Estrictamente hablando, un número aleatorio es el producto de w1 proceso 

aleatorio impredecible para generarlo. 

Este concepto estricto podría traer muchos problemas de orden práctico a la 

horade generar números aleatorios,pues serían necesarios prácticamente 1.lll núme:

ro infinito de ellos ,debido a que para cada utilización de ellos se tendría que 

generar unos nuevos. 

Generalmente los números aleatorios no son generados de esta manera.Existen 

una.serie de métodos,que siendo predecibles,nos generan sucesiones de núineros 

llamados pseudo-aleatorios los cuales, una vez analizadas . a1gtl!las de sus cá.ract~ 

rísticas estadísticas, resulta que se comportan como números aleatorios genera

dos por procesos completamente aleatorios e impredecibles. 

Es necesil.rio destacar la pequeña trampa.que se hace introduciendo unméfodo 

dcternúnístico para generar números que se comporten como .si fueran aleatorios. 

Se sacrifica .el idealismo para poder ganar efectividad. 

La mayoría de las computadoras ,al ser requeridas con números aleatorios ·si~ 

guen una regla bien específica, generando una sucesión de números pseudo-aleato-

rios. 

A continuación se expondrán algunos métodos p<opuestos para la generación de 

sucesiones de números psE'.udo-aleatorios. 

Antes de entrar en materia: pennítaseme definir dos nuevas funciones primiti- . 
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va.S diádicas de APL. Estas son la función '.L' (decodificaci6fi) y 1.r '. (codifii:a

ción). Veamos primero la funcion 'l' . 

AlB 

A y B son dos vectores de la misma dimensión,o bien A puede ser W1 escalar y 

B un vector(también hay e¡¡c:tensiones a otras estmcturas que de momento no nos 

interesar1).El resultado numérico de esto es la conversión a sistema decimal de 

B expresado en base numérica posicional de los elementos. de A. La base puede ser 

constante(w1 escalar) .o una mezcla de valores.Algunos ejemplos ilustraran más 

claramente su uso: 

10 10 10.LS 4 2 

542 

10.i.3 2 6 7 

3267. 

2.L1 1 1 1 o 1 

61 

Veamos la función 'r' 

ATB 
. . 

. A debe ser un vector y B un escalar.el resultado és .la representáción de s'. 

en el sistema numérico que tiene como base los elementos del vector A; todo esto 

~n un vector.Ejemplos: 

10 10T28 

2 8 

10 1010T1357 

.·3 5 7 

( 5p2)T18 

1 o o 1 o 

Una vez definidas estas fundones,regresemos a nustros métodos para generar 

. números p~eudo-aleatorios. El prbner método fue prppues to por Von N~wnann ··y.· M~tr2_ . · . 



¡;o lis y .es <.)1 llamado métdo de. los 'medios cuadrados 1 •.. 

El me todo consiste en tomar oo núinero,·cualquiera de cuatro dígitos ,por ejem

plo 11817. 

A 

23203489 

A+Lo.01xA. 

A 

232034 .. 

A<-(4p10)TA. 

Á 

2 o 3 4 

A 

2034 
. . \ . . . ' . 

Nótese. que lo que se ha hecho (miCainente es.• elevar: el número orígínal al cu~ 
. . . . . 

<lradoy al resultado se ie han supri.Ínicto los primeros dos dígitos y los últimos 

dos ·dígitos obteniendo un nuevo número. pseudo-~Ieatorio.A esté número se le ha:-. . . ·. . ' ' . . . . . . . . 

cé .el mismo proceso 

A 

. 11137156 

A+L o . 0.1 xA 

;,A .. 

4:l.37i 

.A+(4p10)TA 

.4. 
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A+10.L4 

A 

1371 

Abreviando este proceso,la expresión de APL para obtener. un nuevo número 

pseudo-aleatorio sería: 

A+101(4p10)Tlü.01xA*2 

Creemos. llla ftmción para hacer este proceso a la cual llaw.aremos ALEATORIQ1: 

'iJN.-ALEATORI01 M 

[1] +2xN~o 

[2] GM+101(1fp10)TLO. 01Xi•1*2 

. [3] . (N-1} ALEATORI01 ;.J 

.;¡ 
. . . 

N es el total de números pseudo-aleatorios c¡ue queremos nos genere la fun-

ción y M es un entero de 4. dígitos que sirve cornopartida. · 

En el paso [1] se pregunta si N es distinto de cero.En caso afinnativo se p~ 

sa al ·renglón Dl,de lo contrario se va al renglón [o] ,que es equivalente a sa~ 

· lirse de la flll1d6n. 

El paso [2] empieza con el símbolo '0-' que signífica que se va a sacar al 
. . '· 

.exterior un valor numérico,en este caso,elnuevo valor .de ,•1.Aquíse está calcu-

lando el núévo número pseudo~áieatorio y en el paso (3] la función recurre a sí 

misma con argumento izquierdo N-1(ahora hay .que generar N-1 números aleatorios) 

y argumento derecho M(que acaba de ser modificada). 

La~recursividad es un concepto importantísimo de APL ,que.resulta mas elegan.:. 

te que las iteracionestradicionalesde otros lenguajes.Como un breve ejemplo, 
' . ·. ' ~ ... '. . . . ' .. , 

definiremos la función que nos calcule el factorial de un. número natural rccur-

.. si vamente. 



'íJZ+FACTORIAL N 

[1]. -+2t2><N:::O 

[2] Z+NxFACTORIAL N-1 

[3] -+O 

[1+] Z<-1 

. v. 

Sabemos ·que 

UN)+ ·>Nx!N-1 

. 732-

por lo tanto es f!Ícil definir el factorial 

FACTORIAL 1 

1 

FACTORIAL o 

1 

FACTORIAL 6 

720 

Ahora hagamos algtmos ejemplos 

50. ALE.'A2'0RI01 4817 

203'+ 

1371 

8796 

3696 

. 6604-

6128 

. 5523 



1622 

6308 

7908 

5364 

772!.t 

6601 

5732 

8558 

2393 

7264 

7656 

6143 

7364· 

2284 

2166 

69i5 

8172 

7815 

. 742 

5505 

3050 

3025 

1506 

2680 

1824 

. 3269. 



1007 

140. 

196 

384 

. 1474 

1726 

9790 

8841. 

2504 

2700 

2900 

4100 

8100 

221 

488 

2381. 

6691 . 

7694 

1976 

90.4.5 

8120 

9344 

3103 

6286 

513'7 

50 ALEATORIOl 1011 



1087 

181!\ 

2942 

6553 

9418 

6987 

8181 

9287 

2483 

1652 

7291 

1586 

1586 

5153 

5534 

6251 

750 

5625 

6406 

368 

1354 

8333 

4388 

2545 

4770 

7529 

'-35-. 



321 

io3o 

609 

3708 

7lf92 

1300 

6900 

6ioo 

2100 

410.0 

8100 

9361 

6283 

4760 

6576 

2437 

9389 

1533 

3500 

2500 

2500 

2500. 

2500 

2500 

2500 

2500' 

-36-· 

50 ALEATORIOl 5739 



2500 -

2500 

2500 

2500 

2500 

2500 

_2500 

2500 

2500 

2500 

- 2500 

2500 

·2500 

2500 

2500 

2500 

2500 

2500 

2500 

2500 

2500 

2500 

2500 

2500 

2500 

2500 

- '.~,: 



2500 

.2500 

2500. 

2500 

2500 

2500 

2500 

2500 

Nótse como en el último caso se repite indefinidamente el número 2500 ,lo 

cual descarta a este método como algo efectivo para elreque:r;imiento de unifor

midad en cuanto a la discribución, 

Otra manera ele obtener la sucesión anterior es como sigue: 

A""tiB17*2 

A 

23203lf89 

A+Lo.01xA 

A 

23203l~ 

A+(2p10}TA 

A 

3 4 

A+10l.A 

A 

8+4817*2. 

B. 



B+lo.0001xB 

B 

2320 

B~-< 2p 10 )i-B 

B 

2 o 

B+10Jll ,. 

B 

2000 

A+A+B · 

A 

2034 

La función erÍAPL quedarfa~sÍ: 

'V N ALEATORI02 M 

[1] ~2X/i;t0 

[2]. ·. IJ,11+(10..L( 2p10 )rlo. 01xM*2 )+1oox10.t(2pio)ro. oooixl.#2 
' .. ' ._ ' . '· .. 

[3] (N-1) ALEATORI02 !4 

'V 

Llamemos a la función. 

50 ALEATORI02 4817 

2034 

1371 

8796 

3696 

6601} 

6128 
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~:)12 

33t11 

1622 

6308 

7908 

5364 

7724 

6601 

5732 

8558 

2393 

7264 

7656· 

6143 

73ó4 

2284 

2166 

6915 

8172. 

. 7815 

7112 

5.505. 

3os.o 

3025 

' 1506. 



,5953 ,, '• 

1007 

140 

196 

384 

1474 

17,26 

9790 

8441 

2504 

2700 

2900 

4100 

BiOO 
' . 

Otro métod() que sepropone y que es muy usado es el. llamado método de con-

gruencias; consiste en que dado M 0un vector de tres coordenadas se . utíli za la s _i 

guiente relaci6n de recursi6n: 

:1[2]+M[3] ¡,4[1]x1~1[2] 

La. función queda definida así: 

VN ALEATORI03 «1 

[2] []<,''1[2]+N[3Jl;4[1]xI1[2] 

. [3] (N~l) AGEATORI03}1 

Hagamos algunas pniebas .. 

50 ALEATORI03 16807,16807,-li-2*31 .. 

2821175249 

1624650073 



98491J.365B 

11lflf108930 

Lf 70211272 

1Ó1027544 

.1457850878 

1458777923 

2007237709 

823564440 

1115438165 

1784484492 

7tf2ti3042 

11ll807987 

1137522503 

141fi282327 

16531729 

82337881f0 

1113542612 

896544303 

H71f833169 

1264817709 

1998097157 

1817129560 

.1131570933 

197493099 

1404280278 

893351816 

1505795335 
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195489097 

1636807826 

563613512 

101929267 

1580723810 

704877633 

1358580979 

1624.379149 

2126236579 

784558821 

530511967 

2110010672 

1551901393 

1617819336 

1399125485 

156091745 

1356425228 

1899891+091 

585640194 

937186357 

1646035001 

50 ALEATORI03 125,16807,2*42 

2100875 

262609375 

32826171675 

4103271484375 

2735540258811 
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3292950996367 

2600549013203 

4011231339783 

26615207019 

3526900877375 

2446237628099 

2314494246199 

3438757553115 

3234182562287 

4050587775411 

51~812311f9lf15 

2544696010315 

1427652489887 

2534700791715 

.178250164887 

291038055355 

1195384830543 

4287568951443 

3782491086791 

22204091.6074 7 

474214893823 

2102257083523 

3297391285239 

3155585122203 

3022000787119 

. 391614lf.946035 

1334955521831 



4141719318027 

3143472954207 

1507979787619 

3779519986007 

1849021562747 

. 2429276765967 

194386.4 79699 

2308077406855 

2636652635115 

4l261375676 7.9 

1195754160707 

4333735221943 

757181877083 

2288757902191 

221714552115 

132603991¡.7751 

3027272558027 

177069798431 

50 ALEATORI03 23,16807,l0*8 

386561 

8890903 

41¡.90759 

3287687 

75616801 

39186423. 

1287729 

29617767 
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81208641 ' 

67798743 

59371089 

65535047 

7306081 

68039863 

64916849 

93087527 

41013121 

ti3301783 

95941009 .· 

66113207 

52793761 

14.256 503 

27899569 

41690087 

58872001 

54056023 

43288529 

95636167 
. ' 

996318lt1 

915323lt3 

52113889 

206094lt7 

7lt017281 

2397463 



68257927 

69932321 

. 8443383 

94197809 

30640961. 

4742103 

9068369 

8572487 

97167201 

34845623 

'1449329 

33334567 

. 66695041 

33985943 

-47'." 

Hay autores que prefieren la ecuación 'recursiva 

M[ 3J-+Mt4J IM[ÜtM[2Jxf.1[3] 

lo cual nos da la función 

VNALEATORI04 14 

[1] +2xN~O 

(2] IJ-M[3]+M[4] IM[1J+M(2]x,\1[3] 

[3] (N-1) ALEATORI04 M · 

V 

50 ALEATORI04 5531¡9, 16807, 16807,,,. 1+2*Ú 

282531598 

,422280418 

1981071987 



12901178770 

1639392686 

105'1'138941 

S48807870 

37166~\571.¡ 

1667299091 

1929252730 

95103406 

675167623 

238705362 

1.¡21622887 

1667366705 

. 918157.581 

1804516521 

1745161862 

603820257 

1546883673 

1036917878 

649036490 

12B6900666 

1631740874 

13027 53t¡77 

1781963123 

647323548 

414771883· 

339175768 

1105589987 

. -48~ 



1622t~5401l~ 

1984803688 

1732151714 

985594815. 

135Ó742743 

883705513 

4ll1710688 

2128105533 

729608695 

40176884ll 

81+0431289 

1128784253 

606ll58922 

797769741 

. 1375Ei85115 

13.30840552 

1395030308 

47984959 

1176894637 

1743831538. 

~49-· 

El usar lllllltiplicación en el método congruenciales .un. poco Úirclado en curu1~ 
. . 

to a tiempo de. proceso.Un método congruencia! con Stnnas en. vez <le. nJUltiplicaciQ_ 

. nes es más rápido. 

Se puede hacer esto .mediante la sucesión de Fibonacci,qtie queda .mejor ilus• 

trada mediante fa siguiente fW1ci6n: 

VN A.LEATORI05 1iJ;Z 

~11(3] IM[1]+1\J[2] 



[.3] .. /[ 1J~o•l[2] 

[•¡] a[ ?]+-Z 

U,J (//-,1) ALEATORIOS ,1¡ 

1 

2 

3 

5 

8 

13 

21 

34 

55 

89 

ilfl¡ 

233 

377 

610 

987 

1597 

2584 

418,1 

6765 

109lf6 

17711 ',,. 

'i/ 

5ó ALl'A~"ORI05 0,1,2*lf4 

-so-
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46368 

75025 

121393 

196418 

317811 

514229 

832040 

1346269 

2178309. 

3524578 

5702887 

9227465 

14930352 

24157817 

3.9088169 

63245986 

102334155 

165580141 

267914296 

433494437 

···~ 
701408 

1134903170 . 
1836311903 

2971215073 

4807526976 

7778742049 

12586259025 
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203135011074 

Nótese como los núrúeros son todo el tiempo crecientes y eso es debido a que 

se escogió 

,4[1]+0 

f\:(2}•-1 

llagárnoslo con otros valores. 

50 .ALEATORIOS (2:..20).(2*30),2*44 

1074790400 

21118532224 

3223322624 

. 5371854848 

85951774 72 

13967032320 

22562209792 

36529242112 

59091451904 

9562069.lf016 

1511712145920 

250332839936 

405044985856 

655377825792 

1060422811648 

1715800637440 

2776223449088 

4492024086528· 

7268247535616 

11760271622144 



1436333113344 

1319660!~ 735488 

14632937848832 

10237356539901¡ 

727810834t¡.320 

17515464884224 

7201387184128 

7124666023936 

14326053208064 

3858533187584. 

592400351232 

4450933538816 

50t¡.333389Ó0t¡.8 

9494267428864 

14537601318912 

6lf39682703360 

3385097977856 

9824780681216 

13209878659072 

54424732,95872 

1060165910528 

6502639206lf00 

75628051:16928 

140654!¡.t¡.323328 

4036063395849 

509321674752 

4545385070592 



5054706745344 

9600091815936 

146M798561280 

Aquí ya aparece mejor la situaci6n . 

. El sistema APL internamente el método de congruencias con nrultiplicaciones 

para fa función prilÍ:litiva 1 ?'.En este caso 

M[ 1]+-16007 

.i\1[2]+-16807 

M[3]+--1+2*31 

Sic1eseamos simular la fünción selección al azar lo podemos hacer mediante 

la :siguiente fund6n: · 

'IN ALEATORI06 M;A 

[ 1] _.,.2xN~O 

[2] Mi\1[3]IM(1]xM[2] 

[3] 1+M[4JIM[2]+A 

[4] (N-:1) ALEATORIOS M 

'íl. 

50 

24 

: 9 

31 

23 

45 

29 

f.![ t(j actúa como el argumento de la. famci6n ' ? ' • 

so ALEATORI06 16807, 16807, C1+2*31), 50 



10 

41 

16 

43 

43 

38 

4 

2B 

30 

41 

13 

4 

20 

10 

8 

11 

34 

.so 

29 

17 

36 

49 

27 

13 

18 

11 

-55'." 



so 

30 

22 

18 

23 

1¡.I+ 

37 

36 

46 

29 

42 

45 

8 

2 

50 

59 

31 

73 

45 

79 

24 

10 

41 

66. 

93 

-56-' 

50 ALEATORI06 16807 .16807, (-h2 ... 31 ),100 



l.f3 

88 

4 

28 

30 

41 

13 

70 

10 

58 

61 

. . ' . 
100 

79 

27 

ia 

68 

. 11 

34 

80 

. 50 

80 

22 

68 

73 

94 

-57~ 



!)(i 

t¡(', 

'.!J 

:l2 
/ 

95 

58 

2 

La principal exigencia en cuarltO a es tos métodos es que nos proporcionen nú

meros pseudo-aleatorios que se acerquen lo más posible a una distribución i.mi

fonne en cierto intervalo.La pnieba que más conúuunente se hace con estos núme

ros es la llruna<lu 'x cuadrnda' para evaluar que tanto porcentaje de error se 

puede esperar si suponemos que estos n(1meros están distribuídos unifonnemente. 

Las funciones ADE'A.TOllIOl y ALE'ATORI02 no ías consük•::.~y1-:; porque ya vimos que 

son repetitivas en cierto momento. 

liaremos la prueba con los últimos cuatro métodos y con la funci6n monádica 

'?' de la máquina. 

Primero definiremos la funci6n que nos entrega 'X cuadrada'. 

Z+JJC;E: 

[ 1] Z++/ ((A-E )*2) ~E'"-( +/A) •pA 

í/ 

A es w1 vector tal que pA es el número de sub-intervalos. igual.es en que está 

dividido el intervalo original,y en cada coordenada t.iene como valor la canti- · 

dad de números aleatorios que cayeron en ese sub-intcl'valo.E' es el valor esper~ 

do ,o. sea ( + /11) 7pA. El valor proporcionado por esta funci6n es 'xcuadrada' con 

-HpA grados de libertad. El valor de cofiabilidad se busca en las tablas de 'x 

cuadrada con-l+pA grados de libertad. 

Para generar .el vector.A se definieron distintas funciones dependiendo del 

método. Estas se tuvieron que hacer ítera:tivas debido a escasez de memoria en la 
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computadora en la que fueronprobadas(Il.'Yl1 370-155).flélas aquí: 

<JN PH3 "4;B 

[ 2] A[B] .... A[B+-í +(A[ 3] t,4[4] ) t1+M[2]+../[ 3] l .. J[ 1]x,.f[2 ]}~1. 

[3] +2+2xQ=N+N-1 

[i¡.] A 

'VN PR'+ MiB 

[1]. A+i\f[5]p0 

[ 2] A[B]+A[B+-í t(v1[4]+"1[ 5]) H+ML 3]+.\1( 4Jl,4[1J.h>1[2 ]x/.J[3]]+1 

[3] .;.2+2xo=N+N-1 

í/ 

í/N PR5 A ;Z ;B 

[1] A+M[4]p0 

[ 2] A[B]+A[B+í t(..J[ 3] +A[4])t1+Z+i\J[ 3] JA[1]+/4[2]]+1 

[3] i1[1]+i'1[2] 

[4.] A[ 2]+Z 

[5] . -+2tlP<O=N•·N-1 

[6] A 

í/ 

.'VN PR6 ,.f;B 

[ 1] A+M[5]p0 

[ 2] A[B] .... A[B ... f.; (.-:1[4] tM[ 5]) f1+,.J[4] j,>/[2 ]+A[ 3] IA(1Jxi4[2]] tl . . - . - - \ 

[3] +2+2xO=N+N-1 

V 

VN PR7 1'1;B. 
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[ 1] ,J<,,/[2]p0 

[ 2 J l1+·r' ( .. i[ 1J1 .. :t[ 2J}}?Np,.J[1] 

[ 3] 11[..1[2 )]<-·I / J[ 2]::8 

[4] +3+2x0=.·1[2]+A[2)-1 

[ 5] A 

V 

En todas las fllllciones el último elemento del vector ¡.J .es el número de sub

intervalos que se van a considerar.lle aquí algunas pruebas (NC es el nivel de 

confiabilidad): 

10000 P/13 16807,16807,(-1+2*31},100 

105 91 95 104 90 106 102 91 105 103 101 89 99 99 111 93 106 116 96 97 

97 97 109 103 102 100 98 96 10l¡ 92 79 95 99 99 98 81 105 109 108 85 

98 111 89 91¡ 99 103 90 102 103 112 101 128 112 83 113 . 98 93 107 102 112 

102 104 88 89 110 112 91 89 1011 1.00 109 103 82 8l 97 97 113 103 91 88 

95 126 99 90 100 96 125 111 93 91 95 81 89 116 98 101 101 109 122 104 

,TIC 

96.26 

NC+0.56 

10000 PR4 56349,16807,16807,(-1+2*31),100 

108 85 112 1Ql¡ 109 109 107 103 90 98 95 91 98 107 104 116 82 95 91 120 

106 107 87 99 97 108 83 116 95 96 97 103 105 111 9lt . 94 97 101 109 104 

92 93 107 103 100 108 115 92 92 117 114 88 104 89 93 90 88 99 109 94 

103 99 97 92 114 111 99 103 111 90 90 93 88 110 87 92 95 103 95 98 

107 94 113 105 88 126 110 110 101 95 92 89 102 87 87 101 100 108 102 93 

JIC 

83;46 

NC+0.87 
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10000 PR5 0,1,2,(2*411),100 

150 105 102 107 105 113 83 90 96 112 86 89 82 115 105 101 97 107 112 86 

100 118 93 105 102 100 101 95 98 96 95 106 106 107 102 82 121 109 122 85 

117 80 90 96 106 99 89 115 108 90 96 113 113 90 103· 98 92 105 103 107 

91 93 111 95 98 94 94 104 100 97 101 92 93 96 95 91 112 90 100 91 

91 101 102 90 86 100 107 108 88 88 i10 100 99 99 89 103 95 113 107 100 

JIC 

111. 26 

NC+0.19 

10000 PRS (2*20).(2*30), (2*411) 1 100 

117 95 107 99 81 107 99 106 98 96 97 104 99 101 90 94 99 110 99 97 

111 110 113 106 98 89 104 121 97 84 95 100 99 102 101 104 95 104 113 93 

110 108 102 104 101 105 104 86 107 96 101 104 89 108 102 91¡ 100 92 90 98 

107 96 106 97 103 107 87 79 100 92 87 100 97 89 104 91 112 94 103 99 

113 92 98 96 114 88 87 99 113 . 95 105 106 107 96 114 111 97 101 93 100 

JIC 

66.88 

NC+0.99 

10000 PR6 16807,16807,C-1+2*31),100~100 

114 101 92 101 89 107 96 99 93 93 105 94 108 97 106 111· 104 99 86 117 

121 88 95 109 .98 83 93 103 97 91¡ 81 99 98 105 109 93 100 96 91 106 

99. 75 88 98 108 96 93 102 113 93 98 101~03 101 101 87 106 120 108 92 

103 113 107 110 93 95 102 90 95 117 98 108 87 94 93 112 96 '99 92 130 

90 113 76 107 102 108 89 114 93 100 92 108 106 100.109 107 117 96 88 98. 

JIC 

92.96 

NC+0.65 

10000 PR1 C1+2*31),199 
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lO~i 'H 9!> 10 1f 90 106 102 91 105 103 101 89 99 99 111 93 106 1:.i<l 96 97 

97 97 109 103 102 100 98 96 104 92 79 95 99 99 98 81 105 109 108 85 

98 111 89 94 99 103 90 102 103 112 101 128 112 83 113 98 93 107 102 112 

102 104 88 -89 110 112 91 89 104 100 109 103 82 81 97 97 113 103 91 88 

9S 126 99 90 100 96 125 111 93 91 95 81 89 116 98 101 101 109 122 104 

JIC 

96.26 

NC+-0. 56 

10000 PR7 100 100 

102 108 108 80 89 93 109 116 101 86 98 112 108 99 109 95 117 91 105 110 

109 ~8 107 84 101 94 103 99 98 89 95 110 112 111 94 98 110 100 95 85 

102 108 102 91 87 106 98 101 89 109 98 105 97 103 88 98 98 110 112 98 

101 10& 121 87 92 109 95 98 85 10~ 102 85 84 io2 114 87 101 112 114 100 

93 93 99 111 87 101 95 96 100 105 99 118 88 112 89 93 94 80 107 ~ºº 

JIC 

84.68 

NC+0.85 

Cbsérvese en PRS como al variar los números iniciales aumenta de manera not.!!_ 

ble la confiabilidad. 

Po_r último,hagamos una tabla de los valores obtenidos. 

Método f1.ll1ción JIC NC 

cong. 1x 1 10000 PR3 16807.1680'l,C1+2*31),100 96.26 Q.56 

cong. 1+ 1 y 'x' 10000 PR4 56349,16807,16807;Clt2*31),100 83.46 0.87 

cong. '+' 10000 PR5 0,1,(2*44),100 111.26 0.19 
.. 

cong. 1+' 10000 PRS (2*20),(2*30),(2*44),100 66.88 0.99 

simulaci6n APL 10000 PR6 16807.16807,C1;·2*31),100;100 92.96 0.65 

APL 10000 PR7 C-1+2*31),100 96.26 0.56 

API, 10000 PR7 100 100 a4;50 o.as 
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El método de congruencias .de sumas resultó. tener una eficiencia sorprendcnt~ 

mente al ta escogiendo los. valores adecuados. El método intrínseco de la máquina 

se puede calificar de apenas regular con tendencia a no cumplir la hipótesis. 
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INTEGRACION MULTIPLE. 

El capítulo de integración es de interés primordial para todo aquel que tie

ne alguna relación con problemas referentes a métodos numéricos. 

En el caso <le integrales definidas en el plano conocemos una infinidad de mé 

todos,como por ejempÍo el de Simpson,el del trnpezoide,etc.Estos pueden resul~ 

tar muy efectivos y relativamente sencillos cuando se trata de el plano y algu

nas veces en el espacio de tres dimensiones.Sin embargo,cuando se pasa a dimen

siones mayorcs,éstos se complican de tal manera que resulta punto menos que im

posible manejarlos.entonces es cuando entra en acción con toda su valía el méto 

do Montecarlo que comparativamente no sufre mayores complicaciones por el incr~ 

mento de la dimensión del espacio en el cual se va a integrar.Otro aspecto im

portante es que el tiempo de máquina y la memoria requerida atm1entan en propor

ción aritmética,a diferencia de otros métodos que aumentan en proporci6n geomé

trica.Esto hace posible que cualquier computadora de tamaño mediano esté en po

sibilidad de manejarlo 11k'ÍS o menos eficientemente. 

Entrando más en materia,podemos distinguir principalmente dos métodos J\bnte

carlo de integración,que son llamádos comúnmente el método geométrico y el mét~ 

do crudo. 

Para claridad en el problema,empezaremos a tratarlo para integrales de fun

ciones de R en R para luego extenderlo a funciones de R*N en R.Bnpezemos por el 

método geométrico: 

Supongamos que existe cierta función F que. va de LÍn intervalo en los reales 

con codominio en R continua,y deseamos calcular su integral en el intervalo 

V[1hX~V[2] 

·sabe~os trunbién que O!ff X en todo ~l intervalo de integración.Sea e tma cota. 

superior de F X en el intervalo de integración, con lo cuai fonnamos el rectán&!:! 

to que tiene como vértices los puntos 



V[ 1). o 

V[2], O 

V[2],C 

V[1],C 

del cual sabemos que su área es 

C><V[ 2]-V[1] 

.~65;;. 

Una vez considerado esto,generemos N parejas de números aleatorios S tal que 

pS+ ->N,2 

y. con las condiciones 

V[1]$S[ ;1]SV[2] 

058[ ;2]SC 

Ahora verifiquemos cuantos elemei1tos de S[ ;2] cumplen la condición 

S[;2]sF S[;1] 

o sea,en total son 

NP++/S[;2]5F S[ ;1] 

puntos que cumplen la condición,con lo cual el área aproximada bajo la curva 

quedará expresada de la siguiente manera: 

(NP.;N)xCx ¡!( 2)-V[ 1] 

Pasemos ahora al caso del método crudo.Otra vez suponemos que F es una .fun

ción de un intervalo contenido en R y codominio en R,continuá y se desea calcu

lar la integral en el intervalo V[1Jsxsv[2J.La condición de que F sea mayor o 

igual que cero aqui no es necesaria; tampoco es necesario saber la cota superior 

de la función. 

Generemos N números aleatorio.s s tales que 

pS++N,l 

V[1]$SSV[2] 

Ahor.a tomemos 

T+F S 
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(se calcula la funci6n .en cada elemento del vector colunma S) ,dándonos como 

resultado tm vcct.lir rengl6n 7' tal que 

p·r .. ·>N 

Un estimador de la integral sería en este caso 

( :;V)xr jTxV[ ::> J-V[l:J 

o sea, la media aritmética de el producto de la función evaluada en los pWl

tos aleatorios por la longitud del intervalo. 

Antes de pasar al caso general en el espacio de N dimensiones ,definiremos a!_ 

gw1os conceptos nuevos de APL ,que nos servirán para definir las ftmciones de in 

tegración. 

El producto externo en APL tiene la siguiente sintaxis 

C+Ji> • i B 

donde A y B son escalares o vectores y f es cualquier funcióri primitiva esca 

lar diádica.El resultado e es una matriz de dimensiones (pA),pB,tal que 

. C[I ,J}•-A[I] f B[J] 

De hccho,se generan tablas de fas distintas funciones iJrimitivas escalares 

difidicas. 

Ejemplos: 

A+16 

B+2+14 

.A 

23.456 

B 

3 t¡ 5 6 

f1o • LB 

1 1 11 

2 2 2. 2 
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3 3 3 3 

3 4 4 4 

3 4 5 5 

3 1¡ 5 6 

~ .fA 

3 3 3 4 5 6 

4 4 I~ 4 5 6 

5 5 5 5 5 6 

6 6 6 6 6 6 

k .SE 

1 1 1 1 

1 1 1 1 

1 1 1 1 

o 1 1 1 

o o 1 1 

o o o 1 

Ahora veamos el concepto de producto intemo,cuya sintaxis general es: 

A f.g B 

donde f y g deben de ser funciones escalares primitivas di.ádicas. El prodt: 

interno funciona para las est;ructuras numéricas que cumplan alguna de lás si 

guientes condiciones: 

1. -A escalar y · Í:J cualquier . estructura. 

2.-A cualquier estructura y B escalar. 

3.-A cualquier estructura y B cualquier estructura tal que la Ciltima dime 

s ión de A coincida co.n la primera dimensión de IJ. 

El resultado de esta J:únción es en el caso de escalares o dos vectores 

f/A g B 
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En el caso en que A sea una matriz y B un vector o un escalar,es el vector C 

ta1 que 

C[JJ•-f/A[T;] g lJ 

Si .·1 es un vector o un escalar y B una matriz,será el vector c,tal que 

C[J}<-f/11 g B[ ;J] 

En el caso en que ambas sean matrices ,dará como resul taclo la matriz e tal 

l[UC 

C[I;d}•-f/A[I;] g B[ ;J] 

En otras palabras ,el resultado se obtiene tomando los vectores de la última 

dimensión de A y de la primera de B ,aplicando entre ellos la ftmci6n g y luego 

reduciéndolos mediante la función f. 

Ejemplos 

1 2 3 

/!•·2 3ptG 

B,-3 2p-H16 

A 

4 5 6 . 

O. 1 

2 ,3 

t¡ 5 

16 22 

3t¡ 49 

1 1 

1¡ 4 

B 

A+.xB 

Al. íB 



o o 

1 1 

-69~ 

(Av. >B)/\, vA11. <B 

Pasemos ahora a ver las flmciones de rotación que son 'cji' y •e• ;veamos los 

distintos casos . 

.PB invierte el orden a través de la última dimensión de B. 

eB inviertP. el orden a través de la primera dimensión de B. 

tj)[C]B invierte el orden a través de la c-ésima(de adelante para atrás) di 

mensión de B. 

e[CJB invie;rte el orden de la c-ésima(contando de atrás para adelante)di-

mensión de B. 

A<PB rota de acuerdo con A,a través de la última coordenada de B. 

AeB rota de acuerdo con A,a través de la primera dimensión de B. 

A<!>[C]B rota de acuerdo con A,a través de la c-ésima(de adelante para 

atrás) dimensión de E. 

Ae[C]B rota de acuerdo con A,a través de la c-ésima(de atrás para adelan

te) dimensión de B. 

e debe ser tm entero tal que pertenezca al vector 

\ppB 

.A debe de ser un escalar entero o un vector entero ,en cuyo caso. debe coinci -

dir pA con la dimensión de los planos a través de los cuales la rotación de 

es realizada. 

Si A es positivo,la rotación se hace A lugares de izquierda a <lcrecha,y en 

caso contrario .serán -A lugares de izquierda a deredm.En espacios 'mayores,posi:_ 

tivo sería <le abajo para arriba y negativo de arriba para abajo. 

En caso de que A sea l.ll1 vector,la rotación se hace a·través de la coordenada 

dada. Ejemplos: 
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A+16 

B-<·3 3pt5 

.A 

1 2 3 4 5 6 

B 

1 2 3 

4 5 1 

2 3 l¡ 

<i>A 

6 5 4 3 2 1 

<i>B 

3 2 1 

1 5 4 

l¡ 3 2 

eB 

2 3 4 

l¡ 5 1 

1 2 3 

q,0B 

4 3 2 

1 5 4 
'1r 

3 2 1 

94>B 

4 3 2 

1 5 4 

3 2 i 



4 5 4 

2 3 3 

1 2 1 
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Ahora sí estamos listos para pasar al caso general de integración;comenzemos 

nuevamente con el método geométrico.Sea F una fUnción contiilua que va de tul iil

tervalo en R*I con codomiilio en R,y que sea mayor o igual que cero en todos sus 

puntos. Sea V el intervalo en el cual se va a integrar. 

I+O. SxpV 

Las coordenadas impares de V tienen los puntos iiliciales de los :intervalos ,y 

las pares los fiilales.N es el número de puntos aleatorios que se van a conside-

rar. 

Generamos N I-adas de vectores aleatorios que las ponemos en la matriz s.Las 

condiciones son: 

pS+ -+N.I 
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. · VCH2X¡I]:<;S[ ;]5V[2x¡L] 

Calculnmos la función F en cada renglón de la matrizs,lo cual nos da un vec 

tor de dimensión N llamado L. 

L+F 8 

pL+ +N 

S~bemos que 

í /I;: 

es una cota superior(la mínima) de los valores conside'rados en esta ftmción. 

Aho¡::a generamos LUl vector T ele N dimen5iones tales que 

OsTsí / L 

El área del hipercubo donde están encerradas las. (I+1)-adas 'de números alea· 

torios es 

(S/L )xx/V[ 2x ¡I]-V[-1 +2x ¡I] 

Ahora vemos cuantos plllltos cwrrplen con la condición 

T$L 

mediante la expresión 

+/TSL 

con lo cual el área aproximada bajo la curva será 

( ( +/T.sL)+N)x ( í /L )xx /V[ 2x1IJ-VC1 +2x tl] 

~finamos la siguiente función: 

'VZ<-V .INTEGRAL N ;I ;J ;L ;A ;B 

[11 B+C1x-1+1I)e(I,I)p(x+V[2x ¡IJ-VC1+2>< 11]), (Ix(I+o. SxpV)-1)pO 

[ 2] L+F( (N,I)p ve 1 +2>< tl] )t ( C1 +?(N ,I)pA+1 )+A+10*9 )+. xB 

[3] z.,.(lí /L)xx/J)x(+/L?.(f /L)x(-1+?NpA+1)+A)+N 

\/ 

En el paso [1] se están definiendo: 

I,que es el espacio en el cual se hace la integración. 
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J ,que es el vector que contiene en cada coordenada la longitud de los I inter 

valos de integración. 

B ,que es una matriz tal que 

pB+- +I,I 

La diagonal principal de la matriz contiene los elementos del vector J,y las 

demás componentes son cero. 

En el paso [2] se genera la matriz de dimensiones (N,I) de números aleato

rios distribuídos en el intervalo [0, 1] mediante la fórmula 

(-1+?(N,I)pA+1)tA+-10*9 

A tiene valor de 10*9 por considerársele adecuado en cuanto a la variabili

dad y no repetición de números aleatorios.Esto se multiplica internamente por 

la matriz B lo cual da como resultado wia matriz de dimensiones (N,I) que suma

da a la matriz 

(N,I)pVC1+2x1IJ 

da una matriz que tiene como característica el tener números aleatorios.dis

tribuídos uniformemente en los intervalos de integración. 

Se calcula ahora la función a través de los renglones de esa matriz,y el va

lor obtenido(un vector de N coordenadas} se le asigna a L. 

En el paso [ 3] se genera un vector de N coordenadas dístribuídas al azar en 

el intervalo comprendido entre o y í/L.Se verifica cuantos puntos de los gener~ 

dos cumplen con la condición 

L'.2.U /L)xC1+?NpA+1)tA 

Se saca la proporción de puntos que cumplen la condicíón(dividiendo la cantl 

dad anterior entre N) y el área aproxima.da bajo la curva será el resultado de 

multiplicar la proporción obtenida por el área del hipercubo que es 

(í /L)xx/J 

Nótese que la función F. recibe como argumento una matriz tle dimensiones 



U! ,I) )' entrega como resultado la evaluación de la función en cada renglón de 

la matriz original, todo esto en un vector de dimensión N. 

Pasando al método crudo,nuevamente tenemos una función continua F que va de 

un intervalo en R*I en R. V es el mismo vector que en el caso anterior; La fun

ción va a evaluar en cada iteración N[1] puntos hasta que el error relativo sea 

menor que N[ 2] (N[2] es un parámetro que se le da a la función). 

Generamos N[1] I-adas de números aleatorios en la matriz s ,cumpliendo ésta 

las mismas condiciones que en la función INTEGRAL. Evaluamos la función F en S; 

el vector que nos da como resultado lo multiplicamos por el hipervolumen del ig_ 

tervalo 

x/V[2x tIJ-VC1+2x 1IJ 

y tomamos la media aritmética de los valores .A este valor lo llamamos VA .Ha

cemos el mismo proceso con N[1] puntos más,o sea que sacamos la media aritméd.

ca ele 2xN[ 1] pw1tos y a es te valor lo llamamos VN. Deseamos. hacer este proceso 

hasta que 

N[2]>1-VN~VA (error relativo). 

Si se cumple la condición entonces VN será aproximadamente el valor de la ig_ 

tegral. 

La función APL queda así: 

vz~v :10NTE N;A;B;l';C;D;L;E;G 

[ 1] z¡...x /B+-V[ 2x 1I]-A+ll[-lt2x 1I<-O. Sxp V] 

[ 2] A+-( (D+-N[ 1] ) ,I )pA 

[ 3] C•-+ /Lx}' A+( C1+?B+(N[1] ,I)pG+1 )+10*9 )+. xE+Clx-1 + tI)e(I ,I)pB, (IxI-1 )pO 

[ 4] -+4+N[2]>l1-( (C+C+t/LxP A+( C1+?B} +G)i·. xE)+D+D+N[ 1]+0.-CfD 

[ 5] Z+-CfD 

\J. 

N es w1 vector de dos coordenadas :N[ 1] , el número de pootos que se toman en 
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cada iteración y N[2] ,el error relativo pennitido. 

En el paso [1] ,ll es el conjlUltO de valores iniciales de los intervalos,B es 

el conjunto di3 longitudes de los intervalos y r. es el área del hipercubo. 

EI1 el paso [2],.4 se conviert() a.hora en una matriz de dimensión (N[i],Il que tie 

ne en cada renglón al. vector /1 anterior.D va a ser el contador de pW1tos que ya 

se calcularon y tiene como valor inicial N[ 1 J. 

EI1 el paso [3] se calcuJa la fw1ción de dimensión (N[:l],J) con valores dis

tribuídos aleatoriamente en los intervalos (análogo a la función JN'l'EGRA[,). Es

tos se multiplican por la longitud del intervalo y luego se stunan entre sí. 

En el paso [4] se calaüa el valor anterior de la iteración (C'"D) y se saca 

al exterior.Luego se calcula el nuevo valor.Se computa el error relativo entre 

ambos y s1 todavía es grande,se regresa nuevamente al paso [4J;de lo contrario 

pasa al paso [ 5] que nos entrega el valor aproximado de la integral. 

Ahora hagamos algunos ejemplos de funciones para integrar.Definimos 

n~-F X 

[1] Z+(+/X)++/Xx1~X 

í/ 

Esta función pudo haber sido definida de una manera m..-1.s larga,quizá más ex

plícita, pero inenos elegante,de la siguiente manera: 

VZ+F X 

.[ 1] Z+X[ ;1]+X[; 2]+X[; 3]+(X[ ;1]xX[ ,;2] )T(X[ ;2)xX[;3J )+X[; 1JxX[ ;3] 

'V 

O 1 o 1 O 1 INTEGRAL 1000 

2;267905493 

O 1 O 1 O 1 INTEGRAL 1000 

2.083415779 

o 1 o 1 o l INTEGRAL 1000 

2.307586723 



O 1 o· 1 o 1 INTEGRAL 1000 

2. 232095211. 

O 1 O 1 O t INTEGRAL 1000 

2 .286803331l 

O 1 O 1 O 1 MONTE 1000 .001 

2.219360252 

2. 22016'{,3.59 

O 1 O 1 O 1 MONTE 1000 .001 

2.293733594 

2.259509416 

2.258309999 

O 1 O 1 o 1 ,'40NTE 1000 • 001 

2. 256107614 

2. 26901.0145 

2. 269507935 

O 1 O 1 O 1 MONTE 1000 .001 

2;244527606 

2. 241410776' 

2.242869497 

O 1 O 1 O 1 MONTE 1000 ;001 

. 2. 241540911 

2. 252.308281 

2.260095947 

2. 250043395 

2.246259525 

2.249249984 

2.248852435 
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. Definimos otra función. 

'i/Z+F X 

[1] Z+( fX[ ;1]*3)xwX( ;2]+X[ ;1] 

í/ 

1 4 1 3 l'NTEGRAL 1000 

t¡.48778916 

1 4 1 3. INTEGRAL 1000 

4~489130546 

1 4 1 3 INTEGRAL 1000 

·4.814398316 

1 4 1 3 INTEGRAL 1000 

4. 646934229 

1 4 1 3 INTEGRAL 1000 

.1~. 095389188 

1 4 1 3 MONTE 1000 .001 

4.699217556 

4.680222121 

4.535958861 

4.643584301• 

4.648114333 

1 4 1 3 MONTE 1000 .001 

4.44402494 

lj..508472146. 

4;453563061 

4.470793682. 

4.518753195 

4. 526296739 . 



.· 4. 549797693 

l¡, 5111700296 

l¡, 500725856 

4·486629422 

4.490671627 

1 '1¡ 1 3 MONTE 1000 • 001 

3.839674306 

4.150458803 

4.202434799 

4. 458368715 

4;501272956 

1¡, 470541957 

4;4443269ll5 

lf, 585626542 

4.57289525 

4 .• 535504164 

4.555146971 

4.593049935 

4.567328043 

- 4. 59965021 

!¡.620999274 

4. 615lf1825l~ 

l¡, 596959624 

i¡, 6145_55262 

4.607589004 

4.596193213 

_4'. 599151552 
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1 4 1 3 MONTE 1000 .001 

4.941511+433 

4.756632332 

4.703308843 

4.739439853 

4. 72617692 

4.623244916 

. 4. 62410661¡ 7 

1 1¡ 1 3 ,'fONTE 1000 • 001 

4. 340731663 

4.793470912 

4. 569352118 

4.515193319 

4. 683.677563 

4.68146925 

Ahora E' será 

i!Z+F X 

.79..:. 

[1] Z+l-(X[ ;1]*2 )x( (X(; 1]*2 ).-X[ ;2]*2)*0; 5 

i/ 

3 5 1 3 INTEGRAL 1000· 

o. 09223618539 

3 5 1 3 INTEGRAL 1000 

0.09811868767 

3 5 1 3 INTEGRAL 1000 

0.08698661349 

3 5 1 3 INTEGRAL 1000 

0.08880498753 



;J 5 1 3 Il17'EGRAD 1000 

u. (.:e '.·96656836 

3 S 1 :J .40Ní"S 1000 .001 

O. OB970fJ1;47:3 

o. 087712397:.l 

0.09399090Ü8 

0.09331215767 

0.09329856348 

3 5 1 3 MONTE 1000 • 001 

0.09672950164 

0.09352229061 

o. 09360906011 

3 5 1 3 .JON?:: 1000 .001 

0.091177315493 

0.09250114841 

0.09201.2%24 

0.09232299036 

o .. 09230713039 

3 5 1 3 .JONTI!: 1000 .001 

0.08966035316 

0.09091603355 

0.09265431157 

0.09256590303 

'.l 5 1 3 ,10NTE 1000 . 001 

O.OY3144B2225 

0.09373217481 

Ó.09352239173 
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0.0925562497 

0. 092552LP+359 

n+F X 

-81-

[1] Z·<-t(X[; 1]*2 )x( (X[ ;1 ]*2 )-X[ ;23*2 )*O. 5 

'V 

1 2 2 3 INTEGRAL 1000 

0;08503438246 

1 2 2 3 INTEGRAL 1000 

0.08218782926 

1 2 2 3 INTEGRAL 1000 

0.08973210228 

1 2 2 3 INTEGRAL 1000 

0.08508937231 

1 2 2 3 INTEGRAL 1GOO 

0.08524044705 

1 2 2 3 ¡,JONTE 1000 . 001 

0.08565707496 

0;08556472944 

Q.08505391842 

Ó.08499404563 

1 2 2 3 AON2'E 1000 . 001 

o. 0854841785.9. 

0.08439848241 

0.08433485892 

1 · 2 2 3 110NTE 1000 • 001 

0.0835875198 

0,0841320127 



0.08430004907 

0.08438376668 

1 2 2 3 MONTE 1000 .()01 

0.08507754501 

0.08462958386 

0.08501320339 

0.08497238425 

1 2 2 3 MONTE 1000 .001 

0.08549022438 

0.08500148294 

0.0048826987 

0.08438242468 

0.08486374386 

·º· 0.8486450058 

VZ+F X 

[1] Z+(X[;3]tX[;2])x1oX[;1)tX[;3] 

'íJ 

W+-1,2,1,(00.5),1,00.5 

w. 

1 2 1 1. 570796327 1 1. 570796327. 

W INTEGRAL 1000 

0.2955615646 

ír INTEGRAL 1000 

0.2947666943 

W IN'l'lfilRAL 1000 

o.3ooso75164 

fv. IN~PEGRAL 1000 

Q.2968376245 
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W INTEGRAL 1000 

0.2945701029 

fl MONTE 1000 .001 

0.2947875685 

0.2966540327 

0.296547645 

W MONTE 1000 .001 

o. 29,20649085 

0.2939432739 

0.2941641365 

f.¡ f.!ONTE 1000 .001 

o. 2.944273484 

o. 2930739971 

0:2928683467 

WMONTE 1000 .001 

0.2932296487 

o. 2922288614.' 

0.2924991194 

. W MONTE 1000 .OÓ1 

' o. 2952222318 
. ' ' 

o. 294lil76 5692 

' o. 2942291525 

La:. siguiente ftmci6n tiene valores negativos ,con lo cual no se cumple uirn ·. 

de las condiciones ~stablecidas por el método geométrico.SóÜunente ~~ darán . 

ej ~mplos con el método crudo. 

VZ+F X 

(1) Z+(X(:1]xX[;3])x20X[;1JxX[;2] 



fr'+-( ºº. 5). ( 01). ( 01). ( 02). o. 2 

iv' 
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1.570796327 3.141592654 3.141592654 6.283185307 o 2 

W !.JONTE 1000 . 001 

-0.117336227'74 

-1.112157323 

-1. 287678006 

.,.1. 470287613' 

-1. 579566221 

-1.425356528 

-:-i. 377631335 

""'.1. 5006lf0241 

-1. !147327536 

""'.1.355497143 

-1. 37230694 

-1.387516106 

-1. 34810711 

-1. 33072771 

-1. 310185341 

-1.274751043 

-1. 253930723 

-1. 268772847 

-1. 2812981 

-1. 253606923 

"'1. 208392838 

1.19389169 

-1. 22212895 



-1. 211456248 

-1.224733895 

-1. 230229.861 

-1.225665199 

-1.189205052 

-:l..208077702 

-1.104162131 

-1 •. 167838805 

-1.133782759. 

-1.15552611 

-1.148953411 

-1.15997474 

-1.138208396 

-1.122381313 

-1.12913075 

-1.101534291 

-1.099303059 

-1. 086709426 

-1.076606246 

-1.091159155 

-1.111216456 

-1.113087743 

-1. Ú2743177 

W MONTE 1000 • 001 

-2.039952156 

-0.9215549358 

-1. 28580497 

-85-
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-1.161249321 

-1. 210494996 

-1.13693095 7 

-1. 201725416 

-1.096435854 

-1.121018659 

-1. 029246498 

-1.013393488 

-1.066289823 

1. 092888539 

-1.1776451 

-1.101070484 

-1.073192746 

-1. 098777024 

-1. 042638661 

-1. 068588184 

-1.078050508 

-1.063626107 

-1. 0756721156 

-1.073710152 

-1. 081081413 

-1. 07182651+2 

-1.131+649251 

-1.143654856 

-1.170162856 

-1.192192143 

-1 .• 194028182 
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-1.170378006 

-1.217613284 

-i. 241418259 

-1. 211773308 

-1.195505746 

-1; 183011059. 

-1.1201578645 

-1.197516924 

-1. 219213659 

-1.237478941 

-i. 2671511n0 

-1. 258515532 

-1. 272008856 

-1. 276819593 

-1.26642071 

-1. 273074294 

-1. 25943535 

-1. 21;3523184 

-1.240166631 

-1. 227129754 

-1. 20.5977204 
.-,· .. " .' 

-i. 2015132 

-1~231153293 

-1. 24.8803521 

-1. 253391062 

-1.26498065 

-1. 25561704 



-1. 23830451t 

-i. 254084141 

-i. 242732886 

-1.233986227 

-1. 233042144 

iv NON'l'E 1000 • 001 

-2,234418836 

-2.073589874 

-1.862723659 

-1.569610288 

-1.57438547 

,..1. 73665l!438 

-1. 806631141 

-1.753929362 

-i. 636786583 

. -1. 535869564 

-1. 42351+6373 

-1.480391543 

-1.4B84804t17 

-1. 1¡52886633 

-f. lf57773924 

-1.506535626 

-1.540506517 

-1.560643992 

-h 467760364 

-1. 1121788062 

-1. 341831f981 

-1. 367733503 

-ss~ 
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-1. 301911904 

~1.313049017 

-1.25700181 

-1. 266345116 

-1 .. 2lf2497764 

-1.204945936 

-1.185727441 

-1.17203089 

-1.189869lf3 

-1. 226867858 

-1;200.9033 

-1-. 223410335 

-· 1. 2152lJ.2541 

-1.237891502 

-1. 215600721 

-1;23795011 

-1.187968889 

-1.17667673 

-:-1.177251432 

W MONTE 1000 .001 
. - .. .-

-1.259358534 

-1.48351038 

-1.103573853 

-" 
1 .• 171170029 

-1.41%13961 

-1.3380l9519 

-1 •. 1797672 



-1.087037616 

. -1.1207208'+2 

-1.008634372 

-o. 971+0786707 

-1.018321'+45 

-1. 01196Í091 

-0.9915955525 

-0.950i989B29 

-0.9811791757 

-1.011153024 

-o; 9907lJ.24825. 

-1. 048606507 

-1.052104127 

-1.059269662 

-1 .. 0866'+2049 

-1.08353081 

-1. 052009.106 

-1.0586'+9624 

-:1. 077264088 

-:1.06234493 

. -1.102013925 

-1. 0.88383689 

-1.055017595 

-1.056785969 

-1.0$4813495 

-1.106870609 

-1.1oc-29os44 

-.1. 0771918Lf2 
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:-1.087809528 

-1.10150'7764 

':'"i.093434956 

,...1.083689368 

-1·.10370283 

-1.089900909 

-1.091566121 

-1; 0992424114 

-1.120592857 

-1.109961408 

-1.110201141 

· í{ MONTE 1000 • 001 

-0.6881778048 

-0.9010459759 

-1.17002106 

-1.190654091 

-1.150612576 

-1.268838099 

'71.20637847 

~1. 22699793,8 

-1·.162187643 

-f.154092536 

-1~150761192 

-1.199464053 

-1.263692438 

-1.2818.18604 

-i; 2s51sa123 
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-1. 247Hl165 

-1. 234395191 

-1. 2197ll1912 

1.1839719')7 

'1.10998459 

L20169407 

-1. 215643362 

-1.19559,6667 

l. 2ü804ll872 

-1.1992275lf5 

'1.189134736 

1.19670935 

-1. 193568711 

-1.204213436 

-·1.19187ll236. 

-1.1'17314359 

-1.1761722$7 

'-92~ 

Como se mencionó anterionncntc, támbién existen métodos de redúcción de ya~ 

rianza.La .razón pór la cual .no fueron incluídos aquí es que no se refieren en 

· general, a procedimientos tuüversales. Depende de la función el método a s,egu~r. 

La intención Je esta tesis es referirse a .métodos que. sean más generales en 

cuanto a su aplicacióú. 
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CONCLUSIU~ES. 

Al llegar a este punto, las conclusiones las podemos dividir en dos tipos: Las 

conclusiones referentes a los métodos i\bntecarlo y las que conciernen al lerigu~ 

Je APL. 

Lo que podemos decir con respecto a las primeras es que no pretendimos en e~ 

ta tesis hacer un análisis .minucioso y estricto de todos los métodos que tienen 

algo que ver con la generación de números aleatorios.La. intención es que el lec 

tor se de cuenta que muchas veces cuando uno pretende resol ver un deternünado 

problema referente a análisis numérico,existe la opción de recurrir a los méto

dos Montecarlo.En general,este tipo de conceptos no están suficientemente difug_ 

didos y son raros los libros no especializados en el tem.a que lo tratan(como 

por ejemplo,los de análisis mnuérico). 

La aplicación de los métodos Montecarlo está abierta.y sobre todo existen P9. 

sibilidades ilimitadas en procesos de simulación,como por ejeniplo,movimicnto <le 

partículas, epidemiología ,sis temas ecológicos, etc. 

En general ,muchos fenómm1os naturales se comportan en fonna aleatoria, y. a 

través de modelos estocásticos se pueden simular auxiliándose en los métodos 

/\tmtecarlo. 

Pasando a las conclusiones referentes a APD,se hicieron algllilas comparacio

. nes con otros leJ1!,:iuaj es de uso común en programación. Recordemos la fw1ci6n 

INTEGRAL defiri.ida en el capítulo anterior;héla aquí: 

'i7Z+V INTEGRAL N;I;J;L¡A ;B 

[ 1) B+Cix-1+ tl )e(I ,I)p (J<-V[ 2x tl]-V[-1+2>< 1IJ), (Ix (I+O. Sxp V) -1 )ro 

[ 2] L+F( (N ,I)p llC1+2xtIJ )+( C1-i i'\N ,I)pA+1) :-A-<-10*9 )t. xE 

[3] Z<-( (í /L)xx/J)x(+/L-c.ff /L)xCi+?NpA+l)M)fN 

'i/ 

También habíamos definido la flmción F 



vz~-F x 

[ 1] :~<'( +/X)tt /Xx1~X 

V 

Los p1:ogramas equivalentes tueron hechos en los lenguajes ALGOI:,BASIC,FO.R~ 

TRAN y PL/I.A continuación se listan: 

ALGOL 

BEGIN 

FILE BFBS (KIND=REMCJI'E} ; 

REi\L ARHAY J[ O: 2], V[ O: 5] ,C[ O: 2] ,UO :999 J; 

UH'EGER I,K,N,NP ,ALEA; 

REAL MAX,ARFA; 

RE.l'\L PRX:EIXJRE F(Vl,V2,V3); 

VALUE Vl,V2,V3; 

REAL V1,V2,V3; 

F:=Vl+V2+V3+Vl*V2+Vl*V3+v2*V3; 

READ(Bl''BS,/,FORI:=O STEP 1UNI'IL500 V[IJ,N,ALFA);. 

FOR I:=0,1,2 00 

J[I] :=V[2*I-l]-V[2*I]; 

FDR I:=O STEP 1 UNrIL N-1 DO 

BEGIN 

FOR !\:=0,1,2 00 

C[ K] :=V[ 2*K]+u'[ K] *RANOOM (ALEA) ; 

L[I]:=F(C[O],C(1],C(2]); 

IF MAX LSS L(I] THEN Ml\X:=L[IJ 

END; 

FOR I.:=O STEP 1 UNI'll.. N-1 DO 

TF Mll~X*AANixlM {ALFA) ~ L[ I] THFN NP :;=NP+l; 

Af<.F..A:'=l: 



roR I:=0,1,2 00 

AREA:=AREA*J[IJ; 

AREA:=ARFA*MAX; 

WRITE(BFBS, <F20.10>,NP/N*ARF.A). 

END. 

BASIC 

· 100 DIM J(3),V(6),L(1000),C(3) 

200 MA'.l' · INPIB' V 

300 INPU'l' N,Al 

400 FOR I=l W 3 

500 J(I)=V(2*I)-V(2*I-1) 

600 NIDcr I 
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700 DEF FNF (Vl, V2, V3) =Vl+V2+v3+Vl *V2+Vl *V3+V2*V3 

800 FOR .I=l 'ID N 

900 fOR K=l 'J.'O 3 

1000 C {K) =V (2*K-l)-hJ (K) *RND (A1) 

1100 NEXT K 

1200 L(I)=FNF{C(l),C(2),C(3)) 

1300 IF M1 LT L(I) THEN 1500 

1400 00 'ID 1600 

1500 fil=L(T) 

1600 NEXT I 

1700 FOR I=l '!O N. 

1800 IF Ml*RND(Al) LE L{I) THEN 2000 

1900 CD '!O 2100 

2000 Nl=Nl+l 

2100 NEXT I 

2200 Al=l 



2300 FDR·I=l. 'ID 3 

2400 Al=Al*J(I) 

2500 NEXT I 

2600 Al=Al*Ml 

2700 PRINT Nl./N*Al 

2800 END 

FILE l=BFBS,UNI'l'=REMJTE 
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FORI'Rl\N 

DIMENSION RJ(3),V(6) 1C(3),RL(l000} 

READ(l,/) (V(I) ,I=l,6) ,N,ALEA. 

!X) 10 I=l,3 

10 f<J(I)=V{2*I)-V(2*I-l) 

!X) 20 I=l,N 

00 30 K=l,3 

30 C (K) =V (2*1<-1) +RJ (I<) *Rl\NIXM (ALEA) 

RL(I)=F(C(l),C(2),C(3)) 

· 20 IF (RMAX.L'l'.RL{I)) PMA.X=RL(I) 

!X) 40 I=l,N 

40 IF {RMAX*RA.~M(ALEi\) .IE.RL(I)) N.!?=:NP+l 

l\REA""l. 

00 50 1=1,3 

50 AREA=AREA*RJ (I) 

AREA=AREA *R111AX 

l'JRITE (1, 60) FIDA'r (NP) /FIDAT (N) *AREA 

60 FORMAT(F20.10) 

S'JX>P. 

END 



FUNCI'J1l'il F (V1, V2, V3) 

F=Vl+V2+v3+Vl *V2+Vl *V3+V2*V3 

REI'UR."i/ 

Ei.ID 

PL/I 

INTEGRAL :PRCCEDURE; 
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DEX::L.l\RE I,K,N,NP,ALEA FIXED(lO,O) ,RMAX,AREA.,RJ(3) ,V(6) ,C(3) ,RL(lOOO); 

GE!' LIST ( (V(I) ro I=l TO 6) ,N,ALEA); 

ro I=l 'ID 3; 

RJ(I)=V(2*I)-V(2*I-l); 

END; 

ro I=l 'IO N; 

ro K=l 'ID 3; 

C(K)=V(2*K-l)+RJ(K)*RANIXM(ALF'.A); 

END; 

. RL (I)=F (C (1) ,e (2) ,e (3)}; 

IF RMAX < RL(I) 'l'HEN RMAX=RL(I); 

END; 

ro I=l 'ION; 

IF RMAX*AANJXM(ALEA) ..::= RL(I) TJJEN NP:=NP+l; 

END; 

ARE'A=l; 

ro I=l TO 3; 

AREA=AREA*RJ(I); 

END; 

AREA=ARFA*RMAX; 

PUT LIST (NP/N*AREA) ; 
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l?:PHCCEDURE (V).,V2, V3); 

IIB'lUR.'J (Vl +\12-tVJ+Vl *V2+Vl *V3+V2*V3) ; 

END F; 

E'. ID IN'l'EG!lliL ; 

Es eviJcntc Jo compacto que 4ueda la función en APL y n6tse como no se túv6 

necesidad <le iterar nj una sola vez.En caml:iio,en los clernáslenguajcs si se tuvo 

que recurrir a la iteraci.Cín.Esto es debido a la gran ventaja de que APL opera 

con arreglos también.Basic tiene también operaciones con matrices,pero son muy 

restringj das en comparación con APL. 

En todos los programas ,los datos de entrada fueron: 

o,1.c,.i ,o,1,1000,1GB0'1 

l'nsando a los tiempos de proceso,podemos ver lo sigui.ente: 

i\lgol,Basic,Fortran y l'L/l tienen que pasar por un proceso de compilación,y 

,¡¡e¡, no ,debido a que es un intérprete (Las inst.rucc iones se interpretan una por 

una,generándosc en ese momento el código,mientras que el compilador genera de 

una ve:': todo c1 código al principio). 

Para saber el tiempo Je ejecución en APL,hay tm símbolo que es ':r' ,el c.ual 

si es seguido de dcternünados enteros a la derecha nos <la diferentes informacio

nes sobre datos del sistema;seguida del número 21 nos da el tíempo de procesa

dor usado en tma sesión(cn sesentavos <le segLmdo). 

Para calcular el tiempo que se lleva ejecutar tma fw1ci6n,definimos la si

h'ltientc función: 

'VZ-<·T IKt't'O; T 

[1] Z<-60 60 60T(T+-I21)-TP 

[ 2 .1 p¡:·~-T 

V 

El níir.!ero J'F' tiene que estar: definido anteriorinente. 



Llamamos a la fünc.i6n TIE'1PO antes y después de llamar a la flU1ci6n INTEGRAL, 

y el vector que nos da la segunda vez van a ser los minutos ,segundos y centési- · 

mas de segundo empleacl•.'s en el proceso~ 

La función APL fue ejecutada en una computadora IBM 370/155 perteneciente 

a l.B.\l de México S.A .. Los programas en los demás lenguajes fueron ejecutados en 

una computadora Burroughs B-6700 perteneciente al Centro de Servicios de Cómpu

to de la Universidad Nacional Autónoma de México, todos ellos desde una tenninal 

remota de pantalla. 

Ahora sí ejecutemos la funci6n 

TIT§<fPO 

52 41 !+7 

O 1 O 1 O 1 INTEGRAL 1000 

2.250310443 

o 3 28 

El programa de Algol entregó como resultado 2.2530882204,usó de procesador 

1. 34 segundos en la compilación y o. 99 ·en la ejecución; el de Basic entregó 

.2.2530882204 y us6 i.20 en compilación y i.1w en ejecución;Portran dio como re

sultado 2. 253882204 consumiendo L 23 segundos en compilación y 1. 2 3 en ej ecu

ci6n; finalmente PL/I sacó el resultado 2. 2530878002 gastando .4. 3.0 . se¡,r1111dos en· 

compilación y 1. 81 en ejecución. La siguiente tabla. ilustra mejor la si.tuación: 

Lenguaje 

ALGOL 

APi 

BASIC 

FORTRAN 

PL/I 

Tiempo de procesador 

. 2. 33 

3,29 

2.68 

2.46 

6.11 

Tamaño del programa 

?7 
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llay que hacer notar que estos datos referentes a tiempos de proceso pueden 

:;C'r cngafiosos en cuanto a la comparación de dos computadoras completamente dis

tintas (él procesador do una puede ser más lento que el de la otra y viceversa). 

Aum¡uc es tm poco más tardado el llPL (por ser intérprete) sólamente necesita 

tres instrucciones para reali::ar lo que otros lenguaj0s hacen en más de 20. 

Es verda<lenuncntc lamentable que en la Facultad de Ciencias y en toda nues

tra Universidad en general no se le haya dado dilusión al APL.No con esto esta

mos diciendo que !lPL es superior a todos los len¡,TUajes,sino que tiene sus vent~ 

jas para detenninado tipo ele problemas como las tienen otros lenguajes en otro 

tipo de problemas. 

l<cstunicndo,llFl· es antes que un lenguaje de programación,un lenguaje algebrál_ 

L'.O no rnnbiguo que muy probablemente es más comprensible que el lenguaje tradi

cional. del .'ilgebra y debería divulgarse más su u~;o. 
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