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* INTRODUCCION AL APL.

5 1enguaje trad1C1onal usado por las Matematlcab poset muchas deflClcn-
C1as que frecuentementc acarrean problemas tdles "Como - 1a fdltd de comunicacisn
entrc las personas que se dedlcan a transmitir y recibir ldeas matemiticas.

“Esta fue unA’de 1aS‘pr1nc1pales Tazones quc motivaron a Kenneth E. lverson
A construlr un nuevo lengua]e matemdtico que viniera a terminar con 10§ gran-
des defectos que adolec1a el 1enguaJe tradicional,

‘ ‘Mencionaremos algunos de 1os mds grandes 1nconvcniéntes del‘éigebra tradis
1 cibgal:‘ ' ’ 7 |

“1.-la ambigledad.Esto quizds es uno de los mis grahdeS'problemas del_é1gé-:"
bra tradicional.Pdr ejemplo,cuando tenemos la exprésioﬁ
c=ab B ’

»no sabemos si ab es una varlable por si mlSnm 0 si es el producto de a por b
'Por otro lado con respecto al slgno =t 1gnDramos 51 se le-asigna a ¢ el v3101t
del resultado de las operac1ones de la derecha o si slmplemente se esta esta-
blec1endo una hlpote515 acerca de si c es 1gua1 a ab ' '

2 -La arbltrarledad para definir variables. En el dlgebra tradlLLOHHI se pue' i

. den deflnlr ca51 arbltrarlamentc variables 51n segulr una rcgla deilnlda Prue—‘

 , ba dc ello es. ‘la utlllzac16n 1nd15t1nta de letrdb mayusculas o mindsculas del
‘alfabeto ebpaﬁol,gr ego, hebrco setc. Existe c1erta anarqula,pues cadd persona
fad0pta de hecho su propla notac1on.k ‘

3. La anarqula en la 51ntax1s Debldo a causas. a)enas a nOSOtIOS se nos ha

.heledado una 51ntax1s bastante arbltrqua en cuanto al lenguaje matematxco Por'

vy

i5e3emplo si queremos calcular el seno de X ,prlmero se pone el operador Y 1uega
" ;el argumento ' e -
‘ SEN X -

~ pero sucede al tevés con el factorial -




y enel. caso del valpr absblufo de'it‘n»lv hx’nnei*b,ééte tiene @ s"inibolbo que lo Zpre-
cedé y otro que ‘io sigue ‘ |
L X1

- 4.~Reglas arbltrarlas y confusas en lo referente a prmrldades de loa opera’
dores Este es un problema que a-menudo causa d1f1cultades bobre todo cuando se
| trata de expresiones alggbraicas muy complicadas.

Todas e_stas fallas son debid;xs a que este lenguaje ha surgido segln _las' ne-
cesidédes _ng se han plantéado en toda 1é historia def las Matemz‘iticas,y los~
grandes‘ matemﬁticés no: sé han preocupado mucho en corregir estos errores.

APL (4 Programming Language) es un intento bastante fructlfem de termmar s
con todos los v1c1o; del lenguaje tradu:mnal Vale la pena aclarar que APL no '

es solamente un lengua1e'de programacién mas ,como Algol o Fortran sino que es

una redef1n1c16n del 1engua3e algebralco que tlene extensmnes muy podcrosas y

itiles en'la resoluc16n de problemas de variadas 1nd01es.

"APL ‘tiene la gran virtud de 1o exigir como pre«requisito el .'c‘onocimiento‘ g
'de sistemas computacmnales para el prmc1plante Aln:sin el aux1110 de una: |
~'computadora el APL puede substituir ef1c1entemente al 1engua3e tradlcmnal en ‘
una catedra de thtenﬁtlcas.

Entrando en materla,un nimero escalar €n APL se defme en cualqu1era de las
: 51gu1entes maneras:

1. -Una sucesmn no vacia de d1g1tos(0 1,2,3,4, 5 6,7, 8 9)

2. Un catacter ! '(1ease negativo,que es distinto-a la funcitn '-': que se '_ .
. 'veré postenonnente) seguido de una sucesibn no vac1a de dlgltOS. »

' 3. Una sucesifn de digitos seguida dc un ! '(1ease punto) seguido de una
suce516n de digitos (al menos un d1g1to a la derecha o L.qulerda del punto)

4. Un caracter rT segu1d0 de una ‘sucesidn de dlgltOS seg,u1do de un punto,

: ‘segu1d0 de ‘una. sucesmn de dlgltOS (al menos  im dlglto a-la derecha 0 1zqu1er—” :




da-del punto)‘ : ' ‘

5. Cualqulcra de 105 casos antemores segmdo de una‘ "E"‘ ,‘s’e'ggidd de ‘cual‘-f
" .quiera de los casos antermres. ‘ , '

Ejemplos vdlidos de mnneros escalares sognﬁ

. . , .
3.1416 7
C1ET10
-5
0.0 ‘ : 7

Una vatiable ﬂn APL es cualqulera de 1os 51gu1entes caracteres A B C D E F .
GH-IJK: wJNOPQRSTUVWXYZAABQD@FQ ~_~JK[L‘4N BQK
STUVHX Y g 4,seguido de una Suceswn arbltrarla de estos. ciaracteres o di-
gi“c‘os (nétesé que una var:able no puede comenzar wn un dlglto) ‘

Una vez hedlo &sto,podemnos empezar a estudlar 1as funcxones prlmltlvas.que
soh-aqnellas que nos proporcmna el sistema AP Adlferenma del Algebra tradl—
c'ior'xal el 4PL no dlstmgue pmomdad entre sus operacmnes APL eJecutara sus”
funciones 51gu1endo un. orden estricto de: derec‘m a quulﬁrda La umca manera de
‘modlflcar este- orden es la introduccién de los parentesxs vy ‘)' 'que 51guen
- las mismas reglas que el algebra tradicional. Slempre se eJecutara prlmero una -
, expresmn emcrrada entre un par de paréntesis.De no cumplirse estrlctamente
| 'ﬂlas reglas s1ntact1cas de parentesm entonces se producué un error de smta—

,_--x1s Las reglas son las 511,u1entes.

1 -Al recorrerse una expresmn de 12qu1erda a dcrecha el némero de parente- S

. 515 Q. 51empre serd mcnor 0. 1gua1 que ’)‘ » ‘

_ 2 -Al termmar 1a expre316n el numero total de ambas clase:. de parentesw |
("'debe comc1d1r. ‘ ‘ _ ‘

Las funcmnes pmmltlvas se d1v1den en dos grupos pr1nc1pales monadlcas y

:dladlcas. : L




;4;‘.4"'.'

Funcmnes monédlcas son aquellas que soldmente tlenen un argumento a'su deb-'i '
recha 1a5 func10nes dlédlcas tlenen un argumento a su derecha y atro’ a su 1z-
' qulerda

Fmpezemos pOI‘ dbfmlr 1dS funcmnes mis’ elementales Wy que son 1as 1lamadas N
funciones pr;unltlvas escalares. T »

'+ (1dent1dad) en su forma monadlca deJa asu argmuento mvarlable.

ey (ad1c16n) en su.forma dladlca suma el argumento de 1a derecha con el de

la 1zqu1erda.

+7.5
Ve
's+e}s
s
- ++5+5
. io .

i (si’iné’tr'ico‘) en sﬁ forma monédicaknos 'entregél*'e'l ~in\)efsd jadi't'i‘vo‘ del nﬁ-‘ =
‘mero en cuestlon.Aqm hacemos un parentesxs para ac:larar que tamblen exb’-te el
;_‘simbolo ! '(negatlvo) que no es una funcmn sino que es parte de: un numcro y |
fcon eso se hard notar que el niimero es menor o;1gual que cero. :

"En su. forma dladlca 1a funcmn ta '(substraccmn) nos entrega la resta te-

nlendo como mmuendo el pnmer argumento ¥ como bubstraendo el segundo.

%' (signo) en su fomma monddica nos-entrega sio tres valores,a saber: ..



gt

w181 el arpumento es mayor que cero.
9,51 el arguiiento es cero.
"1 ,51 el argumento es menor que cero.

) 'x'(multlpllcqc:mn) en su {orma d1ad1ca multlpllcaré el axgumento izquier- .

do por el derecho.

’ ,éxs
xy
N
k;;'1_' S

'(rec1proco) en su. forma monadl‘.a nos entref,a el mverso mltlpllcatwo o

' dLl argumento \lotese que es un error “intertar esm £unc16n con el arg,umento cc

| ,r'd “v : , , A
"%," (di\}i 516n) efectua la lels:Lon dcl argumento L"fqulerdo(dlwdendo) enLre

el argumento derecho(dlvmor) en’ su iorma dladlca 'Iamblen es un error 51 el. :n

’ gumento derocho tlene valor LCI‘O.‘

s
~0.2

;,,,5:‘»‘_ e

‘é%t&;
,:b.fsv

B (plso) en: su foma monadlca nos entrs,ga el maxmo entero menor o

.vque el drgwnento.; :

~,*.~'L ! (mn 1mo) en Su moddl‘ldad dladlca nos entrega el menor nwuero entre su

: ,argmnento derccho e 1zqu1erdc. S



' (techo) 1mnédica,nos -‘pfopotciOna como ‘resultado el minimo entero. mayor o .
1gual que el argumento. : »

SR (nﬁxuno) dladlca da como valor el mayor entre ambos argumentos

5.7
. :

Ls. 7
5
' L;"u;u
";5, o

173,99
3

sL7y
“y

ra.mas

S

! (exponencml) mnadlca nos . entrega el numero e(z 817281728 ...) elevado ;f'

~al argwnento espec1£1caﬂo.. »

ol (potencmcmn) da como valor el argumento 1un1erdo elevado ‘a 1a poten—' '
cia espeuf:u:ada por el argumento derccho ’

, 'w'(logantmo natural) monadlca es el 1ogar1tmo ndtural del algwnento(que

: ‘tlene que ser mayor que cero) - v |
'9‘ (logarltmo) en. su versmn dladlca oS da el logdr* tmo con’ base en el ar- |

e gumento 1zqu1erdo del argumento derecho (ambos tlenen que ser mayou,s que cem).«'

'l (valor absoluto) monadlca es 1gual al o.rgumento 51 este es. mayor o S

L '1gual que cero vy e1 smetnco del argumento si este es. menor que cero

o | [ (re51duo) es en su foma d1ad1ca defmlda como 51gue

AIB.* —>‘B (IA)xLB !A 55 A:O




:‘7'9 o

.

~y nos da-crror en cualquier otro caso. ..

5i2

a5

o TalTs
"‘(factomal) ‘A en 'su. forma lronadlca se. detme en geneml como la func16n
‘ (,amma de A+1,y si ©s emelo no negatwo en partlcular como’ cl factonal del ar- f Ui
gumento A
e (coef1c1ente bmomml) se define como’

A!E*ﬂ ”'(ZB)T(!’A)X!(B-A)

.ol (pi, veces 3.1%159...) en su forma monddica mos da el nimero PI multiplica .

do por su argumento. o

‘ En su forma dladlca AoB nos entrega 1o >1gu1ente

',{_,A‘ S L resultado ' '
o t7 , 1,;:(1»B*2)*0 5
4 sewden

1 é’vmgul‘dcuyo‘ senoes B

f}z' L 'Z fj:f“$ ."coseno de. B S

2 o f}a.ngulo cuyo coseno es B |

3 e & "‘tangente de B Rt

 : 3 : = éngulo cuya tangente es B’

i T  f(1fB*2)*o 5

S 1+B*2)*0 s

"kseno h1perb611co de B



mentos 0

Las funcmnes 'A (conJmemn),'v' (dlbyuncmn),'rv' (negaclén de la c:on;;uncmn),

4

©'1si 1a relacién es verdadera.

53

0

0

tregar dos tlpOS de valores:. .

0 si =1a relac:mn s f_alsa,

: . '-8-' Iy
k,fresultado ’ : »
| angulo cuyo seno hlperbéllc:o es B
‘- coseno hlperbollco de B :
'éngulo cuyo coseno hJ.perbéllco es.p-
: tangente hlperbollca dc, 5 A
_ - - angulo cuya tangente hlpCI‘bOllC'l es p.
et (negacmn) s6lo tlene ver51on monddlca )I umcamente puede tener dos argu-

1. Si su argmnento €5 '0 .nos entrega 1 y si es 1 nos. entrega 0.

N 'vo' (11egac1on de la dlsyuncmn) solamem:e pueden tener. en ambos argumentos 0 & S
o1 y todas ellas son dladlcas Los resultados estén dados por 1a 51gu1ente tabla

CAvB

1

Las funcmnes de relacmn ‘<' (men01),’<'(men0r o 1gual),'—' (1gual) ,'>' (mayor

"o 1gual),'>' (mayor),':' (dlstmto de) son todas ellas d1ad1cas y solo pueden en-




La iunuon 171 (sclec.cmn al: azar) sera de gran uLllldad posterlormente en. e'; :
tc trabago hn su forma monédlca nos’ genera un: entero al azar. entre 1 y el ente—v ‘
"ro positivo (forsozamente) que se’ lé da como argmnento.

Hasta ahora se han 'visto una serie de fun;lones que aparentemente estin defi
“nidas sélo para escalares.Una de las grandes \rirtudés de APL es ‘quevesfas fun-
ciones‘sbn' manejables con otro tipo de 'estructuras,a saber:

~Vectores ,matrices e hipémlatrices' | |

- Las funcmnes monéddicas funcmnan con cualquxer tlpo de estas estructuras ,y
“ »10 quc hacen es que calculan la funcxon de cada elemento de la estructura,gene-‘: :

rando una estructura de 1as mismas caractenqtlcas en cuanto’ a dlmensmnes. D

34 572

2.6 3.0 , S
"Las '.funcibnes diédicas - cipei'an baj“o' ~1aS‘ siguie’nt"es ’res;ti*‘i'c_ci'ohes‘:
1 ~Un escalar y cualquler estmctura como argumcnto&.. ;

‘2 Dos estructuras de 1a mlsma dmen516n como- arg\nnenfos. . ‘

En el prlmer caso se apllca la funcmn del escalar con cada uno- de 1os ele?

mentos de la estructum d.ando como resultado una estmctura de 1a mlsma dunen- j»" '

51on Ln el segundo caso el resultado se. obtlene operando 1os elementos comc1- i

dentes en cuanto a su p051c16n en ambos arreglos




2053 21"

17101
A
w7 8

56 4

001

o011

000 |
100001001100

‘101101

Para representar un vector en. APL: bastara poner sus coo "denadas eps
. por cuando menos un espacm en’ bIanco entre 51

';57 _“6 50 gl

sera ‘un vector de dJmen516n &

La representacwn de Vectores Y matrlces sera m(hrecta y su generac:lén se

i ;vera posterlormente

La func16n e (generador de indlces) es de. gran mportancxa Y solo acepta co. e

_mo argumento en su forma monadlca un entero no negatwo El resultado 51 se' aplli"” s

"ca 1a func16n '1‘ al escalar N es un vector de N dlmensmnes con los prmeros 1vf :
o enteros (sm }mclulr al cero) Sl se 1e apllca al escalar 0 el resultado es el

.vector vaci




SR

1234568

o

Otra funcmn 1mportanre es la func16n o' (dlmensmn) quc en su foma monédl— o '

kvu nos cntreg,a un vector de dnnensmn N(donde N es el espacm de la estructura
de la ,cual»se trata).Pgr‘eJempl,o,vector,d_lmensa.on 1 ,matnz,_dmensa.én 2,h1’p:ema-fx
v,t'r‘i_‘z' en el ,esyiécio ‘Eridiménéional‘,diménsién S,etc.ips .\"falores"de c‘:ada’c‘obyrds,fna-ﬂ".
da 'son las dimehsiones ;dck reﬁgionés,coldmhas,e;’tc.‘ i R !

p1s



412_3 ‘ ’ _
“En su’ fonna dlachca la funcwn p- (reestmcturac16n) es la genexadora dc

cualqu1er tlpo de estmctura que maneJa APL, Su argumento 1zqu10rdo dcbe de ser

| un vector con elementos enteros no negatlvos,cuya dmensmn vendra a ser el es
' 'pacm del’ arreglo(l vector 2,matnz 3 hlpermatrlz en el espacw trldlmz,nsm~
nal,etc.).El argumento de la derecha puede ser cualqmer estructura algebralca'
y lavaa recorre prmc1p1ando con la ultlm& coordenada delf espacm (en el car'»
s0°'de matrices ,por ej emplo,prlmero columnas y 1uego renglones)

El resultado de esta operacmn vaa- sex llenado tamblen empezando por 1a ulb :
'itlma coordenada del espacio y si no tlene suflcmntes-elementos regresara otra‘,
vez al pr1nc1p10 para seguir 11enando hasta conclulr Puede tamblen darse el ca'vi
,so de que haya sobrantes en los elementos de 1a estructura del argumento dere*‘ :
' cho‘los ,ejemplos_ a cont1nuac16n' ;llustraran mejor- esta 51tuac16n. B » ‘

, _‘2 ; e

T2 3pal,

2 3 4p2 3pal
123y ’

-



13-

'*Gﬁ»tfavég de'éi]a podemoé‘almécenaf valbres que después podrian usarse.Nés'réfé? .
11moa a “la Lunu1on '<'(as1unaulon) que aolamente puede tener forma dladlca E1l
'argumento de la-izquierda debe de ser 51emprc una variable y el de ia derecha ’
Hpucdc ser una variable o cualqule:_expre51pn de APL v&lida.Si a 1a‘derecha se |

: Qsa tuaiquief variable,ésta debe dé estar definida anteriomente.
:AfZ 3p13 ‘ |
BeALS
C*-O SxC+A |B . ’
En algebra trad1c1on11 Jucgan un papel miy 1nmortante los qimbolos I y H En

; _APL es muy dell manejar cste tlpO de operaclones que 1o sélo- se restrlngen a

7711a suma y la mulflpllLdClon sino a cualqu1cr 1unc1on prlmltlva escalax dladlca._l

’Pl nombre de la tuncxon es reducc1on v se expresa de la 51gulente manera:
Cf/4

Edonde,f es_la runcién primitiva‘eScalar'diédica que se va a aplicar alyargUmento:
A Si A es el vacfo, nos ent1e5ard el elemento neutro de 1a funcidn(si ex1ste) A
; puede ser cualqu1er estructura.numerlca 81 es .un escala 10 deja 1nvar1ante si :
.se trata de un vector,dpllca 1a funclon a cada par de elementos 0 resultados -
'pgrqlalcs empezando por,la’derecha ’

EVACE

21

AR

En el caso de matrices se apli¢a:a'1asfcolﬁmdas,dando un vector
"*/u 501+1u
au0- 360 u80 600

81empre el 1esu1tado sera una estruurura en una dlmen516n del espac1o mésif o

"'baja,y 51empre se apllcara a la ultlma coordenada del argumento.
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Sl en el caso de matnces 0 hlpematrlces se qulerv que la operacwn se
].apllque a la prlmera coordenada del espacm en vez del simbolo: '/' e pondrﬁ
'el simbolo ! /' ‘ ' '

XAy 5p1+14

: .]120 120 120120 120

En el caso de Iupermatuces sise quwrc que esto se haga en coordenadab m"’
fterlores entonces. se tlene que espec:Lflcar el numelo de- c.oordenada Lomando en L
e cuenta que 1a pruneta coordenada es.la mis mtema 0sea que si k

: £€2 % 6p2 3 ‘ 7“ '
Ventor‘ces L/A es equwalente a L/[l]A y LfA serla 10 m1smo que L/[_3]A,pero en -
i ,este caso si tenemos ) ‘

A*—Z l% 69110




”,‘ber un ';' menos .que el espac1o del drleglo Siel’ caracter rr va precedldo der

23

(o8]
&
-

- Notse en el Vcctor del espac1o de la matxlz que se suprlme la coordenada a
Utraveb de la cual se hlZO la operac10n.~ o

Cuando se.-desea 1efer1rse a c1ertaq coordenadas de un vector se usan 105

) corchetes ey e La fonna de hacer esto es poner el\mombre del vector abrlr,-,ﬁj"’

“»105 corchetes y poner el vector de coordenadas que deoeamos extraer.lnmedlata~v

mente despues se clerlan 105 corchetes 51

vjA*2+TJ
,_)1[21‘3 5] :
‘f'ts 517, .
.v1  A[?]

51 ya nos, rcferlmos 2 matrlces o hlpermatrlces eb necesarlo separar las

:flcoordenadak de las distlntas dnnen51ones por el caracter et Slempre deberé'h

‘j.nada o -de otro I’ se 1efer1ra a tod1 la dlmenSlon Slempre a la 1zqu1erda 1rénf-ﬂ
"las dlmen51ones mas exterlores Iomemos por ejenmlo
A+2 3 W 5p17

: A,.f, =






Coabzieynel

AL13351]
671

U516 71

1 2aw
AT2:13830
12345

at; 332]

Estamos ahom llStOS para defmlr la funcmn i '(p051c16n)en sufomadlé-

w",dlca | : L ; e A .
nsoo : | N

I:l argumento de la 1zqu1e1da es un vector yoel de la derecha es cualquler

estructura nos entrega como valor la. coordenada c.e 1a prlmera apar1c1on(de 1z-

qulerda a: derecha) de 5en v, bl no apdrece ni una sola vez entonces tendra co- T

L ffmo valor

(11)+pV , . ; c
La estructura generada seri del mlsmo tlpo del argumento a la derecha (que )

Vno debe de Ser un escalar)




"i621‘+3

5e2:3pis
1 :2';,3

‘. vu 12 i

e
:11;235:
,‘9’1.52-» i | LT
Una func16n dlédlca de gran mportancm para este txabajc es 1a funcmn
(dlstrlbucmn a1 azar) cuyos argwnentos son. escalares enteros posxtvms
. ‘;'A:'?B' v ‘ ‘
"‘.'nos entrega un vector de d.lmensmn A cuyos clementos estan escogldos al a7ar
_del vector 1B Nunca se repetlran elemcntos ‘en el vector resultado,por 10 cual - ’
A debe de ser menor © 1gua1 que 8. ' (R ' k '

576

La Luncmn ' '(desarrollo) en S forma monadlca conv1erte _,u argumentof en

un vector

YA 396 014
"':6 01460
En su forma dladlca ! ‘(concatenacmn) enlaza dos estructuras en una Sl se b L

trata de vectores 10 hace sin cond1c1ones en’ cuanto a 1a magnltud Ln Ll caso

R \de espacms superlores es necesarlo que comc:ldan en todas sus dlmemlone me— L

nos en la’ ms mtema.
2',6p0 1
”12 010 1 01

(3 2p14), 3 up 1 4 7 2 1

121'472



Uno dc 105 Erandes poderlcs de APL ‘s que el mismo usudrlo puede deflnlr

fiunclones pTOplab Esto se hace medlante el simbolo 'v'(def1n1c1on de £hnc16n)

',f0quc slempre debe anttcede1 y segulr a cualquler tunc16n que se dcflna La fun-
j’LIOH puede Conbtdr de varios pasos,en: cuyo caso se numeraran progr951vamente
» iiﬁamblun puede ser sin- argumentos,monadlca 0 dlﬁdlca |
vz A '
“['ij 2eL/A ‘
[2] v o _
s AQUL se tratarla de una tunc16n monadlca que tlene como argumento A A debe
: f;:de ser cualquler eatructura numerlca Valldd de APL Ahora solo basta con 11amar~j
, ffVld' S R : : L

MINLIO 16

CMINTHO 676

En una funcién puede haber varlables localcs,que solame’ : e usan denxro S

‘“ﬁ}f%de la func1on R4 despues desaparecen al habelse e]ecutado esta Estas varlables

TJ“ se ponen a la de1echa de la def1n1c16n o dcl argumento derecho Segun el caso se;n

QJpazadas por- 'f'
o vz«ummv 2383 c,
[1d B+L/A

[2] C*fr/A



e [ul. BQBIQ.'. '

Es pos1ble tranaferlr el control de una parte a otra de ld tuncxon medlante‘
m‘cl SlnbOlO Tt que Lvmlua cualquler expr8516n a su derecha y-si cl paso obtcn1,yﬁ

7 f“do exlste se vaa 81, de otra manéra se salc de la func1on.‘  .

' VZ%'A; MCD B3C ' ’

:-[1J>; S2+uxG=B|A

| [21 ‘v CeA

‘[’5] +1
'_E,.GJ' B
71w

:  La funcién'MCD célcﬂla'eliméximqitbmﬁn divisdr,deddOS”enter¢§ siQUiéndQ’el ffl}{”f

 ‘- fa1gor1tmo de Euclldes

Estas son 5610 algunas de las caracterlstlcas de APL y a medlda quc oe vaya-y;ﬂjf 

:‘fdesarrollando el trabaJo se haran nuevas de£1n1c1ones segun sean requerldas




20
INTRODUCCION N METODO MONTECALD “

b MJVOTld de la gente Lsta ﬂcostumbrada a'que en el momento en que surgén
ﬂpxoblcmns TCfe)Cnlcs a dndllbls numérico,estos son atacados con 105 metodos
tIddlLlonleb conocidos., Todos ellos se refieren a prouesos detennlnlbtlcos pef
‘ro 11Lgd un momonto en que &l problema es tan compllcddo que estos mctodos se
*'vuclvcn 1n¢11CLentes e inclusive 1mpoLentes para dar la solucidn.
Como . una aitexhativa,en los afios 40 en los Estados Unidos de,Norteamérica

sé.empezé a desarrollar um nuevo método qﬁc'recibiéyel hombre dé Mpntecarlb;'
' duizés haciendo alusién a los [amosos casinos que séllocaiiZanien,EurOpa.
"Perb esia idea no era‘nuevarni muého'mehbsfelzprimer caso qué reg;stra la
~ historia de las Mitemdticas en que‘Se,uLiliéan m8todos estocééticds para hacer
calnulos matemdticos es en el afio 177/ en que Buffon descubrlo un camlno etpe-.
'rlmontdl paxa caluular el niimero rcal que establece ld proporc1on entre 1d lon
‘gltud del dlamctro de una cxrcunfercncxa Y su perlmctro Fﬁe numero es, conocxdo 

cominmente como DI\S 1u150 ).

- Los inicos 1nst“umentos que usa son una dguja de longltud D[2] y.una super-,; 

flClC plntada con 11ncas paralelas a una d15tanc1a DLl entre ellas.

La. agu;a es 1anzada N veces en la superf1c1e,y bon contadas las oca51ones

y.:Hen qua la aguja 1ntersocta a. algund de. las rectab Si. 1lamamos AL A al angulo

"_?que tonna 1a aguja con la leCCClOH positiva del 51stema de llneas.paralelas;
abromos que &ste se encuentra 1cstr1ng1do a 149 qlgulentes cond1c1ones~
ALFAxOO 5

ALFAEO 0‘5

Por otro lado ySi llamamos a la p051c10n del centro de la: aguja con el 1den-*":ff'

“‘-;tlflcador 4 debcrd satlsfacer las 51gu1entes cond1c1ones.




oo

oot

Figura 1.

Sl queremos establecer 1as cond1c1ones bajo las c:uales 1a aguJa no- 1ntefsec.
. ",’ca a nmg,una recta estas serdn snnultaneamente ' : ’ '
: O<A 0, 54DL21%204LF4 & (1)
D[13>A+0 5yD[2]x2oALFA (2) :
Sabemos que A al ser aleatorlo esta dlstmbuldo umformemente entre 0 y
?D[1] y ALFA tamblen lo estﬁ entre © 0 y 00 5 '
Una ultlma condicién. que estableceremos es

D[i]ZD[2]

La probabllldad P de que las cond1c1ones (1) y (2) se satlsfagan smulta-’

: neamente puede ser comprendlda f£c1lmente con el 51gu1ente dlagrama

',D[iJV

0.5x0l2]

. 6,5x0[21”




‘Lu‘rogiﬁnvf.es aquclld,en la cﬁal fio se'intérseétéia hinguna lfﬁea.
¢l éréa'dcl‘fécfﬁngulo 6§'ob[13 y 61 drea ¢ es la diferencia de dos‘intégra- ; ‘ 
less
| IQ o ,(Pl 7.0 SYD[°]XQOALFA)DAL‘1 f 0.5 ( 0. SXD[°JX20ALFA)DALFA
"10 cual nos da la 1ntegra] a calcular
o 7 ,(JLl]*J[?szoALFA)DALEA
cuyo rcsultado es
 ee(onaly-2x0L2)
La probabllldad serd: cntoncos 1a supcrf1c1e de 1a xeglon d1v1d1da entre el. par
}.area del rectdngulo,o sea ' - '
Pe1=(2xD[ 21 )+0D[1]
la probabilidad‘de que 1a'agujé’si}intérsé;ﬁe;uﬁa'déiias;liﬁeas’éeré
: e T . L e

‘o sea

:o;zxp[zj:opt1]"

~de donde el valor de PI serd aprox1madamente P

DI«(2xNxD£23) KxD[1]

donde X es.el numero de ocasxones que la aguJa 1ntersecta a alguna recta
La func1on deilnldq en APL que hace expcrlmentalmenue la 51mu1ac16n de arro-‘ o
'T,Jar 1a aguJa y contdr el niimero dc eXJtOS es:

"'VA*N AGUJA D345 B

T11 0 ASDLUIKC L 21N )EN

[21° 'B+D[2]xo 5%2070. 5+ 1+7Np1+N) N

"téJ z+(2xw)%(%/D)k+/(B;A)vD[1]sA+B 'fu~f

fv _

¥ es un escalar y es el numero de veceb que se lanzara 1a aguaa

i o Des un- vector de dos dlmen51ones Su prlmera coordenada(D[l]) es’ la d1stan~ i




ﬁ'*yis uu8275862

f,j4z4;‘f

'<.1(1 entre las rectas y su segunda coordenada(l)l’_zj) es la 1ongltud de la agu_)a
A y B son variables locales ambos son vectores de dunenslon .
En el paso [1] al vector se le angnan ¥ coordenadas cada una de ellas alea-. -
-toria, dlStI‘lbUlda umformemente en el 1nterva10 0:A<D[1] ‘
En el paso [2] '41 vector B se 1é- ablg,nan N coordenad”ts que son el zesultado'
~-de-calcular el coscno.de N numgros_aleatprlos distribuidos um‘fonnemente en el
e iﬁter&a’lo {o70. S)%ﬁsoo 5y mLxltiplicar esto por'D[23*<o 5. »
* En el paso [3] se calcula cuantas veces se mt.ersectaron las rectas con’ la‘
' agu;a Basta quc se. cumplan cualesqulera de las 31gu1entes dos condlcmneq
D[lLA +B ' » '
Y
Se ‘unen estas dos condlcmnes medlante la dlsyuncmn creando un -vector logl- :
co el cual se reduce con 1a suma, lo que nos da el numero de mterseccmnes E:,o"
: se multlpllca por 1d reducc:mn del vector D y se toma su 1nverso mllltlpllcdtl"' .
'vo ,1o que es equlvalente a tener p[21: K><D[1] |
» Ahora sélamente se multlpll(:d por ‘2xN pdra obtener el valor aprox1mado de
“He aqui élgunos v'e‘nsayos:
100 AGUIA 1 1 |
\‘7§.508771§3
1000 AGUJA 2 1
’,3 134796?38

1000AGUJA 2 1

1ooo AGUJA 32
o 384094755
1000 AGUJA 3 ?

ffs,o792991753; o




2000 AGOIA
" 4.208985158
3000 AGUJA
3.0933733&4j
3600 AGUTA
- 3.270645853
3000 AGUJA
a 075923077 :
a 3000 AGUIA 3 2
-341#52647985 |

3000 AGUJA

T

£128258603
3000 AGUJA

' 3.10880829

3000 ACOJA 21
1113.092783305
13000 4G WA 21
 H,3l089598352 _
3000 AGUJA 2 11 g

.0150753/7

@w .-

3000 A(;hﬁd zii,ﬂ : f
 3.232758521 -
i : BOOOAGUJA 2.1
3,049173554 :
‘:7 3000 AGUIA 2 1f»
g 3omusw48 _'
| 3000 ACUJA 2 1;*‘f1"':v

'2,3 080082136



3000 1AGUJA 21
3. 171247357
Oomo se notard,los valores obtemdos todos osc11an alrededor del valor
 3 1416. ) ;
' Los problemas tratados con los métodos Montecarlo son de dos’ tipos:Loé 1lama
dos probabilisticos y los 1lamados dé’temihisticoé,de_zpendiendo $1 estan felatig
" nados directamente o no éon’el comportamientb de procesbs aleatorios. ~,
En el caso probablllstlco 5€ trata prmcxpalmente de anallzar nimeros aleato
rios escogldos de tal manera que. smulen los procesos aleatorms reales del pro
’ blema original y nos infieran la: solucmn aproximada. _ ' _ ’
' A_fparj:ir de la segunda gugn‘a mmdial los métodos Montecarlo han tenido gran. '
"devsz;rr'oll'o y se han aplicado mucho a ‘prbblemas fi:sicosi‘ tales como-cbinporﬁamiéxx?
to ‘de‘vpaniculas',difusién de rayos,etc.El objetivo de esta tesis-»ﬂc e“s.rtrat’a"r
es’t‘:e‘ftipo de prdblexﬁa_s,aunque el lector deﬁe de'esta’f'ent‘érédo de’_'éstas aplicé-’
1ones.v ’ v ’ | o ‘
La manera Como se determman los usultados en general es a traves de la ob-
‘servac:lén del proceso aleatorio y el calculo de.sus. cazacterlstlcas estadlsn— .

cas que son bastante cercanos a los parametros requerldos

Por e]emplo el resultado buscado ¥ puede ser la esperanza matematlca de c1er S

ta varlable aleatoria v. X se podrla calculay dproumadamenu f,enerando N valo-
. res de Vv en forma mdependlente (entonces V seria. un vector de’ dmen516n ) Lue-l '
' ‘go se calcularia el promedlo ' s

» Z+~N+ /V | . : :

‘De acuerdo a la 1ey de los grandes numeros 3% e§ apmxnnadamente 1gua1 a 1a |
- esperanza de V 1a cual es X. Mlentras més grande sea N mejor aproxnnacwn se ob-{k " o
tendra. ' ’

- Llos métodos Montecarlo tlenen sus ventaJ as y sus desventagas.




‘ 'ﬁui."vﬁs .ima:c’ie. las mz’tsb grﬁndéé'\)entajas dé eStos métddos esf su -Eacilidad.de
' e .nejo Lmn en espacum multxdmensmnalcs donde otro tipo de metodos mlmérlcos
“'.sc vuolven mty LOnlpllLadOS. ' o

" Como ‘en Llel({ll]Cl problema refelente a mc.todoq numerlcos tamblen el LerroT es-:"
de z,ran unport"mcm en los metodos Montccarlo La manera mfis fdcil, desde el pun~‘
‘to de vista ])TObablllst‘LCO para. reduc1r el error,es aumentar- el numero de’ e\ren—

Isto tiene una g,ran dcsvcntaJa y es que el nfmero debe aumcntarse en- una

proporcum geometrlca pard ob'cener una- emctltud Tayor. »

Otra manera mds efectlva de hacerlo es Lamblar ol problema original por otro -
,equ1valente de tal manera que cl error es 1cdu(_1do sen51b1emente Ha)r muchos mé-
‘  todos para hacer esto y son conoc1dos como metodos de reduccmn de varlanza. -

A Los métodos Montecarlo. empezaron a usarse en 1nvest1gac16n en los traba;os
: ,rclacmnados con 1'1 bomd atom1ca durante 1a Segunda guerra mundials La ap11<_a~
3 ¢ién era una slmulacmn dlrecta de. los problemas probablllstlcos referentes a
'1a difusién clléatona de neutrones éen materlales de £1516n.> ‘ ‘

Con el 1m_remento de ‘1a. veloc1dad en 1as computadora& los metodos de reduc-
o c1on de varmnm tlenden a ser menos mteresantes,poro no por eso se ellmma su-

'utllldad

En 105 ultlmos afios ‘16s metodos rbntecaﬂo se han hecho muy populares porque.- a

“en_muchos problemas son los mas eflmentes y en otros los unlcos dlSponlbleS.

: En,ios-mgumntes capltulos se tratam de dar una v1 1on de algunas apllca—'

- ciones de metgdos »Monte‘carlo a problemas _especifu:os.




o NUMEROS ALEATORIOS

1\1 plantcawc un problema a 1'e<;olvcr por mc,dlo “de Tos metodos Montecarlo 1lei_
L ga un momcnto en que se tiene que hu:heu Mano de un conjunto de numeros dleato-,' .
- rlos,que ncccsarmmente deben‘de c:umpllr con c1ertos requlsltos nurumos en cuan‘”‘
to a sus caracteristicas estadisticas,como por ejemplo,su unlformldad cn 1a dlS‘
‘ trlbucwn en cierto mtervalo (generalmente el [0,13).
- Muchas yecqs s'urge c1erjtg confusidn ‘en cuanto a lo que sig'niﬁi‘ca nimero aleg‘
,tbrid.Esﬁrictamenté hablando,un nfinero aleatorio és~el pi‘bdu’été :de un.proceso’
‘aleatono 1mpxedcn_1ble para generarlo. ‘
Este concepto estricto’ podrla traer. muchos problemas de orden practlco a la
) ihora de genarar numeros aleatorlos,pues serlan necesarlos practlcamente un’ nﬁme- o
k -TO. 1nf1n1to de ellos debldo a que para ‘cada utlllzacmn de ellos se. tendrla que
generar unos Tuevos. | ' S ' B

Generdlmcnte los numeros aleatorlos no son guxerados de esta manera Ex1sten

- ung serle de- métodos »que 51endo predec1bles nos generan sucesmnes de numeros

'11amados pseudo aleaLomos 105 cuales una vez anallzadab algunas de, Sub caracte o

: rlstlcas estadistlcas resulta que se comportan como numeros aleatorlos genera- -

-'"-dos por procesos completamente aleatonos e mpredec1bles.

Es necesamo deStdCdl la pequiefia trampa que se hace mtroduc1endo un: metodo S

. ,dcternunistzco para gcm.mr nimeros. que se comporten como si: fueran aleatonos. :
Se sacrlflca el 1dea115mo para podcr ganar e fectl\rldad

La mayoria de 1las computadoras al’ ser requerldas con numeros aleatOTlOS'».l-‘

e -guen una regla bien especiﬁca generando ina suc:e)mn de numeros pseudo aleato- e V

‘1*103 s

A contlnuacmn se expondran algunos metodos p[opuestos pard 1a generacwn de. o

'sucesmnes de numeros pseudn aleatorlos.

’ Antes de cntrar en matena permitaseme defnnr dos nuevas funcmnes pr:mltl—'-




vas dladlcas de APL I‘,‘;tas son: 1a funcwn l (decod1f1cac15n) yotr? (Codlflcd-

L vc1on) Veamos prinero la funcwn '

“ALBT ‘
Ay B son dos vectores de la misma dime‘nsién‘,o bien 4 puede se'r‘unvéscéjlar-_'y%

"B un vector(también hay 'enctenSioneS'—a otras estructuras que de momento no hdé

' .'mteresan) bl resultado numenco de esto es 1a conversién a 51stema decmal de

. “B expresado en base numerlca p051c1onal de los elemen‘cos de 4.la base Puede Serv 3
-~ : constante(un escalar) o- una nezcla de valores Algunos e Jemplos 11ustraran mas
'cldlamente Su USO: ‘ ' : : :

10 10 1045 4 2

101326 7
3267 }
2111101

Ser

. Veamos la funcién '1' "

ATB‘f

A debe- ser un vef‘tor y B un escalar el resultado es 1a representaclén de I

i en el 51stema numerlco que tlene como base los elementos del vector A todo estoi”:-
'en un Vector Ej emplos : '

10 107128

i73f2 . |
- ‘-io ;9;10}1357"
>,53‘5,7‘ o

‘ (5p2)T18

",1 001 o

Una vez defmldas estas funclones regresemos a nustros metodos para generar _' ;

,‘numeros pseudo aleatorlos El prlmar metodo (:ue propuesto por Von ,Neununn y Metro e




o 'pulx y oy Ll llanudo meulo de 1os medlos Luadradob‘ :

{1 momdo LOIlSl&:tL en tonm un numero cualquu,ra de cuatrc dlgltos,por ej em—
‘v.,v.‘,plo l;81/ . T ,
‘ /H*UBI?*Z ‘
‘ 5 ,
‘ ‘“3203k89

A*—L 0 01><A

’31 23403u

'*C;‘ A«(Qp1o)rA5“

2003 4

AR08
A
: “];?034"

Notese que 10 que se ha hecho Lmlcamente es elevar el numero orlglnal al cuaji :

drado Y al resultado St le han supnmxdo 0s. Prlmeros dos dlgltos )’ 105 ult].mosg;. '

- ‘dos dlgltos obtemendo un nuevo numero pseudo aleatorl' A este numero sc le ha—i

w fcc el mlsmo proceso '

;JAA*?

:.u1371se

A«—Lo o1x,4 ,“:

L Ae(p10)TA



Y EGIVE

e 51371

Abrev1ando éste proceso, 1a expresmn de API} para obtener un nuevo numero
ipseudo aleatorm seria '
A+1OL(4p10)TLO 01><A*2 : : : :
Creemo:. una funcisn pam hacer este proceso a la cual llamaremos ALEATORIQL ‘k
VN-ALEATORIOL M ' :
rad | A+‘2xN¢Q -

[2] . Bi+1014p10)TLO. O1if*2:

[31 w1y ALEATORIOL i
e . : v |
: N es el total de numeros pseudo aleatorlos que queremos nos genere la fun-

vc:.on pa es un entero ‘de u, dlgltOS que 51rve como partldd ‘

En el paso [1] se pregunta si: N es chstmto de cero En caso aLmnatlvo se paﬁ
sa d] renglén £2 ] de 1o contrarlo se va al renglﬁn Lo],que es equ1valente ‘a aa-‘
'11rse de la- func:Lén. : ' : | k
k hl paso [2] cmpleza con el s:unbolo '(}' que 51gn1f1ca que se va a sacar al »

: 'exterlor un. valor numerlco »€n éste caso,el nuevo valor de 1 Aqu1 se csta calcu-'i
:" lando el nuevo numero pseudo aleatomo y en e1 paso 3l la func16n recurre a 51 3
; ‘f.‘-mlsma con argumento 1zqu1erdo N 1(ahora hay que generar y-1 numems aleatomos)' i
: y argumento derecho 161 (que acaba de"ser modlflcada)

Laprecursz.vz.dad es un concepto unporta.ntlsuuo de. APL,que resulta mas elcgan- :

‘v‘.kte que las 1terac1ones trad1c1ona1es de otros lenguaJea Oomo un brcve ej empio
FI':‘qdeflmremos 1a funcxén que nos calcule el factonal dc un numero natural recur- B

'f"‘“;swamente. -



e i’por 10 tam:o es fécxl detmlr el factorlal

i7zo ”

©VZ<FACTORIAL N

L117 sgexii=o .
{21 . ZNXFACTORIAL N-1
0310 0

L1z

Sabemos que
('N)+ WX'N -1
‘_ FACTORIAL T
" FACTORTAL 0
“FAGTORIAL 6

Ahora hagamos algunos eJ emplos de 1a func16n ALEATORIOl.

50 AEEATORIOl 481 7







1007 i
»ﬁiub",'

196
.~f1u7§v _'

1726

9730
:f 53591:
 ; §5°4,.7;1‘v-

2700
2000

4100

8100

50 ALEATORIO1 ioii;jj.' o

221






d030

oo

3708

‘ 792
1306
6900
65100

© 2100

4100

100 et
| ';. sd\ALEm50RIbi‘Sﬁés]”“"'
ureo

.557éin
e 5%37
‘ 1é3éé
asm
o500

2500






e
2500,
2500,

S as00:

‘f” 2500

Notse como en el u1t1mo caso se replte 1nde£1n1damente el numero 2500 10

cual descarta a este metodo como algo etectlvo para el requerlmlento de unlfor-  it

~”m1dad en cuanto a ld dlerlbuc10n. '

Otra manera de obtener la suce516n anterlor es como 51gue.
A«u817*2_‘

o

23203489 .

- delo.otx

”rf,23203u B

‘  A+(2910)TA o

L Bens17e2.

B



o084

o
o
Be(2p10)7B

B

Bet08

2000

AeatB

La Euncmn en APL quedaria asi: :
v w ALEA’I'ORIO2 Mo

fl] +2>ch==0 i '

L2 ] Bvd*‘(lOJ.(?plO)TLO 01><z\1*2)+100>:101. 'pio_)ro“”_‘ ixid
- ts] (N ¥ ALE‘ATORIO?. 4 '
'v

Llamemos ala Euncmn. o

50 ALEATURIOZ Lk81’7



622
6308
7908

536l

Sy




o198

aay

e

1007

Coamo

g
1726

9790

el
9900 ¢

8100 ;i

9,38100{ | ‘ | .
Otro metodo que se. propone y que’ es rnuy usado es el 1lamado metodo de con-ﬂ

f‘gruenclas c0n51stc en que dado d,un vectox de tres coordenadas se utlllza 1a 51

: ',;vfgulente relaclﬁn de recurslén o , k . '

A[2]<—wl[ 3] I 1[ 1JXMC 21

La funcmn queda defmlda asit
'vN ALEAZURIOSAJ
 ft1]iE.+2xN:0 ‘
,3]téj;‘i£h1123ﬁ1|311#[1JxM[23

©fel . (W-1) ALEATORIOS 4

SR

Hagamos algunas pmebas., -

: 50 ALEATORIOS 16807 16807, 112*3 o

fg282u75249

162 50073-;
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71444108930
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. 1d10275u9
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El usar xmzltlpllc:acmn en el metodo congruencial es. un pocc tardado Lll cuan-
to a tlempo de pr0ceSO Un metodo congruencxal con sumas cn vcz du multlpllCHLlc
;f>nes es’ més rapldo.;‘ : - , : v » : i
‘Se. puede hacer esto medlante la suces;.on de’ Flbondcm,querqueda mc:Jox 1lus;
v;‘trada medlante la 51gulente func10n - g : '
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Aotebe como los numeros bon todo el t1empo crec1entes y eso es debldo a que

‘ se escog10
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Aqul ya dparece mejor 1a 51tuac16n. ‘
El 51stema APL mtemamente el metodo de congruenclas con nmltlpllcacmnes
‘para la funcmn prmltlva *21.En este €aso ' , o
1»1[13*‘16807 ‘
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81 deseamos snnular 1a funcmn selcccn’in al azar 10 podemOa hacer medlante
~la ‘.51gu1ente funcién; ‘
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'La principal exigencia en cuanto a estos métodos es que nos proporcioneén ni-

“meros pseudo-aleatorios que se acerquen lo mds posible a una distribucidn wni-

forme en cierto intervalo.La prueba que mis comfinmente se hace con estos nlime-

~1os es la 1lamada 'y cuadrada' para evaluar que tanto percentaje de error se

puede esperar si suponemos que estos nimeros estén distribuidos uniformemente.

Las funciones ALEATORIOL y ALEATORIO2 mo ias: considéramns porque ya vimos que.

son repetitivas en cierto momento.

Imremoq la pmcbq con lou. ultlmos cuatro metodos y-con la func15n monadlca

; 121 de la maquma.

Prlmero deflnnemos la funcmn que nos cntrega x cuadrada'

‘ peIIciE

1] Z++/((A—E)*2)%E~(+/A)epA.

v

4 es un vector tal que e4 es el ndmero de sub-intervalos«iguaies en que eé’té’

d1v1d1do el mtcrvalo on;amal,y en cada coordenada tiene como valor 10. cantl—

: dad de nimeros aleatorlos que cdycron en ese sub mtewalo Ees el V'llOI’ espera

do 0. sed (+//1)%pA.}:.1.valor proporcmnado por esta runc16n es xcuadrada» con’
1+pA grado:, de llbertad L1 valor de coflabllldad se busca en-las tablab de ! x
cuadrada con’ 21+pA grados de 11bertad

Para generar. el vector A se defnueron dlstlntas funcmnes d(.pc.ndlendo del

‘metodo Lstab se tuv1eron que hacel 1‘cerat1vas dcbldo a escasez de memorla en 1a< ‘
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" En todas 1as funciones el :ﬁltinxo elemento del vécfor o es el nfnnerode sub-
fi,nte‘rv;los’ que se van a considerar.lle aqui algunas pru'é_bés (e es el hi\}el‘ de
- confiabilidad): B | e
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100 96 125 111 93 91 95 81 89 116 98 101 101 109 122 104

100100
89 93 109f116,101 86 '96 112 108 99_109“95‘117 :91 105wi1o _'
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Observese en PR5 como al variar los nimeros iniciales aumenta de manera nota

'ble la COnfldbllldad

Por altimo hagamos una tabla de los valores obtenldos. :

Me,todo;_
~cong. Iyt -
v ;'dhg, ity ix!
cong. - 'r+_'
Cong’ Pot '
' ‘siimulacién‘ APL

-APL

func.mn » ' Tl S JIC VVNCj

10000 ER3 16807‘16307-("1+2*31) 100 '96’26 0.56

10000 PRY 56349, 16807 16807, ( 1+2*31) 100 83 46--0.87

10000 RS 0,1, (2*44) 100 ' 111. 25 0.19
,1oooo‘PR5 (2*20) (2%30), (2*uu) 1007,  66.88  0.99
10000 PR6 16807, 16807, ( 1+2*31),;Qo,1o§’ 02,9  0.65
10000 PR7 (C1e2xdt),a00 96,26 0.6 -

10000 PR7 100 100 L mes  0.85
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El metodo de congruencnas de sumas resulto tencr una ef1c1enc1a :orprendcnte
‘ mente alta escoglendo los: valores adecuados El método intrinseco de la maqu1na

L. se puede calificar de'apenas regular.con tendencia a no cumpllr-la hlpéte51s,-
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INTEGRACION MULTIPLE.

El‘capitulb_derintevraéién es de interés primcrdial para tddo aqﬁél 4ue tie*
ne' dlgund relaci6n con prableﬂms referentes a métodos numéricos.

‘En-el caso de integrales definidas en el plano conocemos una 1nf1n1dad de mé
todos,como por ejemplo el de Simpson,el del trapezoide,etc.Estos pueden resul-
tar muy efectivos y relativamente sencillos cuando se trata dé el plano y algu-
nas veces en el espacio de tres dimensiones.Sin embargo,cuando se .pasa a dimen-
siones mayores,&stos se cumpliéan de tal manera gue resulta punto menos que im-
posiblermanejarlos.entonces es cuando entra en accién con toda su valié el,méﬁg
do Montecarlo que comparativamente no sufre mayores cbmplicaciones Por el incfg
mento de la dimensidn del espacio en el cual se'va a integrar,Otro aspetto im-
portante es que el tiémpo de miquina y la memoria_requetida aumentan en propbr—
cién aritmética,a diferencia de otros méfqddévque,éumentan en pfopbrcién geomé-
trica.ESto hace posible qﬁe cualquier computadora de tamaﬁo mediano estd en’ po-
sibilidad de manejarlo mds o menos eficientemente. ‘

Entrando-mis en materia,podemos‘distinguir‘principqlmente dos,nétodos’bbnte;,'
carle de integracidn,que son 1lamddos comﬁnmente el método geométriCO‘y el méto

‘db‘crudo.

Para claridad en el problema,empezaremos a tratarlo.para integrales de fun-
ﬁiones de R en R para luego extenderlo a funciones de R*N en R. Empezemos ?or el
métodé geométrico:

o Supongamos Que existe cierta funcién F que va de'un intervalo'en'los réales
.con codomlnlo en’'R continua,y deseamos calcular su 1ntegral en el 1ntervalo a
V[l]’XsV[Q] ; :
“Sabemos también»que o<F X en tddofci-intefvalo de ihtégfécién.Sea C una cota-
.‘superlor de FXen el 1ntervalo de 1ntcgrac1on con 1o cual formamos el rectangu

“to que tlene como vértices 1os puntos
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w0
v21,0
M2l,c
e : ‘
del tué.l sabemos'que' su drea es
cxyL21- Vti] S o
Una vez considerado esto,generemos N parejas ‘de numeros aleatorlos s tal que
0Ge N, 2 ' i
Y. con lé.sv condiciones
V{1380 3135V 2]
0<8L 321sC
- Ahora verifiquemos cuéntos elemeﬁtbs He st ;Zj (;im;ilgn _1»va' cbndiﬁﬁh
S[321<F ST:1] o ' |
‘6 seé,en total son | -
" WPer/S0;21<F 80;1)
puntos que cumplen la condicién, con lo cual el area aproxmada baJo 1a curva
quedara expresada de l1a 51gulente manera:
(PN )xCxV[2J Vi1l
Pasemos ‘ahora al caso del metodo crudo. Otm vez suponemos que F-es una fun— |
c16n de un mtervalo contenido en R y codommlo en R, continua’ y. se desea calcu— :
lar 1a mtegral en el intervalo V[i] A<V[2] la c:ond1c16n de que F sea mayor o
.igual que cero aqui no es necesaria; tampoco es necesario saber 1a cota superlor v
'de la- func16n. , ‘ . '
Generemos N numeros aleatorlos S tales qué
pSe a1 ' '

Vialsssit2]

".;Ahora tomemos
MES
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(sc‘Lalcult 14 lunclon en. uada clemento del vecror Lolumma S) dandonos como o

rcxultddo un vectur xenbl{n T tal qUL

‘ Qn'éstimudor de la integral seria en este caso
sy /e 2=V
o sea,la media aritmética de el producto de la funcidn évaluada’eﬁ 10$:punﬁ
tos,aléatorios por lﬁ longitud del intervald. |
Antes de pasar al. caso genefal an el espacio de N»dimensiones,definifemos‘al
gunos conceptos nuevos de AFL,que nos servlrénvpara definif‘las funciones de in
vtegrapién.‘ :
£l prOducto'extefno en APL tiene la siguiente sintaxis:
Ceo . B |
donde A'y B son escalares. o vectores y £ £ es cualquler func1on prlmltxva esca‘-"
lar- dladlca El rcsultado C es una matriz de dlmenslones (pA) pB tal quc
“CLI,JTeALT] £ BLT] |
De hccho,se generan tablas de las distintés‘fuhciénes primitiVas esCaiéreé
' diﬁdicas. | e '
Ejemplos:

©A%16

_Bt2+{4
A

3456

=y
569

folB

22

22




B T4

6566666

& .<B

001 1
0001 ,
. Ahora veamos el concepto de producLo 1nterno Luya SLntdx19 generd] es:
o Ang ‘ ‘ » k
donde £y g deben de ser tunc1ones cscalales prlmltlvaq dlﬁdlLdS Fl prodt
?1nterno.func1ona para las,estructuras numerlcas,que cumplan:alguna Qerlas sl
S gulentes “condiciones: o R ‘ :
1 ~A escalar y B cualquler estructura.,
2.4 cualqu1er estructura y B escalar.
3. -A cualquler estructura y B cualqu1er estructura tal que la ultxma dlm(
1l151on de A c01nc1da ‘con la prlmera dlmenSLOn de b L

‘E1 reSul ado de’esta 1unc10n es en el caso-.de CdeldreS o dos vegtores :

f/ﬁg B
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SnHielicase-en que 4 sea una matriz'y B oun vector o-un escalar,es el véctor ¢
tal que

CCLIIeE/ACTS) g B

L8014 es un vector o un escalar'y B:Lma matriz,serd el vector C,tal que-
CLIIE/A g B3] | |
. Fnel caso en éuc .amba_s sean matriceé ,darﬁ camo resultado la >ma'r;riz ¢ tal
'qué 8 v
ClT;Jd]«+E74013] g B{;J]
Fn: otras palébras,el resultado se obtiene tomando los vectores de la Gltima

dimensidn de 4 y de la primcra‘fde B,apliycando'entre éllos la funcidn g y luego

reduciéndolos mediante la funcién £ .
Ljemplos '
4«2 3p16
B+3 .20 1416

A

'25 5 o

k :, :‘ “"‘;-,4+.-x‘B g : |
' 16 22 |
 3u-ug ,k

aLTe

11




(AVJ>B)A.VAA,?B“'

00

1

- Pasemos ahora a ver las fmelones de rotacmn que son ¢ty ’e";veamos ‘105 ,
: distintos casos ' . |
- 9B invierte el orden a través de la Gltima dimensi6n de B.
‘6B invierte el orden a través de 1avprin1e‘ia difnensién' de B. -
$[CIB invierte el orden a través de la ¢c-ésima(de adelante para. atras) di '
" mensidn de 5. » | ‘
“e[(3B invierte el orden de la ¢-8sima(contando de atrds para adelante)di-
mensidn de B. '
| AdB rota de acuerdo con A,a través de la dltima cooy‘rdenada‘ de 5.
AeB ‘rota de acuerdo con 4,a través de la primera-diniéhsién de B.
Ad)[C]B rota de acuérdo con 4,a través de laic-késjih’a(de adelante'pafa .
atras) dimensién de B. ' ' ‘ ,
Aol C1B rota de acuerdo con'4,a traves de ia ¢-8sima(de atrds 'para‘adel'a'nj
fe)_ dimensidn de 3. k | :
¢ _deb,é ser un entero tal que pertenezcai all vector
(1ppB | ‘ v
A debe de ser un escalar entero o un vector entero,en cuyo: caso debc comc1-'
dir pd con 1a dinensién de los planos a través de los cuales la rotac.lon de |
‘es. reahzada
S1 Aes p051t1vo la rotaci6n se hace 4 lugares de 1zqu1erda a dcrecha,y en
caso CO]'ltI'élI‘lO serdn -4 1ugares de 1zqu1erda a derecha, En cspacms mayores, pObl‘ )
kt;wo serm de abaJo para arrlba y negativo dc, arrlba para 'lha_]()

En caso de que A sea un Vector,la rotacién se hace ‘a traves de Ia coordendda e

, dada Ej emplos
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'q¢A N

561234
*1¢A
61234s
168
b51
2-3_4
123
i
3 1“2
1 4'5
423
~2.1 208
W54
‘2'3 3
1:2 1

Ahora si estamos 115toa para pasar al caso general de 1ntegrac1on comenzemos, :

‘ nuevamente cori el metodo geométrlco Sea F-una func,lon contmua que va'de un m-.i
tervalo ‘en R*I.con codominio en R,y que sea mayor 0 igual que cero en todos sus
' puntos Sea Vel mtervalo en el cual se va a: mtegrar.
- I«0.5x%p¥ :

Las coordenadas mpares de v tienen 105 puntos 1n1c1a1es de los mtervalos Yo .

“las pares los. fmales lv es e1 nmnero de. puntos aleatonos que se van a con51de- ’
- "rar. . . . : :

| Generamos N I- adas de vectores aleatonos que ‘las ponemos en la matrlz S Las -

L condlcmnes son:

;_ps+ W,




“ =724 :

i VE'1+°><1TJ<"S[‘]fvtéxli‘]' ‘ B
Calculamos la funcmn F en Cdd’l rcnglon de 1a matnz S, 10 cual nos da un vec ».
tor de dlmensmn N llamadc L.
LfF 8
: nl+ -
sabemOS que
[/ |
‘es una cota superlor(la mmlma) de 105 valores consmerados en esta tunc1on
“Ahora gcneramos un vector 7 de W dlmensnones tale., que .
' osTsr/L ' -
El drea del hipercubo donde ~e‘st5n‘ eﬁéerfadas las ,:(I +1)-_adés "de‘rxﬁznéroé alea-
torios -es ‘ | | | | |
. (S/L)XX’/V[2‘><1I3~V['1+2X1I]
Ahora vemos cuantos pu‘nto's‘ cumplen ‘conv‘ la g:oncliciéﬁ'
7L, ' |
‘mcdmnte la expresién
‘ +/TSL
con’ lo cual el drea aproxxm?da baJo 1a curva serd’
((+/Ts[,) N)X(f/LJXX/VtzxxIJ VL 1+2sz]
-Deflnamos, ].d 51gu1ente funcién:-
Z+V INTEGRAL A’,~ HU /1 B8 ‘ ) :
. .‘[1].: S Be(” 1x 1+1I)6(I I)p(x*-V[QX&I] ~vr 1+2x1I]) (Ix(I+0 SXpV) 1)p0 S
th]- ' L«—F(‘(NV,I)pV[. 1+2>q4])ﬂ( 1+?(N,I)p4+1)7A+10*9)+.x5 ‘
e "z«-(<r/L)xx/J)x(%/Lz(f/b)x(“ﬁ?ﬁ@ﬁ)m)ﬂv
o §7  . | . S
Ln el pa.so [1] se estén defmlendo

que es el espac1o en el cual se hace 13. 1ntegrac1on. Lo
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J,que es el vector que confiene en cada coordenada la longitud de los I | vibnte.g_ o
~ valos de’integrac‘:ién. |
B,que es una matriz tal que
oBe 51,1
la diagonal principal de la matriz contiene loé -elementos- del vector J ,y’ las
demfis -componentes son Ccero.
En el paso [2] se genera la matriz de dimensiones (N,f } de nimeros .aleato-
rios distribuidos en el intervalo [0,1] mediante la f6rmula
(T1+2(N, 1)pA+1)#4+10%8
4 tiene valor de 10#39 'por considerdrsele adecuado en cuanto a ia variabili-
dad y no repeticién de niimeros aleatorids.Esto se mul;cipli‘ca internamente por
1a matriz B 1o cual da como resultado una matriz de 'dimeris'iones‘ (N,I) que ,s‘uma-_‘
da a la matriz
(n, I)DV[ T142417] _
da una matriz que tiene como caracteristlca el tener nimeros’ aleatouos “dis-
: tr1bu1dos unlformemente en los mtewalos de mtegrduén.

Se calcula ahora la funcmn a tra\res de 1os renglones de esa matriz,y el va- -

, lor obtemdo(un vector de ¥ coordenadas) se le asugna a L.

En el paso [3] se genera un vector de N coordenadas dlbtl‘lbuldds al azar en o
el intervalo comprendido entre 0y [/L.Se verlfx,ca. cuantos puntos de los generg_-
dos cumplen con la condicién ' | | )
| L2l /Ly (T1+70pA+1)2A 7

Se saca la proporcwn de puntos que cumplen la condxc1on(d1v1dlendo 1a Cdntl
~dad anterlor entre ¥) y.el drea aproxlmada baJo la curva serd el resultado de
_ nml_tlpllc‘ar la proporcmn_obtenlda por el area_ del }upercubo que ‘es

C/Lyx/d | '

. Notese que la funcién F recibe como argumento una matriz de dimensiones.
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(;‘.f,'I‘) y entrega como resultado la evaluacién de la funcién en cada renglén de
1o matriz original,todo esto cnun ‘vector' de dimension ¥, ' o

l Pasando al método crudo,nuevamente tenemos una funcién cbnti’nuzi F que va de
un intervalo en R*I en R.V es el mismo vector que en el caso.anterior.la ﬁﬁ—
cifn va a evaluar cn céda iteracidn ¥ 1] puntoshasta que el error relativo sea
" menor que NE21(N(2] és un pardmetro que se-le da a la funcidn).

Generamos NL1].I-adas de niimeros éleatorios en la 'matriz‘s,cum;)liendo ésta
‘1as mismas condiciones que en la fﬁncién INTEGRAL.Evaluamos la funcién F en S;

el vector que nos da com resultado lo-multiplicamos por el hipervolumen dei"ir_x_ '

. tervalo

% /VI2x U1V T 23T
y tomamos la media amtmetlca de los valores.A” este valor 1o 1lamamos VA Ha-
L cemos el mismo proceso, con AL17 puntos mis ,0 sea que sacamos 1a medla amtmetl-
ca de 2xfL1] puntos y a este valor lo llamamos v, Deseamos hacer este proceso .-
hasta que |
N[’)]>1 ~VN=VA (error relatlvo) ' ‘ ,
Sl se cumple la condlcmn enmnces VN serd apronmadamente el valor de la in
. tggral.
- La ‘fu_ncién APL queda asi:
‘ VI<V MONTE N;A;B;I;C;D;L;E’;G
: v[i] 'L+§/3+V[ éX1ijAfI{"1+2x 1140, 5xpV].
[2]  A«C(Ded[1]1),1)0d - _ ‘ : :
(8]  Cet/IxP A+(('1+?B+(1V[1],I)pa+1)+1o*‘9)-‘Lfo—(‘ix"uII)Q(I,I)pB,‘(:xI-g‘)po‘ E
L8] u+NL215]1-((CeCt+/LxF A+(('_1+?B)%G)+.x'E)%D?DJrA’[lij%[}G%D
051z v -
. ;

¥ s un vector de dos’ coordenadas :N[1] ,el nimero de puntod que se ‘toman en
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‘ cada 1Leracmn y N[z] el error relatlvo pemltldo :
‘ En el paso [1],4 es el conjunto de leores iniciales de los mtewalob b es 3
el conjunto ds longitudes de los intervalos y [ es el drea del hlpercubo‘
En ei paso [21,4 se convierte ahora en una matriz de dimensidn (¥{1]1,I) que tig
ne en cada rengldn al vector A anterior.D va a‘sezj el contador de puntos que’ ya
- se calcularon y tiene como valor inicial m{i].

En el paso [3] se calcula la funcién de dimensién (#(11,1) con valores dis-
tribuidos aleatoriamente en los intervalos (andlogo-a la funcidn INTEGRAL).Es-
tos se multiplican por la 10ngitud del intervalo y luego se suman entre sf.

En el paso [4] se calcula el valor anterior de la iteracidn (C:p) 'y se saca
al exterior.luego se calcula el nuevo valor.Se computa el error relativo entré "
ambos y s1i todavia es grande,se regresé nuevamente al péso [(u];de 1o contrarib

pasa al paso  [ 51 ;;ue nos entrega gzl valor émroximado de la integral.’
- Ahora hagamos algunos ejemplos de funcioxies pér‘ai iﬁtegrar.Definirhos :
§Z+F X | ‘
AT 2 (/X /XR 20K
v Sl
’ Esta funcidn pudo haber sido -definida de’ una manexa mAs 1arga,quxza mas ex— "
' vp11c1ta,pero 1Henos elegantc de l1a 51guxente manera: :
VF K ,
[41  B4R031TXT 32000 530 (L5 INKE 52D+ 5 210 531041321 33)
v . ‘
'o 10101 INTEGRAL 1000
2 267905493
0.1 0.1 01 INfEGRAL 1000
g 2 083415779

0:2010 1 INTEGRAL 1000

. 2.907586723




20232095211

010

2.286803334

010

 2.210360252 -
é.ézoiszgsg_
0103
"5‘293735594,

2.259509416

2.258309999
‘o010

2.256107614

©2.269010145
2.269507835
ot
2244527606
:';‘2;24;ﬁ1o77é}
‘ 3 é;é428594§7
'.2;5;1540é11‘
"Tﬁfg,zégapééei'
2}256é95§45IQ
2250048385
2. 2u6259525

" 2.20924998Y

"0 1 INTEGRAL 1000

0 1 MONTE 1000 001

"0 1 MONTE 1000 .001 "

01 MONTE

2248852435

0.1 INTEGRAL 1000 -

e

0 1 MONTE 1000 .001

0" 1 MONTE 1000 .001 = o

1000 c001"
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s otra funcién.

v

T4 2e(SXT 310%3)xexC 527440 510

v
Sant
4.48778916

R S

3 INTEGRAL 1000

'3 INTEGRAL 1000

45489130546

141
- 4.814398316

w1

b, 646934229

1w
4.095389188

RIS

14,698217558
- 4.680222121
4535958861

4643584301

L 4.648114333

141

4L BB02USY

4508472146

- 4, 453563061

‘y.470783682
4516753195

. u.526206739

'3 INTEGRAL 1000

'3 INTEGRAL 1000

3 INTEGRAL 1000

'3 MONTE 1000 .001 .~ -

3 MONZE 1000 .001 .




4.549797693

4541700296

4, 500725856

4. 486629422

4. 450671627

1% 1

3.839674306

4150458803

4.202434799

4, 458368715

4:501272956

4. 470541857

4 444326945

4, 585626542

- 4.57289525

4.535504164

. 4.555146971

4593049935

4.567328043

i 4.59965021 -

" 5,620999274

; 4.6i5419254”*

| 1.586959621
'u;éius§s2sg,;i
:‘ﬁ;soiéaaodu”;,'

.‘ ,4;§961§5213>

© mosge1sissz

3 MONTE 1000 001

, “ s




) 1 i 1 3 MONTE 1000 001
oy, 94151uu33

4.756632832

't 19.763368845, |
. 4.739433853
Cwr2s17682
' u.s?azqgéis
'hiu.séuloaé§7'lll SIS g

14 1 3 AONTE 1000 .001

“#,340731663
4.793470912
 §‘569352118"
©4.515193319
"4.583677553
468146925

Ahora F serd

vy P e
o sze(xt;13*2)x((xt;1j*2>§Xc;éj*2)£d;s'f5y '*
, . , AR

8513 fNTEGRAL‘iooo‘ |

',0.09223618539 |
a 51 3 INTBGRAL 1000"‘1

o 09811868767 _

' - 38 1 3 INTEGRAL 1ooo;_ o

‘fo 086986613“9

3 5 13 INTEGRAL 1000'

'y° 08880498753




ERTE

©3.51 3 INTEGRAL 1000

0. U2536656836 -

351 3 <ONFTE 1000 .001
L 0.08970812473

0.0877123973

0.09399080118

0.09331215767

0.09329856348 S
L 3513 MONTE'iopdfgooi;ﬁ_¢ 
10.09672950#64' e |
0.65352229061
';:o.09550995011 - R
, 3 513 JONTE 1035:;601 1~ ”'?,¥fJ§
009477315493 e
0.092501148%1
10;092912u624

- 0.09232299036

©0.09230713039

351 3,40&7) 1ooof.obi‘},: s
. 0.08966036316- B
'76)09091505355

©10.09265431157

0.03256590303
35 1.3 JONTE 1000 1001+ ot i

0. 09314482225

0.03373217481

0.00352239173




.0.0925562437 -

- 0.09255244359
VZF X

0] Bes(XsiIe2)RC (AT 3L IN2) AT 2420505

¥
1 2 2 3 INTEGRAL 1000
: o;dasdsuaszus ’

2 2 3 INTEGRAL 1000

0. 08218782926
132 3 INTEGRAL 1000
0. 08973210228
1223 INTEGRAL 1ooo_f
0.08508937231 :
22 3 INTEGRAL 1990H'
:o 03524044705

122 SzUONTE 1000 ;obif:_l;'

'0.085657q7u96
‘;Q;d555647294%
:;'0.95505391&42
“o.oaqééﬁdussq' -
R 2»2'3.30Niw=iooo ;boi :
,d{085u841785§:“‘ | .

0.0843984824+1

' o 08433485892.”‘
12 z 3:40NTE 1000{, 01
0. 0835875198

}0.0841320127 i



: dtOBHSOOQuéoﬁ

" 0.08438376668 -

12 275 HONZE 1000001
B  9.08507754501: -
" 0.08462958386
~ 0.08501320339
" 0.08u97238425 - | :
. 223 MONijiodo 01
o.oésuaozédsa Lo
0.08500148294
:‘O.oéueazsge7"'
: 0408u332&2458‘
0. oauaéa?uase
o, oaussusoosé ‘
! VZ+Fx. 4 |
011 z+(x[ 314405 2])x10k[ 1J x[ 31f _i;
e | |
.vW*l}Q,l;(QO.S),i,QQ'5 ‘ o
‘ 1:2viv1u57079s327 1 i;5757963§73‘;~5
: W INTEGRAL 1000 o
= o 2955615646
. w INTEGRAL 1ooo,
Y’vo 29u7666943
‘, W INTEGRAL 1600
f“‘,fo 3005075164 '
“"*~_ W [NZEuRAL 1000’

-fo 2968376243 ’;{V R




e

' W INTEGRAL 1000 -

 0;29u57Q1Q29

W HONTE 1000
0.2947875685
" 0.2966540327
‘,‘0,2955u7éu$

W MONTE 1000

o 2920649085
: 0.2939432739

0.2941641365

" W HONTE 1000 .

. 0.2944273484

f o;2éao7é9971 '

0:202868367 -
'y HowE 1000

'ffo-éészéésuaik

1;0 2922283514

 70 292u991194

W MUNTE 1000

o 2952222318

o 294U765692

"“fo 2942291525

la sxgu1ente

: de las cond1c1ones

eJemplos con el método crudo

' VZ+F X

T 2eCHAINKD581)¥20K0 511K 2]

.001°

Loor o

001

L001

.od; j

func16n tlene valores negatlvos con 10 cual no se: cumple una

establec:ldas por el metodo geomctnco Solamente se daran




""Vf(Qo,SJ,(oi)}(éiﬁ,(oz),o,z
'}i,siovgsazv 3. 141592654 3. 141592654 6.283185507v5v? o
o 4ONTE 1000 .001‘ '
>' }‘0;N733622774 |

T1.112157323

. 1,287678006

“1,470287613

T1.579566221

“1.425386528

©T1.377631335

“1.500640241

< T4, 847327536

~1.355497143

“‘1§372395941'
- 71.387516106
fi.34810711
T1.33072771
' 71.310185341
~1.274751043
© T1.253930723

f 71268772847

' fi§2812981l1‘

: ‘"1,2536¢6923

| "1.208992838 G
:" i.i93B9i6é";““‘

T1.22212895




;"{;2114$6é4é, o
:‘;1;2247338§5
“‘1;230229561 ‘
. T1.225665198
~1,189205052
~1.,208077702
k“i.134152131‘
' —1m167838805
‘1.133782759 
T1,15552611
, 51.146953u11
‘ '1{15897474
' T1.138208396
‘1.1é2381313
”1.12913075 ,'
~1.101534291
‘b';‘"i.O9§303859‘
171,086709426
| ;f1;675506296 :
~1.091159155
U f1.11121§956
| ‘;1.11368?7§3

"1.112743177

fW.MCNTE:ioob:;oo1.' i

_72.039952156
709215549858 .

e “’1.285904974”

oemse




-«‘8;6'-‘ g

f'i.1512u9§21‘i: |
 _"1;é1ou9499e'_
T1.136930957

~1.201725416

1.096435854

"1.121018659

71.029246498 .

~71.013393488

‘51.066589823
~1.092888539
"1;1775451
"1.101070u84
71.073192746.

"*1.098777024"
fi.ouésaséai
T1.068588184
71.078050508

‘ ‘1.@63526107
T1.075672u56

R ?1.073710152
"j f1.oéloélu13
" 1.0718265u2

E "1.13#@49251_1»'

©T1.143654856
7Lrﬁiw8$.«v

"1.192192143

T1.194028182




~T1.170378006

71217613284

T1,241418259°
T1.211773308
71.195505746

~1:183011059 .

"1.201578645

©71.197516924

~1.,219213659

T1.237478941

T1.267167428

71.258515532
. “1,27éocaassk
~1;276819593
© T1.26642074
1. 273074204

- T1.25943535

o T1,243523184

T1.240166631
~1.227129754
T1.205377204

712015132

T1.231153293

wowsosst

~1.253391062
~1.26498085 -

125561704 -

Fea




‘:';";;255304547
| ~1.25u08u141
“‘f1f242732886

“1,233986227
-L;1.2330§214u
| :[JfMWTE 1000001 -
=2.234418836 F :

' 72.07358987H

'1.862725659,

~1.569610288
',"1.57u38547

T4, 736654438

'1;806531141
©=1,753929362

—17636786583‘>

'T1.535869564

“1.4235u6373.
v.f“1.480391593
‘,v;i.uﬁauaouu7

f1;§52895533

"1l45777§92u'

~1.506535626
 ’_;;,5405065i7v;""

-1.560643892

'*1;u6ﬁ7563§g
. ;1;q217aao$é '{; ;'zfi ;>9..“

: 71;3H1s3ﬁ98;€:'

. T1.367733508 -




U T1.17667673

S Tnarmesweaz

4 ;:;1;50;911904_ 
b‘“’fl,diéguééij 3
125700181
’1.255345116
"1§2#2497ze#'
"1.204945936
T1.185727441 ‘>
"1.17203089
‘1;1é§s6943*’
“1.226867858 .
 T1.2009083
o "1.223410335
: fi.2152#2541
. f1;2373915°é,7‘
_,>’11é15600721
“i.2a795011

- 71.187968889 .

L e
t‘!,f:;fi.éSSSSssag S
>7Q'i,&8$$ioas e
s
{-;%1;17i1§p§29*¢‘»'
Trwssissst

‘ 5 rff1§§§éb1951é‘ '“

T1.1797672




© “rosmovres

©Ti.120720842
i
©70.9740786707
y ”1;019521445'

i';i;oiigsiogl
_0.9915955525
 '¢'fd;9$Qi9é§829fv
o “6.981179;757

71011153024

S T0:990742u825. -

vh[ ;13048605507
l’>_f14052i04i27,~
, 5?;1ﬁ0§9269é62'
~ “i.osseuois.
:'bl'.’(‘)é_35>3’(‘)81'7 ; 7
o "_1,05’2»60‘9‘1105 ,’
"'1Q§5ééggééu
ﬁ_‘T;;677§5408§1'
.flgdszéuﬁgsi; ‘
:”GFili62Oi§§25»
"r.0sessees
i ‘*13655617595 pi

. T1.056785969

o Th.0e4e13u95

© T1.108870609.
. T1.1002905M% ¢

1.077181842




S cnommesss
o Tniossomes
“ffi}§9393u955 ~‘
. Tnosssesses
;i ~1.10370283
;;1;é§99069§9 k_'>‘
"1.091566121 |
~1.0092u24u4
;71.126592857 I
71.109961408.
+1;i10205#1" :
- f\_ 5V HONTE 1006‘.001,_:;:
, ;f‘oy598i77éous, o
'  -‘fo;96764é975é'
© ~1.17002106
'l;vf‘1;19065qoglv‘
|  ‘v,“i§15béi§S7e;
i1. f'f fi;258858099
S 71020637847
& fi§2é69s7935 f
o "1162187643
o 1.1su092536
Bt i;b’?’,s‘i,léz 0
 Chasmseans
. f‘;1?é8iéié6¢#

o ThoassTsRT2s . o




’

T4, 290426861

T1.3p7028%u8 <

1.2758%5219

24718165
“1.234395181
vf1;2i97u1912
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740191874236
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Coino " se mcnclono antcllormentc tdnblen cx1$tcn metodo> de reducc10n de va—
i  rlanba La razon por la cual no fueron 1nc1u1dos aqu1 ‘es que no se. refleren en. .
:figenaral a procedlmuentos unlvcrsales Dependc dc ld funCLén el metodo a Segulr{‘
»La 1ntenc1on de ﬁsta t051s es referlrsc a metodos que aean mas &enexales en '

,cuanto asu dpllLdLLOﬂ.




gz
| ’coNc'LUsm\ms.
AL 11eg,ar a estc punto,las- conclusmnes las podemos d1v1d1r en dos tlpOS Las 2
| COﬂCluSJ.Oneb referentes a los metodos Montecarlo y las que conc1emen al- 1engua
je APL. '

Lo que podemos decir con respvecto‘ a las primeras es que no pretendimos en €s
“ta tesis hacer un ~an{11»isis fmimicioso y estricto de’ todos los métodos qué' tienen

' algo que ver con la generacién de ndmeros .aleatorios.la intencidn es que el lec
- tor-se de ‘cuent'a que muchas veces cuando' uno preténdé resolver un detemtin_ado‘

: }.-probiema referente a anfilisis numériéo,§x15te la opbién de recurrir a los méto-
‘dos Montecarlo.En general,este tipo de conceptos no estén suficient‘einenté difun
“dides y son raros los libros no espegializados en el teﬁxa que lo tratan(como
por ejemplo,los de andlisis mmérico).

La :iplicacién de los métodos Montecarlo estd abierta,y sobre todo existen po
sibilidades ilimitadas en procesos de simulacién,coimo por éjeniplo,movimi'ento de
particuiés epidemiologia, syistemas eco'légicos etc.-. o |
' En general muchos  fendmeiios naturales se comportan en forma aleatorm,y 4
- través de modelos estocdsticos se pueden simular aux111and05e en . los metodos
Montecarlo

l’aszmdo a-las conclusiones refercntes a APL,se hicieron alg,unzL comparacm- ‘
-~nes’ con otros lenguajes de uso camin en progmmacmn Recordemos la funcmn
' INTE(‘RAL definida en el capltulo anterior; héla dqul

, Vel INT::’G’RAL N3I3J 303458
[1) ‘B#(‘1x'1+l.r)e(r,f)pw«-vtzx111-vr1+leu> (I%(T+0. 5p1)-1)p0
‘C2] : L+F((N IVl 1:2qu)+(( 118N, I)pA+1) A< 1o*a)+ x5 )

31 z«-((r/L)xx/J)x(+/L><r/L)x( 14 2Wp A1) | :

R ;

~También habiamos definido la funcién F




e
ol ::%f(+/;x')++/,\'x1d>x
' Los programas equlvalentes tueron hedms en-los 1enguajes ALGOL BASIC POR- o
rRAN y PL/ I.A contmuacmn se 1listan:
| ' ALGOL
- BEGIN
FILE BFBS(KIND=RE‘MOI‘L), :
| REAL ARRAY JL0:21, vto 53,¢10:2], 100: 9991;
_‘PH‘EGE:R 1,K,N,NP, ALEA;
“REAL MAX, ARFA; , _
REAL PROCEDURE F(Vl,VZI,VB);‘
', VALUE V1,V2,V3;
. iiEm;vivzvz,kf'
V1+V2 w3+v1*va+v1*v3+v2*v3, '
kREAD(BFBS,/,FOR I =0 STEP 1 UNTIL 5 DO V[IJ N,ALEA),
- FOR 1:=0,1,2 DO
. JLT1=VE Z*Ii—lJ*V[ 2*T1;
FOR I:i=0 STEP 1 ijNPE N-1 DO
”‘FOR:\~01200' v :
“ CLK]: —vr 2*K]+0[K]*RANDOM (ALEA),
‘ L[I]’*‘E‘(C[O} C[l] CC2]),
- fxr MAX 18S LLIT THEN MAx--—-L[I]
. END’ .
' FOR T:=0 STEP lUNTIL N1 D0

) TF rm*umuom(AmA) LEQ L[I] THEN NP -Np+1. S

AREI\.—-I




=85+

: EOR I —o 1,2 DO
~AREA*JLIL:

. AREA-:AREAmx

WRITE(BI"BS, <F20. 10> ,I\IP/N*AREA)

| RASIC
100 DM 7 JV(6),L,(1000),C(3)
: 200 MA’.I‘ INGUT V'

300 mpur'n,m
400 FOR 1 TO 3
500 J(I)*V(Z*I)-—V(Z*I—l)

GOONEX‘I'I

B 700 DEF FNF (V1, V2 v3)—v1+vz+v3+v1*v9+v1*v3+v2*v3
‘ ““800 FOR =110 N
”goo FOR K=1 10 3 o
1000 C (K)=V (24K=1)43 (K) *RND(Al) |
1100 NEXT K |
1200 L {1)=FNF (C(1) ,c(z‘),q(s)l)
1300 IF M1 TF L(T) THEN 1500
1400 0 0 1600
1500 MI=L(T)
1éoo'mcr"i
71700 FOR I=1.TO'N. -
o 1800 ¥ m*mm(m) IE L(1) rmm 2ooo
| 1900 © ™ 2100
© 2000 WI=NI+L

2100 NEXT T

2200 Al=1




2300 FOR 1=1 70 3
2400 M=ALRI(T)
2500 NEXT T
~2606 AL=ALEML
2700 PRINT N1/N¥AL
2800 8D
| FO}'XI‘:RAN
FILE  1=BFBS,UNTI=RENOTE |
| D.T_MENSION RI(3),V(6),C(3), RL(lOOO)
READ(1,/) (V(D),T=1,6),,ALEA
DO 10 I=1,3
10 BRI (D)= @A)V (2¥T-1)

D020 I=1,N-

D0 30 k=1,
30 c(x)-v<z*x—1)+m K)*RANDCI\&(AT..EA)
RL(I)”'I‘(C(I) C2y,0m)

S 20 Ir (RMAX T, RL(I)) RMAX"RL(I) g

DQ 40 T=1,N

40 IF (RMAX*RANDOM(ALEA) .LE:,.RI{(I)) NP=NP+1
> ;- AREA=1. | 3
‘DO 50 I=1,3
50 AREA=AREA*RJ (T)
AREA=AREA*RIX -
WRITE(l 60) FLQAT ) /FU)AT(N) *AREA
g 60 mxm'r(mo 10)
 sop




'  FUNCITON RV, v2,v3)
F=v1+v2+v3+v1m+v1*v3+v2*v3
'RETURN

- ED

PL/I
INTEGRAL : PROCEDURE; e T ,
DECIARE T,K,N,NP,ALEA FIXEID(lO 0) RMAX,AREA,RJ(B),V(G) £3), RL(lOOO), _
GET LIST ((V(I) DO I=1 TO 6),N, AIEA),_ ‘
0 I=1 10 3;
RI (1)=V (241) -V (2¥1-1) ;
END;
DO I=1.70 N;
| D0 k=10 3; ‘
C(K)"V(?*K-l)JrRJ(Ix)*RAND@i(AIEA). S
END; - ‘
SRL(I)=F (C(l) £C(2) ,C(3)) ;
IF RMAX < RL(T) THEN RUK=RL (1);
B |

0o I=1 TO N;

P RBXURNDOM(ALER) = RL(T) THEN NPNPAL;
'AREAr;l:
D0 I=1 TO 3; ‘
| AREA—AREA*RJ(I). ,
END,
AREA"ARE‘A*RMAX

7 pUT LIST (NP./N*AREA) ;



;‘.498f

CE mmwmm (V1,V2,V3) ; ‘
mmm\x (VIAV24V34VIV2+ v1*v3+v2*v3) P
CBND F;
; END INTL.GI\AL,
Fs evidente o gompagto que qucda la IunCLOn en APu y n6t5L como no’” se. tuvo
nQCOdedd de iterar ni una sola vez.[Ln camblo en los demés ]enguajcs si se. tuvo
quc 1ecurr11 a' la iteraciGn.Esto es dcbldo a la gran ventaja -de que APL opera
con.arreglos también.Basic tiene tambign oerACIOnes con matrlces spero son muy
- reqrrlnngAs en comparacifn con APL.
En todos 10s programas,los datos dé entrada fueron:
0,1,0,1,0,1,1000,16807 |
Pasando a los tiempos de proceso,podemos vér lo siguienteﬁ
" Algol,Basic,Fortran y PI/I tlenen que pasar por un proccso de compllac1on,y
APL‘no,debidd & que s un Lnterpretc(Lds 1nbtruug10ncs se 1nterpret1n una por
una,generéndOSe'en ese momento el codlgo,mlentras ‘que el compllador~g§nera de
tna vez-todo el cddigo al principio). '
'~Pafa saber el tiempo de ejecucién en APL,hay un simbolo que es 'x’,el cual
.si es seguido de deterninados enteros a 1a'defecha nos dakdiferentes informacio-
" nes sobre -datos dul $istema;seguida dnl ndmnero 21 nos da 01 tlcmpo de pvocesa—
dor u>ad0 en una sesidn(en sesentavos de chundo)
v‘ “Para. calcular el tiempo que se lleva CJbLUtdl una kunCLon deflnlmos la: si—( ? :;:é
‘f"u1cnte 1unc1on. ’ .
VZ<TIEAPOST
[1] . 260 60 60T(TeI21)-TP
Lzl by
; .

El nfimero 77 tiene yue estar-definide anteriormente. '




: li99{,

' L'_lﬁmaxnos a 13;fAunc‘ién:TIEi!P0 a‘mtf;s: y después de 1llamar a la funcién I)VTEGHAL‘,
y el vector que nos ‘da lé'segundayvéé van a ser los mi_nutos,'segundoé' y centési- -
mas dé segﬁndoempleadss en el proceso. ’ ' n
| La funcién APL fue ej ecutada ‘en una computadora IBM'370/15% perteneciente

a IBM de México S.A..los programas en los demds lenguajes fueron ejecutados en
,uﬁa f.dmpgtadora Bﬁrroughs B-g700 pei‘teneciénte al Centro de Servicios de,Cémpu-
to de la Universidad Nacional Auténoma de México, todos ellos kdésdc una terminal
:emotzi de pantalla.

Ahora si ejecutemos la funcidn

LIEAPO

52.°41. 47

010101 INTEGRAL 1000
'2.250310u43' e

- TIEMPO

oas | 7 |
El programd de Algol entregd c:omo 1esultado 24 25%0882204,1150 de pro«.esador
1. 34 segundos en la compllacmn y 0.99 en la e )ecucmn el dc Basu entreg,o
‘,2 253088220!+ y usé 1.20 en compilacidn y 1. 48 ‘en e;ceuuén Fortran d1o como rc-
sultado 2. 25388”204 consumiendo 1. 23 segundo> en compllacmn y 1.23en eJecu—
16n finalmente PL/I sacd el resultado 2. 2530878002 g,astando 4.30 - segundos ul

compllacmn y-1.81 en eJecuclon.La siguiente tabla_ 1lustravme30r la :,1ytua_c10n :

Lenguaje Tiémpo‘ de pro'cesado'xjvr' AR Tamafio del ‘prégramzi‘_,, =
ALGOL 2 R Y
oA 328y

BASIC . . 2.68 T
FORTRAN 2.4

R/T o sar




-100-

TﬁiyﬂHn§ que;haCcr’notur’quc’éstos dato;\refeféntes a tiempos'de pfoéesd'puedén’"
- ﬁor:cnggﬁosps en’ cuanto a la_coﬁparacién de dos compﬁtadoras compiefamente dis-
“tintas (¢l procesador de una puede ser mds lento que el de la otra y vicevérsajl‘
Aunque €$ un poco mis tnrQadovel APL(por ser intérprete) s6lamente necesita
“tres instrucciones para rgali:arrlo que. otros lenguajes hacen en mﬁs‘deizd.
‘Hs verdaderanente lamentable que en la Facultad de Ciencias y en todé nues- 

tra (hiversidad en general no s¢ le haya dado difusién al APL.No con esté esta-~

“mos -diciendo que APL es superior a todos 105 lenguajes,sino que tiene sus venta
" jas para deteiminado tipo de problemas como las tienen otros leénguajes en otro

“tipo de problemas.

Resumiendo,AF es antes que un lenguaje de programacién,un leénguaje algebrdi

co no ambiguo que muy probablemente es mds comprensible que el -lenguaje tradi-

cional del dlgebra y deberia divulgarse mds su uso.
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