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P R O L O G O 

* 
carta de un joven Franc~s a Jean Rost1ind 

"Tengo diecisiete afioo, y suefio con la 

Historia Natural, pero mi mediocridad 

en el plano de las Matem<1ticas puede 

frenarme irremediablemente. Las Mate

máticas me .inspiran un asco que no -

puedo superar. ¿Realmente sin ellas -

no puedo consagrarme al estudio de la 

vida? i Ci'.Smo res ignanne il no hacer la 

carrera que une quiera, y en la que -

uno so encontrar!a a gusto:" 

*Rostlind. J. (1971). El Correo de un Bi6logo. Alianza E¿litodal. 

Madrid, p. 24 



INTRODUCCION 

Es~a tesis est~ escrita principalmente para aque

llos docentes, bi61ogos, físicos o matem~ticos dedicados a 

la enseñanza de las matemáticas en Biología, con el prop6sf. 

to de contribuir a mejorar la enseñanza de conceptos matem! 

y su metodolog!a a los alumnos de esta carrera o de otra ra 

ma Biom6dica. 

Lo anterior es con el fin de enseñar a los alurn~-

nos a describir o predecir cuantitativamente los fen6menos 

biol6gicos, a través de la traducci6n de las variables, CO!!_ 

ceptos f!sicos o biol6gicos del problema o sistema natural, 

a un conjunto de relaciones matemo!iticas, que le permitirán 
.. \ 

posteriomentc, sistematizar y organizar el nivel de conoci_ 

miento alcanzado. 

Para lograr esta metodología de enseñanza, el pr~ 

sente trabajo se ha dividido en tres partes: 

l. La primera, subdividida en cuat:.ro secciones: 

a) La relaci6n entre la biolog!a y las matemáticas en ~-

los últimos trecientos años. 

b) La doscripci6n cuantitativa de fenómenos biol6gicos 
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como un m~todo de anltlisis en la investigaci6n cientf 

fica. 

e) Los modelos matemáticos como hip6tesis cuantitativas 

en biología. 

2. En la. seg\inda parte se dosarrollan cinco ejemplos te6ri

co-prácticos, los cuales pretenden los siguientes objet.f. 

vos generales: 

a) Analizar sistemas subcelulares, celulares y supracel~ 

lares, a trav6s de ecuaciones <liferenciales ordinariaa, 

para orientar la investigación propuesta haci.a resul

tados cuantitativos. 

b) Construir sistemas mateméiticos, llamados "modelos~, -

como representaciones abstractas de siste.'llas biológi

cos. 

e) Analizar el mecanismo de retroalimentaci6n entre el -

sistema real y el sistema matemático. 

d) Comprender las simplificaciones realizadas por el mo

delo con respecto al fenómeno natural. 

e) Predecir situaciones biológicas a partir de postula-

dos o s1Jpuestos matemái;;icos. 

3. En la tercera 1 parte, se expone como conclusión del t1re-

sente trabajo, los problemas y las posibles alternativas 

en la enseñanza d(? biomatcmáticas, señalando como eje -"." 
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conceptual el manejo teórico-práctico de los modelos ma

temáticos analizados en clase. 

Algunos de los lectores, posiblemente físicos o -

matemáticos, sentirán que el desarrollo matemático que se -

sigue en cada uno de los ejemplos, es demasiado obvio o tr,!_ 

vial. Pero en mi experiencia y en la de algunos otros auto

res (Dudley, 1977; Patton, 1965), al.'':l cuaudo no se pretende, 

en este caso, enseñar ecuaciones diferenciales, tanto los -

docentes como los estudil.1ntes bi6logoo, aprecian el que se 

explique con detalle la soluci6n de un problema cuand0 ~ste 

se encuentra desarrollado en t~rminos matemát.í.cos. 

Finalmente, deseo señalar, que la idaa de esta t~ 

sis, surgió en torno a lo expu~sto por Gause en 1934~ 

" No hay duda en que un problema biol6gico debe sor resuel

to mediante la experimentaci6n y no en el escritorio de -

un matemático. Pero para penetrar m4s profundamente en la 

naturaleza del fen6mcno, debemos combinar el m~todo expa~ 

rimental con la teorfa matem!iticnt una posibilidad que ha 

sido cread~ pcr brillantes investigadores. La combinación 

del m6todo experimental con la teor!a cuantitativa Ns en 

general uno de los instrumentos mtis podorosos en laa ma-

nos de la ciencia contemporánea" 



"BIOLOGIA Y MATEMATICAS 11 

l.- El papel de las matemáticas en la Biología. 

El desarrollo del lenguaje ordinario no s6lo se -

ha limitado a la manipulaci6n, registro o transmisión de -

nuestras :f.deas o pensamientos, sino tambiér¡ ha contr ibu!do 

a la interacci6n entre el pensamiento y el lenguaje mismo, 

como es el caso entre al pensamiento y el lenguaje matem~ti 

co, particularmente cuando utilizamos a este altimo para 

propósitos exactos o precisos. {Dailoy, 1967, 1977). De 

acuerdo con Taton {1972), desde la Antigncdad, un cierto n~ 

mero de investigadores han reflexionado con respecto a las 

interacciones do los diversos dominios del c1mocimiento 

científic10 y en paI'ticular, el papel que concierne a las ma 

temáticas en la oxplicaci6n de los diversos tipos de fen6m! 

nos naturales. 

Sin embaxgo, Bartlett (1968) menciona que el uso 

de laa matemáticas en cualquier ciencia es una funci6n bas~ 

tante critica, ya que los postulados cuantitativos que eme!_ 

gen de ella 1 sólo son posibles cua111do se elabora un cuerpo 

coherente de hechos que se quiera analizar. 

Esta cor.strncci6n lógica ha llevado a la. Biolog!a 

• J ~ 
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interrelacionarse con las matemáticas a trav~s de las si--

* guientes etapas 

a) Empírica. De acuerdo a Bernal (1972), la matemática, o 

por lo menos la aritm~tica, surgi6 antes que la escrit~ 

ra. El manejo de los signos representativos de objetos 

(como simples símbolos) signific6 la posibilidad de eje ,.... 

cutar·;ior vez primera las operaciones elementales de a-

dición y substracción sin contar los objetos reales en 

el campo. Dado que la trayectoria del avance tOcnico 

fue en principio a partir de la organización social, ca 

cer!a, domest.icaci6n de animales, agricultura, etc., la 

matemática desarroll6 en esta etapa un papel mediocre -

en ln Biología, limitandose a la enumeraci6n de especies 

y otras aplicaciones triviales. 

b) Experimental. 

El desarrollo de la ciencia física en les siglos 

XVII, XVIII, XIX origin6 que en esta etapa se pasara de 

las cnumerdciones a la Geometría y el Algebra. Este de

sarrollo condujo a un interl.is renovado por la compren--

* Esta etapas han sido tomadas. de Queneau (1971) y su co~ 

texto original ha sido adaptado para el c.:rno de la Biolo.:.. 

gfo. 
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si6n cientHica da los organismos. En el siglo XVII, -

por ejemplo, la prácticr1 mecanicis._~.ª llev6 a Galileo a 

examinar entre muchos otros aspectos, ia altura limite 

de un árbol, más allá de la cual un pequeño desplazamie!}_ 

to (de la altura, como dimensión lineal) resultarfa en -

un doblamiento contlnuo del tro11co. Estl1dia t.ill1lbi~ll 

el efecto de incrementar el tmnaño de un animal con 

respecto a sus dlmcnsiones lineales; la elasticidad del 

esqueleto y do los mu5culos, etc. Asi mismo, en 1628 

William Harvey (1576-1657) propone un modelo mecánico p~ 

ra explicar la circulaci6n de la sangre, a partir de una 

investigaci6n activa de ingenier!a hidráulica, llevada a 

cabo por medio de exp<!rimentoa prácticos. A finales da -

este siglo, Giovanni .!\lphonso í3orelli. (1608-1678), llcvi~ 

m~s adelante la nnalog!a de Descartes ncercei del animal

máquina y del hombre-máquina, al explicar con base en -~ 

princ.ipios mecánicos, el movimiento de las cxtremicladcs 

del hombre y de los ilnilMlcs. Publicado aproximadamente 

diez afias antes del escrito Philo~aphia Natu~afi1 P~lncf 

•pi.a. lfo .. thc.mit.t.ú.a. de Isaac Newton, el trabo.jo de Borelli -

está formulado en términoa muy fuerteu de ~iéOnmtr!zi como 

una aportación a la m(~c.1nica. (Morowitz, 1965) 
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El diagrama es parte del trebajo de Borelll y, muestra como en 
términos de la frsica pre-newtonlana, Bc.mellf intentó resolver -
algunos problemas del movtmtento mecánico del cuerpo. (Ftg. -
tomada de Morowltz, 1965). 
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En los siglos XVIII y XIX, el avance de la Biología se -

debió, de acuerdo a Bernal (1972), a las exploraciones -

geográficas emprendidas primordialmente con la esperanza 

de descubrir y explotar nuevos productos naturales; a +

las necesidades de la medicina, con su ~nfasis en la fi

siolog1a y la anatom1a; a las necesidades y problemas -

planteados por la revolución agrfoola y finalmente a las 

necesidades de la industria en expansi6n. Aunque la gran 

mayoría de estos trabajos recolectan, examinan y ordenan 

una enorme cantidad de hechos con un caracter fuerteme~ 

te verbalista, otros en cambio, expresan o interpretan -

ciertos problemas o situaciones biológicas en términos -

matemáticos. Por ejemplo en 1798 Thomaa R. Malthus pred~ 

jo (en su libro First essay on population) el crecimien

de una población de organismos como una progresión geom! 

trica1 posteriormente Verhulst en 1839, modifica esta m2 

dalidad de crecimiento a través del de.1sarrollo de la fu_!l 

ci6n log1st:ica. Finalmente, es clási.co en el siglo XIX, 

el trabajo desarrollado por Gregorio Mendel para prede-..., 

cir la segr.egaci6n de los caracteres transmitidos por he 

rencia en cruzas entre homocigotos y heterocigotoa. 

e) Analítica: la cual consiste en explicar o predecir he-

chos, generalmente a trav6s de ecuaciones diferenciales. 
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Al respecto, comenta Queneau (1971), "sólo la Física ha 

llegado en su conjunto a esta etapa, y otras ciencias, e~ 

mo la Biología, han quedado muy por detrás tratando con 

este método dominios muy pequeños". como ejemplo de este 

dominio, el autor cita las ecuaciones 1'.ntegro-diferencie_ 

les de Volterra como dignas de interés. 

Si bien es cierta la diferencia en el uso de las 

matem~ticas en las "ciencias exactas" o "ciencias duras" 

(Bunge 1 1969), Queneau no considera la extenci6n que han 

tenido las ecuaciones diferenciales en el avance y desa

rrollo de la Biologfa contemporánea , como puede apre-

ciarse al consultar, entre otros a: Atkins (1969), Defa

res y Sneddon (1961), Maynard Smith (1971), Rashevsky -

(1961) ¡ Waterman y Morowitz (1965). 

d) Ax~.omática. El m~todo axiomático y el método experimen-

tal son los dos pilares fundamentales en los que se basa 

y construye la ciencia. El ml?todo experimental es utili

zado siempre y cuando la observación se haya efectuado. 

En cambio la axiomatizaci6n requiere del razonamiento y 

se ha caracterizado en la· ·Fl'.s:i.::a y en las Matemáticas 

por deduci.r hechos a partir de condiciones l6gicas admi

tidas sin demost.ración, per:o apoyadas por nlgtln crtterio 

de verdad. 
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Entre los primeros trabajos de ax1omatizaci6n de 

la Biolog!a, se encuentra el trabajo de Woodger (1937), 

cuya monografía "The Axioma tic Method in !Hology", inte.!:_ 

ta utilizar la 16gica simbólica para formular y ordenar 

el pensamiento y conocimiento biol6gico. Sin embargo, p~ 

ra Morowitz (1965), la influencia del trabajo de Woodger 

habría de aguardar algun tiempo, ya que de momento no se 

sabía que m~todos matemáticos eran los adecuados para la 

íliologta axiomática. Actualmente Williams (1970), ha es

tablecido un conjunto de axiomas que generan la Teor!a -

Darwiniana sobre evolución como un sistema en el cual, -

en términos generales, se establecen dos axiomas que es

bozan las propiedades fundamentales. d-a reproducci6n y -

cinco axiomas restantes que delinean las ~elaciones her!:. 

dHarias entre el organismo y su medio. Estos siete axiQ, 

mas contienen todos los conceptos y relaciones fundamen

tales de la Teor!a, y se han deducido a partir de ellos, 

fen6menos de evoluci6n bastante conocidos, como lo es la 

descendencia con ~~dificacioneo adaptativas. Asi mismo, 

para Williams (1970), el valor de la axiomatización como 

un sistema deductivo radica, en proveer una t~cnica para 

descubrir fon6menos que son demasiado remotos o :imperc~E. 

tibles de 14 observaci6n e intuición humana•. 
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2.- La Necesidad de las Matemáticas en la Biologia. 

El desarrollo de la Biología ha traído consigo 

una interacción cada vez más grande con otras disciplinas, 

y ha dado por resultado el paso de la descripci6n meramente 

cualitativa a la cuantitativa. Para Mather (1971), general! 

zaciones tan básicas como la teoría celular y principios -

tan importantes como la selecci6n natural, emergier6n mien

tras se procedi6 a las descripciones y comparaciones cuali

tativas. 

Sin embargo, actualmente la mayoría de la inveati 

gaci6n biol6gica supone el análisis matemático, ya que las 

observaciones van siendo más precisan y extensivas. Así por 

ejemplo, basta con que uno considere la aplicac.ión de los -

conceptos de estadística al diseño y an~lisis de experimen

tos o el uso de los procesos estocásticos al estudio del -

crecimie.n_to de las poblaciones biol6gicas, para darse cuen

ta que hay muchos aspectos de los cualas al pe11sa·mienbo ma:.. 

'.;emtitico len pr.oporciona dimensiones del mismo inalc1rnza--

-·--~----·· •.... ······ --···--··-·······-~---·------·--- -----
* Como ejemplo, se puede recordar que la axiomatización de 

la Mac~nica Newtoniana resultó en el descubrimiento del, 

planeta Neptuno. 
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bles con métodos puramente verbales (Bailey, 1967). 

Aunque algunas de estas aplicaciones serán más -

tarde consideradas con mayor detalle, podemos mencionar de 

manera breve que la descripci6n de un sistema biológico 

por m~todos matemáticos será siempre en términos precisos 

y no ambiguos. Ad, por ejemplo, para expresar el creci-

miento relativo en el tiempo t entre dos dimensiones dadas 

(x,y) de un organismo, se puede utilizar de manera concre-

ta y precisa la siguiente ecuaci6n diferencial (Hu~ley, --

1932): 

l - . 
y 

ª-li 
dt 

(b es una constante >O) 

El valor ospeci~l de las matem~ticas en la Biolo

g!a no radica de manora euencial en que pueda utilizarse e~ 

mo una herramienta de trabajo operativo, sino en su poder • 

de abstracci6n, que le permite poner al descubierto relacio 

nes fundamentales entre distintan entidade~ y procesos, 

(Moore, 1964). 

Para ilust..:cur. lo antorior, utilizaré como ejemplo 

un modelo sencillo acerca de la producci6n de calor en el -

mt1sculo esquelético, según Hill ( 1938): 
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- Casi todas las reacciones químicas y algunos ca~bioa fis! 

cos se aconipañan por absorción o liberación de calor. La 

contraccion muscular produce calor, y la medida de éste -

es de considerable interés, debido a que puede suponerse 

alguna relaci6n entre el calor liberado y las reacciones 

qul'.micas involucradas en el proceso mismo. Medir la pro-

ducci6n de calor es un pre-requisito en cualquier intento 

de medir la energ1a producida por la contracci6n muscular. 

Esta energ!a (E), es la suma del trabajo hecho por el müs 

culo contra una carga (W) y el calor producido por la co~ 

tracr~i6n {I!) 1 o bien (utilizando el lenguaje matemático): 

;:: = H + W 

Inclusive, si el trabajo hecho por ol másculo du• 

rante la contracción se define como el producto de ln 

fuerza ejercida (F) por la distancia de acortamiento (x), 

'.l consideramos el calor liberado durante la contracci6n -

como una relaci6n directamente proporcional a la distan-

cía (x) en la que el mOsculo se acorta, entonces la ener

g!a liberada por el músculo (El , pod~á ser definida como: 

E = Calor Js acortamiento + trabajo mecánico 

E = a • X + F • X ~ x(a + F) 
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Por lo tanto, la tasa instantánea de liberaci6n -

de energía durante la contracci6n se puede expresar como: 

~ = ~ (a + F} = v(a + F) 
dt dt 

(v es la velocidad de acortamiento) 

De ejemplo anterior, se concluye en efecto, que 

las matemáticas pueden proporcionar una descripción abstras_ 

ta y simplificada del sistema estudiado. Esta abstracci6n -

puede valorarse en términos de tres propiedades (Odum, 1972): 

a) Realismó, que se refiere al grado en que los enunciados 

matemc1ticos cor:responcle11 1 <tl traducir en palabras, a los 

conceptos biol6gicos que se suponen representar. 

b} Precisión, es la capacidad de la abstracción matemática 

de predecir un cambio numérico y de imitar lo:s datos en 

que se basa. 

e) Generalidad, se re:fiere a la amplitud de aplicabilidad -

de la abstracci6n hecha (esto es, al número de situacio-

nes distintas en lns que se pueda aplicar) • 
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.3.- Los Modelos Matem~ticos en Biolog!~. 

El concepto de ciencia se aplica tanto par<1 deno

minar el proceso de elaboraci~n de los conocimientos cientf 

ficos, como a todo el sintema de conocimientos comprob'4d')s 

por la práctica (Kedrov y Spirkin, 1968). Estos procesos -

tienen que ver con la 1nvestigaci6n y la explicaci6n de los 

fenómenos que rodea al mundo natural, comenzando por lo ge

neral, con una idea que se transfiere en hip6tesis acerca ~ 

de las relaciones entr~ algunos de los factores del sistem~ 

estudiado. 

La comprobaci6n científica de la hipótesis, ya -

sea de origen factual proveniente de ramas que estudian he

chos como la U.s ica, la qul'.mica, la biol.og!a ¡ o de origen -

formal, como es el caso de la 16gica y las rnatem~ticas, re

presenta uno de los pasos fundamentales en la ciencia y en 

el m€itodo cient!fico (Rivera, 1975). Si la hip6tesis que ha 

de ser puesta a pru2ba es de origen formal, su demos!:raci6n 

consistirá en la prueba de su coherencia - o incoherencia -

con enunciado~ (al<::i.omas, postulados o definiciones) previa

mente aceptados. En cambio si el enunciado en cuestión •e -

refiere a un problema mat<:irial, au hip6tesis deberá recu-

i.·r ir c. la comprobac i6n emp.ír ica, que tiene como proceq imie!!. 
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tos básicos la observaci6n y la experimentación (Dungc, --

1973). 

Sin embargo, si la comprobaci6n de una hipótesis 

depende de la naturaleza del problema (fáctico o formal), 

entonces se podrá cueutionar lo siguiéñte:lC6mo confrontar 

una hi96tesis que a su vez sea fáctica y formal?. Para re

sol ver la pregunta planteada, analice el siguiente proble

ma expu1.1sto por D'Arcy Thompson y en el cual se presenta -

una hip6tesis con las características anteriormente cuas--

tionadas: 

- Se sabe que cuanto m~s crece un animal acuc'.'itico, mayor -

puede ser su velocidad de desplazamiento; esto es, por~

que su energiu disponible depende de la masa de sus mG•

culos, mientras que n su movimiento a trav~s del agua se 

opone el "roce de la piel", que aumenta s6lo como el CU!!_ 

drado de sus dimensionE>s lineales. La velocidad (V) que 

alcance, depende del trabajo (W) que pueda hacer y la r~ 

sistencia (R} que pueda vencer; por mec.!nica elemental -

tenemos que: 

y 

entonces v2 '~ !i· n: b.~ 
R L 
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Por lo tanto v2 ~ L o bien: V a: ,ry; 

N6tese, que en ténninos mntc;.n~ticos, a partir de 

un 90stulado (o suposici6n) , se ha llegado a predecir que -

V es pro;?Orc i.onal .:í :l'L, y por lo tanto la demostraci6n en 

ef!toe términos es corupJ.eta. ¿Pero se podrti afirmar en tér-

minos _ b:!.ol6gicos qu.:i, cu~nto mayor es t_,_n pez, éste tenderá 

a ir más rápido. perc s6lo en proporci6n de la ra~z cuadra

da de su longitud, sin haber pasaso por el proceso de ve:ri-

ficad6n? 

La pregunta anterior, plant~a en t~rminos genera

les el hecho de como confrontar una hip6tesis que a s11 vez 

sea fáctica y formal. Se observa que <le tratarse de una co~ 

probaci6n formal, su dcmostraci6n ha sido completa. Sin em-

bargo, como el planteamiento anter1.nr tllmbi6n 13s un enu!!, 

ciado referente a h~chos de experiencia, s6lo sera verdade

ro cuando se confirme por la obscrvaci6n o la experiencia. 

As! mismó, señalaré de acuerdo con Rivera (1975), que una -

hip6tesis es una suposici6n que pretende dar una explica-

ci6n delas relaciones que se dan entre un cierto orden de -

hechos¡ y '¡'>.lSa a ser verdad dcmoutrada si resulta que del -

hecho supuesto, y s6lo de él, se a1gua una consecuencia, º! 

ya validez se averigua mediante la experiencia. 
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Por lo tanto, y para resumir lo anterionnentc expuesto, la 

autenticidad de una hip6tesis de origen fáctico formal co··

mún, estará en funci6n no s6lo de la deducci6n matemática, 

sino tambián¡de su comprobación experimental. 

Lo anterior nou conduce a preguntar la finalidad 

de plantear este tipo de hipótesis en Biología. Antes de -

contestar directamente, observe otra vez la hip6tesis V ~lt: 

Difícilmente, sin la ayuda de la abstracci6n matemática o -

del postulado mecánico pudo haberse llegado a esta predic-

ci6n. Incluso, de no haber recurrido a lo cuantitativo, la 

hip~tesis estaría s6lo en términos cualitativos, es decirt 

- "si la velocidad de un animal acuático depende de la masa 

de sus músculos, entonces cuanto más crece éste, mayor -

podrá ser su velocidad". 

Por lo tanto, una de las razones fundamentales -~ 

por la que se com~truye una hi:,,6tesis cuantitativa en Biol2 

g!a, es por su alto poder predictivo que puede establecer 

entre dos (o más) variables de un fen6meno"(en este caso, -

velocidad y tamaño). Convencionalmente el sistema mat&m~ti

co que proporciona una descripción abstracta y simplificada 

de algun sistema recibe el. nombre de "modelo matemático 'de! 

criptivo", 

En tlrminos ycneralcs, las ecuacianes o relaci6--
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nes que definen a un 'ffi('ldelo matcm.1tico pucdcm adoptar una -

diversidad de formas ( teor ín y transformación ª'' conjuntos, 

.1lgebra matricial, ecu<1ciones clif:erenciales, etc). Si.n em--

bargo, cualquier.:s gua cnta sea, autores como Bartlett (.1968), 

coinc.ickn en $eñalar que la palabra "modelo" es utilizada -

de manera delibcradn, ¡:><n·<1 sustituir el complejo biológico 

po.r un sistema hip<ltetico idealizado. As! mismo, Williams -

(1967) menciona que ~1 modt:lo mutemtitico de cualquier fen6-

meno contribuye al cc.nocin:~ento del mismo, sólo si las con

clusiones obtenidas pueden probarse contrll la evidencia ex-

perimental. 

Es importante hacer notar que existen otro tipo -

de modelos matemáticos cuyo grado de aproiimaci611 no puede 

medirse como ocurre en un mcx.klo descriptivo; sor11;llcuuados 

"Modelos 'l'eóricos~ (Sober6n, 1977) 1 y de acuerdo con este -

til time• autor, los modo los teóricos buscan pr incipnlUlente ·

ayudar a generar hip6t~sis y proporcionar posible.o explica-

cianea de un fen6menc. 

., . '· 
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EJEMPLO UNO: VELOCIDAD DE REDUCCION DEL COLORANTE DCPIP EN 

CLOROPLASTOS AISLADOS, 

Los cloroplastos aislados son capaces de llevar 

a cabo la fase lum1nica de la fotos!ntesis, la cual se ca-

racteriza por un conjunto de reacciones fotoquímicas que -

producen la fot6lisis del agua y simultáneamente dan ori--

gen a dos transportadores de energ1a: el fosfato de nicoti 

namida-adenin-dinucle6tido en su forma reducida (NADPH 2) y 

el trifosfato de adenosin11 (ATP), los cuales ;¡ conc.lnua--

ción son utilizados vara la reducción del bióxido de carb~ 

no en la fas~ obscura (De Witt, 1977) 

º2 

H O NAOPH 

A B 
U1z ATP -· (CH20) n 

Fig. 1.1 Diagrama de bloques que señala la~i variables de 

en.trada y salida de las fases lumninosa (A) y oscura (B) 

de la fot:osfotesis. (Adaptado de Hall y Rao, 1977) 
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La actividad fotosint6tica de los cloroplastos 

(como se explica posteriormente en la parte expex:imcntal de 

este ejemplo), se lleva a cabo cuando la clorofila "a" y 

otros pigmentos asiociados al Fotosistema II absorben la e--

nergfo de los cuantos del extremo de luz azul (400 nn) y ro 

ja ( 8 00 nn') de acuerdo a la ley de Lambert y l3eer (r'ogg, 

1972) • Esta absorción puede ser expresada cuantitativamente 

de la siguiente forma (Clayton, 1974) : 

en donde: 

d! "' n • e • dx 
l 

(ce. 1.1) 

dI = Intensidad de le luz que ha pasado por la soluci6n en 

un trnyecto de dimensión (longitud) dx. 

dx = longitud de la trayectoria que la luz atraviesa en la 

solución. 

C ""concentraci6n de las mol~cul;,;s que absorben la luz. 

a = constante que especifica la magnitud de la absorci6n, 

la que depende a su vez de la longitud de.onda y del 

material que se emplee. 

Si la ecuaci6n 1.1 es integrada sobre un grosor 

finito, de cero a x, entonces se obtendrá la relación que 

se muestra a continuación (Fig. 1.2). 

·;·, -· 
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1 
~ e 

1 (x) • 1 e -acx 
o 

1 (x) 

1 
Fig. 1.2 Forma\ diferencial e integral de la ley de Lambert 

y Beer. Se supone una iluminaci6n por rayos paralelos de -

luz monocromática con longitud de onda X. ~ se mide en el 

sentido del haz de rayos incidentes cuya intensidad ftS I
0

; 

r•(x) e I(x) inican la intensidad de luz que no es absorb! 

da por la soluci6n una vez que el haz incidento ha pasado 

por una capa de soluci6n cuya longitud es dx y x,respecti

vamente.' a es una constante que depende de X y del materiaL 

en soluci6n. (Fig. adaptada de Clayton, 1974), 
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Al integrar numericament~ se obtiene: 

a) 
.. d " f ~ _! a f a•C•dx 

• I • 

"dI • 
b) -f - "' a •C fdx 

o I " 
)1, " e) - ln I "' a•C•x 1 
o o 

f) IX ,. e-acx 
Io 

g} I "" .X 
1 e-acx 

o (ec, l. 2) 

Si ahora se supone que la tasa fotosintética 

(dV) dada por la velocidad de reducci6n d·e un oxidante co

rno el OCPIP ( 2, 6 diclorofeno-indofenol) dependa de la long! 

tud d~ la trayectoria (dx), do la luz que atraviesa la 

so~uci6n de clorop.lnstm;, entonces simbolicamente, lo ant~ 
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rior puede ser escrito como: 

- dV = k • C • dx 
V 

(ec. l. 3) 

Integrando de cero a x, se obtiene la forma integral de la 

ecuación anterior: 

In Vx 

F;Lg. l. 3 Tasa fotosintética dada por la velocidad de re-.,.. 

ducci6n del DCPIP en funci6n de la lonejitud de l.a trayec

toria (X) de la luz que atraviesa la solución de• cfo1:1::1pla! 

tos. 
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Vx "' Velocidad de reducci6n del DCPIP un funci6n de la lon

gitud de la trayectoria (x) de la luz que atraviesa la 

soluci6n de cloroplastos. 

V
0 

"" Velocidad inicial de reducci6n. 

k = constante que especifica la magnitud dé reducci6n del 

colorante. Su valor puede ser calculado a partir de la 

pendiente de la gráfica (b). 

Si bürn 1'1 va1id1~z de la ec. l. 3 como hi.p6tesis og_ 

pende no s6lo de su coh<.::rencia matemática, sino t.a111bi~n de 

su comprobacl6n experimental. (como se sugiere en la parte -

experimental de este ejemplo) / la importancia de este mode

lo radica es~~ncialmente t?n mostrar J.a analog fa entre la ab.., 

sorci6n de la luz en un sistema de ,laboratorio con sistetna 

naturales. /Is! por ejemplo, con datos experimentales prese_!l 

tador, por .Pogg (1972), la tasa fotosintllt1ca (dada en mg de 

cnrb6n/m3 /d!a} de un lago ccrc:a de Uppsala, Suecia, en fun

.ci6n de la profundidad de !?ste {Fig. l. 4) es análoga a lá -

forma integral de la ecuaci6n 1. J en una escala logarítmica, 

si se consJdera que la pcnctr.1ci6n de la l.uz en s:Lstemas --

acuáticos obedece la ley de Lambert y Beor. 
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... 
8. 
o 

"t) 
10 ..., 

.... 
e: 
'º .o .. 111 
10 ·-l,J "Q 

' F""'e 
5 10 15 20 

Profundidad en mts. 

Fig. 1.4 Tasa fotosint~tica dada en rug de carb6n fijado -

por m3/d1a en función de la profundidad en un lago cern1 -

de Uppsala, Suecia, de acuerdo con datos experimentales --

presentados por Fogg (1972). 

Finalmente, si el modelo aqu1 tratado puede con

siderarse como un sistema hipot6tico idealizado, habrá que 

señalar que muchas veces la función de los modelos 1as pro-

porcionar una descripci6n abstracta y simplificada de un -

grupo de obr-iervaciones o fen6menos para orienta!: la inves-

tigaci6n hacia resultados cuantitativos. 
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PARTE EXPERIMENTAL: FOTOSINTESIS IN VlTRO DE CLOROPLASTOS 

DE ESPINACA, 

Los cloroplastos aislados cuidadosamente son ca-

paces de efectuar una reducci6n (dependiente de la luz) 

del colorante 2,6 diclorofenol-indofenol, la cual puede 

ser medidad colorim6tricamente y compararse con un testigo 

a la oscuridad. La reducci6n de dicho colorante, tambi6.n -

conocido como DCPIP, es debido a una reacci6n dependiente 

de la luz, ya que el cloroplasto logra utilizar al DCPIP -

como aceptar inicial de electrones (agente r;eductor) en la 

parte no c!clica de la fotos1ntesis. 

H O 

luz 

Aceptor de 

electrones 

Fotos 1 stema 
11 

Ac.cptor de 

electrones 

Fotos 1 Stema 

NADPHÍ 

Fiq. l. 5 Esquema resumi.do de la fotosfotesis. (Adaptado -

de Lehninger, 1975). 
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Para encontrar experimentalmente la relaci6n en-

tre la velocidad de reducci6n del DCPIP en funci6n de la 

intensidad luminosa, de acuerdo con la ley de Lambert y --

Beer, proc6dtise a montar el siguiente dispositivo: 

Cara fronta 1 

l.- Construyn el dispositivo rectangular de vidrio con di-

mcmsio.nes de 100 cm de largo por 3 cm de ancho y 3 cm 

de altura, dejando al descubierto la cara superior. 

2.- Divida con placas de vidrio de 9 cm2 . i 
el dispf:>sitivo en 

diez compartimentos iguales. 

3.- r.lene el contenido de cada compartimento con: 

a) 20 ml de solu~i6n de cloroplastos (*) 

b) 20 ml de DCPIP (*) 

e) 40 ml de buffer salino (*) 

* Para obtener información acerca de la obtención de clor2, 

plastes, la concentraci6n del DCPIP y el PH del buffer, 

consúltese a De Witt y Brown, 1977: Stegner, 1967. 

¡, 
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Al terminar, cubra enseguida complotamente el -

dispositivo con papel aluminio, incluyendo la carn de~ 

tapada. 

4.- Coloque a 50 cm de la cara frontal una fuente lumnino

sa de 40 W (recuerde que la intensidad I, disminuye -

con respecto a la distanciad, al cuadrado: I tt 1/d2• 

Veáse por ejemplo 11 Dudlcy, 1977 ¡ pp 138-141) • 

5.- Destape s6lo la cara frontal e ilumi.ne durante cuatro 

minutoa. Al finalizar, cubra totalmente al dispositivo. 

6.- A continuaci6n destape la cara superior. y agregue a e~ 

da compartimento 5 ml de una solución 100 µM de HgCl 2 
(Miles ~ !!..!.• 1973) 1 el cual inhi.be el transporte de -

electrones al actuar como aceptar competitivo on ol f9,. 

toa is tema II, y con esto 111 fotos1ntesis cesa. Agite ~ 

bien la solución de cloroplantos al mismo tiempo que -

agrega el cloruro mercúrico. 

7.- Esper dos minutos y enooguida tome muestras de 10 ml -

con ayuda de jeringas de plástico y mida la densidad -

6ptica de cada uno de los compartirncntoa en el color!

rnetro con filtro azul. 

a.- Para obtener la velocidad de reducci6n not~ en cada 

compartimento, reste al valor experimental el valor -

del comparti1ni:mto testigo correspondiente. 
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9.- Haga la gráfica de velocidad de reducci6n V (como fun

ci6n de la densidad óptica) contra la distancia x (lo

gitud de la trayectoria con la que la luz atraviesa la 

solución de cloroplastos) y discuta el resultado obte

nido al comparar su curva con el modelo propuesto .por 

la ecuac.i.6n 1. 3 

10.- Discuta la validez del modelo propuesto con respecto -

al diseño experimental propuesto, a los datos obteni-

dos y a la analogía entre la absorción de la luz en e~ 

te sistema de laboratorio con los datos experimentales 

presentados por Fogg (1972) en la fig. 1.4 

¡ ,, 
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EJEMPLO DOS: CRECIMIENTO EXPONENCIAL DE UNA POBLACION DE 

BACTERIAS, 

La reproducci6n es una caracter!stica comGn a to

das las especias animales y vegetales; constituyendo as!, -

uno de los criterios fundamentales que distingue el mundo -

animado del inanimado. La continuidad de la vida viene ase-

gurada por el fen6meno de reproducci6n, y tal y como fue S! 

ñalado por Malthus en el siglo XVIII, es un proceso multi-• 

1i plicativo, corno el que puede apreciarse en la figura 2.l, -

donde se muestra un modelo de reproducci6n asexual de un. -

clon bacteriano, cuyas células se dividen por bipartí.ci6n -

dando por resultado una tasa de crecimiento descrita por la 

siguiente progresión geométrica: 

(ec. 2 .1) 

en donde: 

Nt = Tamaño de la poblaci6n después de t divisiones o gene

raciones. 

N = Poblaci6n inicial. En el ejemplo de la figura 2.1, o 
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Generaciones No. de Tpo. 
bact. 

O 2v .. 1 O 

2 .. 2 30' 

2 

3 

n 

Fig. 2.1 Clon bacteriano cuyas cGlulas se dividen por bi-

parti~i6n. Se ha supuesto que la duraci6n de cada genera-

ci6n es de 30 minutos, dando por resultado un crecimiento 

de tipo exponencial. 

En la realidad, cuando se siembran N
0 

bacterias 

en un medio de cultivo, los distintos fen6menoa ;que ocu•!-' 

rren con estd poblaci6n pueden ser descritos por los si-

guientes períodos de desa:rrollo (Bryan, 1971): 

a) Una fase de retardo inicial, durante la cual bay poca 

n o ningun~ roultiplicaci6n d1mtro de la población¡ inclJ:! 

so algunas de las bacterias mueren antes de adaptarse 

al medio. 

b) Una fase logar1tmica, en la que los organismos se des~ 
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::~:ollan a velocidad m:ixima, aumentando en progresi6n ge2 

n•Gtrica como resultado de la reproducción por biparti-

ci6n. La población bacteriana se mantendrá en esta fase 

si el medio de cultivo no se agota, durante un pe.<fodo -

de liempo prolongado. 

e) Una fase esr;acionuria, o pcr!odo de meseta en el cual el 

medio se ha agotado y algunas de las bacterias contindan 

dividi~ndose en condiciones fisiol6gicas prec¡:¡rias, mie_!! 

tras otras se lisan y mueren. Purante este tiempo, la P2. 

blaci6n se mantiene consta~tc ya que, la tasa de mortan-

dad es semejante a la de natalidad. 

d) Fase de declinaci6n y muerte, por lo comtín de 15, 18 o -

24 horas, scgCin la enpecj.e, la cepa, la temperatura y 

otras condiciones del. cultivo. Se obaerva un descenso 

brusco de la viabilidad de las bacterias, y en algunos -

casos esta fase corresponde a la formaci6n de esporas. 

Dado lo naterior, considere el cultivo de bacte--

rias en la primera fase do retardo inicü1l 1 al tiempo t =O, 

el tamaño de la poblaci6n será N
0

. A partir da esta pobla-

ci6n inicial, vamos a suponer que en los sucesivos ü1terva

* los de tiempo ocurra lo siguiente : 

* El desarrollo que continúa a faste modelo sa adapt6 de -
. Machin (1976): 
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a) De la poblaci6n inicial N
0

, ninguna bacteria se,muere. 

b) Una fracción de bacterias de la poblaci6n inicial N
0 

se 

divide. A esta fracción se le llamar4 rN
0 

c) La fracción restante, o sea la que no se divide, alge-

braicamente será: (N
0 

- rN
0
). 

Por lo tanto, al finalizar la primera unidad de 

tiempo, el tamaño de la población será: 

o bien factorizando: 

El siguiente intervalo de tiempo estad definid.o 

por: 

"" N1 (l + r) 

Si repetimos este argumento varias veces p1u:a t 

intervalos, se obtiene la siguiente expresi6n: 

( ec. 2. 2) 

Dado que cada Nt puede ser expresado en Urm:tnos 
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! de Nt-l' tenemos que para N1 se obtiene: 

De lo anterior se concluye que cada Nt puede SPr 

expresada como: 

N ,. N (r + l)t 
t o (ec. 2. 3) 

N6tese que sir"" 1 en la ecuaci6n 2.2, entonces 
t se llega a que Nt = N

0
•2 , expreai6n que corresponde al pr.9_ 

blerna discutido en la primera parte de este ejemplo. 

Consid~rese una vez más ltt ecuación 2.3. Suponga 

que dividimos a la unidad de tiempo t en f,. oubunidadea (por 

ejemplo, si nuestra uni<lad .de tiempo es un minuto, entonces 

un segundo es una subunidad ~ .. l/60). Sabemos que la frac

ción de bacterias que se divide con respecto a la unid.ad de 

r 
1 
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tiempo t es r; si esta fraccil'ln la expresamos en función de 

las subunidades ~ y la frácci6n "nueva" la ll<1mamos e, en--

tonces podernos hacer que: 

E: = r/~ 

Si ahora utilizamos los mismos argumentos para d~ 

ducir la ecuacil'ln 2.3 en términos de las subunidades ~ pero 

suponiendo que se empieza con una poblaci6n inicial de Nt-l' 

se obtiene la siguiente c:cuaci6n: 

cuando t = 1, entonces: 

Para t "' 2: 

=N(l+c}~ 
o 

,: 
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De lo anterior se concluye por inducci6n que cada 

Nt' en estos términos, puede ser expresada como: 

(ec. 2 .5) 

Recordando que t = r/C, entonces C ~ r/c. Sustit.!:!_ 

yendo este Gltimo valor en la ecuaci6n 2.5 

Si se enfatiza que e es una fcacci6n, y para ello 

S\?! denomin'I. a e "' 1/v (con v » 1), entonces su::; ti t.uyando e2. 

te últ.1.mo v¿üor en la oxprest6n antcr.i.or: 

Incluso, si se asigna a u "' ( l/v + 1) \• / la exp.a:·a~ 

si6n anterior podrá ser reescrita como: 

( ec. 2. 6) 

Observe l<i tabla que se describe a continuación. 

N6tese que para valores crecientes de "'' loa valores de la 

función v tienden a un cierto valor: 
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\1 µ ;; (l/v + l)v 

1 2.0 

10 2.593742 

100 2.70481.4 

1000 2.716924 

10000 2.718146 

J.00000 2.718260 

1000000 2. 718280 

"' e = 2.718281828459 ••••• 

En efec:to, cuando \!""", la funci6n ¡i se aproxima 

a un l!mite, tal que su valor numérico es e • 2. 71828182 •• , 

y generalmente· se le conoce como la constante exponencial. 

De manera formal, este limite se escribe de la siguiente -

forma: 

e~ lim (1 + l/v)v • 2.718281 ..•... 

Asi rnis~o, a valores crecientes de v, los valores 

de E;. disminuyen, lo que lleva a considerar que la funci6n µ 

en la ecuaci6n 2.6 puede ser sunt.ituida por ~a constante e!_ 

ponencial e; de tal manera que, una población de bacterias 

en un medio icloal de cul t í.vo, crece <lr.tre la fase de retar·; 

do y la fas1~ lor¡nrítmica do acuerdo con el siguiente modelo:· 



(ec. 2.7) 

A par tic do ln ecuación 2. 7, la tasa de c<mt..io -

instantánea de esta poblaci6n con resp.::cto al tiempo, est}!. 

rá definida por: 

rt 
(N 'E.' ) • r o 

Dado que N •ert = Nt' la expresión anterior queda reducida . o 

a l.a siguiente forma: 

(ec. 2 .8) 

En ttirminos bio16gicos, lit ecunci6n diferencial -· 

anterior. ind·.íca que, el incramunto en función del tiempo c1a 

una poblaci6n muy grnndQ dQ l.mct:er L:ls es proporcional <tl t.!!_ 

maño mismo <lo lil pobluci6n, os daoir, dl\/dt «. Nt' La vali

dez de eata ¡n·oposi.c:i6n nwtomiil:ica como hip6tcw.ia dcp1mded · 

.; .. 
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tambi6n de los resultados exper ü1:rntales que se obt:cngan; 

sin embargo, t:onv ienc1 c0nvien~ apuntar, que el modelo sólo 

describ•~ las dos primer<.;S fases de crecimiento anteriormen

te expuesta (pp. 37 y 39), ya que de no hacerlo habrá que -

considerar la~ siguientes condiciones, segGn Howland y Gro

be (1972): 

a) Las bacterias son inmortales. 

b) La modalidad de crecimiento poblacional implica que no -

debe existir limitaci6n a la reproducción como consecue!l 

cia del tamaño ya alcanzado. 

e} La fuente de nutrientes es inagotable. 

d) La concentración de residuos resultantes del motabolismo 

de las bacterias no intluye en la tasa do incramento de 

la población. 

De lo anterior puede conclu!rso que aunque en s! 

el modelo tratado no es irreal del todo, corno lo señala 

Kal1U1leyer (1971), simplemente resulta para ciertos fenómenos 

una burda aproxiinaci6n (ya que s6lo explica el que las bac.., 

terias se comporten en un intervalo de tiempo St:igún lo:> -

supuestos) y, po:c le- tanto no pueden inferirse de 61, con-· 

alusiones de carácter uni vt1rsal; sin embargo, dn resultados 

satisfactorios que sólo podrán ser afinados a trav6s de ~

c;tros modelos que tomen en c.:uenta para su cuantificación --
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factores bi6ticos y abi6ticos que influyan en la modalidad 

de crecimiento de la poblaci6n. 
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PARTE EXPERIMENTAL: OBTENCION DE LA CURVA DE 'CRECIMIENTO DE 

BACTERIAS EN CULTIVOS DE LABORATORIO, 

Como se señaló anteriormente, la validez de la -

ecuaci6n di~erencial dNt/dt = r•N o la de su soluci6n in 

tegral Nt = N
0

•ect como hip6tesis cuantitativa, depende de 

los resultados experimentales que se obtengan. Sin embargo, 

habrá que recordar que en la práctica, la curva de creci-

miento que se obtiene de un cultivo de bacterias es la que 

* se muestra en la siguiente figura: 

.. . 
' t 

Fig. 2.2 Curva de crecimiento de una poblaci6n de bacte-

rias. a) fase de latencia; b) fase de crecimiento exponen

cial; e) fase estacionaria o de meseta; d) fase de declin~ 

ci6n. 
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De lo anterior, se comprende por lo tanto que el 

dominio del modelo estará comprendido entre las primeras -

dos fases de crecimiento. 

Para cuantificar experimentalmente el crecimiento 

de una población de bacterias, se han desarrollado diversas 

técnicas (Pelczar y Reid, 1965¡ Sharp y Lyles, 1969}, entre 

ellas dos bastantes simples para Eschericha coli que requi~ 

ren que el medio de cultivo sea líquido: 

l.- Determinaci6n turbidimétrica. 

a} Calibrar el espectrofot6metro (a 600 nn) o el fotoc~ 

* lod.metro con el medfo l:'.quido no inoculado para m~ 

dir el lOOi de transmitancia 

b) Preparar el cultivo en un matraz nefelométrico, mi-

diendo la transmitnncia (la luz se transmitirá en -

proporción inversa al número de bacterias), a dife--

rentes intervalos de tiempo, empezando con un tiempo 

inicial t
0 

que corresponderá a la primera lectura in 
mediatamente después del in6culo. 

e¡ Haga la gráfica de transmitancia contra tiempo en p~ 

pel semilc1gar1tmico. Si el resultado es una recta, -

* ConsCiltese a Sharp y Lyles (l.969) para la prepa:caci6n del 

medio de cultivo líquido par.a ~· ~, pp. J.41 y 265. 
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encuentre el valor de la pendiente. 

d) Si se supone que la transmitancia es func.i.6n del nú·.· 

mero de individuos Mt' entonces el valor de. la pen-

diente representará a la constante r, conocida tam--

bién como la tasa intrfnsecn do crecimianto. 

2. - Determinación por peso húmedo. 

Este método suele ser el méis directo como una medida -·-

cuantitativa confiable. Sin embargo, s6lo puede ser uti 

lizado cuando la suspensión de bacterias es densa. 

a) Empezando con un tiempo inicial t
0

, se toman a dife

rentes intervalos de tiempo, muestras de 15 ml y se 

somete a centriíugaci~n (2500 rpm) durante veinte mi 

nutos. 

b) Deseche el sobrenaclante y con una balanza analítica 

pese el contenido del tubo de centrífuga. 

e) Para obtener el peso neto de bacterias, roste al tu-

bo que contiene el precipitado de bacterias, la tara 

de un tulo de centrff uga 

d) Haga la grl'ifica de peso neto contra tiempo en escala 

semilogarHmica. si el resultado es una recta, cm--

cucntra el valor da la pendiente. 

e) Al igual c¡uc el caso anterior, si. se supone que el -

peso neto es función del ndmoro de individuos Nt' -~ 
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entonces el valor de la pendiente representará a la 

constante r. 

En ambos casos, conviene antes de hacer las gráficas en pa-

pel semilogarS:tmico, trazar las gráficas en papel milimétr.f. 

co para poder delimitar el dominio del modelo propuesto. 

Finalmente, si se desea una relaci6n o curva es~~ 

tándar entre la determinaci6n turbidimétrica y el peso neto, 

basta con medir la transmitancia de una alícuota de bacte--

rias conoc~da y posteriormente someter la misma muestra a -

centrifugación. 

• 
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EJEMPLO TRES: LA ECUACION DE MITSCHERLICH, 

Hasta ahora se han considerado ciertos aspectos -

biol6gicos para plantear modelos matemáticos muy simples --

del crecimiento de un cultivo de microorganismos. Tales co~ 

sideraciones condujeron a postular la ecuación 2.8: d?\/dt = 
rN, siendo ésta de la forma dNt/dt = f(N). Se concluyó de -

ésto que la razón de cambio del ntúnero de indmviduos era -

proporcional al tamaño mismo de la población y no del tiem-

po. 

Suponga ahora una situación análoga a l.a anterior 

en un sistema supracelular, en la que la raztSn de crecimie!!_ 

to de un vegetal, definida por ln dimensi6n "y" (longitud), 

sea proporcional al tamaño mismo del vegetal en cada insta~ 

te, es decir: 

gy Q'. y 
dt 

Sin embargo, dado que el crecimiento en los vege

tales no os ilimitado, se puede suponer que dado un 13'.mi te 

de crecimiento A, dy/dt, estará limitado tambi6n; pin: lo --

tanto: 
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!!Ya: A-y 
dt 
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Sustituyendo el signo de proporcionalidad por uno de igual

dad, agregando una constante k, se tiene: 

!!Y_ = k(A - y) 
dt 

* La soluci6n integral de esta ecuaci6n est 

y su gráfica: 

-·····-····~ .. -·~·· ........................................... A 
y 

(ec. 3. l) 

( ec. 3. 2) 

t 

Fig. 3.1 Gr.1fica de la ec. 3.2. Obsérvese que el oreci-

miento "y" tiende hacia un r.ii'iÍCimo A, a medida que la varia 

ble tiempo "t" tiende a "" 

-------·------------------
* Con mayor detalle se dosarrolla.r!t, posteriormente, la so 

lución integral de la ecuación 3.1 
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Experimentalmente, de acuerdo con Mazliak (1976), 

cuando se analiza el crecimiento en vegetales, por ejemplo, 

el crecimiento in vitro de tejidos de vid, haciendo variar 

sistemáticamente la d6si.s de un ion mineral, en este caso -

potasio, en el medio de cultivo, la curva de variación del 

crecimiento en función de la concentración, presenta gene--

ralmente tres partes (Fig. 3.2): 

a) Una parte creciente, que corresponde a una serie de co~ 

centraciones insuficientes de potasio (existe carencia 

o deficiencia de él) . 

b) Una porción de crecimiento constante, que representa una 

gama de concentraciones óptimas de potasio. 

e) Unn zona decreciente, que corresponde a dósis tóxicas de 

potasio. 

e; 
u ........ 
o ... 
e: 
G) 

E 
u 
G) ... 
u .a..___.:,..._ _ _._ _______ ..,.)' (k) 

10 20 30 40 

Fig. 3.2 Efecto de la d6sis de K+ sobre el crecimiento in. 
Y.!.!:E.2.• de tejidos de vid. (Mazliak, 1976). 
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Lo anterior ha llevado a Mazliak (1976) a propo

ner que la curva comprendida entre las zonas de deficiencia 

y concentraci6n óptima, puede aproximarse matemáticamente -

por la siguiente ecuaci6n: 

en donde: 

~ == k(A - y) 
dx 

(ec. 3.3) 

y • crecimiento (aumanto en longitud, peso, masa, área, -

etc.), correspondiente a una concentración x 

dy = incremento de crecimiento que corresponde a un aumento 

de concentración dx. 

k = constante de proporcionalidad. 

A = crecimiento máximo. 

La expresión anterior ha recibido el nombre de -

ecuación de Mitschcrlich, dado que fue propuesta por el pr~ 

pio E.A. Mitscherlich en 1939 (Batschelet, 1975), y actual

mente en la agricultura, se utiliza para obter:.er fórmulas -

de abonado correctas, sin sufrir desperdicios considerables. 

r,a solución integral para la ecuación 3.3, se ob

tiene con la técnica de separación de variables: 
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a) Si dv 
:=.l.= k(A - y), entonces: 
dx 

b) ---9l_ = k •dx 
A - y 

e) Considere ahora: 

dy - {k(A - y) }•dx 

i) u = A - y, entonces: y A - u, y de ásto se sigue que: 

d) 

e) 

f) 

g) 

!!l. = .sL (A - u) = -1; por lo tanto: dy ~ -du 
du du 

Sustituyendo -du en el inciso b) se tiene: 

du 
- - "' k•dx 

u 

Integrando do ambos m.iembros de la ecuaci6n: 

- f dt! k f dx 
u 

o bien: - ln u = kx + c2 - C1 

sea c2 - c1 "' c3, entonces: - 111 u "" kx + C3 o bien: 

ln u ... - kx - C3 

-kx -e u .. o •e 3 Sea e-c3 :::: e, entonces: 
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u~ C·e-kx, pero como u =A y, entonces: 

h) o bien: -kx y •A - C·e (sol. gral.) 

Sin embargo, sí matemáticamente se considera que 

dada una cierta concentrac i6n x '" O, entonces y "'" O; sus ti-

tuyendo estos valores en la soluci6n general: 

i) o O ~ A - C•e , lo que da lugar a que: A ~ e, y se obten-

ga la aoluci6n particular para las condiciones inicia-

loa indicadas, dadn por: 

(ec. 3. 4) 

Es importante hacer notar que, los resultadfa ob-
, 

tenidos al suministrar diversos iones para estudiar el cre-

cimiento en vegetales ha sido de gran inter~s práctico en -

el empleo de los abonos minerales en agr.kultura. Sin embar 

go, habrá quo recordar que el problema de crecimiento vege

tal aba1:ca una pluralidad de fen6mcnos: multiplicación de -

c~lulas, actividades d<~ síntesis, r.egulaciones hormonales, 

correlaciones tr6ficas, etc., y por lo tanto, el formalismo 

matemático puede resultar en eate caso, una abstracción de

l'J".asiado imperfecta del Gistimta re.tl. Pero aun <:on ello, el 

fracaso de un modelo en cuanto a pr1~dccir y/o d¡!scribir el 
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comportamiento de las variables en un sistema, es Gtil en -

s! mismo, porque señalar~ posibles fallas en el marco con

ceptual en las que se bas6 para postular el problema y el -

desarrollo del modelo, permitiéndole posteriormente prede-

cir y/o describir la conducta del sistema estudiado median-

te el uso de modelos que tomen en cuenta un s6lo nivel je~

rárquico: subcelular, celular o suprac:elular, facilitando -

aa! el análisis de retro.llimentaciOn entre el sistema real 

y el siotema matemático. 

"í 
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PARTE EXPERIMENTAL: EFECTO DE LA DOSIS DE UN SOLO ION 

SOBRE EL CRECIMIENTO EN VEGETALES, 

Entre ~os primeros trabajos correspondientes al -

desarrollo de las plantas superiores y sus necesidades con 

respecto a los elementos contenidos en el suel~·están las -

investigaciones de Sachs y Knopp en 1860, quienes emplear6n 

cultivos en medio liquido, para demostrar la existencia de 

los elementos escenciales (Devlin, 1975). Actualmente, los 

cultivos en medio liquido son utilizados para estudiar pri!!, 

cipalmente, las modificaciones morfol6gicas y fisiol6gicas, 

que provocan la ausencia o presencia de uno o varios iones. 

Existen varias soluciones nutritivas que se util! 

zan como medios de cultivo, sin embargo para el fin de esta 

práctica, s6lo se desarrollará la composici6n de los macro

elementos y oligoelementos de la solución de Hoagland. 

SOLUCION DE HOAGLAND PARA CUI/l'IVO LIQUIDO DE PLAN'l'AS 

Agua destilada ........ 1,000 ml 

(No3¡ 2ca•4H2o ••••••••••• 5.0 mg 

N0
3
K •.•••.•••••.••••••.. 5. O mg 

S0
4
Mg•!l

2
0 •• , ••••••• 5.0 mg 

PO 
4 

U 
2
K •• , •••••••••• l. O mg 

continaa •.• pag 60 

':c1, 
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Agregar a lo anterior 1 ml de tartrato férrico al 0.5 % 

Además agregue un miliU:.tro de la siguiente soluci6n: 

Agua destilada •...•....• 180 ml 

LiCl ....•...•..........• O .5 m.g 

so
4
cu•Sll

2
o ............... 10 mg 

so4zn .•.....•••...••...•• 10 mg 

B0
3
H

3 
••••••••••••••••••• 110 mg 

(504) 3Al 2 ................ 10 mg 

SnCl2•2H2º·············· •. s mg 

Se sugiere que se rnonto el dispositivo de Javier 

y Dertrand (Mazliak, 1976), para estudiar los cambios en -

crccirniento de leguminosas (tr6bol, soya, guisante, etc), 

en función de la concentración del ion férrico, como lo --

muestra la Fig. 3.3 

Debe de tornarse en cuenta que el rango de conce~ 

tra.ci6n del tartrato fl~rrico cm el loto control se manten-

ga en o.s %. 

Para cuantificar experimentalmente el crecimien

to en funci6n de la concentraoi6n del ion f6rrico para los 

lotes experimentales, tómese en cuenta las siguientes con-

centraciones da tartrnto férrico: 0%,0.25l,0.51,0.75%,ll, 
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1.25% y germine las semillas de las leguminosas con las que 

se va a trabajar dentro del dispositivo de Javier y Bertrand, 

marcando cuidadosamente cada uno de los lotes experimentales 

con las concentrac:lones antes mencionadas. Dado que el mode

lo matemático propuesto toma en cuent.:i que la variable "tiem 

po" permanece constante mida la longitud alcanzada por los -

tallos con un vernier despu~s de 15 dfas de iniciado el exp~ 

rimento. Con los datos obtenidos: 

1.- Grafique la longitud (o longitudes promedio por lote)c -

contra la concentraci6n del ion férrico. 

2.- A partir de la gráfica determine: 

a) La zona de crecimiento donde la concentración es ins~ 

ficiente. 

bl La zona de crecimiento donde la concontraci6n del ion 

es 6pt:ima y, el valor correspondiente al máximo de -

crecimiento (A) 

3.- Discuta: 

a) Si los datos obtenidos presentan cierths semejanzas 

con la curva propuesta por Mazlia:k (1976). 

b) Si la ecuaci6n de Mitscherlich describe adecuadamente 

el crecimiento en este caso, de acuerdo con los datos 

obtenidos. 

c)· El papel del hierro como mineral indispensable • 
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1Uón pa1a alnt.et6n 

J.í::t-

F f 9 • 3 • 3 Dbpooltlto do 1 .. i.r 1 ll<tttaad p•ta ntodlor <I <rt<IPll<nlo dt 11111 pluta 
•11potlor n IOlud.la nulrltha m1 ..... 1. J, De~sho de un• kmlU .. 2. CrnlmWat• d<r 
b pbo11. 
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EJEMPLO CUATRO: CRECIMIENTO LOGISTICO DE UNA POBLACION 

Uno de los principales propósitos que se han ten1 

do con respecto al estudio de la dinámica de poblaciones ha 

sido determinar, de manera experimental u observacional, a

quellos parámetros de la población que se relacionan con la 

tasa de natalidad y mortalidad, ya que su objetivo, según -

señala Weatherley (1972) , es el poder evaluar la capacidad 

de la población para incrementarse numéricamente con respe~ 

to al tiempo. 

Esta capacidaü puede ser valorada si se considera 

que la tasa de cambio neta (uN) de una población en un in~

tervalo de tiempo (At) es igual a la tasa de natalidad (D) 

menos la tasa de mortalidad (D), es decir: 

(ec. 4. l) 

Sin embar~o ya que B y o dependen del tamaño de la pobla.;.-

ci6n (N), entonces algebraicamente estas dos tasas pueden. 

ser descritas en el caso !Ms simple como: 

'B "' bN D = cN 

Sustituyendo estos últimos valores en ln ce •. 4.1 

'"! 
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At 
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(ec. 4. 2) 

En la práctica, de acuerdo a Boughey (1973), si -

se denomina a (b - d) = r como la tasa intrínseca de creci-

miento de la poblaci6n entonces: 

AN .. rN 
t.t 

(ec. 4.3) 

considerando que por definición lim Afi = dN , la tasa ins
~t-1-0 At dt 

tant~nea de la población ser~: 

2!!. "" rN 
dt 

(ec. 4 .4 l 

De acuerdo con Pianka (1974}, by d pueden consi

derarse para el caso más ~encillo de este modelo como dos -

funciones lineales tales que: 

b = b
0 

+ oN 

donde (Ver Fig. 4.1): 

b
0 

= tasa de natalidad máxima 

d = tasa de mortalidad mínima o 
N = tamaño de la población 

a = tasa unitaria de nacimientos 

a = tasa uni.taria de muertes 

d = d - SN o 
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r b 
o 

d .. d - í:ltl o 

T d 
o b .. b + atl o 

k 

Fig. 4. l Diagrama que muestra la tasa inst<>.ntánea de nata-

lidad, por individuo, la cual decrece linealmente con la 

densidad de la poblaci6n; en cambio, la tasa de mortalidad, 

por individuo, aumenta linealmente a medida que la densidad 

de la pobla.ci~n aumenta. Nótese que k es el punto de equil.f.. 

brio de la densi.dad poblacional. Figura adaptada de Pianka 

(1974). 

De acuerdo lo con lo anterior, s:I. r = b - d; entonces: 

r • (b
0 

- aNl - (d
0 

- SN) 

= {b
0 

- d
0 

- N(a + S)} 

Susti.t\lyendo al valor de r en la ecuación. 4 .4 
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dN -= 
dt 

{b - d - N(a + B)}N o o 

Para cualquier valor de b y d, indicados con sub

índices, se cumple que b - d = r; por lo tanto, si: 

entonces: 

!!!! = {r - N(a + 8) }N 
dt o 

Sin embargo cuando la población esta estabilizada, 

es decir, cuando la tasa de natalidad este en equilibrio con 

la tasa de mortalidad, lo que da por resultado que ~N/~t pe~ 

manosea constante, entonces teoricamente dN/dt = O y la po-

blaci6n alcanza el punto de equilibrio de la densidad pobla

cional k, conocida tambi6n como la capacidad de saturación -

del ecosistema. (Ver Fig. 4.1 y 4.2). MatemaUcamente, este 

equilibrio puede ser expresado de la siguiente formar 

r
0 

- N(a + 8) = O 

Por lo tanto: 

(a + 8) = ro 
k 

Sustituyendo este 11ltimo valor en la ecuaci6n 4.5 
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r 
dN = {r - N(..2.)} = 
dt o k 

r 

r 
~ N(k - N} 
k 

Si se denomina a ..2. ,,,¡ >., entonces se obtiene: 
k 

2.!:!. "' .XN(k - N) 
dt 

(ec. 4 .6) 

La función Nt de crecimiento poblacional se obti~ 

ne al resolver la ecuación diferencial indicada en 4.6 por 

el rn~todo de fracciones parciales {Batschelct, 1977), es d!:_ 

cir: 

a) Si dN 
;l.N(k - N) -= entonces: dN 

"' ;l.•dt 
dt N (k - N) 

b) f dN = f .X•dt 
?{(k - N) 

e) f 
__ d!i_ = ;l.t + c1 N(k - N) 

Para integrar la fracción de la izquierda, se obtienen las 

' fracciones parciales del integrando de la izquierd~: 

1 ----"' 1 

N(k - N) N(k - N) k 
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l k - N + N =--- . -~,---
N (k - N) 

"' !.. (k - N + N 
k N(k - N) 

.. 1 l+_l_ 

k N k - N 

k 

Por lo tanto la integral de la fracción de la izquierda pu! 

de ser expresada como: 

d) 1 { f ~N + f ~ ) ~ At + Cl 
k N k - N 

e) 

Multiplicando por k ambos lados de la igualdad; 

f dN + f 
N 

dN __ .. 
k - N 

Considere ahora: 

ii) v = k - N, entonces: dv "" -l•d.N o bi.en, dN .. -dv 

Sustituyendo estos tll.timos valores .en el inciso e) 
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f) f ~ + f- dv = µ 

e¡) 

N V 

Integrando y sustituyendo el valor de v: 

ln N - ln (k - N) = µ + c2 o bien: ln N ----- .. u + c2 k - N 

o bien1 

Dividiendo entre N ambos lados de la igualdad; 

1 ~ keu+C2 - eµ+C2 
N 

Sumando eu+C2 en ambos lados de la i9ualdad1 

1 + eµ+C2 m keµ+C2 
N 

Multiplicando por N ambos lados de la ic¡ullldftd: 
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Despejando N: 

keµ+C2 
N = ..-;;.;;;...___.;.___ 

(1 + eµ+C2) 

Dividiendo el numerador y el denominador entre eJ.1+C2 

N = ---"k~--
1 + e-ll-C2 

Sustituyendo el valor de la variable µ 

k k N = ~----~--~-------- ~ --~-~-----~-
1 + e-kAt - kCl - c2 l + e-kXt,e-kC1-c2 

N = k (ec. 4. 7) 
1 + Ce->.kt 

.Al tiempo t = O, el tamaño de la poblaci6n será -

N "' N0, por lo tanto: 

k No .. ._ 
1 + e 

o bien: k C=-·-1 
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La Fig. 4.2 muestra la gráfica de la ec. 4.7. La 

curva tiene forma de S o sigmoidea • A esta ecuaci6n se le 

conoce generalmente como la funci6n logistica. Fue propue! 

ta por Verhulst en 1838 y "vuelta a descubrir" por Pearl y 

Rct~d en 1920. Posteriormente Lotka (1924), Pear.l (l926), -

Volterra (1928), Gause (1934), Sang (1950) y recientemente 

Long. et al (1974), entre otros, han aplicado este modelo p~ 

ra expresar el crecimiento de poblaciones experimentales. 

··-·•t•,,··············"'········•t••••• k 

~-o 
dt 

Fig. 4.2 La ecuación log1stica en su forma integral. Se s~ 

pone que la población aumenta primero lentamente y luego 

m!s rápidamente, hasta que se alcanza un nivel equilibrido. 

Este nivel es llamado capacidad de saturación, ~sta repre'."

sentado por el valor de la constante k. 
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En estas aplicaciones se han asumido varias suposiciones de 

tipo biol6gico, para mantener la simplicidad matemática. 

Sin embargo, si bien la simplicidad es una cualidad desea-

ble en cualquier teor1a cient1fica, no es prueba definitiva 

de validez. Por ello, al examinar las suposiciones del mod~ 

lo log1stico, se pueden señalar, de acuerdo con Aya la (1.970), 

aquellas de tales suposiciones que ponen en tela de juicio 

la validez del modelo: 

1.- La tasa .:innata de crecimiento de los organismos perman~ 

ce constante. Esta suposici6n implica la existencia de 

la uniformidaü gen6tica de los propios organismos, o -

bien, que la selecci6n no opera. 

2 .- Todos los organismos de l.a poblaci6n tienen en cualquier 

tiempo id€nticas propiedades demográficas; ésto signifi

ca, que la probabilidad de muerte, reproducción, etc., -

es igaul para todos los individuos¡ o bien, expresado en 

otra for:ma, la distribuci6n de edades de l.a poblaci6n 

permanece constante. 

3.- Se supone que existe una relaci6n lineal entre la densi

dad de la pobalci6n y la tasa de crecimiento, la cual d~ 

crece en pi:oporci6n constante por cada individuo 'que se 

añada a la población. Experimentalmente, Sang (1950), ha 

mostrado que esta tasa de crecimiento en orosoEhila !e. -

f' 



no es lineal con respecto a la densidad de la población. 

4.- Se atribuye que el medio ambiente es constante. 

Sin embargo, a pesar de las objeciones, existen -

numerosos ejemplos en la literatura, que ilustran una cerc~ 

na correspondencia entre la curva te6rica y datos experime~ 

tales. Por ejemplo Gauae (1934), describe el ~recimiento de 

U':'I cultivo de Paramecium caudatum1 Lotka (1956), una pobla

ci6n de orosophila y Odurn (1959), ~l crecimiento de un cul

tivo de levadura bajo condiciones experimentales controla-

das. 

Pero en algunas otras poblaciones, como la mayo--

r!a de los metazoarios, la ecuaci6n logistica no es la ¡1de

cuada para describir crecimientos poblacionales, dado que -

presentan ciclos de vida complejos y en algunos casos se m! 

nifiestan oscilaciones de la población a lo largo de la ca

pacidad de ca~ga o saturaci6n de la población. 

conviene subrayar que, pese a que el crecimiento 

de una gran diversidad de poblaciones, tanto de laboratorio 

como naturales,· siguen un patrón de curva delineada por la 

función log1stica, hay otros tipos de ecuaciones matemátii--·

cas que producen una curva sigmoidea. V6ase por ejemplo : -

Clow y Urquhart ( 1974), pp. 138-139, o Defa.res ~ al (1973), 

pp. 238-244. Por lo tanto, es necesario, antes de obtener -
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conclusiones, confrontar las suposiciones en las que se ba

san las ecua~iones citadas en la literatura con los datos -

experimentales obtenidos en las experiencias de laboratorio 

o de campo. 

Finalmente, habrá que recordar que no se supone -

que los modelos matemáticos sean r6plicas de los fen6menos 

biol6gicos a estudiar, sino simplificaciones que tienen por 

objetivo predecir, describJ'.r o ayudav a explicar, general-

mente, un cambio d.inámico con el tiempo, asl'. como, en algu

nos caeos, delimitar aspectos que necesiten nuevos o mejo-

res datos y p1~incipios (Odum, 1972). 
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PARTE EXPERIMENTAL: OBTENCION DE LA CURVA LOGISTICA DE 

CRECIMIENTO PARA DROSOPIULA EN CUL

TIVOS DE LABORATORIO, 

ta dinámica de crecimiento de una poblaci6n de la 

mosca de fruta, Drosophila melanogaster, bajo condiciones -

experimentales controladas, es sumamente Gtil para ilustrar . 
experimentalmente la aplicaci61i de la curva log!stica, ya -

que los individuos de esta especie se reproducen rápidamen

te, son fáciles de cultivar y tienen descendencia abundante. 

La mosca Drosophila puede crecer prácticamente en 

cualquier medio \1e fermentaci6n; sin embargo, ya que es ne.., 

cesario en esta práctica, extraer a los individuos del fra~ 

co de cultivo para su conteo per1odico, se requiere de un -

* medio de cultivo compacto 

Para comenzar con una poblaci6n inicial, introdu! 

ca dentro de una botella con medio de cultivo; a una hembra 

virgen.Y un macho y ci~rrelo con un tap6n de algód6n. Elª! 

perma que recibe una mosca hembra durante la cruza es capaz 

* Consül tese al Dr. R. Fel üt Estradar I,ab. de Gen~tica. Fac. 

de. Ciencias para la preparo.ci6n del medio compacto especial. 



77 

de fertilizar un gran ndmero de huevos. Las hembras ovipos! 

tan a los dos días de la cruza. El conteo puede iniciarse, 

aproximadamente 7 a 9 días despu6s de haber iniciado el cul 

tivo. Para poder efectuar el conteo de mr:iscas, en interva-.., 

los de tiempo de aproximadamente site días, es necesario, -

inmovilizarlas mediante el empleo de ~ter. 

Para obtener la curva logística de crecimiento, -

se grafica en papel milimétrico el ndmcro de individuos CO!! 

tra la variable tiempo (en días). La capacidad de carga, k, 

puede ser estimada visualmente en la propia gráfica. Poste-

riormente, si se desea calcular la velocidad de crecimiento 

de la población (considerada en el modelo como la tasa inn!:. 

ta), se rearregla la soluci6n integral de la ec. 4.6 de la 

siguiente forma: 

Pero ~ = 
k 

Sustituyendo esto Gltimo valor en la exprN1i6n antet'ior: 

ln N 

k - N 

entonces esta última expresi6n, graficada en papel scmilog~ 

r1Lm.ico ea do la formc1 y "' m;: + b,, donde: 

y ~ ln N mx b "'e 
k - N 
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Finalmente, para el reconocimiento del sexo de la 

mosca adulta, métodos de cultivo, manejo de moscas, etc., -

consúltcse a Demerec y Kaufmann (1962), antes de iniciar el 

experimento. 
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EJEMPLO CINCO: TAMANO Y CRECIMIENTO 

D'Arcy Wentworth thompson (1860-1948), naturali~ 

ta y matemático, escribió la primera edición de su li.b:rn -

"On Growth and Forro" en 1915, en el cual por primera vez, 

se aplicó sistematicamente, en forma global, el análisis -

rnecánicó, anteriormente sólo hecho por ingenieros o ffsi-

cos, a problemas que contemplarán estructuras biol6gicas. 

Escr1bi6 su libro, según explicó, "como una fácil 

introducci6n al estudio de las formas orgánicas, por m~to

dos que son lugares comunes de la ciencia ff.sica, que son 

por supuesto originales en su aplicaci6n a la historia na

tural; pero sin embargo son poco empleadas por los natura

listas por falta de costumbre". Su sentidc1 pi tag6rico se -

refleja al afirmar que los problemas biológicos se reduz-

can en postulados f1sicos o de ser po11ible 1 en matemáticos. 

Aborda, bajo este sentido, la dureza de los dientes, la m!l 

temática de las manchas, la forma de le1s celdas de las ab~ 

jas, el efecto de la temperatura en el crecimiento de las 

hormigas, transformaciones geom~tricau para describir di-

versas formas de peces, etc. 

Los problemas do forma y cr•eci111iento, los expli• 
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ca en términos físicos y matemáticos. Comienza en el cap1-

tu lo dos de su libro explicando: "Para todas nues t;::us con-

cepciones de forma, debemos de referirnos a t~rminos de --

magnltud y dirección. Porque la forma de un objeto queda -

definida cuando sabemos su magnitud, real o relativa, en -

varias dimensiones, y el crecimiento supone los mismos co~ 

ceptos de magnitud y direcci6n, relacionados con el conceE 

to ulterior o -diemensi6n- de tiempo". 

El estudio del fenómeno de crecimiento, comienza 

con el hecho de que si un cambio en tamaño, no implica un 

cambio en la forma (Ver fig. 5.1), entonces habrá una rel~ 

ci6n simple entre las ditnens iones lineales, áreas y volum~ 

nes. Simbólicamente, si L representa la dimensi{Sn lineal, 

entonces la superficie s y el volumen V podrán ser expresa 
1 -

dos como:. 

y 

o bien: 

'i . 
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Fig. 5 .1 Diagrama de un molusco c6nico (a) y uno espiral · 

(b) • Obs6rvesc en cada caso que la regi6n oscura represen

ta un cambio en tamaño, sin la alteraci6n de la forma ori

ginal. (Tomado de Alexander, 1973). 

Partiendo de estos principios elementales, pue-

den deducirse muchas consecuencias, algunas de gran impor

tancia, cono la que siguiente: 

a) Cuando una célula viva crece, su volumen aumenta más r::, 

pidamente por unidad que su superficie. Rec1procamente, 

si la célula es de pequeño tamaño, la superficie es re-

lativamente grande. Con base en lo antetior, pueden pr~ 

decirse consecuencias acerca de la relación entre el ta 

maño celular y la velocidad de su actividad metab6lica. 

Las· células en las rsgiones de crecimiento acelerado 02 

iro los medstemos vegetales, por ejemplo, tienen una a! 
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ta tasa de divisi6n mit6tica y por lo tanto son muy ac

tivas metab6licamente. Como son células muy pequeñas, -

mayor es su área por unidad de volumen, y en esta forma 

el intercambio de material por la membrana puede, ocurrir 

rápidamente. En cambio el gran tamaño que pueden alcan

zar algunas otras c~lulas como los ovocitos, está dire~ 

tamente relacionado con el hecho de que mientras no 

sean fertilizados son relativamente inactivos y por lo 

tanto mantienen una baja relaci6n entre la superficie -

de la membrana y el volumen celular (Ver fig. 5.2) 

G G 
Area superficial: Area superficial: Arca superficial: 

36 1f 16 1f 

Vo 1 umen: 1081' 1f Vo 1 umen: 32/3 1T Volumen: Vl 1T 

Fig. 5.2 Relaci6n superficie/valumen en estructuras esfé-· 

ricas. Area "' 4nr2 
1 volumen "" 4/31Tr 3 • 
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Existen diversas relaciones para mostrar la pro

porcionalidad que existe entre el tamaño, la forma y el -

crecimiento, pudi~ndose inclusive escribir todo un libro -

sobre el tema. Sin embargo, dada la limitaci6n del presen

te trabajo, se ilustrará a continuación otro aspecto impo~ 

tante de tamaño y crecimiento. Se recomienda para lecturas 

posteriores los textos de Alexander (1975), Dudley {1977), 

Gould (1966, 1971), McMahon {1973), Rashevsky (1973) y ·-

Smith (1973). 

Al observar como crecen los organismos se ha vi;?_ 

to que la velocidad de crecimiento es diferente entre las 

diversas partes del organismo a estudiar. Cuando el creci~ 

miento es más rápido, o más lento, en una parte del orga-

nismo que en otra, el resultado será generalmente un cambio 

en fcr1 ~a. E~ de hacer notar que la idea de cree imiento está 

asociada al cambio de magnitudes absolutas como la longitud, 

§rea, volumen, peso, etc., a trav~s del tiempo, de tal man! 

ra que si: 

y = y(t) = tamaño (longitud, área, volumen, peso, ate.) de 

una parte del cuerpo u órgano a considerar; 

x = x(t) = es el tamaño máximo con respecto a "y" 
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Y además SE~ supone que la razón de crecimiento -

de <:ada una de las partes es proporcional a sf misma en el 

tiempo, 6sto es, simb6licamente (Huxley, 1932): 

~"'y 
dt 

y dx 

dt 

entonces, al efectuar el cociente entre ambas razones de -

crecimiento se tiene: 

o bien: ~"' :t 
dX X 

Sustituyendo el signo de proporcionalidad por uno de igual-

dad, introducioendo una constante e, se tiene: 

~"' c·I 
dx • X 

Multiplicando por 1/y y por dx ambos lados de la expresión 

·anterior para obtener una ecuación diferencial integrable: 
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La soluci6n integral de la ec. 5.1 por separaci6n de varia 

bles, es como sigue: 

a) f ~ = e· f ~ 
y X 

bl ln y = e • ln x + c1 

Como e . ln X ln xc, entonces: 

e c) ln y - ln X ~ Cl o bien; 

Sea ecl "' b. Despejando "y'' y sustituyendo éste valor •:m la 

la expresi6n anterior tenemos finalmente: 

(ec. 5. 2) 

La relaci6n anterior fue propuesta originalmente. 

por Huxley en 1932 y puede entenderse como el patr6n de 

crecimiento q-.le siguen dos par'tea de un organismo o, de 

acuerdo con Gould (1966), quien define a las relaciones 

de crecimiento que cumplen generalmente con la función po

tencial y .. bxc, con el t€!rmino de "alometr1a" como "el e!_ 
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udio de cambios de proporci6n correlacionados con vnriaci2_ 

nes en tamaño, ya sea del organismo total o de una de sus 

partlr:s a considerar. Las variaciones pueden ser morfol6gi

cas, fisiol6gicas o químicas; las diferencias en tamaño 

pueden surgir de procesos de ontogenia o filogenia". 

A partir do la ecuaci6n 5.2, autores como Raup y 

Stanley (1971), distinguen b~sicamente dos tipos de creci-

miento alom6tr.ico: 

a) Isométrico, cuando e ~ 1 y, lYjr lo tanto, las proporci2 

nes que guardan "y" y "x" no cambian durant.e la ontoge.., 

nia (Ver fig. 5.3 A y B). 

b) Anisométrico, cu.:indo et 1, lo que da lugar a que no se 

guarde una relaci6n de proporci6n y, por lo tanto, esi,!! 

ta un cambio de forma durante 111 ontogenia. (Ver f ig. -

5. 3 C y O) • 

El tipo de crecimiento anisométrico, ha dado lu-

gar a una gran cantidad de investigaciones dentro del cam

po bio16gico, y ha sido aplicado con Gxito no s61o a pro-

blemés de crecimiento relativo, sino trunbi6n a problemas -

relacionados con la taxonomía, fisiología y evoluc16n. 

(Veáse por ejemplo: Gould, 1966 y 1971¡ Schmidt-Nielsen, -

1976). 

;f. 
{. 

.. ; 
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Para el cálculo matemático de las constantes b y 

e, se remite al lector, respectivamente, a Defares et tl -

(1973) y a zar (1968) , para el uso de logaritmos y mínimos 

cuadrados; ya que, al utilizar ambos m~t.odos para un mismo 

problema, se llega a diferentes resultados y la discusión 

de los mismos se sale del contexro que ilustra este ejcrn·

plo y la t6sis en general. 

y y 

A 

... 
............ 

,• 

I 

. ···· 
........ 

B 

.. 

I x/y .. 

....... 
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y y 

x/y • 1 

e 

.... // 
.. 

.. ··· .• 

x/y .. t 

·' / 

L.·--------to) X 

o 

Fig. 5.3 Patrones t!picos de crecimiento que se observan 

cuando dos dimensiones morfol6gicas "x" y :'y" se gre.fican 

en un plano cartesiano. En cada gráficll, la forma de un -· 

organismo hipot~tico se muestra por un cuadrado o.por un 

rectángulo en tres diferentes estados ontogenftticos. En -

A y B, se muestra el crecimiento de tipo isométrico y do_!l 

de se señala que la forma no cambia, lo que da por résul-

tado que el cociente entre las dimensiones "y" y "x" se -

mantenga constante. En cambio, en e y o, el crecimiento ~ 

es anisom6trico, la forma cambia continuamente y el cocie~ 

te anteriormente mencionado no se mantiene constante~ 
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PARTE EXPERIMENTAL: A, RELACIONES DIMENSIONALES EN PARTES 

ESQUELETICAS DE ANIMALES, 

B, CALCULOl3 ALOMETRICOS EN FOSILES 

INVERTEBRADOS, 

A. LA ESPIRJ.\L EQUIANGULAR EN NAUTILUS. 

Las conchas de diversos invertebrados presentan 

enrollamientos en espiral, y son característicos, entre -

otros, Globiqerina !!E y NU•ltilus fil?.· Entre los primeros -

trabajos por describir cuantitativamente esta espiral, en 
contramos el trabajo de D'Arcy Thompson en 1917, el cual 

propone una relación matemática para explicar los cambios 

en tamaño en Nautilu;¿¡ ~ en relaci6n a su ontogenia. 

Para ilustrar lo anterior, a partir de la Fig. -

5.4, haga la gr~fica del radio con respecto a su postci6n · 

angular, siguiendo las siguientes instrucciones: 

a) Mida con una regla dividida en milímetros cada una de -

las distancias marcadas en la fig. 5,4 

b) Es de hacer notar que los ángulos estan di~igidos en al 

sentido dextr6giro, y por lo tanto debe observarse el -

signo menos. Lo anterior es con el fin de encontrar una 



~ 1';. ,. . l." -

• «' ~. 
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relaci6n entre la posición angular (en radianes) y cada 

una de las distancias marcadas. 

c) Haga las siguientes gráf~cas: 

o 
o 

~ ... 
o ceo 

Q) 
o 

.2 '° 
-o o 
111 .:r .. 

.2 
-o 
l'O ... 
OI 
o 

~ 
N 

°=! 

"' 
.:r 

o 
N posición "! poslcl6n 

-----------.::,a·ngulor --:--------~angular 
-4n -3n -2n -n -n -!m • 3TI -2n -n -n 

2 2 

d) Proponga para cada gráfica la ecuación que describa la 

distribuci6n de los puntos. 

e) En base al punto anterior, discuta si el tipo de cree! 

miento para este cefal6podo as isom6trico o anisomátr! 

co durante su ontogenia. 

B. D.ETER~lINACION DE LAS CONSTANTES ALOMETRICAS EN UNA MUES 

TRA POBLAC!ONAL DE Pholi_?.ostrophia gracilis. 

~ continuación se ilustra en una tabla una serie 

de medidas (en mro) re.portadas por Imbrie (1956), de largo 

y. ancho para el braquiópodo del devónico Pholidostroehia 

gracilis. 

' ~
) 
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ANCHO !.ARGO ANCHO LARGO· J\NCHO !.ARGO 

14 10 18 15 20 15 

15 12 18 15 20 16 

15 13 18 15 20 16 

16 12 18 15 20 16 

16 13 18 16 20 17 

17 12 18 16 20 17 

17 13 18 16 20 18 

17 13 19 14 21 15 

17 13 19 15 21 16 

17 14 19 15 21 17 

17 14 19 16 21 17 

17 14 19 16 2l 18 

17 l4 19 17 21 iü 

l7 14 19 17 21 19 

19 13 19 l.9 22 15 

18 13 20 15 23 18 

18 15 20 15 

' 
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El objetivo d~ la siguiente pr~ctica es el calcu

lar las constantes b y e do la función potencial y = b:xº --

con baso en la transformación lognr1tmica de esta función, 

es decir s.í.: 

log y "' log b + e • log x 

en donde: 

log b a ordenada al origen 

e "' pendiente de la recta 

entonces: 

log X¡¡ • log '/ - log x 1 • log Y2 
109 b "' 

l 

log x2 - log xl 

log Y2 - log Y1 e .. 
log x2 - log x1 

la interpretación biológica de laa constantés b 

y e es la ~igui~nte: 

b "' indice inicial di!) crecimiento (Defaros il ~, 1973) 

e = constante alom6trica; representa la razón de crocimien, 

to de la par1t:.e u órgano con respecto a la razón de cr~ 

cimiento <lel todo. Los distintos valores que puede . 
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adoptar la constante alornétrica tienen la siguiente in 

terpretaci6n (Gould, 1.966): 

a) e "> 1, entonces se dice que el crc~cirniento alométrico 

1::!s positivo y la tasa o razón de crecimiento de 

la parte a considerar es mayor a 13 del todo 

b) e = 1, el crecimiento se denomina isométrico u isornór-

fico y ambas tasas de crecimiento son iguales. 

Lo anterior representa un mantenimiento de simi 

laridad geométrica con respecto al aumento en -

tamafio. El uso de este cri~~io requiere que --

las dimensiones "x" y "y" sean las m:i.smas. Sin 

embargo, es importante hac1:?r notar, que si "y" 

2 es la superficie (L J y "x" es una dimensión --

(LJ, entonces, e= 2 también representará isom~ 

tria. O bien, si "y" es la longitud (L) y "x" -

es el volumen (L 3) entonces tatnbién, c = 1/3 i,!! 

dicará isometr!a. 

e} e < 1, entonces lu raz6n y/x disminuye a medida que la 

magnitud representada por. 11 x 11 aumente, 

· d) e '" l. 5 Al tomar un valor cercano a L 5, entonces esto. 

puede revelar que el crecimiento entre la S\lpe!_ 

ficie y el volumen de un 6rgano u organismo son 

proporcionales. 

. ~ 
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CONCLUSIONES: BIOMATEMATICAS; PROBLEMAS Y ALTERNATIVAS EN 

SU ENSENANZA, 

La introducci6n del lenguaje matemático en la Bi~ 

lcg!a con el fin primordial de establecer relaciones cuanti 

tativas entre distintas entidades y procesos biol6gicos, ha 

planteado diversas situaciones y en general exponen situa--

cienes, como la referida por I<ostitzien en 1939: 

" Todos estamos de acuerdo, que las Maternáticas tienen el -

derecho de entrar a las Ciencias Naturales, pero cuando 

se llega a razonar el por que y/o el uso de ellas, nos top~ 

mos con cierta resistencia y repugnancia. ¿Por qué este -

comportamiento?. Debe admitirse que esta resistencia no -

siempre se debe a una actitud conserva.dora 1 sumisa o po-

bre en comunicaci6n. El razonamiento en general, no es --

obstáculo al naturalista; pero el razonamiento matemático 

lo sorprende, ya qu~ esta habituado a verificar paso por 

paso a trav~s dP. la experimentaci6n" 

Este comportamiento se debió a que historicamente 

la Biolog1a y las Matemáticas eran dos .ramas de la Ciencia 

sin ninguna relaci6n entre ellas, y aparentemente: 



100 

a) No hacia falta la descripción de un problema biológico 

en t~rminos cuantitativos. 

b) No existía un "tipo de matem~ticas" para la descripci6n 

de procesos o estructuras biológicas. 

Sin embargo, las causas señaladas anteriormente, 

s6lo reflejan el caracter que había tenido la Biología (y -

sigue teniendo en algunos casos> ejemplo, Botánica 'l Zoolo-

91a) , corno una rama de la Ciencia que historicamente diri--

9!a sus esfuerzos para recolectar, examinar y ordenar una -

enorme cantidad de hechos biológicos, n~portándolos con un 

carácter fuertemente v~balista. 

Lo anterior lleva a considor,1r que, esa resisten

cia y repugnancia sea fur.damentalmento el razonumicnto de -

tipo matemático hacia el antílisis de problemas biológicos. 

Con respecto a este razonamiento, Bartlett (1968), llega ~ 

señalar que, las deducciones lógicas so toman tan rápido 

(con respecto al proceso experimental) para llegar a un re

sultado, que pareciera (para al naturalista) un mecanismo 

falso o arbitrario; y más aun, do acuerdo también con Bailey 

(1967), cuando cierta ecuación "biomatemática" que intenta 

describir un proceso biológico sacrifica, debido a la com-

plejided misma de los fenómenos, una qran cantidad de vari~ 

bles. 
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Sin embargo, ¿Qu6 tipo de matemáticas se requiere 

para el desarrollo anteriormente planteado?. En cuanto a --

ello, varios autores como Eggleston y Kelly (1968), MilJ.er 

(1968) y Chorbajian (1970) sugieren que según el nivel esc2 

lar que tenga el alumno de Biolog1a, se impartan eje1r.plos -

en los cuales el nivel de matemliticas corresponda, empezan-

do con el nivel escolar de la secundaria. Para el caso pa~ 

ticular del nivel licencüLtura, Chorbajian (1970) indica -"'I 

que el plan de estudios debe considerar los siguientes t6--

picos rnatem!í.ticos: 'l'eor:l'.a de conjuntos, vectores y matrices, 

conceptos fundamentales de Cálculo y ecuaciones diferencia

les. Especificamente, Miller ( 1968) se refiere al tipo de -

Matt'Jlláticas que según la especialidad, a nivel de Mnestrfa 

o oocitorado, se torne. Incluye las siguientes tire.as: ;,,nato-

mía, Biofiaica, Botánica, 1Ecologfo, Genética, Microbiolog1a 

y/o Virología, Fisiol.ogfo y Zoología. 

Finalmente, el tercer problema consiste en anali

zar los recursos h:.unanos para la enseñanza de Matern~ticas -

en Biologfo. Aunque Eggleston y Kelly (1968) proponen el h~ 

cho de que los Biólogos deban dedicarse a la enseñanza de l 

las Matemátii.:as en Biología, c§sto no constituye 1n realidad 

en Escuelas y/o Universidades donde se imparte esta carrera. 

Lo anterior se debe a que una minoria de Bi6log0s tienetn el 

'· ; 
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el conocimiento necesario o suficiente para impartir clases 

de Matemáticas, ya que la mayoría de los estudiantes y pro

fesionales del área, las matemáticas les es una disciplina 

abstrusa y totalmente alejada de la realidad y de sus nece

sidades concretas con que se enfrentarán a la vida profesi~ 

nal. Esta conducta 1 señalada anteriormente por Kostitzien -

(1939) es producto también de la educaci6n mecanicista t:on 

la que se imparten los cursos de Matemáticas generales. 

Para corr.egir tal deficiencia, los cursos de Mat~ 

máticas generales deberán manejar principalmente el manejo 

teórico y práctico de los modelos analizados en clase, con 

los cuales sA.rá. posible que el alumno: 

a) Obtenga y maneje la información básica necesar.ia en los 

temao de Matemáticas que se requieran. 

b) Aprenda a utilizar el pensamiento y lenguaje matemlitico, 

para abstraer los componentes básicos del fenómeno natu

ral estudiado 

e) Formule Modelos Matern!ticos que le permitan est11blecer -

operacionalmente ciertas predicciones mensurables y pue-· 

da con ello obtener conclusiones. 

Las ventajas pedag6gicas de 6ste método son evidentes, pues · 

se le estar.1a enseñando a los alumnos una disciplina enfoc! 

da desde: el punto de. vis ta de sua inter6ses primordiales. 
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