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,RESUMEN." ' 

, , 

.' :' ... ' .. ' ... ,. ' .' . 

'El, presenteartfculb muestra eian:,á.lisis 

dedos ,circui,toseh contacto térmico' fa·.::lo 

largo de u~a :ciei~a.longitud, que se 'COIÜ)Cer~ 
coItlo' lon9<itud,com~ri 6 -zonacomt1n, 'a través ,de 

',la cual pueden, intercambiar energfa calorffica. 
. '. . 

J .• oscircuitosconti.enen,en sU interior un de-

,t:erminado' ,,flufdOde trabajo (no' necesár:iamente ' 

.el mismo para'amb~s) y que,'es puesto ,en,movi

miento cUándOels-Ístema, por ellos formado es, ' 
" " 

,some;t:ido a ;reg,friu:~ne's de carentamiento,y ':en:erj,.,a-

,:mién:to.a .. 'lD_lar,go-,:de;sU:s zonas no, comtl'n:e,$,.,¡En 

, principio, no hay' restricci6n alguna ep" cuanto 

a Ta f.ortnade 10s,ci~rcui tos, 'soi'amente.'que la' 

se,cci6n,tr~'n,sMersalde' pada,' uno, ,és const,ante. , 

'S'e lleva ac'abo el '·desarrollo ~atenfá't'i90 
. . .. . .' 

para, modelar "eü 'comportamiento del sistema' 

antesdescrito,baj.orégirnen permanente y ,de 

:d~nde 'surg,en cuatro résul tadosdiferen:tesque" 

un sistema con<J:as caracter:fsticas yá"riiencio~ " 
. '. . 

• nadas '! debe:pos.eer 'par.a : alcanzar dicho,:estádo 

" , " pe~1l\an.é!\t;,~ . 
• :~ .".. •. :. f " 

, L<a't'e'ó;r~ta ;s:e ~é'j:erélpl:ifié'a'por do's,'c:i'rcuit'os,,'" 

rectangulares 'acoplados,' demostrando com.o los 

~alllPosde vélocidad y temperatura son " indepen

dientes ,de' la 'longitud de:los' brazos' horizon!"" 

tales.,' Tambi,~n; se analiza!;en,:forma:numériéa ' 

, 'el, ca,Bo de dos', ciicui tos cúadradospuestosen 

, contacto a través de una paredconduc,tora. ' 
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INTRODUCCION 

, . . .' . "'.. .,:. ' ... ': ..,.. .. 

Los sistemas convecti~os de·circulac,;k6n na.tural:dOr1de' 

,',el 'movimiento se produce"a consecuencia :á'e 'iih"~camhi"o' Éfn 

lá?ensidad del fluído, con09ido como efectotermosif6nico, 

'poseen ,ampliaaplicaci6n 'en sistemas de erifriaIl1~ent6 de 

,emergericia para reactores nucleares debido a,que, su 

'f.unqion~miento es seguro yno requieren .q,e equ:ipo de 

,bombeo ;:~,puesel calor necesario para provocar, ';el, cambió 

de;:'densidad lo puede prove~r',el m:l.smo: reactor'.' Este 

, , ti'pb:deeguipo ·es: muy empleado sobre todo en re'actó'res" 

aerecr!'a rápida de, me'tal líquido. 
. . . '" 

,~,Vn·a,~'ap:Li:c,a:cit'5n :.iimporbante la c~nst/ituye{elh'echo, de 
" " . 

, . .,:R1,l .. ~",;;~:s\gº,P.J:,¡:;,t.JJ~l~qp' ,!.:~~,tf1.S;t.lJJldQs, e:~".3 ~)%,ª~ ,J,9 _~n~:r::.9.ía· 

"emplei:ada' en cualquier 'comunidad podría obtenerse del 

.so,l..(~omo"ejemplo, ):o,s calentadores d?m~'st:icos, de,a9ua 

q:uefuncionan 'a haseoe energía: solar emplean ,el fen6- , 

meno,·'termosi,f6ri con unas,U ot~as~ariantes, cuyo obje-

tivo es alcanzar la mayor ef1~ienc1a del sistema de .' ca.ptaci6n ' 

:L'á ,geó:bérmi'a tan)p:bco;:pud~ sustér,a;erse:':a:l :emp1eo' :oel 

, 'é:ee'G'.;'t.b ,ter.mo:si~f~nic,o" 'ya ~que de por sí . ., ·él 'mov'i:inüiti .. t'<:;-.> 

"dª1~f,lú1do ,.en "un .POiZ'O cg,e,Q,t¡§rmico ~e,s' P:r,9.:.v.Qc.a~qo .,at',raY.~s 

'oe"ún· cambi'o en 'su' den$.id';a'd. 'En la:' acbiálidád, ~ste, 

campo haadquiridC? una ,gran impoi:'tancüt debido 'a la, ' 

'poS'1bilidad de' extraer, considerables" cantidades' de 

energía del:'~ismo.; Ei1."M~xico,.se está tratando'de lo

calizar ·yacimientos. geót~rrtlÍcos:a' lo .largo· delterri

torio,peroha$ta<.ahora,' solamente Míchoacány Baja 

Califo~nia resultan ser laszorias másimpo~tante~. 

:,1 

,,:,,' 
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~urant~ el presente estudio.se analizará ~n sistema 

compuesto por dos circu~tos, acoplado~ y dé, cualquier'. . 

geom~trra que interabtcian~~ravés de una paiéd conduc

tora .•. Este tipo de. configuraciones es muy usUal en las, 

. ·pJ.anta-s nucleoeléct;r,icas ,. dond"e para evitarproblema's·t1:e 

contaminaci6n por.radiaci6n se unen dos circuitos. con 

-un'cambiado:r de calo'r, enqueunó de ellos extr,ae la 

energra del reactor 'ydespués latransfi~ré al,otro 

para su aprovechamiento., :Esta clase de sistemas se co

noce como binario • 

. El'pres~nte,artrculo consta ·de cuatro' ieccion'es. La 

primer,a ,muestra .una.r:evisi6n de las principa.l~es in~es
tig'ac~iones ,gue hasta·:e·l momento existen sobre convec-. . . .. . , '.' 

, ~ci<>n natural en:c·i:ricu:i:to:s .c.er.r:ados y abiertos., ,opérando 

.. en: é~::ft.a~o';~permál1ente, .:;sí como sus ,principales~pl,Jca

clones. La segunda ,presentasl desarrollo matem,ático 

de unsistem,a formp90'porcios' ci):'cuitosacopl~pos • <ionde 

l-asecc'i6n ·transversal· 'se. cons'idera constante y .la· geo-

, ·metría· arbitraria.' En la tercera' secci6n se analiza .el· 

caso de do~circuitosrec~an~ularesacoplado~i lo que 

se ejempi'"ifica"al'es·tudiar .. :en. forma numérica e'!, compor

:tami'entod'e un' par de . circui t:Cis . cuad'rados acoplados.a. rég.i'men 

··;permanente.· 'Fihalm€m;t.e"1"& cu:a;r:ta :'secc:.i:6ny ':,61tlma" <es,t'á .' . 

. . ::'~~~J:.",c:{ipa~'?lJa :.re9dpJJ~s::i:~p ,fl~:'~9ricJ\lsion~s. 

! 
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:SECCION l. 

· REVU;IONBIBLIQGRAF¡CA 

. ,.' '. 

El advenirniertto de estudios sobre convé~c16n rtatur~l en 

circui:t;:os:cerradosen 19s'Úl,timos' año's., s~ ·deb~ princ'ipal

m~nte a ~uaplicaci6nen sistemas de enfria~iento de emer~ 

· genciapara r~act.ores nUcleares. yen. la ext,racci6I:1 de pb-

. tencia a base'deene~~las.solar.Y geotérmica .. 'Por otra 

parte, , lose·ircui tos termosi'f6hicosque'traoaj'an con .con- . 

vec·ciÓn. natura.l· ;po$.een un amplio cqmpode a'ccTÓn ,en la in

'. ,dustr'ia 'de'bidoa,su.sencillez y faciJ;idad .dernanejo.; En 

pri<ncip'i'o, ',no :hay ,II:mit·erés:pecto·a c'on:sid'er.aclones ge0'"7 

.. <J1i~J,r:J~.ª,S,y .. j:~~9.xri.~~9-~s .. 4\l,:r.ªrit~ .J,a qp,ns.t;-.1Js:;,cá:,~{l. 
Un termbsitÓn lo constituye un circuitoya$ea abierto 

. :<Sp,~,r;r<adod,onqe ~J,Il)oy,iIllieI:1to', det flu!.do c,pn·tenido· en su·' 

irtte'rior se debe .. a un.cambio. en la densidad del mismo" con

secuencia de regímenes de calentam~ento y/o enfriamiento 

a los cuales es som~tido,' tal ycqmo muestran las figuras . ... 
. . '.'. . . -

. Duran::te 'la . preseh,t'ese.cci'6n, seráah:éllizado el estado 
, , 

·;ac:t.ua¡q.u'e:;g,ua:r'da :'l'a :i;n-ve'st,i'ga'di!ZSh ~'én ',E:il'\campo ~de ·la c0'n-

.-Mecci6n . natu.ra,l,aplj,cada ,al' !=!s,t~'d.io ,;de,-:t,e.rmosi:(.Qn~s;. a 

.' . 

· t:.rav~sde las 'principales 'public'acione~s;ré'ferentes a 

este tema . Por otro lado i Yff. que el' análisis aqui, ex- . 

puésto.se dirige' hacia los sistemastérmosif6nicos'en 

estado pe.rrnanente, ia revisi6ncontendrá tÓpicos sobre - ". .' 

dicho pun'to 'Única y exclusivamente ,amenos que I el estado 

transitorio guarde alguna relaci6ncon,éste·en forma muy 

.directa. 
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La persona interesada ~nuha revisión bibliográfica 

que no. sólamEmte abarqu,e' circuitos. terrnosif6nicos a ré-
-'. ' 

· gimen 'per:manente , sino también incluya r-égimen transito-

rio y tierto tipo de aplicaciones algo especialeS, puede 

·:r,e-curr.iral art.1:culo de Japikse [1] dbhd:en'se 'enC'uentr-a 

iri'formaci6n bastante actualizada sohre e'l tema hasta el 
- ~.. .. - .. "" 

· .~ño de .1973. Más tarde,' Mertol y Gre'i·f JZ] presentan 

otrarevisi6n en que además están inclu.1:das investiga

ciones ~ubsecuentes d~ los siguientes once afios. Final~. 

:men1::e.,Zviiiri[3] efectúa la .más reciente :rev,isi6n bilbio:

grá.ficasobre conve.cci6n' natural, encircui tos cerrados. 

Cdmparándola ,con la llevada a cabo por Mer,tol y Greif [2.1, , 

. ~s:e 'infiere "qu:e '-aquella es más completa desde un punto de 

C',t.i,s<ta ,t:écni:co" mientras ésta eS.másabundante en referen

cias'~ 

'En primera. instancia, Keller[4] analiza en forma te6-

rip,~e1.,}:ompp:rtamientodeun termosif6n rectangular dpnde 

'el 'calentamiento se efectúa en la· parte inferior yel en-. 

friamient6 ~n la superior;: Las. ecuaciones de balance ~on 

· resueltas por medio de diferencias finitas y su soluci6n. 

conduce a ~ierto par,~etro de control qu~ cuando .excede 

,e,l 'varor unitario :gen'et'a: unmovímiento;per'16dicooscil:a": 

:tio'rio.,' que 'no afecta el . s en.t ido .de ,la cil:culaci6n d'el 

···;)fJp.1:Sl-9;e~· su íI1;~~ri9.r. S~cpn.cll.lye "q].l~ ~.?te rnovimi~Dt9 
<e's.rndep:endiente de l'as. fuerza's inercial'es'pero no d'e las 

viscosas'y mucho menoS de' las de flot~ción. Al pi-incipio· 

se,.pens6 que el movimiento oscilatorio depend.1:a del· 

: ..... '. método numérico empl'eado , pero finalmente demostr6ser ,'. 

inherente al si.s.tema.· 
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ENFRIA.MIENTO. 

CAL'ENTí\MIENTO 

Fig~ra I.l.Te~mosif6n cerrado.·sometido 
a ¿ierto régi~en de calenta
miento y enfriamiento. 

'.:', .. 
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'ENFRIMUENTO ENFRIMfrENto 

1ti , 1 i . 

. CALENTAMIENTO 

. Figt,lrp. '.1 • .2. ,:IeTmos ~:f6n .abiertol~.0metido a . 
un ré gim'en ~d-e 'calen-tamiento - : 

enfriamiento. En la naturale~a 
se puede encpntrar un claro e
jemplo de ésto en los geisers. 
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Welander[5] ~studia en forma t~6rica Un termosif6n 

cerr'adocQn dos brazo's paralelos y secciones semicircu~ 
. . .' 

lares tanto en' su parte superior : como ,inferior en ,donde' 

,se realiza el calentam:iento y enfriami,erito res,p,ectiva

men'te. Es,utiliz'ado el esquema de di'fer:encia'sf.'ihi'ta.s 

par'a' rétsol verlás ecu'aciones de baláhc'e'y, ta • s'oluéi6n 

'd~emue5'tra que' .il introducir una pequ!='ñaine,stab:i:l:idad 

en el sistema, ésta redunda en un movimiento oscilatorio 

·qlle el autor.tratac:le.explicar a través de un¡:t f9rmaci6n' 

de paquetes calientes,los cuales no alcan~an a ser en

friados en la parte superior debido a,'su velocid~d y en 

cambiopuedenseguircalent~ndose en la, ,infe:rior ~ 

. Sen 'y,Treviño [6] comprueban la mul'tipl,ic'idad ,.tle sol.u'-· 

'cJ:orres .eri :c'ircuLtos c'on forma' indete'rmina'da d'ond,el.ascorr

diciones iniciales son factor determinante en el sentido 

que 'adquiera -la velocidad . Demuestran aaem~s en 'forma 
. . 

~e6:r:i,.,ca la: pr,esenci,a de oscilaci;anes suponiendo e,1 factor 

de'fricci6n funci6n del nrtmero de Reynolds y de la Ley de 

la Potencia .' 

Cr~véling et al.[6] examinan él comportamiento de uh 

. termosif6n- toroidal (clrcular) ,tanto 'en forma te'6rica como 

e~perimental, sometido en su parte media, inferior a un 

'c'alen,tamiento con :flujo decalorconsb~m.t'e,; :,mien~trá.s ;.en la 

~~sup'e:r:.io,r,ocu.rre· unenJ;riaItll;ent,o "po,r ',medio :d~. ~\.inc:.ambiador . 
. . , 

de 'calor.· 'Los autores. encontraronqueTavélocidad. en ·e·l 

interior es posible que oscile'en forma peri6Qica 6 ape

ri6dica con cambios en el. sentido .. Esto sucede cuando 

el flujo de calor no."es muy 'grande 6 muy pequeño'en'cuyo 

caso la velocidad tiende .aun valor constante.· Demuestran" 

además, que el estado permanente se alcanzi después de que 

el sistema haya trabajado por largo tiempo. 

l· 
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Por su part~, Damerell y SChoerihals[8] analizan el es

·tado permánente en. un termosif6n toroidal cuyas.secciones . . ~ '. 

de calentamiento' y enfriamiento. se giran un cierto ángulo 

como muéstra.lafigura r.3, obteniendo los resultados 

si;guierites: 

a) El flujo máximo ocurre' cuando se calienta 

en la partemás,paja.y se enfrí~en la. 

parte más elevada~. 
. . 

b) Las'p~ediccionespara el flujo en estado' 

permanente basad~s en un factor de fric-' 

e i6n e,s'tándar a .rég imen laminar totalmente 

desarr:ol.lado".exc'eden los valores eX,per.i-

, men~a.les: cuand~o' ~l ,ángulo de d~spla>za~iento 

,se encu,entra:entre 0° y 60° I 'debido ,al 

, e:fect,o "de rever:$ibil.i"dad .en el' flujo •. 

Este es 'de gran 'magnitud cuando 90 =0° 

y sedesprécia si eo =600. 

c)' En'cambio, las,corre1.aciones para el factor 

de fricci6ri~stándar~n flujo ,laminar total

, mente .des'arrorlado poseen una 'aceptaci6n ra- ' 

,zQn'able ,:cu'an'Q'o6 Oo~ "eo'~ 14 O o '. 

d),S.e ",en.CU;eutra ':~Xl :t:oPma experimental,,·que "el 
termo's'i'f6n 'puede 'generar- tres ,';soluciones para 

la velocidad. Una en sentidodextr6gi~0, 

otra en: sentido iev6girO" o tal ,vez ninguna I 

Ó lastres juntas.' ,Ésto'demuestra la multi-

'plicidad de soluciones en este tipo ,de sistemas .. 
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" 

.. 

Fi.gura L 3. Terlllos'i:fón· :toroi~dal con calenta-· 

·'mi~Jlt9 .y :~"nfrif;ll'Jlientosujeto a 

'ciepta 'Í'nclinaci6n. 
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d) Cuando al estado permanente se le per-

·turb~con una cierta inalinaci66;' el 

sistema puede llegar a oscilarptov.o

cahdo.ihversi6n ~n el flujo. Dicho es

tado pe~manerite· se alcanza ·tle nuevo··si 

el termosif6nse gira 6. 0 h'acia su "posi

ci6.~ de equilibrio. 

·Sen,·Ramós y Treviño[9] demuestran que en efecto, 

dentro de ún termosif6ntoroidal .inclinado como el de ·la· 

.figu:r::a l. 3, se 'puedetener 0,.1,2 Y 3 velocid"ades, compro'''' 

bátído e'on ,ell"o.latnul·t"ipli.c'.i;dad d'e solucion·es.pro;pu·e:st·a 

~nteriormentepor Damerell y.Schoenhals[81. Los::aútores, 

tatnbi~n encontraron· que la máxima velocidad del·fluf.do 

en 'el circuito no· s.:i~It1pre oC:U,rre cuando' se .calienta :Y 

enfrla a. un ángulo de inclinaci6n a·cerogrados, tal como 

~stOs lo habf.an establecido .. Además, comprueban que la 

solu6i6n aproxi~adaesp~ácticamente indistihguible de. 

ia ex"acta para un valor pequeño de la reláci6n Dlw, 

.. pero diferente para va.lo·res grándes, donde' W es la ye

lecidad a'dürrensional y D "definida como: 

0= 2iT Rh I CrV r-.J (I.-1 ) 

ponde R eS el radio medio, hel coeficiente de~transfe~ 

rencia de .calor por unidad de longitud.,.C la capacidad 

calOr.1fica, r el radio del toroide; ~"" lá densidad. del 

flu.1do á la temperatura de pared yV.uria velocidad ca

racter.1stica: 
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,', ' ' 05 
, v= (gfRrq/21íCf-)' . " (l-2 ) 

',Siendo g la acéleraci6n,de la, gravedad,f> el coeficiente 

'-de e}(pans'i'6n volumétrico a presi6n constante, q --el:flujo 

'de calor y Ji-, la 'Viscosddad dinámica 6' absolut'a. 'Ade'm~ás, 

, ',con. €'iér:tos ángulos de inclinaci6n hay más de una' ~oluC,i6n 

en 'estado permanente para la' velocidad como muestra la 

figur,a l. 4, donde 9 0 es ,el ángulo de' inclinaci6n. La 

Jigura,l.S enseña claramente como existen soluciones 

en estado permanente para cada cuadrante. 

Acosta y Manero[lO] concluyen qUe para cualquier 

t:ermosif6n en general el valo'r, de ,la velocidad en estado' 

-p~ermanen,te,depende,¿de tres parámetros: el flujo de -calor,,' 

incl'iriá"c'f6n del. tei-"rnosif6n y m6do de calentamfento. ,'El 

"s,'istema ':puede·tene:rO ,,1 ,,26 3 velocidades en estado' per-

, ,mal1erite. _~r.uE:pas llevadq,s a· cabo ,por los, autores ,confJrman 

laexi.s-tenciade soluC-iones mal tiples . Además, que ,la 
, ' ' 

velocidad en estado permanente espr.oporcional a la can-

tidad 4ecalor suministrada yl~ existencia de dos ángulos 
.' - .' 

, ,indepentlientesde las condiciones de trabajo que los 

,autor.es :llamanto I ·.para lo,scuales la velocidad seaml1a: 

t04 = 116 o 33' 54 11 

tOl =-6 3° 26' ,6 " 

Como, contraste a'lo dicho,anteriormente, Rojas[11]'muestra 
" , 

que el cambio en'las dimensiones geométricas donde se su-:-' 

ministra ~ ,extrae Calor no afecta la velocidad en ,estado 

transitorio. 
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Sen, Ramos y Tre~ifio[12] estudian el, termosif6n toroidal 

cOh.fltijo de calorcbnocid9.encont;.rando.que, para alcan-· 

zar el estado permanente es necesa~io cum~11r con: 

tÍ! 

( 
,e . de'} )COis B .J.Q(G') de ~,o 

C) _ 

·(t~3) 

Donde e es ·la coordenada y _º el. calor agregado al sis

tema. Los autores suponen que Q ( e les peri6dico y.p.or 

tanto, ,expandible en serie de Fourier: l 

'00 

Q fe):::: 'L. '(Q~':cc;s:'(n;;e) +QsV) sen (n a ) ) , (1-4) 
, "n=:1 

'Conduc:i,endo a una cohdici6n ,adicional para .la existencia 

de~~,estado permanente~ 

.' ' 

Hart [13] demuestra que cuando un term~s;if6n toroidal. 

sufre calentamiento a ángulos azimutales pequefios se pre-' 

senta',:una multitud- de estados permanentes bajo conside-' 

raciones tales como: análisis unidimensional y aproxi

mación de Boussinesq{toda~las propiedades se mantienen 

const.antes a excepci6n de 'laden'sidad en el término de 

flotaci6nen laecuaci6nde,.la energía). 
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, " , 
1. 

; .. 

Zvirin[14] estudia el efec~o de la disipaci6n vis

cosa en circuitos cerrados conconvecci6n libre caLen~ 
.... 

'tadosporabajoy enfriados por arriba.", El autor hace 

uso de' dos modelos,en su análisis segtln indica "la figura 

1.6 . En el', primer caso encontr6, qué lós;e'f'ecto's:disi"-.' 

' .. pa:tivos afectaban ladistribuc16n deterriperatura en 

r~gimen .laminar. Para el segundo t,e~Í:mo.s:if6n hali6que 

las velocidades incrementan su valor cQn el aumento de 

disipaci6n viscosa tanto par,a régimen laminar como tur~-' 

, bulento. ,Por otra parte, Bau y Torrance[ 15] ,estudian 

. los efectos de ladisipaci6n viscosa y lapres'i6n déntro 

. decircui tos cerrados a régimen ,laminar y muest~ranque' 

ambos son de magnitud comparable. Se presentan solu

,cioires ,numér.icas "tanto parater'mosi"fones abier.tos como 

é;:erradós. 'T~mpéráttira de )aredconstante y flujo de 

calor' constante son las dos condiciones bajo las 'cuales 

el est,udio~s conqucido , 'para 'finalmente concluj.r,que . 

, la disipaci6nvi'scosa. en efecto aumenta la velocidad 
. . ' ," 

como Zvirin [ 14] " 10 propone, pero la presi6n la reduce 

y adquiere entonces, un cará~t~r'predomin~n~e/~unto ~' 
. . 

qu"eéste U'ltimo n'oc~nsider6 durante su estudio. 'Mertol, 

t/avin,e y Greif[ 16) tahibién.:compr.uebah 'esto's resultados.' 

. MertoJ"L'avine y Grei:,f [161 'll:evan:a. cabo un estudio 
.' "" . . . . 

"4pI)d~ se ,tpma .·:,~n ,p)JenJ,a J,9-':Y:9-ri,élP,~pn, ,!1e J31 '. pr!=~ i6p "en 

unt,ermos'if6n .toróida1. cerrado. El'.calen'tami~nto'es 
transmitido por la parte inferi6r,~ el enfri~miento 

por la superior. Demtiestrari a trav~s de un procedi~. 

mientoanalrtico que la pérdida de calor en ~l ter-
. . 

. mosif6n es· proporcional., a la diferencia de' temper~tura. 

entre el flurdo yl~ pared. Se define un parámetro-

, D por medio de la expresi6n': (.1-1), que es det.erminante 

,¡ 

' ..•. 
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AT s=~tas 

1=0 
...... -.- .. ~ .... ' 

", .: 

TEMPERATURA DE PARED CONSTANT'E' 
"CENFIUfVvII.ENTO) , 

CALENTAMIENTO 

, Figura 1.6'.' Termosifones' empleados por Y. Zvirin 
para analizar la influencia de la': 

disipación viscosa. " 

, ' 



(20) 

. . '. . . . 

en la evaluación de la/distribución de la presión'(;!n 

estado, perrríanente. Al crecer su valer, 1aca!dade 

presión se vuelve más brusca a le largo' del-circuito,. 

Ba.u y Tórrance [17] .... demuestran la existencia. ,pe '. un 

fJ:l.rje ~secundarie dentro' del termesif6n ab~iiefto,~€tel-a 
. . 

"figura '1.7, cuya·. impertancia crece si e1f1u'!do es 

agua. Esto'S f1ujes secundaries inc·rement·é;ln'el. va:1or .. 

del facter de fricción arriba de le ~specificade en 

1as~erre1aciert~s más ~mpleadas y per ende la trans~ 

fer,enciade ca1er: Sen y . Treviñe[ 18]' secues,tienan 
. . 

·sie1.aná1isis,unidimensiona1para·un circuito, ter-

.. mesifónice es válido, ya que . efectoscdmo'sepáraci,ón 

y:tluje .. secundarie ,~on despreciades.·· ,Por~tanto., 

.suponer .fluj:ede .Peise,ui11e, laminar y te.t'a1men·te 

':déstirrO,11ade no, es válido, . POr eleínp'lecreve1irig'et 

. ·á1. [7] 'encontraren que pa'ra un circuito 'tereidéÜ el 

f;§'ictO,r .. de fricci6n perel1o's deducido, eradeJliasiade 

. elevado, . Sin embargo', -Sen y Treviño' [1:8 ] finalmente 

cenc1uyeren· que las características cua1itativasd~ 
, . . ". . 

les perfiles de velecidad y temperatllr:a . sen hast~' 

,cierto puni:e·· indepenélientes:de 'éstO,~ . ,También,en~ .' 

cói-ftraron qu-e e1al.to, arrastreviscesedel . flu!dO, 
. '". . . . 

tu.:tbul'.en,tot'ende'r:!a ,'a :redu'C.ir :su .v.e1ecidad. y c:ondu-' . .-. . . 

;.S,ira:;yn':rég,j,1\1en la.m~riar. 
. . . ... . 

. ··Merto'1 , Gred:f y :Zvirin ["19] comprueban que '"p'ara 

un termesifón.teroida1 co'n flujo,· inducido, cerno, mues-
. . . 

. tra la figura I. 8, la distribución de temperatura en 

estaOo'permanenteseapegá.al transito'rie demayer 

tiempeadimertsienal.L seg<1n.puede ebser~arse en·1a 

figuraI.9 dende rp:es la. temperatura adimensiQna1, . 
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!abierto, empleado ,por Bau y Tor,tance. 
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ela cODrdenada espacial y el reStD parámetres geem~tricos 

del.s~stema . También , demri~str.an la mul tiplicidad" de. sqlu";' 

ciDnes para el' estadD. permanente. Una vez. ,.má.s S.e ,utiU"za . 

el ·métedD·de diferencias'finitaspara resD'!verl'as ecuaGiD

ne'sde :balartce. 

'Mer'to¡, Gréif y Giz [20] estudian el feh:6"menO'péi:''lnan'a:ht''e 

en- ~un .,:t-ermos-i,f6n ·~tór:6idal con f1:ujo lri.duc$p.o', ~ca~lJ~nta'do ,:p·o.r 
. . . ," . 

abajD y ~nfriado per arriba'cDn un cambiader.de calDrde 

.flujD .paralele CDme· muestra la figura I .10. .Se .c.Onsider,a 

un ceeficiente de transferencia decalDr const,aI1te entre' 

el ~lu!de que circula per el termDsif6riy el del cambiader 

. deo'aler. Las ecuaciDnes de balance .Se resú'~lvensimul tánea~ 

'ment:e,'atravé.'s ,aediferenci'as finitas y .las .,integ.rales in-· 
. , 

volú'c:rada:senellas por la ,.regla trapezeidal. LOS' resulta-

des: incluyen 'ia;~~'fic'i€mcia del cambiadDry' 'lac~'!da' pre-
. , ~,,- . 

s'i6n 'en ,su interier al igual que lDS pe.r::fi'l,es de ·velo:c.idad 

ytempe~atura ,d~l termosif6n y cambiadDr pe calq,r. Latem:

pe·ra.tura de pared en la regi6n de enfriamientDS.e cDnsidera 

cDnstante.· La tabla' I.1 muestra les 'resultades en estad.D 

permanente para'una relaci6h de.diámetrOs igual a'dDs entre 

'el diáme.ttbdel· terOide y 'el de la secci6n delcambiaderde 
. . 

'calor',:a:onde ,D';esun;parámetrD adimensiDna:l queoemparala 

ta:r::n:s fe'renc·i a de .calD·r en.tl::e. el. terÍnesif6n yelc-ambiador 

cpn·~J,t~s 'J}r~,7:Z.él)3',d.ef.letac.,~.~n, . Vhe~Ja'~eJecida.d .en '. ~s:te, 'V4SS 

'!ca ~.ve~lbcid:adqüec·ircti'la :por el te:~mosif6n.én,est'adopé:r":··· 

manente, . P in la: temperatura del flu!de que .. entra. al. terDide, 

f25 la temperatura en estadD permanente dentrD del terme-. . ss ' . . '. 
sifón',p.,.o ss iD mismo ,perDpara el cambiaderdecale~,e la 

cDDrdenadij y~p la carda de presi6n a le largo de ~l ... 
. ss . . '. ' . 

Despu~s de ebserv.ar'la tabla I.l,se·aprecia cOme aumenta 

la temperatura tante en e.L terDcQmeen . el cambiader a,l 

',', 

.. ¡ 
, :::: 
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TEM!?E.Rf-~P~, DE PAREQ,UNIFORME 

-~ 

.... 

FLUJO 'DE CALOR CNlrORME,F 
.' .' - .' . *'. 

'Figura l. 8. Terrnosif6ntoroidal. abierto •. 
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Figura 1.9. Distribuci6n de temperatura para cónGLi,~ 
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T.N3LA 1. RESULTADOS EN ESTADO PEru1A..1IJENTE ( 'pla'= 2 ) .' 

O w ... . e=0.211· e=rr/2 . 6=rr . e=3n/2 
. Vhe·· .. ss' ".in 6=11/2 . 6=* 

~0.5· 0.732 0.677 0~632 . 0.682 -0.315· '~0.167 
. 0.1 0.999 0.0 1. 232 1.177 1.132 1. 1.82 .. O; l8'5 '0.'333 ..3.;4-2'2 

0.5 1. 732 1.677 1.632 J:682 . 0:6'85 ,:0 .~8:33 
. , ~ :, .. " ~'~-' .',.·,·u . 

_. 

-0.5 0.586 '0.534 0.486 0.536 -0.465 -0.433 
·.·.0.45~ l~OOO . .. , ,. .. ,. . -_.~ 

. :O"~ 0:0 1.086 1.034 O ~·986 1.'036 0.035 0.067 -1. 166 
0.5 1.586 1.534 1.486 1.536 0.535 0.567 

;..0~5 0.568 . 0.516' 0.468 0 .. 51-8 -0.483 ,-0.4,67 
1.0 1.000 .. 0.0 1.068 '1.016 0.968 1.018 '0.017 0.033 -1; 333. '. 

0.5. 1.568 1.516 1.468 ' 1.518. 0.517 0.533 
, , 

-0.5 . :3.954 2.994· 2.8'88 '3.421 2.~501 ',2.83.3 
0.1 . 0.938 ' 0.0 4 .. 454 3.494 3.388 '3.:9.21 ,3·.001 3 .. 333 ,.-2 .. 638 

·0 .. 5 4.:9'5'4 3~'994 3~88'8 4:421 3:'501 3.833 
".,¡ , \' ~,-'l: -,- , """ .. ~ ~" - . , .... ~"' ... " , '. _,<', ";",r. '::'~' ~ ._; ~ .'" - ."' •• :,¡I; ..... >-.~ .. :~ ....... " "o " ., ;'-::""<'.' - ::-", 4 •• '-;' - . ~.~ -'. " .... ,."', .... ', .. " 

-0.5 1.564 0.857 0.':552 1.058 -0.034 0.167 
1 .. 0 . 0.5 0.98S 0.0 2.064 1.35'7 ' 1.052 1 . .'558 ; 0.46:6 .0;6,67 -1. 135 . ",'. 

0.5 2.564 1.857 . 1.552 2.058 . 0 .. 966 1.167, 

- -0.5. 1. 316 0.649 0.308 0.812 -0.279. -0.167 .' 
1.0 0.992 0.0 1.816 1.149 .. '0.808 1.312 0.221 0.333 ~1. 323 

0.5 2.316 1.649 ·1.308 1.:812 0.121 . ,0.·833 
." . .. ,' . , .. ' '. . .' _.~ , . " : , . d._'., ¡. ~ ... ~ ~ ~.- - .'l.. , ''', 

·-0.5 10.816 7.844 .] .;833 ,9.:325 1.804 7.83-3, .' 

:O~ 1 : . .o:&~8 ' '0.0 1 L.316 '8.344 . 0.'333 . ·,,9.825: ·,8,.~04 >8:~3.3 -1.;450 
. -' 1", 

':m}s '1'1 ~:8:lí6 '8,::8'4'4 ;8:~8'3'3 ·tO~"·325 :8~'8"04, " '8}8'3'3 

-0.5 3~884 1.499 1.225 '2.555 .0 .. 995 . 1.167 
·2~5. 0.5 0.940 . 0.0 4.384 " 1.999 1. 725 3.055, .- L495 1.667 ~ 1.011 

0.5' 4.884 2.499 2.225 3 .. 555 1.995. 2.167. .. 

-0.,5 . 3.058 0.843 0.447. 1.752 0.-207 0.333' " 

1.0 0~958 0.0 ,3.558 1.343 0.947 2.252 , 0.707 0.833 -1.278 

0.5' ~.058 . 1.843 lA47 2.752 1.20'1 1.333 
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hacerlo la temperatura, ,de, entrada. Una si tu'aci6n opuesta 

su~~de ~uando crece 'la velocidad W T6~os los parámetros ss 
anteriores están puestos ,en forma adimensiQnal. Mertol y 

Greif [21] al llevar a cabo ,;Un es,tudio, ,del mismotermosi.f6n 

p,~:ro ahora con un cambiador de calor -,a cO'h,traf-lujo (ver 1:.i-
'gli'í'a I. 11), demuestran como' en "es'te 'e'aso "'a:l:sminuye 'J:a 'tra:n'sc~ 

:!f;e,'Lencia de :calor"para lásJrnisma.s"con,dic,:i0nes de~: lasTtuaéi6n J. 

precedente, segdn se mu~stra en la ~~gura i.12~ , 
~ , 

, Sen y ,Treviño [22] estudi~nel',eJ.ectP d~ la conducc.i<5n 

:longi tlidinal de calor en ,esté!-do p.ermaI1,el),t~e, para un termosf.":" 

:f6n solar y donde se define el siguiente grupo,adimensional: 

(I-6) 

Siendop el coeficiente, de expansi6nvolumétrico isol:;>árico, 

L la longitud total del terrnosif6n, Q el calor 'agregado,C 

,la capacidad calorífica, V,la viscosidad cinemática, ¡.., el 
" . . ." 

c'oe'ficiente de conductividad térmica d'él fluido y t>o la 

':;:densicfa.d. ~en,el oi;fgen dél $i.st,emax=O.~' ,:Entonces, los aut'ores 

:'d'éinue's,t'r'an'q'tú= 'c,úando~'.:.,'<>O l:aci)h'ducci'6n lcfngitudinal puede 
, ' 

,;4,e:~pr,~9j.a,t:,se. ' ,,' " ' " 
, ., . 'Un''';es.tudio degrari ~i:nt':e~T:é'ii':p\r,"é'seh:ta: ':Ch'en [2'3'] dond'e' s'e 

analiza basta que punto lacQnfi~uraci6n geom~trica influye en 
. . . ' 

el funcionamiento ,de un termosif6:n rectangular como él 

represeritadó en la figura r.13 y,definelaexpresi6n: 

(I~7) 

.. ~ 

':::' 
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. ·SALID}! .. AGUA DE.· 
ENFRIAMIENTO. 

.,q 

. , 
Figura I.11. Termosifoncon circulaci6n 

natural con cambiador de.calor 

aqontra-::f.lujo . 

. Figura I ~ 12. Pistribuci6n de. temperatura 

. respecto a la coordenada~ 
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Donde Pr es el nGmero de Prandtl, Gr' el nGmero de Gra~hof r 
con basee~r, A=w/H, r~~l radio de los 

, " 

gitud.delas seccionesdecalentamie~to 
y C

4 
constantes.' De igual forma define 

, .po=2 (n"':p::f-,1) 10-n) 
c 

brazos; W la lon-

y enfria~ientolCj 

un'nGmero'crfti,có: 

, (1-8) , 

Siendo para flujo, laminar n=O Ib=l y para turbu1ento n;::::0 .. 8, 

b=O .. 'Entonces, se' establece que~iPO >- po, .la temperatura ' , " c . 
de"lfluldo .contenido en el ;'é:ircu:i to alcanza a la de las 

:seccion,es de calerttalriitento yenfriami;ento alpa:sar ':por 

,ellas. 'Ad,emás , ,unin,creí:nen'to ,en la/s longitudes d:elsi,sti;~Ína., , 

, 'redJiida;' en 'una dfsmil'u:ú::ipn' ,', de 'la :transferencia "de calor. 

~P(;>r ot-r,a ·part.e I 's'i'::p¡O,<~~ I ·Jja "transferencia de, calor 'seo.incre

ment:a ;;al'hacerJ,..o :l.as cÍimens.ionesdelcircuito~' 

$aizerman I 'Wacholder y 'El;.Í'as [24 J:al igual ,que Keller [3J I 

'Sen y Treviño [6 J I Acosta y Manero [91 muestran como para " 

tircui tos toroidales que trabajen en estado,' permanente l" una 

perturba'c16n de 'éste conduce 'a oscilaciones einversi6h'de 

flujo .:Lafigur"a .1.1:4 ',ens'eña :el circni topor ellos anal.i -' 

zado y donde puedeobserva.,t"s:e .como,existe una 'presuriza'ci6n ' 

,paraevi tarcual:9ux.!?r ,é~paI1.sf6n pqr pa,.r.t,e d~.l .a;gpa con~tcen~da 

en su interior y que ,(ffectara.;elexperimento. ,""E'I'l cas'itodos 

los artículos a excepci6n,de,éste , las propiedades termodi": 
, , 

námicas sepuponen, constantes ,por tanto, ,el coeficiente ,,' 

de fricci6n es funci6n de la coordenada longitudinal, lo 

~ismolos coefici~ntesde transferencia deca16r~,etc. 

Se ,presenta una soluci6nnumérica de las tres ecuaciones 



,-

(29 ) 

~+~f 
'H 
T 

.. J 
~~::!JV/~ 

, '1 

J~iguraI .,1'3. ~:'Í'efrnosif6h :-req'tangular 
c.Qrus:-id:er;a~do en ie 1 aná

lisis geométrico de 

k .. Chen. 
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ENTRAD'AAGUA DE 'CALOR REMOVIDO 
·EN,FRIN'U';e:NTO. 

- - ... _-' 
PRESU . lA"':' 

ORo ." ' 

\ z1f ,~MIPA· f>,GJjAO,E c. __ 

ENFRL,AM.;ni:NTo " . 

J~ 

. cz;- CZ;C8.f) 

" ceo '+ Tr <.8 <: 80 +'2, Tr) 

Figura I.14. Toroide ~on circulaci6n natu.ral y pequeño 

~nguJpde ~~ncl;i.nacit5n l' sujeto' aun ,:pre.?u:- ' 
rizador • 

• 



',', . 

, ¡ 

, . , , , . 

básicas deconservaci6ntanto para el sistema como para 

el tanqUe presurizador: Los autores demtiestranque 

6Uando no hay tanqUe~resurizadoraparecen grandes os~ 

cilaciones. 

,Ramos, , Sen, y Trev iñó [ 251 'reducen las ,:ecuac iOn'es ':de 

:palance a un conjunto de, tresecuacioriés ,d:if'ére'rrc'ia>les 

, . ."p-rslin~a~rias;q: tr~aV'és,de-las:' téc,nicas--,~;e:F"our.i,er , ;~lond,e' 

".los f~ctores, de fricci6n y nllineros de Nussel t son fun-', 

ci6n de la Ley de la Potencia del nQmero, de Reynpl~~. 

Hart[131,también adopta el mismo procedimiento, ,en su 

articulo'. Además, los autores demuestran comO los 
, , 

, casos de flujo 'de calor constante y ,tempera,turade 

;pared' conocida se desacoplan' perfectament'e ~, Esto 

significa, que las tres ecuaciones diferenciales ordi-, ' 

, 'rrarLis'son' ·i'naepéhdlentes. 

';~Ramps, .Sen\y'Tpev:iñol2-'61 ',estudi;an .el 'es,t~,ao ,pernia~ , 

nent.e.en l,Inc;ircuito cón área v:a,riab1.e ";1 qond~ conc.1u

'yen que 'para ,alcanzar el, estadoper,rnanenteesnecesar,io 

'cumplir con: 

.. 

.' , . 

Dondeg e~ la componente ',local' de la acel,eraci6n de la' 

, gravedad,: q el calor agregaddy x ,la coordenadá.Jongitu~, 
dinal. AnálOgamente"también se, comprueba la multiplicidad 

, • de s()1u~iones. Esto induce' que dich~ multiplicidad es inde

pendiente de si el área transversal varia ono. 
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. " '.' 

Lapin[ 27] llevÓ a' cabo" un análisis p.;lra flujo " de, cé;üor 

constante tanto al· calentar' como epf;riat laspa;redeslate~ 

: ra1es de un circuito rectangular, encontrando excelente 

'. acuerdo entre sus resultados te6r icos y experimental'es .. ' 

-tal corno muestra la figura 1.15. El· es·tudio,in.cluy:6 .re--
, "'. t _.; . ' • 

g-fmerres laminar, transici.onal y turbulen.'t,o. '~Pí:ecis'amente 

',en e;st.~ último :fué donde sealcanz6. la ·me j9.r_,aprox;i.maci~n 

t~6rico-e~peri~ental .. 

MO,rris [28] condujo experimentos con ~n ¿i,rcuito simpJe 

que se muestra eh la figura I.16, haciénqologirar.s.ob;re 

un eje con ve1bcidadesque oseilaban 'entre O y300RPM~ 

El ~alentamiento'era efectuado en el brazode~enor.diá

meer'o y el enfri'a-miento a10 largo del r.e-stan~t·e . UtiLizÓ 

" corno f1u!dos -de trabajo agua y gliceri,na,_ encontrando las' 

. " "cO'rfe/l'aciohes ,·sl.<j'uiEihtes: " . 

Nu Rad O' • l5AO .735 'Re' . 2 .. ,.4 5. . . ' (para agua) .. (I-9) . 
. pr2 c 

- ~u Ra
2

d O.~'082A~·;68 5 ;Re3 . 55 (para glicerina) 
Pr .(.I-lO) . 

2.' ,,' 2 3 2 
,Donde Ac=Rw/g, Ra=(Rw'l'd ,Aí. /V·.·)Pr. El número de 

Reynolds .debe ser calculado de un simple análipis sobre. 

la c.;lntidad' de movimiento. 

Sen y Fernández [29] e.studian un. t:rIodelo de termosif6n 

muy utilizado en- la industria nuclear para enfriar'. el 

reactor de'una:plantaa basa de cOnvecci6n natural, con~ 

..... 



I 
I 

I 

I 
I 
I '. " 

I 

I 
I 

(33) 

I I 0.5 ,,' 
Nu~ : 0.245(Gr Pr..I:L) ..... 

·\~~.O 
H9.s/" 
." .... 

Jd.~~~~~~~~~~~ 
'"10' .. Id' 

Gr p(. 

Figura 1.15., . Resultados Elel experimento .llevado 

"," a cabo por' Lapin. ',Donde Nu es el 

.nrtmeroaeNusselt, Pr'es el nrtmero 

... 

", ., 

I 
I 

'1 
l' 

. , . ... 

:d.e Prandtl ,Gr elnúme'ro de· Grasnof , 

":L 'la ,lbn'g.it,ud :del·:te-rmosifón y d" el 

diámetro fte '16s .bra~os. 

RO'FACION 

0.25 

t ' .. 2.5 

Figura":C 16. Termosif6n rotatorio.: ' 

empleado por Morr'is 

donde las dimensiones 

están en pulgadas. 
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(' 

sistente.en un punto llamado A desde donde parten N ramas . 
. '. 

que después se tuntan:en.B" tal comosemuestra.a coriti-

nuaci6ri: 

,B 

L'as .'fdrmasdec:alentamient·o considerada's ·son : flujo. de 

calbr' 'constante:y t:emperatura .de 'p,ared'también :cons:tante .• 

:'YA'd~'itá"s,· anai'lz'an ·d·()~ caso'S": 'Ctla:rl'ao ":racó1ÍdU'¿-él:6h¿f}d~al 

.. nO. :e.s . ·import'a-nt.e·(·caso :no,,:conquct:i!v,o') .y 'cJlando ,siilo .. :es 

(caso . .conductivp) '. D~mue.~,tranque ,para el. ca,so no <:o.n
'.ductiv.o, 1a.s ecuaciones de' energía y can.tidad de movi-.· 

mie~tb'no¿onsiituyehuri sistemaconsistente~ 

Por ot~a part~, hacen resaltar ~uee1 análisis del 

término:-

.(I.~JJ..) 

: ._. - • , • _.' • . ' o', '" •• ," • '.' 

. (Doride"" es :e1 coeficiente de cónductividadtérmical; en 
. . . 

la ecuaci6n·de la energíi~sun problema muy interesante 

que corresponde al campo de· las perturbacionelSi ya que en 

los punto~A y Bdebe haber bn}uertegradiente.de tem

peratura pues en ellos X disminuye notablemente. La 
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r 
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;.'" 
. {. 

, '. 

mezcla en diqhes puntes es respensable de la ,alta :trans-
, , ' 

ferencia de C" caler', debido. a "la 'turbulencia ahí reinante 

'y per censigUiente, a que las termimiles delpunteB.pe

seah tedas, la misma temperatura'. Les ,a:u,te17es cemprueban ' 

,l:~ m:ultiplicidad deselucienes tant.e ,en 'el ca's,e ,de ,<fluj'0 ' 

d'e c'aler cbnstante cerne temperatur;a de "p'ar'ed '·ta:mbi~n 66hs':'" 

, ':-tani:,e ,e Tnclusive 'en un si'stemaqüe' "tenga,la,s :'dos ;cciridi,- ' . . . . . 
cienes mezclada$ceme, perejemple un termesifón ,tereidal 

, , 

en dende la:,parte inferier pesee ,calentamiento cen flujo. 

de caler .censtante y un enfriámiente en l;~a,sl.lp~r.ier ceh 

temperatura q,e pared censtante." De igual forma ,hacen' 

,netar que las cendiciones iniciales'afe'ct'an 'grandemente la 

selección del estado. pe~manentesebre ,el' cual caerá la so~ 

luc:Ü5n. 

""E'n eÍ ; 'campo de :res t'e'imesifon'é'sabfertos, ex'f~i'een 

,;ci·e'r';!:.ostri';ihaj:es i'n.teresantes ·quecem:f:n'emen:t'an .la't;.eer:Ía ' 

.<l~.1o,s 'Ce'rr,ados.. Cerne LesJie[30], ,q:ue:anali,za el ,efecto. 

de 'la'aceler,ación, deCerie-lis en un sistemade,enfri,amiente 

para ~labesdeturbina a ~ase del ,fenómeno. termesifón~ 

Dicho. estudie es rtnicamente te6rice. Per su parte~ ~artin 

"y Lock:wood [31] cemprueban.que la"entradadel f·luídeal ' 

circul:teprev'en,iénte de untahque de :abaS'tecimiente .es de-

termi:nante en la transferenciadec?ller, cencluyendo que 

:Un:p.~:frím€Ü:~e ,a'béls,e "de,t'.1hg:u.iós'rectes),emás 'efi,ciente. 

::,y '~Te'r:ranc'e'p2] ',estudia "eJ ,compo:r't;arif:hen'to ~ae un ge'i'ser, 

dende, llega a definir claramente la estructura, 6ptima ,para' 

alcanzar la mayor temperatura del fluíde a la salida de.·, 
, , 

éste'. La estructl.lra' geométrica corres pende, a' una elip~e.:' 
Bau y Terrance [33] estudian un te,rmesi:f6n semejante al' ' 

,de la figura l. 7 en fermate6rico-experimental. En "este 

, ,case 'el calentamiento.' se ·real.iza' segan muestra la figura 
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. - . . . . 

"'pero agregando otro auno de'los.brazosyerticales.De~ 
terminan que exist~n ciertos p~res deval~res para'el ca-

. lentamien.to ::con ·105' cuales se alcanza el"estado permanente. 

El efecto terniosif6n pbseeámplia ·:qp1:icac:ionenrámB"s . 

. tales 'corno .,la . eriergfasolar 'y esto ,:Fmed,e ~vei.se,a tra;vés;.de·. 
f . . , ." . 

'3:ós:"a'rtfculos13'41 '. al {.43].· . Por e j:empl o ' Zvi7rin, Shi tier 

."",;y ',G:r:os-~man144] . ~propusierQn unadisbr:i:buc-i6n. l<irreal ~le .la 

.. temperatura· tanto en el coiector co'mo en el tanque con

t~nedo.l: conelPF9P6sito de resolver .103,.5 ecuaciones de 
. '. . 

, energ!?l y can.tidadde movimiento en estado .. permanente para 

un sistema de captaci6n y aprovechamiento de ,energfa·solar 

corno el;de 1:a figurar ~ 11. Este,. modelo lineal únicamehte 

,tuvo _éxito .cuando .. se,pose!a lair'radiaci6n de,l mediodfa.·' 

Además', .las temperaturas media's delt'anque y :el ,colector 

. ·\~~fe':su:püs'ieró:n:;igüa:res. '/Más >tar'de 'shtt::'fer ,'Ka:trnahoviz , 

,ti'Y'i-+:.'i:ny . '~:r.o;s,s1lJa'flbf5i] ;·,comp·rpba'ron ,;e*p~'rlment,a:1menpe que 'la 

J5:qposJcJ6n line.al·de .:t.,ernp:eratJ.l~p: tan,t,o.e.n ... el tanque con';' 
'. , 

,t.enedo,r .comoen :el colector. ten!a va'lidez cuando la ra'-

. ,diaci6n era máxima. . 
, , . .",.. : . . 

" .' 

Una, aplicaci6n inte:r:esante esencon,trada por. Gruszczynski 

y Viskanea ['46]·,quienesemplean élef,ec.,to ,termosif6nicopara 

meairloscoef.i.c.ien'tes medios detransfe:r;encia de calor 

.po.r'con·vecci6n del 'agua ~ ':'El equ'ipo con'siste cen uncfr

·::'.cuito, r~;ct;'anguJ,~ri:cuyóS'"b,raZbS . v~;rtiC~lespqs,éeri :,:en 'su' 

·±.nter'io:r ',un ,'j-ue:go :de'-<sü:'t'e ,·t ubo's·con~eC'"t:ados'aL"·:ext,er i'or "'Ja 

trav~s de los cuales sesuMinistraaguacali~nte yagua. 

fr!arespectivamente, generando con ésto, un movimiento 

en, el ,interior del'c;ircui to. . Las mediciones. se llevan 

a cabo cuando este alcanz6 el, est.ado permanente. 
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CONT,ENEDOR 

.. 

.solar en [43]. 
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Orlando et ~1.[411 demuestran la utilidad y ve~sati
lidad de un sistema para calen,tar>' agua empleando la ra.;.. 

diacidn ~olar. El sistem~ cohsiste ~e dos circuitos~ el 

pri~ero de ,los cuales posee eaptadoresque calienta~'y~ 
" ' 

sea aceité o agu'a. Estos 'elementos interaccibnancon 

los del segundo por medio de un ,cambiador de calor, que 

a su Vez calienta, el agua proveniente de la cal'le. 

Comprueban además el, buen funcioriamiento del efecto termosi

f6ni~ó~en: paptadores eon 20 M2 
de superticie ,y más.' 

Grand [48], e,studiael fen6meno termosif6nen sistel11as' 
, " 

empleados para enfria~iento de emergencia en reactores de 

recria rápida de metal l.!quido (LMFBR), corno se muestra en'" 

la',figura .I .18 .El objetivo de usar equipo que -ftincio'ne 
, , 

a base de co.nvecc.i6n natural, es preveer cualquier falla 

eh la corriente al:terna suministrada al equipo de ,bombeo 

ut'i.l'i:z.'ado en 'él sisteIlla'principal. AunqueexisteO'tr,o 

. ,par :de fuent~,s de las cual,~s die'has 'bombas pU.eden:abas,", 

t.ecerse de. energ.!a,como son: el emplear volantes de 

inercia que sigan proveyendo movimiento a las' bombas y 

el utilizar un conjunto'de bater.!as que puede ¡;¡portar 

cierta' cantid;ad depoténcia:,·· estos dos caminos son. d'e 

'cort'aduraci6n en tiempo y 'por 'tanto poco segur09' 

En 'el prim.eresquema de la 'figura I .18, . esta ejem

;p):;iJ:J~_~P9 ~.9~9· 2..P~P}i,)lf1', $J.S,p.eW!3-Cl? .dos. terIJ}Qs:i;Jon~.$ ··un,idoS 

'porun 'cambiador de:cai;Lor y ,donde ;;e1 segundo 'circui,to . 

entrega el calor necesariopa:r:a producir energ.!a en los, 

turbogeneradores. Este caso esel'proceso nor~al de ~n 
ciclo en las plantas nucleares. El segundo esquema pre~ 

senta", un sistema normal de enfriamiento de emergencia eh 
este tipo de plantas, teniendo el segundo circuito u~ 
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"--!---4 .... AGUA 'PARA. EVAPORAR· 

·C.OM.BU$.l'IBLE 1 ·1 

. ". 

. I l· 

CIRCUITC> PRlMA-I·CIRCUITO SECUNDA-I CIRCUITOS AGUA-VAPCR 
RIO I RIO . I 

• 

, . 

.. 

I I 
I I 

, 
·.CICLO 'BINARIO, EN UNA PLANTA NUCLEAR 

",CIRCUU:TO 
.; ·:SECuNDA'RIO . 

' .... '.j.:i;...:.-,--. , , . ¡ 
'~ . 

CIRCUITO PRI~.ARIO ','" 

SISTE~.A DE ENFRIAMIENTO PARA PLANTAS 
~ : ", 

NUCLEARES,.· . 

Figura I.18. Ciclobinario'y-sistema de enfriamiento 

.de emergencia en plantas nucl~ares con 
reactores'd. recria rápida~ 

.. 
[ .. , 
¡ 

i· . 
. 1 

I 

í 
1: 
i 
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enfriamiento a base 4e'aire. Los fluidos de trabajo 

empleados ,por cada'circUlto son :sod:io 'y sodio-12otas;i,b 
, , 

respectivamente. ' 

El ~uto~ defi~e un parámetio a trav~s de: 

(1-12) 

llamada altura de flotaci6n6 alturat~rmica , y qUe en 

s! es :el ca~io de, presi6p' generado, enuncir,cui.to como 

el de la figura 1.19"debiqoal calentamiento(o sea el 

cambio en ladensídad). Se'con'sidera' 'guela 'densidad, 

var!a en forma lineal con "l'a temperatura: 

,En .que ,(f.-·fe) ,es ,1:a,.9.i:ferénc;i'a ,·entre las 'densidades loca'l 

y de referenci9-' ¡re's elcoéficientede,exp.an$i6i1' volu

mdtrico e ~sobárico y T; uriatemper~tura de referencia., 

Al sustituir (1-13),en (1-12), e integrar a 10 largo'del 

circuito: 

, ' 
, ' , 

Por tanto, la altura, de flotaci6n es proporcional a la 

diferencia de altu~a y.temperatu~a erttre los centros .del' 

cambiador de. calor y la ~egi6n. de combustiJ;:>1e. 
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Figu,raT.~19 .~C'ircui,to:'rermo.siJ:6nico'éPlpl'eado ,:por Gránd 

"en'~ü ':ariá-rl;~{i..rs., 
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Después derevisa~ los artículos referentes ala con

vecci6n natural, en circllitos cerrados y ,abiertos para ré

,gimen permanente, es, posible efectuar un res'Clmen de las' 

tendencias que al respecto muestran las, investigacÍGmes. 

',En pr imer' lugar ,las' geometrías más empl'eadas son la ,'rec-
,', 

ta~gular yla circular ~toroidal consecci6ntransver-
. - :.._ .. _. . .. ~ .. 

sal constante, a excepci6n , del t)::'abajo de Ramos, ,Sen 
. . . .' 

y Trevifio[24] '. Las restricciones e~pleadas en ~stos es~ 

, .,. tU,dios' se ,reducen a: 

.. 

"a) Flujo lamiriar y totalmente des'arroll,ado. 

"b) ,Análisis unidimensional. 

e) Aproxima"c,i6n:éle:Bou'ss~ines.q." ,:Doncre 'todas, 

las propiedádes se'mantienenconstantes 

a excepci'6n del'a, d'ensidad en el ,término 

;de .~flota,ci6n'en .la ec.uaci6n de la ener(jía. 

'Kaizerman eta1. [23] I ,conducen un estudio 
r 

con caracter~sticas varibles. Este es un 
, ' 

a'r,t'lótilo'Clnico en este campo. 

d),Sedéspreeian los flujos ;:secundarios ya 

que .'cualitativamente, no'afectán' elcompor- ' 

tamiento,de:l.sis.tema .. 

", :·e) Proponen "?-,l.ad~nsipfi.d c.omo fJ,1D-s:;i6n lineal . . ~ ..' . . '. 

de la temperatura. ,a:través, del coeficiente . 

,de,' expansi6ri. volumétrico isobárico." 

,f) El fluIdo contenido en el interior del cir

cuito se considera incompresible. 

" 

,. 
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, Las conclu~iones te6ri~o-experimentales que se des

prenden de ~stos trabajos ,son las siguientes: 

.. 

a) Se comprueba la multiplicidad de 

soluciones. 

b)·Una perturbaci6n del estadd perma

nen~e; conduce a oscilaciones e in-
, , 

versi6ndel flujo 

c) El estado permanente depende de la 

geometría del sistema, cantidad,' de 

energía agregada y modo en 'qUe se 

.llev6a efecto (ángulo" po·sici6n,.· 

étc. ) • 

dl . La conducci6naxI~11 de calor dis-· 

'minu.:y.e ·lavel,oC::,idad d~l, flu:!do,en 

e,l inj:,eri.px delc_ircui to. ..Este 

,. :'fén6meno es despreciable. en 'líquidos 

y gases., Solamente es importante en 

metales Liquidos i . o sea, aquellos 

con pequeño número dePrand,tl • 

e) En forma pr.1ctica se observa que 

cuando un e ircuitoe's . sometido a ca

lent:ámient'o .el, 'flu!docontenído en ' 

su interior no s.e pone ,en 'movimiento 

ipso ~acto; sino de~pu~sde cierto 

, tiempo. Esto I .es . consecuencia de, que 

el flUfdo .en primera instancia trata 

deconduci;r el flujo de calor, pero 
. ... . 

. ,al no conseguirlo 9.dquiere movimiento.· 
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SECCION II. MODELO MATÉMATICO' 

II.l Circuito Sencillo 

Un par de termosifones cerrados, con seccü5n circular 

constante y cierto .flu.1:do de trabajo'en'suinterior ( no 

'necesariamente el mismo paraaritbos ) ,están acoplados a 

16 largo ~e cjerta longitud que dé ahora en adelante se 

conocerá. como IIlong·itud común" 6 "zona comÜr:r·II ,según mues·-

.trala 'figüra II. 1. Cada un~ de ellos puede recibir y/o 

entregarenerg.1:a calorfficé;la través de. su frontera al 

medio ambiente • Además, se establece un flujo dé calor 

. tle·:;un ·cir,cuitoa ·,otro : sobre la zona c·omún .• 

Para 66'tener·L3.'""s 'ex'presiones .que describen 'el 'fen6-

menot?-'n,t:e:s .. e,xpuesto,es.necesário part.~ir de 'las ecuaciones 

pe ,p.alance ,de la. c,antigadd,e movimien·:t,;o yenerg!a, que. 

·.a.continÚaet6n. sédeduc.en. . Dichas.ecuaciones son obte,... 

,nidas para un circuito sencillo j el análisis se reduce 

a estado perman'ente .. La cantidad de materia contenida 

. 'en cada une) .. de los' circuitos es constante Y_.se~_supone 

'. queniaument'a' ni disminuye durante e'l 'funcionamiento. 

~Balance De :Captidad De Movimie,nto 

Al efectuar un balance de fuerzas unidimensiónal en~l 

sistema d~,'lé;lfigu~a II.2¡ se llega a; 

" '02 VÓ2 ' dv 
[p- (p+dp) ]lT4 ... dF f. .... ~g-r dx Seno( =mdt 

• I 
.1 
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Figura 11.1. Sistema formado por dos termosifones acoplados 

,ala largo de una longitud común LeY con área 

transversal e6nstante. 
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";'''. -.. . ... -', . -~ 

'Figura I1.2., Diagrarnc3, de cuerpo libre del' 

sistema de fuerza,s involUcradas 

eri un elemento ~~ tubería a lo,' 

largo de la direcci6n x. 
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; 
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. , 
I , 
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Donde p esl~presi6n, Ff la fuerza de fricci6ri,D ei diá

metrQ, ~ 1.:;' densidad,' g la aqeleraciÓn'Cie la gravedad, ro 

la masa del' fluido,' v la, velocidády t el tiempo. 

,Si se restringe el problema a estado permahente(gt ":',0)' 

2 '2 ' ' , 
- lf~ , 'dp - dF f - f g1T~ , cix ,Seno<. =0 (II-2) 

Cuando, se integra la ecuélci6nante.r,iQ,r a,lo lélrgo clepno 

de 'los circuitos cerrados que mues,tra ,la figura!I .les 'po

sible concluir: ' 

2 " f ... ' F'F..., ' 
, ,1T D r d ' 'j dF ,'_::-'::4 J ' p -. " ,;i-

, f.., 'f, 
, , ' ,'o, 

lo " 2 

J 
P 1TD "S" d ' ,\ ·g;:4 ' " en-<.. x'::o, 

o, ' 

:Donde L es 'la longitud 'total del'circuit'o, PL Y 'Palas 

presionesenlos,;puntos o y :L, as! como.,IF fa ,'Y F f ¡.. ,1a~ 

fuerzas ~e fricci6n en dichospuntos~ 

'Ya que en un circui t6 cerrado los puntos.O; y L son 

el mismo: 

(~'" , 

J dp=Ó 
'i'o ' 

(1I .... 4) 

'Otra consideraci6n 'aciicioná"l ':es-suponer al ,'flujo Como 

"* de Pois,euille y totalmente desarrollado. ,Por tanto:: 

(II-5 ) 

*,Ver apéndiCe'A. 
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Siendo}lla viscoiidad diri~mica y.ti la velocidad promedio 

en .lasecci6n transversal cuyodi~metro es D. Después 

de sustit~ir (II-4) y (II~5) en (11-3) 

'. (II-6) -T_3~_·~_U (TI~\dX - Fg(1T~\ Sen· dx=O 

. Q. 9. 

Adem~s :. 

.. V = (11-7 ) 

'. . . 

En que V. es la víscosidad· c:inerri~t.ica. y .~ O la densidad ."a úna 

.·be{l\pe·rabttr:a "ir O. .:Otr:a:nueX,i:a va:;riiapl'e,cs'e .,cd'e't":.i:ne '¡a'tra,-vies 

" ',p,!=jj ,;J ,c.QI)".e~l p.;r:.o,p,6.sj .. ;t;,Q de,~;.imp,ti f l,,<;;.ª)." .. 1,o.s ... g~tq·:u)..,g.s t.a;t. 

que; 

-ú= 32 U (Ir-8) 

pe . flt-:-7) y ('II-8)en (I¡'-6): 

. (II,...9) 

Es posible definir: 

r.. 
. . g =. gSene><. (11-10) . 

. , '. . 

,'-í, 
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Donde 9 es la componente de la aceleráci6n de la 'gravedad 

en la direcci6n negativa de la cOordenada x tal y corno se 

define por la figura 11.2. 

Sustituyendo (II~10) en (II~9) 

(11-11) 

- .', . . 

La.densidadpuedesuponerse corno funci6n'lineal'de 

'la temperatura a través 'del coeficiente de expansi6n vo
* -lumétricoisobárico f : 

. Donde \ O es la densidad a la temperatura T
O

• 

: ,(l:I.,;':12) 'en "'(11:"'11): 

. "'1.:." . .. p:eo 
. . ' ( l-.p (T,.:.Tc:»J. dx 

Desarrollando la ~~ptesiÓnanterior: 

. . 

* Ver apéndiceB . 

Al ,incorporar .' 

(11,-],3 ) 

. , :-
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dx + dx= 

. L· 

dx - 1.9-('W dx 

(II-14) 

Las constantes de . (II-14), es posible extraerlas del símbolo. . 

. integral :, 

~·~ofJ·~ dx . 
. o. 

'(J:,:f-d5,) . 

Per.oPQr otra p~rte: . 

• ... • ,"> 

. L 

... fg dx= O 

o . 

. (II-16)' . 

~Ye.qt!le..¿elc·amp'o'·~(;1'l::~:avi{t:a:c;i'6na"1'e's "conservat'Í:vo y por '\nanto 

d.~pendien-t.e de lapo.sic:i6n I y s.iendo.como se dijoanterio:r-· 

mente, que.encüalquiera de los circuitos c;errados de la fi

gura II~l los puntosQ yLson ~lmismo: 

o 

dx = g 1.dZ = (II~17 ) 

Dopde d:z; - Senedx. 
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De (II-16) en~ (II-15)e integrando· ei lado· izquierdo d~iésta: 

lo 

= ~ O f I9-(XlT(Xl dx (II'-17) 

!!tf 
u = U L . J g (xlT (xl dx 

. .. o 

. (II .... 18) 

. . . 

. .f\l .efectua,r .:uo :bal!'ince dee.n~,~.g.!a. §5pp'r.e, .. eJ,. ,elemento .lJlOS,-
. . ·d' 

trado en la :figuráII. 3 Y considerar est.adopermanente (dt-O):. 

• mCdt·-q.d~ (I1.;...19) . 

.' . ~ . 

. Dóndem,·es· él' flujo másico, Cla, capacidad calói.1:fica yqel 

calor agregado al sistema po~ unidad de longitud. El flujo 

másico~e c!'ilcula a través de la e~uaci6n decohtinuidad: 

m = \ uf\, . . (II:-20) 
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... 

'Figura!l.3. Transferenciadeenerg~a en 'un eLe

m'en'to de'tube-ria 't'al corno 'el de la 

,figura'anterior. 

.:.." . 
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Siendo A la secci6n transve~sál delatuber.1:a íguala 

De (II-20) 'en (lI-19): 

fuAC'dt = q dx ( 11-21) 

Inir6duci~ndo el v~lor de la secdi6n transver~al: 

2 . 
,uC ~~ dT = q dx (Il-22) 

° ,bien: 

dT. . 4 
~u dx ='1TCD2Q · 

(II-23) 

Por tanto,'como conclusi6n al sistema descrito y de la 

ecuaci6n d~conservaci6n de laenerg.1:a se tiene que: 

L~s ecuaciOhés (11-18) y (II-14t describen el fen6meno 

en un circuito que interacciona con el medio ambiente re:.... 

qibiendo y/o entregan40 énerg.1:a. 

. . 
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II.2 Dos Circuitos' Acbplados,~" ' 

De la figura Ií.1 es fácil apreciar que cada circuito, 

posee una zona común y otra no común. La longitud de 

aquella s'e representará, por L. En conse"cuencia, l{is , ' " , . c 
'" eciráciones (II-18)y (II-24), deben fragmentarse en dos , 

una correspondiente como, ya se dijo a la parte común y ,el 

resto a la exter.na. 

Los sub!ndice$ empieados a contiriuaci6n ,indican ~l cir-

cuito analizado de acuerdo a "lafiguraII.1. Por tanto~ la 

,ecuaci6n (II-18) puede darse para cada circuito en forma se

parada: 

,(I,I"";2.,6) 

;La, coor:tep.a9,~. x p,~.ra. ;I,a seccj.~J1. corn,~n.. (O¿X.=:;Lc) nope'see,' 

sUD!n~ice, ya que" co;r::,re;pa,ra:le!l/¡:( y siempre tepdrá' el,fnismo, 
'\. - . . , ..... , . 

,'vál0:r ,é'nfa,robosc"i,;r:cu-i·'t-'os,~.' ,L:¡ Y ~~2,;s'on las ma,gni tudestotales 

:ae :'é'a:d-a, ·'ú'nt}i.(l,!(: 'eiJ:ds·. 

Ali-ál:ogamente Pélra.1a, "ecu,ación, (II:-24), pero incluyendo la, 
. :\ 

transferenci:a, de' calor de un.. ci;rcui to a, ot;ro en ,la zona cOlJlún:', 

Calor tran,~mj.tido del 
cir'cuito 1 al ~ ',' =1íD1h 1 (T2 (i)--:T'l(X)' 

Calor transmitido del 

circuito 2 a,l 1 
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'. . . . . . . ; . 

Siendo. éstas la,s energías calaríficas tran$mitidas del, 

circuit61 al 2y, viceversa,respect.ivamente, dande h es el 
. . " 

caeficiente de transferencia de 'calor par'can:veC::ci6n. Al 

sustituir lo. anteriar en (11-24) y d.ividienda el ,sistema en 

sus regianes ,camún y na cam.ún,: . 

'u 2 

dT¡(X1) 

'dx
1 

= 

O<:.x~L 
c 

, (11':',27) 

(11-28 ) 

'Canel prap6sitode"h.acerm~,$ 'general, elsistéiná., anter¡ar 

de e'cuacianes, así cama, apreclar1as ca,mbiosrelatlvas de, las 
" 

variables entre sí, es necesario llevar acaba laadimensianali-

za,ci6n,' de éllas. 
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.. II.3 AdirnensiO'naliza'ci6n De ;Las Ecuaciones De Cantidad De 

Movimiento Y Energía. 

Sé definen los siguientes grupos adimens,ioriales: 

t= 
'A 

~-1 (X'l) 
g 

.. 

: '. " 
:K. 

S" ",l, 
,1= L 

c 

,Don"de 10stérmíntrsl.glMM<:lY .IQ.2MAX I :r.epresentan l·amáxima· 

1eant1::€l'~rsiiie -ca:l'0'í" ·,i!ri't·E!,r:é:aIttl:)~i'aaac'ef.J.'t.ire ¡1:'o7'S 'd'ó's ~c 4:rcu.i,t o"s', . ' 

,'mientr,a,s r 1 y r2 losn)1:meros de 'Gr,ashofm04ificados perO'" 

cuyo significaclo es el, mismo: 'La relaci6n de.las. fuerzas' 

de flotaci6ñ a las.fuerzas ·viscosas. 

Al' introducir. los grupos adimension~l~s en las ecua

ciones d~ cantidad 'de movimiento (II-25), (II-Úi) y ener-. 

. gía (II-:2 7), (I:I--28); estas quedanres.pectivamente como: 
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(·1I-29 ) 

(II-30) 

II.4 Resúl tados' .. , 

." '.. . , . 

Acoptinuaci~n .se integrarán las eéuacibnes ·an-· 

teriores para el sistema formado por los· dos circuitos 

.de la figura II.l,empezando por (II-31) en su parte· 
. ·común: 
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(Ir:"':33 ) 

Despu~s de efectuarla integración: 

.:; . 

V 1 [el (S) ~e1 (O) ] = J.[e2 (il) -el (S)] dS' 

Po'r 'ae'rinicion?91 (O}:=O 'y 'ehtonces: 

V}61 (SJF . - f[9¡ (Sk92 (S)J dS' (I;I .. -14) . 

An~lOgamerite para· (II-)2) : 

• 

':s' . 
. V ,ecsJ<="1 fe ·(s,) ..;9. (S)]dS' + V

2
9

2
. (. O) ,2 ,2 ~. -1 .2 

'0 . . '. , . 

( LI:-35) 

Sumando (II-34) y (Il-3S): 

(II-36) 
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¡ . 

Resolviendo (II-3l), es posible concluir que: 

. ·d9 l (S) 

VI < 6
2 

(S) -e{(s) = dS (II-37) 

- - < Cua-ndóse< -d<espej"a ef valor -dé,&2-(S) en (II~36) <y <el .< < 

~esultado es sustituido en (Ir~37), se llega a: 

(1I-38 ) 

P~:;t?<~.rrol.Jando: 

Llevando a cabolaintegraci6n: 

. aeleS) . 
. ; 
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En,t.once s: 

b .bien: . 

Finalmente: 

: ... ' 

. e
1 

(5) ···(I'l:~39) .. 

Cuyo resultado es únicamente va.1idopara la zona común. 

Por un procedimiento similar sobre (II-31)en Su parte 

común (O.:. S 1~ 1), . se obtiene: . 
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Enseguida se har~ lo mismo con (II-sl) y ·(II.-32) 

para las zonasnocom{ines(I~SI~~1} y (I<'S2sQ2)' res-

' .. pectivamente. Por tanto, al integrar la primera .de 

ellas: . 

dS l. . 1 

Efectuando la integraci6n: 

. . . . .St . 

". Vl.'(S 1 (S,l ) -gIl 1) ) ,= JQl(Si)dSI 
." . 1'· 

'0 ~bien,:. 

'. ...... J' Si '. 
. . '. 1 

91 (S1 r=V
1 

0l(S1' PSi + 9
1 

(1) 

'. . . . 1 ... 

(II.,..41 ) 

. ·':EJa ecuac.i6~ .(TI-3·2) para la z(::)'pa no cojnún lleva a:' 

. .. "'$2 

9 2 (82 ) =.J2fQ2(SildSi +9 2 (1) .. t (II-42) 

Por ot;t."a.pa.rté;: es posible obtener 9 1 (1) y e 2 (1) 

dé (II-39) y (II;".40) respectivamente, al 'sustituir 

'S=1 en ésta.s; 

. ' .. 
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.'(11-43) 

(II "';44) 

. Finalmente, lasexpresione~ (11-43) y (II-44)' son 

incluIdas en (II~41) y (11-42) respectivamente, ~ando 

orIgen"a ecuaciones que describen el campo de tempera- . 

:'tura en la zona no coman d~ .ambos circuitos: 

. 'j'S¡ . '. 
9

2 
(5

2
)= ·V1

2
· .. Q .. ··2··· (.5

2
' .. )' d5' .+92 (O). (VI Exp.(- V 1+V2 )+V') (11-46)' 

.. 2 . ~ I+V 2 VI V 2 . 2 . 
i . . 

... 

..'Ya cIlre:dultant..e ,;e'l·d.e'sarrollo .~posterio:r,será .de tit.ilidad 

'e-l"{ralor :9
2 

Tb'} ~·e-steptie:(teá.lc'an-zarse a trav~s . {le (II'-45l 

y (II~46) corno sigue. Al.~ustii~ir 8 1=0 en la. primera 

y sabiendo 'que 'corno se trata. de un· circuito cerrado los . 

• valores O· y jI" co;r;respoTlder~ri a un misroo punto, es po'

sibleconcluir; . 
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Como por definici6n 8 1 (0)";0 I 'la e'cuaci6n anterior 

quedará;fihalmente:-

(It-47) 

Por un procedimiehtoanálogo al llevado á cabo sobre' 

(II~A5), la ecuaci6n(II-46) condpcea: 

(11-48) 

".PE:! "e$t9- ,I'!!ªn~.:r;,9- se:"pps~~,n do,s ,~PP?-.c.;i911~?cpm() .$on. (11-47) . 

,y (11-48) ,para determÚiar el valorqe9 2 (O) • " 

, ,Las.e'cuac.iones(II-Tl) y (11-:3.2 ) pueden expresar$e . 

. respectivamente a través de su zona común y su ,zona no 

común como sigue: 

, 1 ~1 .. 
, ' .... ' . .d6 ' 15) 

. '·1 1 V ... ' 
, ·1, ,d:S

1 "o 

aS l -- ,.,~I ~re2IS) -$1(S)1 dS+ .1 Q~l (S1) dS1 (IH9).· . 

o ''1 . 

··9· . 

+ J~2(S2) dS2 . (lI":SO) .. 

. f ,. , 

.. ~ 
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, ,Ya que se ,trata ded,os circuitos ce';rrados d,onde, 0 , 

Q1 y' ~2 representa,n el',mismopunto: 

" ,', "deJ,'CS, i J ", _ ,,',dei'(S~) a's =, O l
~" , ' ,',' '¡ Q'2. ,,',-

, ,VI "~, ,dS1- ,V2 " 2 '( 11';'51) 

, ",asl ', ,:' ,'dS-
o " " 2 , : o ' 

Adema!3,con1o: 

.¡ 

,r· [92 (Sl .,-91 (51] dS = 
o ' 

1 

-1,[8
1

(5) -92 '(S)] as, 
o 

'La, 'súnl'a ,'o.e, ( I'r--4 9 )eon (II~5 O)" ''junto'a, nI-51) 

Y (II::-52) ,conduce a.: 

'J 1
t. " " " 

,',Q2(S2). dS2='O 

1, ' , 

(11 ... 5.2 ) 

(II-53) 

I 

,Es'ta' tíltima, <;onclusi.~n:'·es muy.iInportante y conduce • 

al result'ado sigUiente.' 

RESULTADO 1. La suma, 4.e la. energ.r~ Galorffica' ;recibida 

'por los d6scircuitos a lo largo de; su 

, ,'regi6n no cOn1lln ,est;rictamente deberá, 

ser nula para 'alcanza,rel estad.o· perma

nente. 



(65 ) 

. . 

\. 

¡ 

h 

i . 

" .-~-:",,~"'''~~' 

Con. anterioridad Ramos., Sen y Treviño{25]; demos-

. traron que para un· circuito' simple, la condic,i6n' de . 

existencia del estado permanente ~s que: 

t '. . 
. Q(S)dS.=O 

~. -~ . ... _. . .. - . .. - .. -;' - ,~, , 

Entonces, la .expresi6n . (I1,...53) p\lede considerarse una 

generalizaci6n a dos circuitos acopladqS. 

Por otra parte, al reemplazar en (l1-29) los· va

lor"es dé e 1 (S) Y e ilS 1) de las ecu'aciones (11-39)' y . 

(I,¡'-:45).r.espec.tivamente". se obtiene:: 

De donde: 

dSi)d~l + 

r ~I 
J,} 1 (SI) 

V1+V2 
VIV

2 
S)f dS) (11~55) 

., 
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Finalmente ,sustituyendo (II-47) en· (11-55) y. mul-

tiplicartdo el resuLtado por VI:· 

(ir-5'6 ) 

A través de un prQcedimiento~nálogo e involticr~ndo ~ 

(11-30), (I::r-40), (II-46) y (II-48), se llega: a que: 

O-EXp(- v~:~~n'-l .. [\2 (52) d52 
. . 1 .... 

( . . V1+V2 · 
r Exp (- .)'. l . . VI V2 . 

Q2. . 

J
·S 2 (52) dS 2 · + 
.~ . 

i . .. . 

j ... VvI +1.VV2

2 

.S·) dS· .}: ) ..• á 2(S)Exp (-

o . 

(II';"57) 

. ..... 
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Las dos tU timas e'cuaciones proveen el campo de 'yelocid,ad 

en cad~ tino del6scii~~itos, y donde con facilidad se 

apreeia qUe ~ustancialmente depénden tanto de la f6rma 

de c~lentamiento a través'deQ como de la Béometrfa J 
del sistema. 

El resultado ~inal, arroja do~ ecuacion~s que deberán' 

"resolverse conjuntamente, formando en, general un sistema 

t.rascendente cuya soluci6n'podrá obtenerse por medio de 

métodos numéricos. 

La tabla II.1, muestra, un re'stímen de las, ecuacion,es 
• <:ie'sarroll:ada.s en esta secc;i6n i para el sistema de la'· 

fi'gura Ir ~ 1 enestad,o permanente. 

'Si las e~ua,c,iones' tí1-4.l')y (1I-42) 'se'anali,zan 

:cua:nd0:Y'i":-:-"/O .. 6'Y;:2~ ,0'6 ,ambas I .la temp:eratuIt,a ;·.en'lo's :c,ir

cui to's, e 1 y 6
2 

. tl'ende a valores muy' grandes (el,e2'~'?o<J) 

y ~entonces "el ·est'ado permanente ,desaparec'e.. Esto 

siel11pre que f 1 y r;2 se(ihdiferentes de cero, ya que de 

otra manera V
1

=V
2

=0 (de (I1-56) y (II-57» ypor-tarito( 

se¡caer~aenelcasb ~onde nin~Uno delosci~cuitos.es 

'perturbado. con energfa calorifica~' O sea, el caso tri

, vial ... , 

;RtSUL'l',APO 2.' Sí, .ctialqu,iera de las velocidades V l' V 2 6 

a,mPa,s. se aj1,ula,p í el, sistema po puede ope-.'· 

rarse en estado permanente. 

v 2 
;¡' 2 dada,spor (rI"";56)y (II-57) 

f 2 ' 

respectivamen.te conduce a: 



2 '2 
VI ,V2 ;:r-+-= 
11 P2 
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',,,, . 

f
· .. ~ 2(5) 

o' ' 

¡ 
¡ 

, 1, 

dS J 

Como se demostr6aríteriormente" el ,campo gravita'cional" 
• < • '. ..' '. ; 

~e's ,;c'on~S'e'r:vaJ'DíVO y:dé::p'errGle"~é .la ·;poYs;i.;'c.;i:án, ~además,para 

,la parte coman dI (5) =:=d2 (5) .; También, ya que el punto 

~1 es igual al ~ 2' es ,posible escribir la expresi6n ' 

, -anterior co~o: ' ' 

d5 
, 1 

. : .-~ 



['empera:tura ádirre.nsional en 

'1=82=0. ' 

Temperatura adimensionalen' 
" ' 

la zona coman , (S=51 =52) • 

Temperaturaadime.nSional en 

la zoná nocoirllln. 

Velocidad acllinensional al 

cuadrado. , 

,'~'~'--

CI~CUITbs AC?P~~O~.ATRAVES DE UNA FRON
TEItA COMUN EN ESTADO PERMANENTE.' :' " 

CIRCUITO 1 

El '(0)=0 , 1 

'. ' $\', 

e 1 (Sl)~~l t Q1 (SPaSi +v~;~:) 
, ' v +V ',' , . 1 2 

U-EKp(- v v)) 
,,' ,'1 2 

CIRCUITO 2' 

.. ' 

'",:,.: .: 
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, , 

Pero por otra part~, cuando se hace uso de (I~-53) ,es posibl~ 

concluir: 

2 'l~l V ' 2 ' 
- = ( (S,) 
r2 ,dI 1 

, " 1 ' ' 

Ya que VI' V2 son diferentes de'~~ro y r1 ~ f 2 positivos, el 

segundo miembro de (II-58 ) cumple con ,la desigualdad: " 

(ir (8 1)1. Fl (Sr) dS'il dS 1 +[i'2<'S2) fF2fSi)·asi } d52 >0 

(II';"59) 

Que también es una generalizaci6n a doscir'cui tostermosif6nicos de la 

conclusi6n Hal,laEla por Sen, Ramos .y treviño (12]para'uno s6lo; ,en que: ' 

Esto conduce al resulo ta,do' sig'Uiente. 

',', 

, . 
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; . 

RESULTADO 3. . Ot;t;atond.ici6n ad.icion.a.l que debe registra:r:s.e· 

para ~ueel sistema de la<fi~ura 11.1 álcan~e 

el. estado permanente está dad.o. por (II-59) 

Niora, si' en. un. momen.to Ó.eterm.ina.do pudiera d.arse el caso: 

~'l. .. 

<S . 1. Q2 (S2) dS2,,:O 

O ambas a la. vez, en.tonces, d,e acuerdo a la e·cua.ci6n(II-53), 

la en.erg~a,recibid~ porcada cir~uito es ~ula y las expr~siones 

(.l1'".5.6') y . fII~5 7) sere'ducen.a: 

... 

as '. . 1, 

dS '. 2 

(11-62) 

(11-63) 

Cuyo significado se recoge en el resultado que a'conti

'nua'c.i6n 'se expres'a. 

RESULTADO 4. En caso dé que la energia aportada a cualquier 

circuito fuera nula, el sistema general de ecua

ciones para la velocidad '(II-56) Y (II-57 ) puede 

desacoplárse. tal como se mues.tra en las dos. úl

timas expresiones., (11-62) Y (rI-63). 
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Este resultado ha6epensarque al poder desacoplarse eru:sis

tema de ecuaciones, no existe un gradiente de, temperatu,raa lo 

largo de la zona coman y encons~cuen~ia ~e concluye qrie 

8
1

'(5)=9
2

(5). Ya que: 

6 las dos nulas a la vez, entonces, de(II-53) se tiene: 

",Q~~ "s,\l.sti t~rdo~n (I I--39 ) ,y (I.I-4 O) I habi~ndo!:?~ bas~d,o en 

(II-47): 

, ' 

el(S)=e2'($)~0 ' (II-64 ) 

DemoS tr'ando que en e ;fecto ,el, re's ul tadocuatro gen'e'ra 

l'a 'ce-j1d:i'c'i:'6n (II-" .. ;.;:6'·Hypb'r 'ta.n;topo p,ay ·:aiferenc'Ía. e'etem

p~ra'tura a trav~s de loa zona. COrtl,an, taJo y como se 'supuso, 

en un principio. 
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'SECCION II1. TERMOSIFONES RECTANGULARES 'ACOPLADOS. 

111.1 Estudió General. 

El estud;io práctico dedós termosifones acoplados, 

va a ser ejemplificado en ~sta secci6n 'segan muestra la fi

gura 111.1 con ,termosifones de forma rectangular,aunque, 
.. .. . 

de hecho, cualquier 'contorno podr.1'.a escogerse yaqúe 

las ecuaciones descritas en la secci6n pre~edente són 

perfectamente generales . '. " . . 

'Por .o.trapartre, 'elte~mo!?if6n de '.la figura 111,,2 

'es "stimet'ido·a.únrég·imende ca1erib3.miento .Y ·en;friamíe:rtto 

:·coino··el. ae '..la ':f·l'nu.:ra'rI-I. 3 •. ' 'Dbh'de' 'las']:b;ng'Ttuo:e's 'Li ' 
':l '. '. , , l. 

es:bán :ad:imensiOI'1?l.lipadascon.Lciguees la 'longitud com~n 
a ambpstermosifones. 

, 'Lo 'expuesto en 'la fi'gura 111. j' es posible exprésarse 

en fo.rma matemática, como: 

.. 
Ll 

a en ·1 + . Li <. Sl~ 1.'" L - L2, . 
·c 

,., 

" ,Q1= b en 

c en 
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L + L'· L.... L·' + L 1 r-· .... ·r---_-+._....-_.....:-_______ 2 e . ~ r' , '. ", ." . , . 

TERMQSIFON. .". TERMOSIFON 

1 2 

L1 +. 2Le O 
',2 (L1+Le ) 

2 (L
2

+L
e

) , 

figura 111.1. Dos Termosifones aeopl~dos a 
~olargo de una longitud L ., , . e 

L 
1 

2 + 'L' 
e 

(' 

2 (1+ 1;-) 

.JJ 

, L' , 4 
, .lIr. 

e 

.. 
~F.igura 111.2 . Si-s tema 'adimensionalizado con la 

eoorde'nada coman Le' .' 
L "a. L '1. i .' d L ' 

:';~ j ~" ._~;,J",:":;,:,;,.:.:-~,,,~!g;,.,~_,,,,;;,,: " ~ •. '~',.;.., ~L " 

I{-__ e 
¡;, 

Lio' 
~L~·~~~L~'~~-~L~~~·--~~r--vTL·--~ ,~ 
• 5 6 12 11 

." 

e 

Figura 111.3. 
f 

Calentamien~o y/o enfriamiento del ' 
sistema expuesto en la figura ante~ . 
~ior, donde las longitudes ~dimen
sionalizádas eonL y que no inte
raetdan en la tranSferencia de eher
g!a e~tán sefialadas con Li. 

"': 

.. ;; . 
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L 
den l. + L ,.' / 5 (. l' + 2.. L ' 

. --- 2 '- 2 "L' - 8' 
c 

L L 
f en 2 + L2 + Lil <.. 52 ~ 2 (1 . +. L 1) Li2 

c c 

o en forma gráfica tal como muestra la figura 1II.4, . donde 

a,b,c,d,e y f son las magni'tudes del calentamiento y/s:> 

enfriamiento del' sistema.· Dichas magnitudes sonconstan.i... 

'tes. Las. tres primeras variatües anteriores· a, byc ·serán 

,positi:vas cuando el calor. s.e introduce y la:s' tres ·,r,es,tan.tes 

al ~ser extrafdo éste, 'tal corno loiridica lasrel'aciones 

····t)']::€·ce"a.é1ft·e-s .. 

J..a componente de la aceleraci6h 'de lagraveo..ad se ex

presa en forma adimensionaltal y como está definida en 

la. SECCIONII o sea J (}<:)=g(x)/g, 'en donde g(;idesposi

ti va siempre y ·cua.ndo l?oseasentidó 'contrario al de la 

coordenada' x en 'su recorrido. Además, Jadqui~re va.10-

res úri~camente en los ra.males. verticales, pues en los hori'

zon·t'ales 9 (x) ·es !lula •.. ' 

.En~tbrices" la. a.ce;Lé;r:a..ci6n d.e. la gravedad ~.en ·fo·rJli.ata.bu"'" 

l'éú:, 'ptie'Cl'equeda:r cqmO: 

1 en 0,( 5 ~ 1 

L' 
1 

O en 1 < 51 {1 + L 
c 

Ll Ll . 
,o en 2. + -L <. SI' ~ 2 (I + -) 

c L c ' 

.. 



-' 

a+b+c' 
'a+b 

a 

+ r-I . + 
r-I -.N 

¿(-Q ) . 2. 
¿ 
j 

j. 

". i 

d+e+f 
d+e 

;d 

r-I H IH 

+ 
. r-I 

' ....... 

Figura III.4. Calentam{énto Y/9 enfriamiento del 

1~~ 

; 

,....; U 

1" 
H IH 

+ 
r-I 

. U 
r-I 

1 

.. 

. sistema expuesto enla.figura íII;3 . 

r-I U 
HI¡';;:¡' 

+ 
.N .. 

. \: 

. S' (52) ¡ . 

r-I' U r-I N 
llo-~' H IH H .IH 

-1 

+ + 
..... N 

2 

. .. ' .... ..' .. ' . . .' '. . . . . '.' ..... . 

Figura III.S. Representaci6n" gráfica. de la aceleraci6n 
de lagravedadadimensiona1 para el siste-

. . 

ma repr~sentado en la' figura .' III. 3. 
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. / .' 
I 

,. 

1 en O L S~ 1 

'. . 
. Esto puede repre'sentarse en la forma gráfica de la .fi- . 

gura III. 5 • Por otra parte, al. inte:g.rai:" las graf,icas de 

. la figura 'IIr. 3, se obtiene la figurarII. 6 . 

..:iS.uis,tritU"yendo.-los re'sul ta:dosante\t!.iÍ:e:r,e"s·'encaGl,a ',.uno ,de· 

:J.o.s:t.~~U1in.Os <le (J.I-SEi) y . (JI.,-S7 L: 

r~l(Sl) { r~t(Sil aSilasl = 
, _ 1 . . 

C2 (52) ~r~2(52) ds21 dS2 = 
e . 

d + ,2 ( 1-L~ + Ll O) 

. í61 (SI) dS l = a+b+c 

1\ 
~ .' .. 

. • ~~ 2 (S2) dS 2 :- (d+e+f) 

'. , . . 



r Ql(Sl)ds1 

'a+b+c . . ':a +b;· C" •• .. --,.. 

;a 
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S Q(S2)d:2 . 

.d+:e+f 
'd'-re 

... 

";(): :;' 

-., 

figura III.3. 

.-

.;. 

".-" 

._ .. :-.... -
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'; 

Ot!PA .. 

'VV" \T 1 +V 2 ' .. 
S ) dS. .1 2 (Exp (-= V V )-1) 1. ~ V

1
+V

2 . 1 2 
., 

";" 

.v1V2 , V,+V 

S2·) dS 2 
.. fEXp( ..... ·,l. 2)_1) = V1+V2 

V V· . : 

. , 1 2 

. . 

. Introduci,endo . cada 1uno de los resul tadó's ,.ant'eriore's 

en (11-56). y (11-51), finalmente puede concluirse: 
.; 

v~· = r l(~ [a+ ~. (l~L3+L4) J + (a+b+c) «(l_EXP(V ~+~2) )~1+~ V1!~22» .' 
. 1 2 . 

(111-1) 
.. 

.. r, 
(111-2 ) 

Las.ecuaciones (III-l) ,{ (III":'2);' ;reJ?;resen.tan la fo;rma 

má.s .gene,ral a. trav~s' de la cual· se. 'puede ana.lizar el estado 
. . 

perma.n.ent.e d.e dos terrnol5.ifonesacopla.dos cOTl.geometría. 

;(ectan~gul.a.r y dedimemsiones arbitra.rias. 



(SO) 

De lá..s ecuaciones (III,-l ) y (III-2) es .posible obtener 

las siguientes,conclusion.es:' 

.. 

,,1) En. caso de que P.? -(b+c)Y d= -(e+f) se 

tiene'el RESULTADO, 4 de' la SECCION II,ya 

'que 'las dos ecuaciones se desacoplan. 

2) ·Por otra parte, si~ 

a+ b (l-L '+L' ) =0 2 ,3, 4 ' 
, L3= 2a + L' +1 b ' 4 

L'= 2d + L'· +1 -9, e 10 

a+b+c=d+é+f 

Se temdr ta, que: 

,'2- 2 
VI 'Y2 
r 1+r;: =0 

';D'énd'e.:'e's ::posible -cbnc"l:uir V l=V 2=0 ,-1 :de acire'rdo 

,cbn "el "'REsuiT'AbO '1 de la SECCION ir no co

.+responde al estado permanente. 

3) Ad,emá.s',si:" 

a+b+c=d+e+f , 

Entopce$: 
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1,' 

! ' 

Dependiendo rtnica y exclus{Vamenté el t~rminbde 
, , 

lá derecha de la longitud y, forma de calentamien~o. 

Las, ecuaciones (111-1) y (III~~l, 'forman un s~stema a~oplado 

en donde la variable dependiente no puede despejarse para obtertér 

,una expresi6n ent~rminos dé:lp.s variab.1es independientes'P l y r 2. 

Por tanto, este caso cae en la clásificaci6~ de ecuaciones .trascen

dentés, cuya sóluci6n puede darse por el 'rri~todonum~ricode'Newton'" 
, * Raphsón. ' 

':Es';te '6lt:;imo de's~rro1,lo"a"r,r'o~j:a' '-un ;r:é:sul~t~:dó" muy' im.portan'te '''LA' 

'NO"DEPEND'ENCtA -DE V
1

Y V
2 

tON' 'euALtiutik ~LOÑGI'TÚb' 'T'J:PtCADEL TER-

MOSTFON 'COMO:L 1 Y -L 2 • POR ":'l'J\:NTO,'EL ':RES ULTADO ,S'ERA EL ,MI 5Mb SI 

SE. .ACOR,TA O ALA,RGA LA ES'l'RUCT,URA DEL ',T.ERMOS;IFON y EN CON:S_ECUENCIA, 

UNICAM.ENTE HABRA R,ELACION DIRECTA CON LA ,FORMA, DE CALENTAMIENTO~' 

A continuaci6n; .seanali~a un caso -tfpico como es el acopla-:

miento de dos termosifones 'cuadrad,os • 

.. 

tYi:.2 ,~jerriplo'Especffico. 

'Sea, unsistemad,e dos térmosifonescuadrados acoplados como 

muestra la figura III.7; sometidos aciertos regímenes dé ca

'lentamiento'y emfriamiento~ que en forma matemática quedan ex

presados como:' 

o 'en 1 L. S ¿ 2 ' 1-

Q = Oen 2 '-: SI f. 3 
1 

1 en 3 ¿.,. SI f: 4 

* Ver ap~ndiceC. 
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, 
.r .. I ' I \. I J 

--

CiIRCUITO 
\ , 

-CIRCUITO 

1 '2 

, -J~ ~d~ r' ~ ~-

fQ.' '= 1, . 1 -

Figura III~7. Sistema formado por dos circuitos 
cuadrados, con una etapa "de calen

,-tamiento, Qr= 1 yo tra de ,e n.f r iamiento 
Q2= ... 1 . 

.. 
. .. 
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Al sustituir lo anterior en las ecuaciones generales (III-l)' 

(111-2), se ~iene que: 

(1"I!-3 ) 

, (III-4) 

La sumi de (111-3) y (111-4) genera: , 

2 2 
VI V 
+~ =1 .. r1 r 2 

(111-5) . 

Rel~cl.(5nque debesatl~face';r 'el grupo 'de resultados ob.tenidos· del 

sistema de ecuaciones compuesto por' (111-3) y (Il;I-4) • 

Las ecuaciones (IIt~3) y (111-4) fueron resueltas por el' 

método deNewton""Raphson,cuyó programa, se expone en· el apén-·, 

dice O, dando 'lugar alas fíguras 111.8 a 111.18 y, de dond~es 
posible obtener ciertas conclusiones para el estudio de termo

si:Éones.rectangulare~ a,copladosque·trabajen,á.régirnen ,perma

pente, ta.l como· el mostrª-doen 'lafi·9uraIII.7~' ' 
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Ya que la forma de las graticasno se altera ~ua1itativamente 

para todo valor de r 1 y , r 2' ~e(j,~npudo apreciarse al llevar' a 

cabo 'las corridas en la com'putadora, el sistema de la figura' 111.7 

seanaiiz6 dandó a ,éstas magnitudes' unitarias. 
,. . 

, La figura 111. 8m~~stra como varia la velocidad en \in ·termo;;.. 

,sif~n respecto a, otro 'cuando r 1 =1 Y r 2~"/..o., adquiriendoento~c~s 
··la velocid,ad en -el circuit,oprimario, o 'sea ¡'. VI los. valores:, 

, 0.60681 Y -0.7772. 'Estos se obtieneI1 de la expresi6n(III-3) , , 

quepu~deescribirse; 

2 
v= '1 

" " 1 ,-1 i( (l--E~p.(Vl»· , .. q + Vi) , 

(III-6) 

, (I!I:-7) 

~ Ecuaci6n t~ascendénteque re~ueltaa base de métodoshumé~icos cüand¿ 

r_1 =r.2~1, 'generalos, "resultados': " 

VI =0.60681 ,; ·V l~ ... 0.7772 

Por otro, lado, si vi t~ende a: valores . pequeños tanto por la 

parte negativa'como positiva del·cero, esto es 0-:-' y 0+ respec~ 
tivamente, es posible entonc$s.localizar los valores limite de VI' 



,.t· 
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Suponiendo en primera instancia que V2-70:- ,la ecuaci6n (II1-6). 

se reduce. a:' 

y como r 1=1: 

'Siehdo ~'sto;; ,los valores l!inite de VI en la figlfra III. 8. Ahora" 

,háclend~.,a V2
4 0+, .la .. expres.i6n ·(III~.6Jad0pta,.e'1.valor: 

Corno tarnbi~n se expone en léj. gráfica de la misma figura. 

El mismo tipo de análisis puede hacerse sobre la base de' 

1,2=1 y r,l va:r:iand'o, lo que genera' una grafica cómo la: expuesta· 

en.la . .figura ,111 ... 9" cuya d.ifer~nc.ia .con.la:an.t;er±o.r . raCiica .en· . 

-üngirode .9:0oen~sen~t·ido 'Í¡1;"e . las mahec.i.ll'as ·.·~¡i'el :'reloj.y urfa ,ré

flexi6n • 

. La ecuaci6n:(III-4) se 'puede escribir: 

. (III-8) 
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Cuahdo, V 1 se hace tender a valores muy grarides ,(V1 -.,.·c:>() ), lá 

expresi6n anterior es posible r:educirla a: 

(III-9) 

" " 

Ecuaci6n tré;scendente que 'resuelta en forma numérica cuando 

r2=l, alcanza los valores: 

Adem~s, si VI ti'ende a, valores pequeños como son 0';" ,y 0+, 
es posible" localizar los puritos límite de V2 , se"giín muestra la figura 

111.9. Al hacer, V 1 ~7 .. 0·- I entonces de (111-8): 

... 

Finalmente, si. V¡-:"'''O+ ,laexpies~t6p (111-8) tonia'el, yalor: 



¡ , 

(S9 ) 

La figura III-.10 p:::~senta a la velocidad, en ,el cir,cuit.o primario 

V 1contr,a r 1 manteniéndo r 2 constante e igual a la unidad, para 

cada cuadrante de la figura III.S y dÓnde se aprecia como aumenta 

la velocidad al hacerio r 1 • De igual forma , V 1-/ O a medida que' 

r 1-'">0. Esto es16gico, pues la ecuaci6n (IIT-3). tie'ne la forma; 

(III-10) 

Pbrotro lado, la gráfica de,!II.11muestra como para valorés 

grand.esde r 2' la velocidad tiende a resultados d,educidos :con " 

;:a'ri't'éribridad: 

,V
1

=0.606S1 , V1=':"'0.7772 

. Cuando r .;...? O, la. velocid.ad,en el ci;r'cui to' primar;iC? 'puede adquiril , 2 ' 
'cuatro valores. Los d,os prim~ros serian, V 1~: 1 ya deducidos • 

, ·Sustib.lyendoesta cOJ1;d.ic.i6n: (r 2-' O) ep, la, ecua,ci6n (P::I-4), se' 

con.C{u;ye'qu;e:, V2=0. Ip:t;ro'auciep,do este va,lor, en"la,' ecuaci6p 

,(11-1-6), ent'onces¡: 

V' =0 , '1 

De esta .forma se Gomp';ruebaque VI =0 ~ m.e<lida, "que "2--' O. 
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".' ... 

. . . . . 
Análogamente,' la.fig1..1ra 

r 2-">..0, . Y V2~'O si ,r2~'" O. 

forma directa ya que~ .. 

1II.12, muestra comov
2

:-."7O() cuando' 

Este ca~o·esfácil·dé·demostrar en 

. (III-ll) 

'El gráfico de·la figuraIII.13 demuestra como la velocidad 

en.el circuito dos alcanza los valores: . .' . 
-n.60681 y 0.7]72 

cuando r 2-">aD ~ ya deducidos con anterioridad. Por otra ,parte, . 

si r i-" O, la e'cuaci6n, (II1-10) . muestra que VI =0.·· ',..Sustitu.;...· 

y.endo'ést'e ,en la é~presi~6n(ITI-8), en'tonces: 

Comprobandoqu'e . cuando l' {"> O I V 2=0.· Según. puede, verse, en lá 

figura III .13.', 
. . . 

. 'La figu!:a ÍII.14, muestra el aspecto tridimensional de la 

vel:~'ciaadenfurici'6n :de los ·'dos~pa,ráme:tros de cont'r01 r "1 'yT',2 . 

Ert-est'e :éaso 1 lasca~racter'ist·ica's cu'al.i ta ti vas'de'1:a's velocidades 

V l' Y V 2 son ~as mismas.< picno gráftcoes muy, importante I ya 

qué con. dos valores c9mbr 1 y r 2 es posible localizar cuatro 

soluciones parácada velocidad.' . " " . " .' 

En las figuras 111..8 ·a I1I'~13, la,s soluciones para el caso" 

propuesto en 'la figura lIt.], en que r' l = r2=l', se encuentran 

señaladas ,con' elsfmbolo i), o' ,El: estudio, ~rroja'cuat:t:'o parE;s. 

de soluciones comocabrraesperar, o sea,·dos,pares·por ter';" 

mosif6n. 





-
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Figura III.14 .. 

. - --

Velocidad ( Vi 6 v 2 ' 
ya quecualita:tivamente 
es 16 mismo),' contra lo~ 
,parámetros dé ¿ontrol.· 

/' 

";t~~ ~ • 

. /~ 
" ~ ., /' . 
... ",.:.:.:1 .. ~ • 
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Respecto a la distribuci6n ~e temperaturas en los circuito~,:. 

ésta se encuentra dada por l~s .figurasIII .15 -a III .18, donde" 

las flechas indican el sentido. en que el flufdócircula dentro 

de. los, circuitos. Los valoresd~ la temperatura, para la zona 

comÚn en cada 'circuito,' secalcuian a. través de. (II-39) y (II-40) I 

haciendo uso de (II-49).· Como: 

l( . 

r Q(S )dS' = 1. .'i . 1. 1 
'. <\ . . 

.' Según puede. verse de 'l.afigura ;rIl;7, l,a,. expresi6n (II-A7), se 

reduc'e 'a,: 

V '+V:' . 
'1' 2 

ViV2 

. V +V' .' 1 2 -1 
(l-Exp,(,,;, . V V » 

'1, 2 

Que sustitufda, en (II-39) y (II-40) I origina: . 

.. 
-9(5) 

1 

. V~lidaspara la ,zona común. 

. (III-12) 

(II,I-13) 

(III-14) 



. (97) 

Por otra parte, las expresiones (II~41)y (II-42)dari'la 
. .', . 

distribuci6n de temperatura. para la zona' no común 6 exterior 

.. de ambos . circuitos. . Estas pueden. fraccionarse como sigue : 

1 { r 3 . 

el (Si) dS ' jOl~5l) dS 1 = .Y1, .. ..01 (S 1_)' + + 1 
, ,4 ", 1 . 

".1.~1 (5i)dSil+~1(1) 
.3 .' . 

1 " . :3 " . 

2,(S2 ) 
.1 

"t J O2 (52) 
dS + j 0 2 (52) ',dS 2 + -

V2 2 
2-1 .. 

r~2 (5i) d5iF32 til 

'Perode la fi~uraIII.7 se encuentra que: 

. - . . . 

" rOl (SI) dS1= ""fJ01(Sl')'dS1=" r~2"(S2) . , ~..,~. 

dS t =0· 
2 

Ya que en. dichos ihtervalosno hay' intercambio. de energía p,or parte 

del sistema con el medio ambiente. Entonces, las expresiones 

. para 9 1 (SI) . y e 2(S2) quedan f.inalrnente: 

," . 

e 1(~-1) 1 
"~= V 1 

, ( .. ~, 
T 01 (Sl)d;S'l+Sl<·1)'1,"Sl si3,~ Slf4 
J). . 

'.9 2 (52) 
1 = V2 

S' .' 

l02JS2) dS2 + e 2(1) 5=52 sil ~S2~ 2 

. i.. " 

Delá fi:gura¡II.7: 
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Introduciendo ~sto en las ecuaciones anteriores y efectuando l~ 
.0"." 

integráci6n: 

e·1·(Sl ) 1 (1 -3) .+ ei (l) = V I 

1 
3'f 1 ~ 4UII-15) 

e:2 (S2) 
1 ( r -1 ) + e ,2 (1) = V·· 5 2 

lf §f 2(111-16) 

,) 

. . . . 

El valor d~ 6 1 (1) Y 9 2 (1) que aparece en las expresiones . 

anteriores, se calcula de (111-13) y (III-14)respectivamehte, 
hác'iendo 'S:= 1. ' 

. Del:~nálisis·. anterior,concretamehte 'd.e 'l:as rigu:ta's ,III. 8 

Y 111 . 9 I se en'cuentra que el sistema acoplado de la ,figura 111.7 

posee cuatrci pares de, valores, ~ue a·continuaci6n ~e re~isarárt 

en relaci6.n .con· la distribuci6n de tempeI;'atura ,expuesta en las 

figuras 111.15 a III.18~ 

.'" 

1) ~l pri~e~ caso ~o~resp¿nde ~ los·valcire~: 

VI = 0.526 y V2= 0.85, ~uyo sentido dentro 

del, sistema es ·como sigue.,. 

2 [-~-- Itr-~r 

3-._0L~-J, 
o . 
"l La convenci6n para.elseptido positivo de 

la velocic;iad está ex';puesta ep la: ;figura Ir .1. 
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: ' . . .' 

El gráfico de la figura 111.15 'muestra 

, como 'la, temperatura en elcircuitb uno el. 

es mayqr, que la del segundo circuito 8 2 .' 

Esto conduce a la aparici6n de un flujo de 

" calor.' ,a través, de la regi6n e om(i n y que redunda 

en urtincreménto de 8 2 dentro de esta zon~. 

, Después, entre l' Y 3,e 1 'se mantiene cons

tante para recibir un incremento en el inter

valo de ,3 a 4, producto del calentámiento, 

repitiéndose entonces el ciclo. Por otra 

parte~ 8 2 se reduce en 1-2 debido al 'enfiia

miento, permaneciendo constante de2a 4,'para 

,de :nuevo comenzar el ciclo. 

2) En este caso, Vl=0~707 YV2= -0.707. 

tido'en que 'el fluIdo circula es. 

Z 2 

~',·~~I. ,~!-I.-.(7-" ~ 

,o 
4 

El sen-

;An'alizan'do 'los valores de la velocidad se 

observacomo VI = -V 2" Esto plantea:, una , 

dif;lcu;l tád, pues la,s ecuaciones para la, teJll

pera:tura conducen· a un,a indeterminaci6n del 

tipo O/O~q:uepuede ser removida emple~ndo la 

'reg;La deL~ H'opi ta,l. ' In.troduciendo una nueVa 

. varia'ble a t;ravés ~le:; 

(II:,r-17) , 
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Derivando con' respecto a ella' ytomándo, ,el 

,l!mit;.e Cuando p .:., O ,la temperatura~ en la , 

zona coman, para ambos termosifones, queda': 

, "S 
el (SI)= V. 
, .,". " ,2 

(III-18 ) 

, ,S 
= - 1 

V2 
, U¡I-1.9) , 

Haciendo S=1 en las' dos exp.resiones:an:te-, 

,riores y sustituyendo el re'stíltadoen ,ftlí-15J 

y (III-16) : ' 

, , 1 ',' 1, 
(S ) - ( 11 -3) + 'para " 3~ ("_l." 4 l -V' ,t' ", V

2
" 

-1 

para 'l~_)f 2 

. .' -. 

Quetrroveeh el: -r-esul ta,do de 8 l ye'2 en la zona. 

no com1Ín. La gráfica ;III.16 Inuestracomola 

temperatura e 1 disminuye a lo largo de la zona 

cOIn~n y 'se 'incrementa e
2

, producto de un flujo 

d~calorgenerado 'por el gradiente de tempera

'tura., " el es constanteentre-'¡-:-3',au:nentandQ 

ep 3-4 debido ai calentamiento'" e 2 se man

tiene constante entre 4-,2 y decrece su valor 

de 2-1, conseCuencia delenfriamiertto. 



" 

· ¡ 

--~- ~----,,---.., ... _- .. -_.:-. ....--~--_ ... -

¡. 
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.' . 

3) También I parata: soluc:i~ri Y,1=-0 .707 y V 2=6.707, 

. sucede lo mismo que. em el' caso anterior '. o sea que, 

V l=-V2 provocando la indeterminación 010. ·Pro-. 

cedi~ndo de manera análoga~ seencuéntrala grá

fica mostrada en la figura III.l7 para el sistema 

acoplado. 
1.' 

. 2 .,......----.,.--i---.,.--,., 

3 o 
Lj 

pande' una. vez· ~ás, la tem:Peraturaen el c'i;rcuito 

uno .8 1 . dismi:nuye,' m.ient;ras 8 2 se increment:a ·en 

':es.t;e l~pso .. ·g l:perma'nece coris:t~ntei.'e'n:t:r.e3-1 Y'. 

'aUmenta' d.e . 4-3 producto del calent~miento. 

Mientras 9 2 es constante de 2 a 4 y decrece de· 

1-2 d.ebido al enfriamiento .. 

4) La solución vl=-o.as yV2= -0~S26 posee ladirec~ 

G·:.:;~··. :~·l~.qué.:abajo(.'se,;muestra,. as!. como en la figura 111.18 . 
... 

2 i 2 
r--~~~----~ 

I 
: 
i 
I 

3 

~7"\I~· .. 1·· •.... Ll o . 
"i 

Increment~ndose 8 2 y reduciéndose 9 1 a:Jo lax;gode 

la .zona común, conse'cuencia del flujo de calorge~ 

nerado por. el gradiente de temperatUra. en ésta. 

6
1 

. se "mantieneconstante entre 3~1, rriientrasaument'a 

. 'su valor en 4-3 producto de1céüentamiento.· 8 2 
permanece constante durante 4-2, reduciendo su mag

nitud entré 2-1, débido al enfiamiento. 





j ... 
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SECCION IV. CÓNCLUSIONES~ 

En esta secc~6n.se pres~nt~ una recopi1aci6rid~ aasconc1usiones 

obtenidas durante el desarrollo anterior. Aunque, la·mayor!a.de 

ellas ,fueron señaladas en. su momento; a continuaci6n se muestra' 

U~brevé ie~améti:· 

a) La inultipliCidad, de so1uciones en sistemas decónvecci6n 
. .:.. . . 

. natural, ya detectada, para el caso de'un 5610 ',circuito, 

se aprecia duran,te el "funcionainientode dosde~llos a- ' 

,copTados. 'Para:, aquel, se encontraron en gEimer'al, dos. ve-

loc:idad'es.unaen, s·entiao dé' las manecillas,;dél~~r.e;l·oj y 

Al. unir dos· termosifones. 

como es natura,l se tendrán: 2x2::;:;4 solucione5diferentes 

'de cero.·' 

b)La, 'sum,a, de laenerg!aca,lo;r!;fica' recipida" por los dos 
, . , 

cir'cuitós a, 10 ~a;rgo' de's"u ;re<¡Ji6n no coman,estrictamente 

deberá ser nula pa;a alcan.zar elestado.per~anente"o sea: 

c)' Si cualquiera de;la.s , velocidades, VI' v2 6 ambas' se anulan, ' ' 

el sistém.a no puede opera;rse en .estado permanente, según 

. puede verse en, éiRE'SULTADO 2 I de la ,SECCION· II . 

. . 
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d)·Paraalcanzar/el estado permanente es necesario cumpl,ir 

con: 

Esto.se deriv'6 con base en el RESULTADO 3 de la SECCION II. 

. . 

e) En caso.,de. que· la energ.ta aportada a cualquier termosif6n·.·~ 

fUera nula, el sistema·general dececuaciones·para la·veloc.i--

dad (II-56) y (II-57) se desacopla.. ·Esto, significa ,que ní 

existe un gradiente de . temperatur,a a l.alargo de .la.zona 

comlln. 

'f) 'L'as ecuaciones (III-l) y (III-:-2) que dan el campo de ve

locidad parados circuitos rectangulares acoplados, .de

muestran qué VI Y v2 no dependen. de cualquier 1 ()ngi túd 

t.tpica como i
1 

y L2 (ver fi~uraIII~l), s{n¿ünica-

mente de suformáde calentamiento, para régimenper

nf'anente. 

e • . . . 

La idea ',de este trabajofué analizar un sistema deconvecci6n na-

tural, formado por dos circuitos acoplados que intercambian energ.ta . 

. con· el exterior y entre ellos mismos. Una· 'cuesti6n importante· es 

que no hay rest~icci6n respecto a geometr.táy dimension~s. ~ste 

tipo de sistemas es muy empleado en eQ4ipos para enfriamiento de·· 

emergencia: en reactores nucleares, sistemas decaptaci6n' de érterg.ta 

:solar y plantasgeotérmicas. . El análisis, se. efectl1a l1nicamente 

... para régimen permanente. 

; . .¡. 
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/, 

i~ o 

APENDICE A. FLUJO DE POISEUILLE. 

(a Figura A.l, representa una tuberia de iadio constante y , 

en ella se' tienen dos secciones' transversales' ,1 Y 2 ,que dis,-' 

tan, entre sí :unalongitud L~ La tubería e~ horizontal~ Consi-
o' • o " , 

derar un cilindro coaxial paralelo ,aleje de ·la tuberiáabcd de 
. ,,' 

'basew y, radlo~ i.- 'Sobre' el, f fl,.lÍ do , de! -cilindro anterior '(ab cd) ,-~ 

actúa la fuerza T debida al esfuerzo co'rtante; dondetw es el., 

esfuerzo en la pared de l'a tuberia . 

... 

. "'"" ',0 .\;.-.1 .. 

e --'--' -,--_.;; 
-----:--------,---""-'-, , .. ~.~~, t-,'-

1, 

I ,¡, 

Figura A~ 1 • ,Al flujo laminar, se oponen, 

la~fue~~a~T originadas por 

el esfuerzo "cornm te. 

,La in tegración de' todas' las .. 

fuerza,s que acttían sobre el 

fluido comprendido entre las 

5ecciones 1 y 2 de la tube

ria ~ondüce a la ecuación de 

, Poiseuille. ' 



~----~~----~~--' , , 

" 

(109) 

'Al aplicar la segunda ley de Ne\vton: 

(A-O 

donde T e$ debida' ,,' al esfuerzo cortante. O sea: 

" ' , z ' 2 
.; "2rrrL~w = O ' - ' 'p:TT t ' pZlTr 1 

Pero el esfuerzo Lw para f1uídos ,Newtonianos eso: 

en qUe v es la veJocidadde1 fluído~' Sustituyendo CA-:3) en {A-:2) :' 

~,z ' , , 'dy ',", 
P Z1fr - 21Tr~ar = ,O 

. , . . 

Laecuaci6n anteriores :posib1e escribirla como: 

o bien , .. , 

'~" :2,,, " ,', 'ZTr If' dir. , .\ r 'u'P'::::: -, ,111'; "':T::::" , . ur 

, CA-4), 

CA - 5). ' 

, donde AP es la caída de presi6n a trayé~de 1as,sectiones 1 y Z 

, , , . También, de CA-'6) , es' posi,ble, concluir que:,' 

, y despejando dv: 

dy = -ffirdr 
, , fo, " 

I 

I 

I 
I 

I 

I 
, I 

I 

\ 
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" ' ... 
, l. 

.¡ 

. !. 

. r" 

Ecuaci6n de va~iablesseparables que al integrarla da:· 

. . 

(A-8) 

La constante e se determina por condiciones ala "frontera en que 

v = O cuando r = R. Por tanto: 
.... ",.;,... .. " - ." __ 'o - .... . , 

• (A-9). 

Reemplazando (A-9) en (A-8), se lLega a: 
'", '. . 

v = 
~ __ .... ' 2.··· .. · 2···.·· 
4LJX.. (R ... - . r. ) .' (A-"10) ..... 

"que<::e:s,la'ecuac,ión .en el plano de un:a p-·~.tn:1iibola ,y:en e L-'.te1s.p'a:tio.de ' . 

. "l!in:'p'act:a:holbi ae"~a-etevolución. La've'lÓf'Hlad ml1:i'liriati'e'he lugar en .. 

el eje del paraboloide, que esel .. eje de la tubería: 

. ~ ! 

' .. , i 

····.·1 

(A,. 11 ) .' 

En la práctica esmutho más fácil medit la velotidad~e~ia u, 

que la máxima .. vmáx ' Es conveniente pues, expresar. (A- 8) en fun:" 

ción de aquella.' Entonces, por definición: 

. 
'u = V 

'. 1TR2 (A-12) 

donde V eselflujo volumétrico .. "Este,para un anillo circular-
. . 

comprendido. entre dos circunferencias concéntricas. con eLeje de. 

'Ja tubería deradiosr yr+dr será: 

(A-l3) 

t 
r 
! 
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¡ 

, ¡ 

Al integrar la ~cuaci6n anterior: 
'f- " R; '. ' , 

LdV·=J.ZWr Uf (R
Z 

", V = 

• ' " 4 
, .~ " V '= _6~~~ 

De '(A-1S) en (A-12): 

Compar.ando ésta con' (A-l1) : 

Finalmente: , ' 

Ap 
8Utu 32L,4u 

= 7=D2 

'(A-14) 

.. (A-.rS) 

(A-16) 

, , (A-'l?) 

,(A-18) , 

Ehtonces~ la ecuación (11-5) 'es posible escribirla a través de 

(A - 1'8) ,como: 

o bie,n: 

, 1íD2 " 
dF f = dp 4", 

'dF
f 

= ~ÍlD2dX 
, D ,', 4, , ' 

cuya'relación,demuestta'la fu:nciorialidadde dFfcón,dx. 

.,OI-S) 

, ¡ 
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APENDICE B. . DLSTRIBUCION LINEAL DE' LA .DENSIDAD CON. LA TEMPERAT\1RA; 
,,,,,," 

. : .. - . 

El vo lumen específicó; puede considerarse función de T y P ex-o 

··.clusivámente, o sea que: 

v";v(T,p)" (B-l) 

Al llevar acabo una expansión en serie de Mc .. Claurin. y desprecian

dolos t~~mincrs nolíneales: 

'v(T+ dT,p +dp) í!Jv a 
= v(T ,p) + é)T dT + .. ~.~ dp+ (B- 2) 

dv= ~T dT+ CJV dp . 
.. 01'. ~p .. (B-3) 

", " . 

. . 

Introduciendo en (B..;3) "las' definiciones siguientés: 

CJv f" = nr······ (B-4) 

.... 
~v = r;v • - -Olp 

(B- 5) 

dohde k y ~ s~ri Ion coeficientes de compre~ibilidad isotérmica y ex-

pansión isobárica respectivamente. Por tanto: 

. dv = pv dT - KV dp . '(B - 6) 

Al derivar (B-6) respecto a la temperatura yconsiderar.t:mpro,", 

cesba~pr~si6n constante:' 

'. dv .... 
' .. CIT =P'V·· (B-7). 

-: '. 

.1 

. :. ' 
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Exc~ibiendo en lorma,dlferericial (B-7):' 

(B-'8) 

También: . 

(v - Yo) 

'(T, - T ) 
=pv 

, o 

. ·(B-9) 

Ah'ora, ya que el volumen. específiccies recíJ?'roco' de' la de,n'sid'ad, 

la ecuación anterior puede expresarse como: 

'Finalmen te: 

... . .. 

p = (.J (1 - f' (:r- T )) \ \0. . o 
. . . 

'0·1-.12) 

La ec~aci6n (11-12), muest~a larelaci6n"lineal de li densidad. , 
con l~ temperatura a través delcoefici~nte de expansi6n vblumétrica 

. isobárica, . 
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APENDICE C; METODO NUME-RrCONEWTON-RAPHSON. 

, , . . 
El· Mé.tododeNewton- Raphson consiste enTo' siguien te.' Sea un· 

grupo de funciones· de la forma: 

F. ex.) ='. ° .. ~. J . 

o .de,mémerano compacta: 

F1 (xl , xz' . 
FZ(xl' .xz , . 

. . , 

... , 

i = 1,Z, .•. ,n·· 
'. j . =. 1 ,Z ,. ..', n 

xn ) = ° 
x n ) .... ... O' 

. . . 

. (C-l) 

, . " 

Entonces; el J' acobiano de F. (x.)· denominado como' Jdebe ~um-' 
¡ ,J 

plir con: 

(C-3) 

.... donde tlix] es un vector de incremen.tos de cada. una de las varia-

bles Xy Por otra parte, (r] es un vector' que se obtiene al dar 

val.aresilasx. y sustituirlai enF:(x.), o sea F.(x.) = f .. J ' . . .. ~. J . , ~ J.'. ~ 

De (C-3):,se concluye que: 

'(c-A)" 

'.', '., 



-

~" . , ' 

, '.,,; ~' :.,' - . 

. . .' I 

(1,15) 

, " 

.r" 
.L~metodologíaes ~omosigue: 

.. 

.1)' Se da un valor· inicial· acad~una de.las varia

bles x ... 

. . 2) Se cal~ula ( JI 1 . 

3) ,Se obtiene.[f), de.F.(x.) == f .• ' 
" ,1, J' '1" 

4) Al sustituir los tres in~isos anteriores en 

(C-4), se, calcula el vector [óx J . 
5) Si (~xJ= [Olla solución ha sido alcan,z.ada,'· 

en caso contrario efectuar el incremento x ·+lJx. , .' , ' ,J ' J 
Y regresar al paso prime-ro con tel,nuev:b .y:aTbr. 

"Así sucesivamente hasta cumplir con: ' .. 

, y por tanto , las raíces,:.x:j' de" (C":2) han sido 

halladas . 

, , 

. " .~.: 

", ' 

, j 
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. ÁPENDICE D. 

(i 16) . 

PROGRN,1ADP~éoMPUTADORA QUE UTILIZÁEL.METODODE > 
NEWTON..; RAPHSON. " 

Programa aisefiado pa~aresolver las ecuationes {III~3)y 

.~ (IIr~4), que die~on lugar al grupo de figu!as rI.I.8a II~.18~' 
Es te se implement6 en una computadora HP- 85., 

liZt Gl=l 
, 20 G2= ~'::H)lZH) 1 

'.313 ~(=ü,' 
. 4'0 lf=N+ i . 
. '513 ' .... 1:=.1 
iba V2·='1 . 
. <7.0 "A = .1 .... ,1 
:80 ·E=Ei<P«'Jl+'J2)/'.:Vl:f- ',J2·/) , , 
, :3 0 F= \.' 1 -"<: - G 1 :t Ci ./ < 1..,. E) + I"i 1 :t V 2./ (V • 

+1,12») 
lee G=V2 A 2+G2t(-1+1/(1-E)+Vl«V2/ 

(Vl+V¿),.: 
11 e, € ~ = E ...- ( t '-'E ) ,"2 
1 2 Ü l.} :3 :::. ' .. ' 1 :''':2 . < Vi + ',.1 2 ) ¿": 2 
1313 V4=V2A2/(Vl+V2)~2' 
140 Fl=2~Vl.Gl*(El/VlA¿-V4) 
150 F:2 =2:~",:2.G2:t: (- 1:: E 1"'\J2"2) +\)3) 
160 H 1 =G U. (E 1 f\.} 2 /:·;2,.-V3) . 
170H2~G2*(-(El~VlA2)+V4) 

. .1 B:t1.[I='I·U *H2-F 1 *F2 
. '.19'0 A.1=(F2:i:F -H 1 *G) /0 ' 

. 200 ,A2~(Fl*G-H2*F)/D' 
210V1=Vl+Al, . 
22t~, V2=1!.l2+A2 
230 IFABS(F».0&1 THEN 80 
249 IF A8S(G».0~1 THEN 80 
2513 PRINT "Vi=" ;·~ .. 'l 
260 Pk!Ntri~2=";V2 
270 PF.:I~H 1.IG1=";Gl· 
28(1 PRlrH "G2= "·¡G2 

.' 2~ge ':;2:;::1':;2:j 1 ~1 . " 

300IFG2)10090800 T~EH 328 
lie GOTO 50' , 
329.EHO 

, .. : 
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