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I. - A N T 'E C E D E N T E S : 

Siempre que .se usan varillas" placas planas ó 'C'U'I'Vas muy delgadas

en las construcciones" es necesariamente conveniente considerar la posibili

dad de PANDEO" Y de ésta forma se origina el problema general de ESTABILIDAD 

ELASTICA. Las primeras investigaciones de problemas de pandeo fueron reali -

zadas por L. Euler y J.L. Lagrange hace más de dos siglos" con lo cual se -

han podido resolver un cierto número de problemas aislados. 

La teor!a del pandeo trata principalmente de las dondiciones bajo

las cuales el equilibrio deja de ser estable. 

Equi tibrio : 

777/77>?~777771 
Indiferente 6 neutro estable inestable 

Fig. No.l Formas de equilibrio. 

En el sentido práctico una configuración de equilibrio de un sis

tema mecánico se dice que es ESTABLE si fuerzas accidentales" choques vibra 

ciones" excen.tricidades" imperfecciones" heterogeneidades" esfuerzos resi

duales y otras posibles irregularidades no. causan que el sis,tema se aparte -

excesiva ó desastrosamente de tal configuración. 

En el sentido matemático" la estabilidad es interpretada usualmen

te como el hecho de que perturbaciones infinitesimales originen únicamente -

desviaciones infinitesimales de la configuraci6n dada de ,equilibria. 

El s6lo hecho que un montaje sea estable en este refinado sentido

no necesariamente implica que el mismo sea seguro desde el punt~ de vista --
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ingenieril> por ejemplo un barco puede ser estable en el sentido de que las -

pequeñas olas de una bahia no lo hacen zozobrar> sin embargo,éste puede no -

ser lo suficientemente estable para .un viaje en el oceano. 

Similarmente una estructura convexa tipo cascarón>tal como el 

domo de un estadio, puede estar en u~ configuración de equilibrio estable> -

sin embargo una sacudida puede causar que se deforme instantaneamente de la

do a lado. 

-'" 

Tales ilustraciones indican que la teoP!a infinitesimal de la 

estabiÍidad debera ser 'usada con discresión" no obstante que ha tenido innu

merables aplicaciones práCticas. 

Entonces el significado clásico de ESTABILIDAD es: LAS PERTUR

BACIONES INFINITESIMALES DE UN SISTEMA ESTABLE CAUSAN UNICAMENTE DESPLAZA- -

MIENTOS INFINITESIMALES EN EL ESPACIO DE CONFIGURACIONES. 

Se dice que un sistema está en un estado de equilibrio INESTABLE 

si una arbitrariamente pequeña cantidad de energía" suministrada de una fuen

te externa origina que e l sistema experimente desp lazamientos grandes. Sin -

embargo ésto no es del todo cierto; por ejemplo una mesa en reposo sobre el -

piso está ciertamente en un estado de equilibrio estable" no obstante que --

teóricamente se puede mover la mesa hasta donde se quiera sin que se realize 

ningún. trabajo. 

Para hacer ésto" se levanta la mesa ligeramente de forma tal 

que las reacciones del piso cesen de actuar sobre la mesa y entonces se des--

plaza horizontalmente la misma. Ciertamente si las fUerzas externas ejecutan -

trabajo positivo para producir cualquier desplazamiento pequeño del sistema -

dado" el equilibrio es estable" puesto que entonces Zas pertur'baciones irifi -

nitesimales no producen grandes efectos. 

Sin embargo" de acuerdo al ejemplo dado anteriormente" e'sta con 

dici6n es s6lo suficiente para prop6sitos de estabilidad" pero no es necesa-

ria. 
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En la teorta del pandeo se oonsidera una olase r de oonfiguraoiones 

,sin pandeo~ oorrespondientes a un rango de valores de un par~etro real p • 

Ordinariamente las oonfiguraoiones no pandeadas son oaraoterizadas por simetr!a 

geométrioa. Usualmente P designa una oarga externa aotuando sobre el sistema~ 

sin embargo ésto no es esenoial Qado que por ejemplo en problemas 4e pandeo -

térmiooP puede denotar temperatura. 

En el problema olásioo de pandeo~ la oonfigura(!ión en ~a olase r 
es estable si P es pequeña~ pero no es estable si P es grande~ el proble -

ma oonsiste en determinar el valor de P para el oual la oonfiguraoiánen la

álase r deja de ser estable~ este valor es llamado el "valor or1:tioo de pl1~ de 

notándOse por P or 

En la práCtioa~ la mera existenoia de estabilidad no garantiza un -

diseño seguro ~ lo que es importante en Ingenier1:a es e l grado de estabi lidad. 

T. Von Karman y H.S. Tsien en 1939 notaron que algunas estruoturas~ partioular

mente del .tipo "oasoarón" pueden experimentar estados de esoasa estabilidad~

tales que vientos pequeños u otros. disturbios originan que éstos se deformen -

instantáneamente en formas inoonvenientes. Esta oondioi6n~ oonooida oomo "arru 

gamiento total lt es oaraoterizada por un hundimiento en la ourva de oarga-defle 

xión. 

La teor!a de flarrugamiento total" es eseno.ialmente no-lineal~ puesto 

que ella involuora el estudio de formas pandeadas. El grado de estabi?idad - -

puede ser medido por la oantidad de trabajo externo .de las fuerzas laterales 

requerido para produoir el estado de "arrugamiento total". El heoho de que el

estado de "arrugamiento total" a menudo puede ser produoido oon una pequeña -

oantidad de trabajo suplementario~ sugiere que el valor or!tioo de Euler es-

oasi inaloanzable en algunos oasos. 
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II.- DEFINICIONES: 

l. - CASCARON: 

Podemos definir a un cascar.ón como un objeto, el cual para propósitos -

de análisis de esfuerzos, puede ser considerado como la materializacián de -

una superficie cupvada, lo que iJrrPlica que el espesor (el cual se supond:r>á

que es constante) del mismo es pequeño comparado con otras dimensiones, sin

que ello implique tampoco que tal pequeñez sea extrema; tampoco se requiere

que, el cascarán esté hecho de un material elástico, dado que por ejemplo la

existencia de j1ujo plástico en un cascarón hecho de acero no evita que éste 

sea tratado como un cascarón ó bien una burbuja de jabón la cual está_hecha~ 

de un l1:quido puede ser tratada por los métodos de la teor1:a de cascarones. 

Por supuesto que muchos cascarones están hechos de un material sólido -

y para los efectos del presente trabajo se considerará que este material es

elástico de acuerdo con la ley de Hooke. 

Como ejemplo de cascarones delgados podemos citar los siguientes : 

Tanques de diversas formas para contener j1uidos 

El domo en e l techo de un estadio ó una fábrica 

Recipientes sometidos a presi~n 

Tuber1:as 

Las Uantas de un automóvil, camión, avión~ etc. 

La cubierta exterior de un cohete 

El casco de un barco ó submarino 

Las alas de un avión 

Lámparas incandescentes 

Casquetes 

Proyectiles 

La cubierta ó capacete de un automóvil 

etc. 

Todos y cada uno de e Uos .poseen paredes cupvadas. 
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2.- SUPERFICIE ~DIA. 

Se define como tal a la superficie que bisecta al espesor del casca

rón. Si se conoce la forma de la superficie media y el espe$or del cascarón -

para cada uno de su,s puntos" entonces geométncament.e el cascarón queda de8cn

to totalmente. 

;;. - SUPOSICIONES CINEMATICAS BASICAS. 

• En la teoria 4e cascarones" se usan todas las suposiciones que se'--

[ 
I 

usan e~ placas" las cuales establecen que : 

A. - La re laaión ..§ntre el espesor efe l cascarón y e l radio de curva - ~ 

tura de la superficie media es pequeño en comparación con la --

~ «1.0 

B. - Las deflexiones que sufre el cascarón son pequeñas en compara -

ción al espesor del cascarón. 

C.- Las secciones planas en todo el cascarón tomadas normales a la

superficie media" permanecen planas y normales a la superficie

media ,deformada después que el cascarón f3S sometido a flexión. -

Esta hipó,tesis implica que las deformaciones transversales y . xz 
y yyz son despreciables. La deformación normalez debida a-

la carga transversal puede también despreciarse. 

D.- El esfuerzo normal 0z es despreciable. 

4. - CASCARON CILINDRICO. 

La más simple de las geometrías de cascarones" es el cascarón cilín

drico circular" el cual se puede formar moviendo una línea recta llamada GENE-
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~OR en fo~a paralela a una direcci6n y a lo largo de una trayectoria cerra

da. Todos los planos que son normales a los generadores intersectan al cilin -

dPo en curvas idénticas llamadas perfiles, dándole el nombre genérico al cas -

car6n de acuerdo a la forma del perfil (circular, parabólico, el!ptico, etc.) 

En la figura 2, se ilustra tal geometrCa. 

a 

, . , 
\ 

\ 

\ 

\ 

perfiles 

Figura No.2: Geometr!a del cascarón cil!ndrico circular 

x 

Suponiendo que sobre el cascarón actuauna carga no uniforme, enton

ces se puede hacer un diagrama de cuerpo libre de la superficie media del ele

mento ach'uradoque aparece en la figura 2 mostrando los "esfuerzos resultantes" 

que actúan sobre él tales como: fuerzas de membrana, normales y cortantes (N ,-. . x 
N",.. Nx"''' N . ).. momentos flectores (M-.J M ).. momentos de torsión (M , M ).. --

..,. ..,. €JX .;.¡.; €J .. X€J €JX 
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fuerza cortante transversal (Qx ' Q9)' fuerzas de ~uperficie (X,Y,Z) como se -

ilustra en la figura 3 .. 

5. - ESFUERZOS EN UN ELEMENTO CASCARON. 

Para obtener las expresiones que definen los esfUerzos en un casca-

r6n, podemos cortar un elemento del cascar6n mediante dos pares de planos ad -

yacentes que sean perpendiculares a la superficie mediá del cascar6n, situando 

el or!gen de coordenadas como se indica en ia figura 4 . 

. Debido a la curvatura del cascar6n, la longitud de las caras (Fig.5) 

de un elemento localizado a una distancia Z por debajo de la superficie media

valen : 

con 

ds x z 
= (r". - z) - =(1 - - )ds = .., r r x 

(r 
y 

x x 

ds 
z) -1L = (1 - ~)ds = r \ r y 

y y 

k 1 - t x = r = ~urva ura en x 
x 

1 k =
y r 

y 
= curvatura en y 

(1 - zk ) ds 
x x 

(1 - zk ) ds 
y y 

La fUerza ~e se transmite a lo largo de la.longitud (ds
x

)l nOrmal al 

plano ACDB es : 

cr (ds )ldz = cr (1 - zk )ds dz 
y x y x x 

y la fuerza normal tótal es entonces : 

N ds =10% 11 .k) ds dz y x y x x 
-h 
"2 
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a 

-' ----
I 

N +N dx 
X8 X8:'X 

M +MJ d(} 
8X T..,,,e 

l'/ +N d(} 

I 
/ 

. e e"e 

Figura No. 3 Esfuerzos resuZtantes en un elemento oasoar6n 
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.Y 

Figura No.4 : Esfuerzos actuandO en un eZeme~ 

to diferenciaZ de un casc.ar'6n. 
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Entonoes : 

(r - z)d{) 
x 

ds x 

ds 
pero . d{}·= ~ 

rx 

r = (1 - ~ Jds = (1 - zk Jds x r x x x x 

Figura No. 5 : Efeoto de Za ourvatura de Z oasoar6n 
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h 
2 

6 bien : N = o (1 zk )dz . . . . . . . 1 
y y x 

h 
-2 

Repitiendo este procedimiento para los restantes esfuerzos resultantes 

obtenemos finaLmente : 

N o (1 - zk ) x x y 
N-
y 

o (1 zk ) 
y x 

N_ 
xy 

T (1 - zk ) xy .y 
N_ = T (1 _. zk ) dz . . . 2 

-'.. yx yx X 

Qx T xz(1 - zk ) 
y 

Qy T .(1 - zk ) yz x 

M 
h 

(1 zk ) 
2 

o 
x ,x y 

M d (1 - zk ) . 
y y x 

= (1 zky) zdz . . . . . . 3 
M T 

xy h xy 

M - 2 T (1 - zk yx yx x 

Puede observarse de las expresiones 1] y J que fS1iÚfJ, cuando 

ello no implica que N = N ó M = M dado que en general xy yx xy yx' 

T . = T 
xy yx 

r # r . x y 

Sin embargo cuando se trata de un cascarón delgado para el que - .-~

h «r ó r, entonces los términos : x . y 
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zk = _z_ 
x 

zk 
y 

r 
x 

z 
=-

r 
Y. 

pueden ser despreciados en comparación con la unidad y entonces e l lo que!T'Ía -

decir que : N = N . Y M = M 
xy yxxy yx 

Ahora para el caso de un cascarón cil'Ínil:Pico como el que nos oaupa~

podemos reemplazar en las expresiones 2 y 3 r x = (lO.; ry = a ; y = e obte

niendo : 

N 
x 

N e 

N 
xe 

'N ex 

Qx 

Qe 

M x 

M e 

M xe 

M ex 

= 

= 

h 

h 
"2 

2 

h 
-2 

°x 

°e 

T xe dz 4 

T ex 

T xz 

T ez 

°x 

°e 
zdz . . . . . . . . 5 

Txe 

Tex 

I 
H 
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. 6. - DEFORMACIONES EN UN ELEMENTO CASCARON. 

. \, 
Con referencia a Za figura 4, aZ ocurrir Za fZe:r::i6n en eZ eZemento-

cascar6n, Zas caras ZateraZes ACDB y CEFD giran aZrededor de su intersecci6n

con Za superficie media (véase Za figura 6)~ 

Si además de Za rotación, Zas caras ZateraZes deZ eZemento se des -

pZazan paraZeZamente a s! mismas, Za superficie media sufre una eZongación en 

Zas direcciones x e y que denotaremos por ~1 ds Y ~Zds respectivamente . 

Sean r' y r' x y Zos radios de curvatura después de la fZe:r::i6n, enton-

ces Zas deformaciones unitarias de una superficie del elemento situada a una-

distancia 2 abajo de Za superficie media deZ cascarón son : 
·22 

(1 + ~1)(1 - --, )ds - (1 - --)ds 
r r x x 

~ 

lZ- Zl 
= 

Zl 
= x 

~1 

De iguaZ 

- 2 2 Y como h «r Ó r· entonces -- y -- son despreciabZes con respecto a la -x y r r 
unidad, Zo mismo que el efecto ae ZasY deformaciones unitarias ~1' ~Z 
sobre Za curvatura, entonces : 

~ = x 

~ = y 
1 
rr x 

L) 
r 

y 

~ - 2 1 . 

= 

6 

.2 

16 



l' 
X 

A 

B 

"'':, ',.¿ .-: 

17 

x 

l1 (1' - z}d9 = (1' - z) ds 
x X l' 

.x 

(1 Z = - -}ds 
l' x 

1· 
l = (1' ' - z) da 2. x 

(1' ' - z) 
(1-f€ 1) ds 

= 
. 1" X 

X 

( 1 + e: 1) &(1 
z 

;;:;; --) 
1" 

X 

Figura No. 6 : Deformaciones en un elemento cascarón. 



donde: ( _1_ 1 == cambio de curvatura en la direcci6n X X = -) 
x r' r 

x x 

X = ( _1_ _1_ ) = cambio de curvatura en la dirección Y. 
y r' r . 

y y 

Por el efecto del esfuerzo cortante T " T actuando en las -xy yx 
caras laterales del elemento" éste tendrá una deformación cortante que vale : 

y 
xy 

= y - 2z X ? 

Donde y es la def~rmacióncortante en una superficie del elemento: 

situada por debajo de la superficie media del~cascarón a una distancia 2" pr~ 

ducida cuando las caras laterales ACDB y CEPD se desplazan paralelas a sí - -

mismas. 

y: x 
xy 

( 
= 

1 
r' xy 

_1_) _ cambio de torsión 
r 
xy 

Si introducimos las expresiones 6 y ? en la ley de Hooke y tomando

en cuenta la suposició.n hecha anteriormente de que o ~ O se tiene : z . 

o E 
(E + VE ) E A E + VE¿ - z( x., + VX yl = = x 2 .x Y 1 

1 - V 1 -

E. 
(E + VE ) E [e + VE - al X + vx )] 8· o = 1-";' 

= . . y x 
1 

2 2 1 Y . x 
Y -v 

=G E 
( y 2z ) Txy Yxy = - Xxy 

2(1 + V ) 



Introduciendo las ecuaciones 8 en las expresiones 4 y 5 e integrando 
obtenemos con y==e : 

donde : 

N 
x 

Eh == _..---::--
2 

1 - \1 

N Eh ( E: 
2 + == e 

1 
2 

- \1 

N ==N == xe Bx 
yhE 

2(1 + \1) 

\lE: ) 
1 

Eh3 
M == - (X - \IX )= _ D( X _ \IX ) 

x 12(1 _ \12) X e x e 

M = - D ( X _ \IX ). 
e e - x 

M == - M == D(l - \1) X xe .ex xe 

rigidez a la flexi6n 

. • . . 9 

19 



" 
. ," ') ':' ~ . '. ;. 

III. - TEORIAS PARA EL ANALISI$ DE CASCARONES. 

Existen dos teorias que" comúnmente se usan paI'a el anéÍUsis de aas

CaI'ones; la teoria de la membrana y la teoria j1exionante 6 ieo~a general. 

1. - TEORIA DE LA MEMBRANA: 

Esta teor!a puede ser aplicada a aaSCaI'ones de cualquier forma~ la

suposici6n fundamental de la misma es que el casaaI'6n no,es capáz de soportaI' 

momentos j1exionantes ni torsionantes~ es 'decir todas las aaI'gas son resisti

das extensionaLmente. 

Es obvio que esta teor!a entonces no puede USaI'se cuando se tienen

disaontinuidades en las aaI'gas laterales apliaadas. PaI'a el 4aso de aascaI'O

nes ail{ndriaos~ los esfuerzos resultantes que apaI'ecen en la'figura 3 se re

duaen a los que se ilustran en la figura 7. 

, Del equilibrio en las direcciones X~I~Z se obtiene: 

rF = O 
x 

'(N + N dx}ade + (N +NI1 d{l}dx - N ad{l - N dx + X (ade}dx = O x x~x ex f:Tx~e x {Ix' 

rF =' O 
Y 

aN + N + aX = O 
x~x ' ex~e 

20 

(N + N de}dxcosde + (N + N dx}adeaosde- N dx-N adeaosde+ 1 adedx 
e e ~ e xe xe ~ x e::ce de ' 

-Zade~Sen2 =0 

N +aN +al= O 
e~e xe~x 

EF = O z 

(Ne + Ne~ede}dx sende + ( Zade dx}aos de '+(N +N dx}ade sen de 
xe xe~x 

N -N adesen de=O + a Z = O xe e 



z 

I 

'. .~.;'"}. r 

I 
/ 
~/ 

/ 

+N d:x: 
X6.,X 

+ N dO 
6.,6 

Figura No. 7,: Esfuerzos resultantes en un cascarón cilíndrico circular. 

(Teoría de la membrana) 
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N 
X8 

dBo 

N +N dx/ 
X8 xe,x / 

/ 
/ 

, y 

N + N d{) 
(7 8~(7 

Para ángulos pequeños: 

Cos d{) - 1 

Sen d{) - d{) 

Figura No.8 : Vista en el plano yz del cascar6n cil~ndrico 
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Re swniendo : N + aZ = O 10 
e 

N + aN + a Y = O 11 
e,e :ce,:c 

aN + N +aX = O . . . . . . . 12 :c,:c e:c,e 

De la 'ecuación 10 puede verse que Ne depende s6lamente de la in -

tensidad de la fuerza normal Z y no está influenciado de las condiciones de

frontera, lo cual no es de gran importancia si se tl-ene un cascarón cil{n.d:l'i 

cocuyos perfiles sean curvas cerradas, en cambio cuando tenemos un casaa -

rón tipo 'media caña" en donde no es posible prescribir valores arbitrarios-

. para Ne en los lados rectos, e~ problema toma un sesgo diferente. 

Integrando las ecuaciones 11 y 12, se obtiene : 

= - f ( y N . :ce + ltv ) dx + f
1

(e) a e,e .. 13 

N:c = - J ( X + ltv . ) dx + f2(~) a XéJ,e 14 

Donde f 1(e) y f 2(e) son funciones por determinar con las condicio 

nes en la frontera. 

2. - TEORIA DE LA FLEXION O TEORIA GENERAL. 

En esta teor{a se l..ncZuyenademás de los esfuerzos resultantes de

la teor{a de membrana, los efectos causados por momentos flexionantes y tor

sionantes, permitiendo de esta manera tomar en cuenta discontinuidades de -

las distribuaiones de esfuerzos que se presentan en una.regi6n limitada en -

la vecindad de la carga ó bien en una discontinuidad estructural. 

El objetivo de esta teoña es el de dar la herrami'enta para el - -

análisis de esfuerzos y deformaciones debidos a las fuerzas actuando en los

bordes 6 bien cargas concentradas, lo cual no puede ser logrado con la teo ~ 

ña de la membrana. 
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Para obtener las ecuaciones diferenciales de los desplazamientos -

u, v, w,que definen las deformaciones de un cascarón cil!ndPico, aislamos -

la superficie media del elemento aahurado de la figura 2 en su estado defor

mado bajo la acción de una carga uniforme q dirigida alolargo del eje z, -
" ./ 

es decir no tiene componentes a 'lo largo de x ni de y; ésto se ilustra en --

las figuras 9 y" 10. 

Debido a la deformación, los lados paralelos OA y CB giran uno con 

respecto al otro, ángulos que valen : 

A lo largo del eje X 1. (v + w Jdx a x xe 

A lo largo del eje y - w dx xx 

A lo largo del eje Z dx¡ """" v 
xx 

Lo mismo ocurre con los lados paralelos OC y AB : 

A lo largo del eje X 
1 (v + w J a e 

A lo largo del eje y - (v +w )de 
x xe 

A lo largo del eJe Z (v - w ) de xe x 

Con lo cual se pueden proyectar todas las fuerzas a lo largo 'de -
los ejes X, Y, Z, obteniendo 

r.F = O x 

aN +N - aQ w - aNv -Q (v +w ) - N (v - w ) = O x,x ex,~ x xx xe xx e x xe e xe x 

U' = O 
Y 

24 

N + aN +aN v - Q (v + w ) + N (v -w) - Q (1+ 2v + I w ) = O e,e xe,x x xx x x xe ex xe x e a e a ee .. 15 

'f.F = O z 

aQ + Q + N (v +w ) +aN w " + N (1+ 1. v + 1u, ) +N (v +w ) + qa = O x,x e¡; xe x xe x xx e a 8 a ee ex x xe 



z 

N 
e ....... --

dB 

-;J" 

N +N dB 
ex eX.,e 

Figura No.9: Esfuerzos resultantes actuando en la superficie media 

deformada del casca:r>ón ciZ!ndPico. 

25 



o 

z 

M 
ex 

",,"; 
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M + M dx x x,x 

Figura No.10: Momentos de j1exión y torsión actuando en la superficie 

media deformada del cascarón cilíndrico. 
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As! mismo del equilibrio de momentos a lo largo de los ejes: X, Y, 'Z, -

obtenemos : 

EM = O x 

aM -M 
X8,X 8,8 

aM v M (v x xx 8 x X8 
tU ) + aQ =0 x . 8 

27 

EM = O 
Y • •• 16 

M + aM + aM v - M (V - tU ) - aQ = O 
8X,8 X,X X8 xx 8:x8 X X 

E M = O z 

M (v +tU ) + aM tU + M (1 + !:.. v +!:.. tU ) -M (v +w . )+a(N -N ) O 
x x X8 X8 x:x 8X a 8 a ~8 8 X X8 X8 8X = 

De estas ecuaciones 

1 . . 1 
Q = - M + M + M v - =-M (v - tU ) 

X a 8X,8 x,x X8 xx a 8 X8 x 

Q := - M + !:.. M + M v +!:.. M (v - tU ) 
8 :x8 , x' a 88 x xx a 8X X8 x 

Al sustitu,ir 17 en 15 en las ecuaciones de EF = O Y EF = O, 
x y, 

se obtienen junto co~ la deEMz = O tres ecuaciones de equilibrio en función 

de: N..J N , N , M , M , M , las cuales junto con las ecuaciones 9 sirven -
~ 8 X8 X 8 X8 

para expresar' estas cantidades en términos de las tres componentes de defor -

mación El' E 2 ' y y de los cambios de curvatura X r X 8 Y X as las cuales 

en términos de los desplazamientos quedan expresadas como : 

E = U ; 
1 x 

X = tU ; 
X x:x 

X 

1 
E2 =C/ V 8- tUJ ; 

8 

1 
=2 

a 
(v 

8 
+ tU J 

88 

1 
Y=-u +v a 8 x 

; X = !:..(v + tU J 
X8 a x X8 

18 

17 



IV. - PANDEO DE CASCARONES. 

Como temas previos para llegar al ,tema de pandeo en cascarones ci

líndricos ,bajo la aaci~n combinadá. de carga ,axial y presi6n lateral Wliformes, 

veremos por separado primero e l pandeo de Wl, cascar6n ci líndrico bajo la aa

ai6n de una carga axial '!J.nifo:rme y luego el pandeo en Wl cascar6n cilíndrico 

bajo la aaci6n dé una presi6n lateral Wliforme. 

1.- PANDEO DE UN CASCARON 'CILINDRICO BAJO,LA ACCION DE UNA CARGA AXIAL 

UNIFORME. 

CuandO un cascar6n ci líndrico es comprimido de manera uniforme en

una direcci6n axial, éste se puede pandear de forma simétrica con respecto -

al eje del cilind:r>o, eomo' sei'lu,stra en la figura 11. 

Mediante el uso de lal3 ecuaciones 15 y 16 (método de équilibrio) 

podemos establecer taos ecuaciones diferenciales que 

so. Si suponemos que todas las fuerzas resultantes, 

queñas, entonces se pueden despreciar los productos 

corresponden a este ca -

excepto N son muy pe x 
de las mismas por las 

derivadas de los desplazamientos u, v, w, las .cuales también se supondrán pe 

queño:s; as! que las ecuaciones 15 se simplifican de esta forma : 

aN +N =0 
X,X 6X,6 

N +aN +aNv -Q =0 
.6,6 X6,X X xx . 6 19 

aQ + Qa ~ + aN w + N = O 
X,X "',C'. X xx 6 

y a partir de las ecuaciones 16 se tiene : 

aQ =áM +M x X,X 6X,6 
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Figura No.ll: Pandeo de un cascarón cilíndrico bajo la acción 

de una carga 'axial uniforme. 
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~stituyendo éstas en 19, obtenemos que : 

'aN + N, 
X,X 8X,8 

= O 

N + aN+ aN v + M - 1 M = O 
8,8 X8,X X xx x~,x a 8,8 •• 20 

Estas ecuaciones a su vez pueden exppesarse en función de los des

plazamientos u, v, w con el auxilio de las ecuaciones: 9 y 18 que establecen 

que : 

N 
Eh ( E 1+ VE 2) M = - D( X X

8
) = 2 

; - V x 
1-

x x'"""" 
V 

N
8 

Eh ( E 2+ VE 1) M = - D( + v ) = ; X8 Xx 
1-

2 8 
V 

Eh 
vi' M = D(l ) N:re= 2(1+ ; - v X:re :re 

; ; 

X = w x xx 
1 

X = --2--( v~ + w) , , 
8 CT 88',' 

l' . 
X"""" = - (v ' + w ) ....... a x X8 

; 
a 

Tomando como positivos los esfuepzoB de comppesi6n y definiendo 

los parámetpos adimensionales : 

; 

obtenemos. ' 

N (1 _ v 2) 
x 

(J = --::E::r"h --- 21 

30 

2.(1+ v)u + -=Q21 
(1- v ) v + lv - lw + ex 

2 ' X8 xx a 88 a 8 
-;) + --w +aw +a(l- v)v a(lv ...... =O 

[
1 1 ' . .,} 
a 88 a 888 XX8 ~ 

-a(Jw + v u + lv - ~ - ex rlv + (2- v) av + a 3 
w + ~ +2aw ] = O 

xx x a 8 a ~ 888' XX8 :c:x::r::r; a 8888 XX88 
••. 22 



La sotuai6n de estas eáuaaiones puede obtenerse suponiendo' un,aampo 

de despta~amientos de 'la forma 

'm '!T :r: 
u = A Sen nB Cos L 

m '!T :r: v = B Cos nB Sen -L- , 

w = C Sen nB Sen m ~ :r: 

23 

Con et áuat se supondrá que durante et pandeo", tosgenerádores det

a(lsaar6n se subdividen en 1'm" medias ondas y 'la airaunferenaia en it2ntt medias 
-

ondas; si además se aonsidera que tos bordes det aasaar6n están simptemente -

apoyados" entonaes : 

Para z = o" L w = o ; w 
:r;:r: 

o 

Sustituyendo. 'las e:r:presiones 23 en 'las eauaaiones 22 se obtiene et

siguiente sistema de eauaaiones : 

a12 A O 

a22 B O ••••. 24 = 

aJ2 C O 

donde: 

31 



: )" ... : ';, - ,; " , -:: 
,. 3~ 

2 2 a23 = n + an(n + A ) 

[
2 ' 

aS2 = n { l+a n +- (2 - \1 ) 

2 222 
a

33 
= 1 - ~ A + a (A + n ) 

a 
A= m 1T L 

Una soluaión no trivial de este sistema se obtiene igualando a aero 

el determinante de la matriz del sistema" y si además se .despreaian las aanti 
2 ·2-

dades de alto orden que aontengan faatoresde a y ~ por ser de pequeña -

magnitud" se obtiene una expresión de la forma: 

N (1 _ \1 2) 
. ~.::::;_x ____ _ R 

.::::;-- 25 
Eh s 

donde : R = (1- \12) A + a (n + 4 [2 A 2)4_ (2 + \1)(3 - \1 ). 
4 2 . 

A n + 2 A 4 (1 _ \12) 

A 2n4 (7 ) + A 2n2 (3 ) + 4 
2n

6
] 

. . . . . . . 26 + \1 + \1 n 

A 2 { 2 
A 2) 

2 + 1 ~ \1 [ A 2 + i( 1 )n2J[1 
. 2 A 2)2] S= (n + - \1 + a (n + 

\ 

2 
A

2 i 

)n2J[n2 2 
2 \1 2 a 

- [ A 
2 + 1(1 \1 + (1 - \1 ) A ]} ••• 27 

1 - \1 
+ 1 -\1 2 

Con esta eauaaión podemos determinar mediante algunas simplifiaaaio

nes la forma en que pandearán: un aasaarón ail'Índriao delgado" uno aorto y WU) 

largo. 

1.-

si 

CASCARON CILINDRICO DELGADO. 

Resultados experimentales muestran que para este tipo de qasaarones" 
2 

A es un número grande el aasaarón se pandeará en ondas longitudinales - -

aortas, entonaes la expresión 25 se puede simplifiaar tomando sólo los térmi -

nos de "mayor peso 11 tanto en e lnumerador aomo en e l denominador de la misma,-



es deair aon : 

toma la siguiente forma 

2 
.. Nj /1 -v ) 

f/ = ---:.~---
Eh 

28 

().) Si n = O se obtiene lo que se aonoae aomo pandeo simétriao del aasaar6n, 

en el aual diaho aasaarón se pandea en forma de muahas ondas a lo largo -

. del eje del aiZindr'o y Za expresi6n 28 queda aomo : 

N (.1...,. v 2) 2 1 2 
~ = x = a A + - v 

~ A2 

o bien si: f= 
mn 

-L- entonaes : 

1 - v h2f- 2 

~ = 12 + a2 f 
La aua l tiene un rrrínimo en : 

Sustituyendo 

~= 

De donde : 

f=~ = 
L 

este valor en 30, se obtiene : 

N (1 - v 2) 
h2 

12(1 -x 
Eh =-

a
2
h

2 12 

Eh
2 

(N ) = x ar 
aJ 3(1 

2 
v ) 

v 2 ) 

29 

. . . . . . 30 

. . . . . . •. 31 

1 - v 
2 

+ 
2) 2 12(1- v 

a 
a

2
h

2 

33 



(N ) 
x al" Eh 

.Y as! °01" = 
h 

Siendo la longitud de las medias ondas de : 

L 
m=lI 

y si \J = 0.3 

12(1 _ \J 2) 

entonaes : L 
m 1.'128 

•• 32 

b) Si n/:O se tiene la forma de pandeo denominada ''pandeo no simétriao If de

un. -aasaarón ai l!ndl"iao .. 

En esta forma de pandeo, podemos expresar la eauaaión 28 de Za forma: 

donde : 

2 
1 - \J 

g 

~nimizando esta expresión se obtiene : 

d~ 1 -= O ag a -
g 

g= /1 

33 

2 
\J = O 2 

2 
= ~a /311 _ \J2 ) - \J 

a 
34 

Este valor sustituido en la expresión 33 permite obtener (N) Y a "as!: x al" . al" 

(N ) 
x al" 

a = 
al" 

Eh 

2 
3(1 - \J) 

35 

34 

.J 



Notándose que o no depende de' la longitud del pascar6n y es de la misma -. Cl' ' 
magnitud que en el.caso de 'Vandeo simétrico"; para cualquiel' otl'O valol' de -

. A 
2 < 2a J 3( 1 - \J 2) se de.termina 'con la ecuaci6n 34 el cOl'l'espondiente-

h 2 
valol' de n . 

El valol' de . o dado pOl' la expl'esi6n. 35 muchas veces no concuel'-Cl' 
da con losl'esultados experimentales, puesto que su determinaci6n está basa -

da en el hecho que los despla2amientos. son pequeños, pOl' lo que se puede l'e -

CU1'1'i1' a la determinaci6n de factol'es de caractel'emplrico que relacionen los 

l'esultados experimentales con los valol'es te61'icos. 

POl' ejemplo para este caso de pandeo de cascarones se ha pl'opuesto

incluil' un factol' adimensional de la fQ1'ITla : 

k = 1 - 0.901 (1 - e- $ ) 36 

donde : el cual se muestl'a en la gl'áfica de la figU1'a-

12. Entonces la ecuaci6n para' 

o Cl' 

o Cl' quedará expl'esada como : 

37 

La cual concuel'da satisfactoriamente con los l'esultados experimen

tales en cascarones'cillndricos pal'a los cuales L < 5 • 
a 

2.- CASCARON CILINDRICO CORTO 

Si el cascar6n ci llndrico fuese tan COl'to que : 

o bien que : 
38 
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." 

Entonces se formará únicamente una media onda en la direcci6n axial 

(m = 1) Y el valor l1fÍ,nimo de la ecuaci6n 28 se obtiene de nuevo haciendo n =O 

con lo que el cascarón se pandeará de forma simétrica con respecto al eje. 

Al hacer cada vez más pequeña la longitud del cascar6n" el té:rmino

(1-' ,}) ,>.2 

(n2 + >.2)2 
de la expresi6n 28 se hace cada vez más pequeño al comparcq: 

lo con el otro" as! que si se desprecia obtenemos, con n = o: 

39 

Entonces : (N) = 
x cr 

. 
" 

. . . . . 40 
y (N ) 1[2 E h2 x cr, 

(J = = cr h 12(1 - ,l) L 2 

jJ 2 a h Ahora si L es ligeramente mayor que 
1[ 

: 

12(1 '- ,}) 

se sigue teniendo una media onda en la dirección axial (m = 1) pero n :J O Y 
por lo tanto aparecerán lóbulos a lo largo de la circunferencia 

, , 

3. - CASCARON CILINDRICO LARGO. 

En este caso es válido suponer que e l cascarón se pandeará en ondas 

longitudinales amplias" por lo que >. puede tomar valores pequeños" luego -

entonces podemos despreciar en' las expresiones 26 y 27 aquellos términos que

contengan productos de a con >. elevada a potencias mayores de dos" quedan

do entonces la expresi6n 25 de la siguiente forma : 

4 { 4 2 2 >. + a(n -n) + 

37 



Si tomamos n = 1 se obtiene 

<1 
I = 

Entonoes : (N') = 
x 01' 

(N ) 
x 01' < 

de 

- \! 

2 

= 

esta eauaai6n 

2 
).,2 

2 E 2 
1l' a 

2L2 

que : 

42 

La eouaoi6n 42 no es otra que la f6rmula de Euler para el pandeo en 

una oolurrma, eUoquiere deoir que el oasoar6n oil!ndrioo largo mantiene su -

seooi6n transversal oiroular y se pandeaoomo una oolumna oon n = 1. 

Si n fuese mayor de 1, entonoes la eouaoi6n 41 puede ser simplificada 

si se eliminan los términos pequeños, obteniendo entonoes : 

Haoiendo d;1 
dA = O obtenemos el valor de 

43, ésto es : 2 2 
).,2 

ro 2 2 - 1) 
hn (n -o n (n = = 

;'1 2 2a ; 3(1-- \! 

el oualsustituido en 43 nos da : 

•. Eh
2 

(N) = ----.;.....;.....;;;....;...----
x 01' 

a = 
01' 

al 3(1 

Eh 

a j 3(1 

43 

).,2 que minimiza la eouaoi6n-

1) 
. . . 44 

2 ' 
\! ) 

2, 
- 1 n 

2 
+ 1 n 

• • 46 
2 

- 1 n 

2 n + 1 



Este esfuerzo es olaramente menor que el que se presenta en el -

daso de pandeo simétrioo y aloanza su valor más pequeño cuando n = 2 " es

deoir : 

3 Eh 
aor = "5 

al 3(1 - ,}J 
46 

Si ahora regresamos a la eouaoión 25, es posible grafioar una re 

laoión entre ~ y A para un valor dadO de a y de esta manera poder vis~ 

tizar globalmente los oasos presentados de pandeo en oasoarones oi líndPioos 

sujetos a oarga axial. 

La gráfioa [ 1 ] de la figura 13 está oonstruida para los siguie!!;. 
. -5 

tes valores: a = 10 ; v = 0.1667 

Por la izquierda de la gráfioa~ las curvas se aproximan asintóti

oamente a una línea que ·representa la oondioión de pandeo de una franja --

elemental, ésto es : 

a (1- '/J 1f
2h2 2 2 or 1f a = 

12L2 - a 
L2 E 

. • • • • 47 

Por la dereoha, las ourvas están limitadas por la ourva que repre

senta el pandeo de un oasoar6n largo oual si fuera oolumna, es deoir para n=l 

= 
E 

2 
1 - v 

2 

2 2 
1f a 48 

La lfnea punteada horizontal representa el pandeo simétrioo del -

oasoarón y : 

a (1-
or 

E 
= 

-3 6.236 ~ 10 .. 49 

La línea gruesa representa entonoes el oomportamientoal pandeo-
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Figu:r'a No . .13: Diagrama de pandeo para oompresión axia Z 
-5 ' 

(oonstruido para a =10 ; v =0.1667) 
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Figura No.14: Diagrama finaZ de pandeo de un oasoarón oiZtndrioo 
oirouZar.sometido::z oompresión axiaZ -6 
(oonstru~do para a =1~2,4~6,8,10~20[10 }; v=0.1667) 
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"-". 

del cascClI'ón cilíndrico bajo carga axial para los valores elegidos de ex y v • 

Finalmente puede graficarsé un diagrama "que contenga varias aurvas

como la" anterior para otros valores de "ex obteniéndose lo que se conoce como 

diagrama final de pandeo de un cascar6n cilíndrico bajo carga axial con bar -

des simplemente apoyados, como el que se ilustra en la figura 14. 
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B. - PANDEO DE UN CASCARON CILINDRICO BAJO LA ACCION DE UNA PRESION LATERAL -

EXTERNA UNIFORME. 

Al igual que en el caso anterior~ se usará el método de equilibrio 

para el análisis de pandeo de este caso~ suponiendo que el cascar6n cil!n -

drico está sometido a una presión lateral uniforme (véase figura 15); enton

ces pueden ser despreciables todas las fUerzas resultantes excepto N6 ' as! 

mismo pueden ser despreciables los términos que contengan los productos de -

estas fuerzas con las derivadas de los desplazamientos u, v, ~, los cuales

suporuiremos pequeños, de esta forma las expresiones 15 se simplifican queda!!:.. 

·do de esta forma : 

aN + N - N (v - ~ ) . = O x,X 6X~6 6 'X6 X 
-'-

N + aN - Q = O 
(j~ 6 X6~X 6 

aQ + Q + N (1 
1 1 ) + qa O +-v +-~ = x,X 6~6 6 a 6 a 66 

En las expresiones 16, podemos también suponer que los momentos -

Mr M6 ' MX6 son pequeños~ por lo que pueden despreciarse los términos que

contengan productos de estos por la derivada de los desplazamientos u~ v, ~, 

entonces obtenemos .: 

aQ~ = M aM 
17 66 X6,X 

Sustituyendo estas expresiones en las anteriores, obtenemos final

mente las ecuaciones diferenciales de equilibrio del cascar6n : 

aN + N - N (v - ~ ) = O x,X 6X,6 6 X6 X 

N +aN 1 +M O 50 --M = 
6~6 X6,X a 6,6 X6,X 

M +aM + 1:.. M - M + N (1 + !:..v +1:..~ ) + qa = O 6X,X6 x~xx a 6,66 X6,X6 6 a e a 66 
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En e l estudio de l pandeo de este cascaz>ón se consideraz>á quel sufre 

,pequeñas deformaciones a paz>tir de una forma de equilibrio en, laque el cas

carón bajo la presión'lateral uniforme permanece circular y por ende someti

do sólo a compresión uniforme en la dirección circunferencial, ello quiere -

decir que 

v = O .; w= 

N = O x .; N, = 
y 

2 a q 
E h 

-qa ; M 
x = M 

8 
M 

X8 
M _ 

8X 

En estas circunstancias, el valor de N en las ecuaciones 50 di-
8 

fiere muy poco del valor -qa y entonces sé puede escribir que : 

O 

N =-qa + N' donde N' es la pequeña variación que tiene 
888 ' 

la fuerzaresu~tante - qa debida a los pequeños desplazamientosü, v, w a-

partir de la forma de equilibrio ya mencionada. 

Es necesario también considerar el alargamiento que experimenta la

superficie media del cascar~n durante el pandeo, p9rque éste, afecta a los 

términos N
8 

y q, los cuáles deben sustituirse entonces por:N
8

(1+ €1) y-
1 q(1 + €1)(1 + €2)recordando que €1 = Ux Y €2 = a(v

8 
- w) obtenemos: 

aN + N + qa(v
X8 

w ) = O 
X,X 8X,8 X 

N' +aN(} 1.. M + M ~ O 
8,8 ,x ,x a 8,8 X8,X • 51 

M + aM + 1.. M - M + N' - q(w + w ) =0 
8X,X8 X, xx a 8,88 X8,X8 8 88 

Con las expresiones 9 y 18 estas ecuaciones pueden a su vez expre-

sarse en función de los desplazamientos u, v, w. 

Si ahora : 
(I = q,a(1 - v 2) h2 

.; a= 
12a2 

Eh 

Obtenemos : 



2 + 1+v 'av 
a Uxx 2 X8 

vaw + a~(v - w ) + 1 - v u 
'x X8' X 2 88 

= O 

a2
(1_ v)v 1=0 

xx 

• • • • • 52 I 
=~(w+w ) 

88 

La resolución de estas ecuaciones que satisfagan las condiciones de

frontera en los apoyos~ nos dará el valor cr~tico de la presión lateral. 

Si los bordes del cascarón están simplemente, apoyados~entonces de

be satisfacerse que : 

en x = O~ L w=O ; w = O xx 

Usando los ejes de referencia mostrados en la figura 15~ se propone 

el siguiente campo de despla3amiento~ el cual satisface las condiciones de -

frontera para bordes simplemente apoyados~ p~a describir el pandeo del cas -

carón. 
u = A Sen, n9 S m 11 x en L 

v = B Cos n9 Cos m'~ x 

w = C Sen n9 C m 11' x os L 

53 

As~~ durante el pandeo~ los generadores del cascarón se supone se -

deflectan en una media onda senoidal y la circunferencia en 2n medias o~s. 

Sustituyendo las expresiones 53 en las expresiones 52~ se obtiene-

el siguiente sistema de ecuaciones : 

b12 A O 

b22 B O 

b32 C O 



donde b11 

b12 

b13 

b21 

b22 

2 2 1- v = - ,). ---' n 
2 

l+v + n ). ~ = - n). 
2 

= ( v + ~}). 

= 1+v n ). 2 

1- v 2 2 - - [-2-'-). + n (1 + 

2 = - n [1 + Ct (n + 

Ct ) + Ct 

b32 = - n [1 + 2 
Ct n + (2 - v ) Ct 

= -

). == TI a 
; 

2 
t1 _ qa(l - v ) 
lfI - Eh 

(1- v ) ). 2 } 

.; 

La soluci6n no trivial de este sistema dará una ecuaci6n con la -

que. se puede determinar la presi6n lateral de pandeo cr[tica,al igual~ a -

cero'el determinante del sistema se -obtiene una ecuaai6n de la forma: 

donde : 

~ (D + E Ct + F~) 

D == (1 _ n2)(n2 + ).2)2 _ v).4 

2 + K Ct 

2 
E = (1 _ n2) (n2 + 2 ). ) ln2 + (1- v) )..2} + 1 + 3v n4 ). 2 + 

- v 1- v 

54 

+ 2+3/_ v v
2
n2 ).4 _ 2v n

2 ~2 -2 v )..4-:- ~~~n2 )..2( )..2+n2)2 

F = 1 + v (1 
1 - v 



1"','· -.. 

G = - (1 - v2) ).4 

(n 2 ).2)4 2n2(n2 3-v ).2) {n2 + (2 v ) 2,] 
H = - + + + -- + ). -2 

I 

2 (1 ) ).2J[n2 + 2(1 ) ).2] - (n + - v + v 

Esta ecuaci6n puede ser simplificada eliminando los términos que -

tengan poco efecto en la magnitud de la presi6n lateral c~tica3 obteniendo

la siguiente expresi6n : 

~ =P+Qa 55 

donde 
1 -

2 
P v 

= 2 R(n - 1) 

Q 
2 

- 1 
2n2 

- 1 - v .= n, + R 

R .= 1 + (~)2 na 

l Cuando el casoar6n es muy largo3 entonces es un número grande3-a 
de esta forma pueden despreciarse los términos que en el denominador de la --

. l . 
expresi6n 55 contengan el cuad:t'ado de a 3 obteniendo : 

Eh3( n2 - 1 ) 
qcr = 12a3(1 v2) 

56 

resultado que concuerda para n=23 con el que se obtiene {4] para el pandeo de 

un aro circular bajo presi6n externa. 

Para el caso de cilind:t'os cortos3 la ecuaci6n 55 se puede represen

tar convenientemente mediante una gráfica que relacione a ~, con a para un -

valor determinado de n. Esto se ilustra en la figura 16. 

Como se vé3 el número de ondas circunferenciales en que el cascar6n 

se pandea crece a medida que L y h decrecen. 
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FigUY'a No.16: Diagrama de pandeo de cascarones cil!ndricos 
circulares cortos sometidos a presión lateral 
externa uniforme 
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Otra forma de representar la ecuación 55, consiste en tomar como 

, ejes coordenados las, cantidades : log( ~) com; abcisas y lag (~c~) en las

ordenadas, as! para 'cada valor de a se obtiene una 'curva formada por una -

porción de curva que corresponde el un valor parti'cular de n, ésto se ilustra 

en la figw>a 17 con \} =0.166? Y diversos valores de a . 

Se 'puede observar que : para cascarones cortos la carga cr!tica 

crece rápidamente conforme ~ decrece y para cascarones largos ( ~ > '50) -

la carga crttica ya no depende de la longitud y su valor está dado por la

ecuación 56 para n=,2, es decir : 

.3 2 ' 
4a (1 - \}) 

o bien : 
(1 , \}

2) 
, "q a 1 h 2 _c_r_-==-___ = _( _) 

Eh 4 a = .3 a . . • . . . 5? 

Existe otra forma práctica de presentar los valores de presión -
\ ' 

lateral cr!tica en cascarones, especialmente si están hechos de acero, esta 

forma se i lus,tra en la figura 18. 

El conjunto de l!neas rectas horizontales de la izquierda, corre~ 

ponden a valores de presión lateral crttica para un esfuerzo de cedencia en 
2' 

compresión del material cie 1830 kg/cm calculados por la relación: 

y si,. : 
h f=,-2a 

qcr a 
o = ----'-.-----cr h = o cedo 

entonces q - 2f o d = 3660f cr - ce 

Las curvas de la derecha son calculadas:/mediante la e'cuación 55 -

con E = 2.1xl06 kg/cm2, v =0.3 Y 'cada' una para un valor de a 

La gráfica es útil para poder determinar el espesor necesario de 

la pared del ;a~c~ón cii!ndrico si se conoce la relación ~a 'y se usa un -

apropiado factor de segw>idad ó también para determinar el valor cr!tico de 

la carga. 
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Figura No.1B: Gráfica. de pandeo de cascarones cil~ndricos 
circulares de acero (v = 0.3) sometidos a -
una presión lateral externa uniforme. 
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C. - PANDEO DE UN CASCARON CILINDRICO BAJO LA ACCION COMBINADA DE CARGA AXIAL 

Y PRESION LATERAL UNIFORMES. ,-

El análisis de este caso de pandeo en cascarones cil!ndricos~ es -

impoptante ya que existen muchos ppoblemas peales en los que tiene aplicaci6n 

poP ejemplo: en el diseño de : 

columnas para platafoPmas marinas 

el fuselaje y aZas de un avi6n 

e Z casco de un submarino 

el cueppo de un cpistalizadop 

eZ casco de un ppoyectiZ ó cohete 

un silo para aZmacenaje de gpanos 

etc. 

En todos estos casos existe Za acción simultánea de cargas de 

comppesión axiaZ y ppesión latepaZ extePna; bajo tales cargas~ el cascarón

puede mantenep su forma ciZ!ndrica~ pepo para cieptos vaZopes cP!ticos de -

las mismas.. esta forma de equiZibpio puede Uegar. a sep inestable y entonces 

ocuppe e l pandeo. 

Este ppobZema fué estudiado y pesueZto poP R; Von Mises en 1929;

discutido más tarde en 1932 po~ K.Von Sanden y F. Tolke~ as! mismo poP W. -

FZügge en 1932. 

EZ probZema es atacado por el método de equiZibpio~ para lo cual

es necesario acoplar las ecuaciones diferenciaZes de equilibpio vistas en -

Zos dos casos antepiopes~ supo~iendo de nueva cuenta que los desplazamientos 

u~ v~ w son pequeños~ entonces si se definen las siguientes funciones-de -

esfuepzo : qa( 1 _ \) 2) N
x

f1 \) 2) 

~1 = Eh Y ~ 2 = - Eh 

en donde ~1 coppesponde al efect~ de Za ppesión latepal unifoPme y ~2 aZ

de la comppesión axiaZ unifoPme. AZ apZicar.las a Zas exppesiones 52 y 22 -

pespectivamente~ se obtiene eZ siguiente sistema de ecuaciones difepencia -

Zes de equiZibpio : 

I 
52 

I 
I 

I 



2 l+v 
a Uxx + -2- alJxe 'í)aLJ + a~(v x 1 xe = o 

2 4 .. 2 
\JaU + V - W - a.[v + (2- v )a v + a W +w +2a w J= x e eee xxe . xxxx. eeee xxee 

Si se supone que los bordes del cascarón son simplemente apoyados y 

se usa el sistema de ejes coordenados de la figura 19, entonces puede propo -

nerse_como solución del sistema de ecuaciones 58 el mismo campo de desplaza -

mientos que en el vaso 2, ésto es : 

u = A Sen n(} Cos m1T x 

v = B CO$ n(} Sen mnLx 

w = C Sen n(} Cos mw x 
L 

Al sustituir estas expresiones en 58 se obtiene un sistema de ecua 

ciones lineales homogéneo en A,B,C.. Una solución no trivial del sistema se -

. obtiene igualando a cero el determinante de la matriz de coeficientes, pon -

lo cual y después de .eliminar aquellos términos, cuyo efecto sobre la pre -

sión lateral y/o la carga axial de compresión cPÍticas sea despreciable, se

obtiene una ecuación de la forma : 

59 

donde : C1 = (1 - }) >.4 

C2 
( -/+n2)4 - 2[ 6+ J 4 2 . 2 4 

n6J + = v>. >. n + (4-v)>' n + 

+ 2(2 2 2 4 - v)>.n + n 

CJ 
2 = n [ ( >.2 + n2)2 _ (J>. 2 + n2)J 
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>.2[ ( 222 2 
C4 = >. +n) +nJ 

a= 
h2 

>. = m na 

12a2 ; L 

Esta eouación peppesenta una pelaoión lineal entpe ~1 y ~2 la cual 

puede gpafioQPse pQPa distintos valopes de a y espeoifioandO valopes pQPa ~ 
-5 m y 2n. En la figupa 20 apQPeoe esta gpáfioa para a =10 y v=0.1666 en la-

que ~1 y ~2 están en el eje de las aboisas y las opdenadas pespeotivamente; 

si se t~ma m=1 y se haoe que n=2,3,4, .... se obtiene pQPa un valop de a-

una l[nea poligonal. 

La intep.seooión de las poligonales oon el eje honzontal dará un

-conjunto de valopes op[tioos de ~1 ésto es ouando la ppesión latepal aotúa

sola, obsepvándoseque ~lY n opeoen a medida que>. lo haoe, lo que oonouep 

da oon el oaso 1. 

La intepseooi6n de las poligonales oon el eje veptioal, dará otpo . 
oonjunto de puntos que peppesentan los valopes op[tioos de ~.2' ~sto es ouan 

do la oQPga axia l estúa so la. 

. ~ 
PQPa oualquiep valop dado de la pelaoión ~1 se dibuja e~ el dia-

gpama de la. figura 20 una peota a pQPtip de l op[gen ~o~ pendiente ~ 1 , la -

cual intepseotQPá a las poligonales, dando otpo oonjunto de puntos3e 'la 

forma (~1' '~2) los ouáles peppesentan los valopes op[tioos de ~1 Y ~2· 

Amanepa de ejemplo se tiene un oaso bastante oomún en el que se

tiené un oasoQPón oil[ndrioo oeppado en. sus e:z:tpemos y sometido a una ppe -

sión hidrostátioa, ségún figupa 21, entonoes : 

Al sustituip esta exppesión en la 59, eliminando los términos --
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despreciables y suponer que el~ascarón es delg~o~ se obtiene la siguiente 

ecuación : 

••• • 60 

Los valores de n que min~~zan esta expresión se dete~inan de la

gráfica de la figura 22~la cual tiene como abcisas a [~aJ y como ordenadas a 

[~J ~ pudiéndose observar que a medida que e l cascarón se hace más corto y -

más' delgado el número de lóbulos 'que aparecen en la circunferencia crece. 

I 
5~ 

I 



h/2a 

Figura No.22 

L/2a 

Gpáfica de pandeo hidrostático de un cascaP6n 
cilíndrico ( ~2 = i~l) 
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PROBLEMA DE APLICACION : 

. . 

Se tiene un recipiente cilíndrico que será sumergido en el mar 

para fines de investigaci6n oceanográfica, con la geametr!a y material -

indicados en la figura. 

2a 

h = 0.01 m 

a = 1.00 m 

L=5.00m 

.. . 

h 

L· 

, 
I 

I . I 
I 
I 
I 
I , 

\ 
\ 

" 

z 

. 6 2 
E = 2.1 x 10 kg/cm 

\) = 0.3 

Se requiere determinar a que profundidad en el mar falZarla 

por pandeo combinado. Considere el peso volumétrico del mar como 
. 3 

1000 kg/m . 



SOLUCION : 

PaPa la geometrla y materiales dados 3 se T'ésuelve la eouaci6n -

60 para diveT'sos valoT'es de n3 obteniendo los valoT'es dados en la siguie~ 

te tabla : 

n q .. [-.!SfL 1 
oZ' . 2 . 

am 

2 41.257 

3 5.877 

4 3.943 

5 5.123 

6 7.105 

En la gT'áfioa de la figura 233 se ilustT'a 06mo varla la pT'e 

si6n or!tioa q en funoi6n de n; observando que el valoT' má.s pequeño . 01' 2 . 
de q = 3.943 kglom OOUT'T'e ouando n=4. 01' . 

Entonoes : qOT' = y Z 01' 

qOT' 4 
Z 

3.943 x 10 39.43 m = = 1000 . = 01' Y 

En la figura No. 24 se ilustT'a la forma en que OOUT'T'e el pandeo del -

oasoar6n oil{ndrio03 a lo laPgo de su oiT'ounfeT'enoia. 
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Figura No. 24.- Forma de pandeo circunferencial 



V. - TEMAS PARA INVESTIGACIONES FUTURAS. 

Hoy dla en la teoPÍa moderrna de l pandeo se tratan muchas cuestiones 

práaticas~ además de la deter.minaci6n de la, cargacr{tica~ de entre ellas--
, , 

se pueden mencionar los siguientes apartados sobre los que se puede recorrer 

un vasto camino. 

1. - La deter.minaci6n del grado de estabilidad del cascar6n antes de alcan -

zar su valor cPÍtico. 

2.- El efecto que causan las imperfecciones geométricas~ las cuáles pueden

ir desde un rasguño hasta un aguj§ro . 

3.- Los efectos de comportamiento inelástico y ot~s anomal{as relacionadas 

con el tiempo de los materiales con que se fabrican los cascarones_ 

4.- La respuesta no lineal del cascar6ncuandO se le somete a la acci6n de~ 

cargas impulsivas. 
, 

5. - Efectos de temperci.tW'Cl.~ en el 'que el cascar6n puede llegar a estar some 

tido a variaciones importantes de temperatura~ las cuáles si son conoct. 

das~ es posible añadirlas a las écuaciones gobernantes. 

6.- ,Efectos del tiempo 

7.- Esfuerzos residuales~ lo cual comprende dos puntos; 

a) La parte experimental dada la incertidumbre en cuanto a la m~itud

y distribuci6n de ellos. 

bJ La parte anal{tica que consistiPÍa en deter.minar la for.ma ,de c6mo --
, , 

pueden ser incluidos en el criterio de estabilidad. 
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VI.- e o N e L u S ION E S 

Sin lugar a dudas, el tema tratado tiene mucha importancia, 

ya que un buen número de problemas pueden ser resueltos con la tea -

r!a brevemente presentada aquí. 

Sin embargo, aún hay mucho que puede hacerse, tanto en el -

terreno analítico como en el experimental, baste por ejemplo mencionar 

que tan sólo en la generación de diagramas de interacción en el que -

se consideren distintos tipos de materiales, otras condiciones de -

apoyo en los bordes del cascarón, el efecto de imperfecciones, etc. -

requerir!a del esfuerzo de 1!!Ucha gente,en el aspecto analítico; para

añadir estos efectos en las ecuaciones g()bei>nan~es del cascarón, re -

solver el sistema de ecuaciones que resulte, así mismo hacer los pro

gramas y obtener fina Zmente los diagramas con el auxilio de la compu

tadora. 

En el aspecto experimental, el trabajo ser!a árduo, desde -

la preparación de las muestras, simulación de las condiciones de bor

de y carga, medición de las deformaciones y análisis de los resulta -

dos pa:t'a validar lo que la teor!a diga. 
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