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In troduce t,~n·.- La soluct6rite~,..tca dol problema di~ la. -

¡tl t1'"act6n en una eorttna, comósobe::z.os, se Das'a en 1 as st --
gutentes htp6tests: 

a).- La c<)rttna de tterro. constttuU8 un nedt0 perm~ble -
hcmogénao 6 ts&tl'OPO obten estó' cr.mpuesta de estratos homogé=:: 
neos bten definidos !le manera que. puad.·m dtstin/Jutrse piH''T.'!.eb1.

ltdades distintas· en dos dtrecct0nas DrtnctDales. 
, , .. , .. 

b),.- La&..~(;,rttna no su§re .def6mc.ctones d~btda3 a la ac ;,.

ct6n dal a!Jua tnft1trada o a ,efectos d,!':: /uar,zas 8}/ltertorí=JS. 
·c).- Los e/petos p·roductdos prlr fu.cl'ac.s electroqu!m,tcas -

o captlaros son despreciables. 
dl.- El fluJo d. ftltract&n a travls de la cortti'la cnns -

tttuye u.n caso d: flujo planp·. 
Las htp&tests antertorss. pueden ocastonar qua l("1s resnlta 

dos obtentdos dJ la 'investifJactón iJ la raaltdad df.ficranén -

joma ap,.ect abl e ya qUrG. por eJempl r., de ta11 ns. p6.o1 &l]tcns 
aparen temen ta· stn importanct a .vuedcn 11 c:.rjur a ejercer una tn -
fluencta dectstua. 

Sabomos tambten quefl en contra posictón con. .10 'fue acnn -

tece en la. ::z·ayor{a de· los problo.r,zas de.!iltl'act(~n. en drmde se

conocen las oondiciones de /rcntnra, en el caso del flujo a -

través de c(}'1'"ttnas, el. problema p1"tneipal es la dstsT"TiZinact/n

de 1 a jr0n.t.era super' o,.. 11 an..ada 1 inea de so. ti,: raci ón, la cual - . 
debe deter;;'!fnarsa COr.'lO prtmar paso de lasol~~et&n ·de.l. p.,.ob1mna-r 

'-1 obja to de' esta t'sts es 11 epar a 1 ade te1"':ilinac t ón corree ta de 
la 1 i'nea de satu.ract6n mediante un proceso t terattvo (J1J,i::) SR -

e:r.pClndrá posterto7"i:l.ente y qua se basa por tma parte en pl mt1 -
todo de: relaJactones' para resolv/Jr la ecuación de Laplace y :..

jundar:wn ta1nen te Gn 1 arepresen tact ón hOdo;-;rá,/'t ca del RSCU,.,.t -

mt en too 
Lalay de D'arcy.- La ecuact6n de.Gauter-Stokes! 

t¿ a == e ¡r-- (}rad p - )' I"ot rot r. f 1 ) 
en el caso de /1 ajos de jil trae t /n puede, sirn.pl tftcarse en 1 a -

+ Lsut H. 1:;61 l!ecántca do L{r;utaas p. 25 
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I~~a que stgue: 
a).- Debtdo a·la lentttud lJ untfo7"7iltdad. dal fenómeno po

demos d~$preci~~'a l~s aceieractonos esto es suponer: ; = O .' 

b)~- Las /Uerzasmdstcas "admtten potencial stendo éste 
proporctonal a la 'eleuactón "g" .esto es: F::t: - orad. gy • 

, , 

De esta manera la ecuactón (1) puede e8crtbt~8e: 

ora~ ( t + y .J := - f rot rof T 

al tomar la dtberoencta de a.r/lbos mtem.bros resulta: 

dtu .1 ro. d J t + g ) =: O (2) 

la e~prest6n (~) debe uertJ1carse simultáneamente con lo. ecua 
ctón decont'nuidad d'u ~= O Y consecuentemente pOdemos es -
crtt) t r: 

dtu ., ## ... Ir dtu orad (JZ. + y ) 
'K 

una soluctc5n de c8ta ecuación está dada pc,.: 

.., :::: - k orad ( .P.. " y ) o (3) 

en donde, k es un coeftctente llamadO de permeabtltdad que tn
~oluc"a tanto las cartÍctt=Jrtsttcas I(s,teas y granulométrtcas -
del medto' como las 'caractcr(st'tcas ,ut8cosas del jllddo qué --
le atl'autesa. , , 

Si ha~emo8 ~ + y = h. las ezprestones (2) y (3) re --
8ultan rospecttoamente: 

2-
'O h -az:a + 

\5) 

en donde el ststem4 at:? referencta está orten tado como se --
mU03stra en la ftuura i'y s destona a la variable lon,t]ttud de-

,1 



La ecuact6n (5),0 su equtvalonte (J)~ 0$ la azp,.esff.fn a~a

l(ttca. d.e la· ley CÜJ D·a",~y y r'oe a los mOl1bltento.t de .f1.1tra -
ot6n en' modios permeables homogéneos' e i8~t"OPOSl .Demos que e -.' . 
1108 pued n constdera·rse. C0740 ·escur.,.'Tlitentos potenctal~8f1 816n-

l ' 

do el potencial d;:1 velocidades: 

~ =- R·h·-=--lz. (~ -+ Ó ) 

de esta 11&a"ner(1, ,las oompan'entes u, , ., de la oelocidad T en cadq -

punto y referidas al sistema cartestano most.,.ado en la ftnura 1 
'serán: . ~ J) I 

.L(.c:: '{ =--2 ~n. . \..=\) 
~x. dx. 

, d ..n \... c::01 h 
'\T = ~ -=- - K ..! ~ ~&) 

Las au,,-oas cp-=- cte S8 llaman ltneas equ'potenctaleJt y" son 
,pllrpendtculaJ'"e8 en todos BU8 puntos a la dirección del .flU.101 
como ad~más de .acuerdo con (4) y (B). f es una /Uncf&n arm6ntc4p 

debe acLit,tt,. ·una. /Unción r de co,.,.'ente tal qu.e: 

~ - ~ ,~~-- ~ \.~) 
Clx. -d'á ~~ - ~'X.. 

~ una ltnea f= ete sé le llama ltnea de corrtGnte y cnns
tttulJe Ju.nto con la8 equtpotenciales una red cluid,.áttca llamada 

red de flujoo 
De acuerdo con lo antertor Demos que el traso de una red -

d? ,fluJo puede ser detaJ"'/i!tnado· por la tntegracfón de la ec~a -
ctón de La-Place. que es 'ndependiente de k. Para este Itn es -
tndtspondable conocer las condtctones du frontera. . 

Condtctone8 da ¡rontera.- Para la 801uctón del ,prabl~ma -

que nos l.ntores4 y que se muestra oSl]11'(/1má.ttcantente en laft.nura
- l. pOdemos considerar las stouientcs condtctoncs d~ frontera -

sobre las cua7.e8 se tnststirá postertormente .. 
1).- La frontera AD f'Ja e tmpermeable ti. lo largo de la 680.1 

oztste flujo es una ltneo. de corrtente y la componente de la 

veloct'dad n07'1iJ.al ti. AD debti1 ser nu.la J consecuentemente: 
.2...9L __ o 
aY' 

en. donde n- 88 n01"l1lal a la jr(mtera .. 

+Levt -8. Cec&ntca de liquidos p. 84 
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. 2).- ,~,'l talud. A.B aguas arrtba os u.na 8u;oerftcteef]utpotan 
ctal ya que lá suma: y + t perma.nece constante, lo cual hz
pJtca qu.e sobre AB se tenna: 

-:-f---:------~-4--..... x.. . 
o 

--o 

en donde 8 y n son respec
ttuamente tannante Y. nor -
mal 11 1 a .tron tera • 

. 3).- A lo largo de la 
ltnea desatu.ración Be. en 
donde la preBt&n es'la.at-
mosjé,.l,ca S(1 ttene p at PCLi:. 

=·cte y podemos esc,.tbtr: 

-h -= ~ + ~ =.. 1 + c;-t.z.. 
d~=- d\\z.h) = - ~dd 

lo cual muestr~ que la 1.1.nea de saturación Dalle. d.e la propIa -
dad 'de que la calda de potencial a Jo largo de e~la 88 propor
ctonaJ a la calda de nfuel. 

La8con(lictone.s .de jrontera' en e.ste caBO pu.eden se,.: 

~ d V"'I -== o 
l. 

cr ·d~ 
~ ____ • =-0 

dS 
ya que la linea de saturactón es una ltnea de corrtente. 

4).- El talud CD aguas abaJo dala cortina en contacto -
con el atre no es nt ltnea de cO""'I3~te nt equ'potenctal pereo
se acostum./lro., admt ttr que cumple con la mtsi'1!ocondtct&n malicto-

. . 
nada en. el tnct80 anterio,. en lo rejerente a la propo"ctolta11-
dcid 9nt,.e 'ca!tlas d.e potenctal y catdas de nf,(1e1 ya que. (1 lo -
la"~1o de ·CD. )a p,.estón, pemanece constante e ',l]ua1 a la at _ .... 
mosfl,.icao' 

• 
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Introdu.cct~n.- J1er:aos vtsto alA el cap(t,tlo 'anterior gge e1-

6s:cur,.tmtento. en TJlodto [JemeabJ.es hor.wO¿rH10s e tsótrC?Pcs está -
reDia"'por una ecu.ación ~tle,.enctal dCJ' LaplQ.ce que en nf,L9st7"O -

caso 6S vlÍl tdaen todos los pan tos in tert o"es . de' 1 a re;;t ón ce -

rrada ABCD mostrada en. la ¡t,'Jura l. 
Para obtener u.na soll.Lctón aproxtmn.da reem.plalllJJlJ.OB la ecua: 

ctón dtferenc'al po,. una ecuactón en dtferencias finttas qu.e_-:
para nuestro caso en. q.1.l.0 tntervtenen dos lJartables tndependten

tes, es vt!ltaa en los n nuaos de. unared que oub,.e la reot~n R -
• • estudiada y an la cual las dos vartables son consideradas como-

coordenadas. Ello ortuina' un sts tema de n ecu,ac tonesalreb rat -

cas que tnlJolucran los vaioros d.e la lJartable dependt.'mte en -
los n nudos de la red. La solu,c.tón de este sistema qu.e puedo '-

,.ealtJlars8Ple,dfante un proceso tterati,vo/1 'que se descrtbtrá --

postertr;rmente.· cMlduce .0, los ualores aproztmados de la varia. -

ble dependtente .asocta.dos a ca4~ uno de losn nL~dos an tes di -

chos. 
Desde lua[jo on, lu.nar do;;' obtenerse la soll!.ct~n c~n.ttn'.!a de-

¡la Ocullctón dtfer-encfalpropuesta. dofintda en todo lare¡7fón R. 

encrmtra.nios· vcll r. res apro:'Ci~ado's de la lJartable depi-n'i.d.tente en -

un conjunto de punto.s atslad0s.que nos pemtten el traJU'; c()1'flple 

to .de )0. red de fluJ'? 
~ ."-amos lanecesi dad de ob tener el desa,.rollo en dtfe,.enci as

ftnttas de la acuactón de LtJ:~J{J,ce' pa.ra dtlJersas condictones de

¡ron tara. 
. . 

DesarJ-Ollos en dife,.enctas ftnttq.s: 

.;"cuacton~s difCJrenciala8 o1"dinartas.- Sup"n.r;amos Que se de 

8t;~a oh tena,. el 'desarrollo-en dtl.0r(?nc·ta,s fi nf. ta.s. calcld ndo 8n-

01 pu.nto Z L' da 'la <1:cprest(~n:. 

t ")1 (x) 
d-~ + (X') 

la serta de TayloP: 

Bli~LIO~E~_A. D~ LAS DIVISIONES 
LJIj; lN.V <J,SffGAClON y DEL DOCTO 
RAIJO DE l~GENIERIA. ' • 
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. r.zpl'có,d.a a I{Zi.+~'/¡) con ~47 -l ••.•• "m conduce al 

1 ~. n '. ~ ~ 
L fv(X~)1 (Xd-+ !:. l;{)(¡)t ~)(¡)-+ ..• :::: ¿. 't+(x~~~h} ~,' 
v:o .¡:: jt, ,'~C4'Q 

e,. dondo t= -J.-1+1. our>m-1,11l con. J y l'Jl entBros. h es el !nter,. 
11010 de dt.te7'enctas jtnt'tas mostrado' en la J"gu,..a 8, Y. flVrZ¡) ~ 

. ~ 

, .' ,.ep"f/senta a ~ f()()hxv)x._~~ . 

Fi 'l' 2 

. $1. el!- (1) 108 coettctentes ~(Z¿.J 

son const,ant!l8 para Y:::I O.).,. .... 'II.J 
Y oaltm cero pa,.a Y:JIII ;/+1(1J+2_ ... "',,, 
J+-r y 108 ente,.O$ J y ,. son tales 
que l+m~J+" antonces se dtee ryue
el d(.'3a-r,.0110 1 

~ 

L C~~(l(~+€h) 
e-:. .. ~ 

98 co,.,.ecto hasta el (k+p)és'mo o,.den.. Para que 6StO se ~e,.,-
.' . + 

J'tque 8e ,.equ'e7'e que I 

Pv'l)(~) »\ -=- L c~~-.) 
\, ~::.- ~ 

O = i: c.(!. r¿v ...J=: i''"\, .. " ,+ ~ 
<: 1Z- ~ 

Las ezp,.esionos (3) nos perm't~n obtener el desarrollo -

end'fe,.e1a<!~a8' ftnttas (COM"9CtO hasta el orden que 8e deses) ' 
pa,.a ,cu.alquie,. de,.tuada. o 8U1.'l4 de da,.a"adas cor&oen'entonaenfe
ftultt¡jl'cad48. PO'f!J.os coeftclentes. Py(z)o 

Se .lu8t,.o.r4 el' pPOcedtmtento con el. .sl(Ju.t,e1l.te eJemplo: 

Se d.esea· obtene'" un desa.,.,.ollo de te,.".11" orden po.'ro st:f.. 
calculado en el pu.nto z=zoen IIJ:nc'6n de los 1J410,.e8 ca- d)C.1.. 

qul,.tdoB po,. f(z),~n :J.o8.punto~ z::t -t,II' ZOIl z • .II ... Y qUg-

de S'OftC1"m,:08 con.l¡" fe ~ J', 00<> o 

En 6st,a caso se ttpne"" . 

k=3", ~=i4t. py~'pa,.a V c o.l,3 11 ":'1" 1:::r1 11 TfII=I!" 1+m.:= 1r+~3 
y 14 apitcac'ólÍ de (3) condúce al 

+ Collats L. 8tge~~8,.tp-roblome und ,ñ,-e nu~ar.t8cho Behand-
, " 

long Akad... "e,.1ao· .. Letplltg pt)'269 



0_1 + 00 yo e, + c, := O 

-c., + c, + 2cz :::: O 

0_, + e, + 40" CI ~ 
"," 

, -c-¡ + el +8c,. == O 
cUy4 801uct6n es: 

e ... ::: O. e, :0 =....L o ==-... -, /,2. I o 

~eempl4Sando en (8) resulta: 
;/~) , 

la [~)(.a e ~ 1:..1 - 21;, + f, 
qu.e es al desa,.,.ollo qu.e buscamos., 

(5) 

Ecu.aclones d'lje1"'enc'ales parcf,ales .. - .El proc:?so para ob-. . , 

tenor dG8ar~llo8 en d'f~rcncta8 ftntfas para d.ertuaaas parcta-
les es totalmente an41090 4l ezpaesto en el tnctso antertor. . 

'Consideremos una paeg1.6n R del pI ano zy subdi lit d.tda en CUI1-

drO.cl.oB pOi'" meato de una paed de abertura h C01lstttuida por dos -

fald.ltal1"cl.e ,.ecfas ,.especttua."i1ente paralelas a 10B eJes coo,.de
nados y '8e~ "uJ.{z"u) una junc'ón continua, def'lntda en la ,.e,9t6n -

R,antes dicha. Constderemos un nudo o co~o el mostr:'ádoan la -
1','Jura 3:" el Dalor de w(z,y) a.soctado 4 cUcho piLnto lo' dest,ryna
F~mos con Ubl con la. anotactn antertor y ref''''~ndonos a la It-
oura3 s8 tiene: 

~i,. ~ 

En ocostones resal ta ma8 cómodo maneJ(J.r los Op~1,.ado,.e8+E; 
+ Btclcley Ifo G. Ji'tntto-dt/./er-encc IO'F!1J.u,lae lor the srjuc,.e 14-· 

tttce' (Jo Jou.,.. .. tJech. and Appl. lJatho 1 p. 35-42 
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1"'\ 
8 ~ que se d.oftnen en 1 a .10":1.(1 que stgue: 

'O' 
lit IDo, Q .::: ID " " 

o 

E" .t::r 10' , 100 ,0 ,0,1 

y en gene ral: 
,.,., .., 

E/( 81 "'0,0 ~ 10,..." .., 
(-1) 

en. donde lO ""','" 9S 'el "alo,. fD(Z.:z o + r,ah, lFYo + nla) o Ast, el desa 
",.0110 en d'ferenclas j't 1J.' taS' de ~~X\)1. en el punto fl, puede

esc,.tb,,.S6 de acue,.do con (B) 11 (7) en 'la jor-;¡¡a stgutente: 

( a~w );::: -L ( ro, .... ew. + lD~ - w~ '!' !!wJf - IDo ) 
\ )x l)1 o ; ~ 3 ...., T • 

La ceuaei6n de Laplace.- 'nos qua la ecur..ctón d~~ Laplac6 

'V'-lD='O'd.e8a,.rollada endtj'(.:.,.enctas ftn'tas en ei'punto o de

la ftgu,.o. 3 conauce¡p d,s acue,.do con. (6),1 Q' lá. e.rp,.e.si6n,:' 

111:, + m,l. + lD3'+ "'4 - 4wo :::: O ('1) 
sBt9d.e~a.,.rollo aeapltca,a cada uno d.e los nudos de la ,.od t,.a 
sada 9,n ,la rep'.6n a~, geno,.ondo as( ¿¿la stst81!1a (l9 ccuacton98 0.1-

!Jebratcds,o 

. Pa'f'.a puntos ce1"'C:ano8 a la frontera. co;no se mUClst,.a. An la_ 
f1.~u,.a 4,. 6S nacGsa,.to ',e;1 tminar 108 lJalopes ezter~o"c8 de IJJ qua 

eztút,.ta la apltcac,6n de (9). medtanta la obt~nct6n d~ des~~~o 
1108 t91l dtfJ,.enct(lS fIn. tas qU,e tengan en cuen tá s~,;¡ul tlnaamen
te Q las ca.,.a'ct:.,:,.tstlcas' .fJéoTtlet,.tcas d·~¡ las e8t,.e~la.s asoctados 
a dIchos puntos singulares y alas oondtctons8 de f~onterao 

'Una condtc'ón muy gG'fl,e,.al qu.e podrea 6Zgpt,,.Stl en 14 f.,.,,~te 
,"0 es: 

en donde ~ (¡Jo dVf son las derivadas segú.n la tangente y :¡.a 
o~ Cl\1 



noma~ a la fr:ont:~ra. s es lf'. lon!}itud de arco (l' 1,0 lar[!o de la' 

front~ra y a(z.u). b(z.U) y .1(a) S01& jrtnc~'onBs conó.:;tda8o' .' .. 
Un eJrJ::,:!plo 'par.ttcul,ar- es el 'as~c'ado '<:.on el llamadop,..oble 

ma de Ne,u:m.ann' qua canotsta en m~con~rQr un~ /Unct6na~6n.tc4 en 

(~l triti~,.tor da una re[}i6n detomtn'ada y qu:~ an su .11'ontera 8a -

tts.1ace a la condtct6n: 

;~ c;., ~<.x/j) 

s~C1ido f(z.u) conocida. Una condtclón lt.',Jt:i1'o,ncmte m.as cO,é'!pleJa 
681 o. ~spectf.tcactón de 1.0 en una porct6n d..;? 1 f1. 'ron t,'-?1'a: y de t~ , 
era oí. .,.csto't 

Desc,.tbt7"o:;-¿os br'.'!o:mente, dos P7"oC¡;:dt¡i?tent~s a' se/Jut.,. en .... 

el tratamiento dd estos puntos stn:,ularesl 

e).-' En este C480 ·la ecuactón dt.1erenctal propuesta'es' 

desarrollada en dtfe,.enctas finitas en cada nudo de la red. -

Para ú,,' punto, como~l o de la Itaura 4 eS,nueesarto nodtftcar 
el desárrollo (9) tomando' en cUlinta st;:!ulttÍnea::z:::-n,te las condi

c'0~e8 de f,..onteJOa y 108 espactam.'entos '.,.reoulares OB,yOC. 
, ' , 

b).- ¡~ este proceso la ecuaci6n d'foroncial solo S6 ,de-

sarrol1a"en d.'f·~renct'a8 .1'nttas en aquellos nudos inter1.ores -
e,,-, los qúa pu-di:le a.pltca~sq la ezp,:"f3st6n (9) stn n'¡nauno altera 

eteSn. "ello conduce a un' anillo ezt¡¡:rtor de l)o.lo,.,e8 de 10 que no, 

cu~ple1&, t!0~ 'la e'euactón 'diferenctal pero sat'sfacen '1.(1.' aprozt-

1/1o.c,t6n' en d'!;?:,-enclaa ftnt~a,8d.e 10.s condtetones de !"'ont,ú"'a~ 

Proceso' 'e.~ PaJOa. tlustrar los procllsos 411. tes desert tos 
, ',' .. 

obtend.reilOs ,el desarrollo en dtferenclas finitas de VlPO en 

01 pun to o mostrado en 1 a, fi.gura 4. Supondr-:;,'m.os CO:'ilO prime" 
cas'o que se conocen 108'oa111»res ae 10 en la front,:;'ra'; 

La s~.,..ta de Taylorr 

apltcad<1. a los puntos C,,' B. 4. Y 3 cuyas coordenadas 'resp'~c

¡fUGS son (Opjh). 0,11..0)11 (O,-h},y (-h.O}fJ· con,dueen a cuatro 

ecu.acionos , en la, pri!:!i!ra 11 seoun,da dertuaaas d.e 111 cm o. A.l 

:+'For~ .. $olutton by :rf3.1azatton llwthods' 01 plane pot~nttal p1""O 

bler::s wh,ttli mtred 'bounda1"'Y conditt'ons Q .. ,J.ppl.'!aths .. II po ,PSl 

o 
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,.e801uo,. eat:> stst.';-;za para la.s sf;.'}unde,8 del",rd(I,$ y al substt-
1. . 

tul,. estas en V UJ ;: O se lle.'Jc a t 

<.(11) 

Como seiJundo caso tndie 
carem08 breue7.1.::nte" eÓRo '!!'e

tratarla el mt8~0 punto sI. -
sobra la tront(?ra se especf,

ftcase el ualor de 
Sabem.os qu.e I 

d\U a "'" ~, , . - =- - ,"0$0( + ~ ~(l.V') Q!( 
dr) dX ~~ 

además al dertuar (lO) se 

obtiene: 

~ = \ t~ 4)0 1- >( 1 d.lw) "l ;i"vJ )..f..' · 
\ ~ X 1. o + o ))( d~ <> . 

-;)uJ l.~vJ) ('tW)' I j)l!:i{ ) .' 
)i= \~1 Q 1- )(\ .))('~j Q + 1 \ d'1L ' 0+'· . , 

al er:tp)ea.,. (11) y (12) podellos eZPr 'sa1" las dcrtun.das nOM'!ales 

en. B. a j¡ JI on .tune,! 6n de .la prt:;¡e ra y' segunda de,..' ualias. de w--
. .' . 

eno y de.'magn,'tudes (teométrfc:as qu!) pueden obtonerse de la. 1I 
. , 

gura. Ast pa~a el punto e se tt~n9.: 

\~~ )~== [\ ~~ )0 + j'h ( ~:':~D~os"'( + ~.;)d~ t + 1 h \ !~ ),l~"ct~+ .. , \\~) 
que en ún~cSn con las dos exprestones stldlar~,]s para \~;:)611l:~)N 
mas las 8iJrtes de raylor. para. w! Y ID", consta tuyen un ststema 
de .clnco -?cu,actoneB' shud táneas en la prti71.f;I'a y se(Junda del't 

"adas en O;, lal! -,cua.les' pucdeTf "esolu8l'se pa,.a las s9.'Jundall de 
rt uaC:t.as y fO'l"1!1,(Jr ase 1 a ezp1"est6n cor"'espond'ente a.l dS/UJ, ,.:"0-

110 de 1 a ecuac' 6n' de Lapl cee. ", 
Proceso b.,- Este pra:sso. de n,mor P,.~cist6r¿ . tt.mt:> la-

u.:mtaJa de su. oran senct11e8. Para tlustra'''lo supongamos r¡ue

on la ffgura S se 8sp(jctfica el ualo,. de ~ en 'la. ;ront:,'f"a 
dr'\ 
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prozt~actón se ttene: 

el dasar"ollo de la ·Jculloión d~ -

Lap1 ae'e on el pan to e d" 1 a "fgu 
,.a ,.e,$u1 tal 

lIib + ID" + W<aI + w", - 4lDe o O ~14) 
que tncluye el ualor de 1D an 91-
punto ftcttcto b. 

S,' ut'l 'liamos tn terpol actón 
ltnea1 8 tntroductmo~ el punto -
E mostrado en la f'gura ( lb eB
nomal a la frontera en A ) qUfI
da: 

46 'ID iI :::: & 1OQ" + re W JI ( 115) 

además y 'oon el mismo orden de a , 

W¡: ar' w.Jl;, - Eh ( ~) 
\ d"" ¡J,. 

eItmtnando 1D4 entre (15) y (16) resulta: 

al .,.emplaJIar en (14) se obttene: 

que es el desarrollo buscado. 
Un rasonarll'lento o.nálogo oonduce~ para el dearrollo de la e 

cuao t 671, de Lapl ace en: el " pun to.ro a 112 ezpres t ón t 

tI t ~-)I()d (1+ ~)UJj"," f'c. (~\ +~(~~;) .. -{04-~ - ~ h =0 \\<;) 

como casos pa,.tfculares de (19) S8 tfelLen los stgutantés: 

En el caso de un punto stngular co~o ode lo. ftgura 6 en -
el cual se cono.sca el ualor de ia derivada an una "de las <11.re -

~ '. . ' 

cctones de la red" por eJem.plo Gt:l,,''II. =,t;t~)o el desar,.ollo de la -
ecuact ón de Lapl ace para el plLn to oes:" 

101. + 2l1J~ + l0.,. - 4'ID1) .¡ 2hGo :;: O 

si se tuvtese Go = O resulta: 

(ao) 
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W.z + 2w, + 1.0 ... , - 4100 li:I O 
lo quo serta equ'ualent'e a que 
2-'~fU(Jlle u.n eJe! ~~ Si~(1 t,.ta"t 

(El) 

1 f'l 1 '"ea' 

s, '8e conocte,.a además Gc,~ ~ t !;-)o 
el desarrollo de la '1cuact6n de Lapla-

Ce r08ul far! al 

2w! +Ji!rDt;. - 4lDo + 2GO,. + 200 '3 .;'1 O (22) 

Y 81. Gox = Goj .c O queda: 

2wa + &o'" - 4lD~ :ti: , O . 
lo cual equivale a qUiJ las ltneas 1-3 ' 
Y 2-4 fueran eJes de s'tmetrta.. ' 

Redes .'}raduadas.- Fr;]cuent~tz(mt'e 

se requiere mayo,,:" prac'sl6n, en una par 
te de la regt6n 9studtada lo cual puede log~arse medtante el po 
80 de una,.ed lJruesa a una ,.ed. ftnat.> Esta r!l ttma puede tonar u 

o 

na a/i!pl t tud (1ue sea -

la m.ttad de la corres 
pondtente a la prtme
r~ (ftgu,.a 7) y cons~ 
cu<;:n fem,;m te para 1"etz-

1 tBa,. la transtctón -
de la red gruesa a,la, 

e. red .Itna" se requt8rs 
F"i~. '":\ una ,r-ed tntGrmedta de 

amplttu.d 1&1/2 or'matada a 45/)con respecto ,o la red tntctal .. En la 

ft.?u,.a ? 8e muestra la' tr-anstctón ,.equertda para el paso de una-

1"ed a ot,.a. el desarrollo de 14 6cuactón de Lapiace apltcado a -
pu.ntoS' en la Jlona d.et~anstctón conduce: pa,.a 108 puntos:' a.tJ}:-

lJ) b + lOe:. + 
lD", + 100 + 
111,... + lO., + 

Y a ecuaciones análogas 

w~ + 1O~ - 4w~ J:l O 

lO" + ~<. - 4w, :::t O 
lDa + 106 - 4lJJ ¡ .r:t.t O 
pa1"a los restantes puntos 

(83) 

de la ,..éd ftna~ 
Obse,.uamos que. con el uso de redes o,..aduadas, (-rl número de 

incóantta.s PU;~d6 redactrse cons!de"'ablemante: al all:~enta,.la p1"e 
",Jetón solo en aquellas aortas' en donde sea indt3pensable hace,... 

+ Allen 1954 Relazatton Hethods Ne 'G,.áw 8t11 po 72 
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lo. 

Soluc&611 de la ecuac:tón de Laplace por el 71'dtodo de, r81a.1a

c'ones~~ SuponfJO:mos para tlustrar el desarrollo, qua en la re -
o'&n R mostrada en la Ito~ra :; seedeaea es'ncontrar • .:m los nudos 
de la red tra;iadá." los ualores de 10 que sattsla[Jan la ecuactón
de Laplace; supondremos oomo con~'ctón que en la frontera S6 CO 

Cen los ualores de w o de ~~ • 
Al apl tcar los desarrollos de la 9cuac&6n de Laplace. ob te 

ntdos én el tnctso' an'terto,., a cada uno de 108 n nudos, de la red 
se llega a un stste711a de 'ecuaciones con n tnc60nltas que en ge
ne,.a~ puedo ~scrtbtrse en la formal 
-w, + b~a; lOa. + b'a lJJ,J + •• 0+ b,rf'I~" + k, :::: O 

bu lO, - lOa' '+ b.li wJ "! ••• +, b.zl"l lD" + k" .: O' . (2.4) . . .. .. ... . ... . .' . . . . . . . . . . 
bnl lO, +, b"2.lD;2. + b"alDJ +~' •• + bni'l_,w"_1 - ro" + k.., :1 O 

,en donde el nWne1"O lliáz,blode coa/teten tes b,J.j no nul ~ en cada rJ 

cuac'ón es cuatro. ' ' ' 
Ind'tqu.e1fl.os con ll¡. (,.eBtduos) al ."alO,. aclqul.rtdo por el p,.t 

mer miembro de la , Isima 'ecuact6n para un conjunto supuesto de 
, ' (0\ ' 

ualo~es tntclale8 wj • esto eSI 
'(o) b (o) b _....JO I b' lO},. 8 - ~ + 11. 1D~ + I!J lO., + •• ,0 +. 1,. lO"., + ", .: I 

bal 1O:Ol 
- wiol + bH wlw + o '" '" . + b.¡n lO;:; + Ir;&. .. ' ll. 

• Q • • o • • o q.. • • .• • • • o o o • • o 

b 20
10) + b 101 b to' (al 'k R 

r1/, ..... 101. + 000 + "'I"I-t lD.,_¡-: lD", + 10'):::: "., 

El proceso ae relaJac'ón constste en cambtar 108 v410res t 
n tetal,es de las 'nedont ~a8Í1 una o m.ás a la .')811. hasta que, todas 

las JI ,sean aesprectablell. Con este f:n n6tese gae, si una d~

terminadá w:aO
) es, tncrementada en' S ~Q, ti entonc3s lit<. cambia en --

. - ~ ID_ mtentras los ré:s'antes JI;, cambtan en bi/li u,b,. •• 
Para red.U.ctr una ,8;.. diOQJR.08 HIZ. a ce"o; tncrementamos -

l1i~} en hZDQ,.::r Bt:¿ J hecho esto los otl"OS '.al. también cambtarán y -
deberán 8er rt?dUC'aOB a cero meá' an te conuan ten tes tnoreae" tos-

~ llt· o' Desde 1 uego 
)' 

+ • 
eztsten dtl1ersos ':':ledto8 pa"a acelerar la-

.. + Southwell R. '0 1946 Relazatton methodstn theori1ttcal phystc8 

O%/ord Yniuersity Pres$ 



convcroencia del procesoo 

Cálculo de. prtmeras derilJadas parcZale.s en la trontf?ra.- U

na "BIl ·encon. tradO~f 108 ual o"'os de 1]) en todos los nudosd,:') la red 

68 n{;'ce8art o, pa'l'"a 1 a apl t cae! ón d::.ll método que se p'l'"opondrá pos· -t.erto~ente" calcu.la" ~~ y ~i en los puntos da fnte1"secctón de 

la.lr~nte,.a y cu.e~das de la redo 

En la ftaura 8 se muestra un caso t!picó :-7& donde la ,,.onf!!.. 
,.a oacortada en B po,. u.na cue,.tia hortaon tal ti.;: 1 a red, o 11 3 

o 

són 10$ nu.dos adyac.ente.s 'a la fronte

ra y ~loJados endtcha cuerda. 
Según el mi todo d.e flSC,.t ta en 1 Q 

hoJa S se obttene/).omtttendo té~tn08 
3 d.el ol"'don de h : 

En la mtsma forma pueda hacorse ver que: 

h.(~~)~ == 
U cons~cuentemente:' 

Esta ezpres'6n U otra analoga para el sent~do Dy •. n08 perm.! 
ten oalcu.lar el ualor de las p,.tmeras par-ctales en puntos· aloJa

dos en 1 a ,fron t era o 

E/r'stencta d.e la solu.cf.ón.- . 8Ít. nuest,.o p,.oblema espec{ftco 

gobernado po,. la ecuact6n de Lo.plac8 podemos efectuar el S'U1der:. 

te ,.o,lIonamtentol 

Como hem08 o'stoo las ecuactones algebratcas po,. "esolue~ -
extgen qu'e elualQ'" de fD en 108 nudos da la ,.ed estén dados P01"

el proT4edto de los valo,.e-a·-~-l:Os cuatro puntos adyacentes; e--

110 1.141'1 tea que los val o,.esc!e lD en pan tos In tertores de la red
no. puedon se,. nt múimos nt mtntm.os ,.elo.U uos 11 consecuen temente 
108 'm&rtm08 o'mln'mos solo 'se presentan en puntos alojados en lo. 

f,.on te "0.. SuponOQTlloso.ho,.a que lDes nul a en todos l08 pun tos ds
una ,frontera cerrada: luego. de acu~rdo con el r~sultado ante---. 

,.t.01"o 'ID debe lJale,.cero en todos los puntos tnte,.tore.s de la red~ 

.. -- -- ----_._-------
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Pero st un ststem.a homogéneo de n ecuactones algebraicas -
con n incógnttas solo posee la soiuctón trtutal entonces el sis

tema de ecuactones no homo,géneo obtentd,o al fntroductr en el an
terto,,,, se{)undos miembros' no nulos ste,":tpre posee una y solo una -

+' solución 11 esto es. la soluc1.ón aproxtmada de nuestro problema -
es úntca. 

Cuando se utiliza un método tterattuo para resolver el sis
tema de ecuaciones a1{)ebratcas g;Jn.erado po.,. 1 a ecuaci ón en dtfe
rencias ftnttas se ocurre pensar sl el método tteratiuo en s( -
conv(r"ge a loa sol uct ón del sts tema' de ecuaci ones: . stn, embar:-go. -
ello no se puede discutir puesto que no se especifica una tecnt
ca ezpl{cttaa se{)uh~ pero. p,uesto que el $tstema de ocuactones
posee una soluctón. esa sO,luctón puede' encon'tra,.s8 po'" "al.gún D -

proceso de re1aJactón. 
Apltcactóno- En la apltcación del método al caso parttcu-

lar mostrado en la figura 9 disttnoutmos los siguientes tncisos: 
. 0.) .. - La 1 (neo. dE! saturac'ón ,Be se t,.Q.JlÓ tó~ando como base-
.' ++. 

1 as tabl as p,.opues tas por A lO' Casa,qrande IJ se ha tndt.cado con --
trallOS punteados la linea de saturac,'6n uttliaada en un .ensayo -
an terior. 

b).- Pa,.a obtener los ualor de ~IJ consecuentemente las 1(:'" 

neas equ'pot8nctal es' se el tgtó una red de relajación cuadrada, -
o,.adu~da en las ce,.canías de la línea de saturación y haciendo -
coincidl,. la base AD de la cortina con cuerdas de la red" 

La línea AB (paramento aguas arrtba de.la cnrtina)es una -
equtpotenc'al de valorcP~ kh.= 23170 elegido ,arbttra~iam..ente .. ' 

En la. linea de saturactón BC y en la linea CD (pa.ramento -
aguas abajo de la corttna) S6 conocs la ca{da, de potenctal ya -
que, según los tnctsos ~ de la hoja 4. este es p~oporctonal a -
tly~o Los valores de asoctados a puntos' de la ,,.ed sobred'lchas -
fronteras se encuentran tndtcados en la, finura 90 

La lInea AD (base ,do la cortin,a) es una. 'lInea de corrtente
donde se cumple d~ -;:.0 y como coinctde con cua rdas de 1 a red se -

, d'l"'l 

puede considera" como eje de simetría. 

+ Rtldebrand Fo Bo Hethods of AppliedUathemattcs Prenttce Hall 

1960 po 22 
++ Creager~ Justin p Rinds 1957 Engineertng for DamsJohn ~tley 

Tl" III po 665 
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, " '\ .,~'. , 1 

De acuerdo con ~8ta~ condtctones delronterá básta apiicar 
convemtent#lmeAte1os d.esarrollos (9J, (11); (Si) Y (23):obtent -dos anter'ol"mente, a los nudos de la red. para obtener un stste
ma ltneal de 11 ecuac1.ones con 11 tnc6onttas: este st~"tema se -
resolv1.6. por le métod.o de relajQc'on,;s+y los "alores J'tnaloll de 
~ aparecen tncUcados. en la tabla i~. \ 

c).- No obstante que este estudIo est4 enfocad') 0.'10. "srt 
. -

,ftcact6.n de la línea da 8aturactón dsscrtbtremos breuemente los 
. . 

pasos a se.qt.d,. paro,e1 trQJIo completo de la red. de flujo sin -' 
procede'" (J dtbuJarlao 

·Desde luego" supontendo que la línea dí3 sataract6n Be se -
ha V(;"'ftcadosegún el r,¡etodo que se propondrá pos"te.,.tormentel-

. . . . 
10B "alores de la. J'unct6n .de co,.rtente pu.eden calcula1'se a par. 
tt" de 1.08 valores de (> antes. obtenidos ya qu.e se tiene: 

~~~. ~=_a' 
~)( ';:',<\ ~'l ~')( 

cuyos deso1"1"ollos en dtferen.ctos ftnt tas referid.os a la' f'!J'fJra.~ 
3 son 

. 
respec t t l1a~en te· 

~, - ~~ =: ~;.- ~4 
.~ .. - ~4'=' o/!l -y)¡ 

de este modo, elegtdo el ~alor de yen un punto, puede ctetermt-
narse en .el tnmedt ato s1.gutent8 a parU r' de los ot,.os dos d. ~ o 

Ftn41l1l.enteq·· conoctdoa los ual~re8de ~" f . podemos trua?"
.rlas líneas de .cor,.tente y las equtpotenctcles que cQnstt tuyen la 

red de flujo que nos tntsr.esGo 

+mayo~e8 detalles de la .apltcact6n de este método pueden uerse -
en: 
Luna 8 0 1958 8stadto de la8 redes de fluJo por el método derel~ 

. Jact6no 
Ing~n'e,.ta·Htd,.áultca enH4ztco 1961 Determtnactón de la red
de /tltrac'ón para.el coraaón tmper.aeable de la ,presa de Ualpa

. SO,t Ch'so 



351.22.----., 

350,11J 1 

340.4i> 

63 

o 

71 12. 'H 74 77 D 



Punto cp Punto, ~ 
1 ' 22844 40 14437 

2 22306 41 ).3795 
3 21770 42 1316,:,; 

1: 22639 43 21237 
5 22081 44 19062 
6 21544 45 16640 
'1 21001 46 1:;343 
8 20481 47 13996 
9 21845 48 13'::69 

10 ' 207,rJO 49 12598 
11 20248 50, 11919 
12 19'120 51 lP!7r99 

13 19201. 52 ' 18030 
14 J8668 53 11233 
15 8223? 54 10405' 
16 21077 55 J4698 
17 20017 56 ltil61 

18 19488 ' 57 11481 

19 1V007 58 1059? 

l?O 18396 50 9611 
21 178J3 60 9996 

22 ' 1'1829 6J 2,"'1413 
, 23 19227 62 '20581 ' 

24 18100 63 1835? 
25 17515 64 ' 1,5698 
2'1 16940 65 J2469 
I!l . 16389· 66 ,10560 

28 15630 67 8343 
29 .. "10625 68 994? 
30 19520 69 . 7487 

31 18382 70 4525 
32 17816 '71 2/.~08e 

33 16627 'le 20334 ' 

34 16044 '13 28096 
35 15455 74 15334 

36 14aq~ 75. )1851 

3'1 14B91 16 ' '11:'3 
: 

38 16308 7'1 , 4Q'14, 
" ' , ' : t' 

39 15Q~8 . 
<1 
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~ 'Las 'l4od&.9-ra/a8o - Rn este método la tdsa .fUnctaFl1sll tal 68 el 
c~~8tde-ra~,los tres planos stoutentes: 

f 

Plano ,1 
z (pl ano de fluJo) 

" 11 (plano ,de las' hOdógrcfas) :', 'w :::: U - ttl ') 

en donde ~ es el potanctal de rJelocfaades, ~ la functón de 00-

r,.tente ll :el/V las coordenadas en el plano de fluJo, u y D laf! 
componentes ho-rtaontal y uerttcal de la ueloctdad,(v~r fta. 11).' 

Cual gu té -r funct6n: ~ ::r:: " (11) gu,e deftna' una transfo1"mae,t &n 
CCnf01"m8 de una 'f!gura del plano ~ a una ftgura del plano Z ad

mite p,.t~era dertu~da~ 

que tamb.~n es funci6n de s y consecuentemente permttt,.d una -

trans/ormaclón confome d..=:l plano W al plano Z o 1Jic;,:varaa $.':,

tendrá: 

= , ~x d.::c 
y cono z = z + ty resülta: 

d\,' Q)~ 
w ~ ~ ~ t::>i: 

"'C .h 

atando ~ y 'V respectlvai!lénte la functón poti~nctal y la functón 
de corrtenta de un fluJo potsnct,al b'd'menstonal del plano Z,
la ezpreatón (3) podrá escrtb'rse: 

W':::; ~ - tu 

+ Jo.eper Ch • .';n[Jtn,Jertn:] .Plutd lJ'echantca Sto lfa'rt1,n·$ Proeas p. 
442 



Plo.no '5 

I 
I 
I 

~-~---~ 

- ..t8 -

Plano Z 

Ff. au ro. 11 

x.. , 

1.]'" 

.PI ano 11 

. Ezcepto por el sIgn,o de 11/1 1 as coordonadczs( u. v) de cual
quter punto en al plano [J son tdénticas con. l'~s component2$ de -
laualoctdcd del jluJo en el plano Z. st lo. transjom(Lctón del 

pun té A d.el. piano z. conducQ <tl pulÍ to A, en el pl ano W y si A'; -

6s.el stmét-rtco del punto A, respecto al eje. de las ú~ 'entonces . . ' . 
).r.w coordenadas. de A, representa,.&no en 11l.Q{Jnttud y dtre,cctón~ a 

las componen tes, dca la.. veloctdad dal punto A dél pl<U3c> Zl la -rec

ta, DA:, es 131 'I1Qctor ue.loctd.ad r del punto A.' VemOSr;U(3' a· todo'

punto A del plano del IluJo. en el cual el jluid.o ttene oeloct-. . 
da.d YA corresponde un punto .A, ~'endetemtnado d.el plano rt st
t·l.ic.do :d.o tal ma,,~ra qu.e su q.tston..cta aJ· o","'oon es pro,ctsamentel '.,r + u'" C'I moei ~ 

.A toda 1 !n3a del pl ano de jluJo corresJ,ond~~rá una 1 (n"'4 del 

p1 r.:.no i? y 80 d1.ce. q~e ós ta úl ttm~ 98 la hOdóo,.(·ja de' 1 n. prt14e-ra 
y que el pl no V es ~l pl«no .do la8 hodógrajas. 

Fn 'el plan.'" de las hodógr,.:fo,s. 1(:8 líne'1s de l1-i]loctaad. cona 
~ -

t'en t,e cm magn t tu d.. (1,'$ótacas) están "0 p,.esen tadaa ji",. c{rc:~l ()s de 

cont,.o en r.::l O,.taen y las 1 'lneo.s de tgual dl,.ecctón de uelnc'tdad 
(&s601 tnas) po,. rectas que pasi'i.n por el or.tgan_ constt fuyendo·· .?!!. 
tre Q1tI,'bos una red o,.togon.alo Como lO es fu,nct6n dé ir.., varia,ble 
complejO. ;]11 le. co,.,.espondoncta ~nt,.e los p1 rálOS .17 y Z es conjor
me+ . y ~(msecuentem~mte la red constttu!da por las 'sótaco8 y las 
+ Leu! E. 1961 lIat-em&ttcas p. 71 . 

Leut !. gecán~ca de LiquidaS p. 152 
.. 1 
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• 
t8óc1t~as en al plan" Z es taabtén una red ortogonal. 

De Q~aerdo con {3}_ la relactón ~en~tondda entra ~ y k resul 

ta: 

cuando la relact6n entre 8 y W es mas 8p.nct11a.que aquella que'
relacton~'a 11 con ~. resu.lta éonuent'ente aplacar el 11Hltodo d.e -
las .hodógrafastI ya que entonces. en base a 108 datos relativos -
a las "eloctdades en el plan..o Z se efectúa la representactón ho
dónraltca del j1u.;Jo en el plano 11,. de t1sta se deduce lá relact6n 
func'onal que ltga a w con ~.Y reemplazando en (4) se. obtiene ft 
nalmente. la ezprest6n del potenctal compleJo 1 ti en ¡Unct6n de 8. 

Desdelueoo, de ser posible obtener las lineas de corrtente 
y 10.8 aqu.tpotenc'ales en el .Plano de las hOd60rafa8, podemosob
tener sus coordenadas correspondtentes en el plano'Z S1& Ja forma 
que stguel 

I.AJ = ~,i =- .~ 5~"1o( :. ~ cosO( 
~'& ~~. ";))( 

- ': )~. . \&'&. 
" c..O$OII d ~ '\ =: C¡WQ( ·d ~ 

~, \10 ~, uJ 

an donde c:II( ris el &noulo qU'e el u8ctor ueloc'dad lomo. con la ho-
rtaontal. 

Condtctones de jrontera.- Para ezponer laB condicIones de 
frontera cons1derem08 una co~t'na ABUD permeable l:mttada tnfe
l"tomente po,. un e8trato tt::p(]1"14,'Jable AB BCDún se muest,.a an 10.
j&ou.ro. 18; seo. CD la. línea de saturact6n del fluJo que la atl"a
uleza. En el InterIor de la co"ttna: es uáltda la lOlJ de D"arcy: 

Y;:;:grad~ 
en donde: 

~ =r-lt,(pIJ + y } ;:;: - kh . (B) 

estand.o el eje "u" ortentado hacta ar,.tba como S8 ve en la ftrJu
l"a 12, Con obJe to de logl"ar la rep.resen tact dn hodógrajtca de 1 a 
f~ont~ra ob$~ruemos qu.e: 

d.).- El talud 'AO de' a,f)uas arrtba. .es una línea' equ'poten -
ctal y consecuente~ent8 las lln80.8 de COl"rtente le d&ben se7 -
norm.d.l eso. st el talud AC es recto_· será una t3~cl fna, ya que -

las ,velocidades asociadas a cada uno de sus puntos son todas po. 
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Plano Z 

(Plano de fluJo) 
Ftou,.a 12. 

./ 

-)]' 

Plano Ir 

(Plano d.e las hndóprafas) 

,.al el as 11 po,. lo tan to su. hcd&:J.ro.ta 8S una 'rec ta ac que p.': so por 
01 origen del plm:o Ir y as, perp.:'ndtculo..1" al' talud AC tal como sc 

J1ZUt3S tra en 1 a .ttouT'a 12. 
b) El estrato tmpomeable 11B cs ",71.(; línea d.fJ co,.rtent·~ (ho-. . 

Jo. 4) y ,a lo laroo do la misma d:~:be cum.pltrs6l 

t.¡I r::: C ta • 

'af. el ~strato ,lB es una .r,.ontera plana. fJue lome un d.n::Ju.l0 o( con 

el aJe Z: d::;b,c?,.á sor: 
atP 

u=-y-cosO<. : 
~ // 

es deci r: 
U 1= cot O( 

u 

1;'" cua.l signtltcQ. que la hodóorr:.fa de AB es una 1"ecta' ab que le 
es p::,ral td c. .y palla por el origen d~;;'l plano 111 8t AB es hC1"t.;~n

.'tal. la 1"ecta ab cGtnctdt,.& con ~l~Je d~ las u. 
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e) La linea da satur(.:ct(~n el) as un', llnaa d·'.] c:orrt~:nte en 
donde 1 a prest ón $0 m4n tiene ccnstan. ta (hoja 5) y conse,ca "n tr
mont.:'. de oeuerd'; con, (6), podemos esc,.tb,tr: ' 

(7) 

(8) 

en df')nde 9 e8e). (~n.qu.ioque foma la tangente a la l(n,;a de 
turRet ón con 1 a hor1,¡¡ón tal. Rae1Apl aliando (Q) en (7) quedal 

k "'" 80n 1} , ~ O 

que pu.ed.e :'18crtb ~rse t 
:Z' "\ 

u., + ~~ + k~ : O (9) --

8C-

en :'JI plano da 1 s hodóor,ajas la exprest~n (9) es la ecuación dé 

un círculo acdh de .cen t,.o u ;:: O,. -o =- Jz/z ÍJ redto k/a. 
a) El tal ud BD aguas abaJo do la. corttna. en cr!R tacto con, 

el at,.'G, .forma al &nou,10 f?'" con la horizontal y co'Rseeue'!"temonte 

la componenta de la ~eloctdad en la cUrecctón f!.el talud p(1c!rá. -

e~·c,.'b ,,.S6 1 

~ Ji ''n . d~ (lO) . -v: - ~ =-~ ~ =:.- '" - -=- \z S<L~,~ 
~ d~ ~ , dS ~ ,d~ ~ 

an6:lO.[}c:r.t.f?nto st dest[Jnamcs con ti al !,nnulo qúe 1 a tang:int::! a la 

línea de saturactón. en al punto lJformJi con le hortzontal. r:;su! 
tal 

-v- = -Ir sane " (11) . 

ahol"a bten. cnTlP el punto D es común a la l,tn.¡~a· de satur(tct6n y 

al talu.,d ti.[Juas abaJo debará tancrso dí:' aClJ,Qrdo con (iO) Y' (ll) I 
Ir sen 8 cos {(B- 8 ) JI:Z k ~.;1n (3 

lo cu.al sólo so uertft-cast {}:f!o esto ~8~ ltll·(n('!ad~satur .. ~et6n 
,- . 

(.)8 tangenta en D al talud agu.as abaJn .. . Por otra parte 'ifl .'?x¡u"e_ 

stón .flO)' 'puedeescribtrsel 

u. co.s'~ + u 8en~ + k sen (S 'JI:Z O (12) 



rfU:] :~n ,]J. ,Ú 'rtO d.¡;' 1 es h:,;d.1j/;rllj'as f':; prt.:J:;;en -,;a ,a una r"~C ~a que pasa 

por el pun to te ::1 O~ -1) == le Y que es nomal al ,tal ud BD. 

En reSUJ.1.3n U refiriéndonos a la j'iguro lB s.; tLrne,1 aln -

Ironterr.,,'mperm . .::able J1.JJ cOrreSfl(ind8 I-;n el plc:mr:' drJ las k,"d6.r;ratas 
el seomellto ,ab de una recta pa,.(Aj~la, a A.D~ ai t,alud I.C al S6fJ7l!::m.

ta d(¡racta ,iZC Ramal a 'd.toho talud. al tC\lud IJD ;11 ~N{Jr:tento de _ 

recta ba nomal, 4) ~c:lu.d", " 111 ltn';á de saturact;~n CD al arc,'lcd 

de un ctrculo d";' centro (O. k/2) Y r<4dio k/2. A ld. rront,;rc .!CDB 

'cr,r,.esponde Em 'Jl pl ano .da 1 ü8 hodóar 10.3 (;1 cudartl ¿to,ro curpt
l(nélo (letfl) (jue presenta la f!,":':n vent.:'.';jc. dl3 ra·J71!JlJlc.";ar a la l!ni:~(J.. 
de .saturactf.n C])~ d~ loma' d.,,:¡sc(':n()cf,da, pO;" (Jl arco dA círculo cd 

p$r/actamJnte d9ltntdo. 
F)uJo en, elplrno de .hndÓ!!1"o . .ffUJ+.- st en ~l pl:-no 11 ele.?f

mos un d-cfter¡;:'rwdo camtnod,? tnttlfJr~~ctón y d;lstonar.i0s con 'Vs su 

dtrecctori vart abl e y con..y a 1 a at r:;ccf,&n de la. tanrpm t ,;' alas 

líneas dEl OO""'enfe. ,.~sultGl que el uolor .de r Gsoctado a cada 

uno de' los pU1'I. tos dol camtno da tnteoro.ct&n es: 

s .. 

yJ "" l-V- ':0.,. \\1, -y )..15 (13) 

s, 
y . c1l . oelor de cp resu.l ta, 

$,. 

4> = \ Y ..... V> \V1-)l)dS fH) 

":>, 

luefJo. con·:-,cidos 108 1)(l.lorns d.e -..¡- y V '-1n toao3 108 puntos de la 

re.,']totÍ [J1Y·:den obton,':rsa lfn,,:¡G.s egutpotenctaJu y de cor,.t·mt~ po" 

meato d.e una tntegractón sráj1ca y retorn~r al plano dal flujo 
(pi anoZ) u ttl '.sanar, ltI..E rel ael on'e8 (5) dal:.~· hoJa. le¡ I jtnalmen ... 

te. podemos obtené;:r la lonoi tud BD d~l pOJ"'O.;-::.ento rt{}uascabaJo de la 
corttna 111ostr .. da en l(,~ ftoura 12 pu.es S''3 ttenel 

c::l 'f ~ el ~ =- -y- Sfl.Y': \~-~)J 5. ' 

(lS) 

.,. O. Br t ton6d :'r, 1959 F'r:u te Ol;orfl tlche una Hc.'()[/,"!wdl '1. ¡;!~'e t 1:)P.-
I .• . .' " . ( !. • ~ 

80ntltche Randbed~ngli.niym' d.'1" Dt'mmdutchstc/CerU7t2_, D,'''' Br:u'n:~r,:nte 
'.. 'l ,w. ~ 1. . ~. I : ~ ',~' '"l • ~, , -

u r' n. 9 351-362_ v • ~',I '; 

, i 
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Apltcac,ón.,- !!ntes de a.ta.co.r :!l trru:o d~ lo red dn fluJo 

st.'Jutendo el i!!t5t.;a:·, del tnoadrJ en el tnciso 'on t,?rtor lJ nZ" ,r:?ás# 

ant'!3 'de tntontar ob'ten'1r lo.. 8óluct6n nnaltt.ic.-:, 'd,'Jl rri¡ble::JQ,.lo 

cual poclrCtt '$er obJeto dr.9 un tr 1}(~Jo. postertnr: prO[!fl7U)'C!'$ un -

mé~ndo ,ttera.tilJo !Ju~?n~}s .'oermtta a8r:lJur;~'-.' (W br:se ,,1 pl nr. de h..;. 

d6sro.!4.s, que 1 (t .1 inea de sa tU1"act 6n ' tra.zada e.n El plano at.' Ilu

Jo Q$ correota. El proceso a· 8~ou~r es el 8tg~tentH: 
aJ Dada 1 a seoch~n y' caroc feris ttCf].S at1 la éo,.ttna p,.oced.!" 

17/,08 a traaar la. l!n:::a de satur/2ci,ón stgutendo p",r :J':!'m.plo lns ta-. ' 

bl as p,-opu.as tc..s por A o Casa.'Jranda (ver .f.i.'}ura 13). 

Conoc:tdasa.s{' las con4tctones de ft"ont:J;"'a. (u,jr capítulo 11)," 

se procede a obten:r l,os 'I.M.lorc,8 da 4> asociados a dt"'.?rSo3. pun

tos de la cortina para. lo clJ.{ll 80 u.ttlf¡.j(! .el mJtodo d~'! .,.alcJ:'cto 
, -

nes,. 

,b) S~!Jutendo l,a.s td,¡?O-S c,xpuestCls en la hoJQ. I~ y stf}u.tantes 

t,.a,·;anos. CÓ1!1;¡ se nli.::rstra en lq fJ!Ju.raI3t> la re.nres ,'nt,ct~n hodo-:

.'rrúlf. e a ~.1 14S ,.,.0'11 t (J ras del,:; 8C·U r,-tm t m t o.. Da e 6 t a 'f.'l an~ r" 1 (1. _ 

l(n:')(J. de saturQctón Be qr.L·(la roprcsent{;,da P,7a el plan do las ho· 

d!~.r;"'o.fa8 (Jor el el,rco de círculo be. 
e) Cal eul amos 1 as componen t¿s u. !J v de 1 (.' ueloct da.d::m una 

serie de' puti t08 aloJtt.do8 en la 1 tnea da aa tur-c¡c'ón Be pt.,.a 'lo -

cual apM>I)echá:mos l08rJaloro8 ob,tantdos "m la 1"cla:/aetón (!.ntor'·~13 

d) A parU r 4.(1, 108' ualo"'68 cte u y ,p, an.tes, ca.lcu.l ados proce
demos 'a,d.ibuJo"" en (Ji i,lano de las hodógrafas¡) lo8'peC~O,.oS' ."elo 

" -
ctclad respecftl1O$ cuyas eztrem'do.d.es debe,.4n e8tQ~.aloJadas· en el 

o.,.co de círculo bel> s& eato no acontece p.,.ocedemo8 o modtf'eo.,. la 

1 tneo de satu,.qct6n ort.O,tnal en el plano de fluJo ( plano Z ) 'has -ta logra,.lo~ 8stas mod:l,ftcac'olllls deberán ,.ealf,parse, tentendo fin 

cuenea la magnitud, y dt,.e.ccl,ón de la oeloctdad tn4tcada por el -

plano ds Aod6gr~as y las Da.,.~ac'one8, qU6Q con respecto a 81108.

presen,ten las olJteni..das a p!lrtt.,. de la lineo. de so.furac'6n 0,.10t

nalo 
En la f'guru 8e han tnd'oado ~on a •• b,# •••• Ara 10B ~ 

pun tos local t.Jlados . en' el plano de fluJo en Jos cuales 8e calcu16 
la oeloctdad. (en algunos casos la veloc'dad fué calculada en las 
ce,.can{ as de d.ichos pu.n tos) len. ia lioura 13. que co,.,.esponde 0.1-

plano de hodóorajas" se han tndtcado 0011 a2 0 bz. 11 1'> .'0 f1 AL o. ios-
vector-ss tJeloctdaa asocto.dos a los pu.ntos antes menetonadoso Es-
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tos "hetores velocidad deberían aumentar pr-007''estvamente en mó

dulo, partiendo del valor asoctado a c hasta llega,.. al m6dulo -
de la ueloctdad en á (u~r ftgura 13): además la pendtente dé dt 

: + . . -
chos u6ctoree tambtln debe c~cer a partt,.. de e y hasta llegar 
a do 

Obs~ruamos que todos los puntos Blegtdos caen JUera del ar -ca de ci,.culo cd.: est~ d.t.sperst6n plieae deberse" ·'é1.deás de ~os-
errores propios del calcultsta. a que toda la labor se eJecut6-
encalcul adora de' 8SC'" torgo; stn· emba,.go Y. pros'l.out endo con 68 . . '. -. 

te p~'me,. Intento de apllcac'ón especCfica obs6rpamos que: 
a) 00 obstante la dtaperst6n antes menctonada. los ezt,.e- . 

m.os de 108 pecto,.es"eloctdad: aa" b1.D ...... 11.'3,. tienden a deser.!. 
bt,. un arco de. ct~uloconcdnt,.tco con c~ y pr6zimo a 41. 

bJ A pesa,. de que el módulo de dtchos vectores no crece -
conttnuamente lJ las oartactones que p,.esenta·son pequ.eftas y pue-: 
den ser ocastonadas por los errores inherentes al próceso de re . . -
laJactones po~ 10 cual es de espera,.se que epn el aa:tlto de md 

. -
qui.na e16ctrcSn'ca 8e llegue' aresul tados mucho m.ds satisfacto -
,..t oso '. 

'e} En cuanto·a la pendiente de 108 qeoto,.es velocidad. es -ta crecs'conttnuamente sto presentar ntngun4 reo,.ast&n. 
En base .4 las observaciones anfe,.tores8e constde,.a tnn80e -sarta modificar la linea de saturación considerando i08 resulta 

>' .'''' 

dos obtenIdos como satlsfactortos ya que. el principal obJeto -
de este p,.tmer estudio es hacer ue~ la utab'l'~d_ 88nc'116z y
,.ap'den del método propuesto. 

Conclus'on8{1o- En cuanto al mé·todo derelaJactones obse,."a
mas qu.e: 

4) EII' c'on oen , en te u'til1saru.no. red gi'"ad.u.ada en la cercan.!a 
de la lInea de saturac'&n ya que. reductondo ·constderablemente
el n,rlrn.er-o de tncógnttas,. aumentamos la prsstct6n en el c41culo
de ios vBcto,.esusloc·tdad alojados' en ·d1.clla .frontera. Po;' otra-

. . 
parte para el traso mismo de la red lasdtfer80cias obtenidas -
con.dos redes de ,.elaJact6n· cuya ,.elactón de amplttudes sea· del 
orden de un medio son p,.4ettcar.&en te tmpe'flCepttbl es~ .. 

b) Una "ea sistemat'aad.o el e41cuJo. este. se reduce a eJea~ 
tar una serie ~e operacIones muy sCmple. tanto En el método --

'!: .qaPe ~ace,. nota~q~eJalf ff,ou.r;as 9 y l3 son ,.educc'ones a es~ 

caia de' d.ibuJos bas tan te mayores.o 
" ' ., '. , ~ 
" " .J '. l' 

'----------~~ 



/' 
/" 

,..". /"" 
/' .-"" 

"/ --.-

FIGURA.' J3 



~ 85 -

! ' 

dJ relaJactón' en st.,: co?;w en el plant~o m1.smo del ststema de e
j 

cuactones; ello ocastona que el ttempo empleado en resolu8r el 
problema es suficientemente reducidoG 

En cuanto a la uertficactón de la 'línea de saturactón ob
servamos que: 

a) El cálculo de los vectores ueloctdad asocfados a pun
tos aloJados en la l!nea'de saturación sel"educe tambtén a Op9 

, , --
raciones a,.i, tméttcas senctllas que además aprolJechan dato,$ y -
resultados del proceso de relajación ante1"torG 

b) En caso de ser necesario modl/tcar la linea de satura -
ción supuesta ello ocastono. que algunas de las ecuactones del':" 
ststema ortgtnal d,esapa'l"ecen o son modlftcadas y aún puede oca -
stonar la apartctón de nuevas ecuaciones." stn (:fi!1.bar'go el ~úme,.ó 
de estas ecuaciones nue~as,o alteradas es en general muy pequ~ 

- ~ .-
ño en comparo.ctón con el total de manera gúe aprovechando la so -
luctón del ststema 0,-'01,na1 bastan unos cuantos pasos de r-elaJa 

, ..-

atón para llegar a los' nu'evos resultados. Ello ocasto71.a que el-
ttempo total empleado -p'a-ra la soluctón del problema ~Sco?,.!.paralo)..,. 

bl e con el que se reqlJ,t ere para 1 a apl tcactón de o trós procedt~ 

mtentoso 
c) ,En el caso de atacar el problema con calculadora de es

crttorio es aconsejable detener' los cálculos cuando se haya lo-
gradO que los eztrenos de los vectores ueloctdad tten,dan a aCU7!lU 

, ' -
Jarae en tor.no al arco de círculo cd del plano' las hodógrafas lo 

. ',' --
grándose adenás que sus pendientes crezcan sucestuame71.te partte~ 
do de las Cercan!.as del punto e hasta llegar' a la vecindad del -
punto do 

d) Se obser'p6 la conveniencta de inictar el proceso cons
truyendO la linea de saturaci6n según las tablas propuestas por 
Ao Casag.,.ande que se ajusta bastante sattsfact.c7"'Zamente a la lt 
nea o,o,.recta ya queo según esta apl tco'ct6nr¡ es pqstble que 1O,s
úntoasmod~ficactone8 necesarias se presenten en las cecanías -..,. 

"del tal ud aguas, abaJo.. 110 obstan te .en él casodeequ i uocact ónes 
'en el' t7"azode lá primera" línea de satur-actón ellas s8rán tnme--

. ' " , . . 
diatatnente detectadas al aplicar el metodoo 

, el F1.nalmente cabe insistir en la sen.cillez del método que 
'jJem t te su u til t.irac f.ón aún por personal n.o espect altl/ado", 
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