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1.- INTRODUCCION. 

Los trabajos subterr¡neos, correspondientes a la eKcavaci6n ~ 
construcci6n de t6neles, alteran.el estado inicial de la masa de 
suelo que los ro~ea. Estas alteraciones provocan movimientos en 
el terreno, que se transmiten ha~ta la superficie adyacente a la 
zOna de excavaci6n. 

En zonas urbanas, los movimientos de la superficie, pueden o
casionar daftos en las estructuras ubicadas sobre la zona de exca
vaci6n al inducir despiazamientos relativos en su base. 

Estos movimientos son de carácter" t!'"idimensional y dependen de 
las características físicas 'del suelo, 'del procedimiento usado en 
la excavaci6n y construcci6n del tanel y del grado de restric~i6n 
que ofrezcan al movimiento las estructuras de5pla~tada; en la 
superficie. Adem~s, varian conforme se avanza en la excavación y 

construcción del tanel a lo largo de su eje. 

Hast-s ahor"a, s.;: han .:onsideradc. Pi:'!," separ"ado a lospr"üblemas 
de la determinación de los perfiles de asentami~ntos superficia-

. les, ocasionados por procesos de tuneleo, y de la estimaci6n de 
los daRos que estos ocasionan sobre estructuras ubicadas en la 
superficie adyacente ~ la zona de excavaci6n. 

) 

Por una parte, se han d~sarrollado mªtodos más o menos elabo
rados, que intentan predecir las características de los perfiles 
de asentamientos superficiales, ocasionados por procesos de tune
leo. Sin embar~o, nunguno de ellos considera la influencia de las 
estructuras ubicadas en la superficie, en la definici6n de estas 
c a r- .3,.: t e t" í 5 tic a s . 

Po~ olro lado, se han obtenido un gran nGmero de mediciones de 
campp y mediciones experimentales, relacionadas con estructuras' 
daRadas por la ~resencia de as~ntamientos,diferenciales. En base 
a estas mediciones, diversos autores han propuesto valores límite 
de par-ám.ett-os ':c'mo 1·3 distot-sU:'n angular" (,y.> y defonna.:i 
un i tal'- i a (E.> , de tal maner7 a que nQ pueden se~" 'e :{ed-i dGS sin 
riesgo de daRo, reflejado en forma de agrietamientos. 

Par"a est.imar- el daRo ql..le, lCls pl'"o(::esos de tl.Jnele·o ocasi':'lnan 
sobre las estructuras ubicadas en la superficie adyacente, se ha 
procedido a inducir en la base de las estructuras, los desplaza
mientos superfici~les obtenidos por algan mªtodo que no considera 
la p~'esencia de ªst.3.S r y .:ornparan los val.;)res indul:idos de t:Y y 
é e o n los valor e s 1 í m i t e pe r m i s i b 1 e s ( dé, Eo .>. 

Existe evidencia de que la presencia de estr~cturas en -la su
perficie mo~ifican sustancialmente a los perfiles de asentamien
tos provocados por tuneleo, ~e tal, manera que 'la rigidez y peso 
de estas estructuras, interactGan con el comportamiento del sue
IOrPor lo menos hasta una cierta profundidad. 
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En este trabaje.,' se déscriben brevemente las car-acter-ísti.:,as 
de los modelos existentes más 'I.lsl.lales en la deterrninal:,i¡~ln de 
perfiles de asentamientos ¡superficiales, ocasionados porpre,c'€so-s 
de tuneleo: se hace una revisi6n de los criterios de da~o prod~
cido por desplazamientos relativos €n elern€ntos estructurales;' y 
finalmente, se propone un modelo de interacción suelo-estruct~ra 
basado en el concepto de sljbestnj,:'tural:i,~;n, que per-mite tener en 
cuenta la influencia de estructuras desplantadas en la superfi
c'ie, sobre los pet-files superficiales de desplazarnientc.sgen€r-a
d o s P CI t- t I_{ n e 1 e e •• 
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11.1.- CARACTERtSTICAS DE LOS MODELO~ EXISTENTES EN LA DETERMINA~ 

CION DE PERFILES DE DESPLAZAMIENTOS PROVOCADOS POR PROCE
SO::; DE TUNELEO. 

! 

En la fig. (11.1) se mrJestran.'.esqrJemáticamente las a.:ci.:.ne'5 
que se ,generan ,en tOt'no a un túneL dlJrante los trabajos de 
e:-:cavaClon y 'constrrJcci':'n del rnismo, empleancj.:. algún sistema a 

. Q'ase de escrJdc, y pn:sU:.n en el ft'ente de' trabajó. 
'. 
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AcciQnes generadas POt' pt'ocesos de:. bJneleo. 
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( 

En mayor o menor medida todas estas acciones contribuyen a 
alt¿r-ar' el estad·:. inicial del suelo, genet'ándcIse esf"jet';::':Is y 
deformaciones, así como d~splazamientos pe~manentes en $U int~-

La rnagnit'.ld de estos desp'lazarnientos, es altamente dependient'e 
del m~todo de excavaci6n usado. Dentro de los sistemas de excava
o:i6n a base de escudos empleados en arcillas y arenas se encuen
b'an el de es.:I:Jdo abiet'to, escudo cert'ado, escIJdo con lodo y 
escudo con tierra~ Una d~scripci6n detallada de cada uno de estos 



pr-clI:,ed im i en t o.s 
1 '7. 

de excavaci6n con escudo se en~uentra en la rafe 
\ 

De los prpcedimientos mencionados, el sistema de escudo con 
lodo es. en la actualidad, el m~todo de excavaci6n que induce 
per-files super-ficiales de despla::;"amientos más pequeños. cuando se 
excava en arcillas y el mitodo d~escudo con tierra, en arenas y 
en arenas combinadas con arcillas. Resultados de mediciones en 
campo se muestran en la tabl~ (11.1), la cual se obtuvo con base 
en datos estadisticos y en general da una idea del orden d~ 

magnitud de lbs desplazamientos m~ximos medidos en la superficie, 
asi corno de las dispersiones encontradas (ref. 11), las cuales 
deben tenerse en cuenta cuando se intente predecir las ~aracte

risticas de los pe~files de asentamientos superficiales, mediant~ 
"el uso de alguna h@rr~mienta te6rica. 

TABLA 11.1.- A s e n t a m i en t e, s 
Diámetro 
Pt-of. de 1 'ej e 
Z/D 

:=:ue lo 

At-c. 

At"c. -At- . 
At- . 

At-,:,. 
81 i ndado An:.' 

At-e. 

CCin At-c. 
lodo Arc.-Ar. 

Con 
t ien-a 

Ar. 

Arc. 
At-c. 
Arc. -Ar-. 
Ar. 
Al'- • 

ma~·: • 

12 
20 
1 '':1 ~, 

7 

5 
5. 7 

1 1. ,-, .:. 

c::-...' 
12 

t;. •• 4 

o c:-'-- ...... ' 
1:3.1;' 
2.5 

,~ 

'-' .-, 4 .:.. 

superficiales medidos 
D = 2.0m - 20.0m 

del t6nel Z = 2.2m 22.0m 
5.0 = 1. 1 

Asen tamien te, Ma:·:.' (cm) 
mino pt-om. €t-ro:w (+1-) 

':".8 10 3 
20 20 (> 

7 10 ~, 

'-' 
1. "j 4, 3 '-' 

0.7 "':' 2 '-' 
'-, .:. 4 .-, 

.:. 
..., c:-
I ., ..... 1 10 -, c::-

..:.. . "-' 

3.5 4 1 
tE. ';1 "j 

'-' '-, .:.. 1 4 ''j 
.:. . 5 

3.5 6 . .., c:-
.:.. ,_o 

12 le; -. c::-.... .':'" "-' 
1 .-, 1 .:. 
.-:. 4. e; 1.5 '-' '-' 

1 2 1 

N,:·. de 
observs. 

4 
2 
c:-._' 

7 

.~t 

10 
4 

"2 
";, 
'-' 

4 

.:> 
'-' 
''j 
.;;. 

:3 
4 -, .; . 

A partir de los resultados mostrados en la tabla (11.1), es 
evidente que los suelos blandos so:,n m~s slJs'ceptibles de s.uft-ir 
desplazamientos importantes, bajo la acci6n de procesos de tune
leo. Esto hace que normalmente se preste mayor inter~s al estu
diar el comportamiento de este tipo de suelo, cuando en su inte
rior se ejecutan trabajos de excavaci6n y construcci¿n de tGne
les. 

Existen diversos m€todos relacionados con la predicci6n de 

4 
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-3sent-3rnientos 'superfici-3les gener:-3dos por pr-ocesos de ,exc-3v-3ción 
y constYu~ci6n de taneles 'en suelo blando. Hast-3 aho~ar estos 
métodos no cbnternplan la posibilidad de 1-3 existencia de est~uc
tur3s despl-3ntad~s en la ~upeYficie, las cuales influyen de
manera signific-3tiva sobre los perfiles de despl-3zamientos verti-

'cales y horizontalfts gener-3dos pot~procesaos de tuneleo. (refs. 
4,:3), Dependiendo de su complej id"Ú::i, estos métodc,s pueden identi
ficarse d~ntYo de tres grupo~ princip-3les: 

-3Y~- Mitodos ~erniempiricos. 
bl.- M~todos an-3liticos bidirnension-31es. 
c).- M~todos an-31rticos tridimensionales. 

a5.- M~todos serni~mp[ricos. 

Estos métodos consider-3n que 1-3 form-3 del perfil de asent-3-
mientas superfici-31es, permanece inv-3ri-3ble, y con b-3se en obser
vaciones de C-3mpo, le -3signan la forma de una distribución "orm-3l 
de pr'ob-3bilidades '(fig. 11.,2). [te'est-3 m-3ner-a, r-edu·:en el 
prob14ma a la determin-3ci6n de los p-3r~metros de la distribuci6n 
(Jm-3x,il, que definen una configuraci5n superficial asociada con 
~n procedimiento de construcci6n en un suelo determinado, par-3 un 
diámetro y profundid-3d en particul-3r. 

J 0,2 

,¡ O .• 

0,6 

• ,f 0,8 

j 10 

'\ 
:0,21 

i S ¡ 

y 

s 

~ 
/' 

/,' 

i, 1,17i 

' .. V /' 
/ ~ r-<Y 

y distancio horizontal 01 eje del túnel 

v'3i' 2i 

" ~ ~ 

/ .~ 

, 

' . 

3i 

" 

,Gauss - distribución 

_5 __ = excf::Lj 
5 sm.ix '\2i') 

, 5s max 

<D Punto de móxima curvatura en 'J= v3f 

® Punto de inflexión (5= 0,606 ~ax) 

S= Asentamiento superficial a uno distancio 'J. del eje del túr¡el 

Ssmax,: Asentamiento superficial móximo' 

i= Distancia 'Y correspondiente al punto 'de inflexión en el perfil de asentam¡~ntos 

fig. (11.2.-3) 
Perfil de despiazarniehtos vertic-31es 
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<D DesPlazamiento Intedor horizontal 

® Esfuerzo: pOsitivol tensión JI n.egalivo IcompresiÓn 

<D Curva de probabiíídad normal, asentamiento del pe"it verlical 

@ Punto de inllexión 

i 
.1 
·1 , 

.. _________ .. _.-1 _ 

I 

fig. (11.2.b) 
Perfiles de desplazamientos 

Para determinar los par~metros de la distribuci6n, se recurre a 
.r~laciones empíricas obtenidas a partir·de observaciones de cam
po. Así, en la determinación def par~metro i. correspondiente.a 
la distancia- entre una vet-tical qué pa?e pcw el eje del túnel y 
~l punto de inflexi6n de la distribuci6n; se recurre a relaciones 
del tipo mostrado en la fig. (11.31, las cuales pueden repre
senta~se matem~ticamente como: 

n 
'(2i/[I) = (Z/D) ••• (lI.1.a.l 

·n 
i = (Z / 2) 

(l-n ,) 
;{ D ... tII.2.b.l 

donde n es un par~metro de 8juste, que depende del ti~o de suelo 
y de las características del equipo de excavaci6n. 

De la figura (11.3), puede observarse que n es aproximadamente 
igual a 1 para arcillas rígidas y excavaci6n con escudo. De igual 
manera~ pueden determinarse distintos valores de n para cada caso 
particular, y en la eco (11.1), la 6nica variable desconocida 
sería el par~metro i correspondiente a la distribuci6n supuesta 
del pe t" f i 1 d e a s en t a m i e n t o s • 

A partir de 6tros an~lisis de regresi6n aplicados a datos 
obtenidos en campo (ref. ·33), se ha observado que no existe 
correlaci6n importante entre el parimetro i· del perfil de asenta
mientos y el di4metro del tdnel. Sin emb~rgo s{ existe una corre-
1~ci6n bien definida entre el par~metro i y la profundidad del 
tanel, variando en proporci5n directa uno respecto al otro. Para 

.', 
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fin>?s prácticos, se I..1S-a l-a,sigl.li>?nte e,:pr-esi6n, l'-a cual corres
ponde a considerar una variación line-al de lo~ p-ar~metros repre
sentadc.; en l-a. fig. ~1. :3' • 

i= I<Z 

K=0.50 para suelos.cohesivo~ 
K=0.25 par-a suelos granul-ares 

••• (11.2) 

Entre más rígido sea >?l s~>?lo, más bajo >?s el v-alor d>? K. Así, 
para -arcillas bl-andas se e~cuentran valores de K= 0.7. 

20 

10 

'. 

• 
• • 

• Arenas bajo el nivel de aguas freáticas 

O Arcillas. blandas- rigidas 

6.. Rocas, arcillas duras y arenas no ,saturadas, .. 5 

;Z 6. L~ •• 

i. 
, :, 

05 
0.5 

6. 
Ó. 

r-' 

O 

6.. 

• - ,.... - V 

O 

2 

2i 
1) 

fic:;J. (lI.:~:) 

. 

5 10 

D-atos p-ar-a la evalu-aci6n de 
la eco de as>?ntamientos. 

Estas dos opciones en l-a >?valu-ación d>?l p-arámetro i, conducen 
a r>?sult-adcs que pueden ser semej~ntes en algunos c-asos y muy 
distintos en otros. Por ejemplo, >?n la figura (11.4), s>? mu>?stran 
los resultados obt>?nidos en el c-aso p-articular d>? arcillas rígi-
d-as, para un valor de n= 0.8 propyesto por Peck (ref. )~ 

D>?bido a l-as dif>?~enci-as relátiv-amente Reque~-as en los valores 
dei o b ten id.:. s con 1 -a s e e u a e i c. n e s (1 1 . 1 . b) y (1 1 • :2) , e u .'3. n d;:)' S e 
va~-ia el diámeh-o D d>?l túnel, es a.::>?ptable la eco <II.2). :::in 
embargo, pa~a grandes profundidades Z, las diferencias se vuelven 
muy signific.3tivas" y habr-á que torn-ar- en cuenta l-a \i-ar-ia'::',i':'r. del 
p-ar~metro i en función del di~m>?tro delt6nel. 

De m-anera análog-a, pyeden establecerse gr~ficas del tipo de l~ 
figura (11.3', para suelos gr-anulares o arcillas bl-andas, encon
tr~ndose l-as mismas tendencias en l-a variación de los pa~~m~tros 
correlacionados en la fig. II.3 • 

7· 
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Rel~ciones similares a la representada en la'fig~ (11.3), se 

han obtenido ~ara estima~ el valor del asentamiento m¡ximo Smax. 
En la fig. 11.5 .• " se presenta un tipo de. relacion car'acterística 
para estimar e~ valor del par~metro S ~ax. En t~rminos generalei, 
puede observarse un decremento exp~nencial de <Z / Dl, cuando se 
increment~ la relaci6n (S imax / D} '10 cual sugiere que los 
asentamientos sup~rficiales m~ximoi inducidos por tuneleo, varíah 
en proporci6n inversa con la profun~idad del t~nel. 

I 

, . I 

Z 

14 

12 

10 

8 

6 

4 

2 

2 4 

fig. (11.4) 

i.. =0.5 

6 8 10 12 l 

n=0.8 

k=0.5 

Resultados obtenidos con las 
e,:s. (11.1.b) y (11.2) 

z 
O 

e 

6 

5 

l 

2 
0.0005 0.001 

fig. (11.5) 

1 • 
2~ 

4 
ti! 5 

6 

• 
1I. l j ~4 16 16 

12"" 
15. ,1 • 1 • • -• e ~ .9 

10. 

0.0025 0.005 o.Ql 0.025 o.o~ 

Ss max 
O 

Variaci6n de S smax en arctllas r{gidas. 
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Las medicione's .grafícadas en la 'fig.(I1.4>, indican que el 
asentamiento m4ximo Ss max depende en may6r medida del di¡metro 
del Uínel, que el parámetro 1. Haciendo caso omiso de los puntos l' 

15 - 18 en la fig. (11.5), pueden correlacionarse las variable·! " 
indicadas, a trav~s de la expresi6n de'tipo potencial. 

-0.69 
( Z / O ) = 0.08 Ssmax / D ••• ( 11.3 ) 

Una vez conocidos los par~metros i y Ss max r puede calcularse 
el valor del asentamiento en cualquier punto de la superficie 
a trav~s de la expresi6n 

Ss = ~:: s ••• ( 11.4·) 

. x, y est¡n refe~idas al frente d~ a~ance d~l t~nel., 

En ténninc.s del ¡ngr..1lo de fricción J5 del 5'1..1 e lo, puede estimar
Se el ancho de los perfiles transversal y longitudinal de asen
tamientos, los cuales están definid.:;¡s P':II::. superficies de cc.t-te 
asociadas .:.:;¡n un ángulo B medido enh-e la hor"iz.:;¡ntal y una super-
ficie de falla que SUt"ge del fr-ente del tr1nel ( fig. 11.6) 

, I 

:11 H+Olcol a I 

H 

o 

inlrusión en intrusión en 
sueloS lricclOnanles. suelos cohes.vos 

fig. (11.6) 
S smax en fuhci6n del ancho de 
los perfiles de asentamientos 
superficiales long. y transversal 

21 t cosec a + ( H+!}l COl a I 

S,maa 
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be manera aproximada, ya que la distribución normal se extien
de hasta el infinito, puede considerarse que es, representativo 
tomar en cuenta la extensi6n del perfil de asentamiento hasta 3 
i, el cual incluye un 99.7 % del volumen de asentamientos, as{~ 
de la fig. 11.6. 

3i = ( 0/2 cosec B + ( H + 0/2 ) cot B ) ••• c. II.5) 

En el sentido transversali el asentamiento en cualquier punto 
x del perfil supe.rficial, puede calcularse cr::.mo: 

Sx = Ss max exp 

en el sentido longitudinal: 

Sy = Ss ma:< exp 

[ - :.(lJ 
-,' 1 .:.1 

[
' yl ] 
~ .:.1 , 

... ( IL6.a ) 

.•. ( II.6.b ) 

Si se representa x como una fracci6n Al de la longitud total 
del perfil de asentamiento a un lado del eje del t~nel, se tiene: 

x = Al ( 3i ) ... ( I I. 7 ) 

Sustituyendo la ecuaci6n (11.7), en la ecuaci6n (II.6.a): 
1-

Sx = Ss max e>:p (' -4.5 Al ) ... ( II.:3.a ) 

1",' ,"de manera análoga 
t 

( ~4.5 A2 ) ,Sy = Ss max·exp •.. ( 1I.8.b ) 

En 
las 
fig. 

las expresiones ( 11.8), Ai puede c~lcularse a partir de 
longitudes de lo~ perfile~ de asentamientos definidas en. ,la 
(11.6), a trav.s de las expresiones: 

En sentido longitudinal 

En sentido transversal 

A1='~--~~~--~ (H +0/2) CClt B 

A2:: ... y 
(O/¿~osec B + (H + 0/2 ) cot B 

•.• <IL9.a) 

..• (¡'¡.9.b) 

En la eva~uaci6n del semiancho del perfil transversal de 
asentamiento a trav.s de la ecuaci6n (11.l.b)~ y de la ecuaci6n 
(11.5) se han ~btenido longitudes muy parecidas. Oe esta manera, 
la determinaci6n del perfil de asentamiento se reduce al conoci
miento de Ss max a partir de expresiones empíricas del tipo de la 
ecuación (11.3) y del 90eficiente de fricci6n @ o el par'metro 

'empirico n. 

Si se emplea el coeficiente de fricci6n 0, se calculan Al Y A2 
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con 1-3s ecu-3ciones 
(11.3). 

y se sustituye en 

Por otro 1-3do, ~ si se ernple-3 el p-3r~rnetro n, 
1-3 dist-3nci-3 -31 punt6 d~ inflexihn i -3 tr-3v~s 
(11.l.b) y su~titui~lo en 1-3S expresiones (11.6) 
v-310r del asent-3miento Ss en cU-31~uier punto del 
tamiento • 

puede c-31cularse 
de 1-3 ·ecu-3ci6n 

p-3r-3 h-3l1-3r el 
perfp de -3s.:on-

L-3S correl-3cione5 mostr-3d-3s en 1-35 figur-3s (11.4) y (11.5), se 
refieren '-3 -3rcill-3s sobrecons()lid-3d-3s en 1-3S cuales 1-3 "p ét"did-311 

,de te~reno dentro del t~nel es equiv-31ehte -31 volumen comprendido 
en el perfil de -3sent-3mientos superfici-3les (NI), el cU-3l puede 
represent-3rse como Cref. 2): 

Vs =.J2II' i ::;5 rn-3:': ••• ( 1 l. 10) 

donde el subíndice s se refiere -3'pét-did-3's de ten-eno dentro del 
túne 1. 

A p-3rtir de los result-3dos gr-3fic-3dos en 1-3 fig. (11.5), se 
concluy6 que el -3sent-3miento superflci-3l m~xim6.Ss rn-3X v-3r!-3 en 
proporClon invers-3 -3 la profundid-3d del t~nel. Sin emb-3rgo, -3 
profundidades m-3yores, existen mayores niveles de esfuerzos debi-

'~d6 al peso propio del suelo. los cU-3les act~an de rnanera impor
tante sobre el t~nel, e increment-3n la consolid-3ci6n del terreno 
que lo rodea, refleJindose en la superficie en for~a de aserit~
mientos adicion-3les a los ocasion-3dos pC.t- 1-3 pét-dida de' 'ten"eno. 

En -31gunos casos, los efectos de consolidaci6n pueden prOVOC-3r 
'despl-3z-3rnientos del cwden de rnagnitud de los Pt-ovocad.;:.s por 
p~rdida de t~rreno, o aun m-3yores. 

Los métodos serniemPlrlcos, .basados en 1-3 estimaci6n de los. 
'par~metros i, S srn-3X de una distribuci6n normal de prOb-3bilidad. 
'se apoya en observaciones experiment-31es (figs. 11.3, 11.5), y en 
.suel.;:.s cuyas C-3t--3·:terístú:'-3S se-3n sirnil-3t"es -3 las cc.t-t-espondien
tes a las ~egiones en observaci6n, los desplaz-3mientos obtenidos 
con estos m¿todos. corresponden -3proxirn-3damente con los desplaz-3 
mientos observ-3dos (ref. 33). Sin embargo, estos métodos no son 
cap-3c.:os de describir el comportamiento tridi~ension-3l de la re
gi6n en estudio, ni las variaciones de lo~ desplaz-3rnientos 
conforme se avanza enel proceso de excav-3ci6n. 

Nl.- A partir d~mediciones de campo, Terzaghi (1943), Knapp 
(1940), Airncross (1973), en arcillas rígidás, concluyet-on 
que el volumen del perfil de asent-3mient6s superfici-3les, e~ 
aproximadarnente igu-3l que el volumen de la pérdid-3 de 
terreno dentro del t~nel. 
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b).- M~todos bidimensionales. 
c!<> 

Mediante la apl icación d'e estos' métodos, se trata de simular' 
el car~cter tridlmenslon~l de problemas relacionados con la exca~ 
vaci6n y construc~ión de tónelesi'empleando an~lisis bidimensio
nales ,de deformacion plana en,las direcciones longitudinal y 
transversal respecto al eje de avance de~ tónel. Estos análisis 
pueden llevarse a cabo empleando el m~todo del elemento finito 
(Apendi~e e),' por ,la posibilidad que ofrece para modelar la 
geometrí~ de la regidn analizada. 

Para estimarla~contribuci6n de la cedencia del frente' del 
t6nel durante el proceso de excavaci6n, en la formaci6n de perfi
les de asentamientos a cualq~ier profundidad; los métodos bidi
mensionales combinan los resultados obtenidos de los análisis en 
ambas direcciones. 

En el análisis longitudinal, al considerar la región sometida 
a un estado plano de deformaciones, se desprecia la tendencia del 
suelo a trabajar como a~co en la direcci6n transversal. 

Esto conduce a obtener desplazamientos mayores que los reales, 
cuando se aplica un sistema de cargas como se indica en la fig. 
(11. 7), ./ 

A 8 

1 

, 

Al 8' 

fig. (11.7) , " 

Malla de elementos finitos planos 
~mpleada en análisis del perfil 
longitudinal. 

" 

elemento, finito 

nodo 

En 
frente 
rar a 
plana. 

el análisis transversal (fig. 11.8), se supone que el 
del tónel está suficientemente alej~do como para conside
las secciones transversales en un estado de deformaci6n 
De esta manera, se hace caso omiso del comportamiento del 
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frente del tónel, el cual contribuye a incrementar los desplaza
mi@ntos, ~Qr lo que los desplazamie~ios obtenidos con este anáii-' 
si s, son meno~es que los reales. 

De esta manera los analisis de deformacion plana en los senti
. dos transversal y longitudinal, dan como resultado valores extre

mos de los desplazamientos. 

l. 
;. 
I 

"',, . 

1

,; ',: \ ~---+--~--~------~~--------4-----------~ ,:: .. " ,' . 

. ~- , 

fig. (II.S} 
Malla de elementos fihitos planos 
empleada en el an~lisis del perfil 
transversal. 

Para estimar los efect¿s de corisolidaci6n de' l¡ zona remoldea
da y la ceaencia de las par"edes del Uinel, fig. (II.U, se consi

,derá que basta con, hacer un análisis de deformación plana de ta 
~ecci6n transversal, si los desplazamientos de inter~s son los 
que se gene~an a largo plazo. En análisis bidimensionales' (rei. 
'37), los efectos menci.:)nados se,rePt"esentan pr"escr"ibiendodespla
zamientos en las par"edes del túnel, los cuales ce.rresponden con 
el espacio de cederi'cia de las par-edes (fig. 11.1), el cuales 
var-iabledependiendo del eqlJipo ,de e:·:cavaci6n empleado (ref. 19). 

Se ha intentado descri~ir el, comportamiento del suelo que 
rodea a un túnel, en t.rminos d~ análisis de deformaci6n plana, 
debido a la'simplicidad de estos modelos. Sin embargo, no pueden 
tener en ~uenta la historia de desplazamientos tridimensionales 
que se ~eneran como resultado de los procesos de tunel~o, por lo 
que al realizar análisis de este tipo, s~ debe tener en cuenta 
que los valores obtenidos para los desplaz~mientos, corresponden 
a valores extremos de ~stos. 
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c).- Métodos anal'íticos tridirnensi·on~les. 

I 
Los mo~imientos del terreno ocasionandos por procesos de tune-

leo, son de carácter tridirnensional, por lo que en la superficie 
se generan perfiles de desplaiamientos verticales y horizontales. 

~ 
Los ~étodos semiempiricos care¿en de la posibilidad de prede-

.... - ,-cit" le.s despl-azamientos hórizontales y los an·alíticc.s bidimensio
nales proporcionan valores extremos ~ara los desplazamientos. 

~ 

'. " 

En los 61timos anos, se han hecho e~fuerzos por estudiar el 
. comportamiento tridimensional'de regiones sometidas a procesos de 
tuneleo. Al ~especto, se ha visto incrementada la aplicaci6n del 
mitodo del eiemento finito (Apindice e), principalmente debidQ a 
la posibilidad que ofrece de modelar la regi6n en estudio, as! 
como sus caYacteristicas fisicas. Sin embargo, la ~i~ulaci6n 
numér i'ca de 1 prob lema, emp 1 eando el MEF, se comp 1 ica c.uando' se 
intenta reproducir el comportamiento no lineal del 'suelo, la 
variaci6n de sus propiedades físicas dentro de la región en 
e~tudio, y las etapas de carga asociadas con la excavaci6n y 

-construcción del tanel. .. 
Análisis que tomen en cuenta estas -cat"a.:tet"ísti¡:as, 

~ivamente costosos, por lo que normalmente se aceptan 
~as algunas hip6tesis simplificadora~ al r pecto. 

son exr::::e
c,:,m¡:) v á li-

A continl.Ja¡:i,sn, con base en la fig. (IL';'/) y la el:. (C.l1) se 
~xplican los pasos que se-deben seguir ~ara simula~ numéricamente 
procesos de excavación y construcci6n. 

fig. 01.9) 
Región sometida a excavaci6n. 

Sup6ngase que en un instante y para un incremento de carga 
dados se desea excavar la reg.i6n .A¡ en el primer paso de .la 
simulaci6n, para cada elemento finito de la zona de excavación se 
calculan las fu~rzas por unidad de ~rea (tracciones), que se 
transmiten de A a B como resultado de la excavación (fig. 11.10), 
con la siguiente expresión (Apªndice el: 

• • • ( 1 I . 11) 
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en donde 

I 
tm son las fuerzas por unidad de ~rea producidas sobre 

la zona B por la excavación. 
Klm Ul son las fuerzas 'pt:"odu'cidas cmno resultado de los 

desplazamientos producidos por la excavaci6n. 
Pm son las fuerzas correspondientes al peso propio de la zona 

que se excava. 

fig. (11.10). 
Transmisi6n de tracciones. , 

En el sigu~ente paso se 'disminuye la rigidez de los elementos 
finitos de' la r,egi.:5n A de tal fonna que se sigan considet-ando en 
.1 análisis pero'con su rigidez disminuida notablemente, esto es, 
se siguen tomando en cuenta en la formaci6n de la matriz K en la 
eco (C.ll). En este mismo paso se fijan los nodos de la zona A 
que no se en.:uenfren sc.bt"e la frontet"a cc.n la z.:)na B. OI...It-ante el 
tercer paso del proceso de excavaci6n, las tracciones c~lculadas 
se aplican sobre la frontera de la region B en direcci6n contra
ria a la que tenían (f ig. 11.11). Este. es, 'cada elernento 
finito de la re~ion A contribuye al vector de carga global ( P ) 
con : 

- tm= Pm - k'1111 Ul , ••• (11. 12) 

f i g • (1 1 • 11) " 
Tracciones en sentido contrario. 

En el paso o etapa final se resuelve el nuevo sistema de 
ecuaciones obteni~ndose un nuevo est~db de desplazamientos, de-
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formaciones y e~fuerzos que se deben aftadir a 
originales. 

El pr6ceso descrito,es"equivalente a una relajaci6n de esfuer
'ZCIS en la frclnter-a entre las zonas A y. B. 

La simulaciOn del proc~so tie construcció~ consiste básicamente 
de los mismos pasos con la diferencia de que los elementos que se 
van a construir contribuyen al vector global de cargas con: 

-~'" f-K.Jm UL 
... 11.13 

Hasta la fecha se· han desarrollado diferentes procedimientos 
para el c~lculo de las tracciones del suelo. Sin .embargo, ei 
proc~~o de excavaci6n y construcción se simula aplic~ndo b~sica
mente l,:,s pas,:.s descrit,::.s enlc.s p~t-t-afos anteriores. 

En la fig. (11.12) se muestra la región asociada al problema 
que se desea estudiar. 

zona a 

fig. l.II.12) 
RegiOn asociada al problema de excavaci6n. 

Debido a las condiciones de carga, g~ometría y propiedade~ 
fisicas de los materiales, s610 se analiza la mitad del modelo 
fisico. En l~ fig. (11.131, se muestra la malla de elementos 
finitos empleada asi como las condiciones de frontera considera~ 
das. El nGmero de elementos finitos influye en la precisi6n d~ 
los resultados obtenidos, sobre todo en la zona que rodea al 
túnel c.z.:.na remoldeada en la fig. 11.1), debido a las impor-tantes 
variaciones de esfuerzos gene~ados en esta zona. 

En la f ig. (11.13), la ZQna que se ex.:ava, ZQna A, se rru;:.dela 
con 9 elementos finitos, sin embargo, no todos los elementos se 
excavan al mismo tiempo, ya que·el proceso de excavaci6n se lleva 
a cabe. en var- ias etapas, por le, que se requiere apl i.:ar e.1 
proceso descrito para cada una de las etapas de excavaci6n y 
construcción del t6nel. 
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Malla de elementos finitos 
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11.2.- EFECTO DE DESPLAZAMIENTOS RELATIVOS EN LAS ESTRUCTURAS. 

Mediante el estudio de daRos ocasionadcis a edificios por la 
'presencia de asentamientos diferenciales, se ha tratadc. de corre
lacionar:' a, estas dos variables, att-avés del cClncepto de la dis
torsi6n angular, definida como la relaci5n e~istente entre un 
asentamiento diferencial (J) y la longitud en, la cual se presen-
ta éste (L1) (fig. 11.14). ' 

, 

! ¡ 
I 

, , 

L ' 
Asentamiento uniforme __ ---, 

Edificio 
." ". r ¡ 

, "" 

I 
I 

.. '. 

',' , 

.";. ,.' 

I 

11 
I 

1< 

asentamiento total 

Distorsión angular v_ b max 
Ó- L, 

Asentamiento relativo _ b max 
- L 

f ig. (! 1. 14) 
Par~metros de medici6n 
de asentamientos. 

í 
LI 

A través de varios aRos se han hecho mediciones que t1an pe~mi
tido ~stablecer valores limite de la distorsi6n angular que 
ocasionan diversos daRos a est~~cturas de características dif~
rentes.' AsÍ, se han obtenido cor"r"I::'1aci.:.nes par-a las distot"siones 
angulare~ qUe ocasionan agrietamientos 'en muros o ~i50S y para 
las que ocasionan dafios estructurales severos en estructuras 
desplantada~ sobre arcillas y arenas principalmente y p~ra varios 
tipos de cimentaci6n (zapatas, pilotes, cajones)~ 

A par-tir de los resultados obtenidos, var-i.;)s autores han pro
puesto valores l{mite dE l~s distorsiones angulares que ocasionan 
da"os en las estructuras. Estos resultados se presentan en las 
tablas 11.2 11.5. En la tabla 11.6 se presenta valores límjte 
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de la distorsión angular para estructuras a bas'e de rnuros de 
mamposter{a sin ~~fuerzo. 

En t~rminos generales, Skempton y Mc Donald , y Grant conclu-
yeri que J I L > 1 I 300, causar~ dafios en muros de carga y panel 
'la mayc1ria de las veces. En la' fig. (11.15),se presenta la rel 
ci6n de mediciones de campo qu~ dio origen a sus conclusiones. 

,', 

Muros de 
carQa 

i 
Y50 

Y2000 

'/1000 

Y500 

Y30 

'Y200 

'/Íoo 

Y50 

I 
/20 

y, 
10 

o 

" o .. 
"" ':; .. 

" O 
c; .. 

fig. (11.15) 

MarcO' con 
muros panel 

o 
" O .. oc: 
'c .. .. " O c; 

;¡ 

0.0001 

0,0002 

0.0005 

0.001" 

0.002 

0.005 

0.01 

0.02 

0.05 

0.1 

Mediciones de distorsi6n angular. 

(i) 

-f 
-; 

l{mtte de danos 

Muros panel o de carga 

Caños de marCOS esuucluraJes 

Polshin y Tokar, así ~omo Burland y Wroth hacen referencia a 
,JI L < 1 I 300 en ml..lt"os pan e 1 y d / L < 1 I 2000 en muros de ~arga 

pat"a evitar agr"ietamientos. Esta difer"en.:ia "~e sustenta en la 
hip6t~sis de que en ~uros divisorios existen'holguras mayores que 
permiten la de!ormaci6n sin generarse esfuerzos significativos. 

En edifici.:-s reales, t:I"ó es may'='t" ql.Je en experime'ntos de 'lab·:,
ratorio, debido a que existen aberturas entre sus componentes. A 
travis de mediciones de campo y de laboratorio, se han encontrado 
correlaciones entre ellas. como la definida por la ec; (11.14) 

J'é'c e :{P, + 
iJ'.:oc = d' o en 

e = dO 
e}:pel"" imentos 

rea l. • •. (11.14) 
a tensi6n diagonal. 
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e = 1.1) 

;.; 10-3 

}: 10-3 
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para mur05 
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d.~ car-ga. 
pane l. 

Se ha encontrado que en esp~crmenes de laboratorio, se tienen -
v~lores de 80 y 72 % en cuantb a r~sistencia y deform~ciones 
te:;pectivamente, en relación a los resultados de ensayes en 
mod~los a escala natural. 

El ,hecho de ql.Je dO medido en campo, sea mayor- qu¿> ~.:) e:.:pe
rimental~ ~e debe a la presencia de holguras en las estructuras 
r-eales. 

Los va l.:.r-e s pr-opue s t QS par-a J'o son va 1 or-e s que par a ·105 ca sos 
~studiados, establecen un limite de la distorsi6n angul~(, el 
~ual nQ puede ser excedidQ sin el riesgo de que se presente 

.agrietamiento. Sin embargo, pueden existir edificiQs con caracte
risticas tales que presenten agrietamientos para distorsiones 
angular-es rnencwes ql.1e .::r.:., así CQmo edifici.:.s par-a l.:.s .::,uales no 
se tenga agr-ietarniento par-a Q> d';:'; en .:,ada uno de 1c.s casos. 

:::02 ha tr-atadCt de .:.:.r-r-e¡'aciQna:r- a la distor-si.:,naflgtJlar- d"o .:on 
algunos de los factQres que afectan al mecariismo de formaci6n de 
grietas como L/H, carga vértical y tipo de curvatura, 'de la 
c'~·nf igur-aci,~.n defcll'-rnada. Al r-espe.:to, pueden obser-var-se algunas 
tenden.:,ias de 1':'5 valores de 4'0, las cuales .:.:.nsisten en : 

a).- :::e tienen valc.r-esapre.:iablern@nte menores par-a d'b cl.1ando .la 
conc~vidad ,del perfil de asentamientos, es hacia abajo. 
Esta tendencia es par"ticulannente importante en el est1ldio 
de daRos a estructuras inducidos por tuneleo en suelo blando, 

. )'a que se presentan zc.nas' (figs. rrL1, III.2) (:,,)n este tipo 
de concavidad, conforme avanza el frente de excavación. 

b).- Conforme crece 
tarnb ié n. 

la r-elacion L/H, 

c).- La p~e~encia de carga vertical, tiende a contrarrestar las 
fuerzas de tensi6n diagonal generadas por deformaciones ca
racteristicas de tipo cortante. 

dl.- Los muros confinados por marcos admiten mayores valores para 
'd7:r, que los mur'o s de c ar"ga .. 

El mecanismo de la f.:,)'-maci'ón de gr-ietas pr'ovclI:adas POt

asentamientos diferenciales, est~ asociado con esfu~rzo; de 
tensión inducidos por efectos de flexi6n (fig. II.16) o de 
cor-tante'(fig. IL 17) o una combinación de ambc,s (fig. Ir1.1:::). 

Las deformaciones por efecio de Icorte, tienen mayor influencia 
en el mecanismo de formaci6n de grietas, cuandd aumenta el grado 
de confinamiento, de tal forma que se impidan los desplazamientos 
1 a t e t- á 1 "? S n e ': "? s a r" . i ':. s p a t- a q u "? e 1 m 1.1 r- o t t" .3. b a j e e n f 1 e :-: i 6 n , o 
cuando las r"?laciones longitud/altuya de un muro, son peque~as. 

Del estudio hBcho por Burland y Wroth , s@ c,b s"?rva qu"? l'a 
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concavidad hacia abajo en el perfil de a~entamientos en la bas~ 
del. mure., acepta menores 00 en Sl.l base (f ig. 11.19). Es eviden
te que bajo este tipo ~e deformaci6n, se generan esfuerzos de 
tensi6n inducidos por flexi6n mayores en el interior del muro, 
conforme decrece la relacion L/H cuando el muro tiene un confina
~iento pobre, adem~s de que la propagación de las grietas puede 
alcanzar ripidamente ~l peralte .total d~l mu~o. . 
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fig. (11 . .16) 
Efectc.s de 
f le:·: i 6n. 

fig. (11.19) 

L. 

Flexion con concavidad 
hacia abajo. 

f i g. UI.17) 
Efe/:'tos de 
cortante. 

fig. UL18) 
Ef e • .:: t·:, de 
f le}:í6n y 
cor-tante. 

fig. (II.2(l) 
Flexion con concavidad 
hacia ar-riba. 

Bajo el efecto de deformaciones con ¿oncavidad hacia abajo, 
en la base de los muros, se han encontr-ado valor-es de ¿Yo del 
orden de la mitad de los correspondientes a perfiles de asenta
mientos con concavidad hacia arrib~. Esto es particularmente im
portante. en el caso de tuneleo en zonas urbanas, ya que existen 
zonas con este tipo de defQr-ma,:ión l.figs. IrL!, 111.2), en los 
~erfiles de asentamientos superficiales generados por tuneleo, 
que pueden causar da~os en estructuras, para distorsiones angula-
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res del orden de la~ presentadas en la tabla 11.6. 

Dadas las carácteristicas variables, en cuanto a curvaturas y 
desplazamientos relativos de los perfiles de desplazamientos 
horizontales y verticales, generados en la superficie por proce
~os de tuneleo, es necesario identificar, las distorsiones angula 
res a ql...le s~ encl...lentra s,ometido un ml...lre., dependiendo;:. de Sl...l posi
ci6n'relatiVa con respecto al frente de avance del tanel. 

De esta manera, puede plantearse una correlaci6n e~tre l~s 
distorsiones angulares que se generan en un muro con ciertas 
características de carga y geometría y su po;:.sici6n relativa 
respecto al frente de avarice del tGnel. Por otro lado. para 
distinte,s materiales y co;:.nfc.rrnaciónes de un mI.H-Q de m,ampo:.s~ería, 
se puede obtener experimentalmente el valor de las distorsiones 
angulares que ocasionan el agrietamiento (ref. 28). Al compatar 
estas con las distorsiones angulares provocadas pbr tuneleo, para 
distintas posiciones de las estructuras con respecto al frente de 
avance del tGnel, se podr~ estimar si un muro;:. de mampo~tería 
s u f t- i t" á da ñ.:. s de bid e. a los' d e s p 1 a z a in i é n t ::. s s u p e t- f i c i a 1 e sin d 1...1 c i -

'd,;)s pOr- el pr"oceso de t IJITe,l eo 

~Los daños en muros, ocasionado~ por hundimiento~ diferenci~les,' 
se manifiesta~ en forma de grietas resultantes de esfuerzos de 
~énsi6n. A partir de pruebas de laboratorio, ensayando especíme~ 
nes de mamposteria co~ distintas características, sometidas a l~ 
acci6n de tensiones indirectas, mediante compresi6n diagonal, se 
ha observad6 que las deformaciones unitarias de agrieta~iento son 

"del Ot-den de 1/3 ,¿Yo, pat-a el tip.:. de' defonnaci6n pr-esentado en 
l~ (fig. 11.21) (ref. 28). 

, .. 
~ .. - ... , .. 

r - --\ 

\ 
\ 
\ - \ 

" ' 

, 
\ \ 
\ 

\ 
\ 

\ 

'-:... \ -- -- \ 

--
\ -

fig. (11.21> 
Deformaciones por tensi6n indirecta. 

Los valor-es encontt-ados pcw R. Mel i pat-a <Yo, vat-ían entt-e 
0.002 'y 0.003 como s~ indica en la (tabla rl.6),' de tal manera 
ql...le E.. crit = 1/3 d"c. v~t-ía e,nh~e 0.000.:;,1;. 'y 0.001 dependiendo 
de las caracteristicas de carga y de las holguras entre el muro y 
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~u confinamiento (muios de carga o p~nelj. 

Por otro lado, en pruebasd~ ~arcos con muros confinados por 
marcos, a base de bloques hu~cos, bloques de e~coria y ladrillos. -
Mainstc',ne encc'ntr':. que pat-a distc.t"siones del o'rden de 0',0022 a 
0.0033 debidas principalment~ a fuerzas cort~ntes el promedio 
de las deformaciones unitarias principal~s 

é = ( d f- d i .l / d i x 100 .•• (II'.15) 

fuet"on del c'rqen de 0.0011 a,O.·QQ1/':., cuando las' medicionl?s se 
hiciet-on sobr-e le.s mar-,cas .(fig. II.22.aJ, y del c'r'den dI? O.0005,a 
.0.0010 cuando 51? hicil?r'on sobre los rnI.H·OS (fig. II.22 b). Esta 
diferencia se dl?bl? a que la conducta dl?l marco y el muro no ~s 

cOíOpll?taml?ntl? en rnodo - cor·tante. y e'l muro n.:, Pljede seguir' los 
desplazamientos del marco. Cuando existen juntas entre marco y 

mlJr'o, las mediciones de E sc,bt'e el mur-o se r-edu(~en 'al 
el espesor" de la.s Juntas. 

, ,- - -r----------,-~:-----, • 
" · I • 

I 
, 

\ • 
\ 

\ \ 

aumentar-

, , , . 
• o', "-e , 

'. , , , , \ , , 

fig, !.II. • a) 

Me~iciones sobre 
e 1 ín a r'" el:' • 

, , 
~, 

, , , 
\ 

f í g • (I 1 • 22. b) 
Mediciones sobre 
;:1 mur'o. 

Polshin y Tokar, a partir de mediciones de desplazamientos en 
la cimentación'dl? edificios de mamposterra a base dI? ladrillós 
m a·:, izo s , e n e o n t r' -,n' o n va r' i ,:1 ':' ion e s e ni.;:. s val o t' e s de cr-o a 1 va j' i .:1 t

La rela':,i6n L/H (fig. 11.23) del.:.:; mUl'OS que estudiar'on, pet"o 
para todos ellos estimaron las deformaciones unitarias €o en un 
valor de 0.0005 . Este valor paraEo es del mismo orden d~ magni 
tud que los publicados por Burhouse, a partir d¿ experimentos en 
los cuales se estudi6 ~l' compo~tarniento de conjunto de vigas dI? 

, # 

concreto con muros de mamposterla. 
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f i g • (I I • 2:3'> 
Re 1 -3 e i ,:, n Jo - L / H 
( P Ct 1 s hin - T ':' ~:: -3 t" .> 

H 

X mur0'3 agrietados 

• muros sin agrietar 

Los C-3mpos de esfuerzos y despl-3zamientos que se gener-3n en el, 
interior de un muro, cU-3ndo se le somete -3 distorsiones que 

,gener-3n' tensiones-intern-3s por 1-3 presencia de momentos flexio
nantes o fuerz-3s cort~ntes, v-3rían -3preci-3blemente para c-3da uno 

:.'de estos efectos. Sin emb-3rgo, cuando 1-3 geometría deformada en 
'modo flexionante tiene conc-3~id-3d h-3ci-3 arrib-3 (fig. II.20), las 
:diferencias en 1-3s deform-3ciones unit-3rias que producen -3grieta
miento visible (Ea), para t-3d-3 uno de los efectos y para una 
combinaci~n d~ ellos, es despreci-3ble cuando se conservan . las 
cat-gas e:det"n-3s y 1-3 cClnfigl.1t"-3ción inicial del mUt-O (t"ef. 1":'). 

A~ernás, cabe men.:ion-3t" que el rango de v-3t-iaci.:.n det' o pat"-3' 
muros de mampostería sometidos ~ hundimientos diferenci-3les, son 
del, mismo ot-den q:.1e los que se pt-esentan POt- efecto,s de c,:,ntt--3c
ciones. Est-3s relaciones permiten definir intervalos en la v-3ri-3-

" e i .=, n d e E o , i n d e p e n die n t e s d::1 1 t i p.:, de ca r- g -3 T d i s t CI t- s U:. n CI e s -
f u e ~- z o s . t é t- m i .= o s , 1 ,:) e 1.1 a 1 h a c e d e E. o u n p a t- á rn e t t- .:: a t t- a (~t í v·.) P ·3 r a 
el estudio de da~os e~ muros inducidos por tuneleo. 

Es import-3nte not-3r que cuando son sig~ificativ-3s 1-3s deforma-
, e ion e s p.:. t" f 1 e :-: i 6 n , s e t- e d u ce n los val o ¡- e s d e cE o. F' C'i- ':; t j" o 1 a d Ct , 

la presencia de c~rga vertic-31 influye más sobre E o cuando son 
import-3ntes 1-3S deform-3ciones debidas a esfuerzos cortantes, ya 
que ~stos gener-3n -3cciones de tensión diagonal, cuya componente 
vertical se ve contrarrestada en mayor o menor medida. por .la 
presencia de carga vertical. 

Hasta ahora, se han plante-3do criterios de d-3~o, en t~rminos de 
despl-3zamient.:)s ver-tir:::ales t-el-3tivos. Es imp':lt-tante definir- ,:r-i
terios análogos cuando los-desplaz-3mientos relativos son horizon
tales.'Bajel la al:ci':'n de este tipo de despl,azamientos; se indu.:en 
esfuerzos directos de tensi6n que tienden a abrir 1-3S estructu
tOas, presentándo.s.? v-31.:)t"es de E. o .:~onside't·ablemente menores a 1.:15 
que se presentan cuando las deformaciones son debidas a fuerzas 
cortantes (fig. II.17), y del mismo orden a los que se presentan 
cU-3ndo 1-3s deformaciones son debidas a flexi6n, sobre todo cuando 
el perfil de asentamien~os tiene concavidad h-3cia abajo (fig. 
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II.19), que como se mencion6 antes, 
desfa\¡orables ¡::¡a¡-"a las estnJctur"as. 

En l~ tabla 11.7 ~e describe el 
ocasionado ¡::¡Or distintos valores 
'z'c;n t-3. 1 (jel t';"r"j-"'en,:¡ (r"ef. '1:~;). 

n i ve 1 d e da ñ.:. ¿ n e s t n..l i; t : Jf" a s .. 
la deform3ci5n unitaria hori-

En relaci con.:::1 est:-idlO"de daños en elementos d marn¡::¡':·sb::-
riaocasionados por desplazamientos relativos, se han"realizado 
pruebai de laboratorio sobre especimenes sometidos 3 la acci6n de 
can:¡as díag':,nales, con aplicacié,n,lo:?nt,3 (2 meso:?s)y 1'"ápida (unos 
C1Jantos íflinutos.l de ca1'",ga (r"ef. 2:::). 

h par·ti," de est.:.s ensayo:?'s, se '!:la obset-vado:. que con .;.pli.;aci,:'n 
r-ápida de ':::a~"ga, la falla es más ft"ágil y o:? 1 anchó de l·as gr"ietas 
':'r'ece más t"ápide' ql.,.le' ':,.:'n apl i.;a.::,i6n l.::,nta d,;:, C-3'r'ga. :::in embar·g¡::;., 
la díst,:¡t"sión angula,' de agt"ietamiento (d',:,) es a¡::¡t"o:-:imadamente 
igual para ambas v~locid~des do:? aplicaci6n de carga. Además, la 
dist¡:.1'"SlÓn angular" de agt-ietarníentc.' se ';onset"va P1'"ácticam>::nte 

,constante pa,",:> frjl..it"OS sin .:,:'nfi'na1'"" rm.n·os confinadQs y rnI.H":'S con, 
~efuerzo, aunque o:? 1 confinamiento y el refu~rzo si aumentan los 
e~fuerzos cortantes resistentes cuando se presenta la distorsi6n 
d e a::;; t- í e t am i en t o (f i 9 '. 1 I . 24) (t' e f. 2:::). 

fi,:;. II.24 
, D i a 9 ~" a ~fl a '/ - d' par" a d i s t i n t o s 
grados de c~nfinamiento. 

En ?roblemas de tuneleo, 
P i:? ," f i ,; i a 1 o:? S r 

. .1;:, s ¡::¡ '= ;" f 
en la v'?c 

conf. + ret, 

conf. 

simple 

le; de desplazamientos su-

se de arrbllan en .:::1 transcurso de unas cuantas ( '¡- é f s .. 
4, ::;:), p':'t' lo quo:? n':' pUi:?di:? pt'esenta¡-',se un .3C':'ÍlK,d,:¡ gt"adu.=:il de 1,3s 
i:?str"uctut"as, 51n la ¡::¡resen¡;ia d::? ::?sfuer-zos signifi';ativo? de 
tensio'::ln, en el inte~-io~" de l.:)s mUt',:;;. 

Por otro lado, 5e han r~alizado ~edicion::?s de cam¡::¡o en 
pr-clbl.;-rn-3.s) de t:-1n81~:2I:' (t·ef5.. :::., l(~t 1::;:), qljJ;? cl::t~l"-espc'nden ·:CIP· ,:,1 
c,t"d::?n de magnit1.ld, dé las distot'sione~ angular"'?s !.t,3,Qla rL,::,) 'r' 

deformacion~s unitarias horizontales del terreno (tabla II.7i 
?ara las que se pu~j¿ alcanzar un nr~¿l de daRo importante. 
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AUTOR DISTORSION DETALLES 
ANGULAR 
MAXUtA SUGERIDA 

","4". " 

Polshin 
y 

Tokar 1/3000 - 1/2S00 l/H~ 3 
1/H ::::;; S. . -

, , ., .. 
1/1000 Muros de tabique para un 

edificio de un piso 

1/S00 Estructuras 'con marcos de 
, acero y concreto reforzado 

-

~/1S0 - 1/100 Muros de tabique macizo en-
lineas extremas de columnas' 
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1, AUTOR 

Meyerhof 

/, 

'l'ABLA II. , 

DISTORSION 
'ANGULAR 
MAXIMA SUGERIDA 

1/20 000 

1/ 4000 

1/4500 - 1/7000 

1/ 1000 

1/ 2000 

1/ 300 

1/300 - 1/400 

1/1000 

¡, 

DETALLES 

Muros de tabique macizo conl 

altura - 2.50 mts. 
claro ~ 3.00 mts. 

Muros de tabique macizo, 
sobre vigas de concreto re
forzado conl 

claro a 3.20 Hts. 

Muros de tabique macizo ligera
mente reforzados"con: 

altura • 3.00 mts. 
longitud • 9.00 mts. 

descansando sobre zapatas co
rridas de concreto. 

, Observaciones en mur9s de 
tabique macizo. 

Valor de diseño sugerido por 
Meyerhof. 

Asentamiento diferencia':L.entre 
columnas adyacentes de marcos 
abiertos de acero y concreto 
reforzado 

Expe,rirnentos sobre paneles de 
tabique macizo de 3.00 X 3.65 
metros. 

Sugerido por Heyerhof para 
diseño de marcos con muros 
interiores. 
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TABLA 11.4 

RECONENDACIONES DE BJERRUM 

DISTORSIONES ANGULARES, LIMITES D~ EDIFICIOS MODERNOS 

. ". 
- 1/800 - MÁ~UINAS SENSIBLES 

- 1/600 - LIMITE DE PELIGRO PARÁ ESTRUCTURAS DE VIGAS 
CON DIAGONALES 

- 1/500 - LIMITE D~ SEGURIDAD PARA ESTRUCTURAS QUE NO 
, PERMITAN FISURAS 

, . , 
- 1/300 - LIMITE CUANDO SE 'ESPERAN GRrETAS EN LOS MUROS 

, . 

- 1/250 - LfMITE CUANDO EL GIRO DE EDIFICIOS ALTOS y Rf
GIDOS PUEDE-SER VISIBLE ' 

, . 

- 1/150 - GRIETAS'CONSIDERABLES EN PAREDES Y MUROS DE 
MAMPOSTERfA' 

"1 - 1(130 - LfMITE DE SEGURIDAD, PARA MÚROS FLEXIBLES DE 
MAMPOSTERIA (ALTURA/LONr,ITUD - 1/4) 

'~ - 1/180 - LIMITE CUANDO PUEDEN OCURRIR DAÑOS ESTRUCTU-
RALES EN, EDIFICIOS NORMALES . 

. '.' 

¡' ;" 

',.- , 
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TABLA 11.5 

, CRITERIOS DE SKEMPION y Me. DONALír' . , 

A. ASENTAMIENTOS MAXIMOS 

B. 

(LíMI~ES ADMISIBLES PARA QUE NO SE PRODuztAN DA~OS). . , . . ' 

* CIM'I ENTOS AISLADOS EN' ARC I LLA . 

* CIMIENTO AISLADO EN ARENA-

* LOSA? EN ARCILLA . . . 
* . .LOSAS EN AR'ENA 

65 MM 

40 MM' 

65 -100 MM· 

40 - 65 MM 

.' 

. SKEMPTON y Mc. DONALD RECOMIENDAN LIMITAR A 50 MM. EN 

ARCILLAS Y A 25 MM. EN ARENAS PARA ASEGURAR QUE NO HA

YA DA~OS. 

D ISTO'RS IONES ANGULARES 

LíMITE ADM,¡ S IBLE PARA QUE NO SE PRODUZCAN DAÑOS EN 

EDIFICIo'S A BASE DE MARCOS (RELACIÓN LONí;iTUD-ALTURA 

-' 3): 1/500 . 

.j " 

, ' 
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TABLA :.r'r...'~. DIST.!JRSIONES ANGULARES DE AGRÍETAMIENTO '. ( Yo, 
EN MUROS DE HAHPOSTEIUA SIN REFUERZO. 

AUTOR . EL&MENTO CARGA VE!:. 
(Kg/cm ) 

CONCAVIDAD 

HACIA AR.IUBA' . HACIA ABAJO. 1: o ,_. o ." 

BJERRUH 
Y 

SKEH.PTON 
Me. DONALD 

GRANT 

POLSHIN 
TOlCAR' 

BURLAN!;) 
WRO'l'H 

O'ROURXE ' 

MELI 

.J4AINSTONE 

CHENEY 
BURFORD 

LITTLEJOHN 

MUROS PANEL 
MUROS DE CARGA 

MUROS DE CARGA 

MUROS PANEL 

MUROS DE CARGA 

MUROS DE CARGA. 

'MUROS DE CARGA 

tumos PANEL 

MUROS PANEL 

MUROS CE CARGA 

.-.roROS DE CARGA ... 

NOTAS. (1-).- APAIUCION DE GRIETAS 

0.003-0.004 

- 0.0003-0.0004 
0.0005-0.0007 - . 0.003-0.004 

- 0.0004' - 0.0008 

- 0.001-0.0013 

,¿2 0.002 
>2' O.OOl - 0.003 

- 0.002-0.003 

- --
- -

(2 •• - ANCHO DE GRIETAS • 2.5 mm. _: 
(3 ).- HURO AGRIETADO A LO LARGO DE TODO SU PERALTE •. 

-
---

0.0002 
'0.0004 

0.001-0.0013 

---
-

(1) 
0.000154 (2) 
0.00021 . 

0.00072 (3 ) . 

'-

L/H 

-
3 
5, -

C:::;1 
)"5 

" 0 0' ~'í -
.1 
1 
1 

-
--. 

12.5-17.0 



~ 

TABLA II.7.- DA~O CAUSADO POR MOVIMIENTOS HORIZONTALES DEL TERRENO. 

DEFORMACION UNIT. 
DEL TERRENO. 

HASTA 0.001 

0.001 - 0.002 

0.002 - 0.003 

0.003 - 0.004 

0.005 O MAYOR 

NIVEL DE DA~O. 

DESPRECIABLE. 

LIGERO 

APRECIABLE 

SEVERO 

MUY SEVERO 

DESCRIPCION DEL DA~O. 

GRIETAS NO VISIBLES EXTERNAMENTE 

FRACTURAS PEQUE~AS. DESPRENDIMIENTO DE 
RECUBRIMIENTOS. 

PEQUE~AS FRACTURAS VISIBLES EXTERNANENTE. 
FRACTURAS EN TUBERIAS. 

\ 

ROTURA DE rUBERIAS. FRACTURAS ABIERTAS EN MUROS. 
DISTORSION DE PUERTAS Y VENTANAS. INCLINACION y 
DISTORSION DE MUROS . . ' . 

LOS EDIFICIOS PUEDEN REQUERIR DE. RECONSTRUCCION 
PARCIAL O rOTAL. 
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TABLA t'lo S.a- VALORES DE Ea" PARA MUROS PANEL A ESCALA NATURAL .• 

AUTOR 

MELI 

MAIN S 'l'ONE 

POLSHIN 
'l'OKAR 

BURIIOUSE 

NOTAS. 

PRUEBA 

COMPRI::SION 
DIAGONAL 

DIS'l'ORSION 
POR COR'l'E EU 
MARCOS CON 
MUROS PANEL 

MEDICIONES 
DE CAMPO 

DISTORSION POR 
FLEXION y CORTE 
EN MUROS PANEL 

<t) 1!! TRABAJO DE MAINS'l'ONE 
(2) 20 ~RABJ\JO DE MAINSTONE 
• MEDICIONI::S SOBRE EL ~~RCO 

é'o(';C) CARGA· .lJESlT I CAL 

2 0.07 <2 Kg/cID2 0.10 ' >2 Kg/c:m 

• (2) 
0.OS1 - 0.13i1) 
0.05 - 0.10~ _ 
0.11 - 0.16 

0.05 

0.03S' - 0.06 

,.,.. 

L/H 

1 
1 

.. 

1.2-3.0 

~"'I 
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111.1.- PLANTEAMIENT.O E HIPOTE:3I:3,. 

I " ; , .. " Como resultado d~ los procesos de excavaClon y construccion dL 
tCmeles, se gener.an per-files de desplazamientos ver-ticales y 
horizontales ~h la superficie. Estos perfiles se forman gradual
~ente y siguen distintas tenden~ias conforme se avanza en la 
construcci6n del tGnel a lo largo de su eje (refs. 8,13,33). 

En las fi~s. 111.1 y 111.2 se ilustra una trayectoria de los 
perfiles de desplazamientos verticales generados en la superfi
cie, desde su posici6n inicial ~ntes del paso' del frente de 
e >: .; a va.: ión , h a s t a s Ij p o si.: i .:. n 'f i n a 1 d e s pué s d e s u p a s o por" 1 a 
seCClon de referencia, en ¡os sentidos transversal y paralelo al 
eje del túnel" r"espectivamente. 
"r'~ .. _~~-- ~ ~ ... ---. ~ - --- ~ ---;~.- _ .. _... . .. _.~. -. __ . , 
! , 
¡ 

¡ tensión I tensión 
4') ~~ -, --Ir---i>. 

compreslon 

o· 
fig.II!.l 
Perfil transversal 
de asentamientos. 

avance 

fig. II!.2 
Perfil longitudinal 
de asentamientos. 

Se presentan también movimientos horizontales, 
importantes por dos razones: 

l.;)s cuales son 

a).- Pueden prodUCirse deformaciones unitarias horizontales del 
terreno, del orden de las descritas en la tabla 11.7 y dafiar a 
las estructura¿ ubicadas ,en la superficie. 

b).- Pueden producir altas presiones laterales sobre las estruc
turas situadas bajo la superficie del terreno en zorias de 
compr-e si':'o. 

En la zona de interfase suelo-estructura, existe la posibili
dad de gue ~stas dosentida~es GO sigan el mismo patr6n de des
plazamientos, debido a la presencia de discontinuidades importan
tes. En este tr-ab.ajo,' se tiene en cuenta esta p,:.sibilidad, me
diante la intróducci6n de element¿s de contacto que no son -capa
ces d~ admitir esfuerzos de tensión, propiciando que suelo y 
estructura se despeguen, cuando se prese~ta este tipo de esfuer
zos en la zona.de interfase. 

En términos 
de sp 1 azami en t .:.s 

generales. no seha puesto mucha atenci5n a los 
horizontales tal.vez por la falta de siste~as 
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i n i c i a 1 e s de ',r e f e re n c i a par" a ro e d i r- los o tal vez .. p el r- ' f a lt a . de 
eviden~ias dir-ectas. Sin embar-go, en pr-oblema~ de tuneleo pued~n 
afectar- signi~icativamente a las estructur-as desplantadas en la 
super-ficie,: ' , . 

La evidenc.fa de desplazamientos hCIr-izontales inducidos PÓt

hmeleo, no es ·per-manente. ;En las figs. <111.3, 111.4) se rnuestr-a 
una tendencia de var-iaci6n de los d~splazamientos hor-izontales 
par-a ~n caso particular- (r-ef. 33). 

Desplazamiento horizontal en centímetros' 
o 1.25 25 

5.5+ 

24 ~,' 

Prófundidad en metros 

fig. 111.3 
, Desplazamientos horizontales 
~entido t~ansve~sal. 

• O 

6 

12 

18 

30 

------ --r 
Avance 
---....... ) t --_._----_..1 

fig. 111.4 

o 1.25 2.5 

; 0 Ouran,. el oaso de' e~~~ ~-1 
® ESCudO aOf'o.,tmánooso 

@ Oe.pues "'" oa.o el., escuelo 

Desp)azamientos hor-izontales 
Sent ideo longi tud-irral. 

Cualitativamente, el perfil de asentamientos super-ficiales 
gen e r" a d o s p el)'- e 1 p n)(~ e s o' de t u n e 1 e e, , s e p t- e s €.o n t.3 e n 1 a f' i 9 • 
(11I.5), cuand,:) no se ve' afe<:~tad,:t POt- la pt'e~enl:"ia de estn.lct'ut-as 
d,splantadas en la super-ficie (r-ef. 13). 

" 

Por otr-~ lado. e~ist~ ~videncia de campo, de que la presencia 
de estructw-as en la super-f'icie, influye en los pet-files de 

. desplazamientos'; hasta una ciet-ta pr"ofl.lndidad (n?fs. 4,8), te
niendo m~yor influencia €.on la zona de inter-fask suelo-estruc1ura, 
y 'disminuyendo al alejar-se de ésta hacia el eje del tt:ínel. Al 
estimar- el nivel de daRos en estructuras, inducidos por- tuneleo, 
esta influencia hace necesar-io estudiar a la regi6n afectada, te
niendo en cuenta la pr-esencia de estructuras desplantadas en la 
superfici.. Hasta aho~a, ninguno de los métodos descritos en el 
capitulo 11, co~sidera esta posibilidad. 
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fig. III.5 
'Perfil superficial'de asentamiento~ 
generados por tune leo. 

Dadas las posibilidades qúe ~l M~todo de los Elementos Finitos 
·ofrece para modelar la región afect a ~or trabajos de excayaci6n 
y construcci6n de t~neles, se han desarrollado modelos de an~li
sis basados en este m~todo, que intentan describir el comporta-

¡ mientcl de esta t-egión (refs. 19,20,26). 

~En estos anilisis, se estudia el comportamiento de los suelos' 
pat-a cada paso en el Pt-oéesc1constn.Jct ivo de un Hinel, obtenién

·dose un perfil de asentamientos superficiales para cada uno de 
estos pasos, ~or lo que estos an&lisis permiten conocer la tra-

; ye~toria del pe~fil d~ asentamientos superficiales desde su posi
ei':.n inicial hasta su pc.sici':'n final'(figs. Ir!.!, III.2), con
form¿ se avanza en el,proceso de ~xcavaci6n. Sin embargo, la 
ejecución de análisis de este tipo, requiere de un enorme esfuer
zo computacional y de un correspondiente alto costo de c6mputo. 
Si a la región analizada de esta manera, se le a~ade la presencia' 
de estructuras en la superficie, el tamaRo del problema y sus 
requerimientos computacionales creceri de manera extraordinaria. 
En la actualidad no es prictico realizar anilisis de este tipoJ 
debide,' al al'to t.=,stc. inv::.ll..Jcr'ado. 

Durante la excavaci6n y constru~ci6n de taneles, se presentan 
niveles altos. de esfuer'zos en la' masa de sl.Jelo que los t"r;:.dea, 
presentánd6se incluso, efectos de remoldeo (fig. 11.1). Estos 
esfuerzos disminuyen conforme aumenta la distancia al eje del 
Ui n e 1 ( t- e f .' , 37) • 

En este trab~jo, se realiza una serie de anilisis elistico
lineales de car~cter tridimensional, empleando el Mitodo de los 
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Finitos, de la parte .simétric.:t de 'Jna reg::¡;¡;¡¡: qlJe~. no 
la' zon.:t d·e .:tItos esfuerzos .:tlrededor del nÍiE!l y que 
l.:t' existencia de estnJ.:tw".:ts en 1.:t slJPerf.::t::fre (f ig. 

Estructura 

S\Jperficie 

Suelo 

".-- - ~ 
./ ......... 

l·· Suelo / zona remoldeoda, 
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I 
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! 
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fig. Ir!.::' 

Suelo 
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I 
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Region consider.:td.:t en el modelo suelo-estructura. 

/ 

, 
\ 
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I 

/ 

En 1,3 t-egión consider-ada, la ft-onter-.:t ínter-iot- c,;::¡--t<asp.)nde a 
una pt-c.tundidad en l.:t c:J;:d no influye significativamente la 
Pt-esenci.:t de, estnJ·ctut-as despl.:tntad.,3s en la super-fici>? (t-efs. 
4 r 8) , p.;:. t- 1 e' q u e .:t e s a p n:, f IJ n d ida d' los pe t- f i 1 e s de d ~ S.P 1·,3 Z a ro i en
tos ver-tic.:tles: y hcwizontales que Pt-oduce el tunelecl, son pr-á,:ti
camente independientes de esas e~tructuras. 

En este trabajo se analiza a la regi6n suelo-estructura, , para 
varias posici~nes de las est~ucturas con respecto al fre"t~ de 
avance del ta~el (secciÓn 111.6>, prescribiendo una historia de 
desplazamiento~ medidos en campo (figs. 111.7, 111.8 y 111.9) 
(t-ef. :3), en IJna seccibn pet-pen'djcÍJlar al eje del t:.1nel al ni-,te} 
de l.:t frontera A-A (fig. 111.6). Esta histori.:t de desplazamientos 
contempla la· vat"iaci':'n de le.; mismos c,~nfonne se apt"o;<Íma el 
fre~te de excavaci5n y despu~s de que ha pasado por .a secci6n de 
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referencia, 
constantes. 

que se estabilizan en valores aproximadam@nt~ 

En las figs. 111.7 a 111.9, se muestra la historia de despl~ 
',amientos empleada en los análisis (sec'ción 111.6), medidos' en 
campo (ref. 8), a una profundi~~d de 5.5 m. durante 'la construC7 
ci6n en suelo blandoi cuyas prop{~dades se d~sriben en la' ref. 8, 
de un tGnel de 6.3 m. de di~metro, ~Uyo eje se encuentra a una 
profundidad de, 12.25 m. En estas figur-as, se observa la variabi
lidad de los desplazamientos ver-ticales (fig. 111.7) y horizc,n
tales (figs. 111.8, 111.9), conforme se ap~oxima el frente de 
avance del tGnel, al punto de referencia. Estos desplazamientos 
comienzan a g~nerarse desde aproximadamente 30 m. antes de que el 
frente de exca~aci6n pase por el ponto de referencia y se estabi
lizan posteri:í:wmente hasta que empiezan a tener variaciones irn
portantes desde aproximadamente 10m. antes de que pase el frente 
del escudo. E~tas variaciones continóan hasta aproximadamente 15 
m. despuls de que ha pasado el frente de excavaci6n por el punto 
de refer-encia,' pei-mane,::iendo despu~s, apr-oxirnadamente constantes • 

L' 

Ante,s del paso del escudo 
por' fa sección de referencia 

" , 

I .~ 
• l • 

-30 . ¡ -15 

------: -::::....... --== -~-.. ' . , 

,'. ' 

, .. ' 

fig. 11 I. 7 
'1 ' 

. , , .. . , 

, Despues del poso del escudo, 
,por lo sección de referencia' 

, , 

<'¡.: 

Distancio al frente 
15 '" ''30., ' de avance, 

-:---,-- ----'-X= (IO.4m) 

-------~=(4.3m) ; 

Desplazamientos verticales medidos a 5.5 m. de Profundidad. 
( D = 6.:::: ro. :: P Y'l:) f un d ida d del e j e = 1 :2 • 25m. ) 
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",----"-:-- ------ .. : -

Distancia al frente • 
~--r-----------+-----'~~-'-'-'-~~'~'~-'-'-'-'~·~,~--~10-----.;2-0----~3-0----------~del avance 

-30 -20 -10 o,. ',. 

-,~- -_.-/ " 
-2 

-4 x:. O " 

-- -- - X = 4.3 
; 

-6 X, - 6.4 
. .. . .. . . X -10.4 -' . . . -_ ... --=---......... ~ ... 

. 
: X :: Distancia perpendicular al eje del túnel 

~~~.....,;, .... ;_._ ...... _; • ...;o' .... - . ____ ........ ;.... .......... ___ ~,,----..-'-------' -----------: 

fig. III.:3 
Desplazamient~s horizontales perpendiculares al eje del tGnel 
medidc.s a ·5.5:·ro de Pr"Qf. ( D = 6.3 ro. :, Pr",:.f. ej;;: :: 12.25 m. ,) 

4 

2 
, , -'---' 

....... "" "v \ 

, r ~ '1 

,---
-._.- --\ , 

~:..L--I-----':"'--------'---:~¡==:::"!""""'::~h~J.-,.~:::::"' ....... ..L.f'--=-"::""'!'-".""""''''''''''-----~ Distancia al frente 
de avance 

'1-20 10 20 30 
\ ' 

X=O ---__ 

~~ .. ~ -'-'-
X=10.4 ..... , ..... 

·4 
I X'= Distancia perpendicular al eje del túnel . 

fig. 111.9 
Desplazamien,tós hm'izc,ntales par'alelos -al eje del Ulnel medid':'$ 
a una F't'ofund(dad de 5.5 ro. ( D = 6.3. m. F't·of. eje = 12.25 m. ) 

En la re~i5n en estudio (fig. 111.6) se considera, que las 
fronteras perpendiculares al eje del tOnel, se encuentran définl
das por' secci'ones en las que se estabili.zan 105 desplazamientos 
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y horizontales. Est.3s corresponden a 10 rn. antes 
el, frente de e>:cavación Y,a 15 rn. después de q'le 
la ~ecci6n de referencia. 

de 
ha 

En el se:ntido' tt-ansversal' al:'ej'e 'del Uinel, lasft-onteras 
laterales se fijan en zonas' donde los ~esplazarnientos verticales 
y horizontales dejan de ser signfficat.~vos en comparaci6n con sus 
valo~es m~xirnos. En lasfig~~ III.7, 111.8 Y 111.9 esta zona se 
encuentt-a' a una distancia de apro:·:irnadamente 10 m. del eje del 
t~nel, medid~, en sentido trani~ersal a·~ste. 

~ediante l~ aplicaci6n del M~todo ~e los Elementos Finitosi al 
a n á 1 i s i s de' u na re g i .:. n tri el i m e n s i e' n a 1 a f e c t a d a por t r' a b a J o s de 
tuneleo, que, toma en cuenta la presencia de estructuras en la 
superficie, se requie~e de u~ gran nGmero de elementos finitos 
para representar su geometr!a" teni~ndosecomo resultado una gran, 
cantidad de informaci6n relativa a desplazamientos, esfuerzos y 
deformaciones que se generan dentro de la regi6n en estudio, 
req'.Jir-iéndose' además, de una 'gran cantidad de memor-ia y tiempo de 
eJecu0i6n en computadora~ con un correspondiente alto costo de 
análisis • 

Por otro lado, al estudiar los da"os potenciales en estru~tu
ras, a través de las deformaciones unitarias horizontales xde 
las distorsi6hes angulares inducidas en su base, por trabajos de 
tuneleo, es ~ecesario conocer el campo de desplazamientos qu~ se 
genera en la superficie, conforme se avanza en la trayectoria del 
tl:inel, y cuál es el efe.:to que causa sc,bre ellas, por-' lo que es 

I • • • 

deseable plantear- un algor-itmo ql.Je. per-mita analizar- ,la r-egi6n 
suelo-estruct~ra de tal manera que se obtenga como resultado 
solamentilos desplazamientos vert{cales y horizontales que, ~e 
generan en la"zona de interfase, con lo que se reducen significa
tivamente los:reql.Jerimientos cornputacionales . 

Este algoritrno correspond~ a representar las ca~acterrsticas 
de car-gas ..,. r-igideces de sl.Jel,:. 'y.e.stn.Jctur-as, asociadas sqlameilte 
a los nodos qJe definen la fro~tera entre ellos. Las rigideces y 
car-gas de la:'rIl.;:l.sa de suelo,' deber-.án asociar-se, adem.3s, a l.:.s 
nodos ,que definen la fr-cLllter-a A-A en la tis. 11!.6, par-a hacer-

.posible la prescripci6il de la historia de desplazamientos medidos 
en campo a esa profundidad. 

En este trabajo, para lograr'~efinir las cargas y rigideces de 
esta manera, se d~sarrolla un algoritmo de subestructuraci6n que 
p u e d e u s a r- s e de rn a n e r- a e f i c i e n te 'y e.: o n .:. m i ca, d e s d e e 1 p I.J n t o d ¿ 

vista de m~moria necesaria y tiempo de proceso en computadora. En 
las siguientes ~ecciones se d~scribe este algoritmo, asr como su 
implant~ciÓn 'en un programa de análisis basado enel M~todo de 
los Elementos.Finitos. 
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111.2.- EL CONCEPTO DE SUBESTRUCTURA:':10N. 
'. 

Con el advenimiento d~ las cOM~uiádoras, ha sido posible 
desarrollar de manera num~ric~, la s~luci6n de problemas estruc: 
turales complejos en cuanto 'a' la definición de. su geometría, el 

1', 
" 

'tama~o físico:del problema y la soluc~6ri de las ecuaciones dif~
re~ciales que lo gobiernan. Uno de los m~todos num~ricos y por 
lo tanto aproximados, de solución-de estructuras complejas, es el 
método. del elemento finito, el cl.lal requiere de la discretización 
de la región en estudio, en elementos mis pequefios, denominados 
elementos finitos, en. los que, d~manera aproximada, sea posible 
establecer- las variables cinemáticas ,(desplazamientos, giros, 
etc.), empleando funciones cont{nuas de la clase que las caracte
rísticas físi,:,as' del problema. lo requier-a, que neis permitan 
describir su rigidez Ke y sus cargas P@ asociadas a ~ritidades 
estructur-ales :en su frontera, a las cuales se les denomina nodos. 
De esta maner~, el problema c¿ntinuo se reduce a uno discreto ~ue 
garantiza la continuidad de variables cinemiti9as, requerida 
dentro del elemento. La continuidaad cinem~tica entre elementos, 
se logra al establecer la definici6n de las variables cinem¡ti-

t 
., 

c~s, como resultado de. la solución del sistema de ecuaciones K 
,. 1! , 1: en donde 1< y E son matt-ices de rigideces y de 
;~. cargas de la estructura global, formadas mediante la suma ordena

'¡"»,da en un mar-co de referencia globalr,de las rigideces y cargas 

l. . asociadas a ,los nodos de cada elementc., referidas a su mar-co 
local de r-eferencia, y y 1!. eS el veé'tor con-espondiente a ,las 
variables cinemáticas referida~a los nodos en un marco de refe
rencia gic,bal. 

Después de' cc.nc,cer el valOr- de' las var-iables cinemáticas en 
todos los nodo~ d~ la estructurar es f~cil conocer su variaci6n 
dentro del elemento, a trav~s de las funciones continuas que se 
usaron en la formaci6n de las matrices Ke y E e y establecer los 
pat-,imetr-os de inter-és (defonnacic,"es r esfu€n-zos), dependi'entes 
del campo de variables cinemáticas, mediante la aplicación de 
operadores dif~renciales que relacionan al campo de desplazamien
tos con el cam~o de deformaciones, y de relaciones constitutivas. 
entr~ los campos d~ deformaciones y esfuerzos. 

Existen problemas (N2) en los cuales es necesario definir una 
discretizaci6n que requiera un gran nGmero de elementos finitos, 
lo cual hace que, adem~s, se incrementen considerablemente los 
requerimientos: de memoria y tiempo de ejecución en computadora. 
Esto Se refleja en un costo elevado y en ocasiones en la imposi
~ilidad de obtener soluciories suficientemente precisas, debido,a 
las limita.:'i,:)n~s en la disponib,ilid.3d de memoria de la ,:,.:)mputado
rae 

N2.- El n6~ero de element~s finitos necesa~ios para obtener 
una ap~oxim~ci6n adecuada, está en funci6n de las va~ia 
ciones ~n cuanto a propiedades físicas y condiciones de 
carga .de la región en estudio r requiri.ndose un mayor 
namero. de elementos en las zonas donde existen cambios 
importantes en las propiedades f{sicas de la región en 
estudi9, o concentraciones importantes de carga. 
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Para analizar est~ tipo de pr6blemas,se h~ pensado en definir 
elementos de gran tamaRo que conteng~n l~ ~eometría Y pro~ieda~es 
de una~egi6n discretizada. en un gr~n n~mero de elementos fini
tos. 

, . 
A estos elementos' de gran tamafio, 

superelementos. (fig. 111.10). 
se les ha 

..:superelemento elemento finito 

I ~ I t 
I 

> 

/ / / / I I I / I ./ / / / I / 

fig. (111.10) " 

Defin'icipn de super"elemento. 

'llarna,do 

Las propiedades de rigidez y. car-ga que definen a un elemento 
finito o a una regi6n definida ~ediante un superel~mento, se 
obtienen a travis de planteamientos numiricos, se asocian a sus 
nodos y se refieren .a un marco de yeferencia local (fig. 
Ill.l1.a). 

- , 

@'- @ 

O nodos 

(i) ® 

fig. (lII.'l1.a) , 
Marco de referencia local 
para un elemento finito; 

~ @ @ @ 

i 

® @> @ @ 

@ ® 0 ® 
! 

fig. (lII.l1.b) 
Marco de referencia local 
para un superelemento.' 

. . 
En general, ~s conveniente definir l~ posici6n de los nodos de 

un elemento finito, en su perif~ria, para poder establecer 
condiciones de continuidad entre el~mentos. La continuidad dentro 
de lós ele~entos, est~ definida a travis de fun~ibnes contin~as 
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llamadas funciones de inte~polaci6n. de la clase que el problema 
lo requiera. ~in embargo. es posible definir la posici6n de los 
nodos en cualq~i~r punto. Asi" un superelemen~o puedeconcebi~se 
como uh elemento finito de gran tamaRa, con nodos ubicados tanto
en SI.J periferia como en su interi¡:or, y referidcls a un marcc.· de 
'r e f e r e n c i a 1 oca 1 (f i g. 1 1 1 • 11 • b .> • 

Es deseabl~, al igl.Jal que en un elemento finitc., ql.Je las 
matrices de rigideces yse y de cargas pse representati~as de 
un sl.Jperelemento, estén asc .. :iadas a nodos ubicados en en SI.J 
periferia solamente y buscar de alg~na,manera que exista conti
nuidad de las variables cinemiticas. en el inte~ior de la reglan 
asociada a il.En la siguiente sec~i6n, se presentan planteamien
t CIS par-a repre se n t ar- 1 a s ri gi de ce s y 1 a s cat-g a s de l.Jn super-e 1 e
mento, definidas sola~ente en los nodos de su periferia. En lo - -sucesivo, a estas matrices se les denomina K y P r~spec-
t i va m en te. A si. .:, o n s i de r a n d.:. , I.J n a t- e 9 i o:' n p 1 ana e n 1 a - c u al,:? ~ 
tengan 2 grad¿s de libertad por nodo, 36 elementos, 50 nod6s j 
cClndi.:iones d€'frc.ntet~a com.:. se indi.:a en la l.fig. 11I.12.a), se 
llega a un sistema K U = .f.' de :::0 ecuaciclnes. 

p·:·t- otro lado, si S€ intn:'duce ,la idea de sl.Jper-€lementQs, la 
rnisma t-egio'::on puede disl:r-etizat-se en 3 s'.Jper-elementos con 14 nodos' 
en su perife~ia y conducir a un siste~a y, U = P de 44 

"ec1.Jacic.nes, fig. U1I.12.b). 

, ¡ 

':1 

~ . 

fig. (111.12.a) 
E s t n..l e t tn- a s "i ~ 
super-e lemen t os. 

80 gt-ados' de -1 iber-tad 
31::;. elementos' finit.:.s ; 

4 nodos por elemento 
2 OL / nod.:) 

S 

4 

3 

2 

1 

superelemento 
1 

/ v 
2 3 
.~ v 

32 

31 

30 

29 

:28 

1////// ///////1/// / 

fig. U11.12.b) 
E s t t- u e t u t- a e o n 
sl.Jpet-e 1 emen t os" 

::::2 nodos 
44 grados de l'ibertad 

3 superelementos 
14 nodos por superelemento 

2 GL / nodo 

El plante~mi~nto del problema en tirminos de la di~cretizaci6n 
de la fig. (111.12.a), permite conocer: el valor de las variables 
cinemiticas en los 50 nodos de la malla. Por otro lado, en tirmi-

\ 
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nos de- '1a discretizÍació'n en '~uperelementos (fig •.. ·l11. 12.b) se 
conocen los, valores ,de l.;.¡s mismas variables sólo en', 32 nodos. 

A trav~s. de la discretiz~ciónde la, fig~ (111. 12.b), en~ 
superelementos~ se conoce la solución s6lo en los puntos de la 
~estructura global que son .fronte~a de los superelem~ntos. Esto, 
m¡s que una desventaJa.del empleo'de superelementos, permite una 
interpretaci6n más fácil de los resultados. Adem~s, como se 
discute en la siguiente sección, es posible conocer el valor de 
las variables ~inemática~ en el interior de los superelementos, a 
partir de la solución obtenida para'su frontera. 

. :; . 

La disct"etizacÍón de la fig. 111. 12.b cC1rrespconde a tres 
~uperelementos con las mismas características cada uno de ellos. 

Se mencionó anteriormente, que las matrices R y ~ aso-
ciadas a un superelemento, corresponden a un sistema local de 
referencia. Uig.ll1.11>' Esto hace pcosible que el des'arrollo 
Dum~rico pa~a· la obte~ci6n de las rigideces ~ y de las cargas 

. P de entidades iguales o sl..lperélernentcos, se realice s610 una 
vez~ y se sumen ordenadamente las matrices R y ~ obteni-

, "das de este desarrollo, . en arreglos globales K y 1: tantas 
", :veces ccomo superelementos se tengan representados 

entidad, a la cual se le denomirya subestructura. 
por la misma 

Visto de esta manera, el empleo del concepto de subestructura
ci6n en la' soluci6n,de problemas complejos, desde el punto de 
vista de manejó de grandes cantidades de información, ofrece las 
siguientes ventajas, las cuales hacen posible el estudio de 
estructura~ complejas, de manera eficiente y econ6mica, desde el 

~~p~nto de vista de memoria y tiempo de proceso en computadora, 
, 'requeridos.para el an¡lisis de este tipo de problemas. 

1.- La estructura puede formarse a partir de bloques con 
iguales caracteristi~as físicas y geom~tricas. 

2. Regione~ fisicas distintas' pueden modelarse como 
~ubestructuras separadas. Est6 permite usar tJcnicas de 
m.:.delado tales cc.mo genet-ación espe.:ializad·a'~··de ~'iOalla 
para t-e.gio;:lnes loc,ales, y penni'te alma.:enar .las rigideces 

.. :,: Y 'cargas asociada a cada una de ellas, pat-a ser" usadas en 
análisis subsecuentes. 

3.- Los modelos de subestructura pueden ser desarrollado~ 

analizados en un marco de referencia local de coordenAdas. 
La prep~r~ci6n y revisión je datos es m¡s simple y segura. 

4.- Puede 
más 

hacer"se 
simple 

un reanálisis de cualquier 
y eficientemente. 

5.- La seletci6n d~ salida se simplifica y las opciones de 
usuario ;son más fáciles de ejecutar. 

6.- La memor~a y tiempo de ejecucibn requeridos 'para an~lisis 
en computadora, se reducen notablemente. 

" 
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111.3;- FORMACtON y UNION DE'SUPERELEMENTOS. '. , 
Existen dos maneras fundamentales de form~r las matrices de

rigideces K y de cargas ~ asociadas,a los nodos en la fronte-
-ra de un 5uper~lemento. En un~ de ellas, se recu~re a 5upe~ele
mentos con nodos solamente en su'periferia (fig •. 111.13.a), y 
cuya geometría y aprpximación e~ta d~scrita atravis de complica
das funciones de interpolación, que permiten calcular las matri
ces V. y P as.:..::iada·,;;; 1,:)s n.:"J(»; en!;; !-'.:=','ifer-ia y' que' 
establecen la ,continuidad requerida dentro del superelemento, 
para un probleina en particul.3r- (t-er'. 17,),' Este m~todo t"I'"qUiETe 
del cc,n,:,cimientc, 'de fun.::iones de inter-pola,:i':'n establecidas par-a 
un cierto nOmérQ de nodos en la periferia del superelemento .' Es 
evidente que ~uando crece el tamaRo de ~stos, es necesaria' la 
definici6n dei un n~mero mayor de nodos en la per,feri~ y en 
gene~al habr~:que ad~ptar la discretizaci6n de la geometria' del 
medio que se a~aliza, en superelementos con un tama"o y nGmero de 
neldos 'definido~, qr.Je gar-anticen '.Jna apr"o:~imacie.n adecuada, dada 
por las funciories de interpolaci6n que se empleªn para ese super-
elemento en pa~ticular. 

. 
" 

:' 
! 

fig. (lll.l:3.a) 
Superelemento con nodos 
s610 en su periferia. 

h 

r. 

-

h • nodos internos 

O nodos externos 

" 

elemento finito 

f i g. ('11 I. 13. b ) 
:3upe'n? 1 emen t o que compr"e nde 
una ,malla de elementos 

'elementos finitos. 

Cuando el p~oblema es tridimensional, la definici6n de las 
funciones de interpolación se complica a~n m¡s, y aunque es 
posible desarrollarlas, se debe contar con gran cantidad de estas 
funciones dependiendo del nGmerq de nodos en la periferia del 
super"elemento, ',par"a 1:lbtener" 1.:1 sólucié,n de 1.:1 estn.Jctut"a glob.:11, 
en los puntos de interis. 

i 
Otr.:1 m.:1nera de formar las matrices V y 

una discretiz.:1ci5n de la geometria glo~al, en 
contienen una m~lla de elementosfinit¿s (fig. 

P corresponde a 
super-e lemente.s que 
11I.13.b.). 
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En est~ plantea~iento, una subes~ructura puede trat~rs~ como 
una entidad independiente del sistemi global, 'en la cual a través 
de los planteamientos convencionales del Método de Elementf.-,s' 
Finitos; pued~ definirse ~na matriz Kse y un, v~ctor E~e 
asociados a lps nodos externos. e internos del superelemento, las 

,cuales se c.bt,ienen sum-ando'de maneraord,enada, las matrio:es Ke 

y Ee correspondientes a los elementos finitos que lo confor
man. De esta manera, la formación de la matriz de rigideces 
asociada a todos los nodos (externos e internos) de una subes~ 
tructura, correspond~ a un problema convencional en la aplicaci6n 
de'l MEF, en el cual se cuenfa ya con funciones de rj.nterpolación 
sencillas, con las que se puede obtener un g~ado . adecuado de 
aproximaci6n en cada problema particular. 

,. 

1
", De esta maner-a, la diferencia fundamental entre el MEF conven

'cional y el empleo del concepto de subestructuraci6n, consiste en , . ~ :.' 

que con este altimo, se pueden definir regiones que pueden tra
tarse como estructuras independientes en cuanto a la formaci6n de 
sus matrices 'de cargas y rigidedes. Además, corno se ver~ más 
adelante, esta~ características se pueden representar en ~~rminos 
de algunos de sus grados de libertad solamente. 

Se ha mencionado que es conveniente asociar la rigidez y la 
carga de un el~menlo finito o d~ un superelemento, a los nodos 

¡que definen s~ periferia. De acu~rdo a ~ste planteamiento, es 
, necesari~ entohces, reducir el si~iema de ecuacione~ 

se 
K = 

se 
p ••• <111.1> 

'. referido a todos los nodos del· super-elemento, en !.lno asociado 
solamente a los nodos ubicados ~~ la. frontera ,del mismo, cuya 
.soluci6n par-a las var"iables que se r-etienen, es "e;{actamente" la 
misma que se'obtiene para ellos cuando se consideran todos' los 
nodos delsupe~elemento. 

Tradicionalmente y de manera formal, el proceso de reducci6n 
de matrices consiste en expresa~ los grados de libertad que se 
quieran eliminar o condensar (inteinos), en términos de los que 
s e q u i e r" e r" e ten e r- ( e>: ter n o s). A sí, s e ha. re.: u r r- ido a par ti.:, i .:o na r" 
la matriz de rigideces y el vect6r de cargas, ~n submatrices; de 
tal manera que' un sistema de ecuaciones K se Use =. pse , 
en d.:.nde Ksees la rnatt"iz 'de rigideces cc.rnplet~ representativa 
de una sube7tn~ctura, y Use es un vect':;lr de variables cinemáti-. se: 
cas producido por la aplicaci6n del vector de cargas P " puede 
representarse como: 

se 

Ke i] 
Ki i [::!" [

Kee 

Kie 
= 

! 
en donde los subindices e,i se refieren a los 
definidos en ~a frontera y a los internos en el ,t;_ 
superelemento • 

. ,' 

••• (. 1.11. 2) 

nodos' exter"nos 
interior de un 
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Desde el punto'de 'vista matemático, haciendo operaciones' se 
puede representrar uno de los vectores de variables cinern.aticas 
(Ue en este caso) en funci6n del otro de ellos CUi). 

en 

La expresi6n (111.2) puede escri~irs~ corno: 

" 

: 
Kei Kee Ue + Ui = Pe (111.3 . .3) -

Kle ge + ' Ki i Ui = Ei CIII.3.b) 
donde t;;:,dos los términos se refieren a IJna slJbe s t nJC t Ur" a. 

De la eco (1II.3.b) 

K i i J!i = ••• <I1I.4.a) 
-1' 

U i = K,i i LE i •.• (III.4.b) 

Sustituyendo; la expresi6n UII.4.,bJen la expresi6n (IIIo3.a): 
-1 

K e e !Je + K e i (K i i (p i 
-1 

Ei 

Pe 

agrupando para Ue: 
-1 

= Pe - Ke i K ii Pi •.• U 1 105) 

Así, el sistema' asociado a los nodos en la frontera de la 
subestructura, puede escribirse co~o: 

1< u = P ... UII.6) 

en donde: 
-1 

= Ke i Ki i Kie ... <I1I.7.a) 

::: Qe .•• UII.7.b.l 

- " 
-1 

P = Pe Ke i Ki i ..Ei ... (III.7.c) 

El sistema de ecuaciones representado por la eco (111.6), 
comprende un s i s terna de NGLe x NGLe, y en genero al, tiene rn€nos 
ecuaciones que el que represe~ta la eco (111.2), esp€cialmente 
cuando crece ~l n~rnero de variables cinemáticas internas, sin 
embargo cuando ~ste es el caso,' se incrementa el esfuerzo nec€sa
rio para hallar las matrices ~ y ~ , debido a la presencia 
de Ki i-,I aunque se empleé alg'Jna técnica que 'matemáticament€ 
resuelva el Pt"oblema de la soluci,sn de las ecuaciones. <I11.7.a) 
y (III.7.c) pat-a hallar R y P , sin recurrir explícitamente 
a un algoritmo de inversi6n de matrices. 

Una manera de evitar el proceso de inversi6n de Kii para la 
obtenci6n de K en la expresión <III.7.a), consiste en propo
ner una matriz' ,,11 tal que; 
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-1 
M,' = ,I<i i.' Kie 

1-3 cu-31 puede expreS-3rse en 1-3 fdrm-3: 

M Kie 
, 

J, 
••• (111.3.-3) , I 

••• tIII.3.b) 

En 1-3s ecu-3~iones (111.8), M es un-3 m-3triz de NGLi x NGL~, 
1-3 cl..1-31 puede conc.cerse e>:plícitamente -3 tr-3v~s de 1-3 soluci6n de 
un sistem-3 de ecu-3ciones de NGLi x NGLi con NGLe vectores de 
t~rminos indepéndientes descritos porKie 

, " 

Sustituye'ndo 1-3 soluc'i6n encontr"-3d-3 p-3ra 1:1 a p-3rtir de 1-3 ec. 
(III.8.b), en J-3 eco (III.7.a): 

.-
K = Kee. Ke i 11 ••• UIL$.c) 

, -Aná I ogamen t e. 
de IJn-3 m-3 tri z O 

'""1 

puede determin-3rse 
t -31 que: 

P mediante la i nt rodl.Jl:c ión 

Q = K i i ., Pi .•• UII.9.-3) 

o 

Ki i Q = Pi ••. <III.9.b) 

Sustituyendo en 1-3 expresión (III.7.c) la solución hall-3d-3 
p-3ra Q de la r expresi6n (III~9.b): 

P = Pe Kei Q 

En las eco (111.9.), Q es 1-3 soluci6n de un 
x NGLi ecuacir~nes I ine-3les-con tantos vect.:.t"es de 

I 

pendientes coro.:) condici'clnes de carga descritas pc.t" 

-

.~.(IIL9.c) 

sistem-3 de NGLi 
t €nn i nos inde

Pi 

De est-3 manera, para hallar K y P , se necesita resolver 
el sistema 

r~ii (11: G!) ..• (UL10) 

y efectuar operaciones de muitiplicaci6n.y sum-3 de m-3trices en 
las expresiones (III.8.c) y (111.9c). 

-Despues de ~umar K y 
de la estructura global 
de 

U = 

P de manera ordenada, en las 
K y P y resolver p-3r-3 U 

matrices 
a pat-tir 

••• 011.11> 

e 'identificar dentro de U los t~rminos corespondientes a los 
GLe a soc i ad.;:Is . a un supere lement o y represen t ándo 1 o como (Ue)~c!:" 
puede' conocerse 1-3 soluci6n dentro de 'ste, resolviendo el sis
tem-3 de 'la exp.res ión (111.4, a), sust i tuyendo Ue por (.!de );c-
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La ee. '(111.5) ~uede ~~tener~e tambiin a partir- de un plantea

miento m~s perceptible des.de el punto de vista del análisis¡ 
e s t r 1.1 e t u r 031. . 

Considérese una estructura en la cual existen superelementos 
'cuya frontera no coincide con alguna fr,o'ntet-a t-estringida de la 
estrl.lctura glóbal, (superelernefltcl.1, fig. 111.14). 

, 
1 

Para un superelemento de este tipo, la fflatriz K es singu-
lar, pues corresponde a una subestructura libre de desplazarse en 
cualquier direcei6n. Para obtenerla matriz K asociada a este 
superelemento, se considet-a la s'.lperposici6n de (deIS estados rela
tivos a la cinemática de las fronte~as. 

eleme 
'inilo 

nlO 

f 

, 
" 

//// // / //. "/ /////////" 

f i 9 • (1 1 1 • 1t4) 

( 

• -

'/ / ,r / / "/ / /. "/ /, 

SUperelemel\lO con 'ron lera 
libre. ( 1) , 

superelemento con frontera 
lija en su base. (2) 

Estructura global con dos superelementos fijos en uno 
de sus bord~s y dos libres en todos sus bordes . 

. 
ESTADO 1.- Fronter-as fij,;is, o OLe fijos. Al imponer- condi.:iones 
de ft-ontet-a de~ tal forma que se impiden todc)s 1':)5 movimientos de 
cuerpo rrgi~o de un superelemento, ~ste es estable y el sistema 
de la eco (III~2) tiene soluci6n. Esto es, Kii es invertible. 

Si las frohte~as est¡n fijas 
(111.2) puede ~scribirse como: 

se se 'se 
Kei .!:! i x = Pez 

se se ~ se 
Kii 11' -=.lr = ~i.z: 

se 
~e~ = (1 ) , la e:-:pr-€:si6n 

. . . (I II. 12.03) 

(I II. 12.b.l 

en don d e e 1 s 1.1 b i n d ice 1 s e 't- e f hn- e a 1 e s t a d o 1. ( N 3) . 

r 

se se 
N3.- En la eco c.I1I.12.b.l, Pi:r corresponde a Pi, ya que en el 

estad,o 11 '5610 se considet-a la libet-a(:i6n de las ft-ontet-as. 
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De la eco (1I1.12.b):, 

'-i se 
= Kii Pi l -,' 

sustituyendo la eco (II1.13) en la eco '(II1.12.a'): 

se se 
= Kei 

-: 

-1 se 
Ki i .f'i 1 

••• (1II.l3') 

••• (111.14) 

se 
E n la e c . t, I I 1. 1 4,) , .f' e r s o n 1 a s r e a c e ion e s n e c e s a t" i a s p a t- a 

rnantener Ue!e = O cuando se aplican cargas fi~e en ,ef' 
interior del superelernento. 

ESTADO 11.- Liberaci6n de las fronteras. Ahora 

La 

lS.ee 

Kie 

de la 

l' .f~e = O. 

expres ié,n (111.2) plJede' 

se se 
Ue l 

- 11., + Kei 
j 

se se 
!de r , + .!:S i i 

, 
ec. (III.15.b): 

= f< i i 
, .. 

se se 
1.!iJI 

se se 
11' .;::.ln: 

se 
Kie !:IelI' 

e s c r í b ir- s e CClrnCI: 

se 
= Eerr .•• (III.15.a) 

= O 
t 

' ••• (11I.15.b) 

..•• (111.16) 

Sustituyendo la e":. (111.16) en la eco (lI1.15.a) 

se se se 
~ell = lS,?e ~:~e i Ki i Kíe Pe_ 

- ,/,o' 
¡ , 

F'erl:1 

se se se 
Pe rc = Pe Pez 

Sustituyendo la eco (111.18) en·laec . 
..fe;e dado POt- la ej' (111.14) y haciendo 
y t" e c o t- dan d (;1 q U e ~ e.t e = O ; s e t i 8' n 8' : 

u = 
, -1 -1 

••. (II1.17) 

•.• ,(111.1:3), 

••• (lÚ.l?,;:.) 
-1 

I = (Kee ' - 1< i i t< i e) (Pe Ke i K i i Pi) f<ei 

o 
..., ..., 
K U = • • • ( 1 I 1 " 1 9 • b ) 
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Existen otros planteamientos similare~ baiados en la imposi--ci5n de condiciones de frontera, para hallar las matrices K y 

~ 'as6ciadasa Una subestructura. Sin Embargo, en todos ellos se 
llega 'a e~:presiones del tipo de la eco <III.5), en las cuales
cuando crece NGLi, que es cuando el co~cepto de subestructuraci6n 
se hace atractivo, se requie~e de un gran esfuerzo para determi
nar ? y ~ "ya que se requiere' de la inversi6n de matrice~ de 
gt"an Tamaño~ 

Se coment6'anteriormente que el proceso de reducción de matri
ces consiste en expresar los GL que se quieren eliminar o conden
s a t" ( G Le) , e n '. t é nn i n el s del,;:. s q u e s e d e s e a n t" e t. e n e r ( G L R ). E s t e 
con,:,epto está ínt irnarnente r"e,lacionado con e.l pr,)ceso de reduc.:,ié,r, 
Gaussiana, considerado como parte de la soluci6n de un si~terna de 
ecuacionei lineales. 

Las caract~risticas del campo de desplazarnientos superficia
les, que se gen€,"an como resultado de los tr"abaj':ls de tunele.:" 
son de car'cter tridimensional, por lo que las rigideces K y 
las car"gas P, r-ep~"esentat ivas del sistema global suelo-estnJc
tura, serán el resultado de la suma ordenada de matrices de 
rigideces .R y de cargas ~"de elementos o superelernentos 
tridi'rnension-:31es. p,:.t" simplicidad en el manejel de lel5 an"egle.s 
elernentales K~ y P~, y de los arreglos: globales K y P 
par"a i lustr-at"-- el pT-cII:edimiente, de obtención de las rnah-ices de 
rigideces R ~ de cargas P , asociadas a los grados de liber
tad retenidOs en" una sIJbest7uct 'Jt-a, se c':,nsidet"a el esquema de la 
fig. (III.15.b), en el clJal, por"simplic'idad, se ,:,:-nsider"a U;1a 
subesh"uctut"a f,;:.nnada por" 3 .element,:,s bar"ra (,fig. IIL15.a), .:ada 
uno de los cuales tiene definida.su mahoiz de t"igideces como: 

e 
K = (EA/h) [ 1" ~1] 

-1 1 
" , 

P 
2 I ° 

1 i 

[ 
L 
P 
2 ' ; 

fig. <-III.15.a) 
E i ernen to barTa. 
::: i s t e m a d e tO e f. 1 e,,: a 1 

I 

l., 

4 

h 

3 

h 
2 

h 

"~ 
PI 

fig. (III.15.b) 
:::up et"e 1 e me n t e¡. 

C.III.20.a) 

::; i s t e ro a d e t- e f. 1 ':":' a 1. 
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y su ,vector d~ cargas como: 

p 

ti 

tl 

h H=6h 

h 
, 

h 

h 

p 

f i 9 • (1 1 1 • 15c) 
Barra de 19n9itud 
= 6, h, fija en sus 
extremos,c6mpuesta 
po t- 6" E • F • 

.•. ( t 1 1 . 20. b') 

0 

® ! Pl (S.G.) 

® 

fig. UII.15.d) 
I::at-ra de l.;:.ngitud 6 h, fija en 
sus extremos, compuesta por dos, 
superelementos asociados a la 
subestructura de la fig. 
(11{.15.b). 

Consideran~o que (EA/h) = 1 y P1 = pi = 0.5 por 
simplicidad num~ricar se tiene 

e 
K = [O':J o. _1 

••• (1 1 1 • 20. e ) 
e 

P 

.í: 

Sumando ordenadamente los arreglos K~ y p~ de cada sle-
'mento, en 'el i,s"istema de, referencia nod.:11 100:::.:11" del super-elemento 

ql.Je confc,t'ma:" 

2 -1 O -1 1 

se -¡:-1 ...., ,-1 O .:.. 

~( == ••• (111.21.a) 
se 1 

p = 
1) -1 1 O 0.5 

-i O' ,o 1 0.5 
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se se 'se' 
y el sistelll4 K !,U = E tendrá la forma: 

" 
se se se 

2 -1 O -1 Ul ',1 

-1 2 "":'1 :0 U2 1 
= . . . UII.21.b) 

O -1 1 O U3 0.5 

-1 O ';0 1 U4 0.5 

Suponiendo que se desean condensar los GL interno~ (1 y 2), lo 
cual corresponde a re~resentarlos en t~rminos de los GL externos 
(3 y 4). ' 

!, 

= [~: j. las operacio-bastarfa con hacer Si ,se c.onoc i era lIe I 
1
'._ nes necesarias para que (K2, 1) 
'~determinarse U2 en funci6n de ~e 

I 

1:' : 

= O. 
como: 

De esta manera podría 

1,'" 
1:: ::; 

1: ' 

I 

U2 = (K2,3 lI3 +'K2,4 U4) / K2,2 

Una vez conOcida U2, puede conocerse .Ul haciendo: P 
11 '\ 

j 

III = (Ki,2 U2 + Kl,3 lI3 + Kl,4U4) / Kl,l, 

Es t e desan,-o 110 CotTe sponde a' una secuenc i a de sus ti t w: Ión 
hacia atrás enel proceso de soluci6n.El problema de la conden
saclon del sistema de ecuaciones (111.21),' se simplifica al 
cálculo de lIe mediante algGn ~lgoritmo, cu~ndo (Kl,m) = O con 
1 = n,:Jmet-r:, de -;at-iable Ui que se desea calcular- a pat-t ir de !Je 
y d~ las,lIi ya~calculadas; y m < l. 

, ~i la etapa de reducci6n hacia adelante en,el proceso de 
solución, se 'lleva.a cabo s':'lo hasta la posición NGLi; en la 
par-te infet-iorder-echa de 't<se , inici.:ilmente ,::ocupada pot- Kee 
se encontrar~suna matriz K~ de NdLe y NGLe. Si esta matriz ,se 
extrae del s~stema de ecuaciones reducido hasta NGLi,Junto con su 
vector p~ asociado de NGLe x NCC, se tendri un sistema indepen
di en t'e:' 

K = ••• e c • (1 1 1 • 22) 

La soluci6n,de este sistema, corresponde a,completar la ~tapa 
de reducción hacia adelante del sistema representado por la eco 
(III.21.b) y a.establecer la ~~apade sustituci6n hacia atris 

* hasta la posici6n NGLi +1, por lo que U = 
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,De esta mane~a, los sis~e~as de écuaciones lineal~s r~presen
tados por las ~xpresiones (III.18.b) Y (111.22) son id~ntic0s. 
Así 

, " 

K = K 'Y p 

Aplicando e~te proceso al sistema de la eco 
tiene 

f -1/2 11'(1, -1i2 !JI, 1 ,,-, , .::. 

O 1 -2/3 -1/3 U2 1.0 
== 

(1 <) 
1, 
113 -1/3 U3 1.5 

O (l -11/3 1/3 U4 1.5 

< 1 1 1 . 21 . b') , 

. . . ( 111.23) 

en donde la~ submatric~s definidas 
las matrices condensadas de la 
(III.15.b). 

por las lineas punt~adas 
subestructura de la 

son 
fig. 

= [~:l = 

,.., 
K 

[U3] 
U4 

-1/3] 

1/:;: 

se 

p = .' [1.:] 
1. _1 

••• ( 1 1 1 • :2 4'> 

Este mismo resultado 
'." (II,r.7.c) al sistema 

e;,; ? t" e si':' n (1 1 1 .,2 1 • b ) • 

se 
de 

obtiene al aplicar las eco (ItI.7.a) y 
ecuaciones lineales definido por la 

El procedimiento descrito es ~plicable para cualquier'tamafio 
de las matrices. Así es aplicable tambi~n a las matrices resul
tantes de la suma ordenada de matrices elementale~Ke r pe O de 
matt"i.::es de superelementos K P, repr"esentativas de-r"egi.:.
n e s' tt" id i me n s i .:.n a 1 e s • 

Es impor"tan,te notar- que las matr"ices K
se 

def inida eh la 
eco <lII.21.a) 'y 1< definida en la eco <111.24) son singular"es, 
ya que en ning6n momento se han restringido variables cinem~ticas 
de tal manera que se impidan los movimientos de cuerpo rígidO 
del superelemeNto de la fig. (111.15.b), Sin embargo, no interesa 
obtener los vaiores de la matriz TI a partir de la soluci6n de 
l~ eco CIII.19.b), _ sino que int;resa conocer los coeficientes 
que definen a K y E 

Puede esta~1ecerse una analogía entre las eco (11I.20.c) y 
<111.24), Lase,c. <111.20,.:) no intentan r"esolver- el sistema 
K~ Ue = pe:, sino establecer los valores de los coeficientes 
de Ke y pe, r par"a surnar"sec.rdenadamente en el pr-irner- nivel de 
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subestructuraci6n correspondienle a la subestructura de la 
UIL15.b), tantas veces' corn~, elementos finitos iguales 
(lI1. 15. a) se encuentren dentro de ella.' En este caso, son 
los elernentos que la conforrnan.· 

.:1 

f ig" 
fig.' . 
tt-é s 

3i_ se inte~ta resolver el' sistema K iJ = P d::.nde K 
y Pestán',def inid.;:.s por 'las eco ' (111.24), se ~ncuentt-a ql.Je 
este sis!erna ~e satisface par~ cualquier valor de los coeficien
tes de 11. 

De todos estos posibles valores ,para U , los qu~ realmente 
corresponden a la solución s~ obtendrán de la solución del siste-
ma K U - P para la estructura global. 

Considireseahora, que $e requiere calcular los. desplazamien
t o s' a }: i a 1 e s , q u e s e gen e t- a n e n e 1 ce n t r el d e u na b a tT a con ,la s 
caracteristicasque se define~ en la fig. (111.15.c). Una opci~n 

'sería considerar 6 elementos finitos representados POt- las, eco 
(111.20.c) en una rnatr-iz K 7 ' 7 asociada, a la estp.Jctut-a global, 
la c1.Jal se redl.Jce a t<raS cuando' se intt-oducen las fijacie.nes,de 
los ext~ernossuperior e inferior. La soluci6n se obtiene al 
resc"¡vet- un sistema de 5 x 5, 'que conduce al c.:.nocirniento del 
vector' U completo, el cual contiene los desplazamientos de 
los nodos- 2 a 6 en la barra de l~ fig. (1II.15.c). 

Otra opci6n consiste en unir dos superelernentos asociados a la 

I 
s!.Jb'estr-I.J.:tw-a ''de la fig. UI1.15.b). la ;:ual está t-epresentada 

. pcw las eco (I'lI.24). A este nivel, debe rnen,:,iona;--se que de la 
t -, mismi manera en que cada un6 de los nodos de los 3 elementos qu4 
1, f.:.nnan la subestn..ictw-a de la fig.,~ 'UI1.15.b), tiene definidas!..! 

incidencia en los nodos 1 a 4del sistema de ref~rencia nodal 
local a la subestructura; los nodos externos o ~etenidos (1 y 
4), tienen de"finida SI.J iílciden.:i-3 en el sistema de 't-efer-encia 
no~al global de la barra definido en fa fig. ~111.15.d). Este 
proceso de uni6n conduce a un sistema de 3 ecuaciones con 3 
incognitas, el ~ual se reduce a un sistema de 1 x 1 al introdu¿ir 
1 a s :: o n d i c i c. n e s d e f i j a ,= i ':' íl . e n 1 a s f t- c. n t e t- a s . 

Con cualqui'et-a de est,3s .:'pci.:'nes se .:.btiene el m,ismo valor
p a t- a e 1 d e s p 1 a z 'a m i e n t o en,,? 1, ': e n t t- o del ,3 b a t- r- a . 

Si se deseara ahora calcular los desplazamientos correspon
diehtes a lo~ nodos 2,3,5 y 6 referidos al sistema de la fig. 
(111.15~c), a p~rtir de la oPcidn que considera la posibilidad de 
emplear dos superelementos asociados 3 la subestructura de la 
fig. UII.15.b); bastat-á con identifi.:at- la t-elacit5n de in.:iden...;. 
cia existente entre 105 sistemas de referencia nodal asociados a 
la'est~uctura global y a cada uno,de los superelementos asociados 
a la subestructura. 

[le esta manera; el vectot- de desplazamiento refet-ido al sistema 
de la fig. (III".15.d), set-ía : 
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En dond~ U se refiere a un valor conocido de U en el 
g loba l. 

Para el superelernento ubicado en la parte superior 
barra, setendri: 

Ui 

,- 1 

[~~l 
se 1 U2 

!:! = y U = 
U2 

o 

refer-ido al sistema de la f-ig. <III.15.b). 
0, 

y para el su~erelemente ubicado e~' la parte inferior: 

Ul 

., 

[~~1 
se 2 U2 ,;:. 

1! = y U = 
O 

U2 
I __ ___ 

sisterna 

de la 

, : 

Para amb.:)s ·supe'r-elernentos, los val.:wes de Ul . y U2 se c·bt te-Se! 
nen de la sblu'.;:(,sn del sistema global,' y las componentes de U 
correspondientes a los OLí se obtienen mediante sustituci6n~hacii 
atrás en la, eco (11I.23). 

Elproced~miento descrit6 es aplicable para cualquier n~mero 
de sr.Jper-elementos as.:.ciad.:.s a una sr.Jl~.':stnJct~r-a, de tal maner-a 
que la gener'~,;:ión de las' matrices K y P se r-eali.:::a s610 
una vez y se .5.woa or-denadamente en el siguiente nivel de sube;:¡
tructuraci6n, tantas veces como superelernentos de nivel inferior 
se tengan.' f 

Hasta aquf, se ha formado una ~ubestructura, a partir de 
elementos finitos. Esto constituye un primer nivel de subestruc
turaci6n. A partir de superelementos asociados a subestructuras 
de primer- niyel, se pl.Jeden fcwmar- subestn.J . .::tl.Jr-,as de segund.:) 
nivel, para· "'las cuales los super-elementos de primer- nivel' se 
constituyen en subelementos. Esto es v~lido para cualquier nivel 
de subestructuraci5n. AsI. cada vez que se efectaa el proceso de 
condensaci':'n,¡ par-a fer-rnar una sl.Jbestt-u.=tr.Jr-a, aumenta el niVel de 
subestructuraci6n. 
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El nivel cer6 de subestru¿turaci6n, ~orresponde al nivel elemental: 

o e o e 
K = K y p = p 

_, -1 
Sirni larrnente a come. se .:.btlolviere.n las rnatrices K y ,p 

.e.ara un primer nivel de subestruo:tür"a.:,i6n (N4), ploleden obteneros>:' 
Kn y~n para el nivel n, mediante una adición sis~em¡tica'~e 
las matrices de 'rigideces Rt1,-, y .:ar"gas, prH de l.;)s sub~
lementos en ese nivel y la eliminación o ce:ñdensación de le.s OLi 
correspondientes al nivel n de ~ubestiuturaci6n. La adición sis
temática de las matrices K"-'y plt-ft"eq iol18r-"", :j'""l CCri'=!I:imi"",r'tc' :I.=> 
la correspondencia nodal e~tre l~s sistemas de r"",ferencia nodal 
local asociados a las subestructuras de niveles n-l y n. 

De la rnisma manera en que ~ara conocer los componentes del 
vector'de variables cinemáticas U~ ¿orrespondiente a los GLien 
los superelementos 'de la fig. TIII.15.b), se 'requeria de la 
determinaci6n de rr a partir de la soluci6n de la estructu~al 
'de'c la fig. (IIJ.15.d); par-a el ,calculo de los OLi en l.;)s slolp>:'re-
1,e,roentc:.s asociad,:,s al nivel nde slolbestt"lolctur"ación, se requiere 
del conocimiento de ijn para cada superelemento, obtenido ,a 
partir- ,de la sóluci6n par-a el nivel n + 1 de subestn.lcturaci6n: ... 

En algunos problemas complej6s,~e recurre a la eliminaci6n de 
algunos grados de liber-tad, par-a 'simplifi.:ar- el pr-c.blema;en' 
regiones con características d~ simetría o antisirnetria, en cuan
to a geometriay cargas, pueden simplificarse los modelos, iden-
tificando los grados de li~ertad con igual valor absoluto en sus 
variables cinem¡ticas. Enel proceso de condensaci6n descrito, no 
se recurre a ~lguna de las simplificaciones anteriores, sino a 
repr~sentar lo~ grados de libertad ~ue se desean condensar, en 
t~rminos d>:' aqu~llos que se desean retener, >:'ffipleando un proceso 
de reducci6n pa~cial. 

N4.- El superindice se r~fiere al nivel de subestructuraci6n. 
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III.4~- LIMITACIONES EN LA DEFINICION y USO DE SUBESTRUCTURAS. 

i 

En el int~~iór de los elementos finitos, se establece la_ 
continuidad de des~lazamientos a trav~s de l~s funcion~s de 
·interpolaci6n. Adem4s, los desplazamientos deben ser continuos 
en cualquier ~egf6n de la estructura global, lo cual exige que 
los desplazamientos tengan un valcir Gnico en las fronteras en1re 
elementos, definidas a trav~s de sus puntos nodales, los cuales 
tienen incidencias en los nodos de la estructura global, de 
acuerdo a su posici6n relativa'~entro de ella. 

Cuando se intenta formar una subestructructura, es particular
mente importante estudiar cuáles ser4n los nodos de la misma que 

"deban retenerse y cuales deban condensarse, teniendo en cuenta 
que no es posible condensar los grados de l~bertad asociados a un 
nCldo' de 1 supe·re lemen t o, el cua 1 a su ve z forme par t e de ot ro 
superelemento d~ la misma o alguna,otra subestructura. 

Si se conden~ara un nodo de una s~bestructura con estas carac~ 
terísticas, implicitamente se ha¿e que este nodo no tenga inci-

~ .. dencia en los nodos que definen a la estructura global. Por esto, 
la rigidez de un superelemento, as6ciada a un grado de libertad 
condensado, no puede formar parte explíCita de la rigidez del 
sistema global. Además, la continuidad de desplazamientos en las 
fronteras entr,e superelernentos, sólo existe en los grados' de 
libertad rete~idos, los cuales est4n asociados a los nodos que 
definen la frontera de un superelemento. 

Para aclarar esta idea, consid~re~e la malla de elementos finitos 
planos, defini~a en·la fig. (III.16.al. Supóngase que interesa 
conocer" solamente; los desprazarnient()s ot"iginados en la par"'te' 

- superior de la estructura, por lá accidn de alg~n, tipo de carga 
externa, de tal manera q~e el sistema de referencia nodal global, 
'esté definido 'sl::.larnente por lCls' nodos ubicados en la par-te sl.Jpe.
rior de la estructura. 

2 

l· 

4 6 , 

3 5 , 

fig. (III.16.a.l 
Malla plana de 

8 

7 

elem. finito~ (S.G.) 

10 

.9 

2 

4 5 

7 8 

fig. (lII.16.b), 
Sube s t tOUr:' t Ijr- a 
(S.L. subest.) 

3 

6 

9 

4 3 

'O 
fig. (IILl¿ .. c) 
Elemento 
(S.L. elem.) 
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Como posible soluciOno empleando el cqncepto de subestructura
ci6n, pueda' formarse una subestructura de.4 elementos finitos 
fig. í.III.l,6.b,). Asi, la estruchlra estar.a formada por 2 sIJPér-e
lementos asociados a la' subestructura definida en la fig. 
<III.16'.b).I, 

, " 
" • '1 

Co~o en e~~e caso particular interesa conocer solamente los 
desplazamientos asociados a los nodos 1,2 y 3 de cada sup@rele
mento, 'PlJede pe!'nsarse en cond'ensar los gradc.s de 1 ibi::.>rtad asocia
dos a los nodo~ 4,5 y 6 y reten~r, los asociados a los nodbs 1,2 y 

3. Los, grado;, de libertad asociados~a los nodos 7,8 y 9 d~ la 
subestrr-lctur-a, s.:.n prescritos, por", lo que los n.:.dos de cada 
su~er~lemento podrán incidir en el sistema de referenci~ nodal 
global, a trav~s de sus nodos 1,2 y3 solamente y @l problema se 

,reduce a resolver la estructura para los grados' de libertad 
asociados a lc.s" nodos 1 ••• 5 refer"id.:,s al :::.0. de la estn.l.~h"wa 
(f ig. 11 I. 17. a), que s.:.n los que nos interesan. 

3 4 5 2 3 

: ¡ 
. ¡ 

l' ,:.i " í 
.. j. O 
'.1. 

. ,~ 

fig. (III.17.a) fig. <IIL17.b) 
S.13. :::;'. L. :3l..Jbe s t • 

Al f.:n"mar" la,! matt"iz do:: t-igideces sin .:ondensat-, de la subes
tru~tura mostrada en la fig: (~II.16.b)" se deben establecer 
requisitos de c6ntinuidad de variables cinemáticas (desplazamien-, 
t.:,s, gft-c.s, et.:.), denh-,;:. ,de cada uno de sus 4 elementc.s yen . 

. tada uno de los~nodosreferidos al ~istema local de referencia de 
la subest~uctura. 

La continuidad en los nodos internos de una 5~bestructura, se 
manifiesta a tfav~s de las incidencias de los nodos referidos al 
S.L. del eleme~to. en los nodos referidos al S.L. de la subes
tructu~a, de la misma manera en que los nodos retenidos de una 
subestructura inciden en los nodos referidos al 8.0. de la es
tn.lctut-a. 'Sin ¡, embat-g.:" en esté 'caso, }.;:.S nodos, 4 y 6 de la 
subestnJctut"a tig. (II1.1é:.b) se cc.ndensar·on, pc.t- l() ql..te no 
podt-án incidir- en los nc.dos r"efet-id.:,sal ::;.0. 'fig. (111.17.03) y 
no podr.a establecerse la continuidad en el punto r de l~ estruc
tura global, y~ que nunca se especific6 a trav~s del proceso de 
unlon de slJperelementos, que el desplazamiento del nodo 6 del 
superelemento ~ fuese igual al desp,lazamiento del nodo 4 del 
superelemento 2'fig. (111.18'.03). 
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2 2 

4 5 6 ,4 5 

7 8 ,9 7 8 

f i 9 • (1 1 1 • 1 8 • .a ) 
Superelementos .asoci.ados 
.a la subestructura de l.a 
fig. (111.16.b). 

6 

9 

fig. <I1I.18.bJ 
Estructur.a deformad.a sin 
continuid.ad de desplaz.a
mientas en el punto l' 
(fig. 111.17.a) 

Una posible configuraci6n de l.a estructur.a deformada se repre
·~·senta en la f,i9._ (III.18.b). 

Es import.anle not.ar que si se resuelve el pioblema de acuerdo 
~." al plante.amient6 .anterior, considerando spl.amente el peso propio 

de la estructura, se obtiene un c.ampo de despl.az.amientos sim~tri
" ca (fig. III.18.b), .aunque no exist.a continuid.ad en el punto 

l' (f ig. 1 1 1. 1 7. a.> , por' 1 o q u e n o s e p I.J e d e de t e c t a r- e s t a d i s
cont inuidad a" h-.avés de los despl.azamientos obtenid.;)s p.ar-.a 10::'5 

. c 

"(nod.:.s 1. •. 5 ref'er-idos .al S.G. ( fig.ll!. 17.a), que son los nodos 
a los cuales ihciden los nodos cuyos grados de libert.ad se han 
r-etenido . en el. pr-o('eso de reducción de las matrices de t-igide'z y 
de c.arga~, de ~ada una de las subest;ucturas que conforman a la 
estructura glo~.al • 

De acuer-do a" lo::. anter"ior, si se condensan grados de 1 ibet-tad 
correspondientes a nodos de una subestructura, que formen parte 
de la fro~ter.a entre superelementos, se estar¡n introduciendo 

! discontinuidades cinem~ticas en esta frontera, ya que no es 
posible defini~ la incidencia de u~ nodo cuyos grados de libertad 
se condensan, en el sistema de referencia nodal global. Esto hace 
nécesario revisar que al formar ufia subestructura, no se conde~
sen grados de libertad correspondientes.a nodos que definan 
fronteras entre superelementos. 

Por otra parte, empleando el concepto de subestructuraci6n; es 
posible defini~ las condiciones de fronter~ del sistema global 
(fig. III.l¿'.aY, desde la, etapa de l.a fonOl..Jlación de super"elemen
tos (fig. III.l~.b), así c6mo las coordenadas, carg.as, desplaza -
mientos impuestc1s, etc., lo cual reduce los requer-imientc.s de me
moria para a)maceDar condiciones referidas al S.G.<secci6n 
111.5). Esta característica puedeafiadirse a l.as ventajas del 
empleo del concepto de s~bestruct~raci6n, descritas en la secci6n 
111.2 • 

, " 

59 



, , 

, " 

111.5.- IMPLANTACION DE ALGORITMOS DE SUBESTRUCTURACION, EN UN 
PROGRAMA DE ELEMENTO$ FINITOS. 

La primera etapa en el an¡lisis de un medio continuo, con el 
mitodo de los eiementos finitos, es la discretizaci6n de ~ste, en 

'un n~mero determinado de reg~on~s discretas denominadas elementos 
f~nitos. Ademái, es conveniente identificar aquellos elementos 
que tengan las mismas propiedades en cuanto a material y a com
portam~ento, y 'definir con ellos u~ grupo de elementos. 

La identifi~aci6n de ele~entos dentro de un grupo, es conve
niente porque se reduce la cantidad de datos y porque permite 
hacer una revisi6n mas eficiente d~ istos y obtener resultados de 
~anera más ordenada. ' 

El c6nc.pto de grupos de elementos, como se ver~ m¡s adelante, 
es ,de gran uiilidadpara introducir la opci6n de subestructura
~i6nen un programa de elementos finitos. 

As L un programa, de el emen t,os f i ni tos convenc iona 1, par-a an-3-
lisis de cualquier prbblema descrito e~ t~rminos de la teoría de 
la elasticidad lineal, comprende las ~iguientes eta~as: 

·~"'I. - DATOS GENERALES. 
~ . ',' -

':. ~ . 

~. 1.- Control.-Tltulo, n~mero de puntos nodale~, 
espaciales, n~mero de grupos de elementos, 
condiciones de carga, etc. 

I.~.- Coordenadas.~ Coordenadas 
X (NDE,NPNl. 

de los puntos 

dimensic.nes 
nl~rner.:J de· 

noda1es 

I.:Z:.- Condiciones de frontera.- De 
libertad asociados a todos los 

todos lo~ grados 
nodos. ID (NDE, NPNl. 

* 1.4.- Determinaci6n del nGmero de ecuaci~nes NEC y del nGmera 
de ecu~ciones que le corresponde a cada GL de cada punto 
nodal. :Esto se guar-da en el mismo an-eglQ ID (NDE, NPN). 

1.5.- Desplazamientos ini~ia1~s.- ID (NDE, NPNl; 

1.6.- Fuerzas aplicadas y desplazamientQs prescritos 
F (NDE, NPNl 

11.- DATOS DE CADA GRUPO DE ELEMENTOS. 

11.1.- Contr-ol 
elementos 

de grupo.- Título del 
en el grupo (NUMEL),etc. 

gn..lpc, de 

11.2.- Propiedades e1¡sticas de los elementos en este grupo 
(E, NU l. 
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1I.3.- Peso .volumétrico y componentes con respecto al,' 'sistema 
global' de referencia. ,(P. Vol., Xl, X2" X3). , " 

11.4.- lncid~ncia,de los nodos de lps elementos del gr~po, 
el ~istema de referencia nadal global. 

en 

lEN ( NNE,NUMEL ), 

:o: 
111.- OETERMINACION DEL NUMERO DE ECUACION CORRESPONDIENTE A CADA 

UNO DE LOS GRADOS DE· LIBERTAD (GL); ASOCIADOS A LOS NODOS 
'DE CADA ~LEMENTO EN ESTE GRUPO. 

:o: 
IV.-

:o: 

DETERMINACION 
RIGIDECE::;, K , 
GRUPO. 

DE LA ALTURA DE CADA COLUMNA EN LA MATRIZ DE 
TOMANDO EN CUENTA SOLO LOS ELEMENTOS EN ESTE 

Los pasos 11,111 ylV se repiten para cada grupo de 
elernentos. 

V.- DETERMINACION DE LA POSICION DE LOS COEFICIENTES EN LA 
DIAGONAL PRINCIPAL DE K, CON RESPECTO AL VECTOR EN QUE SE 
ALMACENA ESTA. 

, 
VI.- CALCULO y SUMA ORDENADA DE LAS MATRICES K y P 

VI.l.- Determina~i6n de las matrices de rigideces y de cargas 
K e "y..f..e de cada element.:;, en un grupo::. .. Es en este 

paso ,donde se aplican todas las ticnicas desarroll~das 
para ~proxima~ lasoluc~6n a trav~s del M.E.F . 

VI.2.- Suma :ot-denada de las matrices 
temas global€'s K yP 
liza inmediatamente despuis 

sis
rea
, las 

ma tri ce s Ke y ,E te. " 

La suma ,:wdenada se 
de que' se CCirlc,,:-en"-

El paso VI se realiza para todos los elementos en un grupo 

VII.- SUMAR CARGAS D~ PRESION EN LAS ARISTAS DE LOS ELEMENTOS DEL 
GRUPO (SI, EXISTEN) AL VECTOR DE CARGAS 

Lbs pasos VI y VII se repiten para cada grupo de, 
elernento~. Al terminar con el Gltimo elemento del ~ltimo 
gt-up':), se tienen completas las mah-ices de rigideces'K y 
de cargas ~ asociadas a la estructura completa. 

* VIII.- PROCE~;O ! DE SOLUCION.- Solución del sistema de ecuac'ic'nes 
K U,I: = P. 
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IX.- OBTENCION DE DEFORMACIONES, Y ESFUERZOS A PARTIR DE LA 
SOLUCION PARA U OBTENID~ EN EL INCISO ANTERIOR 

Después de r:eferirse al ap~ndi.;:e A, "el pro.;:edimiento des.;:r-ito 
puede representarse esquemáticamente a través del diagrama de 

> ble,ques de la fig. UI1.19), en el .;:ual se hace énfasis en 1.:3 s 
subrutinas relacionadas con lamaniPula.;:ión matri.;:ial del p~o.;:e
so de almac~namiento de las matrices de rigide.;:es K ~ de car-

, , -,' 
gas.f en la esh-u.;:tur"a global; aSl .;:omo de la solu.:ion del 
sistema K U = P 

Este ~nfasis atiende a la estre.;:ha relación que existe entre 
el concepto de subestructuraci6n ~ la .;:ondensaci6n o redu.;:ci6n 
matri.;:ial. I 

Se mencion6 anteriormente que el nivel .;:ero de 
ción, corresponde a considerar 

o o -K = y p c· -' , 

subestnJ.;:h.n:a-

por lo que para un primer, nivel de sUbestructura.;:i6n, lo que se 
mencionO para un elemento, ahora es v~lido para un superelemento • 

. El pro.;:edimiento sigue siendo v¡lido, pero habr~ que hacer ~lgu
~as modificaciones sue permitan calcular y sumar ordenadamente 
las matrices ~n y pn, en arreglos globales K y p 

A par-tir de I.ln pt"ogt~ama de elementc's finitos, estt-I.lctl .. lt"ad,:, en 
la forma indicada en la fig. (111.19), es necesario crear algunas 
nuevas subrutinas para permitir l~ opci6n de subestructuraci6n¡ 
modificar algunas otras'de las ya existentes, y acomodar dentro 
de ciertas posiciones del programa, el llamado a algunas de las 
ya e:dstentes. 

En la fig. (~11.20), se 'muestra un diagrama de bloques obterii
do a partir d~l indicado en la fig. (111.19), pero permitiend~ 
ahCtt-a la oP.;:i.':'n de subestn.lct:.lt"at-. En este nl.lev,:, diagr"ama se 
identifica la introducci6n de cuatro nuevas subrutinas, las 
.;:uales son NECSUB, KSUBST, ENSUB y LYEAS. En el apindic¿ 
U::), se e:·:plica la ne,:esidad de intt-odl.Jl:ú- estas nu.evas sl.lbt-I.lti
nas y se proponen secuencias de instrucciones FORTRAN para satis
facer estas necesidades. 

La diferencia fundamental entre los diagramas de las figuras 
(111.19) y (11.1.20), consiste en que'un grupo de elemehto~ que 
representa a u~a subestructura, es tratado como una estructura 
independiente. ' 

* .- En el ap~ndice A, se da m¡s información a.;:erca de estos 
pasos, los cuales están relacionados con el almacenamiento y 
se,lu.;:i6n matri.;::iales en fonna de ':olumna .a.;:tiva, y se ernpleat",án 
al introdu.;:ir la opci6n de subestructura.;:ión, en un programa 
deelemente,s fin'itos. 

62 



I 
I 

.. ' '.' .' 

.' . ~ 

" 

,1 

:, 
APERTURA DE MEMORIA PARA ARREGLOS GLOBALES 

. !! 

CONOS. DE FRONTERA 

QESPS. INICIALES 

FUEtiZA:':: At='l. le. () (lE:=.::I ... ·::;. 
PRE:::CR f '1 o:~; 

= 1', NUMGE 

CONTROL DE CALL 

APERTURA NG = 1 , NU/'ICiE 

F'RúPS. ELASTICAS UBICACtON DE MEMORIA 
P. VOL. y' COMPONENTES 

t~ = 1 , NUMSL 
, r Ne.I DENC 1 AS DE 

(:¡. ... LCULO DE (K)· Y 

" 

LEE CARGAS DE 

SUMAR CARGAS DE PRESION 

. C.\LCULO DE DEF3. Y E::':FS. 

fig. TII. 19 

63 



T 

!/\F·EhTI.IRA DE j·ll'.r,,)RIA PARA ARREGLO:, GLOEll\LE'51 

I 

I (.(i~I[tS. (lE FROtHERA (1 [t (NOL • NF'N V 
I 

1 C,\I.L NIJ11EC (1 (1 (NGL. NPN J • NE()! 

I 

¡-___________________ -.. \. Ni;' " 1 • NUI10E ))---------------------.-

NOTA 

I ,~PEr,TIJRA (lE l'IEl'II)R 1 A I 
I 

! C;>'LL NEI::I'J(ll. G_I'll.I·I¡'''L. tmE, NUMEL )1) 
I 

ICALL ALTCOL (lCOL(NEC¡)I 

I 
[LEER CARGAS DE FRESION (?f.(t.3'~K.Pl:yl 

I 

... 

I 

SI r--------------.-
, ,,-,1" r " l FE '>---1 AH':'HTURA DE '1E!-1( R 1 

Y 
! APEHTURA [lE 11E MCW, 1 A l. 

I 

]
PROP::;:. 1::1./\::' f I (.A':; 
P. VOL. Y COt'lPOI~EtJ 

I 
! CO(lR(IENA[lA·~. (X~:I~J(lE.NF'::;:UB¡y 

I 
! COND:':. DE FROtlTERA (1 O:3lNGL, NPSUUl) 

!DESPS. INlel ALE::; eX:::1 (NOL, NPSIJEV 

I 

I FUERZAS APLlC. O (IE:'::P:::. PRE:E:CRI TOS ) 
(FSlNOL. NF':3UBJ) 

I 
[ItIClCI ENCIA:3 DE ELEMENTO';:: (.JIENltIN!:.,NUNEU)) 

I 
1 CALL NECNGL G .1,,8 (tJUI., "JI·II:.. r.l1111EI. ,)1 

I 
l· .. ..r',.". AL TCOL. (ICOLSlNECSJ) I 

I 
1 C:ALL OIA(; r ¡COL~:(NEC»)I 

1. 

I Jt1Cl DEtlC lAS DE SUPERELEI1ENTOS (1 EN <tlPRET • tlSEd./ 

I (:ALL NECNOL (UHN I3L, NPRET • N::éEU)! 
I 

DESPUES DE LA EJECUCION DE CADA INSTRUCCION 
SE OBTIENE COMO RESULTADO-LO INDICADO ENTRE (l 



-

f-- .. 

.. 
,l CÁLL OlA':' ( 1(:('LI.t~EC))1 

I 

Ir-___ N_O __ ~~~~·>-~::-:l--_;I 
I l.lé:ICACION DE MEMORIA 1 

I 
~--<,, __ rl ____ -,. __ ~_ll_IM~E_L __ J 

! ,:·r\L(:ULO DE (1'-)' Y {f·rl 
I 

I CALL EN~;AM (K) • [P~ 

I ~.'.IMAR CAR(iAS DE PRESO 1 ON 1 
I 

::; 1 

r-<. N = I • NI}I'!EL ,>-------'"1 
I 

y (;'1'1 
I I GALL E~I:::AI'l (Ié)" Y 

I ==.UI~I.!:'R C.;;;~'r::,¡:,,::, U~ :-:·RE::· t (Wl 

I 

I CALI .. ¡"'''-'I:::c:T ( 
¡, 
r 

y (Fj::. I 
~_(_N_C_S_)_ ~ __ -,-~~:ET ( r JC'LRj¡ 

r< r6L 1 '. N5t::L )>---... 
I 

.. I G/\LL Er¡::;;U,·; (1<) 
I 

I (:ALL :::OLEC I 
I 

1 r:ALCJ.IlO DE. t'f'F~ .. Y r:.-:.FS. I 
-'
FHI -

fig. I1J. 20 
64 



~l ningón grupo de elementos correspond~ a una subestructura, 
se tiene subestructuraci6n de nivel cero. Adem~s, el indica~or 
IND, el cual ei dato dentro de la tarjeta de control de grupo, 
set"á siempt"e distintc' de SUB, y el diagt"ama de la fig. (III.20), 
obtiene exacta~ente la mis~a fo~ma que el diagrama de la fig. 
(111.19), 

En el 
( 1 1 1 • 20) , 
pat-ámett'·os 

inic~o de los diagramas de las 
el ll~mado a la subrutina NUMEC, 

figw-as (111.19) Y 
tiene los ~iguientes 

CALL NUMEC (ID,NGL,NPN,NEC ) 

los cuales se definen en la secci6n A-l. 

" En la fig. (111.20), cuando IND:t:~;UE:, el llamado a las subt-u-
tinas NECNGL y ALTCOL, tienen los ~iguientes par~metros 

CALL NECNGL ( ID,IENrLMrNGL,Nb~~NNE,NUMEL ) 

los cuales se definen en la secci6n A.2 y 

CALL' ALTCOL ~ lCOL,LM,NDE,NNE,NUMEL) 

los cuales se definen en la secci8n A.3 

En la parte·correspondiente a la soluci6n, 
los par~me~ros de llamado a la subrutina ENSAM, 
secci6n A.5 • 

cuando IND * SUB, 
se definen en, la 

Al final del'diagra~a, 
los par~¡netr'c,s : 

el llamado a la subrutina SOLEC~ tiene 

CALL SOLEC ( A,B,ICOL,NEC,NEC,NCC,5) 
tt 

los cuales corresponden a la soluci6n completa del sistema de 
.. ecuac i.ones 

u = P 

.de la estructura g16bal (ver secci6n A.6). 

N6tese que ~n los parámetros de las cinco instrucciones CALL 
anteriores, los arreglos subindicados'se refieren al sistema de 
e c u a c ion e s q Iol e de fin e a 1 a e s t r u c t Iol t" a 9 1 o balo ) 

Por- c,tt-a palote, c1olando IND = SUB par-a alg'~n gt"UPO de elemen
tos, y .JOPT, e'l clolal es dato dentre, de la tar'jeta de ce.ntt'ol de 
grupo, es distinto de LEE; se tiene una subestructura y se debe 
tratar como una "estructura independiente, por lo que será necesa
t-io dispone..!: de datos suficientes par-a formar las matt-ices de 
rigideces K .. asociada a esta subestructura y de su correspon
diente vector ~e cargas ~ Estos datos se suministran en la 
pacte intermedia del diagr'ama, en la cual, las condiciones de 
frontera, desp~azamientos iniciales, fuerzas o desplazamientos 
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prescritos, 
refieren al 

, ,. 
I 1 
1 

Y l~s incidencias de los nodos de fas élementos, se 
sist~ma de referencia nodal local de la subestructura 

correspondiente. 
11, 

En 1 a t ab 1 a uI 1 I. 1, 
-das en esta parle del 

se ml.1estran las instrl.Jccione's CALL indica
progra~a, completas 

TABLA 111.1.- I~struccione5 de llamado en la etapa de datos. 

1.- CALL I',JECSUB:, ( IDS,IGLrIPN,NGL,NPSUB,NECS,LEC ) 
".., 
1:.. - CAL..L NECNGLI, ( IDS,JIEN,LMS,NGL,NDE,NNE,NUMEL ,) 

? -' .... CALL ALTCOL. ( ICOLS,LMS,NDE,NNE,NUMEL ) 

4.- CALL DIAG ( 1 COLS, NECS, NCS, ) 

5.- CALL NECNGL ( ID,IEN,LM,NGL,NOE,NPRET,NSEL ) 

6.- CALL ALTCClL ( ICOL,LM,NDE,NPRET~NSEL ) 

Las cuatro ¡primeras instrucciones CALL de la 
están t-elacicJnadas con las matrices K.sc:' y p se 

la s 1.1 b e s t r u c t u r a , y 1 as 'ú 1 t i m a' s ,con 1 as m a t t- ices 
asociadas a la ~structura global. 

tabla 111.1, 
asociadas a' 

y P 

En estas instru0ciones de llamado, se identifican algunos 
nuevos par~metros relacionados con las subestructuras. Estos son 
: J1EN, LMS, ICOLS, NCS, NPRET y NSEL. 

\ , 

El pat-ámetro .-'IEN es l.1n atTeglo análogo al an-églo lEN,' def i
'nido 'en la seccHm A.2. Este n l.1ev() pat-ámett"J:) .:ontiene las in.:::i
dencias de lDs ~Od05 de los elementos, en el sistema de referen
'cia nodal local' a la SI.1bestn.1ctut"a. AsÍ, 

.J 1 EN = ,J 1 EN ,( NNE, NU/"1EL .\ 

LMS es un ar~eglo análogo al arreglo LM descrito en la secci6n 
A.2.' Esté arre~lo contiene el n~mero de ecuaci6n correspondiente 
a cada GL de cada nodo de todos los elementos que forman la 
subestructura. ~MS = LMS ( NGL,NNE,NUMELl 

ICOLS es un arregio análogo al d~scrito en las secciones A.3 y 
A.4, pero ahora ICOLS = ICOLS ( NECS ), contiene la altura de las 
columnas de lamatri: Kse , sin considerar los elementos en la 
diagonal Pt"in.:ipal, desP!J~s de ejecl.1tat" la ter-cet"a instt-ucci':'n 
CALL de la ~ABL~ 111.1 ; y contiene la posición de los coeficien
tes ubicados en la diagonal de la matriz r despu~s de ejecu
tarse la cuarta_ instrucci5n CALL . 

NCS esel nómero total de coeficientes en la matriz de rigide
~es de l~ sube~tructura. Es importante conocer el valor de NCS 
para disponer Bel, espacio requerido para almacenar la matriz d~ 

,rigideces asociada a la subestructura, en la instrucci6n de 
apertura de memoria. 

, 

, 
NPRET es eln~mero de puntos nodales cuyos grados de libertad 

se retienen. 
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NSEL es el .nl.Jrnero de superelementos asociado's a la s'.lbestruc-
; 

tura definida por un grupo 'de elementos. 

La descripci6n de las subrutinas cuya instrucci6n de llamad~ 
, \; 

se muestra en la TABLA 111.1,· se da en. los apendices' A yB. 

En las instruccionde 5 y 6 de ,la TABLA 111.1, los parimetros 
lEN y LM, no se definen igual' C:¡I.le en la sección A.2. En estas 
instrucciones, el.arreglo lEN ( NPREJ,NSEL ) contiene las inci
dencias de l~s nodos asociados a lo~ GL retenidos de los NSEL 
superelementos asociados a una subestructura, en el sistema de 
referencia nodal global; y el arreglo LM ( NGL,NPRET,NSEL') 
contiene los nOmeros de ecuaci6h correspondientes a cada GL 
retenido en los NPRET nodos de cada superelemento, en las matri
ces K y E , referidas al sistema de referencia glob~l. 

Deipuis de ejecutar la part~ del programa ~orrespondiente a 
datos, para todos los grupos de elementos que definen a la es
tructura ,global, se está en posibilidad de calcl.llar la posiei':.n 
de los coefi~ientes de la diagonal principal de la matriz de 
rigideces global. Esto se hace a travis de la subrutina DIAG 
cuya instrucci6n de llamado tiene la forma 

, CALL DIAG ( ICOL,NEC,NCG ) 

Estos parámetros se definen en la secei5n (A.4) • 

En la etapa :,Pe solución, cuando ..JOPT*LEE, se dan las instru.:
ciones necesar"ias par"a calcular" las matrices de r"igide.:es Ke y 
pe y sumarlas ordenadamente a las matrices Kse y ..Ese , par-a 
todos los elementos en li subestructura. Esto se hace a travis de 
la subrutin~ ENSAM (Secci6n A~5). 

Posteriormente, a trav~s de la subrutina SOLEC, 
d d ' , 'lit'· 1/ se proceso e re ueClon parCla a as ma rlees ~ y 

la ecuaei6n 1 hasta la ecuaci6n LEC para obtener 
parcialmente r~dueidas 

se 
1< red y 

, se 
P roed 

se efecUía el 
... eS"e desde 
1 a s ma h" ice s 

Mediante el llamado a la subrutina KSUBST, 
matrices de rigideces y de cargas 

se obtienen las 

ti 

K = SRET ( ~CS ) P = PRET ( NGLR ) 

de la subestructura, asociadas a lo~ Gl retenidos en ella. NCS se 
define en el apéndice B • 

Es conveniente_almace):!.ar en alglJn at'chivo, le.s coef icientes 
de las matrices K , E e ICOLS, especialmente cuando las 
subestructuras c:¡ue éstas representan, forman parte de alguna 
estructura grobal en un análi~is'posterior. 

-El almacenamiento de las matrices K P e ICOLS , se hace 
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, '" a trav~s de 'la sl.JbnH ina LYEA:3, "la cl.Jal se def ine en la 
8.3 y los parámet~os de llamado para escritura son: 

SeCC1()n 

CALL LYEA:3( SRET,BRET,ICOLS,NGLR,l ) 
j' - '-Posteriorme'nte, se suman ordenadamente las matrices b:y P 

represerÚativa;s de una sl.Jbes.tr'.Jctut-a,: en las matrice's globales, K 
y P , tantas veces como superelemeritos asociados a ella se 
teng~n. Estc' se hace a tr.3.v.?s de la sl.Jbt-utina EN:::U13, la c·'.Jal se 
define en la s;ecci6n 13.4 , y cUyoS parámetros d.::? llamadc, son 

CALL ENSUB( A,S;SRET,BRET,ICOL,ICOLS,LM,NGLR ) 

En esta instrucción, los parámetros ICOL y LM se definen de 
igual manera q~e los definidos para las instrucciones 5 y 6 de la 
tabla 111.1 

A yB son los arreglos globales, en los cuales se 
ordenadamente ".las matrb:es de rigidecesSRET Y de cat-gas 
a s oc i a d a s a 1 ai! s 1...1 bes t r u c t I_n~ .3 e n c 1...1 e s t ión . 

suman 
BRET 

En la tabla l; 111.2, se escr'iben las instru.:ciones CALL anter-io
res, y las sub~utinas que se llaman se describen en los ~p!ndi~es 
A yE:. 

TABLA 111.2.- lnstrucciones de,llamado en la etapa de soluci6n de 
sube s t ruc t l.Jr- a s. 

1.- CALL ENSAM,' 
: . .2. - CALL SOLEe' 

(ASUB,BSUB,S,~, ICOLS,LMS,NGLE) 
CASU8,BSUB,ICOLS,NECS,LEC,NCC,4) 
(ASU8,SRET,BSUB(LEC+l),BRET,¡COLSCLEC+l» 
(SRET,BRET,ICOLS,NGLR,l) 
(A,S,SRET,BRET,1COL,COLS,LM,NGLR) 

.' ;~ 

'? - CALL t<:3UB::::T ~ .. 
4.- CALL LYEAS 
5.- CALL EI'E:UB, 

Después .de ejecutar el proceso de formaci6n y su~a ordenada de 
las matri~es de rigidecis y de cargas, para todos los elementos 

:: 
en cada gt-I.Jpo e n e 1 que 1 ND ¡!: :3UB y pat- a todos los supere 1 erríe n t ;:'s 
en. cada gn.Jpc, ql.Je define a l.Jna.sub.::?stn-lct'.Jra; se obtiene la 
solución del sistema de ecuaciones K' ti = E en la 
subn.Jtina SOLEe . 

• I 
. i 

.EI llamado. a la subrutina SOLEC, desd.::? la posici6n final 
diagrama, tiene los siguientes parámetros 

CALL SOLEC ~ A,a.ICOL,NEC,NEC,NCC,5 ) 

d pl 
.. J. 

Finalmente,' se obtienen las deformaciones y esfuerzos en los 
el~~entos, ~mpléando algoritmos convencionales del M.E.F. 

De esta manera, en análisis posteri6res, para los grupos de 
elementos que.definen a subestru¿turas ~uyas matrices .~:. y ~ 
se e'nc1.Jentt-an,almacenadas en algun at"chivo, bastat-á con indicat
en la tarjeta de control de grupo, que INO = SUB y que JOPT = 
LEE. As!, en la etapa correSPondiente a datos de subestructuras 
en la fig. (111.20), será neces~rio reservar espacio de memoria 

H • 
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só lo p.:lr.:l l.:l'S' i hc i de nc i.:l-s· de-"l c'is' nodos d.e los supe tOe 1 eme n t.;) s 
.:lsoci.:ldos .:l l.:l subestructura de que se tr.:lte, en el sistem.:l de 
referencia nodal·.glob.:ll definid.:ls .en el .:lrreglo lEN ( NPRET,NSEL 
); p.:lra los ¡h,jrneros de eC'...Iaci6n correspondientes a cad.:l uno de 
los GL de los. NPRET nodos de c.:ld a superelemento, a tr.:lv~s del 

'.:lrreglo LM ( NGL,NPRET,NSEL ); p.:lr.:l los NCS coeficientes de l.:l 
m.:ltriz ~ y p.:lr.:l los NGLR coeficientes del vector de cargas ~ 
El eSP.:lcio de mernori.:l necesario p~r.:l el alm.:lcen.:lrniento del ~rre
glo ICOL (NEC), se reserva en l.:l .:lpertura de memot-í.:l p.:lr.:l 
.:lrreglos glDb.:lles, ya que NEC se conoce inmediat.:lmente despu~s de 
ll.:lmar .:l l.:l subrutina NUMEC" 'en l.:l parte inicial del di.:lgrama de 
l.:l fig. (111.20). 

_ En 
K 

la etap.:l de -P e ICOL 
solución, s610 es neces.:lrio leer l.:ls mátrice~ 
de l.:l subestructur.:l de que se trate, a travis 

de l.:l i-;:;strucción: 

'CALL LYEAS (; SRET,BRET,ICOLS,NGLR,2 ) 

y sum.:lrlas de m~nera ordenad.:l en l.:ls matiices K y P 
do l.:l iAstrucción : 

emplean-

CALL ENSUB t: A,B,SRET,BRET,ICOL,ICOLS,LM,NGLR) . . 

t.:lntas veces 9omo ,superelementos se teng.:ln asoci.:ldos a eata 
subestn.lctur.:l. 

. A travis del"concepto de grupos de elementos, en un.:l eJecuci5n 
.del programa, pueden tenerse las sig~ientes opciones para distin

',' tos grupos : 

1.- IND:I= :;:;UB .,.. Esta opción corresPc1nde a considerat- que' b:,dos 
los nodos que definen .:l los elementos dentro de 
este gn.lpo, forman par-te del sistemna de t-efe
renci.:l nod.:ll glqb~l. 

2.-

--:. -"". 

IND = SUB 
.JOPT :t=- LEE 

IND = 
.JOPT 

SUB .
= LEE 

Esta opci6n corresponde .:l una subestructur.:l en 
l.:l cU.:ll h.:lbr¡ que calcular las m.:ltrices de 
rigideces K y el vector- de C.:lr-gas E y alm.:l
ce~~rl.:ls en algGn archivo, si es que se piens.:l 
uS.:lrlas en an~lisis posteriores. 

Con est.:l 
. .. sé.lo leen l.:l matriz de 52Pc1on , se 

rigideces K y el vectot- de cat-gas, ,p de 
una sube s t t-u': t ur- a, de al g{tn archivo en el 
CU.:lI estas fuet"on alm.:lcen.:ldas en .:llgún análi-
s i s .:l n t el'" i 01'" • 

Al emple.:lr un algoritmo de sube~tructur.:lci6n como el descrito 
en el diagr.:lm.:l de l.:l fig. (11,1.20), la se'lecci6n de una región 
p.:lra ser modelada como subestructur.:l~ en un problem.:l determin.:ldo, 
puede h.:lcerse de tal' m.:lner.:l que se empleén subesh-uct l.lt-:3S Yd 

construid.:ls, cuya n.:lturaleza física coincid.:l con .:lquilla de l.:l 
regi6n .:l l.:l cU.:ll se asocie. r 
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Con el emple6 de la segunda opción anterior. puede analiz~rse 
tridimen~ionalm~nte la región de la fig. 111.9. analizando al 
suelo y ~ las ~structuras independientemente~ para form~~ sus 
matr-ices de rigideces K y', de ,cargas' P . Las matrices K y P ~ 

'corre spond i en t e s a los-supere 1 emen tos' que repr-e sen t an a ¡'as e s
tructuras. se referirán solamente a los nodos en su base. ~as 
matrices ~ ~ .~ correipondiente~a los superelementos que 
forman la masa de suelo. se referiran a los nodos ql..Je definen la 
superficie. y a 1,05 que repr-esentan'lá frontera inferior A-A' 
(fig. 111.9), en la cual se i~pondrá'la historia de desplazamien
tos medidos en campo.; par-a un caso par-t icular'. 

Con la tercera opción, es posible realizar el an~lisis de la 
reglan suelo-estructura (fig~ 111.91, si~ generar las matrices de 

~',rigideces y de'~argas de los superelementos representativos del 
'suel6 y de las estructuras. Estas se leerán de archivos en los 
que se al~aceriaron empleando la segunda opción, y se sumar~n,' 

,/, ordenadamente en arregl.:)s globales "K y P. Como r'esultado de 
este análisis se obtendrá la soluc'ión del ~istema 

K u = 
" . 

,o: • > 

la cual corresponde a conocer los desplazamientos que se generan 
en la zona de interfase suelo-estructura. 

En la zc.na ~!de interfase suelo"-estructura, se introduce,. un 
~rupo de elementos de contacto, que no admiten esfuerzos de 
tensi6n, propi~iando que exista,~i~continuidad entre suelo y 
estructura tuando, se presenta este tipo de esfuerzos. 

70 



I 

1 
I 

1" 

l.' 
I 

1, 

I 

111.6.- ANAL1SIS DE SISTEMAS SUELO-ESTRUCTURA EN PROBLEMAS DE 
TUNELEO. 

En esta sección. se analiza el comportamiento tridimensional de 
la masa de suelo afectada por procesos de tuneleo, sin tener en 
cuenta la presencia de estructuras ubicadas en la superficie, ásí 
como del sistema suelo-estructura representado en la fig. 111.9; 
empleando el algoritmo de subestructuraci6n d~scrito en secciones 
anteriores, cuando en su vecindad se realizan trabajos de excava
ci6n y construcción de t6neles. . 

La secuencia de análisis y la definici6n de la región afectada 
por procesos de tuneleo, se describi6 en la secci6n 111.1, para 
un caso particular. 

La región en estudio comprende dos s~best~ucturas fundamenta
les; una de ellas representa a los sup~relementos asociados a la 
masa de suelo afectada por procesos de tune leo, y la otra repre-

~ senta a los superelementos asociados a estructuras ubicadas en la 
su~erfi¿ie. Además~ se introduce un grupo de elementos de co~tac
to ent~e sljelo y estnj(:~tura, qt.le no s.;)n .::apaces de, admit·it' es
fuerzos de tensión, permitiendo.que suelo y estructuras no sigan 
el mismo patr6n de desplazamientos en la zona de interfase, 

'cuando se pre~enta este tipo de esfuerzos (secci6n 111.1).' 

La selección de los grad~s de libertad a retener en cada una 
de estas subestructuras, s~ llev6 a cabo de la siguiente manera: 

a).- Subestructura representativa de superelementos asociados a 
la masa de suelo. 

(---.. _~ 

! 

. O Supérelem'ento 

,x 1 il¿ , . .., . X..::. 
f- .. 
, ... . X2 

: 

12m --------i 

fis. 11!.19 
Subregion representativa'de 
superelementos' as~ciados a 
la masa de suelo. 
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Los superele~entos asociados a esta subestru¿tura se represen
tan en la f ig.· 111.19 . En l.ácat-a superior de cada uno de ellos 
se retienen todos los grados de libertad, para establecer su 
~niOn'con las estructuras ubicadas en la superficie, a trav@s de
los elementos d~ cbntacto (secci6n 111.1). 

En la cara inferior, se retieneh todos los grados de libertad, 
para prescribir en ellos la histo~ia de desplazamientos medidos 
en c,ampo, rePt-esentad.:.s POt- las figs. 11I.6. 111.7 y III.:::. 

En las cat-as antet-ior y p()steric,t",' se 't-etienen todos los 
grados de l~bertad~ ya que es necesario establecer continuidad 
cinemática entre los superelementos representativos de la masa de 
suelo ( sección 111.4). 

En las caras lateiales, no se requiere retener a los grados de 
libertad marcados con una X, por ninguno de los conceptos ante
riores. Con base en las figs. III.:;., 11!.7 y II1.S, estc,s nodc.s 
se consideran fijos en la direcci6n X2, y ~n libertad de movi
miento en las direcciones XI y·X3. Estas condiciones de frontera 
se introducen desde el sistema de referencia nDdal local a la 
subestructura representada por la.fig. 111.19 (secci6n 111.5).' 

b).- Subestructura representativa de superelementos asociados a 
estructuras ubicadas en la superficie • 

, ' 

I 

. P=2 

muro:9 

fon, t p 

-

m 
p 

JI rf 

p 

p 

J I . 1 

. ' 

1 ·ff ! pf' 

p. p 
p 

v . v .; 

p 
p 

r "-

, t::::::=':l cimentación: O. ~ m 
-""" /" /" /" /' /" ~' 

12 m 
-,-'----, 

f i g. 111. 20 
Subregi6n representativa de superelementos 
asociados a estructuras ubicadas en la superficie. 

. , 
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Esta subestru~tura se representa en la fig. III.20. En la 

formaci6n de las matrices de rigideces R y de cargas ~ de 
esta subestructl~ra, se empleó subestn.lctura.:ión de segundo nivel 
( s e c ció n 1 1 !. :3) ~ En p r i m e r 1 i.l g a r , s e o b t u v i e r c. n 1 a s m a tri c e s de ,-

""'1 . - ' . rigideces r y de cargas pi (N5), para cada una de las reglones 
'representativa~'de muros y cimentaci6n (fig. III.20), empleando 
subestructuraci6n de primer Mivel. , 

En la subestructura representativa de muros, los grados de 
libertad retenidos corresponden solamente a los nodos que inciden 
en la parte superior de la subestructura representativa de la 
cimentaci6n. E~ esta Gltima, los grados de libertad retenidos 
~orresponden a los nodos en su parte superior, para establecer la 
uni6n con los muros, y en su parte inferior, para unirse con los 
superelementos representativos de la masa de suelo, a travi~ de 
los elementos de contacto. 

Desp~~s de sumar de manera ordenada las matrices de rigidecei 
-K" d' -p" , t ' t ' • , y e cargas , correspondlen es a muros y Clmen aClon, se' 
e f e c t l.l'~' S u b e s t n.JC t l.l r a.: i':' n d e s e g u n d Q n i ve 1 ( s e c.: i 6 n 1 I I . ::::), 'rO e t e -
ni~ndose solamente los grados de libertad correspondientes a los 
nodos en la base del sistema muro-cimentaci6n, de tal m~nera que 
las caracterrs~icas de rigideces ~ de cargas de este sistema, , ,-k-. 
representadas pc.tO 'las matrices K Y.E respectivamente, se 
asocian solamente a los nodos en su base~ 

esquema de subestruQturaci6~, se ejecutó una serie de 
tOegiones análogas a la t-,=-,pt"esentada en la fi<;. ,.11!.21 
PI:,s!,~~i.:'n ,d~ l~ e~tr:uctl.lra l.lbicada en la ,~_uP?,X}~r:::ie~ ..... 

¡, X 1 

t¿x:::: 
, '{ ,-, 

. 1\":" 
p p 

A ~--~~~~~~ __ ~ __ --v 

I 12m IIl.21 
Regi6n considerada en los an¡lisis. 

, -
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En todos los casos, la ~istori~ de pre~cr~pci6n de desplaza
mientos (secci6n 111.1), . al nivel de la f,rontera A-A (f ig. 
111.9), ,correspondi6 a la historia definida ~or las figs. 111.6, 
111.7 y 111.8 , comprendida dentro de la zona afectada significa-_ 
tivamente por trabajos de tuheleo(secci5n IIr.!). 

. ' 
Los resultados de estos anali¿fs se muestran en 

siguientes: 
las figuras 

En la fig. 111.22 se muestran l~s variaciones de desplazamien
tos verticiles en la superficie del terreno, para distintas, posi
ciones d~· la estructura con respecto al frente de ·avance del 
tónei, sin la presencia de estructuras en la superficie. 

Eje del túnel , 

2 

'.~.-f!"'----

" ':"j."., . 

-2 

6 

Asentamiento (mm) 

. X = Distancia 01 frente de avance 
(-) Antes del poso" del escudo 

. (+) Después del pqso del escudo 

f i g. 11 I . 22 

• 1 • 

Distancia perpencicular 
: d eje del túnel (M~ 

o X=-6 m. 

Q) X=-2m· 

G) x:· Om . 

o X=.2m. 

® x: 6 m. 
®. X= 12 m.' 

Perfiles superficiales de desplazamientos verticales, sin 
con~iderar la pr~sencia de estructuras en la superficie. 

En la fig. 111.22 se observa que los perfiles de desplazamien
tos verticales'propuestos por los mitodos semiempiricos, cor~es
ponden a la forma que istos toman cuando el fr~nte de excavaci6n 

. ha pasado por la secci6n de referencia. Sin embargo, durante·la 
aproximaclon y paso del frent~ de excavaci6n, se presenta~.dis
torsiones impbrtantes que pueden danar las estructuras ubicadas 
en la superficie (fig. 111.22). 

En las figs. 111.23 a 111.28 se comparan los 
desplazamientos ~uperficiales verticales obtenidos 
cuenta la presencia de estructuras en la superficie, 

pet-files de. 
teniendo en 

p a t- a va t- i a s 
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~osiciones d~ ªstas con respectb al frente de avance del tan@l. 
con aquénos graficados en la, fig. 111.22 • 

. I 

8 10 

. 
X=-8m 

Distancia j>erpendcular 
al eje del túnel (toA) 

'.' Asentamiento (mm.) CD Con' estructura en la superficie 
@ Sin estructura en lo superficie 
X= Distancio 01 frente de,ovance .. 

'. , 
"t '.' 

.. 2 

-2 

-4 

-6 

-8 

f i g . 1 1 1 •. 2:3 

( -) antes del poso del escudo 
(+) desJ1lés del paso del escudo 

Desplazamientos verticales calculados en la superficie 

4 

Asentamiento {mm.} 

fig.ll1.24 

'. 

CD Con estructuro en la sup.erficie 
J 

@ Sin estructuro en la superficie 
X= Distancia allrente de,ovance 

(-) 'ontes del paso del escudo 
. (+) desJ1lés del paso del escudo 

X=-6m 

Distancia perpendcular 
el eje del túnel ('-4) 

Desplazamientos ~erticales calculados en la superficie. 
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l' 
1: .2 

I 
f _~ 

-4 

-6 .. 

" . 

" • 2 

-2;, 

-4 

-6 .. 

-8 

4 

Asentamiento ( mm.) 

. f i 9 • 1 1 1 • 25 

.,' .. , 

, . 

8 

CD Con estructura en la superficie 
@ ~n estructura en la superficie 

X= Distancia al frente de,avance 

(-) antes del paso del escudo 
(t) des~és del paso del escudo· 

10 

Distancia perpenácuJar 
a eje del túnel (Mr 

Desplazamiento~ verticales calculados en la superficie. 

4· 8 10 

X= om. 

Distancia perpenoo.dar 
al eje del túnel (MJ 

, , 

Asentamiento (mm,) CD . Con estructura en la superficie 

f i g. II 1. 26 , 

@ Sin estructura en la superficie 

X= Distancia al frente de~avance 

(-) antes del paso del escudo 
(t) des~és del paso del escudo 

Desplazamientos verticales calculados en la superfi~ie. 
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I ' 
I'-Z" 
I 
I"-~ 
! '-6 

1" , 

1::·8 
- .. 

2 

.,' 

," 

" 

4 6 " 8 10 

2 

Distancio perpendrulor 
, á eje del túnel (MJ-

.0'0 - Asentamiento (mm.) , .. CD Con estructuro en \o superficie 
@ Sin esfruchJra en la superficie 

X= Distancio 01 frente de~ovance 

(-) antes del poso del escudo 

.~ . ( + ) des~és del poso del escudo 

f i g. 111. 27 
.. _ .. _o_~I~~plazar~ie.ntc,s ver-Uc¿lles calculad,;); en la sl.lper-ficie. 

-z 

-4 

-6 

-8 

'. I 

2 4 6 8 

Asentamiento (mm.) , CD Con estructuro en \o superficie 
@ Sin estructurQ en lo superficie 

1 1 g. 11!. 2B 

X = Distancia 01 frente de. ovance 

(-) antes del poso del escudo 
( +) des~és del poso del escudo 

10 

x= 12m 

Dis to neio perpencficulor 
91 eje del túnel (M) 

Desplazarnient.:.s vert ¡cales ¡:::alCl.llados en la sllP.;:rf ic,ie. 
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En las fi9"s. IIL23 a 11I.23 se aPt-ecia la- influencia ql.Je 
tienen las ,e~{ructuras sobre los perfiles de desplazamientos 
superficiales generados por tuneleo. En todos los casos est~ 

;ti 

influencia tiende a disminuir los despl~zamientos verticales, aSl-
como las distorsidnes ang~lares verticales en la zona de interfa
-se Sl.le 1 o-e s t nlc t l.lr a. .',JJ 

En ,la fig. Ilh29 se comparan 1'::'5 valot'e!? de Jlas distors.ir.:ones 
angulares sup~rficiales má~imas obtenidas a partir de las figs. 
I1I.23 a lI1.28, teniendo y sin tener en cuenta. la presencia de 
estructuras en la superficie. 

· .' ~ 
~~ . 

f i g. 111.29 

Distancio 01 frente 
de excavación (m,) 

Distorsiones angulares máximas calculadas en la superficie. 

En la fig. 111.29 pueden observarse las tendencias siguientes: 

a).- La presencia de estructuras en la superficie disminuye las 
distorsiones angulares de manera si.gnificativa durante la aproxi
maci6n del frente de excavaci6n y en menor medida despuis de que 
~ste ha pasado por la sección de ref'erencia, obteniªndose pricti
camente las mismas distorsiones máximas para l. regi6n que consi
dera la presencia de estructuras en la superficie y para la que 
no la conside~a, despu~s de que el frente de excavaci6n se en
cuentra alejado de esta secci6n: aunque los desplazamientos ver
ticales Son menores en el primer caso que en el segundo (figs. 
I1I.23 a 111.28J. 
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bl.- Las mayores distor~iones'ang~lares m~ximas en la stiperficie, 
se presentan antes del paso del es,:,:...¡do por la 'sección de referen
cia y disminuy~n de5Pu~s del paso de ~ste, hasta obtener un valor 
prácticamente constante. Esta tendencia se presenta para la re~ 
gi6n que consrdera la presencia de estructuras en la superficie. 

'asi como para la que no la conside~a. 

c).- La presen~{a de estructura~ en' la superfici~'disminuye los 
valores de l~s distorsiones angulares máximas en un 20 % aproxi
madamente, antes del paso del ~scGdo por la secci6n de referencia 
y prácticamente no las disminuye después de que el frente de 
excavaci6n ha pasado por esta secci6n. 

En la fig. 111.30 se muestran las variaciones de los desplaza
mientos superficiales horizontales calculados en sentidotrans
versal aleje del tOnel, conforme se acerca el frente deaKcava
ci6n y después 'de que ha ,pasado por la sección de referencia, sin 
tener en cuenta la presencia de estructuras en la superficie. 

~' :-- .. ,"eje del túnei~ 
'"U·", ' 

..... _- - < ~ .... ~ • 

.• ~;2 ' Distancia perpenácular 

.. ~ .. ~' .. '.,~. +_""'~~~~~~~~~~;;-;;~~~~~~~~~~~~;~;;;~:~'_'!;'~'~~~~~'2d~,~~,~,~_tún~,~.:e~1 ~(M) 

Hacio el eje' del tuneJ·(mm.) .. ~ = Distancia 01 frente de~ oyonce 

( -) antes del paso del escudo 
( +) desJ1Jés del poso del escudo 

f i g. II I .30 

(i) X: ,6 
.. @ x:·2 
@ x= 2 
o ,}(= 8 
® x :12 
® 'x =14 

D1!PFI 

Perfiles supe~ficiales de desplazamientos horizontales perpendi
culares al eje del tOnel, sin considerar la presencia de estruc
turas en la su~erficie. 

En la fig., 111.30 se observa que la superficie del terreno 
tiende a alejarse del eje del t~nel en sentido transversal a 
~ste, antes de que el frente de excavación pase por la secci6n de 
referencia. y 'tiende a acer'car-se al eje del tc.:lnel despu.?s cE> que 
ha pasado por esta sección. 

En las figs. 11).31 a 111.34 se comparan ,los perfiles superfi
ciales de desplazamientos horizoritales calculados en sentido 
transversal al eje del tOnel. obtenidos teniendo en cuenta la 
presencia de estructuras en la su~erficie para varias po~iciones 
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de éstas con re!?pecto a'~¡ frente de avan·:e del tl1neL c(:.n los 
graficad6s en l~ fig. 111.30. 

l' - _~ . .; " ' 

• j • ~\ 
X= -6m 

.' 2 4 6 8 10 12: Di' ..e_'1 : S tOnclO perpenl.llU.J 
r, ; d eje del túnel (M) 

Hacia el eje del tunal lmm,) 

'-, 

f CD, Con estructuro en la superficie 
; ® Sin estructuro en lo superficie 
r 'X= Distancio 01 frente de,ovance '~-. 

¡ ( -) antes del posó del ,escudo 
¡ (+) des¡:ués del poso del escudo 

: fig. ' 111.:31 
'Desplazamientos. horizontales transversales al eje del t'Jnel, cal
culados en la superficie. 

" éje del túnel. 
X=Om 

"1 

':'1 

2 4 6 

.~ .-
. Hacia el eje del tunellmm.) 

8 10 

CD Con estructuro en lo superficie 
® Sin estructuro en la superficie 
X;:; Distancia al frente de, ovonce .. ' ~ 

(-') antes del poso del escudo 
(+) des¡:ués del poso del escudo 

12 " , 

Distancio perpencicul 
d eje del túnel (M) 

f i g • 1 I I • ,32 
Desplazamientos horizontales transversales al eje del tGnel. cal-
¿ulados en la superfici~. 
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I 
1 

1,' 
l·;' eje, del t~et 

I 
1: 

1,". 

1 

I " 2 

I~-I 

r ~':: 
. , , 

" . Hacia el eje del tunel(m~) 

f i g. 111.33 

.'1., 

6 

! . 

, , 
, )"; 

'" 

8 10 

X::6 m 

oi~t~~ia ~daJlar 
al eje del túnel (M) 

12 

CD Con estructura en la supe'rficie 
@ Sin estructura en la superficie . 

X:: Distancia al frente de~avance 

(-) antes del paso del escudo 
( +) desp.¡és del paso del escudo 

Desplazamientos horizontales transversales al. eje del t~n~l, cal
culados en la superficie. 

eje del túnel 

4 
-1 

- Hacia el eje del funel(mm) 

f i g. 11 1.34 

rO 

X=12m 

Distancia perpencicular 
, 01 eje del runel (M) 

" CD Con estructuro en lo ,superficie 
@ Sin estructuro en la superficie· 
X:: Distancio al frente de~avonce 

(-) antes del paso del escudo 
( +) desp.¡és del paso del escudo ' 

Desplazamientoi horizontales trans~er5ales al eje del t~nel, cal-
culad6s en la superficie. 
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En las figs. "IIL31 03111.34 la infh.p'?n<:ia do? las o?strlJl:turas 
tiende a disminuir los do?splazamientos y las do?forma<:iono?s unita
rias (ec. 11.15) horizontalo?s o?n sentiodo transvo?rsal al eje del 
t6nel. en la superficio? 

En la fig. 111.35 so? comparan los valoro?s do? las do?formaciono?s 
uni~arias horizontales máximas en 'sentido t~ansversal al eJe del 
tl~nel (EU, obtenidas a partir de las f1gs. IIL31 a 111.34, 
teniendo y sin tener en <:uenta la presercia de estructuras o?n la 
superficie. 

./ 

~;: ~Oesplozomientos horizont<lles transversales relativos móximos ( ll1Ó
3

). 

f,', 

,.t~ .... 

~ J .' 

. Q5 

Antes del poso ~/_--,-_.-i_II-_,-, _ .. __ , __ ,. __ '\~ Después del paso 
del escudo. "" _ __ _ 7 del escudo. . . 

I 
I -~ 

.. - - . '. -- . 
CD Con estructuro en la superfiCie 
@ Sin estructura en la superficie 

12 -
DiS'fancici al frente 
de oyance. CM} 

. f i g. 111. 35 
De f .:.t· ,oa·: i one s 
sl.Jp.;n-f i.: i,e, en 

unitarias horizontales máximas calculadas 
s e n t i d el t t- a n s ve t' s a 1 a I.. e j e del Uí n e 1 (E:; t ,) • 

En la fig. 111.35 se observan las siguientes tendencias: 

en la 

a).,- La Pt"esen::ia de e,stn.l.:tut"as en' la supet"f i.:ie no afecta d~ 
manera significativa las deformaciones unitarias máximas (E t) 
antes del paso:: del ft"ente d€ e;·:.:ava,:i':'n p.:¡t" la s€cci.:'n de t"ef.::: 
r€ncia. Sin embargo, despu~s del paso del escudo, la presencia de 
estructuras en, la superficie reduce de man.:::ra significativa los 
valc.t"es de las deformaciones unitar"ias. m.3:dmas Et 

b').- Antes'del paso del escudo por la sección de referencia, los 
valores de las deformaciones unitarias E t permanecen aproxima
damente constantes y aumentan despuis del paso del escudo cuando 
no se <:onsido?r~ la presencia de estructuras en la super~icie, y 
perman.:::cen aproximadamente <:onstantes cuando si se consfdera. .' '. 
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c).- Despu~s d~l paso de! escudo, 'la presencia de estructuras en 
la stlPerficie"'disrnintlye las de.f':Jt'"'rnaciones t¡nitarias rná}~i;na~ et 
hasta en IJn 50 .'l.- apl'''oxim~darnent,e. I 

En la fi9. 111.36 se muestran las variacioAes de los desplaza-
,mientos horizontales superficiales calculados en sentido paralelo 
al eje del t6nel, conforme se acerca el frente de excavaci~n y 
despu~s de que ha pasado por lasecci6n de referencia, sin ten~r 
en cuenta la p~~sencia de estructuras en la super·ficie. 

1 . 

r:~'"'' ~entídO de avance' 
.. -:-....... ', ....... , -

1 . . 

1< "'" (mm.) 

1: ... " .. ~ ,. 

¡:f2 ====;2~~~~~~~ 
10 Distancio perpendiculo 

01, eje del túnel. (M) 

l· 

-2 

x= Distancio al frente de,avance 

(- ) antes del paso del escudo 
( +) desllJés de'l paso del escu,do . 

f i 9. 111.:::::':' i 

<D X=I.4 
. ® X :-8 
G) X =-2 . 
o 'X= 4 

Perfiles su~erficiales de desplazamientos horizontales paralelos 
al eje del t6nel, sin considerar la. presencia de estyucturas .en 
1 a s 1...1 p ;::: t" f i.:, i e • 

En la fi9; 111.36 se observa que la superficie del ter~eno 

t(ende a desplazarse en el sentido de avance del t~nel, antes y 
despu~s del paso del escudo por la secci6n de referencia! Antes 
del paso del escudo se localizan zonas (zonas alejadas transver
salmente del eje del túnel) en las que se localizan desplazamien
tos en sentido contrario al del avance del t~nel. 

En las fi95. 111.37 a 111.40 se comparan los perfile3 de 
desplazamie~to~ horizontales en s~ntido paralelo al eje del tG
n.el, obtenidos teniendo en cuenta la pt'esencia de estructr.n"as en 
la superficie para varias posiciones de ~stas con resFecto 'al 
f t"I!:! n t e d e a van c e del t ú n el, con los 91" a f i e a d o s e n 1 a f i 9 • ni. 3:5 • 

83 



I 
1 

1, 

1 
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.,. )?entido de QVonce l. 

X=-f,Jm 

1: 

I --~---------42----------~4----~~--+---~~~~~======~~~~~~1~2--rn-'-st~0-OC-i-O.-~~ doW, 

l.. ... 2 al eje del túnel (M) 

1:: ' ~ Con estructuro en la superficie 
1,'" . @ Sin estru~turo en lo superficie 

/

'. "1 x= Distóncio 01 frente de,CNonce 
(-) antes del poso del escudo l':' (+ ) des~és del poso del escudo 

1 "" 
1:, 

r' 
1 ',; 

:' ;.'" l· ; ..... -... 

1 r,. 2 

f i 9 • 11 1 • 37 . 
Desplazarnientos horizc.ntales pa·r-alelo's al eje d.::?l tlln.::?!, calcl.lla

·dc.s en la' sl.lper:-ficie. 

X=-2m 
-, 

(mm) 

---------. 
2 4 s 

7' 

B 10 

-2 

12 
Distoocio' ~c.icul 
al eje del túne~ (M 1 

f i 9 • 1 1 1 • ::;::3 

,~ .~;:.., 

<D Con estructuro en la superficie 
@ Sin estructuro en lo superficie 
X = Distancio 01 frente de ~ CNonce 

( -) antes del poso del escudo 
(+) des~és del poso del escudo 

Desplazamientos horizontales paralelos al eje del t~nel, calcula
dos .::?n la sup.::?rficie. 
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, Sentido de ovonce 

. (mm) X= 4m 

2 

,-2 

2 4 

f i 9 • 1 1 1 • :;:9 . 

6 8 10 

CD Con estructuro en lo superficie 
: @ Sin eStructura en lo superficie 

X = Distancio 01 frente de. avance 

{-} antes del poso del escudo 
( t ) desPJés del poso del escudo , 

12, 
~ DistonciQ perpen 
i ot eje del túnel CM) 
.~ .. "" ..... -. 

Desplazamientos horizontales paralelos al eje del t~nel, calcul~-
dos en la,su~erficie. 

X= 14m 

; Distancia 01 
¡ de ovance. 

.Sentido de ovance , 

2 

2 

2 4 6 

f i g. 111. 40 

8 10 

" dJ Con estrucrura en lo superficie 
@ Sin estructura en lo superficie 

X = Distancia al frente de. avance 

(-) antes del paso ael escudo 
( + ) desPJés del paso del escudo 

12 . 
Distancia perpendcul 

. ot eje del túnel (M) 

Desplazamientos horizontales paralelos al ej~del tGnel, calcula
dos en la superficie. 
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En 1-3S figs. 111.37 -3 III.40'se observ-3,qu"? 1-3 pr"?senti-3 .d"? 
estruct:...1r-3s o:n 111-3 supet-fi.:ie ti"end"?, -3.disminui'r- l.:)s d"?spl-3z-3rnien
tos y 1-3S dis~.:,rsiones, h·:,riz()n'tales que o':::--3sio~a el proc.;;!sc. de _1, 

tune1e,:., en s~nt ido pat-a1elc, -31 ej e del Hínel, sobre la .:imenta-' 
ci6n de 1-3 estructura. 

1- En 1-3 fig. 111.41 se comp-3t--3n los v-31Gt-,,?s d"? 1-35 dist(;.rsion"?s 

I horizon\-31"?s máxim-3s "?n sentido p-3~"-31elo -31 ejo: del tt-jn"?l (dL), 
, c-31cul-3d-3s -3 p-3rtir de 1-35 figs. 111.37 -3 II1.40, teniendo y sin 

l,:~:,- tenor en cuenta la pt'esencia de estrud.uras en la supáfide. 

I Distorsiones -3~gulares 
1': -, h .:1)"" i z c. n t -3 1 e s m á;.: i m -3 s ( :-: 1 0- 3 

). 

F¡'·, 
1

<;';.: 
, ,,... 

r:,·o 
1,' , 

.",' 

1 --," " 

l' 
1: 

I 

I 

6 

<D Con estructur;o en \o superficie 
@ Sin estrucruro en lo superficie 

fig. 111.41 

o 12 

Distorsiones angulares horizont-31es máximas calcul-3das en 1-3 
superficie, en sentido paralelo al eje del t~nel. 

En la fig. 111.41 5e observan 1-35 siguientes tendencias: 
\ 

a).- La preserycia de estructuras en la superficie -3fecta de 
manera signific-3tiva las distorsiones angul-3res horizontales 
rná:-:irn-3s d" L ), antes y desplJés del P,3S0 del escudo por la 
sec'ción de ~-efE't"en;:ia. E:-:iste una zona ( de 2 ro. a 6 rn. aPt".:,:,ima
damente, desp~~s del paso del escudo) en la que la presencia de 
estructuras en 1-3 superficie, no -3fecta de m-3ner-3 signific-3tiva 
1 -3 ~ d i s t o t- s ion e s a n 9 u 1 -3 t- e s h o, i z ,;) n t ,3 1 e s ro á:-: i ro a s ti" L, . 

bl.- Los valores ca1cul-3dos de 1-3s distorsiones 
hoPt-izont-31e's ,rná:dm-3s' d"L , . alc-3nz-3n su mayot- v,:llot-

angul-3t-es 
-3ntes del 

paso del fr-ente de excava,:ión pe" la se'cci·6n de referencia (-3p,ro
xim-3darnente -3 8 m. -3ntes del P-3S0 del frente ); disminuyen p-3ul-3-
tin-3rnente conforme se -3cerca el frente de excav-3ci6n; -3uroent-3n 
despu~s del P-3S0 del ft"ente h-3sta alcanzar valores de -3proximad-3-
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mente 50 % de los valores mayor~s calculados antes del paso del 
escudo y perman~cen aproximadamente constantes posteriormente. 

c).- Antes del paso-del escudo por la secci6n de refer~ncia, la 
presencia de estructuras en la superficie disninuye los, valores 
de las dist.:)r·siones angulares hor:-,izontales rn~xirnas dL' en I .. m 20 
% y d~spu~s de1 paso del escudo e~'un 40% aproximádamente. 

Al comparar los valores calculados de las mayores dist6rsiones 
angulares graficadas en la fig. 111.29 con lbs valor~s'para las 
distorsiones angulares rniximas permisibles, sugeridas por distin
tos autores (tablas 11.2 a 11.5), pueden establecerse criterios 
de daR~ ocasionado por tuneleo, para la estructura eri éstudio. 

N6tese que las distorsione~ angula~es m~xim~s graficadas en la 
fig. 111.29. corresponden a ionas de 'los perfiles de asentamien
tos con concavidad hacia ab~jo (figs. 111.23 a 111.28). En este 
caso puede émplearse la tabla 11.6 para ~stimar el nivel de da~o. 

En la fig. 111.29 la distorsi6n angular mixima es del orden de 
(t'ma;.:. =0.0008, .:.:,nsiderando la pr"esen,:ia de la esh"uctur"a reptOe-' 
sentada en la, fig. "111..20 en la s;..lper"ficie. Al ceornparar este 
valor con las' distor"sic,nes angular"es que cII:asi.:.nan agr"ietamiento 
( ~o) segQn los autores citados en ,la tabla 11.6 para zonas con 
curvatura con concavi~ad hacia abajo se observa que el valo~ de 
a=(l.OOOé:. e>:ede a los valor"es ,de dé, propuestos en la tabla 11.6 
para este tipo'de concavidad, p¿r lo que para la regi6n en estu
dio, puede esperarse agrietami~nto de la estructura durante el 
paso del escudo. 

En cuanto ~ las deformaciones unitarias horizontales ~el t~
rreno, pued~estimarse el nivel de dano para la estructura en 
estudio, a partir de la comparaci6n de las deformaciones unita
rias máximas graficadas en la fig. 111.35 con los critetios de 
da~o ocasionado por deformaciones u~itarias horizontales del 
terrena, propuestos en las tablas' 11.7 y 11.8 

En la fig. 111.35 el valc.r- rná:dmo de las defonnaci.:rn¿s 
unitarias horizontales del terreno es del orden de Emax=O.0002 
cuando se corisidera la presencia de la estructura de la fig. 
111.20 en la superficie. Al comparar este valor con los. 
propuestos en la tabla 11.7 se observa gue para el valor 
calculado de 8:max=O.0002 se presentará un nivel de da~o despre
ciable, corres~ondiente a la form~ci6n ~e grietas no visibles 
e :-: ter" n am en te. 

, 
Existe la p6sibilidad de que para alguna estructura en est~dio 

no existan correlaciones entre las distorsiones angulares o. de
foro;naciones unita)'"ias del ter-roeno y ag llas que inician el 
agr"ietamiento de la esh-uctl..lr-a. En' este caso se puede' r-ecl..lr"r-it- a 
calcular las deformaci6nes unit~rias que se generan dentro de la 
estructura, a partir de los desplazamientos que se produ?can en 
la cimentaci6n y compararlas cory los valores de la deformaci6n 
unitaria que inicia' el agrietamiento, propuestos en la tabla 11.8 
por distintos autores. 

87 



I 
I 

1 

k 
l' 
1

',',' ,_. " ' 

. '-- . 
" .. 

1:,'" 

f>' 5 

En la fig. 111.42 se mu trala variación de las fuerzas que 
se presentan en, 16~ elementos de interfase. Para la regi6n en 
estudio (fig. 111.21) las fuerzas en todos los elementos de 
interfase son de eOffipresi6n para cualquier posici6n de 
tura representada en la fig 111.20 con respecto al 

'a van e e, del t (j n el. 

Fuerza en elementos. 
de interfose ( Ton) 

la estruc
frente de 

1 ~§., , 

/lCC ce Distancio 01 eje 

1,,-:-,T-t-------2r-----'4-----T6-----aT"""'-----..----d-8-1-''"Ttu_"n_8_1_I_
M
-io' 

II~ic~' ----,- Antes de la e;,:cava¡::~n del tl~~:l. 
:=: 'rn. antes del paso del escudo. 

~ ----'i12m. después del paso del escud,: •. 

I 
I f i g • 1 1 1 . 42 

Distribuci6n del peso de la estructura 
~n los elementos de interfase. 

I 

En la fig. 111.42 se grafican solamente las distribuciones de 
las fuerzas en los elementos de interfase para las secciones X -é 
m . (::::: m. a n t e s del p.a :; o del e s c u d C.l ) y p a t" a X = 12m. (, 12m. d e s pué s 
del paso del o:scudoL F'at"a secciono:s intenno:dias, se obtienen 
distribuciones intermedias de fuo:rzas entre las graficadas. No se 
g t" a f i e a n e s t a s d i s tt" i bu c i ':. r. e s por e 1 a t- ida den 1 a f i 9 . II 1. 

Nótese que la zona en la que aumentan las fuerzas en los 
elemo:nto~ de interfase con respecto a las existentes antes de la 
e;,:cavación (de'2.5 m. a .:: .. 0 m. del eje d~l Hinel aPt"oi:imadamo:n
te). corresponde con las zona~ de, concavidad hacia abajo do: los 
perfile\ de desplazamientds verticales graficados en las figs. 
111.23 a 111.28. Las zonas co~ curvatura con concavidad hacia 
an-iba en l,3s f igs. 111.23 a 1(1.2::: con-espc.ndo:n ':c,n z.:mas do: 
do:crementosen las fuerzas que actGan sobre los elemo:ntos de 
interfase. Este comport~~i3nto corresponde con un mayo~ apoyo de 
la estructura o:n las zonas con concavidad hacia abajo, o:n ,lo~ 
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perfiles de des~lazamientos verticales. 

En Las zonas con mayor curvatura con concavidad hacia abajo S~_ 
tienen mayores incrementos en las fuerzas actuando sobre los 

.elementos de lnterfase y en las zonas con mayor curvatu~a con 
concavidad. hacia arriba se tienen mayores decrementos. 

1.',1 
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abajo, err6rieameante se 
plazamientos verticales 
generalmente mayores que 

I 
utiliza evidencia correspondiente a des-

con concavidad ,hacia arriba, que son 
las an'teriot-es, 

,3),- En ~ituaciones donde no existan correlaciones entre distor
si.:.nes y daño estn.l(~tl.H·al, es p.~sible, empleando esta misma 
herramienta, calcular distribuciones de esfuerzos sobre las es
tructuras y evaluar la susceptibilidad de daño estruct~ral. Lo 
anterior se logra al conside~ar ~61o la subestructura correspon
diente a la estructura en estudio y analizarla dentro del mismo 
proceso ante los desplazamientos que experimente su cimentaci6n. 
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IV.- CONCLUSIONES. 

1.- En este trabajo se desarrolló un modelo numªrico basado ~n 
técnicas de subeitructuración de niveles móltiples en elementos 
finitos. EL model6, de aplicación general. permite r"~solver entre 
otros. el problema 'de interacci6n suelo-estructura ocasionado por 
proce·sos de tun~leo en suelo blando, de manera eficiente desde el 
punte, de vista de los requ'er-imientos de memor-ia y ti€';npo d€' 
ejecución en computadora. 

Empleando este mod~lo, se pueden evaluar perfiles de desplaza
mientos :vertical€'s y horizontales g€'n€'rados €'n la cimentación de 
las estructuras, a partir de desplazamientos medidos o calculados 

.a una cierta prpfundidad en condiciones de campo libre, esto' es, 
desplazamient.:,s en sib..laciclnes dCIn,de ne, e;dsten estt'I,J:::turas en la 
vecindad. I 

2.- De la aplicación del modelo propuesto, a una regi6n que 
con~ider~ la presencia de una estructura en la sup€'rficie d€'l 
terreno, se _pueden obtener las siguientes conclusiones: 

a).- La existencia de estructuras en la sup€'rficie modifica los 
perfiles.superficiafes de desplazamientos verticales y horizonta
les d€' tal forma que dismin~yen los desplazamientos y las distor
siones angular~s ver-ticales y las deformaciones unitarias hori
zontales del terreno en la zona de interfase suelo-estructura. 

bl.- Las distorsiones 
paso del escudo por la 
zamientos verticales 
frente de excavaci6n. 

angular'es má:dmas se pr"esentan antes del 
secci6n de referencia, aunque los des~la
máximos se presen~an despu~s del. paso del 

La posibilidad de evaluar desplazamientos superficiales para 
distintas posiciones de la estructura con r€'sp€'cto al fre~te d~ 

a;,:c.3.vaci6n, per"'mite '::ono':e;" '::ondi,:i':'íles eTíticas de agr"ietamio:nto 
que puedo:n s€'r difo:rent€'~ a las 6btenidas por la pr~ctica com~n 
de considerar 5610 los desplazamientos despuªs del paso del 
escudo. 

-, 
\ 

Las' def,:¡nnaciones unit.3rias h":.r·iz,:.ntales má:,iro.'3s qlJe se pr"e-
sentar. en l'a ci'menta.:i.~,n de la estnJct:Jr"a, en dir'€'cci6n pe~"P€'ndi
e u 1 a r- a 1 e j e . d .,,?l t :j n e L p e no a n e e e n a p ~" o ;d m a da íf1 e n t e c·:,;¡ s tan t e s 
antes y despuªs del paso del frent€' de excavaci6n. y para 0:1 caso 
en estudio son ;nen':,~"es que las defcit"rnaci.:.ne'; hor"iz,:.ntales del 
terreno que oc~sionarian agrietamiento. 

cl.- Las distor"sic'nes angl.llar"es má:dmas se ¡::n"esentan en zonas 
donde los perfiles de desplaz~mientos verticales tienen concavi
dad hacia abajo. Estas distorsi0n~s deben correlacionarse con 
evid'encia de ·:amp',:. que muestt"e valor"es de la distot-si,5n angulat" 
de agrietamiento para este tipo de concavidad. Es de importancia 
enfatizar lo anterior, ya que al existir poca informaci6n sobre 
distor"sic.nes angulat~es de .agt"ietamiento· pat-a concavidad-?s hacia 
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NOMENCLATURA 

NDE 
NPN 
NGL 
NEC 
E 
NU 
PV 
NNE 
NUMEL 
NC:P 
NPS,UB 
NEC:; 

LEC 
NPRET 
NSEL 
NUMOE 
NAS 

NGLR 
PRET 
X 
X;3 
ID 

= 
= 
= 
= 
= 
= 
:: 

= 
= 
= 
= 
= 

! 
¡ ; .. 

No. de dimensiones espaciales. 
No; de puntos nodales~ 

,No. de grados de libertad por nodo. 
Ne •• de ecuaciones en .el sistema global. 
M6dulo' de elasticidad~ 
Relaci6n de Poisson. 
Peso ~olumétrico. 
No. de nodos por elemento. 
No. de elementos en un grupo. 
No. de cargas de presi6n en aristas. 
No. de puntos nodale~ en una subestructura. 
No. de ecuaciones en el sistem~ local a una 
subes t ruc t l.Jra. 

= No. de ecuaciones a condensar en una subestructura. 
= No. de puntos nodales cuyos NGL se retienen. 
:: No. de superelementos asociados a una subestructura. 
= No. de grupos de elementos. 
= No. de coeficientes en la matriz de rigideces SRET de 

una sube5tructura,almacenada en forma de columna activa 
= No. d~ grados de libertad retenidos en una subestructura 
= Vector de cargas de una subestructura. 
:: Coordenadas referidas a un marco global de referencia. 
= Coord~nadas referidas a un marco local de referencia. 
:: Condiciones de frontera y nómero de ecu~cion de los NGL 

en an"eg:j..:.s globales ref 14., 
IDS = C.:.ndiciones de frontera' y n(uoer"o de eCI.Jaci'cm de los NGL 

en arreglos locales. 
XI = Desplazamientos iniciales referidos a un marco global de 

refer"encia. 
XSI = Despla?amientos iniciales referidos a un marco local de 

re f e r'e n c i a • 
F = Fuerzas aplicadas o desplazamientos prescritos referidos 

marco global de referencia. 
FS = Fuerzas aplicadas o de~plazamientos prescritos referidos 

lEN 

,,.1 lEN, 

a un marco e referencia lo~al. 
= Incidencias nodales de ?lementos o superelementos, en el 

marco de referencia nodal global. 
= Incidencias nodales ,de elementos, en un marco de 

referencia nadal local a una subestructura. 
LM = No. de ecuación correspondiente a cada uno de los NGL de 

LM:3 = 
ICOL = 
ICOLS :: 

NU/'1EC = 

los ele~entos o de los NGLR de los superelementos de un 
grupo, ~n arreglos globales K , E 
No. de ecuacióh correspbndiente a cada uno de los NGL de 
los elementos de un grupo, en arreglos locales K", Ese 
Posici6n'de los coeficientes de la matriz de rigideces 
global K , almacenados en forma d. columna activa. 
Posición de los coeficientes da la matriz de rigideces 
loc~l Kseen una subestructura, almacenados en forma de 
cCllurnn~~act iva. ' .1 

Estable~e el No. de ecuaciones globales y el GL a que 
c.;:¡rr"e sponden. 

ALTCOL = Calcula alturas de columnas de arreglos almacenados en 
forma de column~ activa. 



ENSAM = 
SOLEe = 
NECSU8 = 
KSU8ST = 
lYEAS = 
ENSU8 = 

K = 
R' = 
K1~ = 
.K $~ ,...,,j = 
E = r: = 
.E:. "e = 
P S" 
-t'~d = 

I 

Suma o~denadamente arreglo, cuadrados en arreglos 
nidos en forma de columna d~tiva. 
Resolvedor de ecuaciones que contempla la opción 
reducción parcial. 1: 

Renumeray determina el No. de ecuaciones y de Gl 
condensar en una subestructura. 
Extrae los arreglos SRET~y PRET, de los arreglos K 
Almacena o lee en archivo los arreglos ICOlS, SRET 
Suma ordenadamente arreglos almacenados en forma de 
na activa, en árreglos almacenados de igual manera. 
Matriz de rigideces de la estructura glob~l. 
Matriz de rigideces de una subestructura. 
Matriz de rigideces de la regi6n asociada a una 
antes ~el proceso de reducción. 
Matriz de rigideces de la región asociada a una 
despu.s del proceso de reducción. 
Vector de cargas de la estructura global. 
Vector de cargas de una subestructura. 

defi-

de 

y P 
y PRET 
colu-

subes t YI.JC tura! 
I 

sube s t n.Jc t Ut' a 

Vector de cargas de la regi6n asociada a una subestructura, ant 
del proceso de reducci6n. 
Vecto~ de cargas de la región asociada a una subestructura, despt 
del proceso de red~cci6n. 

I 

93 



REFERENCIAS. 

l' - Arora J.S., Gobil A.K. 
An efficient method for optimal structural design by 
substructuring. 
Computers and structures. Vol 7 (1977). pp 507-515. 

2 A t t e 1,.,1 e 1 1 P. B.. Fa r m e t" l. W. 
Ground disturbance caused by shield tunnelling in a stiff, 
overeonsolidated clay. 
Engineering geology, 8 (1974) Pp. 361-381. 

- Bjet"rum L. 
Allowable settlements of structures. 
Proceedings european Conf. on soil Mech. 
Vol. 3 
Weisbaken, Germany (1963). 

and Fdn. Engt- • 

4 - Boseardin M.O. 
Building response to-excavation-induced ground movements. 
Ph. D. Thesis. Illinois Univet"sity (19:::0). 

5 Burhouse P. 

. 6 

Composite aetion between briek panel walls and their 
supporting beams. 
Pr"o(~. Instn. Civ. Engrs. Vol. 43. '(191':'9). PP. 175-194. 

Bur1and J.B., Wroth C.P • 
$ettlements of buildings and assoeiated damage. 
Proe. conferenee on sett1ements of struetures. 
Penteeh Press, London (1974) pp. 611-654. 

Cambt" i dge, 

7 - Cheney J.E., Burford D. 

<:> 
'-' 

Damaging up1ift to a three-storey office block eonstructed 
on a elay soi1 fo110wing the remova1 of trees. 
P n:";: • e o n f. s e t t 1 e m en t el f s t t"l.l C t u t" e s , C a ro b r" i d 9 e (1 974'> . 
PP. 337-34:;:. 

Eisenstein Z., Thomson 8., Braneo Jr. P. 
South LRT extension Jasper Avenue twin tunnel 
instrumentation test seetion at 102nd street, part 1 
Southb·;:tI.Jnd t:.Jnne1, Feb. (1982) 

9 Fe1ippa Carlos A. 
Solution of linear equations with skyline-stored symmetric 
ma t ~" i ;.: . 
Computers and structures. Vol. 5 (1'::>75'>. pp 

10 Fuj ita 1<. " 
On the surfaee sett1ements caussed by various methods of 
shie1d tunnel1ing. 
Proe. 10th Int1. Conf. on S.M. and F.E. Vol. 4 (1982) 
pp. 609-610 

94 



11 - FIJj ita K. 

12 

Predietion of surfaee settle~ents caused by shield 
ttm n e 1 1 í n 9 '. 
Intl. Conf. of sedl Mech. Voll. 1 (19:::2). S.M.M.S. 
pp. 239-246. 

Furniko? . 
Computerized multílevel 
Computing struetures 2. 

\' 

substrueturing analysis. 
(1972). pp 1063-1073. 

13 - Geddo?s J.D., Cooper D.W. 
Structures in areas of mining subsido?nce. 
The structural engineo?r Vol. XL No. 3 (1962). 

14 Govil A.K., Arora J.S., Haug E.J. 
Optimal design of frames with substructuring. 
CornplJters and stnJc'tut-es. Vol. 12 (19:=:(1). PP. 1-10. 

15 - Grant R., Christian J.F., Vanrnarcke E.H. 
Differential settlo?rnents of buildings. 
Proe. A.S.C.E. Vol. 100 No. GT9 (1974) PP. 973-991. 

16 - Ho?rnandez O., Meli R. 
Modalidado?s de ro?fuerzo para mejorar o?l comportarnio?nto 
stsrnico de muros de mamposteria. 
Instituto do? Ingenier{a UNAM. No.382 (1976) 

17 - Iglesias J., Rukos E.A. 
Generaci6n de funciones serendipia para elo?rnentos finitos. 
Instituto do? ingeniería UNAM. No. 429 (1980) 

18 - Ito T., Hisatake M. 
Three dimensional surface subside~ce eaused by tunnel 
dr·iving. 
Proe. 4th Intl. Conf. on nu~erical methods in geornechanics. 
( 19:::2). pp. 551 -559. 

E' - Kasal i G. 
Three dimensional finite element analysis of shallow soil 
tunnelling 
Ph. D. Thesis. Stanfor-d University. (1'::/:::2) 

20 - Kasali G .• Clough G. W. 
Three dimensional Finite Element Analysis of advanced and 
conventional shield tunneling Vol. II 
Stanford University (1983) 

21 Ker·isel . ..I. 
Old struetures in relation to soil conditions. 
Geotechnique 25. No. 3 (1975). Pp. 433-483. 

22 .- Kron G. 
Solving highlycomplex elastic 
App 1 i ed rne.:han i e s (1',:=)55). pp. 

stn..lctures. 
135-144. 

95 



I 
I 
,-

I 

I 
I 

¡ 
I 

I 
I 

r 
I 

I 

23 .- Littlejohn G.S. 
Observations of brick walls subjected to mining subsidence 
Proc. Conf. settlement of structures. Ca~bridge (1974). 
PP. :;:84-393. 

-24 Mainstone R.J. 
On the stiffness and strengths of -fnfilled frames. 
Proc. Instn. Civ. Engrs., Suppl. U"J), p.aper 7360::: (1971), 
Pp. 57-9q 

25 - Mainstone R.J.,Weeks O.A. 
The influence of a building frame on the racking stiffne
sses and strenghts of brick walls. 
S.I.B.M.A.C. Proc. <1970_). PP. 165-171. 

26 - Mana A. 
Finite element analyses of deep excavation behavior in soft 
clay 
Ph. D. Thesis. Stanford University (1978) 

27 - Meirovitch L.~ H.ale A.L. 
On the substructure synthesis method. 
A. l. A. A •. JoUl--n.a l. Vol". 1'7 No. 7 (19:31'>. pp 940-947. 

28 .- Meli R., Hernández O. 
Efectos de hundimientos dife-r-enciales en construcciones a 
base de muros de mampostería. 
Instituto de Ingeniería UNAM. No. 350 -(1975). 

29 .- Meli R., Salgado O. 
Comportamiento de muros de mamposteria sujetos .a carga 
lateral. 
Instituto de Ingenierla UNAM. No. 237 (1969) 

30 - Meyerhof O.G. 
Discussion of paper by Skempton A.W. and Mc. Donald D.H., 
The allowable settlements of buildings 
Pr-clI:eedings, Institution of civil engineer-s, Par-t 11, Vol 5 
(1956) PP. 774-775. 

31 - Noor A.K. r Kamel H.A., Fulton R.E. 
Substructuring Techniques-status and projections. 
Computers and structures. Vol. 8 (1979. pp. 621-632. 

32 .- O~Rourke T.D. 
Oround movements caused by braced excav.ations 
.JOI_H-nal elf the ge,:,te,:hni.:al Engr-. Div., A.S.C.E. Vol. 107 
No. OT9 Sept. (19:::1) PP. 1159-117:::. 

33 .- Peck R.E:. 
Deep excavations and tunnelling in soft ground 
Proceedings, 7th International Conf. on S.M. 
State of the art volume (1969) pp 225-290. 

and F.E., 

96 



I 

I 
[ 

I 

¡ 
I 

I 

<":¡" 

34Petersson H., Popov E.P. 
Substructuring and equation system solutions in finite 
element analysis. 
Computers and str~ctures. Vol. 7 (1977). pp. 197-206. 

·35 - Polshin O.E., Tokar R.A. 
Maximum allowable non~uniform settlements of structures. 
Proc. 4th Int. Conf. S.M. and F.E. Vol. 1 (1957) 
PP. 402-405. 

36 - Przemieniecki S. 
Matrix structure analysis of substructures. 
A.I.A.A. JOI.Jrnal (1963). pp. 138-147. 

37 - Romo M.P., Oiaz C., Resendiz D. 
Metodo para estimar asenta~ientos causados por la construc
cion de un tunel en suelo blando. 
Instituto de Ingenieria UNAM. Prov. 8082 (1978). 

38 - Rosen R., Rubinstein M.F. 

40 

Substructu~e analysis by decomposition. 
J. Structural division A.S.C.E. 96 (1970) Pp. 663-670 

- Skempton A.W., Mc Donald 
Allowable settlements-of buildings 
Proc. Inst. of Civil Engineers. Part 3, 
pp. 727-768. 

- Wilson E.L., Dovey H.H. 

Va l. 5 (1 95(':') 
i' 

Solution or reduction of equilibrium equations for large 
complex structural systems. 
Advances in engineering software. Vol. 1 (1978). pp. 19-25. 

41 - Williams F.W. 
Comparison between sparse stiffness matrix and substructure 
rnethods. 
I n t . .) • e' f n wo e "r" i (: a: ;n:? t h ':" d sin e n 9 i n e e r i n g. 5 (1 973) • 
PP. 383-394 

97 



I 

I '. 
I 

I . 
I 

I 
I ' , 

I 
I 

I 
I ' 

I ' 

I 

I ' 

1,' 

I 
i 
! 

, -. 

APENDICES~=~~~ 



1:· 
l'" , 

/' 
1: ..... 

1: 

1 

I 
1.'-' 

APENDICE A. 

relacionadas tcon el almac,enamiento y solución rna
forrna de columna activa. Al final de esta secci6n, -

listados de instrucciones FORTRAN correspondientes a 

Subrr-ltin4s' 
triciales en 
se presentan 
cada inciso. 

A.l.- Determinaci6n del nGmero de ecuaciones (NEC), 
de ecuaci6n que le corresponde a cada grada 
(GL), de cada punto nodal. 

SUBROUTINE NUMEC ( ID,NGL,NPN,NEC ) 

y del n,jmen:. 
de libertad 

,"'" El padirnetro ID(NGL,NPN), es un ar-reglo ql_H:? contiene le.s 

I
?'cbdigos de condiciones de frontera, corno parirnetro de entrada, y 

, contiene el nÓrnero de ecuaci6n que le corresponde a cada grado de 

I l,ibertad (OL), asociado a cada nodo de la estructura global, corno 
parimetro de salida. 

1 

L 
1

"',:" 

1 

I 

l' 

.: J 

NGL 
NPN 
NEC 

A.2 . ...:. 

= Númer.:. 
= Núrnero 
= Nt.lrner-o 

de 
de 
de 

GL por nod.:,. 
puntos nodales en la estructura global. 
ecuaciones en el sistema global. 

Determinaci6n deln~mero de ecuaci¿n correspondiente 
uno de los grados de libertad (GL) asociados a los 
de cada elernento en un grupo. 

SUBROUTINE NECNGL ( ID,IEN,LM,NGL,NDE,NNE,NUMEL ) 

a cada 
nodos 

IDtNGL,NPN) es par~metro de entrada, 
,ecuación correspondiente a cada grado de 
a cada nodo de la estructura global. 

y contiene el 
1 ibertad (GL), 

n:~rner-I~ de 
asociad.:) 

IENtNNE,NUMEL) es un par~rnetro de entrada que contiene la 
incidencia de los nodos referidos al sistema de referencia nodal 
local del elemento, en el ~istema de referencia nodal global de 
la estructura, para todos los elernentos en un grupo. 

LMtNGL,NNE,NUMEL) es par~metro de salida, y contiene el n~mero 
de ecuaci6n correspondiente a cada grado de libertad de cada nodo 
para c~da elernento en un grupo. 

NGL = N~mero de grados de libertad por nodo. 
NDE = N~mero de dirnensiones espaciales de la regi¿n analizada. 
NNE = Nórnero de nodos por elemento. 
NUMEL = NGmero de elementos en un grupo. 

Considirese ,la fig. tA.1). A la rigidez y cargas correspon
dientes al grado de libertad GL=l del nodo 3, referido al si~tema 
de referencia global (S.G.', contribuyen los cuatro elernentos. Es 
entonces necesario crear un arreglo que indique el n~mero de 
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ecuaci6n a la cual se debe sumar la rigidez y carga correspon
dientes a cada GL de cada nodo de cada elemento finito •. Este 
arreglo es LM(NGL,NNE,NUMEL). 

Con las definiciones de los arreglos ID e lEN~ 

debe expresarse como 

LM ( 1 , .J, K) = 1 D ( 1 ,lEN ( .J , K) .> 

el arreglo LM 

En esta subrutin~ se eJecután las operaciones necesarias para 
crear el arreglo LM de esta manera. 

® 

(i)3 0 4 0 
~~------~=--------1 

1 2 
/ 

f i g • (A.r"!.1 

A.3.- Determinaci6n de la altura de cada columna ( sin incluir el 
t¡rmino en la diagonal principal .1, en ia matriz de 
rigideces K de la estructura global, tomando en cuenta 

~ -,-

solo los elementos en cada grupo. 

SUBROUTINE ALTCOL ( ICOL,LM,NDE,NNE,NUMEL ) 

ICOL(NEC) es un par¡metro de entrada-salida, en el cual se 
encuentran las alturas de cada columna en la matriz K sin 
incluirlos coeficientes de la diagonal principal. El-valor 
inicial de entrada para los elementos del arreglo ICOL, es cero. 

LM(NGL,NNE,NUMEL) funciona como par~metro de entrada y se 
define igual que en la secci6n A.2 • 

NDE, NNE Y NUMEL se definen en 
. .. 

secc 1 c.n 

A cada columna en la matriz K corresponde un gradO de 
libertad (GL). Cada GL esta relacionado con las fuerzas apli~a~as 
en los GL de todos los nodos de todos los elementos que concurren 
en él, fig. (A.2). 

.. . 
maXlma 
en el 

altura de columna asociada a un GL, estar~ dada por la 
diferencia positiva (por tratarse de matrices sim~tricas) 
n6mero de ecuaciones correspondientes a todos los GL de 
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todos los elementos que concurren en ~l. 

N6tese que e} llamado a ALTCOl se hace en el paso de la 
secuencia convencional para an4lisis elástico, por lo que se har~ 
un llamado a ALTCOL para cada grupo de elementos. Para 105 GL 
asociados a nodos que se encuentren en la frontera entre dos o 
m~s grupos de elementos, los valores finales para los coeficien
tes del arreglo ICOL se obtendr~n despu~s de haber llamado a 
AlTCOl para tod6s estos grupos. 

fi9. (A.2) 
Estado plano. NGl=2 

En 1'3. fig. (A.2>, el desplazamiento corresPc,"diente al GL= 1 
del nodo 8 en S.G., est~ ralacionado con las fuerzas aplicadas en 
Gll y Gl2 de los nodos 4 - 12. Para esta estructura, el namero de 
ecuaci6n correspondiente a cada Gl de cada nodo, se tiene almace-
nado en un arreglo ID(2,15) 

[ 1 'j c: 7 9 1 1 1'? 15 17 19 21 35 :37 '9] '-' -' '-' -, 
ID(2, 15)= 

" 4 ~ .=. 10 12 14 16 1':' 20 """-J 24 2:S 2::: 30 .::.. '-' '-' '-' .:..~ , 11. ;} 
, 

nodos 4 - 12 

Al Gl 1 del nodo 8, le corresponde la ecuaci6n 15. la maXlma 
diferencia entre la ecuaci6n 15 y las ecuaciones correspondientes 
a los Gl de los nodos 4 - 12, siendo ésta positiva, es 15-7=8; 
Por lo que ICOl(15) = 8 . 

De la misma manera se determinan todos los coeficientes del 
arreglo ICOl(NEC) • 

. 
A.4.- Determinaci6n de la posici6n de los coeficientes en la 

diagonal principal de K. 

SUBROUTINE DIAG ( ICOl,NEC,NC ) 
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El parimetro ICOL(NECl, es de entrada-salida. Cuando funciona 
como parámetro' de entrada, contien€' la alhJra de las columnas en 
la matriz K', calculadas en la subrutina ALTCOL. Cuando es 
par~metro de salida, contiene la posici6n de los coeficientes en 
la diagonal principal de K 

El par¡metro NC conti€'ne el nGmero total de coeficientes en la 
matriz K Este par5metro es ótil para reser~ar espacio de 
memoria, para el almacenamiento de la matriz K en forma de co
lumna activa. 

NEC = No. de ecuaciones. 

A.5.- Suma ordenada 
globales K y 

de las matrices K 
P. 

e 
y P 

SUBROUTINE ENSAM ( A,B,S,P,ICOL,LM,NGLR ) 

e 
en los sistemas 

El parimetro A(NC), corresponde a un arreglo unidimensional 
CUyos coeficientes son las rigideces de la estructura global. 

B(NEC) corresponde al vector de cargas en 
gle,bal. 

la estructut-a 

A Y B son parimetros de entrada-salida, ya que corresponden a 
una sumatoria para todos los elementos de todos los grupos. 

e e 
S(NGLE*NGLEl y P(NGLE) son las matrices y P 

ICOL(~EC) contiene los elementos en la diagonal principal de 
1 a rna tt- i ::: t< 

CALL ENSAM ( A,B,S,P,ICOL,LM(l,l,N),NGLE l 

N = nGmero de elemento que se suma de manera ordenada. 
NGLE = nGmero de grados de libertad por elemento. 

A.6.- Soluci6n del sistema de ecuaciones K u = P 

SUBROUTINE SOLEC ( A,B,ICOL,NEC,LEC,NCC,KK ) 

Esta subrutina corresponde a ~n resolvedor de ecuaciones que 
contempla la opci¿'n de efechJat" el pt-o·:eso de r-edu':cibn de las 
matt-ic'es J<s~ y ps-e , hasta el nljmer"O de e.:ua,:U:,n que se le 
i nd i ql.Je J..LEC) , p,:)t:-Io ql.Je e s I.H i 1 par" a 1 a f .:tnna.: i.sn de 1 a s ma
trices K y P (LEC = LEC)', pat"a cada sl.Jbestr:.Jctura (Secc. 
111.3), y para resolver completamente el sistema de ecuaciones 
K U = P (LEC = NEC). 
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A = K almac~nada en forma de colúrnna 8.ctiva. 
B = 1: 
ICOL(NEC) ~~ define corno en la secci6n A.S . 
NCC = namero de casos de carga. 
KI< =·opción. 
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SU8ROUTINE NUMEe(ID,NGL,NUMPN,NEe) 

c .... 
l-

e 
e 

PROGRAMA PARA ESTABLECER EL NO. DE ECS. y EL GL A QUE 
CORRESPONDEN 

I 

I 
I 

'C 
e 
c· 
e 
e 

e 
.' 

ID(NGL,NPN) = CODIGOS DE CONOS. DE FRONrERA 

= (1 LIBRE 
= 1 FI.JO 

DIMENSION IO(NGL,ll 

NEC=O 
DO 100 N==l,NUMPN 
DO 1 00 I = 1 , NGL 
IFí.IDí.I,N).EQ.O) GOTO 110 
IDí.I.N)=O 
GOTO 100 I 

110 NEC=NEC+l _ 
rD ( 1 " N) =NEC 

" :'- 100 CONf INUE 
RETURN 

e 
END 

:=;UBROUT I NE NECNGL ( 10, 1 EN, LM, N(iL. NDE, NNE, W.lMEL) 
c 

,c. . .. PROCiRAI-1A PARA DETERM r NAR EL NO. DE EC. CORRE:::;PONLI lEN T E 
e A CADA GL DE CADA NI.:mo DE TüDO::; LO::; ELEMENTOS DE UN 
C CiRUPCJ 
C' 

c 

e 

DIMENSION ID(NGL,1),IENí.NNE,1),LNí.NDE,NNE,1) 

DO 10 K=l,NUMEL 
DO 10 .J= 1 , NNE 
N N = 1 E N ( .J, K) 
00 10 1 = 1 , NDE 

1 (1 LM ( 1 •. ..1. K) = ID í. 1 , NN) 

RETURN 
END 
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I SUBROUTINE ALTCOL(ICOL,LM,NDE,NNE.NUMEL) 
1 e 

1

I g .... 
,C 

PROGRAMA PARA CALCULAR ALTURAS DE COLUMNAS ~N ARREGLOS 
ALMACENADOS EN FORMA DE COLUMNA ACTIVA 

DIMENSIO~ ICOL(l),LM(NDE.NNE,l) Ic 

I 
DO 10 t<=1,NUMEL 
MIN=IOOOOO 
DO 20 I=l,NDE 
DO 20 .)=1, NNE 

J ~. 20 

1 F (I_M ( 1 , .J. ~~ > . EO. (1) GOTO 20 
MIN=MINO(MIN.LM(I,J,K» 
CONTINUE 
DO :::::0 1=1, NDE 

1 ,. 

e 

DO :30 .J= 1 , NNE 
[ 1 =LM ( 1 , ,-1, K) 
rF(II.EQ.O> GOTO 30 
M=II-MIN 
IF(M.GT.ICOL(II») ICOL(II}=M 

30 CONTINUE 
10 CONTINUE 

,-, 
-' 

RETURN 
END 

SUBROUTINE DIAG (ICOL,NEC.NC) 

c .... CALCULO DE LAS POSICIONES DE LOS COEFICIENTES 
C EN LA DIAGONAL PRINCIPAL DE ARREGLOS ALMACENADOS 
e EN FORl"lA DE COLUl"lNA ACT 1 VA. 
e 

C 

C 

DIM~NSION rCOlel) 

NC=l 
ICOL(1)::::1 
lFlNEC.EQ.l) RETURN 
DO 10 I=2,NEC 

10 ICOL(I)=ICOLCI)+1COLC!-1)+! 
NC=ICOLCNEC) 

RE1URN 
END 
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~:UBROU r 1 NE EN~:AM (A. B. S, P, 1 COL. , LM , NGLE) r 'c. 
I c .... PROGRAMA PARA ENSAMBLAR RIGIDECES Y FUERZAS EN 

1
: e EN ARREGLOS GLOBALES 

C 

I 

l· 
I 

I 
I ' 

l· '. 
I 

I 
I.

e 

I~ 

DI t1ENS 1 ON A (; 1 ) , B ( 1 ) , ~: (NGLE, 1 ) , P ( 1 ) , 1 COL ( 1 ) , LM ( 1 ) 
DO 10 .J= 1 , NGLE 
I<=LM (.J) 

IF(K.EQ.O) .GOTO 10 
Bey) =B (tO +P ( . ..1) 

L= 1 COL (K) -t< 
DO 20 I=l,NGLE 
M=LM(I) 
IF(M.GT~K.OR.M.EQ.O) 

M=L+M 
A (M) =A (M) -tS ( 1 , .J) 

20 CONTINUE 
. 10 CONTINUE 

RETURN 
END 

GOTO 20 

• 
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SUBROUTINE SOLEC (A,B,ICOL,NEC,LEC,NCC,KK) 

C~ ... RESOLVEDOR DE SISTEMAS DE ECUACIONES AX = B 
C ALMACENADAS EN FORMA DE~COLUMNA ACTIVA. 
,C 
C 
C 
C 
C 
C 
r: 
r· 
.~ 

CON OPCION DE SUBESTRUCTURACION 

KK = 1 FACTCRIZACION LDL 
.::K = 2 REDUCCION HACIA ADELANTE 
n( = -:. SU::::T 1 TUC 1 ON HACIA ATRA:::: • .J 

~;J( = 4 FACTORIZACIO/'J LDL y REDUCCION 
n< = C' FACTORIZACION LDL, REDUCCION ~, 

Y SU:3T 1 TUC 1 ON HACIA ATRAS 

REDUCE LEC ECS. 

HACIA ADELANTE 
HACIA ADELANTE 

C 
C KK = '-' REDUCCION HACIA ADELANTE Y SUSTITUCION HACIA 
e 

IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
e 
c .... REMUEVA LA TARJETA ANTERIOR.PARA PRECISION SENCILLA 
e 

e 

e 

DIMENSION A(l),B(NEC,NCCl,ICOL(NEC) 
ALOG16(XX)=DLOGI0CXX) 

IF(KK.EO.l) GOTO 50 
IFCKK.EQ.2) GOTO 550 
IF(KK.EO.3) GOTO 890 

50 IF (NEC.EQ.l) RETURN 
IFCKK.EO.6) GO TO 550 

c .... DESCOMPOSICION LDL 
DO 500 .)=2, NEC 
JH=ICOL(J)-ICOLCJ-l) 
IF CJH.EQ.l) GO TO 500 
K=.J-.JH+ 1 

ATRA:::: 

c .... FORMA U(I,J) DE LA PARTE SUPERIOR DE LA COL. A LA DIAGONAL 

,-. 

I=J< 
100 NT=MINO (JH-J+I,ICOL(I)-ICOLCI-l»-l 

N:=:= 1 COL ( 1 )-NT 

:300 

NE==ICOLCI)-1 
1 .J= 1 COL (.) -.J+ 1 
IC=LI-ICOL (1) 

1 F (l. • .J) GO TO 400 
IF(I.GT.LEC) NT=NT+LEC-I+i 
IF (NT) 300,300,150 
A(IJ)=A{IJ)-DOT(ACNS),A(NS+IC),NTl 
1=1+1 
GO TO 100 

,-... . . " FORMA L(I,J) Y IjCI,I) 
IF(I.GT.LEC) NE=NE+LEC~I+l 
IF(NE.LT.NS) 00 TO 460 

400 

DO 450 N=NS,NE 
ND=ICOL un 
K=K+l 
T=ACN) 
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450 S=S+A(N):o:T 
460 ACIJ)=ACIJ)-S 

, .' 

C .••. REVISIO~ DE SINGULARIDAD EN LA MATRIZ A 
IF(S.EQ.O.O)GO TO 500 
'. ' 

C 

IF(ACIJ).EQ.O.O) GO TO 490 
FF=ABS (-:=:/ A ( I.J) ) 
NF==ALOGIOCFF) 
IF(NF.LT.9) GOTO 500 

490 A(1)=O.O 
WRITE(6,2000) 

2000 FORMAT(24HOLA MATRIZ A ES SINGULAR////) 
RETURN 

500 CONTINUE 
. 1 F (KK. EG!" 4. ()F~. n(. EG!. 5) CíO TO 550 

RETURN 

C .... REDUCCION HACIA ADELANTE DEL VECTOR DE CARGAS B 
e 

e 

550 DO 860 L=l,NCC 
DCI 700 .J=2, NEC 
JH=ICOLCJ)-ICOL(J-l)-l 
W::= 1 COL (.J) -.JH 
~:~=,)-.JH 

IFeJ.GT.LEC) JH=JH+LEC-J+l 
IFeJH.LE.O) GO TO 700 
B(J,Ll=BCJ,Ll-PRODRCACNS),BCK,L),JH) 

700 CONTINUE 
800 DO 850 I=l,LEC 

K=ICOL(Il 
850 BCI,L)=BCI,L)/A(K) 
860 CONTINUE 

IFtKK.EG!.5.0R.KK.EG!.6) 00 TO 890 
RETURN 

c .... EVALUACION DEL VECTOR X MEDIANTE SUSTITUCION HACIA ATRAS 
e 

r' 

890 DO 960 L=l,NCC 
.J=NEC 

900 IF(J.EQ.l) 00 TO 960 
K=J-ICOL(J)+ICOLCJ~l)+1 
W::;= 1 COL (·...1-1 ) + 1 
JH=ICOLCJ)-ICOLCJ-l)-l 
IF(J.GT.LEQ) JH=JH+LEC-J+l 
IF(JH.LE.Ol GO TO 950 
:3=-E;('), L) 

CALL SUMVEC(B(K,L),A(~S),S,JH) 
950 . .-'=.J-l 

GO TO '?CiO 
'760 CONTINUE 

RETURN 
END 
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SUBROUTINE SUMVEC (A,B,S,N) 
e 
c .... SUMA DE DOS VECTORES 
e 

C 

e 

DIMENSION A(l),B(l) 
DO 100 I=l,N 

100 A(I)=A(I)+B(Ij~S 

RETURN 
~ND 

FUNCTION PRODP(A,B,N) 

C, .. ~ REALIZA EL PRODUCTO PUNTO DE DOS VECTORES 
C 

e 

DIMENS10N A(l',B(l) 
DOT=O.O 
DO 100 I=l,N 

100 DOT=DOT+A(I)~B(I) 

RETURN 
END 
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APENO ICE B. 

Subrutinas adicional.es para permitir la opci6n de subestructu
raci6n. Al final de estasecciém, se pr-esentan listados de ins
Jrucciones FORTRAN correspondientes a cada inciso. 

B.l.- Renumeraci6n de 
ecuaciones y de 
subes t Y'I.JC t l.lr a. 

ecuaciones y determinaci6n del n~mero de 
grados de libertad a condensar en una 

SUBROUTINE NECSUB ( IDS,IGl,IPN,NGl,NPSUB,NECS,lEC ) 

Se coment6 en la secci6n (111.4), que la forma mis eficiente 
de formar las matrices K y P , asc.ciadas a una slibestrl.lc
tura; consiste en aplicar el proceso de reducci6n de ecuaciones,. 

K
SC: SI!! 

de una manera parcial, a las matrices '- y..E." 

El proceso de reducci6n parcial puede aplicarse sobre cuales-
quiera eC1.laciones del sistema KSC U = pSC!' sin importar-
el or-den en que éstas se encuenTt-en.- Sin embar-go-; habi-á que 
identificar la posici6n de las ecúaciones que se dese¡n condensar 
y desarrollar un algoritmo que efect~e el proceso de red~cci6n 
pa~cial, sobre ecuaciones que no guardan un orden establecido 
dentro del sistema que se quiere condensar. 

Por otro lado, el proceso de reducci6n es parte de la soluci6n 
completa de un sistema de ecuaciones, por lo que puede pensarse 
en la utilidad de un resolvedor de ecuaciones, para efectuar el 
proceso de reducci6n parcial (secci6n A. 6). Sin embargo, cual
quier resolvedor de ecuaciones efectóa el proceso de reducci6n 
hacia adel~nte, a partir de la primera ecuaci6n. 

Por lo anterior, es necesario crear un algoritmo qUe identifi
que los G l que se desean condensar, y les asigne los primeros 
nGmeros de ecuaciones; o bien, que identifique los G.l que se 
desean retener, y les asigne los óltimos n~meros de ecuaciones, 
además de determinar el n6mero total de G l a condensar Y el 
n~mero total de ecuaciones, para indicarle al resolvedor hasta 
d6nde haga el proceso de reducci6n y obtener de esta manera las 
matrices R y ~ asociadas a los Gl retenidos en una subes
t r u c t w- a (~e c c i .:. n 1 1 1. :;:) • E s t a e s 1 a f un (: ión del a s u b r u t i na 
NECSUB. 

Al comparar la subrutina NECSUB con la subrutina NUMEC (sec
ci6n A.l),se encuentran nuevas definiciones y nuevas variables. 

En la súbrutina NUMEC, ~l arreglo ID (NGl, NPN) contiene los 
c6digos de frontera O y 1 para indicar si un grado de libertad 
correspondiente a uno de los nodos que definen la estructura 
global, esta libre o fijo, respectivamente. De manera aniloga, en 
la subrutina NECSUB, el arreglo IDS (NGl, NPSUB) contiene los 
c6digos de frontera 0,1 y -1 para indicar si un grado de libertad 
de un nodo de una subestructura, deberi ser condensado, est~ fijo 
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o será un Gl retenido, respectivamente. los arreglos 10 (NGl , 
NPN) e lOS (NGl , NPSUB) pueden generarse con las mismas subruti-
nas. 

los par¡metros IGl e IPN son arreglos que almacenan temporal
mente el namero de grado de libertad asociado a un nodo, y el 
nGmero de nodo a que ~ste corresponde, para un grado de libertad 
retenido. As! IGl = IGl (NGl * NPRETl e IPN = IPN (NGl * NPRET). 
Aunqúe IGl e IPN son arreglos internes para la subrutina NECSUB 
solamente, funcionan como parámetros debido a que el valor de 
NPRET es variable para cada subestructura. Por esto, es necesario 
reservar espacio para estos arreglos, en la parte correspondiente 
a apertura de-memoria en subestructuras (fig. 111.20). 

NGl = 
NP::;:UB = 
NECS = 
lEC = 
NPRET = 

núrner-o , 
numero , 
numen:) 

"" nt_uner':, 
nórner'o 

de gr-ados de 1 ibertad (Gl) pc,r nodel.', 
total de puntos nodales en la subestructura. 
total de ecuaciones en la subestructura. 
de Gl a condensar. 
de nodos cuyos Gl se retienen. 

B.2~- Obtenci6n de las matrices de rigideces y de cargas de una 
s u b e s t r' u e t t.l r' a • 

SUBROUTINE KSUBST ( ASUB,SRET,BSUB~BRETrICOlS 1 

Despu~s de aplicar el proceso de reducci6n ~arcial a las lEC 
, 'd 1 - t l(,se Il se oS 1 d 1-prImeras ecuaciones e SIS ema ~ _ = ~ , emp ean o a gun, 

resolvedor del tipo descrito en la secci6n (A.6), los coeficien 
te5 de las matrices reducidas ocupan la misma p6sici6n que aqu~
llos de las matrices sin reducir (fig. B.l), aunque no son igua
les en ambos casos. 

,._--------- .... -_ .. _-----,---~----,._-.- ------
fig. (B. La) 
Matrices de subestructuras 
sin reducci6n parcial. 

"",;,*, ...... ,. .-:- ••• 

[p Jse _ 

• ___ 1;........ ________ ~ •• 
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En 

fig. (B.l;b) 
Matrices de subestructuras 
reducidas parcialmente. 

la fig. 
se 

K red y 

(B.l.b.l, 
se 

P red 

las partes achuradas de las· matrices 

corresponden a las matrices K y P. respectivamente. Y forman 
pat'te de matrices más grand;s alma,:enadas en fonna de- ';Qlumna 
activ.3. 

Por otro lado. la subrutina presentada en la secci6n (A.5.l, 
suma de manera ordenada, -matrices almacenadas como ~rreglos cua
drados en una matriz más grande elmacenada en forma de columna 
activa. Este tipo de subrutina es comGnmente empleadQ para sumar 
las matrices de rigidec~s de element6s finitos, las cuales son 
matrices de orden pequeRo. 

E n e 1 c a s Q d e s .!d b e s t nJ.s t I,H- a s 1 1 a s m a t t- ice s de r i g i d e s a s o-
ciadas a ellas (K ~ " pueden tener un gran nGmero de 
ecuaciones. Si se empl~ara la subrutina de la secci6n (A.5), 
sería necesariQ almacenar la matriz de rigideces de la subestruc
tura, en un arreglQ cuadrado ( zona delimitada por lineas puntea
das en la fig. (8.1.b) l. Esto nQ es conveniente desde el punto 
de vista de la memoria necesaria para almacenar estos· arreglos. 

Teniendo en cuenta que la matriz K de la subestructura, es 
sim~trica; es adecuado almacenar s61Q la parte achurada en la 
fig. (8.1.bl y sumarla ordenadamente en el siguiente nivel de 
subestructuraci6n, empleando una subrutina que considere la suma 
de un arreglo almacenado en forma de columna activa, en otro 
almacenado en la misma forma (secci6n B.3). 

- -Al emplear la subrutina KSU8ST, SRET = K Y BRET = ~ 
son las matrices retenidas de rigideces y de cargas 
mente, asociadas a una subestructura, almacenadas en 

tOe spec t i va
fc,nna de 
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coll.Jmna activa. 

Los parim~tros ASUa y BSUB,son arr~glos unidim~nsi6nal~s qu~ 
conti~n~ñ los co~fici~nt~s d~ las matric~s 

se s~ 

K red y P red , resp~ctivament~. 

El parimetro ICOLS, es anilogo al par~m~tro ICOL, 
ci6n A.4, y contien~ la posici6n de los el~mentos en 
principal de las matric~s 

s~ se 

de la s~c
la d iag,:,na 1 

K r~d y E red , como parim~tro d~ entrada, y contine la 
posici6n de los el~mentos en la diagonal principal de la matriz 
,.-

_ K , corr~spondient~ ~ la zona achurada en la fig. (B.l.b), en 
fas úl timas NGLR pC1sic'iones, com.;) parámetro de sal ida. 

El llamado a la subrutina KSUBST, 
par~metros : 

contiene los siguientes 

CALL KSUBST C ASUa,SRET,BSUBCLEC+l),BRET,ICOLS(NEC+l)) 

los cuales corresponden a r~cibir pn SRET y BRET, a la parte 
. Se - $' 

achurada de los arr~glos K red y P red, y A los ~ltimos NGLR 
eoeficientes del arreglo ICOLS. 

B.3.- Suma ordenada d~ matrices almacenadas en forma de columna 
activa, en arr~glos almacenados ~n la'misma forma. 

SUBROUTINE ENSUB ( A,B,SRET,BRET,ICOL,I~OLS,LM,NGLR ) 

En esta subrutina, los par¡metros A y B, corresponden a los 
arreglos globales K y P, a los cuales se suman ordenadamente 

-los an'·eglc.s SRET y-BRET,-ccwr-espondientes a las subestn.,¡.:tl.H-as . 

Los parimetros ICOL e ICOLS, son arreglos que contienen 
posiciones de los elementos ubicados en la diagonal principal 
~os arreglos A y SRET, respectivamente. 

las 
de 

LM (NGL,NPRET,NSEL) contiene el nGmero 
corresponde a cada grado de libertad GL de 
~uperelemento asociado a los arreglos SRET y 

de - # ecuaClon 
cada nodo 
BRET. 

ql.Je 1 e 
en cada 

NGLR = 
NGL = 
NPRET = 
W:::EL = 

NGUiNPRET 
N~mero de grados de libertad GL por nodo. 
N~mero de nodos retenidos en una subestructura. 
N6mero de superelementos asociados a la subestructura 
e n c 1..1 e s t i ,5 n • 

8.4.- Almacenamiento y 

sub¿structur-as. 
lectura en archivo, de las matrices de 

SUBROUTINE LYEAS ( SRET,BRET,NGLR,ICOLS,NUNIT,JOPT ) 
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En esta subrutina,. se gr~ban (JOPT=l) Q se l~en (JOPT~2) del 
archivo NUNIT,los arreglos SRET VBRET correspondientes alas 
matrices de rigideces y de cargas de una subestructura con NGLR 
grados de libertad retenidos, ~s( como el arreglo' rCOLS, que 
contiene las posiciones de los coeficientes en la diagonal prin
.cipal de la matriz de rigideces ~ y el n~mero total de estos 
( 1 COLS (NGLR.l ). 
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SUBROUTINE NECSUB(IDS,IDOF. INP.NGL.NPSUB.NECS.LEC) 

PROGRAMA DE RENUMERACION y DETERMINACION DEL NO. DE 
ECUAtIONES y DE GL A CONDENSAR EN UNA SUBESTRUCTURA 

. I 

IDSCNGL.NPSUB) = CODIGOS DE CONOS. DE FRONTERA 

= F I.JO 
= o LIBRE 
= -1. RETENIDO 

NECS == NO. TOTAL OE ECS. E!'J L A SUBESTRUCTURA 
LEC = NO. HHAL DE CiL A RETENEREN LA :3UBESTRUC1URA 

DI !'lENS 1 ON 1 D::; ( NGL, 1 ) , 1 OOF ( 1 ) • r NP C 1 .> 

NEC::;=ü 
LEC=O 
NDR=O 
00 100 N=I.NPSUB 
DO 100 I=l.NOL 
1 F ( 102: ( 1 , N.>.> 120. 11 (l. 105 
IDSll,N)=(! 
CíO TO 100 
LEC=LE(:+l 
10=:; ( 1 • N.> =LEC 
00 TO 100 
NDR=NDR+l 
IDOF(NDR)=I 
INP (!'WR) =N' 
CONTINUE 
NECS=LEC 
DO 1 :;:0 1:= 1 , NDR 
NECS=NEC::3+ 1 
1 D=:; ( 1 DOF ( I ) 1 1 NF' ( 1 ) ) =NECS 

, • . ,130 CONT INUE 
RETURN 

e 
I • 
i· 

ENO 
, 

\ 
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:::UBROUT 1 NE KSUBS T (AUP:::UB t SRET , I3SUB, BRE T, 1 COLS) 

LOCALIZACION DE LAS MATRICES SRET y BRET EN UNA SUBESTRUCTURA 

IMPLICIT REAL~8(A-H,O-Z) 

REMU~VA LA TARJETA ANTERIOR PARA PRECISrON SENCILLA 

DIMENSION AUPSUB(1',SRET(1',BSUB(!),8RET(!),ICOLSl.l) 

COMMON/SUBSTR/NECS,NCS.LEC~NNSE.NGLR . 

1 AU X = 1 COL::: l. 1 ) 
iCOL::;( 1.1=1 
NCONl=l 
NDIAO=1 
SRET(l)=AUPSUB(IAUX)· 
DO 20 ,NGLR 
IAUX l=ICOL:::(.J.l 
IAUX2=IAUX1-NDIAG
IAUX:3:=AE::3l. IAUX2-·J) 
IF(IAUX2.LE.J) IAUX3=1 
IAUX4=NDIAG+IAUX3 
DO 30 K=IAUX4,IAUXl 
NCONT=NCONT+l 
SRET(NCONT)=AUPSUB(K) 

:30 r.::OI'H 1 NIJE 
NO! AG=ICOU:: (.J) 

r COLS (.J) =NCONT 
20 ClJNT 1 NUE 

. DO 40 .J=!. NGLR 
40 BRETl.J)=8SU8l.J.l 

RETUkN 
END 
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SUBROUTINE ENSUBCA,B,S,P,ICOL,ICOLS,LM,NGLR) 
, 

ENSAMBLE DE UN ARREGLO ALMACENADO EN FORMA DE COLUMNA ACTIVA, 
EN OTRO ALMACENADO EN LA MISMA FORMA. 

IMPLICIT REAL-S(A-H,O-Z) 

REMUEVA LA TARJETA ANTERIOR PARA PRECISION SENCILLA 

DIMENSION A(l),B(l),S(l),P(l),ICOL(l),ICOLS(l),LM(l) 

NAUX2=0 
DO 10 J=l,NGLR 
NAUX1=ICOLS(J) 
IF(J.GT.l)NAUX2=ICOLSCJ-l) 
K=LM(J) 
IF(K.EQ.O) GO TO 10 
B(K)=IHK)+P(J) 
L=ICOL(K)-K 
DO 20 I=l,NGLR 
M=LM (l) 
IF(M.GT.K.OR.M.EQ.O) GO TO 20 
M=L+M 
IF(I.GT.J) GO TO 30 
NAUX=NAUXI-J+I 
I,F(NAUX.LE.NAUX2) GO TO 20 
00 TO 40 
NAUX3=ICOLS(I-l) 
NAUX=ICOLS(I)-I+J 
IF(NAUX.LE.NAUX3) 00 TO 20 
A(M)=A(M)+S(NAUX) 
CONTINUE 
CONTINUE 

RETURN 
END 
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SUBROUTINE LYEAS(SRET,B~ET,ICOLS,NGLR,NUNIT,JOPT) 
C 

, " 

c .... GRABA Y LEE EN LA UNIDAD=NUNIT LOS ARREGLOS SRET y BRET 
C 
C 
e 
e 

C 

.JOPT = 1 GRABA 

.JOPT = 2 LEE 

IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 

c .... REMUEVA LA TARJETA ANTERIOR PARA PRECISION SENCILLA 
C 

C 

e 

C 

C 

DIMENSION SRET(l),BRET(l),ICOLS(I) 

00 TO (1,2) JOPT 

1 WRITE(NUNIT,.) ICOLS(NGLR) 
WRITE(NUNIT,.) (SRET(Il,I=J,ICOLS(NGLR» 
WRITE(NUNIT,.) (BRETtI),I=I,NGLR) 
WRITE(NUNIT,.) (ICOLS(I),I=I,NGLR) 

2 READ(NUNIT,.) NCS 
READ(NU~IT,.) (SRET(I),I=l,NCS) 
READtNUNIT,.) (BRET( 1),1=1, NGLR) 
READtNUNIT,.) (ICOLStI),I=I,NGLR) 

RETURN 
END 
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APENDICE C.- FORMULACION DEL METODO DEL ELEMENTO FINITO. 

Considerando un cuerpo en equilibrio que ocupa un volumen V y 
tiene una ft-c,ntet-a~: = ~:(T' + :=:u (f ig. C. 1). :=:0" y Su son las 
partes de la frontera con tracciones prescritas (ti), y desplaza
mientos prescritos (ui) respectivamente. 

fig. (C.l) 
Cuerpo en equilibrio. 

Para conocer el estado de esfuerzos y desplazamientos de este 
'cue~p~ es necesario establecer las siguientes relaciones básicas 
de la teoría de la elasticidad lineal. 

a).- Ecuaciones de equilibrio. 

dU;'j -1- 8' = D 
Jxj. l 

b).- Ecuaciones esfuerzo-deformación. 

... (C.l) 

(T'- JU ... «(:.2) 
uq- d[ij 

c).- Ecuaciones desplazamiento-deformaci6n 

••• (C.3) 
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donde 

E ij = Tensor de de f orroac i one s 

Uij = Tensor de esfl.Jerzos 

Bi = Fuerza- de cuerpo por unidad de volumen 

U = Fl.m(~ ión de densidad de energía de deformaci6n 

ui = ve.:: t Ot-- de desplazamientos 

La s e c uac i cine s 
f ron t et-a 

(C.l) a (C.3) junto con las condiciones de 

en. 5(/ 

e.lL Su. 

Permiten formular de manera completa el problema; ti 
tracciones no prescritas y nj representa un vector 
normal al punto en cuestión. 

«(:.4) 

(C.5) 

son 1 a s 
unitario 

La solución aproximada de las ecuaciones (C.l) a (C.5) se 
. puede obtener aplicando el principio de los trabajos virtuales el 
que conduce a : 

,j.)nde 

Si se impone la restricci6n de que la~ funciones independientes 
u i , u i j '1 E.. i j s a t i s f a c e n 1 a s e e u a e i ':'l n e s ( C. 2) y (1:: • 3 ) s e .:. b t i e n e 

Pat'a 
.frontet·a 

resolver esta ecuaci6n, junto con sus condiciones 
asociadas, se discretiza el dominio del problema 

de 
en 
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subregiones o elementos finif~s. y se aproxima la soluci6n en cada 
uno de ellos con una expresi6n.del siguiente tipo: 

U i. = lIJi 1 L,1.1 (c: .:::.1 

donde Nil son las funciones de interpolaci6n y Ul son los despa
zami.entos en los ;leIdos d,:? la malla de eiernentos finitos (inc69ni
t a s.1 • 

Integrando por .partes la· eco (C.7) y sustituyendo en el resul
tado la expresión para la· ~proximaci6n del campo de desplazamien 
tos ec (C.S), se obtiene paracad~ elemento finito: 

... ' 

d6nde A y G son las constantes de Lam~ y Ve es el volumen del 
elemento en cuestión. 

Si, se considera ahora, que las variaciones del campo ~e des
plaz~mientos se pueden expresar tambiªn en t€rminos de las fuh
~iones de interpolaci6n Ni~, enton~es se obti~ne: 

.~ ( ti Ni:n d5 + í Ft: NimdV 
JSü. JVc! 

expresi6~ que en forma matricial queda como: 

'dclnde ~nm, Pm, tm y Ul son las 'matt- i,:'es de 
cargas, vector de tracciones y vector de 
elemento. respectivamente. 

l.C.10) 

«(:.11) 

t-igideces, vector" de 
desplazamientos del 

Al realizar' la suma ordenada de las contribuciones de cada 
elemento finito del dominio,en estudio. se llega al siguiente 
sistema de ecuaciones: 

u = p ••• (C. 12) 

donde K.Q y P son las matrices de rigideces, desplazamientos Y' 
vector global de cargas del sistema, respectivamente. 
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