UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FACULTAD DE INGENIERIA

“DESACOPLAMIENTO DINAMICO CON CONTROLADORES
DE ORDEN MINIMOENTES”

TESIS
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:
MAESTRIA EN INGENIERIA ELECTRICA

PRESENTA:

ALFONSO MARTINEZ CORTES .

1986



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



48

2 )]

DESACOPLAMIENTO DINAMICO CON CONTROLADORES
DE ORDEN MINIMO

Créditos asignados a la tesis 12 (DOCE)

APROBADO POR EL JURADO:

252

Presidente: DR. ROMEO ORTEGA MARTINEZ Y_,ﬁ 0" “’

f
Vocal: DRA. CRISTINA VERDE/@f

Secretario: DR. MARCO ANTONIO MURRAY LASSO

Suplente: DR, STANISLAW RACZYNSKI

Suplente: DR, RAFAEL KELLY MARTINEZ KQ

N

mﬁ/%

TN b
38

30~ S!up.%é;.



» -
- i




DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO
: FACULTAD DE INGENIERIA

Profr. ppa. ¢RI
PresentelN VERDE

Comunico a usted que a propuesta del SHBiEEE DEI ARFA ' B
DE ELECTROMECANICA ha sido designado

como director de tesis del alumno(a) ALFONSO MARTIMEZ

CORTES | para obtener el grado de

M EN I EN ELECTRICA

Mucho he de agradecerle su comunicacién, por escrito, de la
aceptacibén a esta de51gnac16n y el nombre de la tesis a de-
sarrollar.

Atentamente,

""POR MI RAZA HABLARA EL ESPIRITU"

Cd. Universitaria a 16 de enero de 1986.
JEFE DE LA DIVISION

g [DR. GABRIEL ECHAVEZ ALDAPE

CIUDAD UNIVERSITARIA T OMEYICO 9% 1B EC AN PN VAL DA e P




®

AGRADECIMIENTOS
Hago patente mi agradecimento a las sigulentes personas e instituciones:

Dr. Marco Antonio Murray-Lasso por la opurtunidad brindada para ingresar
a la DEPFI y el apoyo constante durante mi ‘estancia en la misma,

Dra. Cristina Verde Rodarte por la direccibn diligente de ‘este trabajoa'

sus multlples observaciones permitieron mejorar)en gran medida, el con—jj

tenido y forma del m15m0

Compafiia de Luz y Fuerza del Centro por el tiempo'suficiente generosa-

mente cedldo para realizar los estudios de posgrado que concluyen con

“este trabajo.

'Consefb Nacional de Ciencia y.Tecnologia por la beca‘otorgada durante el

tiempo que estuve en la DEPFI-UNAM.

st




-t

®

.

RESUMEN

Este trabajo trata el problema del desacoplamiento dindmico de sis
temas 1fneé1es e invariantes con el tiempo. Se dice que un sistema es
desacoplado dinamicamente si cada salida del mismo es controlada por una
y s6lo una entrada. E1 problema se puede resolver mediante retroalimen
tacidn de los estados o de la salida. También se estudia un caso mas ge
neral del desacoplamiento, en el cual el conjunto de salidas no es com
pletamente medible, A diferencia de otros estudios presentados hasta
ahora, en esta tesis se determina cémo obtener controladores de orden mi
nimo para lograr el desacoplamiento. La solucion del problema es impor
tante para el caso de sistemas que requieren operacion manual parcial o
bién cuando se requiera que el control aplicado a una salida no afecte
a las demas.
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INTRODUCCION

Uno de 1os-prob]eﬁas de los sistemas multivariables gjanteadoé deg
de fines de los afios treinta es el del desacoplamiento dinamico; el cual
consiste fundamentalmente en disefar un'controlador que al conectarse de
alguna forma conveniente con la planta, produce una matriz de transferen
cia total diagonal y no-singular. De esta manera cada salida del siste

_ma es contro1ada por una-y solo una entrada; esta puede representar ven

tajas considerables de simplicidad 'y confiabilidad especxa]mente si el con
trol es ejecutado parcialmente por un operador humano como‘en el caso de
un avién o bién, cuando se requiera que las salidas sean controladas in .
depend1entemente como por ejemplo la fuerza y veloc1dad con que SUJeta

"y transporta un objeto un brazo mecan1co

Las desventaaas prwnc1pa1es que se t1enen cuando se desacop1a un
s1stema 'son 1as s1gu1entes )

1.- " Es necesarwo conocer la planta perfectamente ya que e] desacop]a

m1ento esta basado en cance1ac10nes parc1a1es de ésta.
2.- El contro]ador‘requerido es, generalmente, de orden elevado.

Uno de 1os.p}6neros en la investigacion de1'prob1ema del desacop]é

miento de sistemas lineales fue B. S. Morgan quien en su articulo "The

Synthesis of Lineal Mu1t1vakiab1e Systems by State Variab1e Feedback",
Proc. 1964 JACC, Stanford CA, pp 468-472 da condiciones suficientes para
el desacop]am1ento en el dominio del tiempo de un sistema de la forma }
X(t t)=AX{t)+BU(t), Y{t)=CX{t).” Morgan encontrd que la no- sxngu]ar1dad del pro
ducto de l1a matriz CB=es una condicidn suficiente para el desacop1am1ento,
Posteriormente, E. Gilbert publicé el articulo "The Decoupling of Multiva
riable Systems by State Feedback", SIAM J. Control, Vol. 7, No. 1, februa
ry 1969, en eﬂ cual forma]iza algunos resultados obtenidos por Morgén y
da cond1c1ones necesarias y suficientes para el desacoplamiento en fun
cion de las matrices A, By C def1n1das arriba. . Nuevamente el prob]ema
del desacoplamiento fue estud1ado en el dominio del tiempo, esto se de
bié tal'vez a-la influencia de los trabajos presentados por R. Kalman a
principios de los afios sesenta en los cuales Tos sistemas lineales eran
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analizades en el dominio del tiempo,

Posteriormente, wo1ov1ch en 1975 en [32] presenta condiciones nece
sarias y suficientes para el desacop1am1ento ut1112ando la retroalimen
tacién de la salida. Hasta ese momento se habia considerado que todas
las salidas del sistema eran factibles de ser medidas, en 1981 L. Pernebo
en [17] presenta una clase de sistemas mis general que los estudiados

hasta entonces en los cuales se considera que las salidas se puedan agru -

par en dos clases (con una posible 1ntersecc1on no vacia de elementos)

la de salidas controlables y la de $a11das.med1b1es. Basado en este es
quema;‘én 1985 Ohm, Howze y Bhattacharyya en [15] resue1vén un problema
que deﬁominan'prob1ema general del servomecanismo (PGS) qué consiste en

‘determinar una matriz de Transferencia realizable y estable entre la en
~trada externa del sistema y las salidas controlables utilizando un con

trolador en el lazo de retroa1fmentaéién entre‘ias salidas medibles y la
entrada interna del sistema. Con este ésquema el desacoplamiento dinami
CO eS un caso part1cu]ar del PGS en el cual la matriz de Transferenc1a

rea11zab1e debe ser diagonal y no s1ngu1ar

_En este trabajo con base a las investigaciones arriba mencionadas,
se determina como obtener una matriz de transferencia del sistema desa
coplado tal que el conjunto ‘de cohtroladores requeridos sean de orden mi
nimo, realizable y estable para los casos en que se utilize retroalimen
tacion de estados o de salida. "Durante todo el desarrollo de este traba
jo; el @ndlisis dé Tlos tres esquemas para el desacoplamiento que se tra
tan: retroalimentacién de los estados, retroalimentacion. de la salida y
retroalimentacién parcial de la sa]ida, se hace en el dominio de la fre
cuencia. Se decidié tomar este enfoque para Ta solucién del problema por
que el desaCOplamiento dinémito se expkesa en funcion de la matriz de
transferencia del sistema la cua1 esta dada también en el dominio de la
frecuencia. En otras palabras, e] trabajo se desarrolla completamente
con el enfoque frecuencial para ‘evitar el tener que hacer transformacio
nes de una representacwon &n var1ab1es de estado a una en el dominio de -

- Ta frecuencia para comprobar. 1a vdlidez de Tos resultados. Adicionalmen
" te, existen proced1m1entos comp1etamente definidos para pasar*de1 dominio

de la frecuencia al tiempo y viceversa, por ejemplo mediante el teorema

e

viii




1X

de 1a estructura desarrollado por Wolovich en su 1ibro mencionado en
las- referencias bibliograficas, Por lo tanto, los resultados que aqui
se presentan pueden transformarse fiacilmente a una representacidn en
variables de estado. Este procedimiento especifico se considera fuera
del objetivo de este trabajo. V '

La solucién al problema de minimalidad y estabilidad, simultaneamen
te, de los controladores requeridos para desacoplar un sistema lineal e
invariante con el tiempo no habia sido presentada hasta ahora en 1a‘1itg;
ratura de control mas tonocida, por lo que se puede'decir-que esta es la
aportacion principal de esta tesis. Con respec£0‘a1 desacoplamiento cuan
do se tiene el esquema del problema genera] del servomecan1smo, se presen
ta un procedimiento para obtener Tos factores copr1mos definidos en la
identidad de Bezout, la cua1 se utiliza paravencontrar el controlador re
querido. A diferencia de los esquemas anteriores,_en este caso no es po

sible encontrar siempre controladores estables, -1a demostracion de este

hecho estd dada en-la referencia [26].

Esta tesis esta basada principalmente en 1osffésu]tados presentados
en las referencias [%], [13], [15], [31] y estd organizada de la siguien
te forma: ' o e

‘ . . v

En el capitulo 0 se presenta algunos resu]tados obtenidos por For
ney [9] relacionados con el concepto de base minima, ademds se plantea
el problema de d;seno minimo y se deriva un método para determinar una

.base minima de un espacio nulo derecho el cual estd basado en el trabajo

reportado por Kung y Kailath en [13].

En el capitulo 1 se'défine 1o que se entiende'pgr un sistema lineal
desacoplado dindmicamente, se dan condiciones necesarias y suficientes
para que este sea posible y se muestra un esquema, propuesto por Welo
vich-y Falb [34],A9ara.1a implementacién del controlador en lazo cerrado.

E1 desacoplamiento dindmico mediante la retroalimentacidn de esta
dos se estudia en el capitulo 2.  La implementacidn se hace con un observa
dor de orden minimo encontrado mediante una modificacion efectuada al




algoritmo para determinar bases minimas de espacios nulos derechos pre
sentado en el capitulo 0, -Finalmente, se propone un método para encon
trar una matriz de transferencia desacoplada a partir de la matriz de

“transferencia de la planta de-tal forma que el. controlador resultante

sea. propio y estable,

En el capitulo 3 se estudia el desacoplamiento mediante 1a retroali
mentacion de la dalida y se.dan cbnchfones suficientes para realizarlo.
Se muestra que si se permite que el controlador que se encuentra en el

lazo de retroalimentacion tenga'una matriz racional propia en lugar de

una matriz constante y, la inversa- dé la matriz de transferencia de la
planta guarda una diferencia de grédo de numerador menos dgnominador de
cuando mucho uno, se puede garantizar que existe una matriz de transferen
cia propia y estable equivalente,

En el éap{tu]o 4 se preéenta la soluéién del problema gehéra] del
servomecanismo, y se desarrolla un procedfmfento para resolver la identi
dad L(S)Nm(S)+R(S)Dm(S)=1 donde L(S), Nm(S), R(S) y Dm(S) son razones
de polinomios propios y estables, Ademﬁs; se ve como esté'ré1acionada
esta identidad con la determingcfén del controlador requerido. Como G1
timo paso se muestra un método para enéontrar las matrices desacopladas
Td(S) admisibles 'y se da un ejemp1of
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CAPITULO 0.- Preliminares. )

0.0.- Introduccién. E1 objetivo de este capitulo es presentar al
gunos conceptos necesarios para una mejor comprension del problema de
desacoplamiento. Esto permitira que no halla disgresiones en los capitu
los posteriores y que los temas puedan ser abordados de una manera mas
directa. Se comienza por dar a]gunas'definiciones y enunciar algunos
teoremas relacionados con bases minimas, de los cuales no se da una de
mostracién ya que éstas se encuentran en la literatura a que se hace re ‘
ferencia. En la seccion (0.1) se da el concepto de base minima, el cual

‘es de gran importancia en los problemas de minimizacién dentro de la teo

ria de ‘sistemas. En la seccion 0.2 'se define el problema de disefio mini
mo, el cual, como se ve en gT capffuia 1, esta directamente relacionado
con el problema de dééacoplamﬁento. Posteriormente, en la seccién 0.3 -
se muestra como determinar una base minima para un espacio nulo derecho..
En 0.4 se presenta un algoritmo para encontrar la base minima definida
en-la seccion 0.3. Finalmente, en 0.5 se muestra como determinar bases

minimas estables.

0.1.- Bases minimas [9].
Dada una matriz P(S) (mxp), m € p e FIS] (el anillo de las funcio
nes polinomiales en S) y un espacio vectorial " Vg - m-dimensional de p-tu

pTés sobre FISI, se puedenAdefinir los siguientes conceptos:

bgfinicién 0.0.1.- E1 grado de P(S) € F[Sf; 0[P(S)], es el grado V

. mayor de todos los elementos de P(S).

Definicion 0.1.2.- El-indice V, de Ta columna U, del renglén i de P(S).

~ Vi (Ui): = el grado miximo de los elementos de la j-6sima columna .

~(i-ésimoArenglég)'de P(S). - -

Definicion 0.1.3.- EV orden de P(S),(V), es 1aysuma de Tos indices -
Vi de la matriz P(S). / ‘




L |

p S S A
V:= IV . o © (0.1.1)
=1 : - .

Definicién 0.1.4.- Una base minima P(S) de Ve es aquella que
tiene el menor orden entre todas las bases polinominales de Ve.

Defihicién 0.1.5.- E1 éspacio dual VT de V es el conjunto de

_todas las columnas P-tuplas- K(S) tal que P(S) K(S) = 0.

Si V tiene dimensién m, VT tendra dimension p-m. Una base

" K(S) de VT consiste de (p-m) _vectorés columnas linealmente indepen .

dientes en el nucleo de P(S).

P(S) K(S) =0 S . (0.1.2)

Definicién 0.1.6.- La matriz de coeficientes de orden maybr- [P(S)]r,
es la'matriz formada por los coeficientes de los términos de mayor grado
en cada renglon de- P(S). . '

‘Nota 1.- Similarmente, - [P(S)Jc "es la matriz que consiste de los

St s37] L B 5 f;«_.‘ '. 11“ ‘
P(S) = | . - |5 P(S)Ir=|. |, IP(S)lc=1| -~ -
|_§ ..—45‘2‘—3 ? o I—':]-ﬂ ) : I:Z d o

Definicion 0.1.7.- Si [P(S)lr es de rango completo se .dice que

términos de-mayorﬂgrado en cada columnas de P(S) ejemplo:

P(S) es reducida por renglones.
0.2 E1 problema de disefio minimo (FDM):

A

.

Una de las aplicaciones inmediatas de las bases minimas es en Ta so
Tucion del PDM, el cual puede ser definido de la siguiente forma: .
' Dadas T(S) (pxm), Td(S) (pxq) € F(S);(campo de las funciones racio
nales en S) con rango de. [T(S)1;r(T(S)], = pém? encontrar Tc(S) (mxq) €
F(S), tal que Tc(S) sea propia con erden minimo y .

T(S) Tc(S) = Td(S) - (0.2.1)

Ademds si existe Tc(S), ésta se debe poder expresar como
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- O Te(s) = B(S) Dis) (0.2.2)
donde N(S), D(S) € F[S]
substituyendo Tc(S) en (0:2~1>;
| T(s) N(S) D(s)™t = Td(s) | (0.2.3)
de donde
[Td(S) = -T(S)] [D(S)*:N(S)*]* =0 | (0.2.4)

La existencia de Tc(S) se puede determinar con base al siguiente
teorema demostrado en [9]. :

Teorema 0.2.1.- Sean T(S) (pxm), Td(S) (pxq) ¢ F(S), sea TA(S): =
[Td(S): -T(S) ]y r[TA(S)] ='p. Sea K(S) una base minima para el espa
cio de (mtq) - tuplas ortogonales a TA(S) y por lo tanto de dimensién
(mtq-p) y sea K(S)' = [D(S)* :N(S)'], donde D(S) es qx(mtg-p) ¥
N(S) es mx(m+q-p). Entonces existe una matriz causal Tc(S) (mxq) sb]g
cion de T(S) Tc(S) = Td(S) si y solo si. rin(s)Ir = q. ' '

*

Para una demostracion ver el teorema 6 de [9], éste es vdlido aiin en
el caso mas general en el cual el rango de TA(S) es r, evidentemente r
puede ser-menor o igual-a p. Si este fuera el caso para el PDM, habria
(p-r) renglones linealmente dependientes de TA(S). Prémd]tip]icando
TA(S) por una matriz unimodular U(S), se tendria

U(s) TA(S) = [TAR(S)t = otpt - (0.2.5)
donde TAR(S)tendria rango r, De esta forma el prob1éma puéde Ser_requi
do a uno de rango completo r. ' ’

E1 teorema 0.2.1 da condicﬁones necesarias y suficientes para la
existencia de Tc(S), sin embargo,'ﬁo garantiza que-esta Tc(S), solu
ci6n de la ecuacién (0.2.1), sea de orden mfnimo,]aminima1iaad del orden
de Tc(S) estd dada por el sﬁguientezteorema‘ '

Teorema 0.2.2.- Sean. T(S), Td(S), TA(S), K(S), D(S) y N(S). defini

das de Ta misma forma que en:el teorema anterior y se asume que. r[D(S)]r=q
Si se ordenan las columnas de K(S) por grado, es decir, Vl < v2 <L,




< Vm+qj y sean V., Vzg ...,,Vq, los indices de las PRIMERAS q columnas
linealmente independientes de [D(S}}r, _entonces:
'1-~'Existe una solucién causal Te(S) a la ecuacidn T(S) Te(S) =(' |
Td(S) ' . 5
2.- Esta solucion tiene €1 orden minimo.

'3.- Todas las so]uc1ones de orden minimo tienen el MISMO conjunto
de indices. {Vil. '

_ ’ ,‘,Para sﬁ'demostracian ver el tegrema 7 de [9]. ,
B IR o | S

“'Lés %ﬁtrices que t1enenv [ (S Ir-y/o [- (S) c de rango comp]eto re
.c1ben un nombre espec1a] 'tomo se def1ne a continuacion.

B . :Defiﬁfcisnﬁo.Z(l.—‘ Una matriz = P(S) (mxp) e F[S] se dice due'es,
S reducida por columnas (propia por columnas) si . s

f[P(S)Jc{=7min:(m,p)f

" Nota 1;~< Swmw]armente se dwce que P(S) (mxp) € E[S] es reducfda
por renglones (propwa por.reng1ones) s r[P(S)]r = min {m,p).

o8 La siguiente definicidn se refiere a una forma particular que tie
‘f, - nen a]gunas matrices - Dohnoma1es y se conoce como forma de PDpOV o for

s

.ma polinomial” - esca]on

e Esta“forma es muy ut11, como’ se vera en Ias siguientes secc1anes
para encontrar bases m1n1mas ' ‘ ‘

F

Definicion 0.2.2.- Una matriz P(S) (mxp) € FIS] se dipéfqde estd

en forma polinomial - escalén si se satisfacen las siguientes cpndic195
nes: . ‘ o S
® (1) © P(S) = [Pij] es reducida por columnas con sus indices Vi en
_ orden ascendente, es decir vy < Vs, oo, S Vp,




(i1) En la
- tal q
(a)
NON.

<V">q§

(d)

Si se cumpl
ca]on T

columna j, existe un indice qj, 11amado indice pivote,
ue: ' ' o L

P .:(S) es'ménico'con grado‘Vj
qu

(S) es el G1timo elemento de P(S) en la j-ésima co
]umna que t1ene grado V es ‘decir, grado Piﬁ < V.

:Los 1nd1ces p1v0tes estan en orden ascendente, es decir,
s y% =Vj e i<J entonces qj <q;. ’

Los q, son distintos.

en (i) e (ii) se dice que la matriz estd en forma casi-es

Si se reemplaza (d) por ;

(d') grado qui(S) < Vi V£

se dice que la matriz esta en forma canonica o polinomial - escaldn.

Ejemplo 0.2.1.

) -1
P(S) = |-4

5

" P(S) no es

no se.cumplen.

2544 $2.2541
5.1 s%-4

1. s

ni candnica ni casi-escaldn definido ya que (ii) (c,d)




~donde a

Q(S) esta

030
cho. [13],

‘Deﬁ1é

Sea

T d

t

H

donde b

n1ma)

N

en. forma candnica, satisface (i) e (ii) con (d').

Determinacion de una base minima para un espacio nulo dere

16 1.

ecuacién (0.2.3) y con base en el teorema 0.2.1., se tiene

$) ®s) = 0 L (03
TA*(S) = TA(S) d(S) L 03
CTA*(S) = ITo+SIT +..., +5%1Ta" (0.3.3)
érado de TA*(S)
minimo comin denominador de TA(S) y L 7
K(s) = TKo+SIKy + ..., + SPIKb T (0.3.4),

grado de K(S)‘{a determinarse).

(b debe ser tan pequefio como sea. pos1b1e para que K(S) sea una base 'mi

T; y Ks son las matrices de coef1c1entes de las potencwas S“1 res

pect1vamente

Se Qbserva que TA*(S) e FIS] .
Combinando las-ecuaciones.-(0.3.1) i=1,233,4,;

TA*(S)K(S) = TA*(S)IK +TA*(S )SIKi+

i
setiene .

ATA*(S) SbIKg ‘;(0.3.5)

TA(S)K(S)=[TA*(S) ,STTAX(S), .. SbITA*(S) [K! K ...kb13 ©(0.3.6)

0’1
[TA(S),SITA(S) . SbITA*( )1 [1,s1,...,%1 . Tl,...T 1,
*  [s1,5%I, ..,Sb+1I][T‘ Thheees T'qﬁgg”;; o
(s°1,570, L0 ui, LT S 03

de aqui que




4.;,; .

{TA*(S),SITA*(S),...,SblTA*(S)}=

1,51,521,...,8°0,s" 0, P20t 0 ool (03
N To .
. 0
T
o @
o T, :
0
ERCR
Por 1o tanto - L :
bo b+l, - b+a

STAR(S)K(S =115, 0,871,827, I}T[ K ,..,KQIKo.é.é) »

donde T €s la matriz toeplitz definida«éh-la:ecuacién (0.3.8), y la
cual se conoce como matriz resultante generalizada.

Una condicién suficiente para que ATA*(S)K(S) sea igual a cero es
que TKo',Ky's.. K '] también lo sea.

Si se le imponen las condiciones (i), (ii) de la definicién 0.2.2 (con
el fin de obtener una base minima) a K(S), se tiene que K(S)' debe

_reunir las siguientes caracteristicas: - -

(i) cada columna que cont1ene un ndicé pivote debe ser una .combina
¢ién 11nea1 de a?gunas de 1as columnas que estin a la’ izouierda
de &sta. "Estas columnas son‘1lamadas COLUMNAS PRIMARIAS DEPEN

| DIENTES, para distinouirtas de las columnas secundarias depen
dientes.




Estas columnas secundarias dependientes se deben a la estructu.

| _1- . e rd de T; si se encuentra un indice pivote en la co]umna'j,
,.Kq mod 1,K>qj - R

S : N donde 1 -es el nimero de cc]umnas de K(S)', K es una columna

. secundaria dependiente dado que, por ejemplo, si las columnas

: qa, de> Gj son un conjunto de vectores Tinealmente dependien |
‘tes, qg mod ],qe mod 1 y q mod 1 también lo seran. Se de

" ben cancelar todas las co1umnas secundarias depend1entes, de
1o contrario la condicidn (11) (d) de la definicion 0.2.2 no
se_cump]ird. '

(ii) Los indices vaote estan,todos,en columnas pr1mar1as depend1en
T tes. Lo opuesto mostrar1a que al menos uno de los indices’ pi
. vote que se tiene no_lo seria en rea11dad dado que habria una
L 08 - comb1nac1on menor de vectores columna linealmente 1ndepend1en
‘ “tes y esto serd una contradicci6n de ]a definicion de indice
‘pivote dada en (ii) de 1a definicion 0.2.2.

§

0.4.-. Algoritmo para encontrar una base minima de un .espacio nulo-

derecho.
o '1.- Dados T(S), Td(S), se defwne TA(S) e F(S)
. ~  2.-.Se encuentra el denominador comiin minimo d(Sl de TA(S).
. ‘ ‘3.~ Se multiplica cada elemento de TA(S) por d(S) vy efectian todas
las cancelaciones posibles. '
4= Swaérma T con el siguiente CP1t8RJO sbponiendo que-*TA es
una matriz de pxq con(grado N. [3 espac1o nalo de TA es de
dimensidn (g-p), por 1o que deben existir (gq-p) columnas prima
_ rias dependientes en T.. Se recomienda que l1a dimension de T,
- . para determinar estas (q-p) columnas primarias dependientes, se
' _fije'con'baSe en el siguiente algoritmo, al final de esta éeg
" .. cion se ekp]icge] hecho en que esta fundamentado.

1'.- Se fija L=0. V
2'.~Si (N+L) p S gL fin




=

Una

30.- L=L+]

" '4'.- Se regresa a 2'...

vez que se ha determinado L, se puede fijar T, inicialmente, cg

mo una matriz de (N+1+L) p X (L+1)q, es decir T tendra (N+1+L) "blo
ques renglones" por (L+1) "b}oques columna". e

5.-.

6.-

Se fija I=1.
Se localiza l1a I columna primaria dependiente y se exprésa como
una combinacidn lineal de las anteriores.

ap Lo : R
I K. t.=0. ' (0.4.1)
: j=1 Jl J . ; o )
.donde tj = -es la jésima co1umna de T con th la columna donde .
estd el indice pivote ql.
Se ndnna]iia la ecuacion (0.471), es decir, se hace KdI=l

(ver definicién 0.2.2 (i) (a)).

.- S I-q -p fin

Se cancelan todas las co1umnas C= =47 mod g, con esto se cump1e
1a cond1c1on (i) (d') de 1as def1n1c1on 0.2.2.

[=1+1, se regresa al punto 6.

Si el algoritmo termina sin encontrar el total de 1la (q—p) colum
nas depend1entes pr1mar1as, se tiene que incrementar T por e] na .

mero necesario de "bloques columna" para determ1nar1as

E1 criterio para definir la dimensidon de la T esta basado en la'si. .-
& ’ -

guiente observacion:

La diménsién'minjma que puede tener T es de (N+1) pxq, para garan. -

tizar que se tengan (ng) vectores linealmente depéndientes en T se debe

ra cumplir la desigualdad q-p<q - (N+1)p, 1o cual es un absurdo ya que

N es el grado de ‘TA(S) y por lo tanto un nimero natural. Por To tanto

se debe aumentar el nimero de columnas en mdltiplos de'q; bero al hacer

esto, al

mismo tiempo se incrementan los renglones en miltiplos de p.
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 Si se denomina L el factor que se aumenta a q, se tiene que q-pSqL-(N+1+L)P
- para algun L e N. En el algoritmo dado en 4 se encuentra el L minimo
"que cumple esta desigua]dad; sin embargo, podria darse el caso que el di
.mensionado de T no- fuera el adecuado como se observa en el siguiente ejemplo

en el cual se requiere un dimensionado menor.

Ejemplo 0.4.1.- Coﬁsidere:[28]

|S+1 ios+2

s+3 sr2s|

T(s) = — X |s243 0l | . (0.8.2)-
Costadsez Lo o A o N
se desea encontrar una inversa p%opia jzquierda del menor orden poﬁib]e,

es decir una Tc(S) anima tal que 'Tc(§)T(S)=I. Esto es equivalente a
encontrar una inversa derecha propia de T(S)' Tc(S)' = 1 y después trans
poner -los resultados. o |

LOTA(S) = (L T (S - oL - (0.4.3)
2. d(s) = (S+1) (5+2) o | ©(0.4.4)
. $243542 . 0 - S(S+1)  -(5+43) (s43)]
. * ' o . N . _ :
3.TAGS) = | : ~(0.4.5)
0 S2#3542 . -(S+2) -(S%+25) 0 | "
4. p=2, g=5, N=2 ‘
L =2=T esde (5px3q) = (10x15) )
2 0 -1-3-3 - 1
0 2-2.0-0 o - 0.
3°0-1-1 0 2 0-1-3-3 .
0 3-1-2 00 2-200 . |
{1006 0-130-1-10:2 0-1-3-3]. "
T=101 0-1 0 0.3-1-2 00 2-2¢0 0 (0.4.6)
~ o - 1000-130-1-10 |
- 0 01 0-1 0.0 3-1.-2 0]
o - 100 0-1
S 01 0-1°0]




5. 1=1

b KT . K21 =S K31 9:Kq172:Kg =1, Kgy =7
7. K'§ normalizados o C

e 9 . 9 2, 1,
K17 7 Kor® 7 K31® 7o Keg® 7 Kep® - 7 Kgytl

. 8. Se cancelan las columnas C= 8 mod 5

=813
‘ooz |
5. K1p°85 K22"2 K32"2 K42 s, Kgp=15 K72 7, K92 7.
[T S S SR RV —1 K.zl
e KT e Kt 7“. 12" 7 Ksp© 7“ 927

9. C=-9 mod 5; €=9,14

10. 1=3

6. Ky3=l, Kp3=2, K33%2, Ky372, K53“2 Kg3™1s Kyp37-1
T KagTh KagTee Kagtle Kygte®h Kyl KggThh Kppgt

:81.I=§=dlp=5—2,-f1n |

: - ’
como se observa so]o se requ1r1o 1a 1nformac1on de 1as pr1meras d1ez co
Tumnas, formando K se tiene: ‘

6 8
7 7
92
777 7
Kel 72-7 2= |1~ _ . (0.407)
> 5 1 E |
22
7 7
-1 1
A A
0 0, ,
0 1 .
1 0
0 1
0 0

S




o . Por lo tantoA
' f9‘ - 6 8 S-l_
Co 7 7 _l
p g 2 ‘
: S- -2 .
K(sy = | -1~ - -D%S-)j' (0.4.8)
e ' 9 . 2 N(S)
: St = -7 -2
"2 5 _
| 7 S+ 7. 2
o . 1 1 - <
li:c -7 -7 $+2 I
o “Esta base es diferente de la encontrada para3e]'mismoléjemp]o en [9].
s :f' — 1 3"
S S+2 . 2 2
B 1 3
X ' -1 3
S | K(S) =| 1 - 7 S +>2-. (0.4.9)" :
1 1
1 S + Vi 7
' -1 1
E+2 -5 ?__j .
o Sin éﬁbargo.1as dos tienen-e1 mismo orden y 165 mishos:indices, como era
T de: esperarse de acuerdo con el teorema 0.2.1 inciso 3, el. cual establece
- ' quéitddas las bases minimas -tiénen el mismo orden y los mismos ndices.
v

4 ;Para obtener Tc(S) se ap]jcanA1os teoremas 0:2.1 y 0.2.2 a la. K(S)
obtenida en (0.4.8).. A = ' |

(k(s)1 = |- - - - - , (0.4.10)
| ) | | PR
0 )
“lo v

]
r

r[D(S)] . = 2, esto implica qué existe solucién (ver teorema 0.2.1)
1a cual esta dada por:

12




Te (s)'=

w
+

2 N
7— -2
- |
7 S+4
&
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(0.4.11)

efectuando- 1as operationes_y_trésponiendo el resultado se obtiene 1a Tc(S)

buscada.

.




- CAPITULO 1.- Condiciones para’el deéacop]amiento dinamico..

*

~1.0.- Los objetivos de este-capitulo son definir 1o que se ehtieﬂ
de por un sistema lineal desacoplado. dindmicamente y dar las condiciones
necesarias y -suficientes para su existencia, asi mismo, se presentan al
gunos. esquemas de 1mp1ementac1on del sistema desacoplado en lazo ab1erto '
y lazo. cerrado. ’

1.1.- -Defihicién y'condicionésjpara desacoplamiento.

COmo pr1mer paso se procede a def1n1r 1o que se ent1ende por un sis

" tema desacop]ado

Definicion 1.1.1.- Un sistema lineal es desacoplado’ dinamicamente
si su matriz de trasferencia es diagonal y no singular.

De esta definicion se observa que para sistemas dESacop1ados; Ta 'ma -
triz de transferencia actua como un opérador- biyectivo sobre entradas y
sa11das, es dec1r que a cada entrada corresponde una y solo una salida.

RS

’ .La primer pregunta que surge al tratar de ?eéo]ver el proS]ema dé]

.desacop]am1ento es si esto es 0 no pos1b1e . La respuesta esta dada por.

!

el s1gu1ente teorema.

Teorema 1.1.1.- Un sistema 1ineaﬁbcdn matriz de transferencfa T(S)
(pxm) € F(’)4 (campo de las func1ones rac1ona1es en S sobre F) puede ser
desacop]ado Siy solo S T(S)k es..imvertible porla derecha ‘ S

Demostracion.
(necesidad)

Si el s1stema puede ser desacop]ado ex1ste Td(S dTagona] y no

singular ta1 que

Ts) Te(s) = Td(s) - RN




. esto implica qué' T(S). es jn&ertib1e'por la derecha con T.(S) Td(S

con_ Tc(S), }dﬁs) £ #(s)‘ no necesariamente propias, multiplicando o

‘ (1.1,1).po?ﬂ Td(S)v,se,tiene‘ .

-

)'.1(

su inversa.derecha.

(suficiencia)

" Y
o . -

: i Si existe la jhvérsé dé?echﬁifTR(S) siF(S}' de T(S), s¢ tiene

T(S) Ta(s) = Ip Sy

‘descomponiendo  Tp(S). }cémbhiTé(§) Td(SI_l con Td(S). diagonal’ de ran’

go p se obtiene la ecuacién (1.1.1).
. . : *
Por otra parte se puedefdennsf%ar (ver apéndicé)‘que JT(S) (pxm)
tiene 1nversa derecha siy so]o si el rango de T(S) es ’p,~ esta obser‘
vacion junto con el teorema 1. l 1 da lugar.al siguiente corolario.

Core?ario £.1.1.- Un swstema 11nea1 con matr1z de transferenc1a

“T(Si (ﬁ%m) £ F(S) puede ser desacoplada si'y sélo s1 e] rango de T(S)i‘

es p. - "
S 1.2.- Desatop]amiento enf]aZo'abiertd y lazo cerrado. -

En 1a figura 1. 2 1 se muestra 1& representdc1on en d1agrama de h]o :

i s ’

ques de ]é'ecuéé1on (1 1 1) L \\ : - adzw'

B v,‘ >-¢'5. T
ST o . . : D BRI
;oo L. W . .. . - S i

B P N PR v SR SR & S

T 7 ‘ |
N N - ‘ | .
S Ll qeqsy S 0 1qs) : SONERE
. . : . p o :
, o
e . b e L e e ) s
o g 22 L .

_ Fig.1.2.1_ viagrama de b1oquesﬁdesacob1ado eﬁ:1azd‘abiérfq_§\
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Jk'T,(A’S)‘Tc,LS}"r‘d(S)-l)=;Ip~ - (112)
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donde
N(S) = TSIUGS) = T(SITESINS) < Ta(SIV(S) | (£2.1)

Pafa aprovechar”las ventajas que tienen Tos sistemas'retrda1imentados.
sobre los de 1azo abierto,-a cont1nuac1on se presenta la descomposicion
“de T(S) y Tc(S) € F(S) para consegu1r 1a 1mp1ementac1on de la ecuacién
: (1:1.1) como un sistema retroa11mentado Este esquema fue propuesto por
Wolovich y Fa1b f341 ‘

PrimeroVSe factoriza T(S)" como el producto de dos- matr1ces R(S)

'y P(S) € F[S], {anillo de func1ones po11nom1a1es sobre F) copr1mas por -
1a derecha. tales que - ‘ ’
S o T® =R (1.2.2)
" (La relatividad prima por la derecha de R(S) y P(S), como se ve
en el siguienté capitulo, es una condicion necesaria para la implementa
- djén‘de observadores de estado en el dominio de.1a_frécuencia}:
_ Introduciendo un vector Z(S), conocido éoanmen£e>éomo estado pé£
‘cial o pseudoestado, tal que ' o
e S R(s) uUS) =u(s) B C1.2.3)

]

: isg’tiene, substituyendo IasletUacibnés (1.2.2) y L1.2;§) en {1.2.1), que

Y(S) = R(S) Z(S)-“ T (1.2.4)

R - » 't

. R o | .or

) P(s) ~ R(S) > 4

. I _ ' T
f" L________; _______ ._JL

F1g 1. 2 2 D1agrama de b1oques de 1a ecuacion (1 2 3)

C e e e i mm e in meeb ma

M 2




asumiendo M(S), Q(S), L(S) € FIS] con G(S) no‘singu1ar tales que -

Tc(S)

Pc(S)

y combinando 1as ecuacxones4(112;1) i=l,..;;6 se tiene
L _;h “’f;Jv‘ ] R S
Pc(S)™" LIS)V(S) = P(S)ULS) = z(s) . {1.2.7)
($)°U(s) =pe(s) Z(s) . d.2.8)
LS)VS) = [6(5) PLS) - M(S)T 2(5) . (1.2.9)
t! : ) : ,.}

de donde

28)=p(s) L 681! IL(sVsymsIZ(s) T A;¢»  (1.2.10)

ecuacion (1.1.1) con 1a descomposwcxon de matr1ces 1nd1cada en 1as ecua,
ciones . (1 2. T) i=1,...,10

) |
: - - Y(S
31§%~; L(sS) s+ 6(S) B P(S) R (S) %—f—l>

F1g 1. 2 3 D1agrama de b1oques de] s1stema desacop]ado
en lazo cerrado.

L) Se hace notar de la fig. 1.2.3 que la retroalimentéciéh'na puede‘tg
marse a partir de Z(S) porque este punto no existe fisicamente en la plan

17

P&éj chs)-l ' ;‘4 "A'{ ﬁl '(4;2.5)_;7

6(s) P(s) - m(S) - (1.2.6)

en. la siguiente figura se muestra-la implementacién en lazo. cékrado de la




—

-

".ta por 1o que es necesario modificar esta estructura. En Tos capitulos

posteriores se ve.como solucionar este probliema. ' :

fat
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CAPITULO 2.- Desacoplamiento dinamico mediante retroalimentacion de
estados. ' '

2.0.- Introduccién. En este capitulo se trata el problema ‘del de
"éacop1amiénto con retroa1imeﬁtacién*de estados. En la seccién 2.1 se
desarrolla la 1mp1ementac1on de esta retroa11emtnac1on med1ante un ob
servador y se presentan dos teoremas relacionados con este prob]ema
El algoritmo para la obtencion de las matrices definidas en 2.1 se dis
cute en la seccion 2.2. En 2.3, se muestra como obtener un observador
de orden minimo. EI problema de como proponer una matr1z de transferen
cia desacoplada Td(S)- propia y estable ut1112ando un controlador rea
lizable Tc(S) se resue]ve enz2.4y, f1na1mente se dan algunos . .ejem
p]oé de desacop]amlento y de obtencion de observadores de orden minimo
en la seccidn 2.5. '

2.1- Implementacién de 1a retroalimentacién de estados mediante un -
bbservador Esta seccidn 2.1 y 1a siguiente 2.2 siguen muy’ de térca a
las secciones 7.3y 7.4 de [31]; se 1nc1uyen aqui para seguir de forma
cont1nua clara la solucion del problema. Antes de proceder a definir
el a1gor1tmo para determinar los parametros de] observador se anunc1an
dos teoremas re]acwonados con éste. '

Teorema 2.1,1;— Sea T(S)ie F(S), R(S) y P(S) ¢ F[S];_taLes que
T(S) = R(S) P(S)'l con R(S) y P(S) ‘coprimas por -la derecha y P(S)

;fi\f ‘ reducida por columnas. Para cualquier M(S) e F[S] tal que "
S O[Mics)]c olp.(s)l . i=1,...,m, existe {H(S), K(S), Q(S)} e FIS]
“'?"'f;”A " que satisface: o ‘
IRARE, (i) IQ(S)I es un polinomio de Hurwitz
(31)  K(S) P(S)"+ H(S) R(S) = Q(S) M(s) T 20 W )
,';iiff (i) Qs) 7t k(s) y Qs) L H(S) son matrices propias.
;ATV?;; gra la demostracion ver el teorema 7.2.23 de [31].
.‘.'." - . *
»

Teorema 2.1.2. Sea P(S), P(S) & FIS] de dimensiones (mxm). S
r [P(S)] = m, existen G(S) y M(S) tales que ‘




iy

Para la demostracion ver el teorema 7.4.3 de (31]..

B(S) = 6(S) P(S) + M(S) o Za)
con 0 M, (S) ﬂc,{ujPiLS)ic, i=’l‘,'.'..—,"r'n » (2.1.3)

ok

~ Un algoritmo eficiente para determinar las matrices G(S) y.M(S) - de
finidas en el teorema 2.1.2 estd dado en Tlas referencias [291y {3671..

¥

Como el seudoestado Z(S) no es aécé;ib]é fisicamente, es necesario
para poder implementar el esquema mostrado en la fig. 1.2.3, expfesar el

producto M(S)Z(S) eh:funci6n~de la entrada H(S) 'y la salida Y(S) .del
sistema asi como de las matrices definidaslen la ecuacién (2.1.1). Para -
lograr esto se premu1£i§1ica.1a ecuacién (2.1.1) por ,Q(S)_l. y se posmql ‘
tiplica esta misma-por 2(s), . obteniéndose que{}; ' - '

Q(s)THK(SIP(S)Z(S) + QS HISIR(SIZ(S) = MS)Z(s) . cz.i.az

Substituyendo las ecuaciones (1.2.3) y (1.2;4)v¢n,(2.J:4)
As)KSUS) + oS HENS) = M) - (2.1.8)

con esta O1tima expresién se puedefmodificar.1a‘imp1éﬁéntac16n en lazo ce
rrado.de la figura 1.2.3, obteniéndose el esquema mostrado en la figura
2.1.1. o R

.

r h_-"_—_—_u?ﬁﬂ_“~-;:;::ii;%;Fﬂ
Ys) e id) (s ors) [ ’,} A S) s R(S) ]I.!Y 2ty

f +T Vil

| i

1 1

: K(S) |- HS ) g

: ; ]

l‘ o o{'s-};. ;

e e o e

'Fig. 2.1.1. Sistema en lazo cerrado con observador




~ Como primer paso para implementar el esquema de la figura Z.J.i,nes
necesario determinar las matrices. G(S), L(S) y M{S) para lo cual se

propone a continuacidn un algoritmo.
~'2,2.} Algoritmo para 1a'ob£éqc16n de las matrices G(S), L(S)y M(S).
Dadas “T(S), Tc(S) e F(S), R(S), P(S) € FIS] coprimas por la derecha,
tales que s o C
. o rerarer-l1 : - '
| CT(S) = R(S)P(S) L (22)
| T(S)Tc(S) = Td(S) i o (2.2.2)
' para encdntfér:‘M(S) € F[S] def1n1da en las gecciones 1.1 y 2. 1, se efec
o ~ than las siguientes operac1ones
1.-Se muitiplica _Tc(S)Lspor PCS)_J: y el resultado se factoriza como
el prodicto de dos matrices P(S), L(S) e FS relatiyamente'pri'
J ‘mas por la izquierda tales que: ' ' K
S S T o
p(s)7L Te(s) = B(s)TM(s) L (2.2.3)
La»re)ativ{déd'prima por la quuierda es con el fin de disminuir el or
» : den del compensador en el lazo directo y dejar el mayor orden posibTe en el
' lazo de retroa11mentac1on el cual a su vez puede ser minimizado como- se ex
plica en la s1gu1ente seccion (2.3). ’
2. Si P(S)P(S) es propié, se hace Pc(S)=P(5) y L(S)=L(S), gi’no
Coes asw, se posmu}t1p11ca P(S) por la inversa de cua]auiér matriz
d1agona1 no s1ngu1ar y estable GL(S) del menor grado poswble ta1.
due P(S)P(S) GL(S) sea proma.~ Def1n1end0
Pe(s) = & (s)P(s) SR (2.2.4)
> .

- L(s) = (S)L(S) | . (2.2.5)
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Coa

de Tas ecuaciones (2.2.i) .1=3,4,5 se tiene

. P(S)Te(S) = Pc(s) 7 L(S) S (2.2.8)
se obgerva qué.esta'ecuaciéﬁ no €s otra cosa que la (1.2-5), Ta cual sir
vio-de base para Ta implementacion del esquema utilizado.

:3.‘Sedéscompén§ éc($)  como
. éC(S)~f G(S)P(S) - Mesy ';'H(é-Z.?)

esto es posibie,dé‘aéuerdo al teorema 2.1.2 ya que P(S) no es
singular y es igual a la factorizacion dada en la ecuacidn (1.2.6).

" Una vez .que se han determinado las matrices G(S), L(S) y M(S), el
siguiente problema a resolver es el de la determinacién de las matrices

‘que’” definen al observador '{K(S),_H(Sl, Q(S)} 1las cuales deben satisfa
“.cer el enunciado del teorema 2. I'l - Dado que interesa resolver el proble

ma de m1n1m1zacwon, se debe: buscar como determ1nar al oBservador de orden )

‘ m1n1mo éste-es el obget1vo de la siguiente seccion.

2.3.- Observadores de orden minimo.

“Con base, en ]a cond1c1on (i1) Ta ecuacidon del observador puede ser
reescr1ta como: o ' '

[K(S)H(S)Q(S)j[P(S}f'é(S);?—,MCS)‘]

[l
o

(2.3.1)

14

la cual se asemeja mucho a la (0.3.1), Gnicamente‘que'1é matriz de datos

. conocidos, en este caso, se eéncuentra a la derecha mientras que en (0.3.1)

esta'a la iquTerdé, esto se édiucioné transponiendo.(2$3.1).

[P(s) R(s)"-M(s) [K(s) H(S) Q(s)]‘ =0 (2.3.2)

Esta’ecuacion se puede reso1ver‘de la misma forma que se encuentra la




base minima de un espacwo nulo derecho y cuyo a1gor1tmo se encuentra en el
capitulo 0 seccion 4(0.4) con 1a swmp11f1cac1on de los incisos 2 y 3 ya que.
como TA(S) (definida en la ecuac1on (0.3. 1) es po]1nom1na1, en este caso, -

L}

el den0m1nador comin es la unidad.

Con el fin de cdmp]ir todas Tas. condiciones del ted%eﬁa 2.1.1 para ase

-gurar la existencia ‘del’ observador es necesar1o mod1f1car ad1c1ona1mente e]

aTgcr1tmo (0. 4) de la S1gu1ente manera:

1.- Se determina cuantas co]umnas de M(S) _ son cero, sea C:¥{nﬁmef0 |
de columnas cero de M(S) ' A

Con esto se 1ogra mod1f1car ARBITRARITAMENTE 105 parametros que se’
encuentran en el rengldn de Q(S) que es mu]t1p1}cadp por la co
lumna de ceros que tiene M(S)‘ (si hay alguna). - Por‘ejemp1o, si
la columna (mp+i) ie [1)2:.,m] de IP(s)" R(S)" -M(S)' T es ce
ko,fe1 renglon  (m+p+i) de [KCS) H(S) Q(S)] puede ser cualquﬁer
polinomio sin que se afecte la ecuacion (2.3.2). S

2.~ Se asume que P(S), R(S) y M(S}'Sdn de aimensioqesf(ﬁxm), CpXm) y
(mxm)kreSpectivamente,fSé buscan. (m-c¢) CO1umnas_primar1as_depeﬁ
diéntes comenzando a considerar.STEMPRE' como candidata a columna
primaria dependiente»ﬁnicamenfe a aquellas que pertenezcah'é ‘M(S)
Especificamente se comienza a buscar la primer columna debendiente~‘
a partir de la co]umna'(m+p+1) de la matfiz T definida en‘]ds‘ecug
ciones (0.3.8) y (0.3.9) hasta 1a (m+p+m) inclusive, si no sé'eg
cuentran ahi las (m-c) columnas, se continla buscando aipartir de
(mtp+m) + (mrp+l) hasta (m+p+m) + (m+p+m) y asi sucesivamente has
ta terminaf la bﬁsquéda Con.esta modificacidn se asegura 1a exis
tenc1a de Q(S)” 1, ya que todos los indices pivote (ver def 0.22)-

K(S) H(S) Q(S)] estan en 'Q(S)' por lo que Q(S) es en si’
'pisma una matriz polinomial eéca]én’y porylo tanto fnveétib]e.
En el apéndice se demuestra que todas las matrices cuadradas en' .
forma polinominal escaldn son invertibles. De la invertibilidad
de Q(S), la ubicacidn de todos los {ndices pivote en Q(S) y




.2, esto es -

el del indice pnvote que petenezca a Q(S)-'.

24

el teorema O 2. 1, se puede asegurar la existencia de las matri
ces propias. Q(S) K(S) y Q(s)” H(S) “Hasta este punto se ha
encontrado solucién a los incisos (ii), (ii1) del tedrema 2.1.1,
queda por resolver el. problema de estabilidad dado por’ (1)

(]Q(S)| es un polinomio de-Hurwitz).
"Para encontrar’ Q(S) estable se propone el siguiente algoritmo.
.~ Se calcula Q(S);"SEKES‘estable fin.’

.- Se determfna el nlmero de columnas de M(S)' que sean-cero,
‘sea c:= numero de co]umnas cero de M(S) \

Se determ1na e] numero de co1umnas de Q( )" en los cuales sdlo

" exista UN e]emento po]1nom1a1 ESTABLE diferente de cero. Sea .

e:= nimero de columnas con un 3010 polinomio estab]e

Sea f el nimero de ‘columnas de’ Q(S)"' que no cumplan con 1y
b= m-c-e S (2.3.3)
o o B j e

para estabilizar Q(S) se puede parametrizar estas b columnas.

I=1

.- Se toma la I columna de las.b definida en 4

Para no ﬁncremehtarfe] orden se fija como parametro ajustable de

. la columna 1 algin coéficiente‘de grado estrictamente menor que

Se expresa la c01umna L d T que 1ntervenga en la f1Jacwon

del parametro como una comb1nac1on Tineal de las columnas que se
encuentran a la 1zqu1erda de la columna de T que corresponde al

grado de] indice pivote de esa columna de Q( )'. Con esto se
garant1za Ta ex1stenc1a de una Q(S) invertible. _En otras pala

bras se hace ' o

.jKL;iegig%“éij =0 ;.f:-“;‘ : *,(2-3(4) :,//5/
oo g9 : : ' :

donde K es et pafémetro ajustable de la coWumna‘I; Cj son los
coeficientes de-las columnas Lj de Ta matriz Ty n es el gra




do de la columna IfQ-Se suma (2.3.4) a la ecuacidn original

n : I
L k] L. .= 0 que define a la columna I, esto es, se‘hace:v
01 , e
. 1 N e .
KL + I e.l. + T k L =0 - (2.3.5)"
JJJ ..1 .
~9.- Se substituye la co]umna I de [K(S) H(S) Q(s) 1 por‘1a ecuacidn
10.4 Se -calcula el nuevo Q(S) - o
11.- 1Q(S)| " es estable, fin (terﬁin& el algoritmo)
12.-'Si 1I=b ‘fin (termina el a]goritmo’sin'éncbhtrar 1Q(S) | estable)
13.-1=1+1" o
14.- Se regresa al punto 6.
Noié 1.- Si el alggritmo termina sin encontrar Tav [Q(S)] estable, es'necg

~sario incrementar el orden de Q(S), para ello seimu1tip1ica por S a cg'
da uno de los eTementos’de (K(S) H(S)' Q(s)']" y\ée procede a obtener
las b columnas parametr1zadas - Una vez que se tengan éstas se procede a
substituirlas utilizando una a la Vez~y Yeem@?azéndo1és de izquierda a de "
.recha;“§i no se encuentra estab1e'se'substituyéni_.g' y asf'hasta‘]1e%ar a
E si es necesario. ' De esta forma se incrementa el orden de [K(S)‘H(?)'Q(S)']i
e uno en uno y no se pierde la minimalidad.

Este algoritmo estd basado en dos hechos: ~—

1.- Al sumar a un polinomio de grado n. igua1ado a cero ot%h polino
mio de grado menor que n 1gua1ado a cero, sé t1ene un nuevo Do -
linomio de grado “también’ 1gua1ado a cero, es dec1r e1 grado
y la igualdad no se altera. '

2.5 el po11nom1o que resulta en 1 no es. estab]e se puede mu]t1p11
car por S incrementando e grado a n+1 y- sumar. ahora un p011n0m1o
"de grado n 1gua]ado a cero, de tal manera que se conserve.el gra

do del nuevo polinomio en n+l y existé una mayor flexibilidad en




T i
o 1‘"
e T,

2o

el ajuste de Tos coeficientes de los términos de grado menor o

‘igual a n.

Con Tos a1gor1tmos arrwha mencxonados se esta en cond1c1ones de ‘en
contrar Tlas matrices GCS), K(S), H(S) y R(5) mostradas en la figura 2.1.1
asociadas al problema de désacop]am1ento mednante la retroalimentacidn de
estados ; sin embargo no se ha estudiado bajo que tohdicioneé es posibﬁe

' proponer una matr1z de. transferenc1a desacop]ada que pueda ser rea11zab1e

Este es el ob;et1vo de la s1gu1ente secc1on
2.4, Cohdicionés para determinar 13 matriz désécoé]ada Td(S).

< Uno de los problemas fundamentales. del désacop1aﬁiento, es-el de Ta
solucién de la matrlz desacoplada Td(S). que se ﬁuede tener. Si se efec
tha esta se1ecc10n a pr1or1, sin tomar en cuenta la planta T(S) es. casi
seguro que esta Td(S) sea inadmisible debido a.las restricciones severas
que impone el hecho de requerir que el contro]ador obtenido. Tc(S)
propio, estable y de orden minimo. Una forma para conocerexactamente 1as
Td(S) factibles de obtener se basa en Ta demostracién del teorema 1.1. 1
el cua] establece que un 51stema puede ser desac0p1ado si y solo si es-.
1nyert1b1e por{}a.derecha. S se define TR(S) como la 1nver§a derecha*'
de T(S) se tiene” .\ ‘ ' ‘

T(S) To(s) = 1 o o (2.4.1)

de 1a ecuacién,(l.i.é);se concTuye que
(2.4.2)

(TR(S) se pugde des componer de acuerdo a Ya ecuacidn (2.4.2) de tal
forma que T(S) y T(S) sean estables y propias y T(S) sea, adicionalmen’
te no singular y'dﬁagonal;?‘Péra obtener TR(S) ‘se puede utilizar e]'ai;
goritmo 0.4.que permite encontrar una base minima de un espacio nulo de
recho y poster1ormente, si existe duda acerca de la m1n1ma11dad de Ta
Td(S) obtenida, se debe de aplicar e] mismo a]gorwtmo 0.4 pero ahora to
mando como datos “T(S) y Td,S), si existe una nueva Tc(S) propia y es




tab1e de.orden menor se’considefa ésta como la solucidn déT probJema.
Ejemplo 2.4.1.°

Dada o R R A

(Vs
w

+
™)
et

. T(S) = - R “'H';;lr'f;kh
R o | I < A 75 | I

énéuentre la clase de matrices T&(S)'adﬁiéib]es.
: e
So]ucién:“

= N(s) p(s)™!

| .4! R Sea " T(S) de 1a ecuacidn (2.4.1)

T(s) N(s) B(s)™ = r T (2.a3)

T(s)  -1IN(S)' D(S)'] = 0 ‘;-;iamy

Ut111zando el algor1tmo 0.4 se obtiene una base m1n1ma del espac1o nu10'

derecho de T(S),

H

S

esta base es:

"‘45245

i«,r -
R S
SR

tomando lawr 3 combmamones pom bles. de 1as 3 co1umnas de 1a base en gru
pos de dos se obtienen 1as 3 p05|51es T4(S). ' '

- a) Con las co?umnés 1 y 2




- »

Tra(Sh = 0 L N 2L L)
st 7 o-s)f| W |

S N -

b). Con las columnas 1y 3

s(s=2) - st |
©|s%-2s-2 $%25-2

I - (s+2) (s+1)(s+2) e
T..(S) =0 _ S (2.8.7
Ral®) = 52;23-2 s2s-2 | g ( <)

L 3 ¢2
5845 §L§-5~1§i§r-

o (_S+2) : o N

S 3.2 =
,szfs o S(S’+Z -25-2)]

Se observa que de las 3 matrwces T (S) obtenidas solo la R2(S) es

propia, lo cual coincide con lo que se afwrma en el teorema 0.2.1, ya que
Gnicamente las columnas 1y 3 cumplen con la cond1c1on de que rip(s)lr = 2,

[D(s) Ir = [?" %},, - S : . (2.4.9)

Utilizando 1a ecuacién (2.4ﬂ2) se pueden‘descom@oner las .TR(S)‘.obtg_ o

c). Con las cd]umngéAZ y 3

T

en este caso

nidas de la.siguiente manera:

e)-:{T§1(S) =_TCiQsj idzts)‘l L f '(2.4.10)'
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LS SN

i

Tels)

B s
(S+a)(S+b)

RelS) = TeplS) Tgp (517

a
(W]

1)

Tl

@]
S
—
]
W
—
wy .
S
I

w
St
t

‘52+2S

. (5+c)(5+d)

;ft'S +25+1- |
7 (S+c) LS‘*’dj :

‘VS +35+2

20 T

0 '

<2

a5

“--J’
O. a
S+c](S+

S+e (S+d

,2'

"~ (S+a) (b))

. ". ‘ _,-l .t .
T.5(S) Tds(s)T

2

- -S +S :
' mﬁr'

0

5245
TSRS -

?
&,

(S¥C1(5+d)

.‘52;2542_ )
S+c¢) (S+d.

54 §3:52425" ]

SZ+25+2“'= ---------

RRISDI 5+d)(S+e (S+f) -

Cshisd: 25295

4LS+C)LS+d)(s+e)(5+f).._ ‘

4(S+c) (S+d) (S+e) (S+f)

(2.

(2.

(2.

(2.
(2.

(2,

4

12)

13)

.15)

.17)

29

.11)

.18)°

16).




9¥‘i} o

.30

| (S+a){S+b) ST e
TaatSh =] o S | (2.4.18)
[_&"9' o (S+C§(S+d2(S+E)(S+f)

" Ahora se puede seleccionar la T (S) que .se considere mds conveniente se
observa que estas matrices no son un1cas ya que se pueden 1ncrementar e1

_nimero de- po1os s1empre y cuando se incrementé en 1gua1 cant1dad Tos ceros

para cualquier elemento de T, (S) de esta forma se puede conServar la 1gua1
dad expresada en la ecuacion (2 4 2) por supuesto esto 1ncrementara e1 or
den del compensador.- ‘ Co ’

‘En genera] despues de la descomposwcwon de TR(S) en a]gun producto
(S) Td(S) , no puede ser garantizada la minimalidad de T (S) pero una
vez mas; si existe duda acerca de ella, se debe aplicar el a1gor1tmo 0.4,

" dando como datos T(S) y la TdLS) seleccionada. y buscando una T (S) minima

tal que
T(s) Te(s) = Td(s)' . (2.4.19)

2.5 Ejemplos de problemas de desacob]amiento y de @inimjzaéién de
observadores. _ ' y I
Ejemp]o 2 5.1.. Se considera 1a matriz de transferencia dé]wejemplo”
2.4.1y se se1ecc1onan a,b,c,d 1os po?os de T 1(S) iguales a uno ~esto es
(ec. 2.4.12) ' z

- 1 T
0 .. i
G et | S *
- S N - O
Tqrs) - - e . S F:"? )
v e ‘;:, o ‘(S+l)'_j'

el compensador correspondiente es Leé;'2,4.11).




-

r--SZ+S 52.
(5+1)° (s+1)°
Tcl(s) = 0. -0
S

ot

(2.5.2)

Se puede comprobar que este es un con;roﬂador de orden minimo para
las T(S) y T4y(S) dadas. Para.la obtencidn de las matrices L(S), G(S)
y M(S) definidas en la figura 1.2.3 se aplica el a1géritmo de la seccidn

2.2. Una;descdmposicién de T(S) = R(S) PL_S)'l

por -1a derecha esta déda por

N
V «R(é}':, o .
, S $-2 s-1
| B o 0
Py =0 s¥2 0
0 s+
continuando el algoritmo 2.2° )
f S+ s
(s+1)2 | sw)?
“ -1 _ V - .
CP(S) T T 4(8) - -0 - 0
sl
= (S+1). S+l .

P(S) y L(S) définidas en la ec (5.2.3) son

sk
. 3}5) =| 0

)2' .

o . 0 |
1 0
0 (S+1) 2

“con R(S) y-P(S)Vcoprimasi

(2.5.3)

(2.5:4)

62.5.5)

(2.5.6)
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L

n

de las ecuacioneé (2.2.4), (2;5.6) y (2.5.9) se tiene

QS+1)
Pe(s) = | o
| 0

de las ecuaciones (2.2.5), (2.5.7) y-(2.5.9) se obtiene

Josa
s = |0

| s

cbn Ta Pc(S) calculada y
en la ecuacidn. (2.2.7)

2

'Sj

O_V;O

S+2 0
0 (54

S
0

-5-1

~S+1
os)y=|0 . -0
S -5-1
-~y por 1o ‘tanto :
- »'S. . ’ 0
. (S+_‘l)2 -
PsP(s) = | O 542
‘ 0 ; 0
coquuP(Slﬁ(S)Tl no es propia. o
0 0
» se'seTecciona'GL(S)‘= 0 - S#2 |
0 0 .-

2

L] O

1

: (2.5.%)

(2.5.8)

(2.5.9)

(2.5.10) -

© (2.5.11)

la P(S) dada se encuentran 6(S) y M(S) définidas




B DA

s 0 0 s# s 1.0 oK)

(2.5.12)

. Una vez que se twene M(S) se procede a determmar el observador de.
“orden minimo, subsmtuyendo lTos valores obtemdos en Ta ecuacion (2 3.2)

se tiene

L]
w
-

[aM]
o]
—t
w
~D
(]
o
o

Ws)»l =0 (2.5.14)

|0 0 s+l s s-1 0 0 .of|q(s)

Utﬂuando el a]gomtmo 0.4 y las modificaciones indicadas en Ta sec"
:',cmn 2 3, hasta antes de.la estabilidad de Q(S) se tiene que ' '

-.s; ;62 : "_s;. ;3. ,‘ ‘,_1—
5 7
- -s+3. 0
()7 |-s- 5 s+ 3 0
. N P T ~ L
2 [H(S)'] = | Sty -5 0 - . (2.5.15)
o 1
Q(S) '] - F S+ & 0
S 4 ‘ ¥y
-7 3 3
0 0 0

(2.5.13)
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Como las Gltimas co]dﬁnas de M(S) son cero los dos G1timos renglo
nes de Q(S)' pueden ser cualquier polinomio en S sin que deje de cum
plirse la ecuacidn (2.5. 14) Para que Q(S) sea invertible se requiere
que en 1as dos pr1meras columnas de esta base, Q(S) tenga polinomios de
grado al menos 1, con el grado igual a uno se obtiene el minimo. Propo
niendo los elementos 2,1 y 3,2 de Q(S)' iguales a (S+a) y (S+b . respec

“tivamente, se tiene

e
T3 3 R T
Q(s)' = |sta 0. O} 7 - o+ (2.5.16)
0. s+b 0 o
IQCS)[ - S(S+a5(54h)' o L (2say)

Esta matriz Q{(S)  es ‘una solucwon pos1b]e de] prob]ema 51n embargo
el observador es marglna1mente estable porque tiene un polc en el origen.
Si se desea evitar esto, es necesario modificar Q(S) De la ecuacnon ;
(2.5.15) se ve que es factible T1a modificacion del- po]o de Q(S) que se

- encuentra en la tercer co1umna sin 1ncrementar el.orden, de S a (S+c) si

se multiplica cualquiera de las des’ primeras columnas por una constante,
por ejemplo la primer columna por -3C/4 'y se suma a‘1a tergera, resultan
do - : P '

- 13 13 .13
’ ™ - 5 7 “5
K| -5 Sv3 - ge |
. 1. 5 3eccC | s B
H(S)'| = ’5“6‘. S+ 3 7 Cs+ 5 . . .(2.5.18)
T L)




Q(s) = (S+a) (5+b) (S+c) o qzsa9)

con esto se-encuehtra‘un observador de orden minimo (3) conlpolos completa
o mente asignables y por tanto el obaetwvo se ha 1ogrado al: quedar’ determ1na
SO dos todos Tos parametres del esquema de 1a fwgura 5.1.1.

Ejemplo 2.5.2. [331..
Dados R(S), P(S) y M(S) encontrar un observador de orden m1n1mo ,

, (K(S), H(S ) y Q( ) que satisfagan la ecuacion 2.3. 1)

O e R O R

PSYy = | S _(2.'5.'21)

T 25+2‘| o T -

' {Sg‘? ‘substituyendo estos valores en la ec (2.3.2) se tiene

1 s shsa 1 sshes|fsyl
“ * - H(S)'| =0 (2.5.23)

S 1 -s-2 -5 o -2s-2. 0 ||o(s) | ~

L

ut111zando el algoritmo 0. 4 con las modificaciones 1nd1cadas en 2. .3 para un

observador se tiene




estabilizarlo.

2 5
k()7 | o0 _-8] 3
)| =| 1 5s-2 (2.5.24)
os)] | -1 -4
5.1 =2 |
B 0 S+ |
Q(S) = (S+1)(S=1) = . (2.5.25)

Q(S) no es un‘polihomio estahle por 16 que es necesario modificarlo para
Para ello se procede de_acuerdo a las instrucciones que
se dan en 2.3.

En este caso la. Tf}définida en las ecuaCﬁones (0.3.8), f
©(0.3.9) esta dada por . = o

d/«
20

~1 00 11 1
0 1-2 0-2 0 .
00010 3-100 111 :
0 0-1-1-2 00 1-20-20
| 001103 0:-0010°3 S
T=110000000-1-1-20 (2.5.26) .
0100000017103
00000O0-100.000
i : 0:1°00.00
L 0 0°0 0 0 O

se denota por. L e] vector co]umna i de lamatriz T. Llas dos ecuaciones

que involucran. a las L _que definen a Ias dos co]umnas de (2.5. 24) son:

-4 +.L

Tl

—2L1 + L3

=504 =0 (2.5.28)

1" 8L2 - 2L3 - 4L4 -~ 2L. + L. + 5L, +L

R TR TS V)

las columnas.1 a 6 definen términos constantes y de la 7 a la 12 términos
en S. ' o “ ‘

A continuacidn se siguen los pasos propuestos en el algoritmo para

(2.5.27}
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estabilizacion de Q(S) dada en la seccidn 2.3.

|a(s)| = (S+1 ) (5-1)
c=0 i

e =10

b

11

2-0-0
se pueden pafametri;ar 2 columnas
1=1 |

Se selecciona para modificar, la primer columna de la matriz definida

" en la ecuacion {2.5.24).

Se debe de modifiéar‘e} término -1, esto es se cémbia el término (5,1)
de (2.5.24) de (S-1) a (S+K—l).cqn K> 0. ‘

El término‘-l dado por L5 y e]_grédo de la co]umna'i'de Q(S)' es 1
por lo que se procede a expresar KL. como una combinacidn lineal de
Tas primeras 10 columnas de T obteniéndose: ‘ o

4

1, 55 1 VS o
KL5+2KL1+2KL2*"§'KL '§KL6'§KL9‘§KL10 =0 o (2828
sumando (2.5.27) a (2.5.29)./
o 5 1 . B
2(Kf1)Ll+2KL2+L3+Q§K-1)L4+(K l)L ——KL6~§KL9~§KL10+F11—O (2.5.30)
rg(m 21 s - .
H(S) 2K - : I : - (2.5.31)
Q(s) ,J - 3Ks+] 55-2 | T
SRS K1 -4
S+K-1 -2 ;
K . e
B 0
la(s)| = (5+1) (5+K-1) - X
. s?+KS+§.- 1=0 | : (2.5.32)




11. |Q(S)| es estable para todo. K > 3

® , fin

Se nota de la ecuacion (2.5;32) qUe el observador obtenido eé de segun
do orden. |, R ' o

?*\
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CAPITULO 3.- _Desacoblamiénto‘djnémica‘medianﬁe retroalimentacién de la

salida,

3. 0:- Introducciénf”’El objetivo de este.capitulo es encontrar con
diciones suficientes para el desacop1am1ento ‘dindmico mediante retroa11
mentacidn de la salida. Este prob1ema ha sido estudiado y resuelto en -
las referencias [32], [3]y [12], §1n embargo los resultados encontrados

- tienen limitaciones en cuanto a las matrices aceptables como datos o a

las matrices obtenidés En [32] 1a matriZ'del sistema T(S) debe ser es

~ trictamente propia y-la matriz de retroa11mentac1on de] sistema H(S) de, -

finida en la ecuacién (3.1.1) debe ser canstante En [3] se cons1dera
igualmente que T(S) es estr1ctamente propwa y H' es una func1on de S;

" sin embargo no se garantiza que esta H(S) sea estab]e ~En [12] resuel

ven el prob1ema en el aom1n1o del t1empo pero cens1derando que H es una

"matriz real.

s

En este capitulo se resuelve el problema (con cond1c1ones suficientes)
aceptando que T(S) sea prop1a (no necesar1amente estr1ctamente propwa) y
se obtiene una matriz H(S) racional propia'y estab]e, en la secc1on 3.1.
Finalmente en la seccién 3.2, se dan algunos egemp?os

,3;1.; Implementacidn de la retroalimentacién déula‘salida.

Considerando el esquema dado en la figura 3.1.1.

U(S)= GV(S) +H(S) V(Y ¢ D (3..)
N “ ) r—' —————————————————— T—— :—"""—A—:' .. ' -
- ‘ l:?, T t
| Cod
A e L Ts)
' i
. |- o
| ! |
| . L
| IRE
. | H(S) e a0 .
| : S E
L i I S CONN S I M L

T Fig. 3.1.1 Esquema con retroalimentacidn de 1a salida.

De la figura se observa que:




"',suponfendblagqﬁ [T - T(S) H(S)] es invertible . -~

ne rearreg]ando la .ecuacidn (3 1.7) -

40

Y@i=:N55U@)' | | (3.1.2) -

. sustituyendo la ecuacidn (3:1.1) en (3.1.2) .

-

Y =TS e VS A VST (3.1))

de aquf

il

km%i;T@)“&)LRS) T(5) & ¥(s) B R

v - - Wy L) s W) (3.1

‘se tiene .

ROt (OO (O N S ER )

“de donde - "

- T(S) H(S) = T(S) G Td(S)'l - (3.117)j'
Suponiendo T(S} iﬁ&eftfb]e {eéta es la limitacidn principaT qde fiénenﬁ]oﬁ
s1stemas desacopTlados mediante la retroa11mentac1on de 1a sa11da) Se'tig

- ‘H(s)"= TCS)'l;;ZG )t o (3.1
En ]a‘eCUatﬁén‘t3 1. 5)Ase éupuso que [I - T(S) H{S)] eraoinvertibié

en el siguiente Lemma se demuestra que, dando por-vdlida 1a ecuacidn (3.1. 8)
esta es. c1erta s1 y solo s1 Ja matr1z constante G es 1nvert1b1e

lemma 3:1.1.- S H(S) 1)L - 6 ()7L, Ta matriz (1~ T(S) H(S)]
es 1nvert1ble si y solo Si6 tamb1en 1o es. ' o o

~ Demostracidn:
(necesidad)

SRR T T s




- T
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si (1 - T(S).H(S)] es.invertible; se tiene

I - T(S) @™ - Ta(s)™) ) =

I - I.+ T(S) G Td(S)"IJ = T(S) G Td(S;"IV | (3.1.9)

icomo T(S) G Td(S'),_"1 es invertible G también lo es.

(suficiencia)

Si G es invertible, premaltiplicando (3.1.8f!pQF I(S)?';e.tieﬁe

>

T(S) H(S) =1 - T(S) & Td(s)f1 S 3

j de ‘donde

(- 10s) a(s) 1= T(s) 6 ()t o .,' {3.i;11)'

como G es invertible, [I - T(S) H(S)] también 10~é§.’ ‘_

, ;Para que el 31stema sea rea11zab1e H(S) debe ser prop1a, ademas si .se re
:qu1ere que sea estable, es necesario introducir restricciones. A cont]nua
,c1on se da un Temma que esta directamente relacionado con la solucidn del

problema de racionalidad y estabilidad de H(S)., '

>i‘Lemma 3.1.2.- Dado E%§%~ o(S )/P (s)) - g, PdZ(S)/de(Si]

; Qondgh 0[%2(§ﬂ > o[% (5:1 = m, 0[- 2(sﬂ =k 2 0[%dl(s{l

d2(S) es un polinomio.de Hurw1tz y gi es una constante, con Pl(S) y PZ(S)
relativamente primos. Y P }(S) P. 2(S) relativamente primos y comp]etamente

'as1gnab1es,.entonces —T—7~ es: o o ;,n' s

a) racional pfopio si n-msi N
- b) -estable si~Pl(S), Pdl(S) son polinomios de Hurwitz
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Demostracion

“é) Del enunciado del’ 1ema se tiene que n- m<l esto implica que n- m= 0 .
6 n-m=1 si n- m-O haciendo gi= D se tiene que R%g% es rac1ona1 y pr0p1o
Si n-m=1 ’ : .

SR AORY 53 9Py (S) Pgp(S)
atst ~ | 2 1150 Py (50 |

”5'(3f1}12)

MP_CSS,] S max (n+] Y m+k): o | ( 3.;1.13,)

como k,1 son'af@itrarios Gﬁicéﬁéqte éebgn cumplirse dué315k, haciehgo
k=141 " . ) f’-‘(\3.1.14)."

: AO'[‘P(S)] < max ’(m-,1+1,"m+{1;1) = ml+l ,‘ R ) (3;j1.;5)' |

ajustando gi de tal forma que el coeficiente de grado (m+1+1) de P2( ) dl( )

- sea igual a]?céeficfente de grado (m1+1) de gi Pl( ) d2(S) se t1ene que

iA

ofP(s)] Smel . o ' (3.1.16)

y finalmente

B

it

' 0Iq(s)) m‘+.?. 5 . N - (3.1.17)

por lo-tanto - , ' o - =

‘g%%%- es racional y propio.
b) De 1a expres1on (3. 1. 12) se ve claramente que —%%%e es estab]e si

q
S)de(S) 1oson .

©

.1(

Este resu]tado se puede genera112ar para el caso en que g%%%? repre

sente a los e]ementos de una matriz racwona] propia y estable. Con base en




&

o ,"
-

A

la co1umna'correspond1ente Td(s).
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el lemma arriba propuesto se puede demostrar el siguiente teorema, el
cual da condiciones suficiéntes para desacoplamiento utilizando la sali

'da.

-Teorema 3. 1}1-j ‘Un éisteﬁa con matriz de transferenc{a invertible
T(s). puede ser desacop1ado medtante retroalimentacion de la salida con '
la ley de control def1n1da en la ecuacifn (3 1.1) con H(s) racional, pro -
pia y estable si se cump]e que: S ' B

a) Todos 1os po1os de T(s sean estab1es

b) La dwferencwa de grados de (numerador denom1nador} de cada e]émeg
to de T(s) $ea cuando mucho ‘uno. : ’

c). La matriz G formada con los gi, def1n1dos en e] lTema 3.1.2 para
cada elemento de H(s) dada en la ecuacién (3 1. 8) sea “invertible.

Este teorema es.una consecuencia directa dezibs lemas 3.1.1 y 3.1.2,

. ~P(S) . : , S o sz(s) ‘
considerando que atsT? y cada uno de los e]ementos de H(S) 'y es
"% 1a cual es comp]etamente as1gnab?e en
cuanto a la ub1cac1on de sus po1os y ceros, 1a Gnica restrwcc1on se tiene
en la diferencia de grados de P 42 (s} y Pd11(s) la.cual debe cumplir la
ecuacion 0[Pd21{5) - (S)} = max O[P (s) - lj{(s)iﬁ 1 Vi=l,.po0. de

‘ j 231
co1umnas&de T(S). -

~ En la siguiente seccidn se presentan algunos egempTos que 11ustran
el procedimiento para desacop]ar sistemas med1ante }a retroa11mentac1on de

. la salida. - . . .

B

3.2 Ejemplos de.desacoplamiento utiTizaﬁdofretroa1imentacién de la

salida.

Ejemplo 3.2.1. [32). Sea




. S+1
52*35-2”

i

%

v oste3s-2
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[s%-4s%ese2

Jas matrices H( (s), Gy Td(S).
. dor y denomlnador de cada elementé de T(S), se t1ene

o T($5

P

~h

| T(s)

1d1(

11

R 5
N ., . 52“35-2

el
SR L
s2:35-2
TSI

i

Lot

$2.35:2 -
ST 0

, -l.; i S-1

IREES A

‘por simplicidad se selecciona.

) = S+a

H

S) =

1
ot

hacaendo g] RE

- S “38'2 : ;kg+a)s

B

3,2

s°-as7vs42 |

la matriz de una planta asoc1ada a la figqura 3.1.1.

' j’(3.2.1);

44.

Se desean'encontrék

Cance]ando las raices comunes del numera ,

1 -
0

..‘Lii_
S |

0

" de 1a ecuacion (3.1.8) - (H(S)=T(S) ™ -6Td(S)"

o1 Pyl
Prn (81

(4+a)s 2+af

S+1

$)

Pl
9?2 5 15T
C Mgl

)

. 94
‘ pzdlis)

- P) g2 (ST]
| P2d1(55

(3.2.2)

(3.2.3).




B - . . "~ P . P
Y\ R P R R PO,
¥ . D - : B . PR ks PR

K el R ) - * . "’ N ‘ . "—\" N

. 5 = . W N RN .

’ haciendo, g=0 - - .

}f hac1endp g3=0 '
m'iﬁécfehdq_g4=l ff

' por.lb tanto

. con la correspondiente
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Para la segunda columna se seleccionan:

S).

4]

PZdZ( S+b

2d1(S) =

I
H'

h.,

22,= S - .1 —(S+b) = - 1 -by

;(4+a13+(é+é)

S S R S - I _
~H(s) = S S B PO T S A 21 )%

S

N - -
Td(s) = | - | i 7328
| )

'propxa Y estable, en [32] encuentran una Td(S) con mas. pc]os y ceros que’

"ademas es inestable, esto se debe a 1a 11m1tac10n que se 1mponen al permi ’
“tir que la matriz H sea un1camente real_., :‘,3 'fj - }‘1_ R 4
Ejemplo 3.2.2 (ejemplo 1 [12]). Dada la planta




T(s)

sea. P1g2(S) =

Pldl(s)'=
gl =1

entonées h11 =

1ST-1 -1

S+a

s seAhace g2 =0, h,, =0

si se héce g3

st g4

“por lo.tanto

“sea o Pygl(S)
Poqg1(S) =

-l

- S4b

foed
]
-
1
T
-
-
(We)
+
Lo
:\—/4
I
‘\
o
I

PiplS)

gl ~———(—y

P1ge(S)

g2
PrarS)

46

(3.2.6)

(3.2.7),

| (3.2.8)
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, aS+1 o .
H‘S) = o 1 G = {;\ 2} (3.2.9)
0" y b -
y la cor%espOndienﬁe Td(s) ptopié y estable esta dada por:
Td(S) = ] ' Coo . 1(3.2.10)
S+bl .
en la referencia citada se encuentra.que
- as 0_
S™-bs-1 : -
Td(s) = . (32 .11)
0 Con a,b,c,d arb1trar1as
L y a c#O . ;

Esta matriz tiene al menos un polo 1nestab1e esto se debe a que se plan
tean el prob]ema perm1t1endo que H no sea funcion de S (H es real).

Ejemp]o 3.2.3.- (eiemplo 3, [12] . Dada 1a'p?antéi;l

s3]
P SE |
Ts) = | - ; R (3.2.12)
A - o T
© | s%ss46 stosss | |

“encontrar las matrices H(S), Gy Td(S) (si existen)

R 2
: S-1 S$T-45+3
Z et
et (32.13)
fs-1 vsPeese T
2 Z -




o . o . S
PR S s Lt .. B
(S . o et B R
SN, . L PRI KR T S,
oL e, N B i
T S e O
P ., RS c . ’

i
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T(S)_ no cumple la condicion de suf1c1ente (b) del teorema 3.1.1; sin em

bargo se tratara de determinar si es posible el desacop]amwento de la

H(S) =

ﬁﬁé;i |

Ko,

: ecuac1on (3 l 8)f‘“,.

,2 KRN

- 52oas43]

. ..2

S:1 . »5Plgsg

2. D

g, "

i sz(s)
P.ld-l( ,§ I»

) P1g2(S)
¥ Pl

o P2d2‘ )
———'T—T

o P2g2(S)
: Zdl( )

(3.2.14) .

Se obsérva que no hay ningin problema péra que 1a primera co]umna de . A

- H(s) pueda ser racional,

propxa y estable, desafortunadamente no es pos1

ble dec1r 1o mismo de la segunda columna ya que no existe’ nwngun P2d2( )

sean al menos racionales propios.-
el articulo de donde se tomd .e] ejemplo, aunque con argumentos d1ferentes, S

A (estab]e 6 no)y PZdl(S) capaces de hacer que los elementos 12y 22 de H(Sf

“Esta af1rmac10n co1nc1de con la dada en -

en el cua] se dice que el s1stema no puede ser desac0p1ado mediante retro
a11mentac1on de la sa11da




-
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CAPITULO 4.- Desacoplamiento de.una clase mas general de sistemaé.

4.0.- Introduccidn. En este capitulo se presenta la solucidn al
problema general del servomecanismo, del cual €1 desacoplamiento es un
caso particular. En este esquema se considera que existen dos clases de
entradas, la entrada de referencia Ur y la entrada de control Uc y dos
clases de saTidas;‘1as.sa1idas controlables Yc y las salidas medibles
Ym, El prob]ema general del servomecanismo puede plantearse de la si
guiente forma: dado un sistema como el que se muestra en. a fzgura 4.1.1
encontrar un controlador que estabilice 1a planta y una matr1z de transfe
renc1a Td(S) que relacione a Uricon Yc. Este prob1ema fué p1anteado y
resuelto en [15] y este capitulo sigue muy de cerca los resultados pre
sentados en esa referenc1a -En particular la aportac1on que se hace en
este caﬁ1tu1oes Ta solucidn de la ecuacion L(Z)Nm(Z)+R(Z)Dm(Z) 1, donde
Nm(Z) y Dm(Z) son datos del problema y L(Z) y R(Z) son los factores copri
mos que se buscan. Con la estructura” ‘que se 1ogra a1 escribir 1a ecua
cion anterijor como se expresa en (4.1. 27) se cons1gué”determ1nar Tos coe
ficientes de L(Z) y R(Z) med1ante la solucidn de la matriz resu]tante de
Sylvester. En la seccion 4.1 se muestra el esquema genera] de} ‘sistema y
algunos resultados pre11m1nares a.la solucidn del prob1ema genera1 del
servomecanismo. En la 4.2 se presenta la factorizacion coprima que permi
te encontrar el controlador requerido mas adelante. En el inciso 4.3 se

plantea el PGS para el caso mu1t1var1ab1e y finalmente se da un eJemplo

para el caso de una entrada y dos salidas en la seccion 4.3.
4.1.- Esquema general de]‘sistema.

- Eh’esté'capﬁfuTé’se considera, a diferencia de los p]anteémientéS“
presentados en capitulos anteriores, que existen dos conguntos dexsalidas:
Yc(S) salidas controlables y Ym(S) salidas medibles y en donde 5010 el
vector de las Ym(S) es retroalimentado.

»

¥ En la figura 4.1.1 se muest%a:el sistema en lazo cerﬁado;'




- o
- Uy : _ve(s)
- Ue(s) ]  T(S) Ym(S)
" )
L ‘ c(s)
o ,: ‘A ' . . ‘ :-‘.,) F"ig. 4‘..1.1' P R U

Sea la matriz de transferencia del sistema

3.'i'é(5)’?'ﬁ(5)

E A IR R f;‘ ‘(mlja
( ' f M(S) . N(S)
i 3 Y(s) ;‘f(sﬁ ungS, | (4;1;1b)
. . con
R - ¥(s) - tve(s) vm(s)'ah, u(s) = Tue(s)’ ()1 (a110)

donde Ur(S) es el vector de entradas de referencia y Uc(S) el vector de en
tradas de'contr&J‘yﬁG(S), H(S), M(S) y N(S) son matrices racionales pro- -

o pias que asocian el véctéﬁide entradas U(S) con el vector de salidas Y(S).
.3 o : L o S
: De 1a figura 4.1.1 y las’ecuaciones 4.1.1 se tiene: ?
el ove(s) = ¢(S) Vm(S) .. x T (e12)
Do Ye(S) = 6(S) C(S)¥m(S) ¥ H(S)Ur(s) CRR)
' “Ym(S) = M(S) C(S)*Ym(S) + N(S) Ur(S) (4.1.4)
factorizéndo Ta ec. 4.}14._-~i

[1-M(S) €{S)1 'Ym(S) = N(S) Ur(S) - (4.1.5)

: : - suponiendo gue [I-M(S) C(S)] es invertible se tiene




'.""’r i,

Ym‘(‘_S) = [1-M(S) C(,S)]-JN(__S‘); Ur(s) (4.1.6)

~ substituyendo ésta en (4.1.3) se obtiene

ve(s) = {ots) cts) 11- ms) c(s)™L NEs) + M} ur(s)  (41)

'oﬁteniéndose la salida confro]qble en funcion de los pardmetros del siste

ma y de la entrada Ur(S).

Cbn ayuda del diagrama mostrado en la figura 4.1.1 y la ecuacion ..
(4.1.7) se puede plantear el prob1ema genera1 del servomecan1smo [15] de
la slgu1ente forma ’

Dadas las matrices G(S) H(S) M(S ) N(S) y Td(S) donde Yc=Td Ur en
cuentre un controlador racional propio C(S) ta] que '

a) el sistema en 1azo,¢er%ado sea eétab1é'yA

b) 6(s) C(S) [1=M(s) C(S)171 + N(s H(S), = T(S)  (4.1.8)

Para el éSquema'dé 1a figura 4.1.1; el proﬁ]ema del deéacop1amieht6
puede verse como un caso particular del problema genera1 del servomecanis
mo arriba p1anteado en donde-'se impone ]a restr1cc1on que Td(S) sea dia
gonal y no s1ngu]ar ‘ ‘

Para determinar si el sistema en lazo cerrado es estable se puede
aplicar el s1gu1ente teorema cuyo. p?anteam1ento y demostracwon se encuen
tra en la referenc1a l4]. -

Teorema 4.1.1.- Dadas ]as matricesAraciona]esgbropiaé {G(S), H(S),
M(S), H(S)} definidas en 1a ec. (4.1.1) existe.un controlador C( ) defini

-do por la ec. (4.1.2) ta? que el sistema en lazo cerrado es estab]e si.

0+[M’J = 0'+;*r‘j Rt - o (4.1.9)

donde O+ representa el grado de Mc Millan dé los. componentes inestables




(]

R
{

-

'"Mv":fafilt' M(s) = NmLS)'Dh(S)11~g
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de Ta expansin -en fracciones parciales. Para la demostracion ver [4].
. . - ~ . %

4.2.- -Factorﬁzacfones coprimas.
Antes de proceder a determinar las matrices C(S) y Td(S) de la ec.

(4.1.8), se dan algunas definiciones y resultados importantes que se re
quieren en el inciso 4.3.

Défiﬁicién 4.2.1.- Dos matrices estables y propias Nm(S), Dm(S)
son coprwmas por la derecha 81 ex1sten dos matrices estables y prop1as
L(S) y R(S) tales que. e '

LS) WlS) + RS) () = 1E | @2

. Definicidn 4.2.2.- Dos matrices estab]es'y,propias Nh(S),vﬁh(S)
son‘éobrimas por la izquierda, si existen dos matrices estables y propias

L(S), R(S) tales que

Wn(s) T(S) + Dn(S VRS =T  w22)

Si Nm(i) y Dm(S) o Nm(S) y Dm(S) son funciones raciona{eS’en'1ugar
de matr1ces, pierde sentido al hablar de re]at1v1dad prima-por. la.izquier .

, da o por 1a derecha y s1mp1emente se dice que las dos funciones son copri

mas ono. En la so1ucwon del problema del desacop]amlento, como se ve
posteriormente, se requ1ere de la descompos1c1on de la- matr1z M(S) defi-
nida en 1a ec. (4 1. 1) de la siguiente forma. .
mere] iy
Dm(S) = Nm(S). - - e (4.2.3)

En el caso partwcu]ar en que M(S) sea simplemente una funcidn de

‘transferenc1a, Nm(S) = Nm(S)-y Dm(S) Dm(S), donde Nm(S) y Dm(S) son fun

cioné§ racionales propias.y el denom1nadoh de Dm(S)rgs ungpofjnbmio de
Hurwitz de grado.igual al de su numefador. e ;}'7 - o

tjemplq 4.2.1.- Dado una (S) = If—é%rg%fy de$¢omponer'M(S) en la
forma: de la-ecuacién (4.2.3). ‘ : -
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ST
) - S(s-2 | ‘
His) - -@% [SH] | (4.2.4)

de dqﬁde

S(:2) | pygs) - 4 R
(5+1)2 S | S

n(s) -

Para determinar los factores. coprimos L(S) y R(S) definidos en la ec.
(4.2.1) es conveniente aplicar una transformacién que‘permita obtener la
expresidn de. L(S) y R(S) ya no como un.cociente’ de po11nom1os si no sim
plemente como "dos polinomios en a1guna variable; y la cual ademas puede
garantizar que las L(S):y R(S) obtenidas sean funciones racwena]es propias . -

o e

.y estables.

Una forma déVdetermihar las funciones_raéionales propias’L(S) y R(S):
defiridas en la ec. (4.1.10) es mediante la aplicacion de la transforma '
cion bilineal. A '

w .
[
+
N.

7=22 5=, | S (4.2.6)

m'
[
1

P

+a

5

~ donde a es el polo de Dm(S). De esta forma se consigue t?ansformar 1as
funciones racionales en S~é funciones polinominales en Z y asegurar que’
al hacer la trénsformacfénjinversa de Z a S las L(S) y'R(S) sean fuﬁcig__
nes racionales estables.  Esta transformaéién.fué propuesta por Vidyasagar
[26]. ' ' ‘ ‘ -

K

)

Ejemplo-4.2.2.- Dado Nm(S) y Dm(S) definidas por 15 ecuacién (4. 2. 5)
encontrar las funciones po11nom1a1e9«Nm(Z) y Dm(Z); que sat1sfacen la ec.
(4.2.6). : '

B £V 4 {-1+3z} . |
Nm(z). = 122 el - % (32%422-1) . | (4:2.7)
. ) _Z_j: . e
- '
-3+57 o : , ‘
om(z) = A=z (573 - (4.2.8).




Existen varios procedimientos para obtener los polinomios ‘L(Z) y

. R(Z), uno de ellos es el de 1a Givfsién’Euc1TdTana~ver~{ 71, [11], [26],
A cont1nuac1on se desarro]]a un procedimiento para encontrar estos poli

nomios en funcidn de la matriz resultante de Sy]vester para To cual se

" procede a définir L(Z), R(Z), Nm(Z) y Dm(Z] en funcidn de sus coeficien
. tes de 1a siguiente forma: - .

L(z) = Lo LI+ 4o (4.2.9)
7 " ; ¥ ' - - 2 ‘ n B . . | V
N, (Z) = N, + NlZ:* NoZ™ + oo + N Z I (4f2'10)5 B
o u‘ ' . 2 | | r if.{ o G
D.(Z) =.D_+ D,Z + D,2° + a8 - (4.2.12)
M o 1 2 St d S e

con 1os-grédos de L(Z) y‘R(Z), lyr, como Tncognitasf .Por 10 tanto

L(Z) Mm(Z) = Nolo + (NoL +NLo)Z é'(NoL2+N1L ,Lo)Ze +

(4.2:13) y (4.2:14) puede ser'expfésadas respeétivamehte hprﬁ

L2 () = 11,2,2%,.. z]+”3_"h0 0 ... 0 fi'IO 2 (4.2.15)
‘ qu Né_ . : \}; L1 ‘
) Ny Ny 0 it
R No %
) Nn :Nn—l . i
0 Nn Nh—l Ei
0 Ny (L
0 0 i
L ALY
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172
+ + N L]Znﬂ o ) : S (3.213)
oy * : o,
R(Z)D () = X DR, + (D R+ RO)Z,+ EDQRZfDIR1+D2R0)é~ +
. d'r ) " - | “ -
+o + DR ZUT D (4.2.19)




R(2)D,(2) -11,2,2%,....27 90 00 L 0] R
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) (4.2.16)
ADl Dd ' . Rl
] ; DZ Dl . RZ
» DO
] Dl .
4 D ‘
Dy a1 2
Dy "+, 1
A 13 0 . Dd—]_
. ’ 1
R Q;‘ Dd- | R

Se observa due para que'se cumpla la ecuacién (4.2.1) séyfeQUjere qce

1+n = r+d - (4.2.17)
Por 1o que de (4.2.1), (4.2.15), (4.216) y (4.2.17) se tiene
L(ZIN (2 )+R(Z)D,(2)=11,2,25,. . Z1+n oo 0. 0 LT
mié) e T Dy e
N2 2 D Dy ||t
Mo Noo1 - Dy Pgp O 1h
’ oN 0 Dy Ro
¢ 0 No-1 o Dearl B
) ” 19 0 Ny 0w0 Dy -f]Ry
(42.18)

la ecuacidn (4.2:.18), determina una forma de encontrar los coeficientes de
L(Z) y R(Z); sin -embargo-antes de poder utilizarla es necesario conocer los
grados 1. y r.. Para ello sg hace uso del siguiente ]emméQ,

Lemma 4.2.1..- Dados dos polinomios Coprimos Nm(Z):y Dm(Z) de grados

'n2l- y d21 respectivamente, existen -dos polinomios (nicos L(Z) y R(Z) ta




d e R

e . - . . N ‘f
ey R . . e el 7

. L ¢ .

‘drada y no-singular, ver [11, pp 142], de donde

“de (4.2.17) y (4.2.21)

56

les qde;

L) Wn(z) + RZ) Dn(2) = 1 S (42.19)
con grados de-L(Z) y R(Z) (0 [L(Z)], OIR(Z)]) OIL(Z)) =1 =d - 1y
OIR(Z)J:=*r =.n - 1 respectivamente. .

Demos tracion.-

Si Nm(Z) y Dm(Z) son copriﬁos, 1a matriz de coeficientes de Nm(Z)Iy
Dm(Z) definida en (4.1.18) conocida como resultante de Sylvester (S) es cua

NGmétro -de renglones dé.5 = nimero de columnas de §,

esto es, Tenel = a2 00 v " (4.2.20)
por 1o tanto

/7

(4.2.21)

-
1

=
1

—

l=d=1 | L (a.2.22)
Para que se cump]av(4.2.19) es:suficiehte (ver ecuacién 4.1.27) con que

S.[LO"L RO Y RO"RT" cens Rr -1 0 .....0] | (4.2.23)

o

‘donde 5 es Ta resultante de Sylvester.

Dado que la matriz S es no‘singu1ar,gse cumple que

o LS A I (4.2.24)
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es deéir elzrango de §‘es igual al rango de la matriz aumentada, y por lo
tanto (ver tedrema 3.6 [147) la solucidn de 4.2.24 es Unica, lo que impli
ca que L(Z) y R(Z) son nicos.

o . *

Por lo fénto, una vez. que se determinaron los grados de L(Z) y R(Z)
con el lemma anterior-la solucién de la ecuacion (4.2.23) define completa

mente a los coeficientes de L(Z) y R(Z).

Eiemplo 4.2.3. Encuentre L(Z) y R(Z) dados Nm(Z) y Dm(z) definidos
en el ejemplo 4.2.2. R

CoommEyi=2 s oom(z)1=d=1"

 del lemma 4.1.1, 1=0, r'=1" .

Por 1o que (4.2.23) puede ser expreéadéicomo
"‘f,.'v 3 e B "]

k—- “é“ _' 0 LO 1 . ’ N

o}
o
H

3 - R, | = o] - T (4.2.25)

[&%]
o

LEe oz LA

., . ‘,.. . . ] . N
) O . .
. . - - - .

lo=2 Ro= R 0 L (4.2.26)

~ Por 1o tanto

P

Lz) = 2 R =E Gsze9) e

s

fina]mente de"(4.2;6)‘ . - .
) ‘ o .

vy = =1 [34S + 4} L . - o

g RA(S)..— 15 {—-g—;“l—} i T ~ (4.2.28)

e
[
(e

Una vez que se ha mostrado como determinar si el sistema de la Figura




-
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3

4.1.1 es'estabi]izab]e y como resolver la ecuacidn (4.2.10), el siguiente
paso para restver el brob1ema del desacoplamiento es la determinacién de
la Td(S) admisible y el controlador C(S) correspondiente, este es el obJet1
vo de la siguiente seccion. .

4.3.- 'Determinacién de la clase de Td(S) admisib1e y controladores
correspondientes C(S). o

La determinacidn de] contro]adar que estabiliza e] sistema definido

por 1la ecuac1on (4.1.1) esta dada por el siguiente lemma cuyo p]anteam1en

to y demostrac1on se encuentra en. 1as‘referenc1as‘[15] y [27]. .

Lemma 4.3.1.- Dadas las matr1ces, racwona1es, prop1as y estab]es
Nm(S), Dm(S), Nm(S), Dm(S), L(S), R(S), T(S), R(S) que sat1sfacen las ecua
ciones (4.2.1) y (4.2.2), el controlador C(S) estabiliza al sistema de la
figura 4.1.1 si ' ' ' o

" C(s) = - [T(S) + Dn(S) S(S)IIR(S) - N (5)S(C)]™? (431
para alguna matriz racional prbé{a'y’eétab]e S(S).
‘ L : *

A continuacidn se -enuncia un teorema que permite encontrar el conjunto

©de Td(S) admisibles.

Teorema 4.3.1. [15].7 =E1 prob]ema genera] del servomecanismo tiene SO
lucidn si se cumple (4.3.1)y ex1ste una solucién propia y estable S(S). que

satisfaga. . _
‘ A(E{S)AS(S)\N(S) H(S) : rd(sj - - ‘: :’(4.3.2)‘
donde
&) - o(s) Dn{csA);,' e ,’ V)
%{(S) S NS o s
H(S) = H(s) 4.G(§) L[(s) Dm(s) N(S) I (4.3!5)




("\ 4

si

toni?(sﬂ Y q(s) coprimos y no divisibles por'(s;a).
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la demostracidn.aparece en la referencia indicada arriba.

La S(S) que satisface (4.3.2) puede ser encontrada de acuerdo a 1o
establecido en el articulo Kung, S .y T. Kailath. Some notes on Evalua

" tion theory in linear Systems. Proc. IEEE Conf. Decision and Control, 1979,

San Diego CA.y [11] segin se reporta en [15]. Siguiendo estas referencias
se tiene que la ecuacion (4.3.2) tiene una solucién para S(S) sin polos en
ae ¢+:(camp0nde Tos nimeros complejos con parte real no negativa).

e g F@) IO I
v ks“(s)'@ms)l =L T a3
: [ET(S)'»Hd(S) ‘ | 3

‘donde Vg y B se definen como sigue:

" se dice que Ta Valuacidn: Vd(g) de. una funcidn racional g(S) en o que per
_ tenece al plano complejo extendidoes K si - L

. k =
ooy - (‘5'70&) p (S)
9(5) = =415

-

V_(g) = grado del denominador de g F)grado del nimerador de g

) . . . . A 1 . . | P
_para-el ¢aso de matrices racionales V [Q(S)] se denomina la i-ésima valua

cidn de Q(S) en a y se define como

v o(s)) - m}n va»[.[H;‘i(s)l,]" o e . (4.3.8)
. . - - 4

donde IH;(S)I denota un menor ixi . de.H(S) para cada i

Loow

Por 1o cual, para que S(S) sea estable, se requiere que o tome cada




\’q . ) - : L Cse P oo
) N . - - . . " v A -
. oot B .. PR

CO <)

- - .
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.uno de los valores de los polos y ceros que la ecuacidn (4.3.6) ténga en el
semiplano complejo derecho cerrado y extendido.

Por Gltimo 8 representa el producto Kronecker definido por

a..B a

| 18 2B e 2B )
A@B=| ¢ e | (4.3.9)
| _fmls ' imZB .amn |
Para A = [aij] i=1, ,my §o=1, , N \ (4.3.10)
Y ‘B = [bijj i=1, , p;  j=1, s q :

En la siguiente seccion se da un ejemplo de aplicacidn de esta teoria.

4.4, - Ejemplo dé determinacion de'Td(S) admisibles y controladores
C(S) respectivos. '

. Ejemp1oq4.3.1.- Dado e].esqqém@_demjgﬁfjgura*ﬁﬁémlwenquentye la cla
se de Td(S) y controlador C(S) admisibles R

ur(s) 2 T "‘:ﬁa,vh e Ye( ) R
" 5y3 e ' e
’Uc(S) - ! S+2 Ym{S}
4 _ S+ S-1
SR
de la ecudcion (4.1.1)
o0 T 2 '
LTl I - R <= U | LAY '
i " j (4.4.1)
: +2 . S+2 :
YalS) (G- 5 6s-17) | 6)
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S+2 o 3' 1 :
M) = (STIS-T) * Z(5TT ” 2054) (4.4.2)

1 > 7. T 71 ‘
T 53 o 0 : ,
T(S) = o + | ‘ (4.4.3)
-l 1 3 3
2(s+1)  2(5%3)] |25 2T

0 [2(s+1)]-

i
1l

o+ IM(s)] 1 N (4.4.4)

0+ [T(S)) = 0 [2(5+1)].

1 . (4.4.5)

0+ [T(S)], porieT teorema 4,1.1, existe el contrb]édor C(S)-

como O+ [HQS)]
tal que el sistema en lazo cerrédo'gs estable.

De Ta ecuacion (4.2.3)

. , -1
: S+2 _ S+2 S-1 ‘ X
M(S) = = : B (4.4.6)
SIS ™ (511)? [;+;1 b
‘de donde
’ T 5+2 '
Nm(S) =-Nm(S) = e (4.4.7)
' (S+1) ﬁ;;4
: I T o
Dm(S) = Dm(S) = 1 - : (4.4.8)
para obtener L(S) = [(S), R(S) = R(S) definidos en la ec. (4.2.1) y (4.2.2)

1, obteniéndose.

se.utiliza la ec. (4.2.6) con a

ﬁm(Z) = 1/4 (Z

Lazay) O (4.4.9)

Dm(Z) = Z - - (4.4.10)
olwm(z)l =n=2 - . - (4.4.11)
=d=1 . S O (8.4.12)

0 [om(Z)]

~ aplicando el Temma 4.2.1., se obtienen® los grados de L(Z) y R(Z)




CoRds

®.

1=d-1

i
o

0 L)l
"~ o [R(2)]

kil
il

2 -1

H

]

il
[

r\

de las ecuacioﬁes'(4;2.18) y (4.?n23) se obtienen 1@5 coeficientes de L(Z)

y R(Z). - - -

1
—t
ll—' o Ol

de donde .

RERES SRR

L Lo = Ro

por lo tanto

r,A
* -
N N X
St
1F
| £

B |
-3 @0

o
—~

. ~
*'!--/
‘ u

transformando L(Z) a L(S) y‘R(Z) aiR(§)>c0n la.ec. (4.2.6)

s) = 5

LGS 3

RE) = R =R

de WasVecuaciones‘(4.3.3),"(4.3.45‘y (4.3.5)

5-1
(s+1)°

3]

5

;  ; 2(s+2Y) .
ws) =ttty

'
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(4.0.13)

(4.4.14)

(4.

(s

B

15)

.1é}~<

i

7

.4.18)

.19)

.20)

21)

.22)

.23)
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B

L

6(s11)2 - 8(5+2)
L 3(541)°(543)

H(s) -

IE(s) 8 sy - AL se2)
o )T

de 1a ecuacidn (4.3.6)

v, [5(s)" 8 N(s)

.on
A

i

‘1. :

v T8(s) 8 W(s)

1V

CVOIRGs) - Td(s) 22

oL
Fory

v; [F(S) - Td(s)] -

sea

CTd(S) = 3(2)‘" . 0 ln(s) Solas)

" entonces

6(st1)? - 8(5%%)_; n(s)

A(S) - Td(s) = -
S 3(st)? (s+3)

=]

3(s+1}21(s+3)¢(s)‘ | 4(s)

fg :;g§;qs) _:Td(§5=; 3(5&1)2*[2d(S§~(§i3)n(S)J - 8(s¢é)d(3),;’ﬁ(s)

r

aplicando la ec. (4.4:28)‘a (4.4.32) se tiene que
0[d(sh -o[n(shy 22"
0 equivalentemente

3+ 00d(s)]-{2+0[2d(S) - (S+3)n(s)]} 2 2 -

.83

(§.4,24)

. (4.4.25)

_‘(4,4;26)
i (4.4.27)

':pér To que se requiere que béra:que S(S) nQ'tenga pb1bsAen infinitofy‘en 1,

(4.4.28)

(4.4.29)

(4.4.30)

(4.4.31)

(4.4.32)
2030

(4.4.33)

(4.4.34)




>

0la(s) - 0lza(s) - (#n(s)121 . (4.4.39)

esto implica que si

0Wl(s)l=q, 0OI($)I=q-1 = ' - (4.4.36)
y si
o d(S) —jdo t St ..+ d S ) ﬁ (4.4.3“7)”‘
- n_(AS)g’_ 'fo + nls + + Nq-»»l’ S .‘ (4.4.'38).‘. .'
2dq =.“'q',~'1 ', - 3 o ,‘(4.4&.39)111'_{

1a aplicacion dei(4.4.29) a'(4.{.32) Tleva a

A =0 B o (44a0)

el congunto de ecuaciones (4.4.32) y de: (4.4. 36) a (4. 4 40) 1nc1us1ve jun

to con Ja restriccidn obvia de que d(S) sea un po]1nomi0 estab]e definen a
Td(S). - - ‘ :

Considerando a d(S) = S+a, n(s) debe ser (4.4.39) igual a 2, substitu
yendo estos vaTores en (4.4.32) se puede comprobar que no es posible cum
plir la restriccion impuesta por (4.4.40) para cualquier valor de a. Ahora-

se cons1dera que

1l

A < (s () ab s 0 e (1.a.41)

Rl

por lo que

n(S) = 2(S+F) o | (4442

substituyéndq n(S) y d(Swen (4.4.32) se observaqueA'ﬁ(‘l)éO se cumple para
cualquier valor de ay b y f tiene un solo valor, f=-1, por To-que J]a clase
de Td(S), en'su formé'genérai; esta definida por '

fEve




-

: 2(s-1) ) o
Td(_S) {B%a-rcs%‘ﬂ—‘ . a,b > 0} | (4.4.43)
para f1nes de ca]cu?o de C(S) se con31dera

a =4, Ab*= 5, esto es

Td(s) - mz(s e SR R CTRT)
por 1o tanto |
H(S) Td(s) = 3453 + 1345 + 145 _ 182 | _"(4'4_45),1
3(5+1)° (S+3).(Sf4) (S+5) ' 2
ﬁ(s)}: ra(s) = G5 1) (345 ¥ 1685 + 182) . (4.4.46)
- - 3(S+1) (s+3)(s+4)(s+5) B
de 1a ec. (4.3.2)
' s(s) - (s+1)3(5+3) (5-1) (345 +168$+182) C (4.4.47)
L 2(S- 1)(s+2)3(s+1) (s+3)(s+4)(s+5) - -
S+1)(175°+845+91)
s(s) = g( +%§(s+4§(s+g) 3 (4.4.48)
subst1tuyendo (4 4.48) en (4.3. 1) se obt1ene‘
() (523 S (4.4.49)

C(S) = - Sy 1593)

Nota.- Toda la teorfa vista en este capitulo es valida Unicamente para el
caso en que M(S) sea estrictramente propia, en %aso contrario es necesario.
descomponer primero M(S) como ' '

S M(S) = MI(S) +'mn{s) ; : ;3 - (4.4.50i

‘donde  Dm(S) = 1im M(S)

"y resolver el problema-para Ml(SL-obtenﬁendé un controlador Cl(S); con base




-

en este Cl(S) se puede determinar C(S) utilizando la siguiente‘re1écién:7

‘:3‘ i

la cual fue obtenida por [15].“ﬁ

k]
-

c(s) = 11 - ¢;(5) om(sN "1 cq(s) © (4.4.51)

66
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- CONCLUSTIONES

En este trabajo se ha considerado el problema del desacoplamiento dinamico
de sistemas 1ineales 'e invariantes con €1 .tiempo. Se han analizado tres esque
mas mediante los cuales se puede desacoplar un sistema de este.tipo, los cuales
son: N R '

1) Retroa]1mentac10n de 1los estados medlante un observador de orden m1n1mo.i
21 Retroalimentacion de la salida.
3) Retroa11mentac1on parc1a1 de 1a sa11da

la aplicabilidad de cada uno de estos esquemas de desacop1am1ento depende -
de la estructura especifica de] sistema. ' |
La determinacién dei1oé‘controTadores:deforden minimo, ‘propios y estables
necesarios para el desacopiamfento mediante los esquemas 1) y 2), se basa en un
algoritmo para encontrar una base de unjéspacfo nulo derecho. Dicho algoritmo
estd basado principalmente en Tos: resu]tados presentados _por Kung y Kailath en
[131, sin embargo, ni en [13] ni en este trabajo se presenta un procedimiento |
s1stemat1co espec1f1co para ser implementado en computadora Como' trabajo pos-

. terior se propone esta 1mp1ementac1on Blrkhoff, MacLane y Chen en, Tas refe
“rencias [5 ,pp 183- 187} y [7 pp 546 551] presentan un proced1m1ento adecuado

para este fin,

La.obtencidn de 1a clase de matrices deﬂtransferencwa desacopladas Td(S)

"..para el.esquema -1) esta basada en. la obsenvacwon c]ave ce que, "dado. que cualqu1er
-~sistema factiblevde ser-desacopiado. tiene inversa. derecha T (S)ﬁ{ver capitulo

1) y éste puede descomponerse en el producto. Tc(S)Td(S) andeh Tc(S) repre
senta Ta.matriz del contro]ador en 1azo abierto.y. Td(S) la del sistema desaco
plado con ambas. matrices proplas y. estables. Una vez obtenida la clase de Td(S)
admisible, se-puede obtener el controlador Tc(S)Q de orden minimo a part1r de la
descomposicidn de éste como . Tc(Ser(SLD(Sl‘ efectuando operaC1ones se obtie
ne que. [Td(S) -T(s)I D(Sl‘ N(ESYHTY = 0 esta ecuac10n se puede reso]ver con
el a]gorltmo mencionado antepmormente | :




trictamente propia.}¢§{ |
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Con respecto al esquema 2), se dan condiciones. suficientes para'lé obten
cidn de 1a clase de Td(S) admisible y el contr01ador H(S) correspondxente;
los cuales estdn relacionados a través de la.ecuacion H(S)- T(S) - GTd(S)

donde - G‘;es una matriz constante e invertible, A'd?ferencxa,de otros traba

jos presentados hasta ahora Bayoumi y.Duffieid, Kim y Shapiro y Wolovich mues

tran como determinar la clase de Td(S) y la H(S)" cornespondiente‘ambas'éstg
bles y propias . (para el caso en que T(Si'l no tenga polos irestables) aun si
T(S)- es propia (no estr1ctamente propia). En los artfcu]oS‘mencionados no se

garantiza que. Tdﬁs) 'y H(S) resu1ten estab]es y requ1eren que T(S) sea es

Con re¥ac1on al esquema 3) denomwnado prob1ema genera] de] servomecan1s
mo PGS (per Ohm, Horza:y Bhattacharyya, se presenta un a]gorItme para resol
ver la 1dent1dad L(Z)N (Z) + R(Z)D (Z) = 1, en donde la so]uc1on resulta ser
funcién de. una matriz ccnoc1da como resu]tante de Sylvester. Este @1gor1tmo,pe£
mite encontrar los po11nom1os L(Z)-y R(Z) mediante alguno de los métodos cono
cidos para reso1verAecuaqunes-a]gebraicaSHSimu]taneas, por. ejemplo ei dé~e1imi
nacién Gaussiana. Como alternativa para la solucién de-esta identidad se tiene
el algoritmo de la divisidn Eué]idiana tratado por Barnett, Kailath y'deydsagar.
Se presenta ﬁambién lTa solucién al problema del desacoplamiento, basado en los
resultados que aparééén en el articulo publicado por Ohm, Howze y Bhattacharyya,
para el caso de una entrada y dos salidas.. Como investigacion. futura se. propo -
ne la genera]1zac1on de la solucién de la identidad mencionada arriba- para el
caso en que 10s elementos de ella sean matrices polinomiales en 1a variable Z.
La solucidn de esta ecuacidn permitira reso]ver sistemas de mas de dos entradas
y salidas. A dlferenCIa de . los. esquemas 1) y.2), para el PGS, en el cua1 se
tiene una retroalymentac1on parcial de la salida, no. se puede garant1zar que el

--~contFoTador - C(S) requer1d9 -para~ desdcoplar el sistema.sea-estable, .aun-en. e]

caso escalar. Vidyasagar demuestra en (26 jque el. controlador: C(S) ‘es esta
ble si la matriz de transferencia de la. planta tiene un. nimero par de_pdlos

inestables entre cada par de ceros que también To sean. . La. clase de Td($) se
obtiene con base--a las- restricciones.que se imponen al cdntroTador para conse .

: gulr que este sea rea1xzab]e y la matrlz desacop1ada sea, ad1c1ona1mente esta

ble.

‘ Dadqlquemél-agfegarselel controlador .Tc(S) a la planta T(S) se efec..

i




B ) trario el desacop]ammnto completo no podrd ser ‘realizado,

-
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tidan cance]aéi‘obes entre. polos y ceros para cons-egui‘r‘ que el sistema desa’co;ﬂa
do Td(S) sea estame es necesario conocer con exactitud la’ planta, de 1o con
Esta hmﬂ:acwn,
junto con- la inyertibilidad por la derecha -de 1a planta, debe ser considerada
antes de plantearse el problema del desacoplamiento dindmico.

ET desarrollo de este trabajo ha sido completamente tedrico.por 1o que es
conyemente, para conocer los a]cances .y -1imitaciones reales’de 1as so]ucmnes

'pr‘opuestas empleario en prob]emas pract1cos ya que en estos casos "Expemmentum ‘
so]um certlflcat"‘ '

i1




a) $imb619g?a ﬁti1izadé -

es 1nvert1b1e por 1a derecha STy so]o si . [T(S)]

'Nécesidad:
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APENDICE -

FIS].© "~ Anillo de Tas funciones polinomiales en'S. |

F(S)f,~ ;:; . Campo de Tas fUnciOnes'ﬁacTéna]es en’S.

"O[P(S)j:':a E Grado mayar de] congunto formado por tcdos 105 e]ementos

: }; que pertenecen a la matriz P(S)

B f Vi de P(S) ' Grado max1mo de 1os e]ementos de Ta columna i. de P(S)

U de P(S) ﬁ:?l Grado Max1mo de 1os e]ementos del reng]on 1 de P(S)

v ) ;-’f,ijﬁffvSuma de todos 105 Vi de P(S)

| Ve~ ‘gfwfv;~»7Espac10 vect0r1a1

," VT “.f'rf'.Espac1o dual de Ve

(P(S)Ir. . .~ ~Matriz de coef1c1entes de términos de mayor grado de cada
.renglon de P(S) )

.[P(S)]c; :’:1~ _Matr1z de coef1c1entes de term1nos de mayor grado de cada

co]umna de P(S).
rIT(s)1: ;~} Rango de Ta matriz T(S) -

r
r[T(S)}C7., - Rango. de. T(S)] o 1,“‘l° °5

©rm(s). . Rango.de [T(sLl tf R

T(s)y' - - .ffféﬁsppegta de T(S).

Tes)Y T Ihversa de T(S). oo < ‘;9;f7fwt ;‘f

8 . Produgto Kronecker
W AT Fin de demostrac1on
b) Invert1b111dad de Matrices. : .

- Teorema-A.b.1.-. Un s1stema con ‘matriz de transferenc1a T(S)(pxm) € F(S)

Demcstracién:‘




“ : .
.

_ Por el teorema de Smith- McmiT]an (ver [6], {11}) existen matrwces Un1modu

lares (matrices po11nom1a]es cuyo determwnante y e] de su znversa son
constante diferentes de cero) Ul(S) u2(s), ( ), v2(S) tales que

di, :‘T[S}' Ul(S)Td(S)Vl( ) . - (A;b.i)‘ B

R(S):

uzcs)RD(s)vzcs) S (Aibiz)

con TD(S). y RD(S);matricesfdiagonales de]-mismanqngo qde T(S) y R(S) res

* pectivamente, ‘con R(S) inversa derecha de T(S).

De las etuécionés,(Agb.l)\y-(hyb.é);;fr?;A

TSIR(S) = UISITO(SWA(SWR(SIRO(S Ve (s) (A.b.3)

e CRe(sL:=asT(siRs) o (Ab.a)

.

con RE(S) de:dimensionés (ﬁxpl

entonces - ' f-‘; R "i.l' ;miﬁibi
Vrcs)sk_S) . uics)frucsi‘éétsm‘(is}); (A:b.5)

s% %e asume“qué; f[f(glj'? Iﬁf p.“;'; o E-i j‘ (A;bJSS

se tiene que Ar[TD(S)RE(Sl]‘ﬁ 1 o ’i ' i . | (A-b;71.
(por la deszua}dad de Sylvester), - '

dado -quelWi(S) y VZ(S) son matrices: unlmodulares . Por otra‘ﬁa}tg como" ruf e

. R(S) es la inversa derecha de T(S) de (A. b 5)

Ul(S)TD(S)RE(SLVZﬁSiV=’rp  (Ab.8)
por 1o que '5- S e

POGIRESI = e (1 2= p  (Ab.9)

esto es una contradiccidn por 1o que




L

dado que 7}_«

tible y su determ1nante ‘esta def1n1do por:

72 .

r[T(S)] =
suficiencia
51 o : FIT(S}] = P, p

A

m - .. (A.b.10)

por e]'teofema'de Smitﬁ-MCmi¥]an existen matrices uhimodu]ares U(s).y
v(S).tales que : AN

e T(s) = u(syToesives) }.'(Afb._ll)‘v

“con TD(S) una matrfz’diagonal de- rango p mas (m-p) columnas de ceros ,

TD.(S)_ : =”[jTFR(§) 0 J‘ 'p
L p m-p

(A.b.12)
<TD(-,S):.; ?,%[TFR‘f,s)’l‘ 0] o (Ab.13)
entonces;v

ws) vt ot ust b

L LH(SIRESSITOSIVE). M) rosylusy ) - 1 (Ab.19)

=

Lemma A.b.1.- Cualquwer matriz. po]xnom1na1 escalon ,P(S);Nes'inve3>

vl -
2. n-1

+ term1nos de orden menor o 1gua1 a S
SV

gt p(s) = (s)0c | - S

4




e

-

" por induccién, para n=0. |
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det P(S) = [P(s)Ics” + términos de ‘orden menor o igual a sn-1

(A.b.16)

Demostraé{én:‘
Solucidn propuesta _"eh‘fp?l,.[Bl]ﬁ).~ -

det P(s).= P(s1lk” - (A5.17)
de 1a definicidn (0;2;2).(11.9(51 es reducfdé'por ¢§1umn§;, de-la definj
cion (0.2.1) r[P(S)]c=m - o ,

por lo tanto det P(S) = P(S). c#0. -~ (A.b.18)

se asume que Ta expresion (A,Btlﬁ),es-yélida-y ahoré;fbara 4l

| (A.b.19)
| jfftérm{noélde orden menor
S o igual a ST. B

det P(S)= p(s)

.ok v o *
como vy =v; o2 excepcidn de algun j tal que .Vj = 14V,

L3

= . = (Ab.20)

-0 L I

de (A.b.16), (A.b.10) y (A.b.20)

'Det~P(S)~c.{P(S)]CSn+1+ términos de orden menor 0.igual © (A.b.21)
) n . . .
as




-

«

i

~,

que es 1gua1 a subst1tu1r a n por n+l en ]a expreszon (A b 16},

'por 10 tanto 1a afirmacidn es cierta,
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