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RESUMEN 

Este trabajo trata el problema del desacoplamiento dinámico de sis 
temas lineales e invariantes con el tiempo. Se dice que un ststenía es 
desacoplado dinimicamente s1' cada salida del mismo es controlada por una 
y sólo una entrada. El problema se puede resolver mediante retroalime~ 
tación de los estados o de la s'a 1 ida. Tambi'én se estudia un caso más g!. 
neral del desacoplam1'ento, en el cual el conjunto de salidas no es CO!!! 

pletamente medible. A diferencia de otros estudins presentados hasta 
ahora, en esta tesis se determina cómo obtener controladores de orden mi 
nimo para lograr el desacoplamiento. La soluci'ón del problema es impo,!:. 
tante para el caso de sistemas que requieren operación manual parcial o 
bién cuando se requiera que el control aplicado a una salida no afecte 
a las demás. 
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INTRODUCCION 

, 
Uno de los problemas de los sistemas multivari.ables p..,lanteados des 

de fines de los a~o~ treinta es el del desacoplamiento dinámico; el cual 
consiste fundamentalmente en dtsenar un controlador que al conectarse de 

alguna forma conveniente con la planta, produce una matriz de transfere.!:!. 

cia total diagonal y no-s'ingu1ar. De esta manera cada salida del siste 
ma es controlada por una y solo Dna entrada; esto puede representar ven 

. . . . -
tajas considerables de 'simp1icidad'y c..CJlfia,b"lfdad' especialmente si el co!!. 

trol es ejecutado parcialmente por un operador humano como en el caso de 
un avión ~o bién, cuando se re'quiera que las 'salid'as sean controladas in 
dependierite~ente~ como por ejemplo la fuerza y Velocidad con que sujeta 

y transpbrt~ ~n objeto un brazo mecánico. 

Las desventaja~ principales que se tienen cuando se desacopla un 
sistema 'son la~ siguiente~: 

1.- . Es necesario cQnocer la planta perfectamente ya que el desacopl~ 

miento está básado en cancelaciones parciales de ésta. 

2.- El controlador requerido es, generalmente, de orden elevado. 

Uno de los,p~~~eros en la investigación ~el problema del desacopl~ 

miento de sistemas lineales fueB. S. Morgan quien en su artículo "The 
Synthesis of Lineal Multi,variable Systems by Státe Variable FeeJlback", 
Proc. 1964 JAtC~ Stanford CA, pp 468-472 da condi¿ione~ suficientes pa~a 

vii 

el desacoplami'ent6 en el dominio del ·tiempo de un sistema de la form'a ':; 

X(t)=AX(t)+BU(t),; Y(t)=CX(t)"~l·lorgan encontró que la no-singularidad del pro 
ducto de la matrjz C~es una condición suficiente para el desac6plamiento. 
Posteriormente, E. Gilbert publiCó el artículo "The Decoupling of Multiv~ 
ri ab 1 e Sys tems by sta te Feedback", SIA~~ J. Contro 1, Vo l. 7, No. 1, februa 
ry 1969, ene'l cUal formal i za al gunos resultados obten; dos por Morgan y 
da condiciones nec~5arias ~ suficientes para el d~sacoplamiento en fu~ 

• ' .' jo.. 

ción de las matrices A, ,B Y e definidas arriba. Nuevamente el pr6blema 
del desacoplamiento fue estudiado en el dbminio ~el tiempo, esto se de 
bió tal'vez a: la influencia de los trabajos presentadbs por R. Kalman a 
principios de los aHos sesenta en los cuales los sist~mas lineales eran 

" 

" 

'. 



analizados en el domi"nio del tieIlJpo, 

posteriormente, 
sarias y suficientes 

taci6n de la salida. 

Wolovich en 19]5 en ['32' presenta condi,ciones nece 

pa,ra ,el desacopl amtento utilizando 1 a retroa 1 imen 
• .) l\' -

Ha,sta ese momento s'e había con s iderado que todas 
las salidas del sistema eran factibles de ser medidas~ en 1981 l. Pernebo 
en [17] presenta una clase de sistemas más general que los estudiados 

hasta entonces en los cuales se considera que las salidas se puedan agr~' 
paren dos clases lcon una posible intersecci.6n no vacía de elementos) 
la d~ salidas controlables y lade salidasmedibles. Basado en este 'es 
quema, én 1985 Ohm, Howze y Bhattacharyya en [15] resuelven un problema 
que denominan 'problema gener.al del servomecanismo (PG,S) que consiste en 

. determinar una matriz de Transferencia realizable y estable entre la e.!}. 
,trada externa del sistema y las salidas controlables utilizando un con 

.. trolador en el lazo de retroaHmentación entre las salidas medibles y la 
entrada interna del sistema. Con este esquema el desacoplamiento dinám.,i 

co es un caso particular del PGS en el cual la matriz de Transferencia 
realizable debe ser diagonal y no singular. 

En este,trabajo con base a las investigaciones arriba mencionadas, 
se determina co~o obtener una matriz de transferencia del sistema desa 
coplado tal que el conjunto de controladores requeridos sean de orden mi 
nimo, realiza,bley estable para los casos en que se utilize retroalimen 
tación de estados o de salida .. Durante todo er desarrollo de este traba 
jo; el ·anál isis d~ los tres esquemas para el desacoplamiento que se tr~ 
tan: retroalimentación de los estados, retroalimentación,de la salida y 
retroalimentación parcial de 'la salida, se hace en el dominio de l~ fre 
cuencia. Se decidió tomar este enfo'que para la solución del problema po!:,. 
que el desacoplamiento dinimico se expresa en función de la matriz de 
transferencia del sistema la cua,l, está dada también en el dominio de la 
frecuencia. En 'otras palabras, él trabajo se desarrolla completamente 
con el enfoque frecuencial para -evitar el tener que hacer transformaciQ 
nes de una representación ~n va,riabies de estado a una en el dominio de 
la frecuencia para comprobar. la váltde~ de los resultados. Adicionalmen 
te, existen procedimi~ntos completamente definidos para pasar del dominio 
de la frecuenci~ al tiempo y viceversa, por ejemplo mediante el teore~a 

/' 

viii 



" 
:1 
" 

ix 

de la estructura desarrollado por Wolovich en su libro mencionado en 

las referencias bib1iogr~ftcas! Por lo tanto, los resultados que aquí 

se presentan pueden transformarse fác t1mente a una representac i'ón en 
variables de estado. Este procedimiento especifico se considera fuera 

del objetivo de este trabajo. 

La soluci6n al problema de minima1idad y estabilidad, sfmultaneamen 

te, de los controladores requeridos para desacoplar un sistema lineal e 

invariante con.e1 tiempo no había sido presentada hasta ahora en la lit~ 
ratura de control mas conocida, por 
apo'rtaci ón pr inc i pa 1 de esta tes i s . 

do se tiene e 1 ,esquema del prob 1 ema 

lo que se puede decir'que esta es la 

Con respecto al desacoplamiento cua~ 

general del servomecanismo, se prese~ 
, , 

ta un procedimiento para obtener los factores coprimos definidos en la 
identidad de Bezout, la cual se uti,liza para encontrar el controlador r~ 

querido. A diferencia de los esquemas ante~iores, en este caso no es p~ 
sible encóntrar siempre controladores e'stables, -la demostraci6n de este 
hecho está dada en 'la referencia [26 L 

Esta tesis esta basada principalmente en los resultados presentados 
en las referencias [9], [13], [15], [31] y está ~r.gan;zada de la siguie~ 

te forma: 

En el capítu10,O se presenta algunos resultados obtenidos por Fa!.:. 
ney' [9] relacionados con 'el concepto de ba~e mi'nima, además se plantea 

el problema de dise~o mínimo y se deriva un método para determinar una 
, base mínima de un espacio nulo derecho el cual está basado en el trabajo 
reportado por Kung y Kailath en [131. 

En el ca,p~tulo 1 se deftne 10 que se entiende pQ,r un sistema lineal 
desacoplado dinámicamente, se dan condiciones necesarias y suficientes 
para que este sea posible y se muestra un esquema, propuesto por Wgl~ 
vichy Falb [34], para la implementaci6n del controlador en lazo- cerrado. 

El desacoplamiento dinámico' mediante 1á ~etroalimentaci6n de esta 
dos se estudia en el capítulo 2. ,La imp1emerit~~i6n se hace con un observa 
dar cle orden mínimo encontrado mediante una modificaoi6n efectuada al 
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a,lgoritmo para determi.'na,r bases 'mini'ma,s de espa,ci'os nulos derech.os pr~ 
senta,do en e.l ca,pl'~ul.o 0< ,Fi.'na lmente, se propone un método para enco,!!. 

trar un~ matrtz de transferenci.'a desacoplada a' partir de la matriz de 
transferencf'a, de la planta de"tal forma que el,controladorresultante 

sea. propio y estable. 

En el capitulo 3 se estudia' ~l desac6plamiento mediante la retroal! 

mentación de la dalida y se dan condidones sufi'cientes para reaHzarlo. 

Se muestra que si se permite que el controlador que se ~ncuentra en el 

lazo de retroalimentación tenga una matriz racional propia en lugar de 
una matriz constante y, la inversa', dela matriz de transferencia de la 
planta guarda 'una diferencia de grado de numerador menos denominador de 
cuando mucho uno, se puede garantizar que existe una matriz de transferen 
cia propia y estable equivalente~ 

En el capítulo 4 se presenta la solución del problema general del 
servomecanismo, y se desarrolla un procedi:m,~e~to para resolver la identi 

dad LlS}Nm(S}+R(S)Dm(S}=l donde Lls}, NmCS}, R(S} y Dm(S} son razones 
de polinomios pr6pios y estables. Adem~s, se ve como esta !~lacionada 
esta identidad con la determin~ci6n del controlador requerido. ~omo al 

, : 

timo paso se muestra un m~todo para encontrar las matrices desacopladas 
1 

Td(S} admisibles ~ se da un eje~plo: 

:. 

x 
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CAPITULO 0.- Preliminares. 

0.0.- Introducción. El objetivo de este capítulo es presentar al 

gunos con ce ptos neces a ri os pa ra un a mej o r comp re ns ión de 1 ,p rob 1 ema de 

desacoplamiento. Esto permitirá que no halladisgr:esionesen los capít~ 

los posteriores y que los temas puedan ser abordados de una manera mas 

directa. Se comienza por dar algunas definiciones y enunciar algunos 

teoremas relacionados con bases míni~as, de los cuales no se da una de 

mostración ya que éstas se encuentran en la literatura a que se hace r~ 

ferencia. En la sección (D.i) se da el concepto de base mínima, el cual 
, , 

es de gran importancia en los problemas de minimización dentro de la teQ. 

ría de 'sistemas. En la sección 0.2 se define el problema de diseño míni 

mo, el cual , como se ve en el capí:tuío 1, está directamente relacionado 
" ' 

con,~l problema de desacoplam'iento. Pos'teriormente, en la sección 0.3, " 

se muestra como detenninar una base mínima para un espacio nuld derecho .. 

En 0.4 se presenta un algoritmo para encontrar la base mínima definida 

en1a sección 0.3. Finalmente, en 0.5 se muestra como determinar bases 

mínimas estables. 

0.1.- Bases mínimas [91. 

Dada una matriz peS) (inxp), ro ~ p E: F[SJ (el anillo de las 'funcio 

nes polinomiales en S) y un ~spacio:vectoria,.'Ve'm-dimensional de p-tu 

p1'as sobre F[SJ, se pueden definir los siguientes conceptos; 

Definición 0.0.1.- El grado de P(S)'f; 'F[si, O[P{S)J, es el grado 

mayor: de todos los elementos de plS). 

1 

, ' 

Definición 0.1.2.- El,índice V,' de'la columna ,U," del renglón i de P(S). , 

'Vi (Ui): = el grSldo máximo de los el eme 1,1 tos de 1 a i -és ima col umna . 

,(i ,-ésimoreng1 ó~ de p( S) ... ' 

Definición 0~1.3.- El' orden de p(S),(V), es 'la suma de los índicés 

Vi de la matriz P{S). 

'," 
,'; 

.~ 
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P 
V: = ¿ V" 1 

i=1 
(0.1.1) 

Definición 0.1.4.- Una base mínima P(S) de Ve es aquella que 

tiene el menor orde~ entre todas las bases polinominales de' Ve. 

Definición 0.1.5.- El espacio dual VT de V es el conjunto de 

todas las columnas P-tupLIS' K(S,) tal que P(S) K(S) = O. 

Si V 

de VT 

tiene dimensión m, VT tendr&dim~nsión p-m. Una base', 

K(S) co.ns i s te de 

dientes ~n el nucleo de 

(p-m) ,vectores columnas linealmente' indepe.!!" 

p(S) . 

P(S) K(S) = O (0.1. 2) 

2 

Definición 0.1.6.- La matriz de coeficientes de orden mayor fP(S)J r , 

es la~matríz formada por los coeficientes de los términos de mayor grado 

en cada renglón de p(S).'. 

,Nota 1.- Similarmente, 'fpCs)Jc 'es la niatriz que consiste de los, 

términos de mayor ,grado en cada col umnas' de 'p(S) , ejemplo: 

~
SI¡ S3+

J
"" 

peS) = " : '2 ' , fp(S)]r = 
S -4S. -1 ': ' 

Definición 0.1.7.- Si [P(S)Jr es de rango completo se ,dice que 
, . 

P(S) es reducida por renglones. 

0.2 El problema de diseño mínimo (P'DM)." :¡'" 

Una de las aplicaciones inmediatas de las Bases mínimas, es en la'so 

lución del PDM, el cual puede ser deJinido de la siguiente forma:, 

Dadas T (S) (pxm), Td(S) Cpxq) e: F(S),' (campo de 1 as funci ones. raci o 
-. . . 

nales en S) con rango de fT(S) L,rfTCS) J" = p<m, encontrar Tc(S) (mxq) e: 
, " 

F(S), tal ,que Tc(S) sea propia con orden mínimo y 

T(S) Tc(S) = Td(S) (0.2.1) 

Adem&s si existe Tc(S); ésta se debe poder expresar como 



Te ( ~; ) N( S) U ( :)) .:, 

donde N(Sl, oCs) E F[S] 

substituyendo Tc(S) en (0'.2.1) 
T(S) N(S) D(S)-l = Td(S) 

de donde 

[Td(S) -TtS)] [DCS)l:NCS)l P = O 

.:5 

(0.2.2) 

(0.2.3) 

CO. 2.4) 

La exis,tencia de Tc{S) se puede determinar con base al siguiente 

teorema demostrado en [9]. 

Teorema 0.2.1.- Sean T(S) Lpxm)', Td(S) Cp.xq) E FlS), sea TAeS): = 
[Td{S): - T{S)] y dTA{S)] = 'p. 'Sea KCSJ una base mínima para e" esp~ 

cio de (mtq) - tuplas ortogonales a TA(S) y por lo tanto de dimensión 

(m+q-p) y sea K(S)I,= [oeS)1 :N{S)I], donde D{S) es qxCm+q-p) y 
N(S) es mx{m+q-p). Entonces existe una matriz causal TcCS) (mxq) solu 

ci'ón de T{S) Tc(S) = Td(S)' si y 'solo si, dD(S)]r = q. 

* 
Para una demostración ver el teorema 6 de [9], ~ste es y§lido aun en 

el caso mas general en el cual el rango de TA(S) es r, evidentemente r 

puede ser menor o iguala, p'.' Si, este fuera el caso para el PDM, habría 

(p-r) renglones linealmente dep~ndientes de TAeS). Premultiplicando 

TACS) por una matriz unlmodularUeS), se tendría 

U(S) TAeS) = [TAR(?)· : 0']1 (0.2.5) 

donde TAR{S)tendría rango r., De esta forma el problema puede ser redúc,i 

do a uno de r~ngo completo r. 

El teorema 0.2.1 da condiciones necesarias y suficientes para la 
. .$ 

existencia de Tc(S), sin embargo, no garantiza que 'esta Tc($), solu 

ción de la ecuación (0.2.1), sea de orden mínimo,.la:ninimalidad del orden 

de Tc(S) est5 dada por el siguiente teorema. 

Teorema 0.2.2.- Sean, T(S), Td(S), 'TAeS), KCS), DlS) y N(S). defini 

das de la misma forma que en:~l teorema anrierior y se asume que, r[D(S) ]r=q 

Si se ordenan las columnas de KCS) por grado, es decir, VI S V2 5 · .. , 



, ·1 

'. 

,,' 

;-

~ Vm+q ' y sean VI' V2" ... ,.Vq , los índices de las PRIMERAS q, columnas 

linealmente independientes de [D{S)]r" entonces: 
.. ~ 

1~- 'Existe una 'solución causal Tc(S) a la ecuaci6n T{S) Tc(S) = 
~Td{S).. . 

2.- Esta ~01uci6n tiene el orden m~nimo. 
, 

" : 3.- Todas las soluciones de orden mín"imo tienen el MISMO conjunto 

de indices.' {Vi}~ 

, Para su demostraci6n ver el ,teorema} de [9]. 
, , 

'". ". 

tts;~triée's que tienen [·{S)Jr' y/o [·(S)]c de rango completo re 

,ciben 'un nombre especial, ~omo se define a continuación. 

, Definición 0.2.1.-' Una ma~riz ' peS,) (mxp) E: FrsJ 
reducida por columnas (propia por columnas) si 

r[PCS)]c ='min (,m,p). 
' ... 

. 
s e dice que' es ' 

/ 

Nota L·.,: 'Simil armerite 'se di ce que plS) (mxp)' E: f [S] es reducida· 

por renglones (propia por ,renglones) ~i r[P(S)]r = min {m,p) .. 

La sigúiente'definición s~ refiere a una forma particular que' ti~ 

nen algunas matricesp,olin01Íi'a"~:s y se' conoce como forma de Popov o' for 

ma polinomia.l·', - escalón.: 

.Esta~ fomna es muy útil, como·.se verá.'e'n las, siguientes se'cciones:, '.' 
. . 

para encontrar bases mínimas. 
,)y 

Definició~ 0.2.2.­

en fo rma ·po.li nomi'a, 

Una matriz peS) Cmxp) E: F[S] se dice que está 
~. " 

nes: 

(i ) 

escalón si se satisfacen las siguiente~ condicio ' 

peS) ': t Pi j] es ' red~c i da por columnas con s lis í ndi ces 'Vi en 

ordenascendente~ es decir VI ~ V2, ... , ~ Vp ' 

" 
", 

'ff 



-'.: '. 

" o'. 

tii) 

Si se 
ca lón. 

Si se 

tn la columna j, existe un indice 
ta 1 que:· 

(a) P 'j(S) es mónico 'con grado Vj q. J . 

q ., 
J 

( b) P ,( S) es el úl ti mo el emento. de 
q'J 

llamado índice pivote, 

peS) en la j-és ima co 
lullina que tiene grado V j' es 'deci r, grado P i~ < Vd. 
11 i > qj .. 

(c)Los indices pivotes est~n en orden ascendente, es decir, 

si: V~ = V~ e i < j entonces q~ < qj. 

'(d) Los ·qi son distintos. 
,'o • . " .. 

cumplen (i) e (ii) se dice que 1'a matri z es tá en forma casi.-es 

>-.#' 

reemplaza (d) por 

se dice que la matriz esta en forma canóni~a o polinomi.al - escalón. 

Ej empl o O. 2 .1. 

~1 -2S+4 S 2'-2S+ 1 

peS) = -4 S-J :> S2-4 

L5 1 S< 

.:::- . 

p{S) no es ni canónica ni casi-esca16n definido ya que (ii) (c,d) 
no se.cumplen. 

-1 S2 0] 
Q(S) = S+2 S:-1 c~+ll " .-

·4 1- S3'_~ 

5 
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Q(S) está en, forma canónica, satisface (i) e (-ii) con (di). 

0.3.- Determinación de una base mínima para un espacio 

cho. [13] , [16 ]. 

De' la ecuación (0.2.3) Y con base en el teorema 0.2.1., 

TAeS) 1itS) = O 

Sea , TA*CS) = TAlS) d(S} 

TA*{S)~ ITo+~IT1+"" +Sa lTa , 

donde a = grado d~ T~*(S) 
d = mínimo ,común denominador de TAeS) y , 

b 
KC S) = 1 Ko+S IKJ +, . ~ " + S: 1 Kb 

donde b = grado de K(S) (a determinarse). 

nulo dére 

se ti.ene 

(0.3.1) 

(0.3.2) , 

(0.3.3) 

(0.3,4) 

(b debe ,ser tan pequeño como sea, posible para que K(S) , sea una base mí 

ni ma) . 

6 

T~ Y K~ son las ~atrices d~ coeficientes de las potencias sj res I 

pectivamen te . 

,Se observa que TA*(S} ,E FfS1 

Combinando las"~cuaciones,,(0.3.í} ;=1,2,3,4, se' tienE! 

'~, 

TA*(S)K(S) =TA*(S)IKo+TA*CS)SIK1+ ... +TA*CS)SbI~ ': J, (0.3.5) 

TA*CS)K(S)=[TA*(S) ,SITA*CS), ... ,SbITA*(S)) rK~,Kl'" .Kb] j(0.3.6) 

[lA ~(S ) '. SI T A * ( S ) , ... , S bITA * (S ) ] = [ 1 , SI, . : . , Sb T Td ' T i~ ... t ~J 
[ C'I S,21 'sb+1I] [TI' TI " TI ~ ~ ,:: ..), , ... " ,', o' 1"'" 'J '~, ". a ",', -. .'.'. 
[Sb l ,Sb+1I. •... ,Sb+aI] [Td, Ti, .. '. :T~J i. (0.3. n 

de aquí que 



. ' 

t' 

[TA*lS) ,SITA*lS}, ... ,SbITA*CS) J = 

2' b. b+l ,. b+ a r:; 
[1,51,5 I,~." ,3 I"S . I, ... ,$ ".", 1 JITo o 

T o 

01 (0.3.8) 

T1 

I
T2 

T a 
O 

O 

T 

O 

, .. 

O 

a 

o 
T, 

T1,. 
:: 

Por lo tanto 

~ TA*(S)KCS)=[I,SI,S2I).~. ,Sb}"S~+lI". ',: ,sb+aI]T[KO' ~'K1'" .,1\1 ÚO.3.9) 
. . . ; 

donde T e's la matriz toeplitz definida' en ,la ecuación (0.3.8), Y la 

cual se conoce como matri z resultante,genera 1 izada. 

Una condición suficiente para que TA*(S)K(S) sea .igual a cero es 

",que T[Ko' ,K1
1 

, ... ,Kb' J también lo sea .. 

. .-" 
Si sé le imponen las condiciones Ci)' (5ir de la defini.cion 0.2.2 (con 

el fin de obtener una base mínima) a K(S}~, se tiene que KCS)' debe 

,reunir las siguientes características: 

ti) cada columna que contiene'un índice pivote debe ser una ,comb'ina 
. . 

c;ón lineal de algunas de las ,columnas que 'están a la'izquierda 

de ésta. "Estas 'coiumnas son 'llamadas COLUMNAS PRIMARIAS DEPEN 

DIENTES, para distinQuirl~s de las columnas secundarias depe~ 

dientes. 

7 
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( ii) 

Estas columnas secundari~s dependientes se deben a la estructu, 

ra de T; si se encuentra un índice 'pivote en lá columna), 

,K=q j mod 1, K>qj 

donde 1 -es el numero de columnas de K(S)', K es una columna 
, ' 

secundaria dependiente dado que, por ejemplo, si las columnas 

qd, qe, qj son un conjunto de vectore~ linealmente dependie.!!. 

tes, qd rood l,qemod 1 y qj rood 1 tamóién lo serano Se de 

, ben cancelar todas las columnas secundarias dependiente's; de 

lo contrario la condición (ii) (d) de la definición 0.2.2 no 

se cumpJ ira. 

Los índices pivote estan, todos, en col umnas: pnmarias dependie.!!. 

tes. Lo opue.-s.to mostraría que al menos uno'de los índicesP2-

. vote que se tienenO.,lo sería en realidad, dado 'que habría una 

combinación menor de vectores .columna linealmente independie.!!. 

. tes y esto sera una contradicción de l~ definición de índice 

'pivote dada en (ji) de la defi.niciónO.2:2. 

0.4.-, Algoritmo para encontrar una basemíriima de un espacio nulo 

derecho. 

1.- Dados TeS), Td(S) , se define TAeS} E: FeS). 

2.-, Se encuentra el denominador común mínimo d(S1 de TA(S). 

"3.-: Se multiplica cada elemento de TAeS) por deS) y efectúan todáS 

las cancelaciones posibles. 

8 

4;~ .. Se"",:fórma T con el s':i'gúiente cr"~te'rc~o: suponiendo que,'TA es "r ,,', 

una matríz de pxq con ~rado N. El espacio nulo de TA es de 

dimensión (q-p), P9r lo que deóen extsÚr (q-p) columnas prim! 

rias depen,dientesen T.. Se recomienda que la dimensión de T, 
, . 

p_ara determinar estas Cq-p) columnas pri ma ri as dependí entes, se 
~ 

fije, con'base en el siguiente algoritmo, al final de esta sec 

ción se explict el hecho en que es"tá fundamentado . 

1'.- Se fija L=O. 

2'.- Si (N+L) p ~ qL fi~ 



'. ,'-!.' 

:!.'L .: 

'. ~". " 

., 

3 1
.- L=L+l 

'4 1
._ Se regresa a 2 1

.,', 

Una· vez qu~ se ha detenninado L, se puede fijar T, inicialmente, ca 

mo una matri z de (N+1+L) p x (L+1)q, es decir T tendrá (N+1+L) "b10 

ques renglones" 'por (L+l) "bloques col umna". 

5.- Se fija 1=1. 

6.- Se 10ca1,iza 1~ 1 columna primaria dependiente y se expresa corno 

una combinación lineal de 1a's anteri,ores. 

(0.4.1) 

,donde' ~j =' es la jésima columna de T con t q1 la columna donde " 

está el índice pivote qI. 

7.- Se nonna1iza la ecuación lO.4.1), es decir, se hace 

(ver definición, 0.2.2 U;) Ca)). 

8.- Si l=q-p fín 

K =1 q1 

9.- Se c~nte1an to~as las columhas C=q1 mod q, con esto se cumple 

la condición (i;) (dI) de las definición 0.2.2. 

10.- 1=1+1, se'regrésa al punto 6. 

Si el algoritmo ,termina sin encontrar el total de la (q-pl colum 

nas dependi entes primari as, se ti ene que' incrementar T por,lel 'nú 

mero necesario de "bloques col.umna" para determinarlas. 

El criterio para definir la dim~nsión de la T está basado en la'si, 
,~, 

guiente observación: 

La dimensión 'mínima que puede tener Tes: de (Hr1) p.xq, para garan 

ti zar que se tengan Cq-p) vectores 1 inea1mente dependientes en T se déb~ 

rá cumplir la des'fgualdad q-p~q - ,(N+l)p, lo cual es un absurdo ya que' 

N es el grado de TA{S) y por 10 tanto un número natur:al. Por lo tanto 

se debe aumentar ~1 número de cólumnas en múltiplos de'q, pero al hacer 

esto, al mismo tiempo se incrementan los renglones en múltiplos de p. 

9 
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Si se denomina L el factor que se aumenta a q, se tiene que q-p$qL-(N+1+L)P 

'" para algún LEN. En el algoritmo dado en 4 se encuentra el L 'mínimo 
, ' 

'que cumple esta desigual~ad, sin embargo, podría darse el caso que el di 
mensfonado ~e Tn6, fuera el adecuado como se observa en el siguiente ejemplo 

en el cual se requiere un dimensionado menor. 

Ejemplo 0.4,~1.- Considere' [,28] 

se desea encontrar una inversa propia izquie'rda del menor orden posible, 

es gecir una Tc(S) mínima tal que' Tc(~)TCS)=I. Esto es equivalente a 

encontrar una inversa d~recha propia de reS)' Tcls}' =,1 Y des,pués, trans 
, . :--

poner ,los' resultados~ 

1. TA(S) = [1: -T (S)'j 

2. d(S) = (S+l) (.5+2) 

o 
* 3. TA{S) = 

o 

4. p=2, q~5, N~2 

=> L = 2 =;> T es de (5px3q) - ClOx15) 

Po 
O -'1 -3 -3 O O l 
2 -2 ,0- O 

3 'O -1 -1 O 2 O -1 -3 -3 
O O 3,-1 -2 O O 2 -2 ' O O 

T= 1 O Ú O, -1 3 ,o -1 -1 O ' 2 O -1 -3 -3 ' 
O 1 0-1 O 0_ 3 -1 -.2 O O. '2 -2ti O O 

O 1 O b 'o -J 3 O -1 '-1 O 
'o 1 . O -1 O O 3, ..:} ,-2 01 

O 1 O O O-~ 
O 1 O -1 ' O 

';1 

o J 

(0.4.3) 

(0.4.4) 

(0.4.5) 

(0.4:6) 
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s. ,1=1 

... 6. K11 =6, K21=9, K31=9" K41=2 ,.KS1 =-1, Ka1 =7 

.7. K' s normal izados 
l" • • ..... 

. 6 9 9 2 1 
" K11 = T' K21 = T' K31 = l' K41 =T' KS1 = - l' KS1 =1. 

.S. Se cancelan las columnas C= S mod S 

. ~= ff, ·13 

10. 1=2 

. ~·6:. K12;"S, K22=-2, K32=-:2:, K4¿=S, KS2=1, K72 =7, K92=7 .. 
, ~. 

..' _ '"8 _ 2 . _. 2 ._ $ ;.:. 1 
. .? ~ K12- T' K22-- l' k32-- T' k42- 7' KS2 = T' K72=l, K92 =1 

. ·9. C=·~ mod S; C=9,14 

10 .. 1=3 

6. K13=l; K23=2~ K33=2, K43=2, KS3=-2,.K63=-1, K103=-1 

7. K13;=~l, K23=-2, K33=-1 ~ K43=-2, KS3=2,. K63=1, K103=1 

. ·S: .I=3=~~p=S-2,· fin 

r .. . 

como se óbserva solo 'se requirió la información de las primeras diez ca 

..... :,. .lumnas, f~rmando K se tiene: 

. '.' '. :¡ 

.j .. 

K= 

I 

6 S· ~ 
~ r -1

1 
1 -' 7 -2 
9 2 7.íJ - -=¡ . - 2 = 

2 5 
T '7 -2 

_. 1 1 
- 1 7 

O O, 
O 1 

'.1 O 
O 1 

2 

1 
O 
O 
O 

L O O ~ 

(0.4.7) 

" . 
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Por 10 tanto 

~ 6 

8 S-ll 7 7 
. 9 . 2 

-2 ~is)J . _ "7 S- T 
K( S) = = ('0.4.8) 

S+ 9 2 -2 
. N(S) 

"7 - 7 
2 5 -2 ··t r S+ 7. 

1 S+2 .. 

. -:.T . - l J 

Esta base es diferente de la encontrada pa~a ~l mismo ~jemplo én ~]. 

1 

1 
"2 

1 
S - l. 

. 1 - -z. 

S + 1 
l 

1 
- "2 

}l 
3 
l 

S + 3 
l 

1 
.l 

1 I 
2J· 

(0.4.9) 

Sin embargo las dos tienen el mismo orden y los mismos índices, como era 

de: esperarse de acuerdo con el teorema 0.2.1 inciso 3, el, cual establece 

que.tódas las bases mínimas ·ti~nen el nrismo ~rde~ y l6s mism6s índices. 

Para obtener Tc(S) se apl.ican los teoremas 0:,2·.1 y 0.2.2 a la. K(S) 

obtenida en (0.4:8). 

o 
.~. O 1 . O 

·G~;~r [K(S)] = 
. r 

1 O O 

(0.4.10) 

.~ 
1 O 

O J 
r~lS)] t = 2, esto implica que existe solu¿ión (yer teorema 0.2.1) 

la cual esta dada por: 

., 

12 
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2 2 -1 - 7 -
8 11 7 s -

'5' , .~ 

Tc (S) 1= S + 7' -2 lO.4.11} 
2 

S-'1 2 
1 

S +~ ~ 7 

. ;.' 
efe'ctuando 1 as operadones y. trasponiendo el resul tado se obtiene 1 a TclS) 

buscada. 

'". 

',_.'t 
'" ; 

) 

, .. 

o •• 
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,CAPITULO 1.- Condiciones para~el desacoplamiento din~mico . 

1.U.- Los objetivos de este'capitulo son definir'lo que se entien 

de pdr un s~stema lineal desacoplado. din~micamente jdar las condiciones 

nece~arias y ·suficientes par~ su 

gunos esquemas de implementación 

y 1 azo. cer>rado. 

existencia, asi mismo, se presentan al 

del sistema desacoplado en lazo abierto 
¡' • 

~~l.- 'Definición y condicione.s;pa·ra desacoplamiento. 

Cómo primer paso se proced~ a defini.r lo que se entiende por un sis 

tema desacoplado. 

Definición 1.1.1.- Un sis·tema linea1 es des'acoplado'din~micamente 

si su mat~iz de trasferencia ~s dtagon~l y no iingular~ . 

14 

De esta 'definición se 'observa que, para sistemas desacoplados, la ma: 

tri z ~e trans ferenci a actúa cpmo un operador' biyect ivo s.obre entradas y 

salidas~ es decir que a cad~ entrada correspo~de una y solo una salida. 

la primer pregunta que surge al tratar de ~esolver el pro~lema del 

,desacoplamiento es si esto es o no posib.lé: ' La respuesta est~ dada por. 

el siguiente teorema. I 

>' , 

Teorema 1.1.1.- Un sistema line~f)c~n matriz de transferencia T(S) 

Cpxm) E: F(S) (campo de las funciones racionales en S sobre F) puede ser 

des'acop 1 ado s i y so'l o -'S L T(S) eS.irr:vert i b 1 e po rl a derecha. _:_.;~, 
.. ; . 

Demos traci ón . 

(necesidad) 

Si el sistema puede ser desacopladp" existe TdlS) cKagonal y no 

singular tal que 

TLS) Tc(S) = Td(S} (~.l.l) 
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con. Tc(SL Td('S) E F(Sj, no necesariamente propiQs, lllultipli.cando 

(1.1.1).po;r·, Td(S) se. tiene 
~. ", I -.. ~ 

.' ; ." • r 

(1.1.2) 

esto impli.ca que T(S). e~ ~n,Vertl.ble·por la derecha con T¿JS) TdCS)-l 

·su···inve.rsa: derecha. ' 
.. 

(sufi éi e'nci a) 

'/-

Si exi ste 1 a inve:sá derec~::·.:·:T RlS} E: FeS} de TeS}, se tiene 

. : ~:~i; , 

n.sr!RCS) =< Ip 
'", -'." "" 

descomponiendoTR(St ',como :.T~(;51 TdCS1-1 con Td(S). di.agonal ,de tan 

go p se obtiene la ecuación ll.l.lj. 

* 
Por otra parte se puede deroostrar (ver apéndice) que. TeS) Cpxm) 

tiene inversa derecha· sí y sólo s'; el rango d~ T(S) es 'p,' esta obser' 

vación junto con el teorema 1.1.f·da lugar al sigui.ente coroiario . 

. ' . 

Corolario 1.1.1.- Un s:is'tema .li.neal cón matri.z. de transferencia 

. T (S). (p ~m ) e: F { S ) 

es p. 

, . 
puede ser desa'coplada sfy sólo si el rango de ,T(S)':, 

1.2 .. - Desacoplamiento en ·l.aZo· abierto Y.' lazo' cerrado. 

,. 

L.: 
" , 

~ .. Fig',"l.:¿.l .. piagrama de bloques, desacoplado en'la~o' abiérto.~:~ 

15 
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donde 

v(S) = TCS)U(~} = TCS)TclS)VeS) = Td(S)V(S} , (1-.2.1) 

Para aprovecha~'las ventajas que tienen los sistemas ietrbalimentados 

sobre los de lazo abierto,:a cOl')tinuación se presenta la descomposición 

de T(S) y Tc(S) E F(S) para conseguir la implementaci6n de la ecuaci6n 

:,(L1.1) como un 'sistema retroalimentado: Es.ie esque'ma fue propuesto por 
wolovich y' Fal'b'[34]. " ",' 

~, Primero se factoriza T(S)" como el producto de dos·matrices.RlS) 

'y :peS) E F[sJ ,: tanillo de funciones pol inomiales sob.re ,F) coprimas' por 

fa derecha, tales que 

().2.2) 

tLa relatividad prima por la derecha de R(S) y P(:S)~ como se ve 

en'él siguient~ capitulo, es una condi~i6n necesaria para la implem~ht! 
~ di6n' de observadores' de estado en el dominio de, la frecuenciaJ. ' . 

Introduciendo un vector leS), conoCido éomúnmente como estado pa..c 

"cial o pseudoestado, tal qUe 

P (5) l (S) = U (~ ) (I.2.3) 
. ) 

se tiene, substituyendo las'ecuaciones (1.'2·.2) y l1.2.31 en C1.2.1), que 

V.CS)- = ReS) leS} " (1.2.41 

- '>~, ~ '-- -~-- .... --~ . .,- ---~,-•• _ • 

• 0 1 .. ,\ 

la 'siguiente figura.muestra, el dia~ra~a de bloque~ del sistem~ ~~~Ultante. 
I 

" , 

, 

Fig. '1.2,.2 ' Diagrama de.bloques"de la, ecuación\i:'2.3J.'.,':: 
:"" "1 

'. ", " 
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asumiendo MlS), Q(S), ~CS)E F[S] con G(S) 
- . 

no singular tales que. 

, -1 
IceS) = Pl,S) Pc(S-) (1.2.5) 

Pc( S) = G(S J P(S) - M(S) C1.2.b) 

y combinando las ecuaciones (J.2. i) i=1, ... ,6 se tiene 

,L(S)vCsl :::, Pc(sl ZlS) ll.2.8) 

L{S)VlS} = fGCS) "PlS) - M(S} J ZlS) t1.2.9) 

') 

de donde 

, (1.2.10) 

en ,'la sigu'i'en~e ,figura se muestra",la impleme'ntación en :,láÍo, cerrado de' la 

ecuación (Ll.1)' con la descomposición de matrices indi:cáda en ~lás ecua, 

ciones(1.2.i)' i=1, ... ,10. . ' 
re, --=-~' --;:-....:. - - (.- - - - ~dT sT - - -; -
I . ¡---- -- - -'r"(sl: ' 

V(S)I + -l u(s) I -1 Z(S), I IY(S) 
L( S) I---+( }---+I G (S) : p ( S ) R (S) I-+¡-i--'-'+ 

, I '- I 
L ____ ;--- I 

f" I 

I 

I 
I 

+ 

-i' .' I 
I _ÍJ 

, . .. . .. ~ 
------------- -

, I 
I 
1, 
L 

L---.:,...-------i M (S ) 

',: t'· 

'- ,. '.' ~": 

, Fig. :1~2.3 Diagrama de óloques. del'sistema cÍesácoplado ',: 
en 1 azo cerrado. '_o ~., ., 

" 

I 
1 

l 

1 
I 
! , 

Se hace notar de la 1'ig. 1.2.3 que la retroalimentacióiÍ no puede'tQ. 
. ' 

ma-r:se a partir de z(sl porque este punto no existe físicamente en la pla!! 

, \ 



~ . .':'; .. ' ~" ' 

" 

• '" 

. ,ta por lo que es necesario modificar esta estructura. En los capítulos 
posteriores se ve. como solucionar este problema. 

( . 
'; , 

. :', 

, , 

• '&'" 
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CAPITULO 2.- Desacoplamiento 'dinamico mediante retroalimentación de 

estados. 

Z.O.- Introducoión. En este capítulo se tra,ta el problema del de 

"sacoplamiento con retroalime,ntación de estados. En la sección 2.1 se 

desarrolla la implementación de esta retroaliemtnación mediante' unob 

servador y se presentan dos teoremas relacionados con este problema. 

El algoritmo para la obtendón de las matrices definidas en 2,1. se di~ 

cute.en la sección 2.2. En 2.3, se muestra como obtener un observador 

de orden mínimo. El problema de como proponer una matriz de transfere!!. 

cia desacoplada' Td(S)' propi,~ y estable Utilizando un'controlador re~ 
lizable Tc(S) se resuelve ,en 2.4 y, finalmente, se dan algunos ,ejem 

plos de desaco"plami ento y de obtención de oóservadores' ,de orden mínimo 

en la sección 2.5. 

2.1- Implementación dela retroalimentaci,ón de estados mediante un 

observador. Esta sección 2.1 y la siguiente 2.2 si'guen muy de cérca a 

las secciones 7.3 y 7.4 de [31]; se jncluyen aqui para seguir de forma 

contÍ'nua y clara la' soluci,ón del proD.'lema. Antes de proceder a definir 

e 1 algoritmo pa ra determi nar los parametros del observ,ador se anunci an 

dos teoremas relacionados con éste . 

Teorema 2.1.,1.- Sea T(SJ:c FCS), ReS) y peS) c F[SJ'tales que 

T(S) ::: R(S) p(S(l c~n R(S) y 'P(S)coprimas parla derech,a y peS} 

reducida por columnas. Para cualquier M(S) c n,SJ tal que' 
O[M.(S)J < O[p,(S)J i=l, ... ,m, existe {H(sL KCS), QCS)J c F[sl 

) 1 c , c 
que satisface: ' , 

Ci) I glS} I es un po Hnom;o de H.urwi.tz 

'(in KtS) p(S) '+ HeS) R(S) ::; QLS} MeSJ. :~, (2.1.1) 

(in) Q(S)-l K(S) y Ql.S}-l HeS) son matri.ces propia's. 

¡llera la demostración ver el teorema 7.2.z3 de ,~31~. 

* 
Teorema 2,.l.Z. Sea ~(S), peS) c' FfSJ de dimensi.ones· (mxm). Si 

r [p(S)] ,::: m, existen G(S) y M(S) tales que 

19 
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'le 

• '. 

PlS) = G(S) Plsl + M(S) CZ.1.2) 

con 

Para la demostració~ ver el teorema 7.4.3 de r 31]. 

* 
Un algoritmo eficiente para detenninar 1 as matri ces G(S) y,M(S) , de 

finidas en el teorema 2.1.2 es,tá dado en las refe.renci as f29 J y f36 -] . , . ,. -.. 

Como el seudoestado Z(S). no es accesible físicamente, es, necesario 
. ' 

para poder implementar el e~quema mostrado en la fig. '1~203, expresar el 

producto M(S}Z(S) en función ,de la entrada U(S)y,1a salida VeS) ,del 

sistem~ asi como de las,matrices definidas en la ecuación (2.1.1). Para' 

lo-grar esto se premultiplica,la ecuación c2.1.])··por. Q(S)-l y se posmul 

tiplica esta misma por Z(S), .. obteniéndose que:",~:' 
o', 

(2.1.4) 

Substituyendo las ecuacion~s Cl.2.31 y (1.2.4) en (2.1:4) 

Q(Sr-1KCS)U(S) + QCS)-lHCS)yeSl = M(S)Z(S) , (2.1.5) 

, " 

con esta Gltima expresi6n ~e puede"modificar la ~mplem~ntaci6n en lazo ce 

rrado,de la figura J.2.3,' obteniéndose el esquema mo~trado en la figura 

2.1.1. 
I 

ve s 
I 
I 
I 
I 
I 
I ,: 
I 
I 
I 
L __ _ 

F.ig. 2.1.1. 

~ 

- Td(S) ---- --

-1 
G( s ) ¡-;:u"-'--f-..L.J.toI 

+ 

" 

Sistema en lazo cerrado con obs~rvador 

• 

t ;.: I 

I 
I 
I 

__---1 
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Como primer paso para implementar el esquema de la figura 2.1.1, es 

necesa'r:io determinar las matrices, GLS),'LLS) y MeS) para lo cual se 
.<¡; 

propone- a cont in uaci ón un al gorftmo. ' 

• I : 

2.2.,- Algorjtmo para la obte'lción de las matrices G(S), LeS) y MeS). 

Dadas ~TCS), TceS) E FeSL ReS}, pes) E F[S] coprimas por la derecha, 

tal es que 

y 

T(S)Tc(S'} = Td(S) (2.2.2) 

para encontrar, MeS) E F[S]" dedi,nida en las secciones 1.1 y,'2.1, se, efec 

tOan las siguientes operaciones. 

l.'Se multiplica. TceS) , por P(}1-1 , yel resultado se factoriza como 

el pro~ücto de dos matri.c'es P(s), LeS) E F' S rel ati.Yamente pri. 

mas'pdr la izquierda tales que: 

Lare!at.ividad prima por la izquierda es'con el nn' de disminuir el' 0r. 
den del compensador en el lazo ?irecto y dejar el mayor orden PQsible en el 

lazo de retroalimentación e.l cual a su vez puede s'erminimizado como 'se ex 

plica en la siguiénte sección [2.'3). 

2. Si PlS)PCSf: es propia, se hace Pc(S)=p(S) y [CS)=L(S), si no 

es as(, se posmultíplíca peS) por la inversa de cualquier matriz 

diagonéll no singular y estable GL(S) del 'menor grádo posible tal', 

que: P(S)ptS)-l GLCS)':'l s,ea propia., Definiendo 

Pc(S') = G
L 

(S )p(s) 

LeS) = GL (S)[(S) 

(l. 2. ~ ) 

(2.2.5) 

" 

" 
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,,' , 
de las ecuaciones (2.2.1) ,i=3,4,5 se tiene 

(2.2.6) 

~e ob,serva que esta ecuacióri no es otra cosa que la (1.2'.5), la cual sir 

vió'de base para la implementación gel esquema utilizado. 
~ 

,3. Se descompón~ Pc(S) , como 

" 

Pc(S},~ G(S),P(S) - M(S) (2.2.,7) 

~to e: p,os i bl e, de' aéuerdo al' teorema 2.~. 2 ya que peS) no es 

singular y es igual a la facto'rizaCión dada en la 'ecuación (1.2.6). 

Una vez ,que s,e han determinado las' matricesG(S), LeS) y M(S), el' 
., , 

siguiente problema' a resolver es- el de la determinación de las matrices 

qu!=: defi'nen a'l observador '{KC~L HeS'L· O (S')} las cuales deben satisf~ 
'cer el enunciado del teorema '2.1:1.' Dado que interesa resolver el proble 

ma de mi nimi zación,' s'e debe', buscar ,comodetermi nar al oBservador de,orden 

mlnimo; éste es' el' objeti:vo de, la s:iguiente sección. 

,- . ' 
, " 

2.3.- Observadores de orden mí,nimo.' 

. Con base) en 1 a col'] dí ctón (i i ). la ecúaci ón del observador puede ser 

rees>l:rÍ. ta como = 

[K(S)H(S)O(S)Hp(S.)i RCS}"_,.M(S)IJI =,0 (2.3.1 ) 

la cuál'se asemeja mucho' a la CO,.3.1L úni,camente'quela matriz de datos 

conocidos., enestei:::as'o; s:e'en~uentr~ a la derecha mientras que en (0.3.1) 

esta'a la izq~ierd~, esto se ~olucion~ transponiendo ,(2.j.l). 
' " J,., " 

, " 
[peS'}' R(sl' --'MeS}" ][K(S} HeS') OCS'}JI, = O' " (2.3.2) 

Estaecuac;ón se puede resolver de la misma forma que se encuentra la 
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base mínima de un espacio nulo derecho y cuyo algoritmo se encuentra en el 

capítulo O sección 4(0.4) con la simplificaéi"ón de los incisos 2 y 3 ya que', 

como TA(S} (definida en la ecu~ción (0.3.1) es polinominal, en este caso~ 

el denomi nador común es 1 a unidad. ,j 

, , 

Con el fin de cumpli.r todas las. condici"ones mel teo'rema 2.1~1 para ase 

,gurar. la existencia delofls:ervador es' necesario, modificar adicionalmente el 

algoritmo (0.4) de 1 a sigui ente manera: 

'1 
", 

1.- Se determina cuantas' columnas de.MCS) 1, son c:;ero, s:ea C~=: número 
de col umnas 'cero, de ' MeS) l., 

Con esto se logra modificar ARBJTRAR lAMENTE los par~métros q'ue se 

encuentran en e,l renglón deQ(S)' qúe es multiplicado p'or, la co 

lumna de ceros que tiene MeS)' (si hay alguna) .. ' Por "ejeIfJplo, si 

la columna {m+p+i} i,:€: [l;.:~.,rri] de Jp(S)' ReS)', -M(S)') es ce 
I ' 

ro, el ,renglón (m+p+i) 'de [K(S) H(S) Q{S) J pue~e ser cualquier 

polinomio sin que se afecte la ecuación (2.3.2), 

2.- Se asume queP(S), ReS) y MCS~ -son de dimensiones ,'(mxm) , (pxm) y 

(fIlxm) .. res pect ivamente ,'se bus'can, (m-c) col umnaspri mari as ,depe!! 

di entes comenzando a cons i derar ,,5 IEMPRE' como candi data a col umna 

p~imari a dependi ente' úni.camente a aqúe 11 as que pertenezcan a 'M(S) 1:, 

Especificamente se comi~riza a buscarla primer columna dependiente, , 

a partir, de la columna (m+p+l) de la matri,z T def"inida en las ecua 

ciones' (.o.3.B) Y (0.3.9) hasta la (m+p+m) inclusive, sí no se e!! 

cuentran ahí las Cm-c) columnas, se continúa buscando a' partir de 

(m+p+m) + (m+p+l) hasta (m+p+m) + (m+p+m) y'así sucesivamente Q,as 

ta 'terminar la búsqueda. Co~'esta modifica~ión se asegura la e~i~ 
tenc.ia,de' Q(S)-1, ya que todos los índices pivote,(ver oéL 0.22):, 

de, IK.{S) H(S) Q(S)] es'tan en 'Q(S)' po'r lo que Q{S) es en sí 

.,snisma una matriz polinomial escalón y por lo tanto invertible. 
En el ,apéndi ce se demuestra que todas 1 as matri ces cuadr.adas en' , ' 

forma pol ínominal esca,lón son invertibl es. De la inverti'b:i lidad 

de Q(S), la ubicación de todos los {ndices pivote en QCS) y 
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el teqrema 0.2.1, se puede asegurar la existencia de las matri 

ces propias Q(Sr1K(S) y Q(S,--1 H(S): 'Hasta este punto se ha 

encontrado soludón a los incisos (ii), (iii) del teorema 2.1.1, 

queda por resolver el ,proBlema de estabilidad dado por' (i) 

.c I Q (S) I es un po 1 i no mi o de' Hurwitz ) ~ 

~Para encontrar' Q(S) 'estable se propone el siguiente algoritmo. 

:'1.'- Se calcula Q(Sf, s'ies estable fin." 

2.- Se d'etennina el número de columrias de M(S)' que sean cero, 

, 'sea c;= nú~er6 de cblumnascero,de M(S)'. 

3.- Se determina 'el númeró de columnas ,de Q(S)' en los cuales sólo 
, , 

, , exista UN e)emento' polinomial ESTABLE diferente de cero. Sea ., 
e:= número de 'columnas, con un sol.o po1 :inomio estable. ' 

4.- Sea f el numero de columnas de Q(S) , que no cumplan con 1 y 

2, esto es 

b' =, m-c-e (2.3.3) 
\ 

para estabi'lizar Q(S) se puede parametrizar estas b columnas. 

5.- 1 = 1 

6.- Se toma la l' column~ de las,b'definida en 4 

, 7.- Para no incrementar el orden se fija como parámetro ajustable"de 

la columna 1 algún c?~ficien~e de grado estrictamente menor que 

el del indice pivote' que petenezca a 'Q(S).'. ) 

8.- Se expresa la cblum~a' L. d T que intervenga en la fij~ci6ri 
" 1, e ' , 

del parámetro como una combinación lineal de las' columnas ,que se 

encuentran a la iiqui~tda de la columna de Tq~e corres~onde al 

grado del indic~ pivoie de esa columna de Q(S)'. Con esto se 
, : 

garantiza la existencia de una Q{S) invertible. ,En otras pal~ 

bras se háce 

, 'n-1 , , ", 

,.KL'." '-, ¿ , c.L. = O, 
, 1, j =1 J J , 

donde K es el parámetro ajustab,le de 1 a cOlumna '1 ~ 

coeficientes d~las columnas Lj de la matriz T y n 

(.2.3.4) 

C. son los 
J 
es el gr~ 
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do de la columna 1. 'Se suma (2.3.4} a la ecuación 'original 

n 
l: k. L .. = O que define a la columna l, esto es, se hace:· 

1 1 i =1 

n-1 n 
KL. f ~ c··L. + E, k.L. = O 

1 j =1 J J ; =1 . 1 1 
(2.3.5) . 

9.- Se substituye la columna 1 defK[S} HeS') Q[S)]'. por la ecuat;;ión 

(2.3.5). 

10.- Se 'calcura el nuevo QCS) 

11.- Si 'IQ(S)I '. es estable', fín Ctennin'a el algoritmo). 

12.- Si I=b 'fín (termina el algoritmo ~i~ encohtrar IQ(~) I estable) 

13 .. - 1 = 1 + l' 

14> Se regresa al PLJnto 6~ 

Nota 1.- Si el algoritmo termina sin encontrar la .IQ(S)I estable, es nece 

sario incrementar el orden de Q(S), para ello se~ultiplica por S a ca 

da uno de los elementos de . rK(S)' H(S)' QtS.)'] I Y se procede a obtener 

las b' columnas parametrizadas·.·· Una vez que se ten~an éstas se procede a 

substituirlas utilizando una a la vez y ~eemplaz~ndolas de izquierda. a d!~ 

recha' sí no se encuentra estable se sub.stituyen· .(2bJ y así hasta .1 legrar a 
'r~] s~"es necesario.: De est~ forma se.incrementa el orden de rK(S)!H(S)'Q(S)!] i 

~e uno en uno y no se pierde la minimalidad. 

Este algorltmo está basado en dos h.echos: 

:1'. '- Al sumar a 'un pol inomio de grado ·n· i gua1 ado. a cero otr:p po 1 ino 

mio de grado menor que n igualad~ a ~ero, s~ tiene un n0evo p~ 
l1nomio de grado n'tambiénigualado a cero; es decir, el grado 

y la igualdad ho se altera. 

2.- Si el polinomio que res.ulta en'j no ,es; estable, se puede multipli 
'. -

car por S incrementando el grado a n+~ y. sumar ahora un polinomio 

'de grado n igualado"a cero, de tal manera que se conserve,el gr~ 

do del nuevo polinomio en'n+l y existá una mayor flexibilidad en 
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el ajuste de los coefici.entes de los términos de grado menor o 

i gua 1 a ,n. 

2b 

.(on los afgoritmos arrib.a mencionados se esta en' con.dici6.nes de en 

contrar las matrices G(S), KCS), H(S) y ReS) mostra~as en la fig~ra 2.1.1 -

asociadas á1 probl ema dedesacopl ami ento'mediante la retroa'~ imentac;ón de 

estados; sin embargo no se 'ha estudiado bajo que ~o~dic;ones es posible 

. proponer una ni~tr;:Z de.transferenci:a .des·acoplada que pueda ser realizable.' 

Este es el objetivo.de la si.guiente sección.' 

2.4. Condi cion~s para determinar 1 á matri z de~acop 1 ada Td(S) .. 

, . 

• : Uno de los problemas fundamentales. del desacoplamiento, esel de la 

solución de la matriz desacoplada Td(S). qlJe se puede tener. Si se efec 

túa esta selección a priori, s'in tomar en cuenta. la planta T(S), es ca's; 

seguro que esta Td(Sl sea i nadmi s iol e debi'do a ~l as restri.cciones severas 

que impone el hecho de requerir que 

propio, estable y de orden mínimo. 

Td(S) factibles de ~btener se basa 

el cantroladowobtenido. Tc(~) sea 

Una forma para cW'JOc.ere)(actamente,las. 

en la demostración del' teorema 1.1.1 

el c~al establece qu'el,ln sistema' puede s'er desacopl'ado si y solo si es. 

invertible por la derecha. si se define TR(S) como la' inversa derecha 

de' T(Sr se tiene " 

T(S) T ~CS) = 1 (2.4.1) 
) 

de la ecuación.().1.2)' se concluye que 

TRes) = TCS)T (S)-1 
(~¡ 

(2.4.2), 

, .. 
. TR(S) se puede descomponer de acuerdo a Ya ecuación (2.4.2) de taí 

forma que T(S) y TeS) sean estables: y propias y 'T(S) sea, adicionalJ)1en' 

te no singular y d';agonaL P~ra obtener TR(S) ,se puede uti.lizar elal-:­

goritmoO.4.quepennite encontrar, una base minima de un espacio nulo dt 
recho y posterio'nnente, si e)(i.ste duda acerca dela l1)inimalidad de la 

Td(S) obtenida,se debe de aplicar 'el mismo algorit~~' 0,4 pero' ahora t.2, 

mando como datos 'T(S) y Td(SL si existe una nueva TceS) propia y e~ 

., 
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table de orden menor se considera és,ta como la solución del proó,lema. 

, Ejemplo 2.4.1,'-

Dada 

TCS) -

S+l 
T 

r 

1 

l' 
S+2 ' 

"'S-2 
S+2 

"'iJ " 
S+~ 
'S-l ' 
'~:l-l ,': 

encuentre la clase de matrices: Td (S)' admisibles .. 

Solución: 

Sea' T(S) N(sl DeS).":l, de la ecuación (2.4.1) 

.T(Sl NCsl D(S)-l = 1 

.'. :' " 

-I][NCS)1 0(5)1]':= O; 

Utilizando el al goritmo 0.4 se obti ene una base mínima del 

derecho de TCS) , esta base es> 

5 ..:.s2+S 52 

O O 
2' -s -45-4 

O S2+s O 

=~:~: : -
- - - - - - - - "" - - - -'. 

5+1 J 52_2 
./ 

S O 4 

'tomando la.3 combi nacicmes pos i bl es, de las 3 columnas de 

pos de dos se obti enen las 3 pos -jf) 1 es : .f i5) . 

a) Con 1 as columnas '1 y 2 

? 
l ....... 

" 

. " 

, . 

. ~\ '. . 

(2.4.3) 

espado nulo 

. 

.,~ . ' '~ 
!:-

(i. ,l.'5 j 

' , 

la base en gr~ 

(,1 

,~. 



.•.. 

" : I 

...• 

~. -

, / 

T Rl eS1 = o' 
S2~S . 

\ .. 

,,... 

b1. Con las columnas 1 y 3 . 

, . , ... :S 
- 2 

S -2S-2 
. .!,' 

-- ,:!' '" .,. 
~/ ~. .. 

.' 
_ .: S(S+2} 

TR2(S)· -" - 2 ' 
. S ,-2S-2 ' 

, (S+1)(S+2) 
2 

S -25-2 

o 

c)~ Con las columnas.2 y 3 . 

2' , 
-S +S ., 

T R3 (S) .:: O 

S2+5 

L 

,O ~ , . ., 

. 'ses3 ~S2 -S+2 
4 

'(5+2) 2 
, 4 

S( 53 +3 2 -2S-21 

4 

28 

, .(2.4.6) 
" ". ~ . 

',. 

:' . 

(2.4.7) 

(2.4.8) 

5e observa que de ~as 3'~atrices, T~(S) obtenidas solo la TR2 (S) es 

propia, lo cual coincide con lo que s'e afirma en el teorema 0.2,.1, ya que :' 

Gnicamente las columnas 1 y, 3 ~umple~ co~ l~ condición de ~ue r[D(5)Jr = 2, 

en este caso 

(2.4.9) 

'Utili~ando la ecuaci,ón, (2.4.2) se pueden descomponer ·las TR(5)' ,obt~ 

nidas de la.siguiente manera: 
-',' . 

, .. 

e)., ·',TR1 (S) = TC1(:S) Td 2(S)-1 ('2.4 .. 10) 
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,T c2(5) 

) 

Td2 (S) -

r _5 2+5 . 
'l5+a} C5+b J' 

Q ; 

[ . '1" . 
(5+a)t5+b). 

o 

. 52+25 
-. (5+a) (5+bJ. 

L· 
o. 

' . 
52..;2S"..;2· , 

lS:+a nS:+b 1. 

O 
00 

. e). TR3 (S) = Te3(S) ~d3{Sl:1 

o,' f¡_~~:3 CS+Syw
o 

Té3{$) = O 

~~~;3 (S+b) 

52 l. 
. (5+e )l5+d} 

Q 

" 

.. 0'1 
. . (~+c)ts+dd .•. 

. - . (s+el~s+d¡ l 
52+35+2 

I (S+el(S+d) 

O J 
O l 

···S2c2sc2· ~ 
, (S+e) (S+d.1 :." . 

, 

,o . 

. 54.,: S 3":5 2+25 o, , . '.: •• J 
4(~+~} (S+d) (S+e} c.s+ffl '-

. :5 2+25+2.' , ' ...... . 
- 4(5+c)(5+d)(S+e)(5+f) 

-!;:~:; ~~::~~ S+e) (S+f~ 

29 

(2.4.11) 

(2.4.12) 

(2.4.13)" 

(2.4.14)" 

(2.4.16 ). 

(2A.17) 
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", 
;' .' 

!: ' 
.. 

l r ' '1'" " , 
. '. O, 

lS+alCS+b ) 
-

, ''',.' :' : : : '; ":1 ,,:: , '~' , 
lS~c).cS+d 1 CS+e) {S+f} 

Ahora se puede s'ele~ciónar 1 a T deS,} que ,se considere más conveniente, se 

observa que estas matricés no son únicas ya que se pueoen incrementar 'el ' 

,numero de'polo's ~iemprey cuando se incrementé en iguáí'.'cantid~dlos ceros 

para cualquier elem~nto' de TdlSJ.,: de esta forma se p'uede c~nserv?r ,la igual 

dad expresada en la ecuación (2.4,'2)., por supuesto esto incrementará el or 
" ,:' ~: . 

den de 1 compe ns ado r,' , " , 

En, general despu¿sde la descompQsic:ióri de TR(S) e'n a,lgun produc~o' 
,Tc(S) Td{$)-l, no ~uede s~r gar~ntizada la mih1malid~~ deT~{S}, pero una 

vez mas~ si existe duda acerca d~ ella, se 'debe aplicar el algoritmo 0.4, 

dando como datos T(S) y la TdlS) seleccionada. y buscando u~,a Tt(S) mínima 

tal que 

T(S) lelS) = Td(sl , (.2.4.19) 

L: . ~' : 

2.5 ,Ejemplos de' probleina~ de desacoplamiento y de minim']zación de 

observa'dores, 
.¡.~ . 

, , ' . 
Ejemplo 2.5.1., Se considera 'la matriz de transferencia del ejemplo 

2.4.1 y se sele~¿ionan a,b,c,d los polos de !dl(S) iguales a u~o, esto es 

Cee. 2.4.12) 

o ,1 i 

(2 ~5.1) , 

o, ',' 
: ' 

el compensador,correspondiente es lec.'2.4.1l). 

1/ 
" " 

" 



l. 
. 
tj; 

" ' 

[52+S S2l 

(S+1) 2 (S+l) 2 .. 
,,:¡'l 

Tc1lS) :; 

I 
O, ,O (2.5.2) 

LS~1 -1 -J 
Se puede comprobar que este es un contro'.la'dor de orden mínimo para 

las T(S) y Td1(S) dadas. Paraliobtenci6n de las matrices L{S). G(S) 

y M(S) definidas en la figura 1.2.3 se aplica el algoritmo de la secci6n 

2.2. Una ,descomposición de TeS) :; R(Sl PlSl-1 con ReS) yp(s) coprimas 

por-la derecha esta dada por 

ReS) = [::1 

S 

p(S):; O 

, '",lo 

1 

S-2 

o 
S+2 -

O 

S 

continuando el algoritmo 2.2' 

-5+1-

(S+ 1) 
2 

O 

~S~1)2 
Pl S) Y L( S) definí das 

(S~1)2 O 

PLS) :; O J 

O O 

en 

L2.5.3) 

(.2.5;4 ) 

-- sl 
LS+l )2 

O (2.5.5) 

1 J 
1 a ec (2.2. 3 ). son 

°l 
O (2.5.6) 

CS+llJ 



" 

: "j. , 

'-S+l 

[(S) = O 

S 

, y por., lo 'tanto 

:] 
-S-l 

S' 

(S+ 1} 2 

P(S }P(s r 1 = O 

O ' 

L 
~o~:"P(S}PCS)~l no es propia, 

O 

,se seleccionaGL(S} = O 

O 

o °l 
S+2 O 

" O " '1 

~ 
,./ 

Ó ~ 
S+2 O 

O' , 
~ 

de las ecuaciones (2.2.4), (2,5.6) Y (2.5.9) se tiene, 

. pc(S) 

O ,O ,l 
O ' 

lS+l)~ 
S+2 

O 

de las 'eéuaciones (2'.2.5), (2.5.7) y'(2.5.9) se obtiene 

[S+l :l L (S) = ,O 

L s -s:J 
, 

(2.5.7) 
) 

(2.5.8) 

(2.5.9) 

(2.5.10) , 

(2.5,.11) 

1,'-

con la Pc(S) calculada y la pes'} dada se encúen~ran G(S} y M(S} de'finidas 

en la ecuación .. (2.2.7) 

, ) 
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" .. , ' .. 
'",~, 

r+
2

,' 
" O Ol 

G(S) = l: 1 O 
:, 

O S+.lj 

(2.5.12) 

- .. 

-1 O ~ 
MeS} = o o 

~ o o , .. o ' 
. , 

l2.5.13) 

'. ' 

Una vez que se tiene M(S} se proc~de a determinar el observador de 

'orden mini 100 , substituyendo los valores oótenido's en la ecuaci,ón (2:3.2) 

. s;e tiene' ..•.. 

S O O S+1 S 1 O ~ KlSll 
O S+2 O 1 S-2 O O O ~(S)J= O (2.5.14) 

. ~ .Q(S) , . 'O O , S+1 S S-l O O 

Utilizando 'el algoritmo 0.4 y 1,as modificaciones indicadas en la.sec ' 

:ción 2.3, h'asta antes de. la estabilidad de QCS) se tiene que 

[ . '13 
-S-6 

5 
- 6" 

1 -S-o 

s~ 4 
j 

, 4 .. 
-, j 

,O 

O 

'1 
-S- -3, 

, 7 
-'S+ l' 

, 5 
-S+ -

3 

.. 

4 
- j' 

S+ ~ 
3 

,4 
j 

O 

" . 

O 

O (2.5.15) 

O 

s 

O 

O' 

-, 
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·Ji····· 
" 

, . 

Como las últ'imas columnas de M(S) son cero los dos últimos rengl,2,. 

nes de Q(S)I pueden ser cualquier polinomio e.n S sin que deje de éum 

plirse la ecuación (2.5.14). Para que Q(S} sea invertible se requiere 

que en las dos primeras co~umnas de esta óase, Q(S) tenga polinomios de 

grado al m'enos 1, con el grado igual a uno se obtiene e'l mínimo .. Prop.Q. 

nierido los elementos 2,1 y3,2 de Q(S)I. iguales a (S+a) y (S+b). respe.s.. 

t;vamente~ se tiene 

'4 4' S - 1" "3 
QCS) I ::: S+a O:, O l2.5.1.6) 

O' .' S+1i '0 

I Q(S) I ::: S(S+a)lS+b.) . (2.5.17) 

Esta matriz Q(S)' es 'una soluci.ón posible del problema, sin embargo 

el observador es marginalmente estable porqu.e tiene un polo en el' origen. 

Si se desea evitar esto, es necesario modificar. Q{S). 'De .la ecuación 
e2.5.15} se ve que es factible la modificación del·.polo de'. 0(5) . que se 

. encuentra en la tercer columna',' sin' incrementar eto:rden'~' de S a (S+c) si 

se multiplica cualquiera de las dos'· primeras columnas por una constante, 

p.or ejemplo la primer'columna por ":3C/4 y se suma ala :tercera, resultan 
do . 

rc(S) 
'::-:. 

- - -
HeS) I ::: 

~l:)J 
fII 

'13 .'. 1 l Cs+'!:l C-1 l . -s.,. -S- "3 4 8 

5 ' 7 ~C - o- -S+ -
. 3 8 

-S- 1 . 5 l es~ .f. b -S+ '3 4 8 

. . 4 4' 3 
S+ 1" - '3 . - 4' es -:., e" 

. S~ 5 
'3 

- - - - -" - - - -
4 
'j 

o 
. S+b 

'C' 
a 

- - - -
s+e 

O 

O J 

,; 

.jo¡ 

(2.5.18) 
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Q( S) = LS+a) (S+b) (S+c). (2.S.19) 

con esto se encuentra 'un observador de or.den .mínimo (3) con'polos complet~ 

mente aSi.gnal::i.1e.sy. por tanto el oójetivo se ha logrado al quedar'determin~ 

dos todos los par&metros del esquema de la figura. S.1.1. 

Ej emp 10 2. S'. 2. [33 J • 

Dados ReS), pesl y MeS} encontrar un observador de orden mínimo .'. ~ 

(K(Sl, HeS) y Q(~) que satisfagan la ecuación 2:3.1) • 

R(S) '~2 J' S -S-: 

= 52+5+1 . ,-S • 
.-

peS) = r-: 
.' . ~ 

r-l 
~lLsL = I 

-sJ, 
1 " 

2S+21·· 

. 'L 2' . .' -3S -3S:-1' oJ 
substi,tuyendo estos valores' en la ec (2.3.2) se tiene 

(2.5.20) 

.(2.-5.21) 

(2.5.22) 

(2.5.23) 

utilizando el algoritmo 0.4 con las modificationes indicadas eh 2.3 para un 
observador se ti~ne 

'. 
" ~ 



, ,J. 

I . 

1-2 -5 

ll(~) J o. -8, 

H(S) I = 1 '5S-2 - - -
Q( S) I ~ -1 -4 - - - - -

S -1 --2 

, o. S+1_ 

(2.5.24) 

Q(S) (S+1)(S'-'11 = o. (2.5.25) 

Q{S) no es un polinomio estable por lóque es necesario modificarlo para 

estabi li zarl o. Para 'ello se p'roceqe de acuerdo a las instruccior]es que 

se dan en 2.3; En este caso ia T: definida en ,la,s ecuaciones (0..3.8), ,,' 

'(.0.3.9) es tá dada por ' 
, , 

, , 

-1 o. o. 1 '1 1" 

o. 1 -2 o. -2 o. 
o. o. o. 1 o. 3"-1 o. 0., 1 .1 1 

'o. o. -1 -1 -2 o. ,o. J -2, o. -2 o. 

o. 'o. 1 ,1 o. 3 o. " o. o. 1 o. ,3 
T= '-1 o. o. o. o. o. O O -} -1 -2 o. ( 2.5.26) , 

, 

o. 1 o. o. o. o. o. o. 1 '1 o. 3 

o. o. o. o. o. o. -1 : O 'o. o. o. o. 
o. .: 1 'o. o. o. o. 

'L o. 0.'0. O o. o. 

se de'nota por, L: el vector columna i de la'matriz 1. Las dos ecuaciones , ': ' 

"que involucran a las Li, que definenalas dos coiumnas de (2.5.24) son: 

(2.5.27) 

(2.5.28) 

las column.as, 1 a 6 definen términos constantes y de la 7 a la 12 términos 

en S. 

A co~tinuación se siguen los pasos propuestos en el algoritmo para 
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! 
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estabilizaci6n de Q(S) dada en la secci6n 2.3. 

1. 

2. 

3. 

4. 

S. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

I QtS) I (S+ 1) (S-l) 

c = O 

e = O 

b = 2-0-0 

s"e pueden parametriz'ar 2 columnas 
: : 

l. = l' 

Se selecciona para modificar~ la:primer columna de "la matriz definida 

en la ecuación (2.S.24). 

Se debe de modificar "el ténnino -1, esto es se cambia el término (S,11 

de"(2.S.24) de (S.,1} a CS+K-l) .con K > O . 

E1 término -1 dado por LS y el grádo de la columna 1 de Q(S),' es 1, 

por 10 que sé procede a expresarKLS como una combinación lineal de 

las primeras 10 columnas de T obteniéndose: 

(2.S.29) 
.'. ". ..<: .. ...,. .. 

sumando (2.S.27) a (2.S.29)." 

. 
.' 

[(~)~ ~( K-l) 
-5 

H( S)' = 2K ' -8 

Q(S) j - - - -
~' jKS+1 5S-2, 

'.(2.5.31) 
. :;-

~~! s+i K-l 
,3 3" 

-4 ' 

- - - -
S+K-l -2 

S+lJ L' K" " " -:r . 

I Q(S) I = (S+l) (S+K-l) 
"" 2K" 
-j 

2 'K = S, +KS+) - 1 = O (2.5.32) 

~ 
" 
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11. IQlS) I es estable para todo. K > 3 

fin 

Se nota de 1 a ecuaci.ón l2. 5~ 321 que el observador obten; do es de segu!!. 

do orden. 

'1 ' ~ . 

) 

., 

t 
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" 

í 

" 

CAPITULO 3,:'" DesácoplamientodJnámico'mediante retroalimentación de la 

sa li'da. ' " 

3.0~- , Introducci6n':' El oójetivo de este capítulo es encontrar co.!}. 

diciones suficientes para el' desacoplamiento dinSmico mediante retroali 

mentadon de la salida. Este problema ha sido estudiado y resuelto en 

las referencias [32], [3] y '[12], st'n embargo los resultados encontrados 

, ,ttenenlimitacion~s en ~uanto a las matrices aceptables, como ~atos o a 
. . ' . . . . 

las matrices obtenidas ... En [32] la matriz del, sistema T{S) debe ser e~ 

trictament,e propia y, la matriz de retroalimentación del sistema H(S) dE;! , 

firiida en, la ecuación (3.1.1) debe ser ~~nsta~te~' En 13] se considera"7 
. • '. : 1 • 

igualmente que T(S} 'e,s estrictamente propia y H, ~s una función de S; 

sin embargo no se garantiza' que esta H(S) sea estable. ' En [12] resuel 

ven el problema en el domini'o, del tiempo pero considerando que H es una 

'matriz real. 
, , 

, : 

39 

En'este capítulo s~ resuelve e" problema (con condiciones'suficientes) 
. . " - . . 

aceptando que T(S) sea propla (no necesariamente estrictamente 'propia) y 

se obtiene una matriz HeS) radonal propi'a'y estable, en la sección 3.1. 
Finalmente en 'la secctón 3.2, se dan algunos ej'emplos:" ',,; 

3-.1.- Implementación de la retr:-oaliméntaciórÍ dé ,la salida. 

Considerando el esquema dado en la figura 3.1.1'. 

ü(sL= 'G'V(S} + H(S} Y(S).' 
. ..' {3.1.1} 

r------~~-------~ 
I :::. '.--___ ----, 1 ',', 

1----.--+1 y:...(:....:s:...:~ , : 
,)¡ 

+ V(S) u ( S) 
T( S) G 

+ 

. " 

~. ;4.... _. ,_. "_~ 

; • r • 

Fi g. 3.1. 1 
-- ---- --;--.- - -- ~~c7:-'-, -

Esqu~ma con :retro'alimentación 'de la salida. 

De la figura se observa que: 

,1 
I 
I 

, I 
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, f', 

(3.1'.2) 

sustituyendo la ecuacion (3':"1:]1 en (3.1.2) " 

v(s1 '= T(S).. [G ves). + H(S) Y{S).l 
• 

de aquí 

" 
" 

[1 - T(S)H(S)Jy(S) == T(S)G ves) 
'f" " 

(3~1.4) 

.suPoni'e~do'.q~~. Ú -T{S) H{S)] es invertible 

, > ' r( S) ~. [1 - T es) ~ (S) r 1 T {S} G v'( S) . (3.1.5) 

-,,: .. -

'se tiene 

TdCS} - [¡ - T{S} H(slr1T(S) G (3.1.6)" 

"de donde' 
" . 

,'1 -.\es), HeS} = T(S) G Td(S}-l 

, , . 
suponien~o.T(Sl invertible (esta es la limitación principal' que ti~ne~~los 
sistema~ desacóp'ladosmediante la retroalimentación de la salida). Se ti!:. 

neo rearreglandola.ecuación (3.1.?)·· :> ' 
. I 

, H(S) (3.1.8) 

En la~cuq'c'ión "t3.1.5.) s~ supuso que r 1 - T(s) H{S)] era invertible •. 

en el sfguiente Lem~a' se demuestra' que, dando por'· válida la: ecuación (3.1.8)"; 

esta eS .. ciertasf 1 solo ~i:la m~triz constante ~es inve~tible. 

, , 

es invertib1e's,i y solo si Gtambié'n '10 es.'-· '., 

Demost ráci ón: 

(necesidad) 

L' 

." .. 

::t 
"1, , 



:.,i 

': - ~: .. 
... . . 

, . ~.' ," . 
~ . " 

'j, ' 
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Si. [1~, T(S1. HeS)] "es.invertible; se tiene 

", rI ,.. TeS). ,(J(s)-l '-:- G, Td(.S}-ll) = 

[1 - 1.+ T(S} G Td(S)-lj ~ T(S) G Td(S)-l (3.1.9) 

", . 

~como T(S') G Td(Sr1 eS'i'nyertible G tamb'ién 10 es . 

{suficiencial. 

s':i: G es inverti'ble, premulti'plicando (3.1.8>'. por Tlsl., se.tien~ 

TeS} H(S) = 1 - T(S) G Td(S)-l .' '(3.1.10) 

de donde 

(3.1.11) 

" ;. 

como G es invert;-ble, [1 - T{S} HeS) ') "también lo es. 

* 

Para que el sistema sea realiza~le,H(S) debe ser propia, adem&s sise re 

:qui.~re que sea estable, es nece;ario in troduci r res tri ~ciones. ,A conti~ú~ 
,'ian se da un lemma que est& directamente relácionado con la solución del 

- . ,1 ' . 

problema de racionalidad y estabilidad de H(S)..:" 

, Lemma 3.1.2.- Da'do ~g~=r2(S')lP1(S)) - 9;Pd2{S)/Pdi {SU· 

qond~"Lt O~2(S] '" n ~ O~1(S8 = ,m" 0rd2(S] = k ~O~dl(SU = 1 
, . 

Pd2 (S) es un polinomio,de Hurwitz y gi es una .constante;con P1(S) y P
2

{S) 

reíativamente pr;mos·,.~p~gt(S) Po2(?) re~lativamente pr'i·l}1oS y completamellte 

. asignables,. entonces (¡fu 'es: " ., 

al racional propio si n-m~i 

b) ,estable si -PIes), Pd1 (S) son polinomios' de Hu~itz 



! '.' 

••• '~ 

· Demos t raci ón 

'\at Del enunciado del 'lema se tiene que n"7ni~l esto implica que n-m=O 
.' '(S) 

Ó n"7m=l si n-m=O haCiendo gi=O se tiene que P.' . es racional y propio. qm . 
Si n-m:::l 

, " 

(3.1.12) 

;. . . orpeS)) :i: max (n+l, m+k) (3.~ 1.13) 

'como k,l son arbitrarios únicamente deben cumplirse que','l:i:k, haci~ndo 

k = 1 + 1 (3.1.14), 

o [ P ( S U S ma x (m-l + 1, ro: 1 + 1 ) = m+ 1 +1 (3.1.15) 

42 

ajustando gi de tal forma que el co~hciente ~e grado Cm+,1+1) de P2(S)Pd1 (S) 

sea igual al coeficiente de grado (m+l+1) de gi P1(S) Pd2 (S) se ti'ene.que·· 
: " , . , . 

O[peS)) $ m+l (3.1.16) 

y finalmente 

O) q es)) = m+ 1 (3.1.17) 

por lo-tanto 

peS) es racional y propio. 
~ 

bl De la expresión (3.1~12)Se ve claramente que ~gJ ,es estable si 

PIeS) y·Pd(S) -losan. 
'* 

P(S) . 
Este resultado se puede generalizar para el caso en que, qrsr repr~ 

sente a los elementos de una matriz racional propia y estable. Con base en 



" 

el lemma ~rriba propuesto se puede demostrar el siguiente teorema, el 

cual da condi'ci"ones sufici'éntes para desacoplamiento utilizando la sali 

da. 

,Teorema 3;1.1,~ ,Un sistema con matriz de transferencia invertible 

T(st puede ser des~co~lado medtante retroalimentación de la salida con 

la ley de control definida en la ecuación (3.1.1) con H(s) racional, pr.Q. 

pi'a y estable si' se cumple que: 

( 
,-1 

a) Todos los polos de T sl sean estables. 
} 1 " 

b) La diferenci'a de grados dé (numerador-:denominador) de cada elemen 

to de T(s) sea quan'do mucho uno. 

c), La matriz Gformada con los gi, defi'nidosen el lema 3.1.2 para 

cada elemento de H(s) dada en la ecuación (3.1.8) seainvertible. 

Este teorema es :una consecuencia directa de los lemas 3.1.1 y 3.1.2, 
"P(S) , Td2 (S) 

considerando que ~. y cada uno de los elementos de H(S)'y T(S) es' 
qlJ{ , di 

la columna correspondiente Td(sl- 1 la cual escompl,etamente asignable en 

cuanto a la ubicación de sus polos y ceros;lá ún;ca'~estricción se tiene 

en la diferencia de grados de Pd2iCs1 y Pd1i(s) la,cual debe cumplir la 

ecuación OrPd2i{Sl - PdliCSU - mjX Orp2j;(S) '- P1 j,i,(S)J::: 1 1,1;=1,.,/10., de 
columnas de T(Sl. . 

En la siguiente sec¿ión se presentan algunos ejemplos q~e 'ilustran 

43 

"!, 

el procedimtento 'para"desacoplar si'stemas mediante la retroalimer:rtación de 
,. la salida. '~ '.,; 

3.2 Ejemplos de desacoplamiento utilizándo retroalimentación de la 

sa 1 i da., 

Ejemplo 3.2.1, r32J., Sea 



" .. , 

.' ,:: 

. , 
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1: ~ ,":~" 

!" ," :' 

I~'· . 
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l
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44. .1 

TeS) = 

, " S+l 
2· S -3S-2 . 

J .~ 

" "'S+ l.:' . 

's 3 _4$'2+S+2 

o 

, " S2 ~3S-2 
S3 _4S2+S+2 . 

. ' " e 3 . 2 . 1Y 

r~ • • ';" " ' 

la matriz de una planta asoclada a la figura 3.1.1. Se deseanencontrár . 

las mátríces H(Sl, G y TdCsI. Cáncelando las raíces comunes del numera 
. : . . . . 

. dor y denominador de cada elementó de TeS) ,se tiene 

'.' .' 

.. " 

'S+l 
2 . 

S -3S-2 

" . 5+1 ' 

S3 _4S2+S+2 

S2 -3S-2 .' 
. S+1 

TCS) = 

-1 

. , 
2 ' 

S -3S.:.2 
S+l 

o 

HeS) =. 

-1 ; 

"por ~implicidad se selecciona: 

Pld2(S) ;:: s+á 

PldlC~) = 1 
,! . . 

" 

haciendo. g1'=:=1' 

. ' 

o 

o 

.. ' . 

. h ="s2'-3S-2. _ (S+a)';:: -(~+a)S-(2+a) 
11 S+ 1 ' ":' S+ 1 '. 

, " 

(3.2.2) 

(3.2.3J: 

" ". 

·1 

, t •. 



I 

l
", .. 
,': "~ 

" '. , 
, , 

')." ;: <' • 

.:. .:-,¡:' 

,~ , 

haciendo g2~0 , 

.. ' .. 

Para h 'segunda columna 'se seleccionan: 

:2d2(S), :: S+b 

. ~2d1 (S) ~ 1,: 

,'haciend~ g3=0 
~ "" 

h' ,'= O 12, 

'haciendo,g4=1 

.. ~~ . , , .,., .. ' ':': ,", 

, > 

h
22 

= S l'~(S+b} - - 1 b,l 

por " o t'anto 
, .' 

" '[(4+á)S+C2+a) 
, 'S+1 . 

H(s) = , ' 
, , -1 

0J ' . 
, " G 

-l-b 

con la correspondiente 

1 O $Aa" 

Td(.s) :: 

:J<. 1 
O s+b 
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" 

,¡' 

:' ' 

(3.2.4L 

" , 

j 

'propia y estable, en [32] encuentran una Td(S) con m&spolos y ceros que' 

'además es ,inestable,'esto se debe 'a la iimitación que ,se imponen al perm.i. 

. tir que la matriz 'Hsea'únicamente rea'l~', ,', y " 

1 ' 

~ , 

Ejemplo 3.2.2 (ejemplo 1 ('li]). Dada la planta, 

,1 



.,~ " 

l. ... ' 

, , 

"t 

T(S1 = 
" ""t 

o '"1 
S 

0.2.6).;. 

encontrar las matrices HeS}, G y Td(S) que desacoplan al sistema . 

. - ·1 • 

-.1 

"( :)-1 T S.' ,= 

O, ,: S" 

H(S) = 

L O 

sea P1d2{S) = S+a 

P
1d1 

(S), = 1 

91 = 1 
" " 

:.: ' 

-1 

s 

2 
entonces hU;;: S ;1 ", ~ (S+a). = _ aSs+l " 

si se hace 92 ~O, h21 =0 

P 2'd2 es) = S+b "" 

P2d1 (S) = 1 

si se hace 93 = O, h '= - 1 12 
" S1 94 ,7 1, "h2i"= s - (S+b 1 = ~ b 

"por 10" tanto 

;1. 

'" 

(3.2.ll, 
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I 
[/ 

, " 

j 

.~' 

• 5 ! 

. ' .. ~ . . 

,', ... ' 

'1 ., 

--------. 

, 
aS+l ,.1 - -S-

~. ~ H(S) = . G = 

O .~ -b 

y la corre,spondi'en"te Td(s} propia y e'stable esta dada por: 

'O 

Td(.sl = 
O 

.... 

, en la referencia· citada'sé encuentra que: 

aS 
2 S -bS-l 

Td(S) -

O 

O 

Con a,b,c,d arbitrarias 
'y a ,cl0 

" 
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(3.2.91 

(3.2 .10) 

(32 JI), 

Esta matriz tiene al menos un polo ine'stable, esto 'se debe a que'se pla!!. 

tea~ el proble~a permi~iendo ~ue H no sea funci~n de S' (H~S r~al). 

Ejemplo 3.2.3.- (ejemplo 3, [12J. Oapa la' planta 

TeS) = 

5-3 
$2_3S+2 

.1 .1 
';"52 -5S+6 ¡ S2 ;..-5S+6 

l" 

encontrar las matrices H(S}, G y Td(S} (si existen) 

. 'S-l, ' 

(3.2, .12)~ 

(32 JJ) 

I 



¡ 
.--' # 

",:-",,:': :.;- '. 

. ,.' 

'.:".' . 

~ ,,' . 

, Ú.- " 
~ . 

Tlsr1 no cumple la condición de suficiente (b) del teorema, 3.1.1; sin em 

bargO se iratará ~e deter~tnar si es posible el desacoplamiento de la 

ecuaci ón(3.1. 8.4," , 

. 'S-l 
r, 

; . 

. " 
.,' 
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HCS} = ('3.2.14 ) 

. .- ~ . '." 

Se observa que no hay ningún problema para que' la primera columna de.· 

H(s) p'ueda ser racional, propia y estable, .. desafortunadamente, 'no es' pOs.i 

ble de'ci~ lo mismo de la segunda c9l,umna ya que n~ existe'nlngún P.2~2(S) ", 

(estabie ó no) y P2d1CS) capates de hacer que ~os ele~e~tos 12 j 22 deH(S) 

sean al menos racionales ~fopio~.' :Esta afirmación coincide con la dada en " 

el artículo de donde se tomó el ejemplo, aunque con argumentos diferentes, 

en el cual se dice que el sistema no puede.ser desacoplado mediante retrQ. 
. , 

alimentación de la salida. 

,. " 

: "-. 

'. 

." . . ' 



'.' 

I 

CAPITULO 4.- Oesacopl~miento de una clase más general de sistemas. 

4~O.- Introduc(t6n. En este capitulo se presenta la soluci6n al 

problema general del servo~ecanismo, d~i cual ~l desacoplamiento es un 
caso particular. En este esquema se c6nsidera que existen dos clase~ de 
entradas, la entrada de referencia Ur y la entrada de control Uc y dos 
clases de salidas, las salidas contr~lables Yc y las salidas medibles 

Ym. El problema general del servomecanismo puede plantearse,de, la si. 
guiente forma: dado un sistema como E;. 1 que se muestra enJa: figura 4.1.1 

• + ~ ." 

encontrar un controlador que estabilice la planta y una '~atriz de transfe 
rencia Tci(S) que rel'acione a Ur con Yc."· Este pr'"é;blema fuéplanteado y -
I "' .. 

resuelto en [15] y este capítulo sigue muy de cerca los resultados pr~ 
sentados en esa referencia. En particular la aportación, que se hace en 
este c'apí-ttiloes' ra solución dé la ecuación L(Z)Nm(Z)+R(Z)Dm(Z) 1, donde 
Nm(Z) y Dm(Z) son datos del problema y. L(Z) y R(Z) son los factóres copri 

mo,s que se buscan. Con la esfructura'''que se logra a," escribir la ecu~ 
ci ón anter; or como se expresa en (4.1. 27) se con s ; gué determi na r 1 os co~ 
ficientes de L(Z) y ~(Z) mediante la solución de la matriz 'resu.ltante de 

. ' 

Sylvester. En la sección 4.1 se muestra el esquema g~n~ral del 'sistema y 
algunos resultados preliminares ala solución del probl~~a general del 
servomecan i smo. En 1 a 4.2 se pre'senta 1 a factori zaci ón' coprima'que 'permi. 

te éncontrar el controlador requerido mas adelante. En el inciso 4.3 se 
plantea el PGS para el caso multivariable y finalmente se da un ,ejemplo 
para el caso de una entrada y dos salidas en la sección 4.3. 

4.1.- Esquema general del sistema. 

-, Eil'este-cap:f'tulcf' se considera, 'adHerencia 'de los planteamientos· 
presentados en capitulos anteri6res, que existen dos conjuntos de~salida~: 

~ ~ '" 

Yc(S) salidas controlables,y Ym(S) salidas medibles y en donde solo el 
vector de las Ym(-S) es retroal~mentado. 

• En la figura 4.1.1 se muestra.el ~istema en lazO cer~ado. 
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'\' , 

, , 

" 

con 

Ür( s ) .. Yc( s l 
Uc( S) ':" T( s 1 Y~( S) ... 

" , ' , 
• O'. ~ 

- '.' 

I I e( S) 
I 1. ... -- '" " . , , 

.. ¡": 
" 

fig.4'.1.1. 

S~a la matriz de transferencia del sistema 

, G(S)" HeS) 
'T(Sr·:·, ' .' 

'MeS),' NCS) 

y (S) : T (S) U (S) 
. " 

.. ' o~ 

, ,,' ,1 " 

VeS) = [Yc(S).'. Ym(S) 1] , UCS) = fUc'(S) I Ur(S) 1] 

... .. 

,1 

(4.1.1a) 

(4. L lb) 

(4.1.1c) 

dondeUr(S) es el vector de '~ntrada~ de referencia y Uc(S) el vector de en 
tradas de'contro,l,y, GCS), H(S), M(S} y N(S) son matrices racionales prQ.' 
pias que asoci~n el v~ct¿;'d~ entradas U(S) con el vector de salidasY(S). 

De la figura 4.1.1 y las'ecuaciones 4.1.1 se tiene: 

Vc(S) = C(S) Ym(S) , . 
·Yc(S), = G(S)' CeS) 'YmCS} 4- H(S) 'udS) 

.. 'Ym(S) ~ M(S)CCSr¡"Ym(S) '+ N(S) UrCS) 

factorizando la eco 4.r.4. ' 

[I-M(S) C(S)'lYm(S)= NeS) Ur(S) 

suponiendo que [I-M(S) CeS)] es invertible se tiene 

) 

(4.1. 2) 
(4. f.3) 
(4.1.4) 

(4.1.5) 
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. "" , , 
" 

-1 
Ym(S) = [I-MeS) ces)] NCS) Ur(S) (4.1.6) 

;~. substituyendo ésta en l4.1.3} se, obtiene 

, ' 

Yc~S),= {G'(S) C(S) [I-MlS) C(S)]-l N(S) + H(S')} ur(S) (4.1.7) 

obteniéndose la salida controlable en funcion de los parámetros' del siste 

ma y de la entrada Ur(S). 

Con ayuda del diagrama mostrado en la' figura 4.1.1 y la ecuación, 
" 

(4.1.7) se puede plantear el problema g~neral del servomecanismo [15J de 

~~ la siguiente forma: 

,Dadas las matrices G(S). H(S)>> M(S), N{S). y Td(S) dona:e Yc=Td Ur en 

cuentre un controlador racional propio C(S) tal que: 

al el sistema en lazocer~ado sea e~tabley 

b) G(S) C(S) [I"M(S)' C(S')]-l + N(S)H(S):: Td(S) (4.1.8) 
, ' 

Para, el esquema de lá'figura 4.1.1; el problema del desacoplamiento 
, ' 

puede VE;!rse ~omo un casoparti'cular del ptpblema general del servor.necanis 

mo arriba plant~ado en donde'~~ impone la iest~icción que Td(S) sea dia 

gonal y no singular . 

Para determinar s; el sistema en lazo cerrado es estable se p.uede 

aplicar el sigufente teorema cuyo. planteamiento y 'demostración se encuen 

':¡'/, tra enla r.eferencia f4J. 

, ~ 

Teorema 4.1.1.- Dadas las matrices racionales propias {G(S), H(S), 
,~ , . 

~1(S), NCS)} definidas en la eco (4.1.1) existe,un controlador C(S) defini 

,do por la eco (4.1.2) tal que el sistema enlazo' cerrado es estable si. .. .., 

0+ f M] :: 0+ 1 T} (4.1.9) , 

donde 0+ representa el' grado de Mc Millan dé los componentes inestables 
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"t., , 

'.~ ~:~,,"~ ',;.," 

. ; 

,. 

, , 

de la expansión 'en fracciones parci~les. Para, la demostración ver [4J. 

* 
'4.2.- ,Factorizaciones coprtmas. 

Antes de proceder' a determinar las matrices C(S) y Td(S) de la eco 

(4.1.8), se dan algunas defini~iones y fesultados importantes que se r~ 

quieren en el inciso 4.3 • 

Definición,4.2.1.- DQs matrices estables y propias Nm(S), Dm(S) 

son'coprimas por la derecha si existen dos matrice~ ~stables y propias 

leS) y R(S) tales qU~r 

~ (S) Nm (S) + R (S l' Dm (S)= ¡-', (4.2.1) 

, , 

'Definición 4.2.2.- Dos matrices estables y ,propias Nm(S), Orri(S) 

son coprimas por la izquierda, si ex;~ten dos matrices establ,es y propias 

L(S), R(S) tales ,que 

Nm(S) LeS) + Din(.S,) "R1S) = r (4.2.2) 

Si Nm(S) y DmCS) o NmtS) y Dm(S) son funciones racionales 'en'lugar 

de matrices, pierde sentldo al hablar de relatividad prima por,la,izquier:. 

da o por ',l'a derecha y simplemente s'e dice que, las dos funciones son copri 

mas o no. En la solución del problema del desacoplamiento, 'como se. ve 

posteriormente, se requiere de la descomposición de la~matriz M(S) def~ 

nida en laec. (4.1.1) de la siguiente forma. 

, M(S) = Nm(S)b~(s)~L='Dm($),-J Nm(S). 
,$ 

, En el caso particular en que ,M(S) ~ea simplemente una función de 

transferencia" Nm(S) == Nm(S)'y Dm(S) = Dm(S), donde Nm(S) y Dm(S) son fun 
, ' , 

ciones racionales'propi"as,y el denominador, de Dm(S)'es un'polinomio de 
, , 

Hurwitz de grado, i gua 1 a 1 de su numerador. " 

Ejemplo 4.2.1.- Dado una 

forma~ de la 'ecuaci.ón C4.2.3). 

( ' _ 'S'(S-2) 
~ S) - (S-4 )(5+ 1) de'scomponer M( S) en 1 a 

\ 
" 

'1 

") 
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de donde 

H(S) = S(S-2) GS~,41il-1 
, (S;1)2 [: ~ 

Nm ( S) = .? (S':' 2, ) 
(S+1)2 

( ) _ S-4 
, Dm S, - S+l 

(4.2.4) 

, '." 

, (4.2.5) 

Para determinar los factores- coprimos L(S) y R(S) definidos en la ec~ 
'(4.2.1) es co~veniente aplicar una transforn1ación que ~ermita obtener la 
expresión deL(S) y R(S) ya no como un,cociente' de poli~o~ios si no si~ 
plemente conio:dos polinomios en alguna variable; y la cual ade~ás puede 

. . . . - . 

garantizar que las L(S) y R(S)'obtenidas sean funciones racionales propias 
y estables. 

,Una forma dé determinar las funciones racionales propias L(S) y R(S) , 
defiriidas en la eco (4'.1.10) es mediante la aplicación dé la transforma' 
ción bil ineal. 

_ S-a 
Z - S+a 

1+2 
S = a 1-Z (4.2.6) 

donde a es el polo de'DmlS). De esta forma se consigue transformar las 

funciones racionales en S a funciones polinominales en Z y asegurar que 
al hacer la transformación inversa de Z a S las L(S) y R(S) sean funcio 
ne~ racionales estables. ' Esta transforma~ión. fué propuesta por Vidyasagar 
r 26]. ' 

" ) 

Ejemplo 4.2.2.- D~do,Nm(S) y Dm(S) definidas por la ecuación (4.2.5) 
enétfritrar las f-ünc,iones polin6íniales~"Ni1f(Z) y Dm(ZL,que' ;satisfacen la ec., 
(4.2.6)~ 

Dm(Z) 

-3+5Z 
1-2 
2 

1-Z 

1 2 = ~ (3Z +2Z-1) 4 , 

1 = "2 (5Z-3) 

~ 

,,' 
" ., 

(4.2.8), 
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Existen vari'os procedi'mi'entos· para obtener los poli'nomiosL(Z). y 

R(Z), uno de ellos es e.l de la divi'sión Euclidtanave.rl2-], [IIJ, [261. 

A' continuación s,e desarrolla un procedtmi'ento para encontrar es·tos poli. 

nom;os en función' de la m~td'z res'ul tante de Syl yeste~ para lo cual se 

procede a définir L(Z),R(Z), Nm(Z} y'Dm(Z} en funci'ón dé sus coeficien 

tes de la' s ;g~iente forma:', 

(4.2:9) 

(4.2.10) 

(~. 2.11) 

. ' 

(4.2.12) 

con los 'grados de L(Z) y 'R(Z), 1 y r, como incognitas'. Por lo tanto 

L (Z) NmCZ) 

y 

+ + N Llzn+l . n 

'" O R zdtr +." d r 

(4.2':'131 y (4: .. Z:14) puede ser'expresadáS respeGt.ivámente por,. 

f 2 1 +n 
, 

~(Z)Nn(Z) = I,Z,Z , ... ,Z 1. No o. \.-"., O L . .$ 

o' 
~11 N '.' Ll o· 
N¿. NI O L

2
, 

, , . No 
" : . ' ., ,;N I 
. ' ., \ 

N N ' ' .. 
n . n-l ,¡ 

" 
0, N N .,' 

n n-I 

O. '. N'
n 

O O L . 
L 'JL~ 

(4.2 .14) 

(4.2.I5) 
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< 

" , 

R(Z)OMLZ1, = 
' '. 2 r+d D, ",_O . .'; .. o. R (4.2,16) [J,Z,Z , .... ,Z 

o • '. t o. -, 
DI D" .. R1 O, 

", D2 D1 ... , R2 " 
, . 

DO 
D} 

Dd Dd_1 
D2 

° °d 
a D '1 d-

O. ° D ' Rr 
d -

Se observa que para que se cumpla la ecuacidn (4.2.11 se requiere que 

l+n = r+d 

Por,lo que de' (4.2.1.), (4.2,151, (4.2.16) Y (4.2,171 se tiene 

) 

.. 
f· 

. J, 

Nn Nn ... l 
ONn 

° ° a j. -

No 
N} 

N n·.,..l 

Nn 

DO ° 
01 D o 
D2 DI 

D . 
d °d_l 
o Dd 

,o. 

° ,~; ,'o. 

(4, 2 .17) 

o 
L1 

'D L2 o 
DI 

o Ll 

Ro 

Dd_l R1 

Dd 
-- -

R' 
'r 
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la ecuación C4.2d8), determina una forma de encontrar los coeficientes de 

L(Z.) y R(Z); si·n.embargo.antes de poder utilizarla es necesar.io conocer. los 
.' , , '. 

grados lyr. Para ello s¡.hace uso del stgu,i'ente lernmá • 
. :. 

lemÍlla 4.2.1..- Dados dos polinomios coprimos Nm.(Z) y Dm(Z), ,de grádos 

n~l· y cl~l respect-ivamente, existen ·dos polinomios únic~s L(Z) y R(Z) .t~ 



:~ , 

.. " .. ,..,' 

", . 

. .,. ... , 

~'. ' .. 

" 
'., . 

. '.. -.,~ ._---

;: : 
, , 

~.IL ' 
'. J!I" 

les que: 

L(Z) Nm{Z) + R(Z) Dm(Zl ::: 1 
o'; 

con grados de'L(Z) y R{Z) (O [LCZ)J, O[R(Z))) O[L(Z)] :::'1::: d - 1 Y 

O[R{Z)] ~'r :::n - 1 respectivamente. 

Demostración .'-

,56 

(4.2.19) 

Si Nm{Z) y Dm(Z) son coprimos,la matriz de coeficientes de Nm{Z) y 
Dm(Z) definida en (4.1.18) conocida, como'resultante de 'Sy1vester (S) es cua 

'dradil: y no-s ingular, ver t11, pp 142 J, de donde " 
;. .. : 

esto es, 1 +n+l = l+r+2 ~, ' '( 4.2.20) 

por ,10 tanto 

r'::: n - 1 
/, 

(4.2.21). 

, 'de (4.2.17) y (4.2.21) 

1 ::: d- 1 (4.2.22) 

Para que se cumpla (4.2.19) es ,suficierite (ver ecuación 4.1.27) con que 

S- [L' I ' L I ' I I R I R' '1 

, 0'- l' ····>""·"1' o' 1'" ... , 

'donde S es la resultante de Sylvester. 

Dado que la matriz S es no singular, ¡se cumple que 

1 ' 

O' 
. r S ::: r. [S J 

. 
'O 

.' ,:(4.2.23) 

(4.2.24) 



'.'".,' 

'- ~ "' .. 

"",:,'" , 

.: 
, ~ . : 

' ... 

j 

" 
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" . 
es decir el 'rango de Ses igual al,~ango de ~a matriz aumentada, y por lo , 

tanto (ver _teorema 3.6 fl4~j1 la solución de 4.2.24 es ,única, lo que impli­

ca qu~, LeZ} ,y,R(Z) son úni,cos. 
* 

Por lo t'~nto, una vez, que se determinaron los grados de L(Z) y R(Z) 

con el 1e~ma ,',anterior ,la soludón de la ecuac;-ón (4.2.23) define complet~ 

mente a los, ccreficientes de LeZ) y R(Z). 

, . 
, ' 

Ejemplo 4.2.3. Encuentre ,L(Z) y R(Z) dados Nm(Z) y Dm(Z) definidos 

en el ejem~lb 4.2.2. 
.. .. , 

, O [Nmct}·] = 2 . , O[Dm(Z)]=d=l 

J. , 

d~ 1 1 emma 4.1.1, 1 = O ,r~::: ,1' 

,~'. 

Por 10 que (4.2.23) puede ser expresada como 
, -, 

,:1 3 O L 1 - 4" - "2 o 
" 

1- 5 3 
2, 2 

-, 
"2 Ro = O (4.2.25) 

.. 
3 O 

5 
Rl O 4' 2 

: ' . , 
resolviendo' (4.2.25) 

) 
'¡ 

, 25 ,,-19, -15, 
L? = "8 . Ro = 16 ' Rl = 16' ~ (4.2.26)" 

Por 10 tanto 

25 J' , 
L(Z) = 8' R(Z) = 16 05i + 19} (4.2.27) 

finalment.e de (4.2.6) 

':" L(S) =~ R'S\ '; .:1 (34S + 4}' ' 
: ' 8' ,~J. 16 S + 1 ,; (4.2.28) 

Una :yez q~e se ha mostrado como determinar si el sistema de la Ffgura 



4.1.1 es estabi,lizable y como resolver la ecuación (4.2.10), el siguiente 

paso para resolver el problema del desacoplamiento es la determ;nactón de 

la TdLS} admisible y.~l controlador C(Sl correspondiente, este es el ,0Qjeti 

vo de la sigui~nte secc1ón~ 

4.3.- . Determinación de la clase de Td(S) admi~'ible y controladores 

correspondientes C{S). 

~a determinación d~l controlador que estabiliza el sistema de~i~ido 
, (. 

por la ecuación (4.1.1) 'está dada por el siguiente lemma cuyo planteamien 
,.' , ' -

to y demostración' se ,encuentra en "las referencias [15 J y [27 J~ .' ' 
',' .. :.'. 

Lemma 4.3.1.- Dadasias matrices, racionales, propias y estables 

Nm{S), Dm{S), Nm{S), Dm(S), L(S), R(S), [(S), R(S) que satisfacen las ecu~ 

.' ciones (4.2.1) y (4.2.2), el controlador C{S) estabiliza al sistema de la 

figura 4.1.1 sí 

(4.3.1) 

para ~lguna matriz rac~onal pr6pi~'y'estable SeS). 

* 
A continuación se enuncia un teotema que permite encontrar el conjunto 

de Td(S) admisibles. 

Teorema 4.3.1. [15J.- :El problema general del servomecanismo tiene so 
, , . ~ 

lución si se cumple (4.~.I)y existe una solución propia y estable S(S), que 

satisfaga. , 

donde 

~ '!' l' 

"(;(S) SeS) N(S) :; HeS) - Td(S) 

G(S) =, G(Sl. Dm(S) 

Ñ(S) = Dm(S) N'lS) 

H(S) H(S) ~ G(S) [(S) Dm(S) NCS) , 

(4.3.2) 

(4. 3.3) 

(4.3.4) 

(4.3.5) 
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la demos~ración.aparece en la referencia'indicada arriba.-

* 
'. 

La SeS) que sati'sface (4.3.2) puede ser encontrada de acuerdo a lo 

establecido en el 'articulo Kurig, S. Y T. Kailath. Sorné notes on Evalu~ 
tion th~ory in linear Systems. Proc. IEEE Conf. Decision and Control, 1979, 

San Diego CA.y [11] según se reporta en [15]. Siguiendo estas referencias 

se tiene que la ecuación (4.3.2) tiene una solución para S(S) sín polos en 

a E: ~+: (campo.de los números complejos con par,te real no negativa) . 

si 

rtS) fl Ñ(S) 

~lS) H'd(S) 

~onde yr y B se definen como sigue: 
a 

. .... 

(4.3.6) 

se elice que lá Yaluación' ~a(g) de. una función racional g(S) en a que pe!:., 

tene,ce al plano comp 1 ej o ex tend ido es K si 

(4.3.7) 

. k-; 
. g(~) = (S~a) . ~ (S) 
'. q(S 

. " , , . 

con P(~) Y q(s) coprimos y no divisibles por (S~a). 
PE:PFI 

v (g) = grado del denominador de g -. grado del númerador de g 
00 .' 

y 

y (0)= 00 a . -

para el é'aso de matrices racionales Y!fO(S)] se denomina la ;-ésima valua 

ción. de O(S) en a y se define como 

yi rQ(S) J = min V;.. LIHJ~(S) I.l 
a . j u. 

donde IH}(S)I denota un menor ixi. de H(S) para cada j:. 

(4.3.8) 
ff 

Por lo cual, para que S(S) sea estable, se requiere que a tome cada 
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uno de los valores de los polos y ceros que la ecuación (4.3.6} tenga en el 

semi plano complejo derecho cerrado y extendido. 

Por último ® representa el producto Kronecker' defini do por 

allB a12B a1n 

A S B ::: (4.3.9) 

a
m1

B 
a 2B amn 

B .m 
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Para A = [a .. ] i = 1, m' j = 1, n \ (4.3.10) lJ .. , .. '- . , .... , 

y B := [b .. ] i = 1, p; j ::: 1, q. 
lJ 

.... ) ...... , 

En la siguiente sección se da. un ejemplo de aplicación de esta teoría . 

4.4.- Ejemplo de determinación de Td(S) admisibles y controladores 

C(S) respectivos. 

Ejemplo .4.3.1.- Dado el. esquemiLPe_.JjL.tLgur.a_4_._4 .. _L.encuentre la cla 
:~~-de Td(S) ; controlador C(S) admisjb'les . - .. : .< .... :. 
f' .. ' . . ' .. 

Ur(S) 2 ... --5+3 

. 

uc(S) 
Jo I 

S+I ~ 

- - . 

de la ecuáci6n(4.1.1) 

yc(S) 
:= 

1 
S+1. 

S+2 

".~ -~"--~_ .. _------:"'---"'" 

.' .,:t.,t 
Ye( S) . . 

...Jo .-. .. 
.. ., 

, 
+" .. 

+Jo. ::2 .. 5+2 Ym( S) --5-1 .. 
, _w, . , -

. .'-,.-- _._~----- --- ----.. -,~. --'-'---'''""'lT''''-...:... 

·7::·,j . ./ .. 
Fig. 4.4.1 

j4.4.1) 

(S+ 1) (.S-l) 
2 (S+2) 

(S+3)(S-I) Ur.lS) 



". 

" 

, ' , , 

t 

T(S) = 

-

, , 

S+2 ' 3 1 
MeS) = -(S+l)[S-l) =2(S-1) -, 2(S+1) 

2 1 o o S+l S+3 
+ 

1 1 3 3 
2 (S+ 1) 2 (S+3) 2 (S-l) 2 (S-1) 

0+ [MeS)] o T,2(S+1)J = 1 

0+ (T(S)J ~ o [2(S~1)J, 1 

(4.4.2) 

(4.4.3) 

(4.4.4) 

(4.4.5) 
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como 0+ [M(S)J 0+ [T(S)J, por,el teoréma 4.1.1) existe el controlador C(S)-

tal que el\istema en lazo cerrildoes estáble. 

De la ecuación (4.2.3) 

M(S) =' S+2 'S+2 1s_~-1 
(S+l)(S-1) ,= (S+l) G+~l (4.4.6) 

'de donde 

S+2 , 2: ' 
(S+l) . 

NmCS) = Nm(S) = (4.4.7) 

Dm(S) - S-l 
Dm(S) = S+ 1 (4.4.8) 

para ohtener L(S) = l(S), ReS) = ReS) qefinidos en la eco (4.2.1) y (4.2.2) 

se,ut,iliza la ec. (4.2.6) con a =1, obteniéndose. 

'. ,2 : 
Nm(Z) = 1/4 (Z ~ 4Z~3) 

Dm(l) = Z 

o [Nm(Z)J n 2 

b [Dm(Z)J = d = 1 

aplicando el lemri1a 4.'2.1., se obtienen; los grados de L(Z) y R(Z) 

(4.4.9) 

(4.4.10') 

(4.4.11) 

(4.4.12) 
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O [L(Z)] ~ 1 = d - 1 = O (4.4.13) 

O [R(Z 1] = r = 2 - 1 = 1 (4.4.14) 
,) 

de las ecuaciones' ,(4'.2.18) y l4.2 .. 23} se obtienen los coeficientes de L(Z) 

y R(Z). " . 

de donde 

por lo tanto 

3 
4 

- 1 
1 

,4 

o 

1 

O 

" ' 

o 1 

O R, = O 
o 

1 ; R1 
O 

, -

~'; 4 
, l~,~ Ro ~3 

:'. 

, , '1 
R :: - 3 

, 4' 
L tZ) :: -. \.., 3, 

, l' 
R{Z) :: - - (Z-4) 

, 3, 
.... ' 

transformando L(Z) a L(S) y R(Z)a',R{Sl co~ laec:: 

, .' 4 ' 
L (S) ~ L(S) = '3 

.' R(S) = R(S) = .. S;~? .. ' 
,jo.. 

de las ecuaciones (4.3.3), (4.j.4) j (4.3.5) 

G(S) :: S-l 
(S+l) 

- > _ 2lS+2} 
N (S) - (~+ 1 )( s+ 3 ) 

(4.2.6) 

( 4,~ 4. 16.) . 

(

'j' , 

, 4~4.lnt;.,: 

(4.4.18) 

(4.4.1,9) 

(4.4.20 )' 

(4.4.21), 

(4.4.22) 

(4.4.23) 

-, 



(4.4.24) 

, (4.4.25) 
·~ ~ 

. "l • .;.r:;~' ,c' 

<-: •. c, ' 

, ' :,. ~. '. de 1a ecuación (4.3.6) 

I , 

V . ["G(S} I 6 N(S)] = 2 
00 , 

'(4.4.26) 
, _ l 

,por lo que se requiere que para que Ses) no'tenga pól~s en infinito ,y en 1, 
o. 1 . -'" . 

-.," 

, ' , 
, .' I "" 

V [H(S) - Td(S)] ~ 2 
00 ' 

, {4. 4. 28}, 

y 
, ' i I 

VI [ H (S) - T d ( S )] .~ 1 (4.4.29) 

, , 

sea 
, ,.-, 

, (4.4.30) 

, .:~ntonces 

, e",' 2' ",.' 
HeS) _ Td(S} = 6(S+1} - 8(S+2) ',_ n(S) 

3(5+1)2 (5+3) ,dTST 
(4.4.31) 

'~:f7J+(S) _ ,Td(S)'~ 3(5+,1)6,[ 2d(S)-CS,!~)n-CS)] - 8(S"-~)d(Sl" ñ(S) 
-, 3{S+1}2 (S+3)d(S) 'd(5) 

(4,.4.32) 
" .:.: 7 ' 

.Í> 

aplicando la eco (4.4.28), a (4.4.32) se tiene que 

o (d(SlJ - O [ñ(S)] ~ 2 (4.4.33) 

o equivalentemente 

3 + O [deS} ]~{2+0 [ZdCS) - (5+3)n(S) J} ~ 2' " , (4.4.34) 



,,-

6,4 -

, I,,! 

.. ' ,. 
f.':' 
'''~ .. , , 

o [d(S)] - O [2d(S} - (S+3}n(S)] ~ 1 {4.4.)5} 
,-' ~ . 

",.:". esto implica que si 

O[d{S}]:::,q O[n(S)'] ::: q - 1 (4. 4.36) 

y si 

(4.4.37) deS) =,d + d1S + , o ' 
" ' 

n~S),= no + n1S + (4.4.38 ) 

2dq = nq:-l (4.4.39) , 

,,', ' , , 

, ; 

,la aplicación de (4.4.29) a '(4.4.32) lleva a 

' ... 
ñO) ='0 f,; (4.4.40) 

, el conjunto de ecuaciones (4.4.32) y de: (4.4.36) a (4A.40) inclúsive, jU!l 

to con ;la restricción obvia de que deS) sea un po'linomio estable definen a' 

Td(S). 

~onsiderando a deS) = S+a, n(s~ debe ser (4.4.39) igual a 2, substitu 

yendo ~stos v~l~res ~n (4.4.32) se puede comp~obar que ~o es posible CU! 

., ' plír la restricción impuesta, por (4.4.40) para cualquier valor de a. Ahora 

se cons'; dera que 

". '.,,~' . 

t 

d{S) = (S+a)'(s+b)_,.a,b > O ~ .. , (4,< 4 .41) 

,por lo que 

n(S) =, 2(S+f) (4.4.42) 

subs t ituyendq n eS) y d (S)r' en (4..4. 32) se observa que 'ñ (l )=0 se cumple pa ra 

cualquier valor de a' y b y f tiene un solo valor~ f=-l, por lo:que la clase 

de Td(S), en 'su formi gen~ral; esta definida por 



'. 

'.-'J!!' 

, ~; t 

;, 1 -- k 2 eS -1 ) " 
-TdloS - S+alCS+b} : a,b->. o} 

- " 

para -fines de cálculo de CeS}' se cons'idE;ra 

" 

a = 4; b ~ 5" esto es 

_ 2(S-1) -
Td(S) -, (S+1)(S+5) 

, ' 
" 

por 10 tanto , 

, - 3' '2 ,," '_: 
H(S) = Td(S) = 34S + 1345 , + 145 - 182 

3{.S+1)2 (S+3)'(S+4) (S+5) 

, 2' ' ' 
H(S) _ Td(S) = (S-l} (34S_ + _168S +182) 

3(S+1)2(S+3)(S+4)(S+5) 

de la eco {4.3.2) 

, SeS) = (S+1)3(S+3)(S-1)(34S
2

+168S+H32) 

, " 2(S-1)(S+~}3(S+1)2(S+3H,S+4)(S+5) 

'\ .' .. : ;. 
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" :. 

(4.4.43) 

(4.4.44) 

(4,4.45) 

(4.4.46) 

(4.4.47) 

S(S) - es+ 1 Hl1S
2

+84S+91)-
- "3 (S+2 )(S+4 )(S+5) 

(4.4.48) , 

substituyendo (4.4.48) en (4.3.1) se obtiene 

, C(S) - (S+1) (lS+23) 
. _ - - (S+2) (S+3) (4.4.49) 

Nota.- - Toda la teoríavfsta en este capítulo es valida únicamente para el 
• ! 

caso en que M(S) s~a estrictramente propia, en taso contrarfb es necesario 

descomponer primero M(S) como 

donde Dm(S) = lim M{S) , 
S-+oo -

(4.4.50). 

'y "resolver e'l prob'lema-para MI (S);-obten-iendo ,un controlador el (S); con base 

1. _, i 

, ,\ 
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. en este C1(S) se puede determinar CeS) utilizando la siguiente -relación:' . 

. (4.4.51) 

la cual ~ueobtenida por [151. 
" 

I 

./ 

•• ,J 

:> 

.' 
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e o N e L u S ION E S 

En este, traóajo se ha considerado el problema de,l desacoplamiento dinámico 

de sistemas line;ales 'e .1nvari'antes con' él ,ttempo. Se han anal izado tres esqu~ 

mas mediant~'los cuales se puede desacoplar un sistema deeste,tipo, los cuales 

son: 

1} Retroa 1 imentaci'ón de los estados mediante un observador de orden mínimo. '. 

21 Retroalimehtación de Ja salida. 

3) Retroállmentación pardal. de la salida . 

La aplicabilidad de cada uno de estos esquemas de desacoplamiento depende 

de la estructura específica ,del sistema • 
. , . 

La determi,nación de: los contr·o'-adores: dé' orden mihi'mo, 'propios y estables 

necesarios para el desacoplamiento medi"ante los esquemas 1l y 2},se basa en un 

algoritmo para encontrar una 'óas'e de.un espacio nulo derecho. Dicho algoritmo 

está basado principalmente en los resl:J1tados presentados por Kung y Kailath en 

[13J; sin embargo, ni en [13J ·nte.n este trabájos~pres~ñtaun procedimiento 

sistemátÚoespedfico para ser ilTlP1ementado en é·omputadorá'. Como trabajo po~ 
terior se pr·opone esta implementación, Birkhoff.,. MacLan~ y Chen en, las refe 

. rencta~ [5,pp 183-187J r [7, pp 546-551] presentan un procedimiento adecuado 

pa r·a es te fin. 

La,obtenci'ón de la clase de matrices de transferencia desacopladas TdCS) 

. , ·,.para e1-.es:t¡uema .l}' está basada en. la ob.se.tlvaetón clavé ,c~e que,' dado. que 'cualquier 

:- .~ ... ;;;;'*j¡I·· .. ·sistema fact·ib 1 e:;-de· ser·-desáco'pi'a:do. tfene .. inVersa. der.echa''': TRes I·;"'(Yerci~pítu 1 o 

1}. y- ,ªste puede descomponerse ene1 productó. TclSLTd(Sl-1 q.pnde .. TceS) repr~ 
senta la.matri,z del controlador e.n hzo abierto.y: TdCS)' la· del sistema desacQ., 

plado con arTJbas. matrtces propias y: estables. Una vez.obtenida la clase de Td(S) 
adn'-isi'ble, .se.puede obtener el controla.dor. Td,S1 de orden m1n111)0 a partir de la 

.. ". 

.,' descollJPostción de é.ste. como' Tcls L=·N (510($ L~l., . efectuando operac!one.s se obti~ 
ne que lTd (S1 -TCS }.J[O(S P 'N (s1' 1.' ¡:: Q:' esta 'e.cua.ción .sepuede resol ver con 

eJ &,1 gori tmo J1)ene tonqdo ante.rtorf1)e.nte, I 



' . . , 

.~ 

Con re,specto al esquema2L se dan condici'on~s .sufici'en.tes para la obte:!l 

qon de la clase de Td(sl admi,s'i:hle y el controlador H(sl correspondiente, 

los cuales est~n relacionados: a través de, la,ecuación H(Sl-T(Sl-l - GTd(S)""1 
~ , 

donde ~ '(i " es una ma trt'z constante e .i nvert i'b 1 e, A dHerenc la de otros traba 

'jos presentados hasta ahora BaYoumi'y· Duffi'eld, Kim y Shapiro y Wolovich 'mues 

tran como determinar la clase de Td(Sl y la HeS) cor~espondiente,ambas esta 

bles y propias .(para el caSi) en 'que T(Sf1 no. tenga polos i'riestables) aun ~i 
T(sl es 'propia(no estrictamente propia). En los articulos' mencionados no se 

. garantiza que Td,LS)'y H(S) resulten e·stables.y requieren que: T(S) sea es 

trictamente p~opia., 
..... 

. : ; 

ton relación al esquema 31; den~min~do problema general del servome¿anis 

mo PGS LPor:Ohm, Ho'rzéÍ\ y Bhattacharyya, se presenta u'n ~ 1 goritm~ para reso'­

ver la identidad L(Z)NmLZ) +R(ZlDmLZ) = 1, en donde la's'olución' resulta s~-r 

68, 

.• función de una matriz:' conocida como resultante de Sylvester. Este¡algoritmope!:. 

mite encontrar los polinomios LLZ1"y R(Zl :medi'ante alguno de los método,s con.Q. 

.... 
'.'J! . 

c idos para resol ver ecuaciones' al gebra i cas s'imultaneas, por:' ejempl o el de ei im,i 

nación Gaussiana. Como alternativa para la solución de'e~ta identidad' se tiene 

el a.l goritmo de 1 a divi s ión Eu~l idi.ana tratado por Barnett, Ka i1 ath yVidya·sagar. 

$epresenta tambié~ la solución al p~oblema del desacoplamientó,' basado en los 

resultados que aparecen en el artículo publl~cado por Ohm, Howze y BRattacharyya, 

pa ra el caso de uQa entrada y dos 'sa 1 idas.. Como i nves ti gac i ón futura se prop.Q. 

ne la generali'zac.1óride la soluci.ó.n·de la identidad mencionada arriba para .el 

caso en que los el'ementos de ella sean matrices' polinomial~s en la variabie Z. 

La sol uei.ón de esta ecuación permití rá reso 1 ver s istemas de mas ~e dos entradas 

t:I salidas. A diferen,cia de,los· esquemas 11. y .. 2), para el PGS, en el cual se 
1 

tiene una retroal;j.mentación parci'al de la salida, . .Oo .. s,e puede garanti'iar: que el 

~<con·:(fO"1'á<:f0r·· CCsl"r~quer.i.do."pa.r·a-·des:¡fé·éfpl.a:r :el sistema.sea_·e·stable·, .aun·'en .el 

caso escalar. Vtdyasagar demuest'raen [26.1 que el. c'ontroladcú< C(S) 'es est~' 
ble si' la mat~iz, de transferencia de la. planta ttene unnGmero ~ar dep~los 
inestables entre cada par de ceros que también lo s~an .. la, clase de Td'eS) se 

obtiene con, ba s;e .. a 1 as·· restri:'ceione.s,. que .se, i'mponen al c.ontrolador. para cons~ 
guir que este sea realizable ~y la'mat~i:z de.s~coplada sea,.ad.icionalmente, esta' 

b 1 e, .' 

Dado ,que· al ·,agregarse· el controlador .. Tc(S) a la planta T(Sl se efee .. 
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túan cancela,ci:one.s entre, polos y' ceros para cons:egutr qu~ el sistema desacopl! 
, ' 

do Td(Sl sea eS,table, es necesario conocer con exactitud laplantq, de lo ~o!!. 

trarto el des'acoplami'ento completo no podr~ ser reali,'zado, Esta limitac.i'ón, 

junto cO,rlJa i'nvertibilidad por la der~cha'de la planta, debe ser considerada 
antes de plantears'e el problema ,del desacoplamtento dinámico. 

El desarrollo de est~ irabajo ha stdo completament~teórtco~por 10 que es 
conveniente" para conocer los alcances ,y, 1 tmi,taci'ones reá 1 e,s" del as soluciones . ' , 

,-propuestas, emplearlo en problem~s prácticos ya que en estos casos IfEx¡:>erimentum 
solum certtficat"; 

" 

) 

... -' . 

, " 
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" ',A P E N DIe E. 

· . 
aL Simbo1pgi¡:i uti1izadá .,. 

'~ ~ 

,,"~ ".' 

F [S]. Anillo de las f~nci6nespo1inomtales ~n·S. 
. . 

F(S): : Ca~po de l~i f~nci6nes·fact6na1es.en S. 
• • .' "- ~ • -~-. < .... 

o W(S)] . Gra'do mayor del conjunto for~ado .por todos los elementos' 

.,; que pertenecen' a la. matri.z p(St-
o", , ' • 

" " 

Vi de P(S):" '.' Gr'adá máximO de los elementos de la colÚTnna .1. de NS} .. 

Ü.·.~eP(Sl .,-:: Grad'o' Máx·i~"d~··lbS 'e1ementos .de1 
'. 1.. : ...... :: . ..,. ...... . >..' '.' . 
V,.' ~'. Sum~ d~tódos los Vi' de P(st· . 

'. 

; " . · '.' '~ , ~ 

Ve: :..... Espacio vectorial 

VT Es~acio dual de Ve 

[p(sJ ]r Matriz 'de coeficientes' de términos de mayor. grado de cada. 

· [P(S} Jc 

r [TeS) ] 

· r [Tes} Jr ., 

r [T(S) J c'· . 

T(S)' 

. T(S)-l 

el· 
lt,~ " ","'" , 

· reng1 ón iil?~:P(S) ~ .:. 

· Matriz de coeficientes de términos de mayor grado de' cáda 
.' ~o 1 u'inna deP(S}.· 

~~~go de l~ matriz T{S) 

· Rango ,de. [1:(~Ur" 

Rango. de . [ T (S) le . 

.. ·Tr·a~sp~esta· de' ·T(S). 

Inv'ers a;' ele T{S ).,. 

Produ~to Kronecker 
Fin ~e demo~ir~ci6n 

.. 

) 

b) Invertibilidad de Matrices. 

70 

Teorema .. A.b.l::-.: Un s.istema.con matriz de' transfere'ncia T(S)(pxm) E: F(S) 

es invertible'por la defecha :si y solo si .y'·lTCSU·:=·P •. : '.:.::::- . 
\. :. . ' .. ,~" ... 

oemost rac 16n: :; , . . 
,; 

:'t. 

Necesidad. 
~. ( , 

.. . 

------------------------~--------~ ... 
.' ~~ . 
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Por el 'teorema d~Smith-Mcmil]an '(ver [6J,' [11]). existen mat~ices \Jnimod.!;!. 
, . . 

lares (matrices po1inomia1es"cuyo determinante ir el de su inversa son 

constante diferentes de cero) Ul(sI, U2{S) ~ '''l(S) ~ v2(sl .tales que 

. TeS)' = Ul(S).Td(S)Vl(S). (A.b .1) 

RlS}" = 'U2(Sl.RD(Sl.V2lS} (A.b.2) 

con TOeS) y RDes). .matri¡ces'diagona1e,s de1~ism~ rango qúe T(S) y R(S) res 

pectivamente~ :con R(SL tnversaderechá de TeS} . 

• ' , * ~ J,',. ',', . ,. .. . ',', 

reS ).ReS }.= 'Ul'(slJD(Sl VI (s tU2.(SlRD(S lV2(s). (A.b ."3)'. 

sea, 'RE(St': '='Vl(S),U2(S),RD(S). 

con RE(S) de dimensiones Cnixp). 

entonces /. . 

. T (S 1 R es 1 = uí Cs lJ DlS lRElslv2cs.l 

si se asume que r(T(Sl.J = 1 < P 

'".' -, 
", ' 

se tiene que. rfTD(S)RE(S)J ~ i , 
(por 1 a de~.i gua 1 dad de Syl ves ter 1 •. 

(A;b.4} 

CA:ó.5) 

(A.b.6) 

. ",-- dado,qü'eiLUilS) y V2lSLson mat"rj'ées:uni~O;dl:l:l.qréS,. Por otra 'partEl cOino . 
. ,ReS) es la inv,~rsa de~e¿fÍa' de TCSL~ d~ (A':b,5).. _. 

por lo que 

'.1< 

Ul(S)TD(S}RECStV2(Sl = 1 
P 

rlTDlSIRElslJ == r [r- j:i:' p. , '. p , :' 

~sto es una co~tradicción por 10 que 

.' .\ 

, .. ( A. b. 8) 

(A.b.9.) 
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l· ." 
I 

t'¡l~., ,_.-

r[T(SlJ = p 

s uf; ci ene; a 
I 

si' .. 

. I 

p ~ m lA:b.l0} 

po~ ~l teorema de Smith-Ncmil1an existen matrices unimodulares U(S).y 

V(S):ta]es .que 
.. ' , 

T(st = ,U(S}To(s),VlSl . (A.b.ll) . 

. can IO(S) un,a matri:z .di.agonal de· rango p mas (m-p). columnas de ceros, 

y. 

entonces· 

dado que' : 

TO(S} : ='[TFR(S) 
p 

o J p 
m-p 

) 

" ¡ 

lA.b.12) . 

. (A.'b .13) 

.' , CA.b.14} 

* 

,72 

.. l:emmaA.b.l.':' Cualquier .. matriz polinominal escalón .peS) , .. es inver 

, ti.ble ~y su .determinánteest'ij defini'qo por: '. -
. . ~ . . . . 

det p( S) '[PeS j le r S v2 s v~ + términos de orden, menor oi gua 1 a Sn-1 



.,' .. 

, ' 

.. 

Demos t ra ci ón ; 

'.:, 

m 
n = ;'¿ v. 

;=1 . 1· 

." ... 

Solución prop~e~ta ~n t p 21,[3U), 

Por induccidn~ para n=Q 

, L l' 
. .. 

get pesl = fP(.slk· 

(A,b.16) ". 

" . , 

(A.ó.J7)' 

de la 'definidon (O;2,.'2t (j1- pCst esreducicÍá 'por cOlúmnqs, de ,la def;n; 
. " . ", 

ci ón ( O . 2 . 1) r ( P ( S )J c = m " 

por lo tanto det p{Sl = peS). ¿ :¡. Q, (A.O .18) 

'se asume que la expresi6n (A.b,16) es -válida Y, aflora,' para 0+1 

v * 
'S 1.' . * 

'i 

'( A. b .19) 
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det p{sl= p{.s): c :/2 S n * 
S, m , , '+térm{nos de orden menor 

, .-, "0 igual a Sn. 

* 
como * v. = V. 

1 1 
a excepción de. algun j tal que Vj = J+V j 

v * 
S 1 

« V·* , ' S 2 

V * . m 
S 

de (A.b.16), {A.b.lO} y'lA,b,20.) 

t V 
S m 

l. ' 

1 

DetP(Sl'=-fP{S,)JSn+1+'térmi.nos de orden menor, o.igual c . 
a Sn 

1 

(A.b.20) 

.(A.b.21) 



. t, . 

, .. 

,~ ... ...-' 
,-- - ' ..... ~ .. : , 

" ~I ~~- ~ t' , 

•• 
'. '\ 

'; 

.. ,' .. '. '. 

que es i.gual a substi.tuir a n por n+1 

por ~~tanto la afirmación es cierta . 
. r 

,,l 

·.l 
1, 

.; 

" 

., 

). 

en la expresión (A.b.161, 

, ' 

'. 

-. 

'", .. ' , 

* 
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