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RESUMEN 
, 

En el presente trabajo se desarrolla un modelo dj'n~mico de un sistema 

rotatorio, compuesto entre otras cosas de: una flecha flexible, discos 

concentrados en un punto de la flecha, cojinetes hidrodin~m¡cos y so

portes flexibles amortiguados. 

En el análisis se consideran las caracterfsticas principales como son: 

elasticidad de la flecha, inercIa en la flecha y el disco, sistema de 

cojinetes hidrodin~micos, soportes flexibles y amortiguados. 

Las ecuaciones generales de movimiento que rigen la dinámica del mismo, 

se desarrollan para un modelo rotatorio-descretizado con séxtuple grado 

de 1 ibertad por nodo y uti lizando una descripción Lagrangiana, mientras 

que la din~mica de los cojinetes se d~scribe a través de la formulación 

de Booker en su método de las movilidades, basado en la ecuación de 

Reynolds. 

La simulación del comportamiento dinámico del sistema, se realiza median

te un algoritmo computacional basado en la solución numérica de las ecua

ciones diferenciales, usando el método de diferencias centrales. 

El modelo desarrollado de sistemas rotor flexible-chumacera hidrodinámica, 

incluye ecuaciones de movimiento, que no habian sido formuladas por otros 

autores en forma integral, de tal manera que en la solución se incluya en 

forma simultánea las caracterfsticas elastodin~micas del sistema y la na

turaleza hidrodinámica de los_cojinetes~ 



l. INTRODUCCION 

Toda m~quina que utiliza o transforma energra mec~nica en cualquiera de 

sus formas, generalmente tiene elementos' rotatorios como partes funda-

mentales del funcionamiento de la misma. algunos ejemplos son: genera-

dores eléctricos, m~quinas de combustión interna, turbinas de gas, y 
-

de vapor, turbinas hidraúlicas, turbogeneradores, etc. 

El avance de la tecnologfa moderna ha promovido.un incremento considera-

ble en las velocidades de o~eración de estas m~quinas y a su vez, ha re-

querido del desarrollo de nuevas técnicas de an~l isis que permitan mode-

lar en forma m~s completa la naturaleza física deestQs sistemas para 10-

grar diseños m~s eficientes. 

En el campo de la dinamica de rotores, es importante "to'ntar con herra-

mientas de analisis que permitan el diseño de maquinas para periodos de 

operación, como es el caso de turbinas para la generación de potencia, 

10 cual impl ica la reducción dé los periodos de mantenimiento. 

Las velocidades de operación de muchos de estos sistemas, se han incre-

mentado como resultado del avance de la tecnología y por 10 tanto es im-

portante en el procedimiento est~ndar de diseño el c~lculo de las velo-

cidades críticas y en general desu respuesta din~mica, haciéndose nece-

sario evaluar los efectos de: flexibilidad y amortiguamiento de sopor-

tes, cojinetes hidrodinamicos, excentricidades entre otros, esto da lu-

gar a la formulación de modelos matematicos que conducen al conocimiento 

del sistema, para llegar a diseños mas racionales y/o realizar estudios 

de diagnósfico y prevención. 
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La refinación de los modelos matemtiticos de sistema.s rotatorios, se ha 

incrementado notablemente con el "des~rrollo de las computadoras, debido 

a la rapidez y precisión en la realización de las operaciones que están 

contenidas en los mismos. 

El desarrollo de métodos analfticos para el análisis de sistemas, rota

torios ha evolucionado a partii del siglo pasado, siendo uno de los pre

cursores Rankine ([1]*, 1~69),quien reportó el trabajo sobre: "fuerzas 

centrífugas en flechas rotatorias. Más adelante, los modelos de estos 

sistemas incluyeron rotores flexibles,masas discretas y soportes rígi

dos, aunque en la realidaa estos últimos tienen cierta flexibilidad, la 

cual esta relacionada con las velocidades crfticas, Usualmente en los co

jinetes lubricados hidrodin~micamente, los resultados obtenidos con esta 

suposición difieren de lo~ reales; la causa primaria de esta discrepan

cia, es el efecto de amortiguamiento del lubricante en el cojinete. 

En este trabajo se presenta un modelo ~atemático, en el que las ecuacio

nes de movimiento que rigen la dinámica del mismo, se deducen suponiendo 

que,los soportes son flexibles y amortiguados, además el modelo toma en 

cuenta la natura'leza hidrodinámica en los coj ¡netes, la flexibi 1 idad y 

distribución de las características inerciales de la flecha, discos y 

coj i netes. 

Existen varios métodos que permiten determinar la velocidad crítica, pa

ra el análisis de sistemas rotatorios, en los cuales se ignora por com

pleto el efecto de los cojinetes apoyados sobre soportes flexibles. Una 

~"N(jmeros en paréntesis cuadrados indicán refrencias al final del trabajo. 
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primera concepción matem~tica del c~lculo de la velocidad crItica, se de

be a F6ppl ([2], 1895),' quien demostró que aunque efectivamente el des

plazamiento de1 rotor aumenta con la velocidad de rotación a causa del 

inevitable desbalanceo, di~m¡nuye sin embargo nuevámente al aumentar la 

velocidad del rotor y rebasar determinado número de revoluciones por mi

nuto; Stodola ([3], 1916), describió mediciones de discos en rotación y 

atribuyó a la acción amortiguadora del fluIdo que rodea al roto~, el ca

rácter finito de la amplitud de vibración a la velocidad crItica; también 

mostró que la flecha excenta de amortiguamiento puede ser inestable por 

encima de la velocidad crItica, cuando el momento de inercIa del rotor 

se encuentra por debajo de un determinado valor. Holzer ([4] ,1921). de

sarrolló un método para obtener las velocidades crIticas de sistemas ro

tatorios sujetos a vibraciones torsioQales. Myklestad ([5],1944), presen

ta una extensión del método de Holzer para el an~lisis de vigas discre

tas con vibraciones flexurables. ~rohl {[6J,1945), utilizó el método de 

Myklestad para determinar velocidades crIticas en roto~es flexibles. Es 

te método se basa eo la utilización de matrices de transferencia y con

sidera al rotor constituido por discos independientes conectados por 

elementos viga sin masa. La novedad-de dicho método residió en que es 

aplicable a cualquier condición de apoyo en los extremos. Ruhl ([7], 

1970), Y Lund ([8],1974), utilizan también matrices referidas a séxtu

pIe grado de libertad paraobten~r las caracterlsticas modales y la 

respuesta dinámica del mismo. Chen, et al ([9] ,1982) ,presentan un mode

lo de un sistema rotatorio, obtienen las velocidades crIticas utilizan

do matrices de transferencia, y las caracterlsticas de los cojinetes a 

través de un conjunto resorte-amortiguador en tres posicione~: horizon-

tal, vertical y diagonal. En este modelo, que tiene dos cojinetes y un 



disco, Jaobtención de la solución requiere de un tiempo considerable de 

computación, por utilizar cuarenta y nueve coorden~das generalizadas en 

la descripc~ón de la configuración del sistema. 

Los métodos más recientes son extensiones un poco más elaboradas de las 

anteriores; pero en general, son similares en el planteamiento.· 

En el área de cojinetes hidrodinámicos se han hecho numerosos estudios, 

que describen la interacción entre la flecha, la carcaza y la capa de 

lubricante, los .fundamentos de estos estudios estan basados en las for-

.mulaciorl-es realizadas por Reynolds' ([10],1886), que consisten en una 

,implifica¿ión particular de las ecuaciones de Navier-Stokes. Booker 

([11],1965; [12],1968; [13],1969; [14],1971), desarrolló el método de 

las movilidades en el que se puede apreciar la aplicación de la ecuación 

de Reynolds, para cojinetes de longirud. corta, larga y finita. Barret, 

et al ([-15],1979), establecen un método eficiente para calcular la res

puesta no lineal en cojinetes de Jongitud finita incorporando un factor 

de corrección en la formulación de cojinetes de longitud corta. Shawki, 

et al·([16],1979), transform:mla ecuación generalizada de Reynoldsa un 

sistema de tres ecu~ciones diferenciales ordinarias en derivadas parcia

les; las dos primeras resultan integrables de manera directa y la terce

ra se resuelve por un método variacional. 

Los últimos trabajos de alguna manera son similares a los anteriores, 

con variantes en la forma de resolver la ecuación de Reynolds. Sin em

bargo, no es común la formulación simultánea de las ecuaciones elasto

dinámicas de la flecha y los discos con las ecuaciones hidrodinámicas 

de los cojinetes, para caracterizar el sistema completo. Todo esto su-
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giere la necesidad de establecer modelos que liguen estos dos aspectos 

ya analizados por separado en forma integral, con el objeto de mejorar 

los diseños y lograr resultados más próximos a los reales. 

El modelo que aqur se presenta ofrece la posibil idad de representar las 

caracterlsticas geométricas del sistema en forma detallada, permjtiendo 

realizar un análisis dinámico que incluye'otras'caracterfsticasadicio-

nales a las que aparecen en modelo desarrollados por otros autores, y 

se obtiene la solución simultánea de las ecuaciones elastodinámicas e 

hidrodinámicas en el cálculo de la respuesta dinámica (desplazamientos 
. 

, de puntos discretos del sistema en función del tiempo). 
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11. MODELADO GENERAL DEL SISTEMA 

2.1. Modelo Dinámico'del Sistema 'Rotatorio 

El'modelo analizado en este trabajo consiste en: flecha flexible, disco 

discreto, cojinetes hidrodinámicos, soportes flexibles y amortiguados, 

como se ilustra en la figura 1. 

La mec~nica del funcionamiento del modelo es bastante conocida y consis

te en el mo;imiento rotatorio de un disco y una flecha, colocados sobre 

soportes flexibles. Las fuerzas en los cojinetes que resultan del movi

miento se obtienen utilizando las ecuaciones deductdas por Booker [14]. 

Las velocidades instantáneas en los centros de los muñones se determinan 

mediante las funciones de movilidad para un modelo de cojinete hidrodi

námico de longitud finita en el cual se debe satisfacer que: O.25~L-ID~ 

1. donde LID rep~esenta la relación que existe entre la longitud del co

jinete' (l) y su d j ámet ro (D). 

Para obtener las ecuaciones de movimiento, el sistema rotatorio se mo

dela de la siguiente manera: los discos se repres~ntán por masas con

centradas en los puntos correspondientes de la flecha, los soportes 

flexibles se simulan como un conjunto resorte-amortiguador en dos di

recciones perpendiculares, 105 tramos de flecha se discretizan como ele

mentos finitos tipo viga, con séxtuple grado de libertad por nodo y 105 

cojinetes se modelan utilizando las funciones de movilidad las cuales 

j!'lcl uyen toda s 1 as ca rac te rf s ti cas tan to geomét ricas como h i d rod i nám i caso 

El modelo se muestra en la figura 2. 

2.2. Grado de libertad y Coordenadas Generalizadas • 

• 



K· I 

Soporte 

n' .1 

Cojinete 

/. 

Fig. 1 Modelo de ~n sistema rotatorio 
con exagerada flexió~ 

resorte-amortiguador 

rig. 2 Modelo simplificado del sistema. rotatorio. 

7 

• 
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Para la formulación de las ecuaciones de movimiento que describen la di-

n~mica del modelo considerado, es necesario definir dos distemas coorde-

nadas; uno . fijo, denominado siitema coordenado absoluto y'otro~ gi-

rando con la flecha, el cual es el sistema coordenado rotatorio. Ambos 

sistemas se toman colineales en la dirección axial de la flecha, y el 

eje Z, figura 3. 

La util ización de estos sistemas coordenados establecen un conjunto Oni-

co de coordenadas generalizadas que describen la interacción entre los 

elementos que componen el modelo. La representación gr~fica de los sis-

temas coordenados se muestra en la figura 3. 

2.3. Transformación de Coordenadas 

Los desplazamientos est~n relacionados [17], (figura 4) por: 

E;; ces wt s en wt O O O O X 

n s en wt ces w t O O O O Y 

1; O· O O O O z 
4> E;. 

:: Sx 
(2. t) 

O O O ces wt -s en wt O 

.4> n O O O s en wt ces wt O sy 

{. O O O O O 1 eZ 

Derivando con respecto al tiempo la ecuaci6n.(2.1) y realizando la.s ope-

raciones algebraicas necesarias se obtienen las expreciones: para las 

velocidades y aceleraciones. 



n 

b) - X 

F" 3 S·lstema coord,enado del modelo a) absoluto 19· 

b) rotator'j o .. 

9 
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Velocidades 

~ cos wt s en wt O O O O X - wy 
. 

11 S en wt ca; w t O O O O Y + wx 

z;; O O O O O Z 
'E; q, O O O ca; wt -s en wt O eX-weY 
'11 

O O O . Y x q. s en wt ca; wt O e + we 
'1'; 

O O O O O '2 4' e 

Aceleraciones 

- O O O O .' • - / 1-

E; cos wt s en wt X '2:wy }€>w x 
.. s en wt \.t O O O O' 

.. 2wx 't. 

11 
ca; y + - wy 

O O O O O 
.. 
Z 

:= bisyri w2 eX, O O O ' ca; wt -s en wt O "X e -
"11 q, O O O sen wr ca; wt O "y e + biSx- w2 eY 

-z;; O O O O O -z 
~ e 

2.4. Coordenadas General¡z~das del Sistema 

De acuerdo a los dos sistemas coordenados definidos anteriormente el gra-

do de 1 ibertad de la flecha y cojinetes, se pueden representar como un 

vector de coordenadas generalizadas. 

En el sistema absoluto 

(2.4) 

En el sistema rotatorio 

(2.5) 
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De la misma manera los vectores de coordenadas general izadas para los co-

jinetes en ambos sistemas son: 

Sistema absoluto 

T b b 
{\ji) = {I;;, • n , 

c 1 1 (2.6) 

Sistema rotatorio 

(2.7) 

Las coordenadas~eneralizadas del sistema pueden ser las descritas por 

cualquiera de los dos sist~mas (absoluto o rotatorio), siendo necesario 

la conversión de un sistema a otro para facilitar la derivación de las 

ecuaciones de movimiento, que se describen a continuación. 
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111. FORMULACION DE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO 

En 1a formu1ación de 1as ecuaciones de movimie~to, se parte de la des-

cripción lagrangiana [18, 19J,que es en un sistema de ecuaciones dife-

renciales ordinarias de segundo orden del tipo: 

d '(~)_ 
:-Cft ..dq. 

J 

Q. (j = 1, 2, .. , , n) 
J ' 

las n ecuaciones (3,1),se conocen como ecuaciones de lagrange, en donde 

la función lagrangiana es la diferencia de la energTa cinética y la po-

tencial; Q. representa las fuerzas generalizadas no derivables de un 
J 

campo potencial (fuerzas disipatIvas) y las q. son las coordenadas ge-
- J 

neralizadas independientes. 

Para incluir las fuerzas disipativas en el sistema, se define la fun-

ción de Rayleigh [20], de, la siguiente manera: 

1 
,n 
r 

2 i =1 

n 
I 

J=l 
e .. q. q. 

I J I J. 
= -

2 
(3.2) 

En donde las e .. son los coeficientes de amortiguamiento, [e] es lama
I J. 

triz de amortiguamiento. Al u~ilizar la función de dis1pación de Ray-

leigh la ecuación (3.1) se puede escribir como: 

d 
dt 

Cll 
dqj + = O (j 1,2, ..•• n) 

Para desarrollar las ecuaciones de movimiento, es necesario especificar 

las dos funciones escalares l y F . Para determinar la función escalar 

l, se deben expresar las energias, cinética y potencial de los elemen-

tos que conforman el modelo. 
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3.1. Energfa Cinética 

Con el objeto de .describir la energfa cinética, la disctribuci6n iner-

cialde la flecha y los discos se concentra en los nodos de los elemen-

tos utilizado~ en la discretizaci6n, mediante masas concentradas. La 

masa de los cojinetes se concentra también en un punto discreto (su 

centro) cuyos desplazamiento son independientes de la flecha. La ener-

gfacinética de la flecha se puede expresar de la stguiente manera: 

1 • l 
T f = "2 {If} f 

. 
tmJ {If} , 

f (3.4) 

Donde [mJ es la matriz diagonal de masa. Aplicando la transformaci6n de 

la ecuaci6n (2.3), se tiene: 

1 n 
Tf = -' r 

2 . 1 ,= 

n 
r 

2 i =1 

m. 
1 

n 
J. 

I 
( 6. n) +..! 

I 
2 

n 
r 

i = 1 

n 
t .' r;; r J. lE.) 

j = 1 I I ' 

I . E. ( e. r.) 2 +. 
I I 

(3.5) 

Considerando 1. ~ n I . que = I . ::::: 
I 1 I 

e Ir; ::::: IZ y sustituyendo (2.2) en (3.5), 

se 11 ega a: 

n 
T=.!. r m. 

f 2 i =1 I 

Donde: 

A. 
1 

n 
+..! r 

2 i =1 
I . 

I 

n 
r 

i = 1 

2-
I . 

I 
( e. z ) 

I 

2 

A.= ):'2+ Y.2 - 2v{ X.Y. + 2w Y. X. + w 2 x. 2 + w 2 y. 2 + Z.2 
I I I I I I I I I I 

(3.6) 

H.= (6. x') \( é. y) 2_ 2w (é. x) (B. y) +2w (8. y):( 6. x)+ w 2 ( 6. x) 2+ w2( B. y)2 
l· I I l ' I I 1 l· I 

La energra cinética asociada a la masa de los cojinetes hidrodin~micos 

se puede deducir a partir de la ~iguiente expresi6n' (ver ap~ndice 1): 
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T := 2
1 {~} T fm. ~J {;} 

c _ c r c (3.7) 

Donderm.b~ es la matriz diagonal de masa asociada a los cojinetes. Apli
I 

cando las transformaciones en el plano se tiene: 

1 T :=
C 2 

n 
r 

i =1 

2 • b 2 -
m. b r (i. b) + (n. ) ] 

I I I 
(3.8) 

Por otra parte el vector de desplazamiento de la flecha (6). Se puede de-

finir a partir del vector de ex¿entricidad {e} ~ de los desplazamientos 

-de los soportes {B} (ver figurp 5), por tanto: 

{é} :::: {e} + {Bl 

{Bl = {51 ':{e) 

Reemplazando (2.2.) Y (3.9) en (3.8) y realizando las operaciones necesa-

r j as se 11 ega a: 

Donde: 

X. 2+ 
. 
y. 2 + B. = 

I I I 

. 
Y 2w X. e. 

I I 

. x y 
M e. e. 

I I 

w2 (e. y) 2 
I 

T = c 

( ~i X)2 + 

1 
2 

N 
I 

i =1 

( ~. y) 2 _ 
I 

+ M Y. _ X. - 2w 
I I 

y -x 
+ M e. e. + 

I I 

2w 2 X. X - e. -
I I 

-3.2. En-ergia Potencial 

b 
m. B. 

I I (3.10) 

. y . x 2 X. e. - 2 Y. e. - 2w X. Y. + 
I - I I I I I 

x x . y 
Y. e. + 2w e. Y. - M e. X. 

I I I I I I 

w2 X.-2+ w 2 Y.2+w 2 (e. X )2 + 
I J - I 

2w 2 Y. X 
e. 

I I 

Dado que la gravedad se desprecia, la ~nergia potencial tiene solamente 

la componente debida a la energia de deformación de los elementos el~s-



n 

Fig_ '5 Representación exagerada del desplazamiento 

del cojinete y muñón. 
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ticos del sistema. Similarmente a la energTa cinética, las expresiones 

para la energta de deformaci6n de la flecha se puede expresar mediante 

la ecuaci6n: 

(3.11) 

En donde [K], es la matriz glo?al de rigidez para la flecha, referida 

al sistema coordenado rotatorio. 

En la figura 6 se muestra un segmento de flecha para. el cual se considera 

séxtuple grados de libertad por nodo. La matriz de rigidez de,este ele-

men-to [211,t.iene dimensi6n de 12x12, por 10 que la matriz global de ri

gidez tendrá_dimensi6n de 18 x 18; 

La energra de deformaci6n de los soportes de los cojinetes se obtienen 

de igual forma, quedando esta como: -(ver figura 7). 

n n 
1 {'l'}T IK] -{'l'} 

.1 ¡ ¡. 'l'k Kkj '1' , 
U =2 -2" J e e e k=l j=l 

(3.12) 

O tamb ién . 

N· 
. [ t;; ,o b 

U 
1 ¡ (.t;;. b)2 K n· (n. b)2 J = 2 K. I + . , 

e 
i =1 I I I . I 

(3.13) 

En donde [K], representa la matriz de rigidez de los soportes de tos co-

jinetes. 

f; .b b 
Si se súpone que K. I = K n· K. entonces • I 

1 I I 

N 
( n. b) 2 

] U 
1 ¡ K. (t;;. ~)2 + 

e -2 1 1 I 
i =1 

Combinando las ecuaciones (2.1). (3.9) y. (3.14), se obt ¡ene: 

1 U =
c 2 

r 
i >:1 

. 
K. [X.2 + y.2 + (e. X)2+{e. X)2·_ 2X. 

I I 1 -1 I 1 

(3.14) 



Fig_ 6 

Ki 

Citculode ~Jaro 

Elemento viga s~xtuple-.9rado de libertad 

1) 

L 
I 

Fig_ 7 Modelo del cojinete hicirodinami~o soportado 

por el sistema resorte-amortiguador_ 

17 
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Hasta aqui se han encontrado las expresiones para la energf~ cinética 

de: la flecha ecuación (3.6) y de los soportes de los cojinetes,ecua-

ción (3.9) ,asfcomo para la energfa de deformación de: la fJecha,ecua

ción (3.11), Y de los soportes ecuación (3.15). Para determinar la fun~ 

ción escalar L es necesario de definir la energra cinét¡~a y de defor-

mación, de la siguiente manera: 

T= T f + Tc 

u 
c 

Por 10 que la función escalar L será: 

l = T - U 

l =T
f 

+ Tc-.U f - Uc 

(3. 16) 

(3.17) 

Sustituyendo -las ecuaciones (3.6), (3.9), (3.11) y (3.15) en (3.17), ·se 

obtiene: 

n . U b 1 ·n 

L _1 I m A. +.1 '... m. B. + -2 o r l. H. + -- . 2 1.. I I 2 I I I I " =1 i=1 . i=1 
(3.18) 

n _ 21 n n ,n 
_ o r l. Z{ a. Z) - 2" o I I qk Kkj q'-"2 I 
-2 i=1 I I k=l j=l J . i=1 

K. D. 
I 1 

Donde: 

• 2 0 2 • X 2 • Y 2' '.x • . y . • 
B.= X. + Y. +(e. ) +(e. ) -2X. (e. )- i Y. (e. )- 2w XoY.+ 

I 1 I I . I I l. " I '. I I 

• Y -'.x . .x • y . x y 
2wX.e. + 2wY.X. - M Y.e. + 2weo + 2we. X.- 2we. e. + 

I , 1 I . I .1 I I ,1 I I 

2w2 Y. eo y 
I I 
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D. = X.2 t y. 2 + (e. xf + (e. Y)2 - 2X. e. x - 2Y. e. y 
1 I I I I I I I I 

En donde, K
kj

= coeficientes de .la matrrz de rigidez del ,elemento viga. 

~ 3.3. Función de Disipación 

La otra función escalar que es necesario definir, es la función de disi-

pación de energía para e1 modelo, ésta se puede obtener a partir de:' 

b 
[C~i. 

1 

• b 2 n. b .• b 2 «(. ) '+C. I (n. ) ] 
I I ,1 

b . b 
Por otro lado, si se supone que: C.~i = C.ni = C. entonc~s: 

I .' I I 

n 
J=1 r 

2 i =1 

.' b '2 • b '2 
C i [( E;i ) + (ni ) ] 

, (3.19) 

(3.20) 

Combinando las ~cuac¡ones (2.1), (3.9) y (3.20), se llega a: , 

Donde: 

B.= X.:2 + 
I I 

2:w X. 
I 

. 
2w e. 

I 

y.:2 + 
I 

~I 
1 

=2 r 
i =1 

(;. X)2+ 
I 

e. y + 2w Y. 
I I 

X Y 2w e. + e. 
I 1 

C. B. 
I I 

( ~. y) 2_ 2 
I 

X. - 2w Y. 
I I 

Y x 2 e. ,+ w 
I 

• , x 
X. e. -

I I 

e. x + 2w 
I 

X. 2+ w 2 
I 

x 
e. 

I 

, (3.21) 

. y ~ 

2 Y. e. - 2w X. Y. + 
I I I I 

. x . y 
e. Y. - 2w e. X. -

I I I I 

y. 2 + w2(e. X)2 + 
I I 
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Derivando las funciones escalares L yjF ecuaciones (3.18) y (3.21), con 

respecto a cada una de las variables tal como se expresa_ en la ecuación 

(3.1), y reemplaz-ando en ésta se encuentra el siguiente conjunto de ecua-

ciones de movimiento expresado en el sistema rotatorio (ver apen-

dice I 1) • 

b - b" • b 1\ b- Y b' • 
(m .• m. )Y .• 2J.1(m._. )X.+c.y.+c. ... x.-w2 ( ....... -K.)y .• r KJ'; Cl6j_~-"j e¡ ,2:..11>; e .C

i 
.. y .. 

l • I . , • • -r I • I " ,1 I • j-l 

m. z. , I 

" 
'ó ,. 

.. 
l. e. Y 

I I 

.' 1 
l. e. 

, I 

-2 ... 
" 

6, Y 

• 2 ... l. ti • " , I 

- .. • 
" 

O. 
I 

• y 
"W I¡ 6. 

I 

• 

(K.- r. •• !.e.h. Y 
'J l. 

1\ 

• [ "JI 0(,1-1 - O j-' 
" 

.. 1 "j j D 61-1 - O 
j-' 

1\ 

"j:¡l(j¡."61 -O 

JI. .... .. 

K ¡ (X j -e ¡ ) -e j (X j -c j -CoIY j +we ¡ ) - o 

... b (Y.-~.Y .. 2 .... X.-2 ... ~."·_w2 y¡ .. ",J y ..... J e. Y) 1( (X y) C (y' • y X y) o 
I ,. ,. I I 

+ . -e. -. . -e..... . -..... . -
•• I lit' f I 

Donde: 

0.61-5 x. 0.6i-4 = Y. 0.6 i -3 = z . 
I 1 , 

e. x 
6. 

y 8_ z 
0.6i-2 0.6i -1 = 0.6 i = 

I I I 

En donde las dos ecuaciones finales no aplican para la masa del centro. 

Las ecuaciones 0.22), expresadas en forma matricial quedan como: 
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r b l. ft. - 2..( ..... "'. b ) X. i 1m, .m. ) I ¡ I I I I 
, I I 

Im.-. b) /2,,( m .• m.
b

) Y. c,' Y. I 
I I I I I I 

m, l, O t ¡ , I I 

11, " I O -2", I , e.Á .. 
O I .. . • ¡ y 20A , O 6¡ y 

1. ¡ 
I 

I O b. Z·: 
11 ¡ b I 

1, I oc. -2Ul1. O 
. ,. 

I . . "1 

b O " , ... , b -t. O é, y 

"', e, I . I . b • 
"', 1) 

•• y 
• e . 

I 

r 

X. 

r 
e: .... ·C. " - 2.Jm, 

b e.Y 

11:" 11: 12 1(11 e, I 
I I I I I 

K, 1 K .. k" Y. 
e,Y z.. ... b,,, ," e,Y 

I 
I 

al, .. .. C. 
l. I • I ,1 , I , 
11, " O 
• 

. ' 1 
=: , 

11.> 
• 
" ", 

11" K •• K .. ,,;Y 
O 

/ 
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IV. COJINETES HIDRDDINAMICOS y EL METODO DE LAS MOVILIDADES 

Se puede observar que en el sistema de ecuaciones diferenciales, apare

cen los términos debidos a las excentricidades e.x • e.Y • asr como las 
I I 

velocidades y aceleraciones instánt~neas en .los- centros de los muñones 

·x .. y .. x •• y 
Para determinar estos valores, utilizan las fun-e. , e i • e. • e i . se 

I I 

ci ones de ·mov i 1 i dad de Booker [13J, y sus derivadas. Estas funciones que 

denotan la relaci6n fuerza-velocidad estan dadas por la siguiente ex-

presi6n: 
-

e = tu X e (4.1) 

En este caso-M = M (e,L/D) es la función de movilidad derivada de las 

caracterfsticas (longitud, ditímetro. claro) de los cojinetes y. de sus 

respectivas excentricidades. En la figura 8. se presenta el modelo del 

sistema cojinete-muñon y éoordenadas geométricas. 

La-ecuación (4.1), puede escribirse: 

i:5 = F ( c/R)2 
ME; 

n - tu e 
L D lJ/c (4.2) 

.T) F ( C/R)2 
MT) + - cE; tu e = L D ¡j/ c 

Para este caso, se tiene que las· relaciones de excentricidad queda de-

finida por: 

T) eT) 
( =

-c 

(4.3) 

La transformación del sistema ~-T) fijo al ~I_T)I referido a la fuerza 

aplicada en el cojinete está dada por: 



n 

Fig. a Coordenadas geométricas del cojinete-muñón 

util izadas en las funciones de movil ¡dad. 

23 



{
. H: 1 ~ [eos s· - s ene l 

ti I senS cose 

Donde: . 

(1 )3/2 w + 50/2 
e ¡ ~ 

E; I 
ti 

TI' ti 

{l· -é' )5/2 

OjD) 2 

. tiTl'=_12 {l _e(;')1/2 eTl ' '1+ 5012 
1;' 3/2 TI' el - e ) t: 

~~ 2S~ (l/O)2 

'1 = 1:. + e(11')2 + (r(I)::! 

(l-:-eE;') 

222 
).2 = 2{1-G 2 )[ 2 G ctn 4>+ ()-G) 

GI¡{2+G-3G ctn 2 4>+G(1-G) (S·+3G)] 

-1 
4> :;: .Tan 
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(4.4) 

(4.5) 

Combinando estas últimas expresiones se puede obtener la velocidad ins-

tantáneaen lo~ centros de 105 muRones para el sistema coordenado abso-

luto é5' . e.TI • Al utilizar una transformaci6n de coordenadas, se deter-
I l· . . 

minan los valores que estas velocidades en el sistema rotatorio . x 
e. 

I 
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= 
f 

e05wt 

-s erw t 

senwt 1 
eoswt 

(4.6) 

Por lo tanto: 

- x I F I (el R)2 . x y 
e .= lD lIe M - W e 

(4. ]) 
- y ·1 F., (el RF 
e = l D )J/e 

y - x 
M +.w e 

Derivando las expresiones (4.7) se determinan lás ecuaciones que permi-

ten calcular las aceleraciones instant~neas en los centros de los muRo-

nes, quedando éstas como: 

{ ~x 1 
~YJ 

.. x 
e 

•. y 
e = 

= lFl (C/R)2 
L D lJ/C 

IFI(C/R)2 
L D ¡l/C 

[ cos wt sen 

= -sen wt eos 

~x _ w ~y 

~/ + - ·x 
w e 

wt 1 { ~' + ~'H"} (4.8) 
wt M n - wM~ 

M n~ ~ (1~· E ~ I ) - ~ ~ ~ lEn 'JI 12 ·(1. ~I)~·nl 12. ~I ~ ni. 
""I¡"7f -E E 'JI - q:rr (1 -E ) E 'JI-

23 12 
'JI + --=---

257T 

~ I 3 I 1 
( 1 - E ) T. n I .3. 3 12 (1 - E ~ .. ) "2 ni. 
(LID); E 'JI+. 257T l~/D)2~ E 'JI 
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Como se puede apreciar en el sistema de ecuaciones (3.23) las incógni-

•. x • y .. x .• y d' . d 1 . (4 7) tas e. , e. , e. , e. t se etermlnan a partir e as ecuaciones • 
I I I I 

y (4.8); en las que intervienen las car,cterrsticas hidrodin~m¡cas de 

los cojinetes. 

Por tanto, combinando estas ecuaciones se obtiene un sistema que repre-

senta en forma simultánea las caracterTsticas elastodinámicas del sis-

tema y la naturaleza hidrodinámica de los cojinetes. Este sistema de 

de ecuaciones resultante, es ·la base de.la contribuci.6n de' este estu-

dio. 
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V. SOLUCION DE LAS ECUACIo"NES DE MOVIMIENTO 

La obtenci6n de la soluci6n del sistema de ecuaciones diferenciales da-
, 

do en (3.23), no es sencillo, dada la naturaleza del mismo. Este sis-

tema de ecuaciones es no estacionario y se pued~ escribir de la siguien-

te forma: 

[MJ fU} + [c] {U} + [K] {U} = {F} • para t =- to (5. 1) 

Donde: 

{U (f>o).} = {U } 
o 

. 
{U ( to) } {U ) 

o 

O también 

{Ü} 
a {U} =-
d.t 

(5.2) 
2 

~ {Ü} 
.. 

=1-{U}= {U) 
dt 2 dt 

En la cua 1 : 

[M] es la matriz de masa 

[C] es la matriz que contiene los términos debidos al amortigua-

miento y a la aceleración de Coriol is 

[K] representa la .matr i z de rigidez 

{U (t) } representa el vector soluci6n 

Como [M] Y [K], son independientes del tiempo y del vector {U} y sus de-

rivadas, éstas solo dependen del sistema frsico. 
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Para resolver este tipo de sistemas de ecuaciones, existen los métodos 

de integración directa [20,21,22,23], que permiten obtener una solu-

ción aproximada. En el presente"trabajo se utiliza el mé~odo de las di-

ferencias centrales para resolverlo. 

Recordemos las expresiones (S.l), dadas anteriormente: 

fMJ {U) + [e] {ü} +" [K] {U} = {F { t ~ t>to (S.3) 

Donde {U} y {U} son conocidos para el tiempo t= too 

El método de las diferencias centrales es un método explfcito que aproxi-

ma las derivadas para un instante de tiempo t, util izando las siguientes 

expresiones: 

2 {U r + 'tu }) 
t t -,6t 

(5.4) 

Sustituyendo las expresiones CS.4) en (S.3), se llega a: 

») + 
(5.5) 

" Desarrollando, se obtiene: 

(ao rM.] + al [cJ) {U } = {R } 
t+M t 

(5.6) 



Donde: 

[(,f)-([K] 

2a 
o 

fMJ)] {U )- (a fMJ- a¡[e]}{U A) 
t o t-Llt 

Si s~ toma: [M] = ao[M] + al [e], entonces: 

29 

(S.7) 

Para el instante t = t o , {Uo} y {U o} son conocidos, por 10 que se pue-

de evaluar {U o} a partir de la ecuación (S.3). Al observar. las expresio-

nes dadas en (S.4). se ve que al el ¡minar {U A J, se determina el valor
t+ut 

de CUt}' en t = too 

(S.8) 

la estabilidad de la solución se garantiza para valores de I::.t inferio-

res a !J.t ,!J.t = lJTmin. en donde Tmin es el perrodo fundamental. 
c e 
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VI. ALGORITMO DE SOL.UCION 

Para obtener la solución al sistema de ecuaciones ~ado en (3.23). es 

necesário el uso de un algoritmo cuyo procedimiento es como se indJca 

en los siguientes pasos (ver diagrama de las figuras'9 y16): 

1. e~lculos iniciales 

1.1. Formulación de las matrices de masa IM], rigidez [K] y amor-

ti guami ento [e]. 

1.2. Selección del incremento de tiempo ~t. 

1.3. Determinar los valores: 

~a = 
o 

1 

1.4. Suponer una solución inicial {U to } 

1.5. e~lculo de {Uto L 

1.6. e~lculo de: 

'{U to-
la

) = {U } - ~t {U } + 'o o 

1.7. Determinaci6n de la matriz [M] = a o 

2. Proceso incremental. 

, {U to} • 

a3 {U -) 
" o 

fM] + al fe] 

2.1. eéJculo'de las velocidades instanténeas en los centros de los 

muñones, uti Jizando las funciones de movilidad. 

2.2. Determinar las aceleraciones instant~neas en los centros de 

los muñones, utilizando las derivadas de las funciones'de mo-

vil ¡dad. 
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I' 

( I NI C I O ) , -

I 
LECTURA DE LOS DATOS: 

Número de nodos, núme ro de soportes, m6dulo 

el~stico, relación de Possion, densidad de 

masa, velocidad angular, viscosidad del lu 
-

bricante, diametro. 10gitud y peso de los 

cojinetes, rigidez de los soportes, diametro 

y long i tud de la flecha;masas concentradas 

I 
SELECCION DEL INCREMENTO DE TIEMPO 

" I 
CALCULO DE LAS MATRICES DE MASA, RIGIDEZ Y 

MORT I GUAM lENTO 

I 
CALCULO DE -LAS, EXCENTRICIDADES'Y VELOCIDADES 

INSTANTANEAS EN (OS CENTROS D~ LOS MUÑONES 

USANDO EL METODO DE BOOKER 

I 
SELECCION DE LA SOLUCION INICIAL 

I 
FORMULAC ION DE LAS MATRICES NECESARIAS PARA 

LA SOLUCION POR DIFERENCIAS CENTRALES 

I 
CALCULO DE LA POSICION DEL MUÑON DENTRO 

DEL C I r:CULO DE CLARO 

INTERCAMBIO DE LA SOLUCION 

I 
VERIFICACION DE LA CONVERGENCIA 

I 
ESCRITURA DE LOS RESULTADOS 

- J 
( FIN ) 

Fig. 9 Diagrama de flujo s.impl ¡ficado 
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2.3. Determinación de I~s cargas efectivas del sistema. 

2.~~ Cálculo de los desplazamientos en el tiempo t + t. 

2.5. Intercambio de las soluciones. 

2.6. Repetir el proceso a partir del paso 2.1 hasta lograr la con

ve rgenci a. (después dé un c i c 1 o) . 
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VII. APLICACIONES 

Mediante la aplicación de la descripción Lagrangiana se desarrollaron 

las ecuaciones de movimiento del sistema general, utilizando las dife

rencias centrales se planteó la suluci6n a las mismas y con ayuda de 

un programa de computación digital (ver figura 9 y apéndice II!> se 

analizaron tres ejemplos. 

El primero de ellos con la finalidad de comparar los resultados obte

nidos por Badg1ey y Booker [25], y los calculados con las ecuaciones 

de movimiento desarrolladas en este trabajo. Badg1ey y Booker utiliza

ron los siguientes datos en el sistema analizado: 

Di~metro del cojinete = 4.0 pulg. 

Long i tud del cojinete - 2.0 pulg. 

Circulo de claro = 1.0 mil es . 

Viscosidad del lubricante = 1.0 reynes 

Ve 1 o'ci dad angu 1 a r = 10621 ·rpm. 

Masa del cojinete = 47 1 b. 

Rigidez de los soportes = lE+9 1b/pulg. 

Coeficiente de amortigua-

miento de los soportes = 69E-5 

Los datos para el modelo desarrollado en el presente trabajo se dan en 

la tabla 1 .de acuerdo con la figura 10. 

El segundo ejemplo se utiliza para comparar los resultados presentados 

por Kirk, Choudhry y Gunter [26], y los obtenidos a partir de las ecua-

ciones de movimiento propuestas en este estudio. Los datos utilizados 
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DATCS GENERALES DEL ROTOR 
-

NLH E1\O DE DI S COS 1 VELOCIDAD ANGULAR 10621. r:pm 

NLH ERO DE SEQ-I ENTOS DE FLECHA 2 MODULO ELASTICO 30E+6 lb/in
2 

NLHERO DE SOPORTES 2 RELACION DE POISSON 03 

DATOS DE lOS SEGMENTOS DE FLECHA 

N° LONGITUD DI METRO 
cm in cm In 

1 76.2 30.0 ' 7.61 2.9995 
2 76.2 30.0 7.61 2.9995 

: 
DATOS DE LOS ,DISCOS 

UO PESO ESTACION 

kn lb -
---

1 21 .33 - 47.0 2 . 

DATOS DE LOS SOPORTES FLEXI BlES y MORTI GUADOS 

N° RI GI DEl eOEn el ENTE DE MORTIGUAMIENTO 

N/m --lb/in -

1 6.9E+6 - lE+9 69E-5 
2 6.9E+6 lE+9 

1::::::-:-' 

DATOS DE LOS COJINETES HIORODINAMleOS 

N° LONGI TUD DI METRO VI seos I DAD 

cm in cm in Kg/m.s Reyns 

1 5.08 '2.0 10.16 4.0 103 0.01 
2 . 5.08 2.0 10. 16 4.0 

3 
10 . 0.01 

Tabla 1. Datos del sistema rotor flexible-amortiguado para el ejemplo 1. 



Fig. 10 Configuración geométrica del modelo 
analizado en los ejemplos 
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por Kirk, Choudhry y Gunter se enl istan a continuación: 

Diámetro del cojinete = 2.0 pulg. 

Longitud del cojinete = 1.0 pulg. 

Circulo de claro = 5.0 mi les 

Viscosidad del lubricante = 1.0 . reyns 

Masa del cojinete = 5.0 lb. 

Masa del disco = 50.0 1 b. 

Coeficiente de amort'i guam i en-

to -de los soportes = 0.556 

Coeficiente de rigidez de los 

soportes lE+8 -lb/pulg. 

Velocidad angular = 10500 Jpm 

En el ejemplo 2, para el modelo de la figura 10 se usaron los valores 

presentados en la tabla 2. 

Para el tercer ejemplo se utilizaron los valores en1istados en la ta

bla 3. 

En la figura 11 se presentan los resultados del ejemplo 1 ~ En este ca

so se representa el movimiento del muñon a una velocidad de 10621 rpm. 

Los valores obtenidos por Bádgley y Booker tienen basta~te similitud 

con los encontrados utilizando el modelo aquí desarrollado; en 10 referen

te a las órbitas descritas por el muñon y la manera como convergen. 

En la figura 12 se grafican los resultados del eje·mplo 2, estos valo

res determinan la órbita del muño~ para un rotor vertical balanceado~ 

Se observa en esta gráfica, que la solución obtenida por Kirk, Choudhury 
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DATC6 GENERALES DEL ROTOR 
-

NlH E1tO .DE DI S COS 1 VELOCIDAD ANGULAR 10500 rpm 
NlH ERO DE SEQiENTOS DE FLECHA 2 MODULO ELAST I CO 30E+6 1 bji n2 

. 
NltÍERO DE SOPORTES 2 RELACION DE POISSON 0.3 

DATOS DE LOS S E (;11 ENTOS DE FLECHA 

N° LONGITUD DI AMETRO 

cm in cm In 

1 50.8 20.0. 0.78 1.995 

2 50.8 20.0 0.78 1.995 . 

DATOS DE LOS.DISCOS 
-

UO PESO ESTACION 

kg lb -

1 22.7. 50.0 2 -

DATOS DE LOS SOPORTES FLEXI BLES y AMORTI GUADOS 

N° RI GI DEl COEFICIENTE DE AMORTIGUAMIENTO 

N/m lb/in 

1 6.9E+5 lE+8 0.556 

2 6.9E+5 lE+8 
-

DATOS DE LOS COJINETES H I DRODI NAM I COS 

N° LONGITUD DI AMETRO VI SCOS I DAD 
-

cm in cm in Kg/m.s· Reyns 

1 2.54 1.0 5.·08 2.0 1 

2 2.54 1.0 5.08 2.0 1 

-

Tabla2. Datos del sistema rotor flexible-amortiguado para el ejemplo 2. 
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DAlCE GENERALES DEL ROTOR 

NLMERO DE DISCOS 1 VELOCIDAD ANGULAR 8000 rpm 

NLMERO DE SEC1\ENTOS DE FLECHA 2 
2 

MODULO 'nAST I CO 30E:r6 lb/in 

NtJ1ERO DE SOPORTES 2 RElAC ION DE POISSON 03 

DATOS DE LOS S EGliENTOS DE FLECHA 

N° LONGITUD DI METRO 
cm in cm In 

1 50.8 20.0, 0.767 1.95 
2 101,6 'l¡0.0 0.767 1'.95 

, " ""' 

DAlOS DE LOS. DI SCOS 

UO PESO ESTACION 
,-

kg' lb 
-

, , 

1 16~. 79 37.0 2 
-

DATOS DE LOS SOPORTES FLEXI Bt::ES y MORTI GUADOS 

N° RI GI DEl COEFICIENTE DE MORTIGUAHIENTO 

N/m lb/in 

1 6.9E+6 
" 

1E+9 
0.006 

2 6.9E+6 1E+9 
-

-

DATOS DE LOS COJINETES HI DRODI NAMI COS 

N° LONGITUD 0'1 METRO VISCOSIDAP -
" ,. , ' 

cm' in cm . in Kgl m. s Reyns 

1 2.54 .1.0 5.~ 2.0 0.06 
2 2.54 1.0 5.08 2.0 0.06 

Tabla 3.' Datos del sistema rotor flexible-amortiguado para el ejemplo 3. 
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-- - Badgley y Booker 

-- Este trabajo 

y 1222.ea ....--....:..-----------.....:.....-----.--------, 

\ 
sU.ea / 

/ \ 

SGS.e2 

24-9.82 

-ss.ea 

~a.e3 

-729.22 ' 

-lS43.ea 

-IS613.C0 

-lélS0.00 

x 
-2229.20 +-------~~------~---------r--------~--------~ 

-900.02 ... V,,3 .ea 29.02 4SB.aa 8~.OO 'l42e.e3 a,e-8 

Fig. 11. Movimiento seguido por el muñón en el 
coj i nete 1. 



*lr-4 y 
. - --- Ki ck, Chou·dhury y Gunter 

-- Este trabajo 
za.~~-----------------------------------------, - - -

./ 
le.2a 

lZ.B3 

8 . .ea 

9.2a ' 
I . 

-8.22 
\ 

-12.23 \ 

" -16.22 

x 
-29.23 +-------~----~--~--------~--------~------~ 

-'2.e.3a -12.2a -4.2a· 4.2a 12.00 23.2.2"'9-:-4 

Fig. 12. Orbita descrita por el munon en el cojinete 
1 para un rotor vertical balanceado con una 
velocidad angular de 10500 rpm. 
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y Gunter y la del modelo tIenden a una solución próxima. 
\ 
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En la figura 13 se grafican los resultados del ejemplo 3 en este caso 

se presentan los resultados obtenidos para los cojinetes 1 y 2 respec-

tivamente. En esta figura se aprecia que el cojinete 1 describe una ór-

bita mayor a la descrita por el cojinete 2, esto se debe a q u,e 1 a d i s -

tanci"a entre el cojinete 1 y la masa del disco e~ menor que la distan-

cia entre la masa del disco y el cojinete 2. 

En la figura 14 se observa la variación de la fuerza existente en el 

cojinete 1, en el transcurso del tiempo; al cabo de cierto valor esta 

fuerza permanece con una variación armónica. 

En la figura 15 se representan los valores del ejemplo 3 para una ve-

locidad angular de 4000 rpm,en esta figur~ se aprecia claramente un 

incremento en los desplazamientos del muñon referidos a los desplaza-, 

mientos presentados en la figura 13. 



_ ... ~ 

-- , ~- • i .. :' 

. -,., 
-_~I.', 

y 

1 

/ 
/ 

¡ 

\. 
\ 

/ 

1 Coj i nete uno 
2 Cojinete dos 

2 
, \ 

. \ 
) 

..... _ .. , .. ...... . - 1 -.- ~ ,-" .:~ -.' .-" 
" .- .... 
I • _'" 

Fig. 13. Orbitas descritas por los muñones en los 
cojinetes 1 y 2. 

42 

x 



43 

tt19- 1 

'.23 

I.sa 

9.38 

-9.93 

-2.24 

:: -
-3.56 

Cl 
::::> 

-4.66 1-
....... 
---1 
Cl.. -6.17 :::::: 
c:t 

-1.48 

-8.79 

wt 
-S2.12 +---------+---------~------~---------+--------~ 

1.,')3 144.88 288.68 676.22 729.ea 

Fig. 14. Variación de la fuerza en el cojinete 1. -
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e.~----------~--------~------------------' 

9.41 

9.2:2 

B.SS 

-B. le 

-3.SS 

-0.64 

-0.7"3 

-0.92 

-1. 11 
x 

-1 .5.0 J------If------+----..;-----'---Ir-----\-I
4

•
e2 

Ct 1 ,,-4 
-9.09 -4.43 8.29 4.89 9.40 

Fig. 15. Representación del movimiento del muñón para 
una velocidad angular de 4000 rpm. 
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VIII. CONCLUSIONES 

En este trabajo se muestra como es posible determinar la respuesta diná

mica de sistemas rotor flexible-chumacera hidrodinámica, mediante el d~

sarrollo de las ecuaciones de movimiento propuestas en un programa de 

computación digital. 

Las ecuaciones de movimiento pueden utilizarse convenientemente para el 

estudio de la 'respuesta dinámica de sistemas que puedan representarse 

como el modelo aquf descrito. El proceso de cálculo reduce el sistema 

de ecuaciones diferenciales ordinarias a un sistema de ecuaciones alge

braicas, incluyendo en todo momento la parte elastodinámica e hidrodiná

mica. 

La~ ecuaciones de movimiento s~ formulan utilizando una descripcióni,La

grangiana y la rotación estándar de sistemas coorden~dos: considerando 

rotores balanceados y cojinetes de longitud finita. 

Una caracterfstica importante del modelo es que incluye en la respuesta 

dinámica las fuerzas hidrodinámicas generadas durante la rotación. Esta 

fuerza hidrodinámica generada en cada cojinete se calcula en cada in

cremento de tiempo. 

El programa de computación digital escrito en lenguale fortran. permite 

graficar las órbitas descritas por elmu"on durante la rotación del sis

tema; resolviendo las ecuaciones diferenciales ordinarias a través de" 

diferencias centrales. 

El propósito de comparar los resultados obtenidos mediante la formulación 

descrita con l6s calculados por otros autores, los cuales no resuelveoel 
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problema de manera simult~nea es: primero validar el modelo y segundo es

tablecer las diferencias entre los resultados. 

La aparente discrepancia entre las soluciones del modelo desarrollado 

en este trabajo ylas obtenidas por otros autores se debe a que ellos 

no resolvieron el sistema como un todo donde se incluyen tanto las ca

ractertsticas elastodin~micas e hidrodin~micas sino que aproximaron a 

través de ciertos factores la n~turaleza "~idrodfn~mica de lo~ cojinetes. 

La contribuciónbAsica de este estudio es el desarrollo de un sistema 

que representa en forma corijunta las caractertsticas elas~od¡nám¡cas y 

la naturaleza hidrodinámica de los cojinetes, el cual permite obtener 

la respuesta dinámica de sistemas rotatorios. Las ecuaciones de movi

miento que rigen el comportamiento dinámico de un sistema como el aqut 

descrito; no habian sido desarrolladas'anteriormente por otros autores. 

Utilizando el análisis descrito se obtienen resultados que representan 

una buena aproximación con los datos en la realidad. 

Finalmente el sistema"de ecuaciones diferenciales ordinarias pueden ser 

utilizadas para el estudio de la estabi1-idad de las mismas. Además desa

rrollar modelos en los cuales se incluya el efecto producido por masas 

excentricas o formular modelos que permitan simular en tiem~o real la 

respuesta dinámica, 
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APENO ICE 1 

En este apéndice se desarrollan las ecuaciones para la energTa cinética 

y potencial de la flecha. 

la energía cinética del sistema est~ dada por la expresión: 

Para el sistema absoluto es: 

n n' 2 

T = _1 r m • Ü. 2 
+ ñ. 2 

+C .
2 

) + J ' r [1 5 ( e.~ )2 
+ I .n (é.~) + 

2 i =1' I I I I <;. i =1 I I I I 

Suponiendo que 'I~. = In. 
I I 

z 
= I ., se tiene: 

I 

_1 n "2"2 "2) 1 n 
Tf -"2 r m(~. +n, +c,;. +2'1: 

i =1 I I I 1 i =1 

1 n 
"2' r 

i =1 

(1) 

(2) 

(3) 

Recordando que la transformación de coordenadas del sistema absoluto al 

rotatorio es: 

~. ca; (wt) X.- sen (wt) y. .. I I (4) 

n· sen {wt} X.+ cos (wt) Y. 
I I I 

1; • =, Z. 
I I 



Donde X .• Y. son funciones del tiempo. 
I . I 

Derivando las expresiones dadas en (4) Y agrupando términos se lle-

ga a: 

ti = (X¡-w \) cos wt-(Y¡+w Xi) 

ñ. = (x. -w Y.) s en w t+( Y. ...... X ) 
,- , I . l''''' i 

t.:;;:; Z. 
I , 

s en w t 

cos wt (5) 
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De manera similar se pueden expresar las coordenadas gener.alizadas rota-

cionales: 

. e (* x y . * y 
. €¡":;;:; Si -w fl¡ ) ca; wt-( B¡ +w Bi x) s en wt 

~.-n= ( e. x '"W' El y) s en wt+(·c. y x) 
I I i u, +w B.' ces w t I _. 

(6) 

Sustituyendo las ecuaciones (5) y (6) en la ecuación (3). desarrollan-

do y agrypando términos se tiene:. 

1 n . . 2 . 2 • 2 

Tf ="2 r ffi. re X. - w Y.) + (Y. +w X.) + Z. ]+ , ' I I I I , 
(7) i =1 

n 
2 • Y X)2] .1 

n • 2 1 . . x 
e. Y) +( B. +w r I . Z( e. Z ) "2 r l. l( B. '"W ei . + "2 , f I I i = 1 I I i =1 

o también 



n ~ . 
t =].. r :m.(X. 2 .. 2..I x. y'.+W 2y. 2 + y. 2 +2..I Y. X.+ W2 X.2+z.~+ 
. f 2 i =1 1 I . I l. 1 1 I 1 J I 

1 n 
"2 r 

i =1 

La ecuac i 6n (8)· se puede escri b ir como: 

1 n 
. T

f
= 2. [ .L 

i =1 

Donde: 

m. A. + 
1- 1 

n 
r 

i =1 
l. H.+ 

I J 

n 
L 

i =1 

I. Z (e. Z)2] 
J 1 

• 2 2 X 2 X. 2 + ·Z.2 A. = X. + y .. 2w - X. Y. + 2w Y. . + w 1 I 
I 11 1 I I 1 
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(8) 

La energra cinética asociada a la masa de los cojinetes hidrodinámicos 

se desarrolla a partir de: 

1 T b] } T=-{'1'} 1m. {'P 
2 c l. C (10) 

En el sistema absoluto es: 

(11 ) 

Por otra parte se tiene (ver figura 5): 



t 

t:. 
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b t 
t. ::: t. - e. 

I I I 
( 12) 

b T) 

Tl. - e. Tl. = 
I I . , 

I 

Las excentricidades en el sistema absoluto pueden expresarse en, función 

de las excentricidades en el sistema rotatorio de la siguiente manera: 

e.t wt x s en wt y 
= ces e. e. 

I I • ( 13) 

e. 11 wt x + . wt y 
= sen e. cos e. 

I 1 I 

Reemplazando las ecuaciones (4) y (13) en la ecu~ción (12). se,obtie-

ne: 

b (X.-e. x ) cos wt - (y.Le. Y) sen wt C· = 
I I I • I 

(14 ) 
b (X.-e. x) sen wt - (Y.-e. Y) cos wt 11· = 

• . ." I • 

Derivando a estas últimas expresiones se llega a: 

f.. b=[(ie -~. x)_w(Y. -e. X)] cos 'wt-[ (V. -~. Y)-tw(X. -e. Y)]sen wt 
1 I I I 1 , JI. I I (15) 

. b . • x x ~ [ (y' ' . y) ( Y'] t' 
n. =[(X. -e. ) -w(Y.,-e. sen wt+ . -e. -tw X. -e . .,. cos w 
". I '1 I 1, I 1 • I 

Sustituyendo las ecuaciones dadas en (15) en la ecuación (11). se tie-

ne: 

T :: 
C 
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o también: 

b 
m. B. 

I I ( 17) 

Donde: 

. 
e. Y+ x x y 2w X. 2w Y.X.-2w Y. e. +2w e. Y. -2w e. X.-

I I I I I I I I I I 

. X Y . Y x 2X 2 + 2 y. 2 + 2 ( X)2 + 2w e. e. +2w e. e. + w • w w e. 
I I I I I I I 

2 {e. Y)2_ 2w 2 
X. x 2w 2 Y. Y w e. - e. 

I I I I I 
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APENDICE II 

En este apéndice se desarrollan las ecuaciones de ~ovimiento del siste-

ma representado por el modelo de la figura 2. 

En la formulación de las ecuaciones de movimient? se parte de la des-

cripción Lagrangiana que resulta en un sistema de ecuaciones diferen-

ciales de la forma: 

d l l (1;:-
(j==1.2, •• :,n) dt (-. )- + -=:-r-- == O Clq. Clq. dq. 

J J J 

La función escalar L tiene la forma: 

n N b 1 
n 

1 
n z 2 1 1 

l= - r" mj\~¡+ 2' r m. B¡+ 2' r 1. H¡+ 2' r 1.(8. ) -
2 1" i ="1 I i =1 

I I 
i == 1 i =1 

n" n 1 
N 

1 
Kkj r K. D. r r qk q. - 2. "1 J i =1 

I I 
k=l j =1 

Donde: A .• B .• D. Y H. están dadas en la ecuación (3.19). 
I I I 1 

La función de disipación es: 

, i c. B. 
== 2. i =1 1 I 

Donde: B. tiene la forma de la expresión (3.19). 
l. 

(1) 

(2) 

Derivando las ecuaciones (2) y (3), eÓn respecto a ia variable X .• se 
I 

tiene: 
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h t3A. N b t3B¡ n t3H. n 
1. 2 a (é. 2 ) 2 _ ~= ' [ 1: 

I 1. 
I I m. -ax::- +. 1: m ~.I ax.-+ ax¡ "2 ¡ =1 I I I i =1 

I ~ I 
I 1=1 I I =1 I I 

n n N dO. (4) 
él 1: K. 

I 

ax. I 1: qk Kkj q. - ax. J j =1 
I 

I k=l j=l I 

perivando las expresiones de A., B., D. Y H., con respecto a X. 
I I I I I 

aA. . 
I 2 X. --2w X. -.-- = ax. I I 

. I 

aB. . x Y I 2 X. - 2 e-. - 2w V.+ 2w e. 
~ I I I I 

I 

(5) 

Sustituyendo la ecuación (5) en la ecuación (4), resulta: 

n N b 
. , x e. Y)] al ~1 1: 

. 
V-. )+ X.-2 -2w V.+2w m. (2 X. -2w .. m. (2 e. 

aX. 
w 

I I I I 
2 . 1 I I I i =1 I 

I J= 
(6) 

1 
N . x e. Y) aL (.(2 X.-2 -.2w V.+2w --.,---

'2 1: e. 
ax. I I I I I 

I i =1 

Derivando (6a), con respecto al tiempo 



n .... ... 
d ( ~ ) = .l {. r m. (2 X. - 2w Y.) + 
di ax¡ . 2 ¡ =1 I I l· 

N 
r 

¡ = 1 

b(2 ·x· 2 ;.x_2w ~.+2w ;.y)] m. • - I I 
l. , I 

Derivando nuevamente la función escalar L con respecto a X. 
I 

L 1 n N b • d' . y 2 X 
-= -I r (2w Y.+2w2 X.)+ r m. (2w Y.-2w e. +2w2x.-2w e. )-
()X i 2 i=l I I i=l I I I I I 

N n 
r K. (2 X. - 2 e. x) - r K.. 06', -5 ] 

i=l I I I _j=l -JI 

59 

(]) 

(8) 

Sustituyendo las ecuaciones (6b), (7) y ~8) en- la ecuación (1) se l1e-

ga a: 

~ m. (X. -w Y.)-t ~ m: b{ X. -e. X-w Y. -tw e. Y)- ~ m. (w- Y. -tw2 X. )-
i =1 -' I l i ==1 I I I I I i =1 I I I 

N" N . n :( 9) 
... b( Y 2 2 x) ( x) 
L. m. w Y. -w e. -fw X. -w e. + r K. X. - e. + r K ., (16' 5 + 

i =1' , I . I I i =1 ' I I j=l JI' -

N 
r t. ( X. -e. x_ w Y

i 
-tw e. y) = O 

i =1 ' , I ., 

Cabe señalar que en r se incluyen puntos donde existen cojinetes y _ 

puntos ~n los cuales est~n las masas cencentradas, por lo.tanto la 

sumatoria se puede reordenar de tal manera que en una primera sumato-



d 
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ría aparezcan todos los puntos donde hay cojinetes y los dem~s puntos 

(puntos de masas concentradas) en una segunda sumatoria. por tanto: 

•. • b x y '2 
m (X'-w Y.)-ffil. (X.-e. -w Y.-+W~. )- m.(w Y.+w X.)-

i i I I J I I I , I , 

. b( m. w 
.. y x 

Y.-we. +w 2 X.-w 2 Y.-w'2e.)- K. ( X. - e. x) _ 
I , . , I I 1 , 1 I 

n • 

I K .. 06' 5+C. ( X~ -
J =1 JI. 1- ,1 I 

x 
e. 

I 
w Y. + W e. y) = O 

I , 

Agrupando término~ en la ecuación (10); se llega a: 

m. (X. -rw Y. 
I I _ I 

n 
x . - x 

K. ( X. -e. ) + C. ( X. - e. - w Y. + w 
I l· I I I 1 I 

e. Y)+ I K 
" -Jo i °6i-5 • j=l 

= O 

(10) 

(11 ) 

Análogamente se deducen las sigOientes ecuaciones para las coordenadas 

generalizadas restantes 

( 121 

'", Z, I'l 
+ t K

J
, "61-3 - o 

J-J 

" 
eX -2., 

" 
é y .:. t,d' 8 " 

I'l 

1 , 
" 

¡ + r K
J

, 
" 6 i-2 - o 

j-l 

1, "é, y '2 .. 
" 

é " -.,' Y I'l 

• ¡ " 
8, • t Kj 1 a 61 - O 

J-l 1 

" 
8

1 
l 11 '. r Kj , a 6¡ - O j-' 

• (X -e Y)-c (~ -~ ,~. X -•• 'l. O 
"'1 , ¡ i ' i ,¡ 
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APENCICE 111 

Aqui se presenta un lisiado del programa de computación digital utiliza-

do en la solución de las ecuaciones de movimiento del sistema. 
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