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PROLOGO 

El objetivo del presente trabajo es la 
implementación de '.m progi"amá de optimización para 
sistemas no lineales en una'minicoffiputadorapara'probar 
algunQs aspectos teóricos· de iapl icaciones reales en ' 
diferentes modelos físicos y económicos. analizar los 
efectos técnicos de las variables que afectan 
diferentes partes del pro~eso de minimización. l~s 
cl..lales se ,::aractet"izan por la asigna.::iÓn de valores 
hellristicos que determinan en f')rma significativa la 
t"apidez del Pt"oceso des.)lución~ corno también la 
exactitud de los resultados. lQS algoritmos relativos 
a estas variaciones se refieren a la búsqueda de 
mínimos en una dirección dada. el cual supone el valor 
rnlnim.) en una cierta posición apriori (en este caso el 
coeficiente de conjugación de los gradientes 
luces i vos) • Otro f adot" importante para la validez 
teórica del control es el tamaño de los pasos de 
control. la sensibilidad tanto de la trayedoria corno 
del control ópt.imos ante cambios en los parámetros y 
las t"estricciones producidas por el estado inicial. la' 
continuidad de la solución es necesaria comunmente en 
la aplicación de estos resultadQs a los sistemas 
reales, por ello se analizan'estos coeficientes, 
determinados en forma empírica para obtener 
comportamientos satisfactori'lS. Algunas pruebas 
secundar"ias son la normalización de vectores por 
diferentes métodos y los efectos de los pasos de 
integra.::ión. 

Con e 1 deseo de ilustrar e 1 proceso efe bllsqueda de 
un mínimo en un espacio dinámico y tener a la mano un 
Pt"ograma al cual pueda tenerse acceso de una forma 
personal e inmediata se presenta el siguiente trabajo; 
además de ser uno de los fines. la aplicación práctica 
de la leoria de control óptimo, en la didá.::tica de esta 
especialidad. ' 



CAP 1 TULO UNO ::' INTRODUCCION 

Ante-s d~ ha.:er la descrrpcion qeneral del pr'oblema. 'expOndrem.)s los 
conceptos fundamentales pará la comprensión de la terminologia y la¡: 
contextualización del presente trabajo en la ingenieda#.y sus " 
apl icaciones. " 

Para caracterizar un sistema dinámico. es necesario especificar J~a 
sede finita df!!" ndme."os reales X = l Xl' X,2 •••• , ~n ). Los valores:¡ X 
en IJn instante de tiempo determinado t, constih.l'len el estado del siistema.
Suponqa, por ejemplo. al sistema cohete. en forma idealizada como unl,¡i punto 

• I 
de masa variable. con movimiento en tres dimensiones. El estado es\oani 
descrito por siete variables: tres de ellas indicarán su posición. ~tras 
tres para las velocidades de cada una de las direcciones y la ultima:; para 
la masa instantánea.' ' 

" , 
El .:ompot"tamiento dinámico del sistema.' se define como la histori~ de 

su estado al transcurrir el tiempo. conocida como trayectoria o espado 
de fase del sistema el cual 'está gobernado por'leyes fisicas pertinebtes. 
modeladas por ecuaciones diferenciales, pa."a ,nuestro ejemplo; tres ;, 
ecuaciones de segundo or"den y una de primer orden. planteadas con base 

, " 

en alguna teoria o ley corno lo es la ley de Nawton de l~ inercia. balance 
energil!tico. balance rnásico. etc.D.:mde se consider"a el nivel de e;<ac~itud 
para el modelo en cuest ión. Estas ,ecuaciones pueden e>:presar lastre~ 
componentes de la aceleración '1 la,roeducción de la masa 'como funcionés del 
estado delsisterlla, del tiempo y del empuje producto de las turbinas.' L.om(.. 
se obse.·va lógicamente: la cantidad de combustible modificará el est¿d'J 
del sistl1!ma y en consecuencia controlara 'el comportamiento del cohet~. 

Es importante conocer" el costo o valor de un funcional como indi.::4d()r 
de efi.:acia de alguna trayecto."ia del sistema. dado enreración a'la li 
cantidad deenergia o de combustible. ExiSten trayectorias "mejores ~I 
pe.)res" y a aquella Clue qaste el minimo de combustible podnmos ' 
llamarla optima. [1, pago 1-3 1 

,. l,.: 
" .. t:. ' " .. '. 

EstadolnicialX ,. ' " o 

lrayectoda óptima X* 
1 

.' . 
l, . 

Estado final cualquiera; 

Estado final óptimo 
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DESCRIPCION DEL PROBLEMA 

Con el objetivo de determinar la~olitica óptima. es decir el co~trol 
óptimo. para un cierto criterio de desempefio. ~tilizaremos un métodO 
matemático c'::Jmdn. con'::Jcido) por" el principio del maximum.· 

El sistema ~st' descrito por las ecuaciones; 

dX i i 1 . n 1 r· . ai = f ( X P.· •• ,X ,U P ••• ,U ) • 1 = 1, 2 ••••• n ; '(1) 

~i 

U1 ••••• Ur son los parámetros de c'::Jntrol b'Js,::ad.)s para determiQar el 
proceso o havecloriaen IJn inslante de tiempo t dado. en forma ópt~ma. 
Para el proceso controlado (1) en un intervalo de tiempo to~( t =< ~les 

suficiente especificar los parámetros ~e control; ~ 

j = 1, •• .;,.,y ; ~2) 
II 

Dado el estado inicial 
i i 

X ·(to ) = Xo r i = l •.•.• n; 

;i 
la soltición al sistema (1) es obtenida ahora en forma dnica. El Ü 

problema variacional en conexión con el proceso controlado (1) puede-li 
r: expresarse corno la integral del funcional 1 

ti o 
f ( 

1 n 1 r 
X· ••••• X .U ••••• U ) dt ; .(:~) 

li 
;\ 
;, 
¡: 
,í 

d'Jnde' fO( Xl, ••• ,Xn,Ul,.~ •• Ur, es una füncióndad~ •. considerando!lalqün 
criterio como objetivo del problema a minimizar o maXlmuar. :i 

" 
La tra.ectoria estará definida en forma dnica para [os controles ~21 y 

la integral (4~ tornará un valor definido. ll~vando al sistema a un e~tQdD 
final: 

Es decir se busca'el control: 

* U (t), j = l •••• ,r; 

i = l •.•.• n; 

'( 6p,timo ) 

.' 

, ¡i 
" 

capaz de llevar del estado (3) al estado (5) 
en donde el funcional (4) sea minimo y ti t . o es fijo ( tiempb del 

proceso j •. 
i: r ¡, 
1I 

" 



FORHULACION V PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 
? ' 

, Es cQnveniente para la inh'Qducci6n de las c()ndiciones necesarias di? 
optimalidad agregar una variable ficticia XOen ~l modelo Orl9inal ¡del 
pr'oblema , CIJya ley de variación tiene la forma; 

= f o I 'X 1 ' Xn U 1 ' Uf) • 
1\. ~ • • • .. .. • • • • • • ~7) 

, , 

-' 5t 
anterior en relación al objetivo del problema ¡:; 

o 1 n 1 r " 
~ ::; 

t o 
f ( X •• , .... X .U , ••• ,U ) dt ; ~8) 

esto es J = XO \. variable ficticia) 
de donde se expresa al sistema en un espacio x de dimension n + 1 

i 1 n 1 r 
=f ( X ...... X .. U ••••• U ) • i ::; Q. 1. 2,. •••• n 

l' 
.1 

; <:9) 
it 
'1 
! 

note' la es t ructur a de 1 segundo miembro de la ecu'aciónanter fol'. .n 1: 
donde aparecen ecuac iones independientes de la nueva variable í iel ida 

XO • i, 

Si tambien consideramos la ampliación'-de1espacio v las condicicmes 
iniciales tenemos : l' 

1 n 
O~ Xo ,. ••• ,. Xo 

'1 

X = ( ~~' Xl) ~::; XO X ='[ Xl (tl).X2 (tl)~ ••• ,.Xn (~l)t, 

Para el siguiente esquema la linea recta i pasa por todos los pun~l)s 
que describen al estado X = \. ". Al ) donde" es at'bitrario e indica¡!el 
valor del objetivo en el tiempo final t1 ,cuando la 
coordenada XO = J • entonces estamos en t = tl • 

)( 

, PROVECCION' 

(1) I @ 

1'" 
I 

, , ji 
,1 
i¡ 
'1 ., 

En forma equivalente el problema se enunda de' la manenl siguiente:: 

Dado en el espacio de fase x \. espacio de estados j de dimensi.~n 0:+-1 
los puntos ~o = \. O. Xo ) V la lÍnea re.;:ta i. en la dit-eccüSn di:? ~'a 
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coórdenada XO y atravesando el punto Xo=( O, xo~' al.resol~er el 
sistema ($ti. con c.)ndiciones iniciales X (t o ) = Xo' intercepta a la lJ,nea 

• 

.e .:on IJn c.)ntr.)l 
.:n A') 

flI: 

U ~ t). el cual lleva al sistema a SI.J mínima coordenada 
~; 
i' 

Alqunas caraclerishcas v pr'opiedad'!!s de los controles v travecto~í.a'i'> 
óptimas son \. con base a ser el sistema autónomo en donde el tiempo no es 
Función explicita ~e l.as ecuaciones (9) )~ El control lleva al siste~a de 
Al;) a Al • este mismo control desplazado en el tiempo; un intervalolldl'! 
tiempo T ltevara al sisterna de igual forma de Xo a Ál . I! 

:1 
,1 

U* c.t) 

t + T o . 

Los controles permisibles fte determinan en un espacio ~errado'l 
acotado. Comunmente r'estringidos a.: 

IUI =< 1. j = 1, 2 •••• , r , 

:1 
li 
:i 1, 

'resultado de consideraciones prácticas de .suministro de combustible ~ximo 
. velo~idad limite •••• etc: En si limitaciones flsicas son normales~n el 
proces.) de solución .1 obtener los controles óPtimos aparecen punto~! d ... 
discontinuidad.sin embargo es. necesario lleva a considerarlos c'Jntinuos 
por intervalos ( por la izquierda). I 

Las anteriores diferencias enmarcan al cálculo variacional clásicq;. 
recuY'Yiendo al pt"incipio del rnaximurll .. \ para conflultar sobre. el estuq¡io de 
es tos aspectos v sus re lac iones puede consultarse (.2J ). ;i 

. .. .' 1'· 

Por lo mencionádci anteriormente cada parte óptima de travectoda 1I 

continua es en si misma una trayectoria óptima \. similarmente fte cumble 
par"a los controres óphml;',)s. este enunciado L obsérvese la relaciónQ~e 
guarda con el Pt-incipio de ophmalidad t.21. i¡ 

1, 

;, 
j! 
t 

., 
ti , 
ii 
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CAPITULO DOS : EL PRINCIPIO DEL MAXIMUM 

Para el proceso descrito: 

x :, ( XO ••••• xn ) u = (,Ul ,. .... u... ) 

~~i 
dt = f i ( X. U ) • i = O., 1. 2., ••• y n 

El sistema de variables auxiliares adjunto modelado por medio de;las 
variable~ Po' Pl , •••• Pn 

n 
dPl 
dt 

= ,- d i fj ( X" U .) • P " i = O.l ••••• n ~(2) 
dX 

j=O 

El Sistema homogéneo \2i para cualquier c.:mdición inicial de P = ':;' 
\. Po ""'Pn j tiene solución'única. definida a través del intervalo '1 
de tiempo t o =< ,t =< t1 donde la trayectoria y el cc/Otrol se deter'mi'nan 
en forma óptima. 

Se define al: , 1 
Hamiltoniano H de variables);o , •••• Xn ,Po ,Pl ••••• Pn,U 

i! ' !L 1, 

H ( P. X" U .) = 't 'P. f ( X. U ) ]::: )' P • fj '( X" U ) (3) 

j 
j=O 1, 

Note la relación con el problema generalizadode los multiplicador'es 
de Lagrange; por e 110 otros autores uti lizan las literales lambda en .viZ 
de P ó psi. \. También acerca de su relación con el problema general~e 
Maver v Solia y la condici~n de Weierstrass. consulte: 
[ ¿ .pag 57 y 3, pa9S 23$1-241 ]. Á partir de (3) podemos expresar el, 
sistema por medio del Hamiltoniano. 

dX i ' dH, 
i O" 1. 2 ••••• n • di = di\ • = • 

dP'i,'" dH 
i O. 1" 2 •••• '" n · di " = di, " 

:, • 
1 

Def inimos al stipremo deJ Hamil toniano para valores fijos de P 
en el espacio u " ':,' 

, , 

:,:.-¡ 
M ( P:,:X') =' 
.... 

. :: .' . 

. SUP H (P, X, U ) 
U en u 

(4) 
I 

(~) 

" :'! 

" 

donde 'M es el máximum' de la función. suponiendo que H si alcanza SU!:, 
valor st.lpremo. 

A continuación porh-avec·toria óptima entenderemos a X*.para la,d 
cual X~ (t1) alcanza su valor mínimo ( t1 es el tiempo final l. la ~ 
notación correspondiente para el control óptimo será U*. 



6 

Teorema l. Principio "del máximum 
i '., '¡ 

1.- Sea U~il)" lo<= l <= l1' un conlrol permisible para la trayectoria 
(4~. parle del estado Xo en el inslan\e too Una condición necesaria p4ra 
el conhol IJ~ (U v la travedoria X*t t) sean óptim.:)s es la exi slene!ia 
de una flJnción vectorial no nula P (O = [ Po (U, PI (U ••••• Pn ~di ]. 
c,::n'respondienle a las funciones U~(l) y X*(U (5). lal Que dado "' 
cualquier t, lo =< t =<tl ~la funci'n H ( P(t). X*tl), U(t» de la ~ 
variable U tenga un máximum para IJ l U= Ij~ (U '1 

I . 

H [ P(t).x*(t). U*(t) ] = M t P (t)~ x*(t) 1 

.. 

.i 
"' (7) 

2. - En el inslante final. las relaciones 

.po(tt)=<O. Pt(tt)= ••• =Pnttt)=O. M t P(tl). X(tl) J = O (el 
, . .' .:: 
Son satisfechas. además si las cantidades P(lJ.XtU.U(U salisiacen'i 

(4)~{S) y la condición 1 del teorema. las funciones P (l) v M( P{tJ ¡ji 

. X* (t) ), de la variable l prueban setO conslantes9 para ello la !, 
veri ficación de las relaciones (3) pueden ser oblenidas en cualq¡..lÍer '¡ 

instante 1. t o =< l =< t1 v nonecesariamenle en el instanlet1 ,'" 
Cumpliendo el principio de oplimalid~d. consulte [3]. 

:: DISCWSION DEL PRINCIPIO DEL MAXU1UM 
y DE LA SOLUCION DEL PROBLEMA 

.' 

El teorema 
tt'avectodas. 
final. con un 
óptimos. 

1 descrito anteriormenle" nos distingue. aquellas K 
comenzando en el punto Xo y lerminando en algón punto Al":¡ " 
valot" J= XO rninimoy de los, c~~respondienles "controles i! 

- I 

:1 
En realidad son n + 1 ecuaciones del sislema. tambien n + 1 ecuaciones 

del sistema de variables adjunlas asociadas. en lotal son 2.n + 2 ¡l. 
ecuaciones (4). (S) v" (6).:: 

I 

~1 
Un sistema completo de ecuaciones para determinar las variables dontte 

(6) no es una ecuacion diferencial nos lleva a un sistema~e 2 ( n +l~j 
ecuaciones" di ferenciales • 1¡. 

. . • . ' I . L 

Es impo."tanle mencionar a la var iab le U la cual puede descomponerse;1 en 
varias variables,. es en dltirna instancia Un punto de un espacio vectorial 
de dimensión r.obligando ala condicióni6) a-consistir'derrela¿ion~s 
sepat"adas. En el caso de localizarse e-l máXimum en el interior del domInio 
de control 1..1, y cumpliendo (6): necesitaremos las restricciónes de lª", 
ecuaciones siguientes 

dH [P( t). X'U).U U) ] l' ------------aÜ------------ li = O'yj 1, 2 •••• ,n ; (9~¡· 
U=U* (t) . ( 6ptimo') .. 1. 

para .'ealizar la minimi?'ación uti 1 izare'mas -el metodo de gradientes 
~onju9ados. apli~ado a sistemas no lineales. • 
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CONDICIONES DE TRANSVERSALIDAD 

, Sean So y 51 intersecciones de hiperplanos (conjuntos inicial y ~inal 
respectivamente). corno 10 ilustra la figura en donde las condicione:~ de 
transversalidad se refier.n a la ubic.ción de : 

:1 
En co)n.ju'ncióne.:m el principio del máXirntJm.' las condiciones de' ti 

trahsversalidad forman un sistema de ecuaciones suficientes para la ~ 
solución del problema óptimo con estados extremos movibles. Xo en ~ 
50 y Xl en SI • incrementando ernómero de incógnitas en ro ,9 

+ rl (ro y r1 dimensiones menores de n en el espacio x ). ~cerc~ 
de la obtencion de las condiciones 'de transversalidad [ 3 pags 4¿-5d; J. 

'1 
~I 

Teorema 11. Sea' U (ti. to'=< t=< 'tI ' un control permisible. lle;ya 
el estado del sistema de alguna posición" X¿eñ So a'la"posición A1e'r Sl" 
mientras X(U es la 'correspondiente 'trayectoria partiendo del punto I1 XO :; 

(0, :<0 ).: Lasco)ndiciones necesarias para U (O. X (O lleven a res(?lvet' 
el problema óptimo con extremosmoviblesf és' la existencia de unafu'nción 
vectorial continua no nlJla P.{U.satlsiaciendo las'condiciones del ,t'~ot'ern.::t 
1. y en adición, las condiciones de transversalidad de ambos extrerno;~ d.::! 
la trayectoria X (t). ' ~ 

i, 
ti 

Cuando) e 1 extremo Xo en So es movible y )(1 en SI es dato. es dec/ir se 
conocen las condiciones iniciales. y el estado final del sistema e~ ~ibre. 

:1 Se desea conocer el control U (t>. t o =< lt =< ti • con la . 
trayectoria con inicio en Xo y con un minimo deliuncional ' J, :con ,~fernpo 
fijo,mientras Xl. puede tener cualquier posición.Llevandonos a condibiones 
de transversalidad Pl(tl) = P2(tl)' = •••• , = Pn <tl) = 0, consecuent;~mento? 
Po >< O • donde podemos asumir Po = - 1. por tanto: ,: 

(10) 

~s interes~nte resaltar al Hamiltoniano 

\ 
= ( P • f ( X, U·)] = L_ 

j=O 

considerando(10) ( para un tiempo t = ti 

H C. P. X. U ) = fO C. X • U ) HU ., 
I 

11 C. P • X ) = sup - fO ( X • U ) 
U en u 

:1 
M ( P X ) = inf fO ( X. U ) ~12) 

U en u 
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En resumen 

Aplicando los enunciados anteriores y complementándolos con los t~o¡~mas 
1 y 11 . se plantea el teorema siguiente para las aplícacione!. Q'.1e no~ s (.r, 
pert inentes. 

TeoY'ema 111 

Una condición necesaria para lo!. controles permisibles U~ ,t) en~ t 
=< t =< tl y la trayectoria correspondiente X~ lt). que es ; o 
SI)lu.:1':'n óptima del problema con XI;) fíj.:) (estado init:::ial conclCid.jJ '( ::Xl 
movible donde t o '( ti son instantes de tiempo dados: es la exi,tencia~e 
una función vectorial continua no~ula P (t) = ( Po ~t~,PI (t, ... ~f 
Pn (t) ). correspondiente a las flJnciones IJ i. t) y 1. ~ ti tal Q·.le ¡i 

- Necesidad. Para todo t', t o =< t =< ti ' la funcí6n 

H [ f' ~U, X (t), t • U (U J, de la variable U en u. contenga 
'A' 

un máximum en el punto U U) = U (U 

H [ P (t). x* (t ). t • U* (t) 1 = M ( P (t).- x* (t ). t ) 

- Suficiencia Pt(t )= ( -1. O ••••• O ) • (13) 

Esto es la aplicación del principio del. máximum al problema que nos': 
objeta. 

El modelado para un sistema discreto es un desarrollo propio en sí , 
coincide con el desarrollo de Euler. para la simulación de los sistema~ 
continuo\;siendo este el procedimiento más simple de integración en lo~ 
rn~tod·,:)s numéricos, por lo cual bJman;rnos en cuenta al pat"ámetro h i.pa~~') 
de ElJler de integt-ación ) propio de los sistema!. discp::t'J't" CC'liIQ t41 en '.ln 
alqoritmo discreto dado. y seleccionaremos h ( en caso de discretizar 11 
sistema continuo) para aplicar el trabajo presente en la aproximación~de 
la solución 6ptima continua con base a un criterio ( el cual trataremol 
más adelante j. 

Por lo reglJlar e 1 problema contiriuo no es conveniente patOa s~r 
procesado por IJna pequeña complJtadora. debido a ·las capacidades de memoria . L 

Y ve¡':;¡cidades actuales. lo clJal requerida de un sistema de mavotO tamañe y 
. rapidez. [ 5 paq 4 1 
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PROCEDIMIENTO DISCRETO. 

Antes de introducir algunos conceptos sobre el algoritmo en si. haremos 
una descripción. del ~aso discreto. 

Para la trayectoria 

X( t> -------- > 
n 

, ••• ,Xk ) en 
n+1 

R 

donde k es el tiempo discreto en el instante t = k. 

El control : 
1 2 y S 

U(t> -------- > Uk = ( Uk ,Uk ••••• Uk > en R 

Al describir la trayectoria del sistema: 
j j j 

Xk = Xk-l + h • f paya k = 1. 2, ••• ,T 
j = O, 1. 2..... n ; 

En caso de discr~tizar al9cln sistema continuo~ 

04>, 
" 

OS) 

( 16>: 

La selección de h se encuentra en función de la dinámica del sistema~ 
.' 

continuo o en relaci6n a la velocidad de su respuesta, dada con base ~n ~ 

los valores caracteristicos del sistema u otras referencias cama pueden ~ 
ser las constantes de tiempo o criterios de suavidad del proceso. E~lsten 
mdltiples desarrollos pora seleccionar el paso de integración. con la ~ 
limitante en la velocidad de muestreo de la sefia! analó9ica y de la \ 
estabilidad de este proceso, con el fin de poder reproducir la sefial, y de 
no perder la calidad de la seHal. deben evitarse muestreos muy "distantes" 
y pasos de integración muy peCiueños. produciendo 'p'érdida de l ienlPo en ",1 
proceso de cómputo o distor'siones debidas al rlJido Qenerado en el usc .. d,:: 
números muy pequeHos en la máquina. 

El objetivo, puede e:~PYesarse en fot-ma discr",ela por 

!-
o \ o 

min J = X = I f ( X u ), U en u, dado X 
T k=l k-l k o 

Las ecuaciones conjugadas: 

n 

pj = pj , - h )' pi 
.,k k-1 k <18> 

i=O 

si el hamil loniano se eXPt'esa c.jmo 

!-
\ j j 

H = I P •. 1: f ( X U ) , 
k k;;; 1 k k-l k 

(19) 

entonces (18~ puede plantearse como 

h ºt!~ • dX 
j 

(20) 

\, 
\. las condiciones de h'ansversalidad 

\ 

o 
PT = - 1 si j = 1. 2 , •••• n (21) 
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" l l 

!Jti 1 izando las .:ondidories de tranS'versalidad y la ecu'acíóJi (1U\i 
1 i conc uimos : .~ 

d..J ciü- , 
k 

= 
,l. , 

.(22) , ~ 
'1 

j * h 
Se tend."á qlJe determinar Uk i.~,pt imo) es decir P. T parámelt"os. " 

. Sin necesidad de c.alcular el obj.~tivo J, para determinar el 9radienJe • 
;¡ 
~¡ 

ALGOR I TMO PARA LA OBTENC JI ON DE U ( CONTROL· OPT liMO ) 
11 

PASI) O. 

PASO 1. 

Con i = O. seleccionamos U en [ O, 1 ] 

1 p ST 
todo:: k Ui = Ul'···· Ur en R tal que Uk en u para 

Se calcula . dHk, . 
9rad J = - -éiüJ para todo. k, ~. 

k 
mediante : . o 1 n ' 
a) Obtención 'de Xl,' X2 , ••• , Xr con base a (16). ,[ 
Y se 9uarda ésta trayed"l'ia • 
b ) Las condiciones de transversalidad. 

o 1 2 n 
Pr = - 1 PT = PT = ... = PT = O, k = T • 

c) Ahora nuevamente 9r~d J=- g~~J' {Pk f (Xk- 1 ' ~k j 
dU 

k ' 
d) Si k = 1 brincar al paso 2. si no 

Cálculo de 'P~-l , ••• , P~-l ." cpn base a nS)0"(2vi!:, 
asignamos k = k - 1 • 

PASO 2. Sele'cciónese el gr,:;¡diente c':;¡njugado hi en F' =,:. " 
[h:h en RST < g."ad 1. h)- < O l, [ 5 pag 46-52 ) 
( donde < , > es el productQ punto ) . r 

PASO 3. Aproximaci.~n de lambda i por: ( Paso 'de control ) " -i 

¡ 

= ~ín J': Ui + lambda . hi )~! 
larnbda=>O 

" 
11 

PASO 4. Substituimos Ui+1 = !Ji + lambdai hi , incrementa~os 
1 .. ', 'termina ~i el paso i = i + 1. nig~-esamos al paso 

lambdai = O en una o mas iteraciones .' 

N,)rma lmente algl.1"n tipo de 'apro:<imadón puede' usarse pan é r calcul';' 
del coeficiente de conjug"aci6n lambda, como el método de la reqla de oro 
o algl.1n mét.::tdo para,la obtención del minimo en IJna dirección, pero el;: 
tiempo de c~,rnputo se inc.-ementada si9ni f icatívamente es por' ello que \:el 
'. . 1 

mlnimo se asigna arbi trariamente( para nuestros ejemplos aO. 3 denh-ó 
de un intervalo entre 0,1, corno 1,) ilustra la figura). ¡I 

'i 
:i 

Los sistemas lineales; tienen solucíón al problema comentadc, 
en forma determinada; a diferencia de los sistemas no lineales donde é. 
conclI::ida la dificultad al trabajar con ellos, en aplicaciones frec.uen{~s 
apan:!cen modelos lineales al omil irse caradedstícas fisicas o al :¡' 
apro:üma.- a un punto de operación* • Sin embargo también, muchas vec.ú 
apan::!cen sistemas de mayor cOn1plej idad, o de mayor exactitud, l.::os c'Jal'~s 
requieren de ecuaciones no lineales para describir su dinámica, para ~ 

1: 
" 
11 

I 
I 

I 
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·:;.btener la solución no existe un método anaUtico exacto a diferenc~a de 
los sistemas lineales, por ello nos valemos d.::! m4t.:;.dos m1mericc)s y 'i 
':ohlputadoras para desta.:armej ot-esfndicesde desempeño en preci.::.s Y 
en~rgias o especificando las poUticas de precios, inversi6n, consumo de 
combustible, etc. ' 

.. De ahí el nombre de calculo variacional clásico. (Pequeñas variaci:bnes) 
~t 

Nota: Para demostrar la suficiencia en la convergencia consultar ~l 
, .¡ 

te.:;.rema siguiente. [5 pag 46 y 48] 

Te.::.rema IV. C.::>n base al problema de minimizaci6n, descrito por el' 
I 

anteri.:;.r' alg.,ritmo si hi es siempre seleccionado para una d (delta) fija 
pequeña: 

d < O < grad J. h > =< d.//grad J//.//h// 

entonces' el algoritmo describe una secuenda decreciente convergente' 
con Umite en el mfnimo de la funci6n fO'( X~ U ) : ' .' 

" 

Coeficiente de Conjugación' : 

I , , 

AsignaciÓn del mfnimo en unadirecci6n de búsqueda 



/ 

12 

CAPITULO TRES : 

MINIMIZACION POR GRADIENTES CONJUGADOS. 

El método de direcciones conjugadas puede ser considerado. como un 
algodtmo intermedio::> enh-e el método de descenso paso a paso .y el método 
de Newton. Esta motivación se debe al' deseo de ac(:!lo:.n-ar la convergendia 
típicamente lenta asociada con el des~enso pas~ a paso.' evitar losJ 
requerimientos de informadón asociados con la evaluación. almacenarni'ento 
e inversidn de la matriz Hessiana como lo es para el m4todo de Newtod. 

,1 Consul te (4]. . :1 

\ 

Paso¡;a 
. '. pc~o 

dO., "x;;--f¡---
-"-11 ,. 

l' 

" . , " . 

Además, los métodos' de' direcciones 'conjugadas en especial el métod:~de 
qnldientes conjugados se han probado. como extremadamente eficientes ~n 
el d~sarroll0 de minimizaciónconfurici~nes gen.?rales objetivo y es 1: . 
conslderado entre los mejores de proPoslto general disponlbles [ 4 Pago 

>1' 168 l. " ¡, 

El método de gradientes'co'rijugados consis'teen seleccionar las . 'j: 
" direcciones sucesivas corno) versi.::>ne<:. conjugadas de los gradientes .. . r 

anteriores obtenidos conforme el algoritmo progresa. En el paso k sl:á 
evalúa elgradiente'negativo'com1ln y se le suma a la combinación lineal 
de las direcciones previas para obtener una nueva dit-ección conjugada~ a 
10 la."go de la clJal se realiza la minimización deseada. Las ventajas 11, 
inherentes a la seleccíón de este mHodo; a m':? nos que h solución se 11 

alcance en menos de n pasos. el gradiente nuevo .s no nulo y lineal~ente 
ind'?pendiente a los previos vectores dh-eccionales. El gradiente gk ;ies 
ortogonal al s'Jbespaci9· Bk generado por do' di ••••• dk-l i! 
(direcciones anteriores") ".~, Si lasolueión es alcanzada antes de n pasoe¡.. 
el gt-adiente se anula y el"proceso termina siendo ilJnecesario encontr~r 
direcciones adicionales de bdsQIJeda. . :' 

Otra de las ventajas es la expresión' de la fÓl-mula del algoritmo.~;a. . 
cual es especialmente simple;, se usa para determinar la nueva dit-ecc!ión • 

. ~. JI 

Corno las direccione's conjugadas obtenidas son resultado de 1 calcul~: de 
gradientes ortogonales,' el p.-oeeso de minimización hace avances unifor,!"es 
si9ni f icativos hacía la solución en cada iteración, contrastando co:on. l;a .. 
situación de direcciones arbitrarias producto dealgón algoritmo de ~ 
gradientes en d.:mde es, el proceso de minimización más lento, no IJtiZ:~ 
las propiedades' de este método, las cuales analizarérnos más adelante. 11 

" 
. . ~ 

Es importante tomar en cuenta la expresión maternática de la funciónli· 
objetivo fO ( X, U ) en donde se acepte la convexidad y es una supo~i~ión . 
relativamente fuerte, "sin iO'rnbargo a pesar de ello, este algoritrolo es 11 ' 

usualmente ap 1 icado , como :iE! menc iono antet"Íormente sus resultados son . 
bastante satisfa,~torios, al.mque al utilizar fO ~.), nOt-malmente no !1 

-'-
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I .; 

convexa, existe la p6sibilidad de ll~gara un error en el prQceso de~ 
minimizaciOn. como lo -:oeria un mlnimo local. impidi~ndonos las. ¡; 
caracleristicas del problema argumentar acerca de la validez del métQdo 
en tune iones no convexas.· ·"1 

Funci6n no convexa 
Función convexa 

ALGORITMO 

Con el fin de ilustrar sobre la obtención del gradiente conju9ado ,hi 
en Fi( ti ) deseamos la construcción de dos secuencias, 
RO , 90 ' 91 , ••• , 9n y ho ' h1 •••• , hn tal que: 

< 9i ' 9j > = O para todo i <> j 

es decir los 9radientes deben ser orto90nales entre si. en la forma 
tradicional y también 

2) para todoi <1 j 

donde H es Matriz positivamente definida, resultado inmediato de 
suponer convexidad extricta de la función objetivo. 

I 

Ahora por medio del método de ortogonalización de &ramm-Schmidt, se. 
obtendt"á, el 9radiente conju9ado: 

Sea 90 en Rn arbitrario. Y ho = 90 Ji 
" . 

< ) :i 
90 , 90 .1 

1 " = --------------- It 
3) 91 = 90 - 10·H.ho o < 90 ' . H.ho ) . 

: , 
el cual ase9ura . < 90 91 > = v . , 

El nuevo 9radiente . ¡ ~ 

< !i.ho , 91 > 
c = - ----------------

4) . hl -. 91 + co·ho o « H.ho , ho > 

resultando: 

5) 
1; 

d.::>nde 11 a son escogidos para hacer ti , I 
i 

él) ...: 90 > -..: I v b tomadas '1 , 91 = 91 , 9.2 = Y C1 , par"a I1 
:1 

llegar a: " ;, ., 

le 
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7j < ho ' H. h2) - < hl ,H.h2 ) = v 

obviamente sea continuo hasta _m <= " 
donde gm = hm = v t 5. Pa9. 4';; l. 
pat"a final izar presentamos un posible algor itmo par-a la obtención 
gradiente: 

OBTENCION DEL GRADIENTE CONJUGADO 
PROPUESTO POR FLETCHER-REEVES [5. PAG 52] 

PASO Ó. Se laccionese Lo en R. Si 9rad t O( 20 ) = v pat-arse. 
continl~e 

PASO 1. i = v y 

PASO 2. CalclJle li 

fO ( Zi + li hi ) 

PASO 3. Ahora Zi+1 

donde: 

PASO 4. NIJevamente 

PASO 5. Si 9rad fO 

9i+l ' - - 9rad fO 

h 
i+1 

= 9 + e h 
i i i+1 

Sea i = i + 1 

;. 

= 

go= ha = grad fO ( 20 j 

v tal que . . 
= min t fO (" Zi + l. hi 1 -,)= v l 

Zi + li .hi 

< 9i , hi ) 

1 = --------------
i < 9i • 9i > 

obtén9<;l " 9rad fO ( 2i+i ) 

( Zi+1 ) = O pararse 

( 2i+l 

:< 9i+l ' 9i+l ) 
e = 

i < 9 i, 9 i> 

Es importante hacer la aclaración de la relación del presente 
algoritmo, con el utilizado en el pr09rama. El coeficiente de 

" ii' 
" 

de,l 
ji, 
, 

I 

: , 
" !! 

ti 
j. 
,! 
.¡ 
ji 

conjugación 1i es en este caso resultado de un cálculo, a diferencia~de1 
Pt"'Jgrarna e1abor"ado en donde es considerado fiJo, aunque li es el ¡¡ 
resultado de obtener el mínimo en una direccí,jn de bl.1squeda, al fijarSe 
se ahot"ra tiempo de cómputo en una pade del prc'ceso que resulta ser ~or 
esencia del algoritmo no muy significativo. al final del pt"oceso de :! 
minimización. 

i! 
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CAPITULO CUATRO : A,P L i C'A C.I O N E S 

!i 
:¡ 

Panl hc i li tal' la uti liz~ción'd~ 1 programa 
e,jemplos desde sU:fR':Jdelado" prepat-aci6n de las 

"!¡ 
presentaremos alg'Jn0'i> 
subrutin~s necesaria~ v , . 

obtención de re SIJlt ados • ? . I 

, ,~ '1 

::'e ha implementado un algoritmo de conhól ',;ptimo, en fRicrocompiltadora 
~pple 11 paravari,)s sistemas,p.n'h·e ellos ,Jnmodeloecon'ómicode of¡den 
20, otro de r1ego mediante presas, y algunos problemas de aViones. ~Para. 
el primey cas() se obtienen los niveles de inversión requeridos 'en Una ." 
e':!onornia descrita p.;:¡r las'eclJaciones del<.)bb-DoUglas,' en bienes de (j)ar.i tal 
i de consumo para el seguimiento de un c~iterio dado. en este caso ~l 
objetivo, es el inCl'emento de los bienes de consumo, es decir la obtie'nción 
de un critp.rio económico pa~a'el crecimiento de la economía. Para~el " 
caso del sistema hidráulico, se calculan los niveles de consumo de água 
para p.l cumplimiento del 'riego necesario durante la temp')rada de Si~:robl'a. 
considerando los costos de 1 . .1 obtenci6ndel. agua, y la asignación d~' un . . ~ 

costo para el cumplimiento de las restricciones. Para los modelos de los' 
aviones se ha aplicado el algoritmo para rEsolver' un problema un ta~:to .. 
distinto, que es el seguimiento de una trayectoria dada, patea la ! 
detet'minac ión del cl)nh'ol de vue lo necesario de un avi6n. como pilotb 
aut.;:)rnático, ya se.a pal'a aterrizarlo o para seguir una trayectoria il 
al'bi haría. :1 

Ejemplo *' 1. 
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PREPARACION DE LA SUBRUTINA RH 

Kl , Constante de la válvula 1 

K2 , Constante de la válvula 2 

hl Altura del nivel de la Presa 1 

h2 Al tUl-a del nivel de la Presa 2 

Ql • Q2 Gastos de llegada a las presas 

Vl • V'2 Volumen de las presas. 

qkl' qk2 Flujo que pasa por la válvula 1 y 2. 

ql , q2 Flujos de demanda de riego. 

qo Flujo de escurrimiento de la presa 1 a la 2. 

Al • A'2 Area de la superficie del liquido. 

G1 • G'2 Grosor de la base de las presas. 

L1 L2 Largo de la supe..-ficie máxima. 

11 • 12 , Largo de .la base. 

1 Largo del nivel al aumentar el nivel.· 

Hl • H2 • Altura de las presas. 

t • Unidades de tiempo. 

Modelado de la Primera Presa. 

la variación del volumen en términos de lo. fl~jos: 

d V 
----1 = Q1 - qk1 
dt 

El v.:oluríl>?n : 

Vl = Al hl 

Al = GI L l + 01 1 

Note que: 1 = f (hl) 

por lo cual podemos escribir: 

L 1 
---1 = 

H1· h1 

y despejando la variable deseada: 

t 
I 

!: 
I , 
" 
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L 
1 = ---1 hl H, 

1 

Por lo tanto: A = G (l + L h ) 
1 ,1 1 --1 H 1 

1, 

donde 
2 

De . V = G <1 h + L h ) . 
1 1 1 1 --1 H 1 

1 

Observe las ecuaciones anteriores s,:m las mismas para la segunda 
presa con sus r~spectivos parámetros. 

Ah,)ra para los f luj os tenemos : 

:¡ 
'1 

. 1,. 
,¡ 
" 

¡, 
,1' 

'i 
:1 
:l, 
" Las cut"vas de Gal.lss con med ia 5 y 7.5. c(m varianza 2.5 

r~spectivamente. 

y 2. (j , 

q 
1 

1 

= --------------- 'e 
2.5 (2Pl )1/2 

1 

q = ---------------- e 
2 2.0 (2Pl )1/2 

2 2 
-0.5(t - 7.5) /2.5 

2 2 
-0.5(t 5.0) /2.0 

Con estas ecuadones ya podemo5planteat" la ecUación d~ estado deL 
sisterna. 

dt 
Q 

1 
,.. "k '(h 

1 

Hacemos notar algunas restricciones propias del sistema 

q =< q 
1 kl 

d h 
---1 = dt ) 

De igual forma que para la presa anteriot"; 

.1 -

" , 



d h 
---2 dt 

19 

La' función obJetivo debe introducirse corno la tercera ecuación de:: 
~stado d~l sistema. 

Donde CI . C2 repre&entan los costos para el seguimiento d~ las 
fljncüm~s que hay que satisfacer. C,3 C4 son los costos asignados 
por llevar el liquido a las presas 1 y 2 respectivamente. 

d h 
---3 = 
dt 

222 
e (q - Q ) + e ( q - Q ) + e Q 

1 ,,'1 ,,1 2 2 2' 3 1 

2 
+ e Q 

4 2 

Para no hacer cálculos'en forma e:<cesiva durante el programa 
definimos las sigui~ntes vat"iables: 

H 
1 

H 
2 

o 
1 

G 
2 

2 OL 
1 1 

AI0lEl 

'-A202É2 

h ,,~. DOILUtX{t> 
1 . . 

'2 O L h =DG2L2~X (2) 
2 2 2 - '.:' 

" . ¡ : 

Pat"a detallar l,)saspi,:c'tos de' la siguiente se"cCiónconsulte 'el 
capitulo e incó~ 

'" 
" 

1 

~: 

" 

LA SUBRUTINA RH ( PAR~. L~ EVALUACION DE LA TRAtECTüRIA DEL SISrEH~' ) 

Como plJede observarse se igualan las variables de estado de la 
forma siguiente: 

X(1)= hl 

X(2) = h2 

" ' 

X(3) = Objetivo (variable adjunta al sistema) 
i 
'1 

El tiempo preseritedel' sistema sera (L - 1> ~ H \ donde L - 1 es el 
indice de tiempo 'y H el paso de integradón t"espectivamente .i. 

CUl = P12 * EXP (-«L-l.0) * H- 5.()HUf:2 I 8.0) 

CUl = PI25 * EXP (-«L-l.0) * H -7.5)**~1 12.5) 

El 9asto en lá válvula 1. 

CURHl = Kl * SGRT (X(l» 

Las eCIJaciones de estado del sistema' en FORlRAN: 

0(1) = Hl'A (U(I) - CURHl)¡(AlGIEl + DGILl * X(I~) 



l' ,1. 

20 

D(2j = H2 * i.U(2j- CURHl - CUl - (,U2) /(A2G2E2 + DG2L2 * H2Jj 

La fundon ob,iet ivo ( en d.::mde se indican los costos asi9nados al:: 
sistema 

I 

D{3j = el * (UU) -(.U1}**2 +C2 * (Ui.2i-(,U2j'$t*2 + (,3 * Ui.li**2 + ¡¡ 

La subrutina DFIXJ se refiel'"e a las derivadas de las ecuaciones 
estado con respecto a las variables de estado. 

La sl..lbrutina DFUJ se refiere a las derivadas de las ecuaciones 
estado con respecto a los contn)les del sistema. 

Las subn.l.t inas lucirán de la, forrna siguiente: 

·1 ' 
!; 

i¡ . 
de 

Jl' 
'1 
11 
1I 

de, 
u :, 
i' 
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FUNCTION FLU~OlKTIPOpLTIEM) 
COMMON/P/~1,~21HIGIE1iH2G2E2,DG2L2,PI2,PI25 . 

*,CAl
t
Cl,C2"C3,C4 pH,DG Ll .. . 

IF(K IPO.EO.l)FLUJO=PI2*EXP(-«LTIEM-1.0)*H-5.0)**2/8.0) 
IF(KTIPO.EO.2)FLUJO=PI25s:<E){P(-(<'LTIEM-l.0)*H-7.5)*~2/t2.5) 
RETURN 'l· 
END 
SUBROUTINE RH(Nl..IUrXúUtL,D) 
DU1ENSION X (N) p u(NJ, ( UJ 
COi'"t';Oj\l/P/~l, ~2. H1GIE1 iH2G2E2rDG2L2rPI2,.PI25 

*éCAIÉCl,C2pC.:..,C4rHLPG L1 
C-ECUA ION S DE ESlADO Dl:.L SISTEMA . . 

CU1=FLUJ0(1, L) 
CU2=FLU~0(2,L) 

C-RESTRICCIO¡~:::S DEL PROBLEMA 
CURH1=CA1;;:.SQHT()«1» 
CUO=CURHI-CUl 
IF(CU1.GT.CU~Hl) CU1=CURH1 
lF(CU1.GT .CU:,¡.f1> CUO=O.O 
D(1)=Hl*(U<.1)-CURH1)/(HlG1El+DGlL1*X(1» 
D(2)=H2*(U(2)+CUO-CU2) / U-12G2E2+DG2L2*X (2» . 
D(3)=Cl*(U<.1)-CU1)**2+C2*(U(2)-CU2)**2 . 

'*+C3~U <'1 ) **2+C4xU (2) **2 
RETURN 
END 
SUB~OUTINE DFIXJ(N,IU,X,U,FIJ,JrL) 
DIGENSION X(N),U(IU),FIJ(N) 

., 
P 
1 

CO¡-:;;'¡ON/P/HléH27 H1G1El ¡H2G2E2, DG2L2r PI2,. Pl25 
C-PAR~i~NsCA~CCAs:3Ég3Á~ig~E§1DE ESTADO CON RESPECTO A X('~J) 

IF(J.NE.1) GOTa 1 
SGR=SGRT(Xll» 
IF<'SQR.EO.O.) GOTa 5 I 
FIJ( 1) =(-Hl\I(:U( 1 )*D01Ll+H1*CAHH (HIGIE1+DGILUtX (1 .1: 

*»*(1.0/(2.0*SeR»+SOR*DGIL1» 
*/ (H101El+DGlL1~~X( 1) )**2 

FIJ(2)=(-CA1*H2)/(2.0*SQn*(H202E2+DG2L2*X<.2») 
FIJ(3)=O.O 
RETURN 

1 IF<'J .. NE:.2)GOTO 2 
CU1=FLUJO(l,L) 
g~~H~;gx?!§Qk~(X(l» 
IFlCU1.GT.CURH1) CU1=CURHl 
FIJ(1)=O.O 
FIJ(2)=-(U(2)-CUI-CU2+CURH1)*DG2L2*H2 

*/(H2G2E2+DG2L2*X(2»**2 
FIJ(3)=O.0 
RETU;~N 

2 IF(J.~E.3)00TO 3 
5 DO 4 1=1,3 
4 FIJtI)=O.O 
3 RETUx."Il 

Ei~D 
SUBROUTINE DFUJ(N,IU,X~U,DrU,J,L) 
D n~E.NS 1 ON X (N) , u tI U) , D¡-U (N) 

. CO¡·,\j.¡ON/P/Hl,H2,HlGlEl
i
H202E2,DG2L2,PI2,PI25· 

C-PAR~i~~CAÉC[Á~3Ég~Á~igME§lDE ESTADO CON RESPECTO A U(J) 
, IF(J. t~E. 1> OOTO 2 
CU1=FLU~0<'1,L) 
DFU(1)=Hl/(HlGlE1+DGlL1*X(1» 
DFU(2)=0.0 
DFU<.3)=1.0*<.2.0*Cl*(U(1)-CU1)+2.0*C3*U(1» 
RETURN 

2 IFlJoNE.2) GOTO 3 
CU2=FLUJO(;2pL) 
CU2=PI25*EXP(~«L-l.0)*H-7.5)**2/12.5) 
DFUU )=0.0 
DFU(2)=H2/(H2G2E2+DG2L2~X(2» , 
DFU(3)=2. O*C2*<.U(2)-CU2) +2. O*C4*U(2) 

3 RETURN 
END 
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INTERPRETACION DE LOS aESULTADOS. 

Al aplicar el algoritmo al sistema h'idraulico. obtenemos las figuraS:: 
anexas en las paginas siguientes. La interpretación de los resultado~ es: 
La primer'a trayect,)ria óptima es la altura de la presa 1. como se obs:~rva 
en la liglJra ( TRAYECTORIA XU) J, el nivel parte d,,~ 1.0 (estado inidal) 
y disminuye aproxirnadam,:?nte en forma lineal hasta 0.67 después de 15 :; 
intervalos de ti e mp.;), esto se debe a que el SUr.linistro óptimo 1. c.ONU(l::.aL 
OPlIMO UU) ) de agua ne,::esario para seguir la d,::manda de riego es 
semejante a la CIJrva requerida mostrada al inicio del ejemplo con los:; 
efedos capacitivos propios del sistema qlJe prodIJc,:?n un re trazo en 1 al' 
respuesta del sistema. el punt~ maximo de los controles óptimos prese~tan 
el valor medio ligeramente defasado de las m:Jdias conespondientes de 1 la5 
curvas de demanda, y el fl~jo que llega de la presa 1 a la presa 2 
incrementará el nivel de la presa 2 de 1.0 hasta 1 •. 32 como aparece enh la 
gráfica TRAYECTORIA X(2), por ello también el CONTROL OPTIMO U(2) tie~e la 
forma de la curva de demanda de la presa 2. a pesar de las caracterls~icas 
no 1 ineales de la forma de las presas, de las leyes de la's válvulas y,: las 

1 
formas de las CIJrvas de demanda, el comportamiento del sistema es par~ Ir.: 
s·::>luci,'!In óptima C1Jrvas suaves que muy bien poddan aproximarse a una forma 
lineal. Resulta muy interesante la observación de qlJe las exitacióñe~ de 1 
sistema U(1) y U(2) son curvas de Gauss { para la solucié.n óptima) v:;la 
respuesta X(U y XC!), son por el contrario rectas con una pendiente '1 

semejante entre -si, es claro el efecto de los parámetros del sistema. :íque 
para este ejemplo se han tomado las mismas dim:ansiOMs y características 
en ambas presas, por esto los resultados se esperaban de esta forma. El 
objetivo es el valor de la desviación acumulada en el transcurso de 15 
pasos de tiempo y que al inicio del proceso de optimización estos va16res 
erán mucho mayores, hacelllos notar qlJ.e la dasviadón total ínte9ral en el 
tiempo final es de 0.12. este valor esta condicionado a diferentes, 
factores por ejemplo el peso de los costos asignados para el s12glJ.imien'to 
de las C1Jt'vas y el costo d,:'l liquido que se suministra alas presas. aliás 
adelante rnostrarémos el proceso de minimización. - -



TRAYECTORIA X(1) 

1 .1000E+Ol 
2 • 9750E+OO· 
.3 .950.3E+OO 
4 • 9258E+OQ 

,o,' 

5 • ·~016E+OO· 
6 • '2:77 6E +01) 
7 • 85:38E+OO 
8 • E::3():3E +00 
9 • :3l)l':";lE +00 .' 

10 • 7S:36E+OO 
11 • 7 t':'05E +00 
12 .7:375E+OO 
13 • 7148E+OO 
14 • 6924E+OO 
15 .67021;+00 

TRAYECTORIA 

1 1000E+Ol 
2 1027E+Ol 
3 .1054E+01 
4 1079E+Ol 
5 1105E+01 
6 1129E+01 
7 1153E+01 
8 1176E+Ol 
9 1199E+01 

10 • 1222E+Ol 
11 1244E+01 
12 1266E+Ol 
13 1287E+01 
14 1:3ü9E+Ol 
15 • t::El29 E +1) 1 
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I -..:--:..---·--·--------..;.:..:--------.--------------....i:-..;..-----l ,. · .. . . . . . . . . . . . · ...... . ", l. 
l. 
l.: •• 

• • • • • • • • • • • ••••• ,a •••••••••••••••• ala •• * 
.'. • • • • • • • • • • • • • • ... • • • • • • • • • • • • • • • • • *l~ 

l. · ..... . . .............. ~ 
I~ · .. . .. ..................... 
I ~ .......... . . . . . . . · ... 1. 
l. 
1. 
I'. 
l. 
I. 
l. 
l. 

· ... . . . 
· .. · .... · ' ... · .... · . ' ........ . 

• ............ '* · ' ..... .* · ... .tt 
· . * 

. ........ . . ..... . ..* · .. .tt 
.* 

1 
1 
I 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1* 1 
1--~-----------------------------------------~-----1 

1-..:-----------...;--------------------..:--------...:.------1 
líO: ,. 1 
l •• 
l •• 

.. * 
I. 
l. 

· .... .1:t . ..... . 
l. · ... · ... 
l. · .... · .... · .... 

.1:t 

• • tt 

· .. .* l. 
l. 
l .. 

· . ....... .tt 

1 •••••• · ... 
l. · . . . . . 
l. · .. -
l. 

" . 
l •• . . . . 

.- ..... • • '* . . . . . . . 
-... . . · .... · ..... 

· ... · ..... . ......... 
.* 

. . * ,1 

· .•••• *i 
!' • ••••• a,'. .... Ji 

• ••••••••• -:1-

.* 

1 
1 
1 
1 
1 
! 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1-------------------------------------------..::------l 
, 

,1: 
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1 
.2 
:3 
4 
5 
6 
7 
e 
9 

10 
11 
12 
1.3 
14 
15 
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o B ..J E T I V O 

• úúl)OE +01) 
.OOO0E+OO 
.' 4 (n)I)E -1)3 
• 260úE-02 
• 1040E-l)1 
• 277.0E-úl 
• 5.2;3úE -o 1 . 
• 767úE-Ol 
• 962úE-Ol 
• l1úe,.E+0() 
.119:3E+OO 
.1245E+OO 

1263E+00 
.1268E+OO 

12/':'9E+OO 

I -----:----------.-------.;..-------.------.;..-;...----i,----...;.--1 

1. ' ••• * 
1 • • • • .p: 

l .................... .. 
l. . . . . . . . . .............. ~ 
l. • • • • . • • • . • • • .,. • . • • •••••• *' 
l •. · ...................... . . ......... ,- . 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

l. o 

1 
1 
1 
1 
1 .~ .. ~ ... * 

••••••••••••••••••••• ~~ ••••• !J:l 

.................... a· •••• 

1 ••••••••••••••• • • o 
,1 l. o 

lo o 
lo • 

· .................................. . · . '. ' ... · .............. ' ........... . ' ••••••.• , ••.•••...• * 1 
• ••••• ' ••••••••••••••••••••••••••••••••••• ~ ••• ' •• *" 1 , 

I-------------------------------------------:~------I 
" 

CONTROL OPTIMO U( 1) 

1 • 4400E.,.02 
.2 .1350E-Ol 
3 • 32;30E-01 
4 • 6040E-Ol 
5 • 8790E-Ol 
6 • 9960E-01 
7 • 879úE-01 
8 .6040E-Ol 
9 ~ :32:30E .... 0 1 

10 • 1350E-Ol 
11 • 4400E-02 
12 .1100E-02 
1.3 .20úúE-03 
14 .OOOOE+OO 
15 .OOOúE+OO 

I ---------------------:..--------------.:.-:'----·-:';1------1· l •. * .,....,,' '::.1 
lo o ••• '. * .' 1 
'l ••• ' •.••• ....... " .. 
l ••••• _. • o • ••••••.•••••••• *' 
l .. · ................ -...................... . 
lo . . . . . . o o ......... ' ..... 
lo . . . . . . . ~ ... ........... 
l. • ••••••••••••••••••• _ .•••••• 'A 

l •• · ......... . 
l ....•. *' 

'1 •• iA: 

liA: 

liA: 

I1t 

• • ~ *' 
!I · .... 
" .". ¡¡* 
¡! 
.' 

.: 

) 

1 
1 
1 

, . 



1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
1:3 
14 
15 
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C.ONTROL OPTIMO ,Ut2> 

.9000E-03 
• 2700E-02 
.7101)E-t)2 
.lSS0E-Ol 
• 2990E-Ol 
• 48:;:I)E-Ol 
• 6660E-01 
• 7810E-Ol 
• 7810E-01 
• 66¿.OE-Ol 
• 4830E-01 
• 2990E-Ol 
• 1580E-Ol 
• 7100E-02 
• '2700E-02 

1 __ ~_' _____ ~ _________ "': ___ ~_~ ______ ";' ______ ~, __ i ____ , ___ ·1 
1* . '. . ., 1 

l.- 1 
1 •••• * 
1 • • • • ••• ';,; 
1 •••••••••••• • •• *' 
l. " .... .......... . •••••••.••• '* . . . . . . ... . . ' .. . ... ....... .;t 1 •• 
l .. . . . . . .... ~ .............................. ' ..... . 
l. . . . . . .'. . . . .. . . . . . ... . ....... ~ ...... . 

a • • • • • • • ••••••• _ .••••••••••••••••• A . 1; l .•.. 
1 •• . ' ....... . . .... 
l •...••....•.....••• * 

.• *. 
1 •••• iCt' 

1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 

1.* . 1 
l--------..;.----.;.-------~.:..---~-..;.:...--~--;...------..¡r------I 
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' ... 

EL PROCESO DE "lNI~lZACION 

'.1:,;;; '""", 

,En la siquiente p'~g'in¿,;,:,semuestra el proc"eso POtO el cual los contro.'les 
toman valores cada vez' mas cercanos, a los resultados esperados al :: 
transcun-ir las iteraciones de minimización del algoritmo. el control 'en 
este caso 10 reali~an los ,fluJos de entrada a las presas, los cuales d~ben 
de cumpl ir con el sequimiento de, demanda requerido por las zonas de ri:kqo. 
las curvas de la temporada de riego son dos distribuciones normales. y.! los, 
."esultados nos indican como es necesario abastecer con mayor cantidad He 
agua a las presas' en el momento de mayor demanda. es clara la existencia de 
un defasamiento debido a la capacitancia p."opia del sistema. El contro;\ 
inicial asignado a este problema es nulo, conforme la minimizaciónav~h~a 
el valor de los controles 'se va incrementando produciendo la minimizadlón 
requerida del funcionalobje~ivo; como se ilustra,el proceso de '!i 
optimización adquiet"erápidamente valores mas cercanos a la soluciÓn (que 
son los controles óptimos mostrados en las figuras anteriores de baja 11 

, , " , I 
t"esoluciÓn).' hacemos 'la acraración de que las curvas siguientes están ti 

. .' '. ti 

escaladas para poder apreciar, ,el algoritmo claramente. es en tan so~o ;~ 
iteraciones en que se'obtlene el mínimo. es evidente la 'simplicidad de:il 
sistema puesto que, es de' segundo orden, es para sistemas de mayor orde:h' 

4 • '1 

incrementar el número de,',iteraciones~ o para sistemasdificilmente' ':1 
controlables para los i::'ijales es necesario incrementarlas. . ,; 
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Ejemplo *2 

Lo¡a¡pec\o¡ técnicos de control para el siquiente IOdtlo econóalico 
son: 

, Se determina la influencia de la variación de parámetros. no como un 
resultado de sensibilidad sino con cambios en los parámetros en forma' 
signi f icat iva;, 

, I 

donde P(t) es algdn vector de parámetros ( note que el tratar a P(t} 
como un proceso estocástico ). se obtiene un sistema de control 
estocástico. Obtener los resultados de la distribución del vector de;¡ 
estados X<t) tiene relativa dificultad. En algunos casos la representaci6n 
numérica y el procesamiento de una distribución multidimensional esij' 
laboriosa. en particular si el sistema no es lineal. se requieren par~ 
calcular la distribución de XU> para varios instantes de tiempo. la ,: 
descripción de . las caracteristicas estocásticas de P\.t>( sUP9niendo ~ue 
UU) sea dato). Este tipo de información no fsta disponible en la i! 
mayoria de los casos práctiCOS, y normalmente se llevan a cabo por medio .~ 
de consideraciones que adaptan el modelo a situaciones precisas. la t~oria 
de control juega un papel importante en este problema puesto Que trat. de 
dirigir. un sistema por una senda definida y es necesario determinar lis 
caracteristicas con'las que pueda precisar o indagar el cOmPortamient~ 
del sistema. 

, 
Supongamos que conocemos las restricciones imPuestas a los cambios ¡¡de 

los parámetros PU> que perte,nece a wtt> donde W es unamultiflJnción. i 
Para conocer la influencia de P en el sistema necesitamos alcanzar unl 
conjunto (f.,W), donde la funciónP se trate como la variable de contrd,l '1 

U ( que.era la variable de control anterior se fije a un valor. el cual 
puede ser óptimo). 
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Acumulaci6n de bienes de capital 
para el sector Pl 

A 

Producción de bienes de 
capital 

cumuláción de bienes de 

D'2 ~ 

" 

.. 
capital 

Jp~ra 
U-U1) Vl = 

Producción de bienes de consumo 

~ 

el 

m'2 

\ V'2 • P2 ... Con .... umo 
'" 

" C 

" 

U',2 Z = II 

sector P2 

Z 

Fl..lerza de 

trabaJo 

,i 
¡i , 
¡I :: 
" 

1, . 
! 

" 

. , . 
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.. . .. -:::; .;>::.\'" ~ '.' 
ConsidE1remos ún siStema económico, 'integrado por dos sectores como' el 

, : que se indica ,en'la' figura donde: 
,'. .. . . " 

", , P1 ' Representa' la producción de bienes de inversión Vl 
".,1 .• 

P2 Es el sector que produce bienes de consumo V2. 

C Representa el consumo. 

Z Se utiliza para la fuerza de trabajo. 

L 

Ul • U2 Son las variables de control que determinan los flujos ml.m~ 

01 02 Son algunos e lementos dinámicos que rep"esentan la 

acumulación y la expiración de las inversiones. 

Mi El total de equipo o capital (capacidad instalada) en el 

se asume que es: 

,-
M et) = I m l t 

i _i i 
i=1.2 

;' 

" sector i 
'1 1. 
" h 

" I 
I ~ 

Wi (s) es alguna fünciónde'peso"qúEi representa la efiéiencia din~~íca 
de las inversiones ~ 

Supongamos que la produ'cción vi~sla"i:lescrita"porla función 'de 
Kobb-Douglas. 

Vi = 2i ¡i 
l' 
l' 

Donde Si y Ai son algunas constantes conocidas/Si pertenece a (0.1;:' 
para i = 1.2. 

La versión disc,reta del modelo : 

M 
i.k+l 

L 
h ,

Lo_ 

j=l 

m 
i.k-J+l 

W 
i.J 

h denota el paso de tiempo. el segundo indice k+l denota el tiempo 
e í=1,2. Asumimos que el nómeroL existe si Wi,k = O paratodo 
k ) lo Ahora supongamos que la fuerza de trabajo esta determinada por;¡ el 
consumo (como es de esperar, puesto que al aumentar 'la demanda de bie'nes 
de consumo' se requiere del alJmento de la capacidad ociosa y esta perm;~ t€:: 
del incremento de la fuerza de trabajo ), por tanto Z = c, v2 ' c ., O ¡: 
tomando en cuenta las consideraciones anteriores es iácil llegar a: ",j" 

(t} = 
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(1-5;2) 
[ ( (1-u2) e 1 ) 

Con el fin de calcular Mi,k+l necesitamos mi.n 

para n = k, k-l, ••• k-L+l. Denotemos 

m!, k-l :;: Pl,k rRl.k-2 = P2,k ., ••• t mi, k-L+l = PL-l.k 

m2,k-l = rl,k , m2,k-2 = r2.k ' ... , m¿, k-L+l = rL-l'.k 

Segdn la fOrmula de integración simple' 

J.:::" Xk = e Xk+l - Xk ) 1 h 

L 
1\ 11 = . ,- m W 11 Ih 

i,k J._ i,k-j+l l,j l,k 
j=1 

L 

, l' 
I¡ 
l' 

" 
" ,1 
,'1 

" " 
\ 

1\ M = ,- P 
i,k L- j-l,k 

w + v u W 
l,j l,k l,k 1,1 

M 1 h 
1, k" 

j=2 

Tomando en cuenta que: 

h L~ P¡,k= P¡,k-l 

h L~ Pj,k = Pl,k+l 

Pi,k para i=2, •••• L-l 

y omitiendo el indice k tenemos: 

LAS ECUACIONES DE ESTADO DZL SISTEMA ECO~lCO 

L 
1\ M = ,- P W +.v U W tr 1 

1 J.- j-l l,j 1 1 1 .. 1 1 
j=2 

L 
1\ M = , r W + v (l-u ) W M 

2 J._ j-l 2,j 1 1 2,1 2 
j=2 

L~ PI =:: ( ul v1 - PI ) 1 h 

L~ P2 = ( PI - P2 ) 1 h 

• 

,', 

h 

1 h 



- Yl )] I h 

-. Y2.) I h 

• 

, 
,; 

Todos los parámetros son conocidos. la dnica variable Que hace faIfa 
sustituir en estas ecuaciones es v1 (ecuacit:)n UiL ~ue está en térmi~os 
de v2 {ecuaci6n {2ií. per"o V2 está en términos de par<'i.metros del sistema 
v puede sustituirse en la ecuaeion III para obten~r el valor de v1 en] 

" función de los datos del sistem/l, las variables d,a estad.;, del sistemal! .' se definen por: J 
. lj 

i = 1 ...... 9 

i = 1 ••••• 9 

Recuerde que es necesario agregal'- una· va.'"iable fictici'a X'21 para ·'T 

poder aplicar el algoritmo descrito, en los capitule)s' anteriores.La:!·· 
cual representa el valor del objetivo a minimizar. 

'! 
Los t"esul tados de apl icar este algori tmo son: las inversiones necesarias 

para el sector PI que cc.fI10 lo muestra l~ figuras a, el valor de la 1: 
invenión óptima para la e.~onomia simulada en un tiempo inicial es a1t!6 a 
difeiencia de su valor final en donde una mayor parte de los recursos, 
(I-U{I)) se destinan al sector productor de bienes de consumo. p~ra la 
figuras b sucede que los recursos obtenidos de la realización de la 
prodUCCión del sector de consumo se destinan en un inicio a dinamizar ~n 
forma más significativa al mismo sector ya que (l-U(2) es el valor dei' las 
inversic.n,:?s de este sect.;,r y en la gráficas b se nota, el valor peQueñb de· 
las inversiones d'2stinadas a la producción de bienes de capital (apóvése 
en el esquema ec.)nómico dibujado al principio de este ejemplo), el 
crecimiento económico puede notarse en las figuras b. donde en la 
priril:2ra tenemos el monto de las inversiones óptimas. resultado de las 
politicas de acumulación anteriormente citadas. note como era de esp~rar 
como este valor se va incrementando con el transcurs.:;) del tiemt>oal ig~al 
que el monto de estas en el sector de bienes de consumo y el total de ,i 
consumo en el _eriodo que es la dltima gráfica c. El valor del cónsu~b 
del sistema es el valor del objetivo y que en el Pt"ocedimiento empleado es 
el valor" de la .. lltima var"iable del sistema Xn es la variable ficticia la 
cual se agrega al modelo para la aplicación del algoritmo." ;!. 

Las ecuaciones en lenglJ~je FORTRAN se mlJestran en el listado del 
programa completo. 



, 33 

. . . ' 

C-CALCULO DELA'lNVÉRSION EN BIENES DE CAPITAL, V DE CONS~O 
C-EN FORMA OPTIMA UTILIZANDO UN MODELO DE K08B-DOUGLAS í 

DIMENSION X(21'~ 15)" U(2" 15) .WP(2U "G(2~ 15) .GP(2" 15) ,,!¡ 
*P(21).XV(21).VV(10.2).W(2.10) 

COMMON ICHAN/KWE·"KLP. KC" KU 
COMMON/P/A1.A2.S11.S2.C"W"H.Cl.C2 

C-DECLARACION DE UNA;.TABLA DJ! VALORES DE'PESO .i 

DATA N/21/.IU/2/'.WP/20*1.0.0.1 "W/O. ,,0.1.0.3.0.5.0.!ó. 
" *0.8.0.9.0.7,,0.5.0.2. o. ,,0.2. O. 4"0.6,, O. 7.0.8"0.85,, 0.6', 
*0.2. 0.11. ,':-: " 
*TM/I0.I.QO/.051 

H=1.00 ' 
WS=O.3 ',;:,c: , 
DO 11 1=1.2 
DO 11 J=1,,10 

11 W(I"J)=VV(J"I) 
KWE=l' . 
KLP=2 
KC=5, 
KU=6' ' 
KWV=50 
OPEN(KC.FILE=~ECONOM:DATOS1.DATA~) 
OPEN(KU.FILE=~ECONOM:DATOS2.DATA~) 
OPEN(KWE~FILE=;CONSOLE:~) , 
OPEN(KLP"FILE=~CONSOLE:~) 

"'!RITE(KLP~ 2) 
2 FORMAT(/.~NITER(OO~30).IMPR(00.02)~COND 

READ(KLP.18) IT"KDR,KRE~ 
18 FORMAT(3I2) 

l'~RITE (KLP,,6) 

I 

INI(01.03,0~)? "') 

6 FORf1AT(/5X. ~Al.A2"Sll,S2~C.Cl"C2~ .11. ~CON EL F 
*ORMATO 7F8.4; )' 

C-NUt'"tERO DE PASOS' 
KT=15 
REAO(Kl-3E" 4), 'Al. A2.S11.S2"C.Cl "C2,' 

4 FORMAT(7F8.4) 
WRITE(KLP.3)KT.,IT"KDR.K~EZ , 
WRITE(KLP.5)Al.A2.S11.S2.C"Cl.C2 

3 FORMAT (/" ~KT= "'.12., '" IT= ~. 12" ~ KDR= ~ "'12,, ~ KREZ= ~,,12) 
5 FORMAT(/. ~Al=; .F8.4. ~ A2=~ .F8.4" ~Sll=~ "F8.4.1. ~S2=" .FS.4' 
*.,~C=~.F8.4"~Cl~~.F8.4;~C2=~,,F8.4) 

CALL CORR(Al.A2"S11.S2.C.Cl"C2.H"W) 
CALL MXO(N"IU"X.U.,G.GP.WP.KT"TM"IT"QO.P 

*. WS;KREZ. KDR;0.05'. 0.95) 
CALL PLT( IU"KU. XV. Xt-I.KT .KLP.I<UV) 
CALLPLT(N.KC.XV.XW.KT"KLP"KWV) 
STOP 
END 

'SUBROUTINE PLT(N"KC.X.XW.KTT"KLP.KWV) 
DIMENSION X(N).XW(KTT) 
IF(N.EQ.2)KEN=0 
IF(N.'EQ. 21 )KEN=2 
DO 2 NRX=l.N, 
KEN=KEN+l 
IF(KEN.LE.2)WRITE(KLP,,224) KEN 
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224 FORMAT( 11.4X.2tH CONTROL OPTIMO U( .I1.2H) ) 
IF(KEN.GE.3.AND.KEN.LE.4)WRlTE(KLP.223) KEN-2 

223 FORMAT (11.t6H TRAYECTORIA X( .I1.2H) )' 
IF(KEN~GE.5.AND.KEN.LE.22) GOTO 2 
IF(KEN.EQ.23) WRITE(KLP.226) 

226 FORMAT (l. 27H EL. O B JET I V O ) 
RElrJlND KC 
DO 1 K=1.KTT , 
READ(KC.7.END=99)(X(I).I=t.N) 

7 FORMAT(3F13.4) 
1 XW(K)=X(NRX) 

CALL PL1(KTT,1.X1,X2,XW.O.KWY.KLP) 
2 CONTINUE 

RE TURN 
99 WRITE(*.~(A)~) ~ E J E e UT A D O ~ 

END 
SUBROUTINE PL1(IW.KR,XMA.XHI.X,KRE.KW.KLP) 
DIKENSION X(IW).NZ(100) 
CHARACTER .KW.IP.ll.MI.MP.NZ 
DATA M1rU'*~/.IP/' '1.II/'I'I.HI/'-'I.I1P/'.'1 
WRITE(KLP.'9) 

9 FORMAT(/) 
IF(KRE.EQ.1)GOTO 1 
XMA=X(t) 

. XMl=XMA :1 . 

1 N=KR+ l' 
00.2 K=IN,IW.KR 
XMA=AMAX1 (X (K). XI1A) . 

2 XMI=AMIN1(X(K).XMI) 
t CONTINUE 

KON=O 
Kwt=KW+1 ' 
KW2=KW+2 

a DO 3 K=2.100 
IF(K.LE.KWt)NZ(K)=M1 
IF (K. GT • KW1) NZ (K) i:IP 

3 CONTINUE 
NZ <t )=11 
NZ(K~-.l2)=I 1 
\,JRI TE (KLP .4)( NZ (M) • H= 1.KW2) 
IF (KON. EQ. 1) RETURN" 

4 FORMAT(20X.100A1) 
S=XMA-XMI 

·IF(S.EQ .. O.) S=1.E-23 
S1=KW-1.E-5 
DO 3 K=1.IW.KR 
DO • L=1.KW 
NZ(L+1)=IP 
NN=1.+S1*(X(K)-XMI)/S 
IF(L.LT.NN)NZ(L+1)=MP 
IF(L.EQ.NN)NZ(L+1)=MW 

6 CONTINUE 
5 WRITE(KLP.7)K.X(K).(NZ(M).M=1,KW2) 
7 FORMAT(2X.13.1X.E12.4.2X.100Al) 

KON=1 



GOTO 8 
END 
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SUBROUTINE CORR(Al,A2,SII,S2,C,Cl,C2,H,W>' 
DIHENSION X(21),U(2),W(2,10) 
X=0.04 
V2=(A2*X(2)**S2*«I.-U(2»*C)**(I.-S2»**(I./S2) 
Vl=Al*X(I)**SI1*(U(2)*C*V2)**(I.-SII) 
AOO=O.O 
SUH=O.O 
DO 1 J=2,10 
SUH=W(I,J)+SUti , 

1 ADD=W(2,J)+AOO 
V=(X+l./H)/(Vl*O.5*W(I,I)+SUti) 
Z=(X+l .. /H)/(Vl*0.5*W(2,1)+ADO) 
DO 2 J=I,10 
W(I,J)=W(I,J)*Y 

2 W(2,J)=W(2,J)*Z 
ENO. 
SUBROUTINE RH(N,IU,X,U,KT,D) 
DIHENSION X (21), D(N), U<IU) ,W(2, 19) 
COtitiON/P/Al,A2,SII,S2,C,W,H.Cl,C2 
V2=(A2*X(2)**S2*«I.-U(2»*C)**(I.-S2»**(I./S2) 
Vl=Al*X(I)**SII*(U(2)*C*V2)**(I.-SII) 
SUH=O .. 
ADD=O. 
00 1 J=2,10 
SUti=X(J+l)*W(I,J)+SUM 

1 AOD=X(J+I0)*W(2,J)+ADD 
D(I)=5UM+Vl*U(I)*W(I,I)-X(I)/H 
D(2)=AOD+Vl*(I.-U(I»*W(2,1)-X(2)/H 
D(3)=(U(I)*VI-X(3»/H 
DO 2 1=4,11' 

2 O(l)=(X(l-I)-X(I»/H 
D(12)=«I.-U(I»*VI-X(12»/H 
00 3 'K=13,20 

3 D(K)=(X(K-l)-X(K»/H 
D(21)= V2+Cl*D(I)+C2*D(2) 
D(21)=-0(21) 
RE TURN 
ENO 
SUBROUTINE OFIXJ(N,IU,X,U,FIJ,J.KT) 
DIHENSION X(N),U(lU),FIJ(N),W(2,10) 
COtiHON/P/Al,A2.S11,S2,C,W,H,Cl,C2 
lF(J.NE.1) GOTO 1 
DVIX1=Al*SII*X( 1 )**'(511-1. )*(U(2)*C*(A2*X (2)**S2*( (1 .. :' 

*-U(2»*C)**(I.-S2»*(I./S2»**(I.-S11) 
FIJ( 1 )=-I./H+U( 1 )*W( 1,1 )*DVIX1, 
FÍJ(2)=(I.-U(I»*W(2,1)*OVIXl 
FIJ(3)=U(I>*OVIX1/H 
00 6 1=4,20 

6 FIJU)=O. 
FIJ(2)=U.-UU»*DVIX1/H , 
FIJ(21)=+Cl*FIJ(I)+C2*FIJ(2) 
FIJ(21)=-FIJ(21) 
RETURN 

1 IF(J.NE.2)GOTO 2 
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DV1=Al*X(1)**511*(1.-511)*(U(2)*C*(A2*X(2)**52*«1. 
*-U(2»*C)**(1.-S2»**(1./S2»**(:....S11) 

X2=U(2)*C*(1./52) 
** (A2*X (2)**S2*( (1. -U(2) )*C)**( 1. -52) )**0./52-1. ) 
**«1.-U(2»*C)**(1.~S2)*A2*S2*X(2)**(S2-1.) 

DV1X2=DV1*X2 
DV2X2=1./S2*(A2~X(2)**S2*«1.-U(2»*C)**(1.-S2»** 

*( 1./S2-1. )*A2*X (2)t~~HS2-1. )*( (1. -U(2») *C)*( 1. -S'2) 
FIJ(1);U(1)*W(1.1)*DVIX2 
FIJ(2)=-1./H+(1.-U(1»*W(2.1)*DVIX2 
FIJ(3)=U(1)*DVIX2/H 
DO 7 K=4,,20 

7 FIJ(K)=O. 
FIJ(12)=(1.-U(1»*DVIX2/H 
FIJ(21)=+DV2X2+Cl*FIJ(1)+C2*FIJ(2) 
FIJ(21)=-FIJ(21) 
RE TURN 

2 lF(J.GT.l0)GOTO 3 
DO S 1=2.20 

S FIJU )=0. 
F 1 J ( 1 ) ;:.W ( 1 • J-l ) 
FIJ(J)=-l./H 
FIJ(J+1)=l. iH 
FIJ(21)=+Cl*FIJ(1)+C2*FIJ(2) 
FIJ(21)=-FIJ(21) 
RETURN 

3 IF(J.GT.ll)GOTO 4 
DO 11 K=1.20 

11 FIJ(K)=O. 
FIJU )=WU. 10) 
FIJU1>=-l./H 
FIJ(21)=+Cl*FIJ(1)+C2*FIJ(2) 
FIJ(21)=-FIJ(21) 
RETURN 

4 IF(J.GT.19)GOTO 5 
DO 9 K=1.20 

9 FIJ(K)=O. 
FIJ(2)=W(2.J-I0) 
FIJ(J)=-l./H . ~ 
FIJ(J+l)=l./H 
FIJ(21)=+Cl*FIJ(1)+C2*FIJ(2) 
FIJ(21)=-FIJ(21) 
RETURN 

.5 IF(J.GT.20)GOTO 12 
DO 10 K=1.19 

10 FIJ(K)=O. 
FIJ(2)=W(2.J-I0) 
FIJ(20)=-1./H 
FIJ(21)=+Cl*FIJ(1)+C2*FIJ(2) 
FIJ(21)=-FIJ(21) 
RETURN 

12 lF(J.GT~21)bOTO 14 
DO 13 1<=1.21 

13 FIJ(K)=O.O 
14 RETURN 

END 
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SUBROUTINE DFUJ(N~IU.X.U.DFU.J) 
DIMENSION X(N).U(IU}.DFU(N},W(2,10} 
COMMON ICHANI KI;lE. KLP. KC ... ..:U 
COMMON/P/A1,A2.S11,S2,C,W,H~CI,C2 

; lF (J. ~E. 1) GOTO 2 
V2=(A2*X(2}**S2*((1.-U(2»*C}**<.1.-S2»**(1.lS2) 
Vl=Al*X(1)**SI1*(U(2}*C*V2}**(1.-S11) 
DFU<.l)=Vl*W(I.I) 
DFU(2}=-Vl*W<.2,1} 
DFU<'3)=Vl/H 

'DO 4 1=4,20 
4 DFUU}=O. 

DFU(12)=-Vl/H . 
DFU(21)= Vl*W(1.1)*Cl+C2*W(2,1)*(-Vl) 
DFU(21}=-DFU(21) 
RETURN 

'. 2 IF (J. NE. 2) GOTOa 
DE= (A2* X <.2) **52~ <. H • -U (2)} *C) ** U • -52)} '. :: 
DV1=Al*X( 1>**511*U. -Sl1)*(U(2}*C*DE~BI:U ./S2} )**<.-511> i: 
U2=(U<'2)*C*U./S2*<'A2~X<'2)** ' , ;1 

*S2*<.(1.-U<.2)}*C}**<.1.-S2»**<.1./S2-1.}*A2*X<.2)**S2*(1.il 
*-S2)*((I.-U(2»*C)**(-S2)*(-C»+C*(A2*X<.2}**S2*<.<.I.-1I(2»)¡o;(: 

" 

*}**U.-52})**U./52)} ': 
DVIU2=DV1*U2 :: 
DV2U2=1./S2*<.A2*X(2)**S2*( U,.-U<'2) )*C}**U. -S2) )**(1. :¡ 

*/S2-1. }*A2*X (2)**S2*<. 1. -S2)*<. (1. -U(2)} *C} **(-S2) * <'-C) . ;, 
DFUU)=UU }*WU, 1 HtDVIU2' 
DFU<.2}=<.1.-U(I}}*W<.2,1}*DVIU2 
DFU(3)=U(I}*DVIU2/H 
DO 5 K=4,20 

5 DFUUO=O. 
DFU<.12}=(1.-U(I»*DVIU2/H 
DFU<.21)=+(DV2U2+DVIU2*(Cl*W(1.1}*U(I)+C2*W<.2.1}*(I.-U<.1»)} 
DFU <.21) =-DFU<'21> li 

8 RETURN 
END . 

'SUBROUTINE MXO<'N, IU. X,U,G.GP,I;!P,KT. TM, IT ,QO,P 
*,l·jS,KREZ,KDR,UillN,ur·1AX) . 

C-'---------------------------·-------------~----------------~-----
C- OPTU11 ZACION PARA SISTEMAS DINAMIC05, ,DISENADO y CODIFICADI) PCIt; 
C- O.IRIS V S.RACZVNSKI OCTUBRE 1984, r1EXICO D.F. .' ,;; 
C- --~----~-------------------------------------------------r-----
C- METODO DE LOS GRADIENTES CONJUGADOS EN EL ESPACIO DE CONTROL 
C- LAS ECUACIONES DEL SISTEMA DX <. I} /DT=F <'X,U),· U PERTENECE Al: <'0,1) 
C- EL GRADIENTE E5 EVALUADO POR EL PRII\:CIPIO DE I'1AXHíUi1 [lE 
C- PONTRIAGIN. LAS ECUACIONES DEL SISTENA SON INTRODUCIDAS 
C- EN LA SUBRUTINA RH(N,IU,XT,UT,D) LA CUAL EVALUA EL ARREGLO D. 
C- LA SUBRUTINA DFIXJ<'N,IU,XT,UT.FIJ,J} DEBE PREPARARSE " 
C- POR EL USUARIO.LA CUAL EVALUA DF<'l)/DX(J) V LO COLOCA 
C- EN FIJU) ,PARA 1=1,2; ••• ',N. 
C- LA SUBRUTINA DFUJ<'N,IU,XT,UT,DFU,J}, DEBE PREPARARSE 
C~ POR EL USUARIO Y EVALUA' DFU}/DU<.J} V ES ALMACENADO EN:, 
C- DFUU) , PARA 1=1 ~ 2, ••• , IU. . ' :: 
C- RESULTADO:CONTROL V TRAYECTORIA OPTIMOS GUARDADOS EN LOS ,A~CHtYOS 

J 



C- 1<1I Y KC RESPECTIVAMENTE 
C- PARAHETROS FORMALES: 
c
C
C-

- GRADIENTE 
'- GRADIENTE EN LA ITERACION PREVIA 
- PASO DE INTEGRACION 
- MAXIMO NUMERO DE ITERACIONE~ 
- DIMENSION DEL VECTOR DE CONTROL 

C
C
C
C
C
C
C-

G 
GP 
H 
IT 
IU 
KDR - NIVEL DE IMPRESION: SI ES O NO U1PRIME • SI E::; 1 IMF'~ tl1E 

POCO, SI ES ;2 IMPRIME BASTANTE. SI ES 3 IMPRIME fA.:TAÜTE 
CON EL GRAD lENTE Y EL CONTROL EN CADA I TERACION ¡i 

"~REZ - TIPO DE CONTROL INICIAL: SI ES O ENTONCES EL CONTROL 
ES LEIDO DEL ARCHIVO KU, SI ES 1 SU VALOR ES 0.0, SI ES ~ 
su VALOR ES 0.5, SI ES 3 ES PUESTO A 1.0. l' C-

C- KT 
C- N 
C- P 
C-· QO 
C- TM 
C- X 
C- U 
C- WP 
C- WS 
C-

- NUMERO DE PASOS DE TIEMPO ' 
- DIMENSION DEL VECTOR DE ESTADOS 
- VECTORAD~UNTO VARIABLE 
- PASO INICIAL EN EL ESPACIO DE CONTROL 
- CP TIEMPO LIMITE 
- EL VECTOR DE ESTADOS 
- EL VECTOR DE CONTROL 
- LAS CONDICIONES INICIALES 
- EL COEFICIENTE DE CONJUGACION; P~TENECE A (0,1). 

~ :~~}, , 

PARAMETROS DE ENTRADA: N, 1 U, WP, I<T , H, TM, 1 T , QO, WS,"~Z , KDR 

. i 
.1 

,. 
C
C
C
C
C
C

LOS NUMEROS DE LOS CANALES ,DEBEN SER INTRODUCIDOS EN CC;11MOt:~/i:HAU, 
KWE - PANTALLA. KLP - PANTALLA, KC,KU - DISCO 
ARCHIVOS DE ACCESO ALEATORIO 

C- SUBRUTINAS AUXILIARES: SMI0, SM20G 
C;';' 

DIMENSION X(N,I<T),UtIU,I<T),GPtIU,I<T),GtIU,I<T) ¡: 
* • WP(N).PtN) ~ 

COMMON ICHAN 1 KWE, I<LP, I<C, I<U '¡ 
COHMON/P/A1. A2. Sil, S2. C,W(2. 10), H, Cl.C2 t, 
IFtI<DR.GT .O)WRITE(I<LP, 50)N, IU, I<T, H, QO, WS, I<REZ, <WPU), J-l.'i2U 

50 FORMAT(/5X,33H* * S U B R U T '1 N A M X O *"* "' 
* 15X, 2HN=, 13, 2X, 3HIU="I3, 2X. 
* 3HKT=,13,2X.2HH=.EI0.3~ 
* 2X,3HQO=,El0.31 
* 5X.3HWS=,E10.3,2X,23HTIPO DE CONTROL INICIAL ,121 
* 5X,3HWP=,5X,21 (F4.2. IX» 

C-SE IGUALAN CONDICIONES INICIALES EN LAS VARIABLES DE ESTADO 
DO 300 L=l.N 

300 X(L.1>=WPtL) 
IDB=O 
KTER=O 

C-CONTEO DE ITERACIONES KI< 
1<1<=0 

C~SE IGUALA EL PASO INICIAL EN EL ESPACIO DE CONTROL 
Ql=QO 
Q=Ql 

C-CONTADOR PARA EL NUMERO DE TRAYECTORIAS INTEGRADAS 
KRT=O 
II<R=O 
SU=O. 
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e-NUMERO MUYORANDE PARA LIMITAR EL OBJETIVO 
XN=I.E35 

C-SEGUN EL TIPO DE CONTROL INICIAL ESCOGIDO 
IF(KREZ.EQ.O) GOTO 301 
IF(KREZ.EQ.l} UIN=OMIN 
IF(KREZ.EQ.2) UIN=(UMIN+UMAX>*0.5 
IF(KREZ.EQ.3)UIN=U~AX 

GOTO 302 . 
C-LECTURA DEL CONTROL EN EL ARCKIVO KU 

301 REl-JIND KU 
DO 303 L=l,KT 

303 READ(KU,7,END=99)(U(I,L).I=I.IU) 
7 FORMAT(2F13.4) 

99 t·JRITE(*." (A)") "-REALIZADO'" 
302 CONTINUE 

C-SE INICIALIZA EL CONTROL Y EL GRADIENTE SE ANULA 
00 1 L=I.KT 
DO 1 K=1. IU 
IF(KREZ.NE.O) U(K.L)=UIN 
GPU~,L)=O. 

1 G(K.L)=O. 

" 
" . , 

., 
, :1 

. I 

1. ,: 

. ~ 
l' ¡J 
!, 

" ., 

10 CONTINUE 
IF(KK.GE.IT)KTER=3 
IFU·~TER.GT .O)GOTO 1000 
K~~+1 ~ 

:1 Q=Ql .~ 
IF(KDR. GT.l )WRITE(KLP.18)KK .'1 

18 FOR"1ATU2X,34H I TER A C ION N U M E RO· .13i~/./ 
* ,62H PASO ( 1 T NUMERO BUENO ) OB.JET I VO PAsosll DE 

" * CONTROL • I ) !; . 
C
c- CALCULO DE LA TRAYECTORIA 

CALL SMI0(XN.XNl.N.IU.U,X,G.KT.0 •• ut1IN.UMAX) 
C-UNA VEZ INTEGRADO AUMENTAMOS EL CONTADOR 

KRT=KRT+l 
IF(KDR.GT.O.AND.KK.EQ.l) WRITE (KLP.I03) XNl 

103 FORMAT(/15X.9HOBJETIVO= .EI2.4/) 
C-GUARDA EL VALOR DEL OBJETIVO EN XNN 

IF(KK.EQ.l)XNN=XNl 
QH=O. 

C-NUEVO GRADIENTE 

C-

CALL St120G(N, IU .. X,U.P,KT ,G.GP,WS.UMIN,UMAX). 
IF(KT.LT.O)KTER=1 
IF(KT.LT.O)KT=-KT 
IF(KTER.GT.O)GOTO 1000 ' 
.<z=o 

C- ' PASO EN EL ESPACIO DE ESTADOS 
6 CONTINUE 

C-SELIMITA A 25 EL NUMERO DE PASOS. 
IF UKR. GT. 25) GOTO 9 

C- EL PASO DE CONTROL E INCREMENTO DEL NUMERO DE PASO 
QH=QH+Q 
IKR=IKR+l 

c-
e- FUNCION OBJETIVOXNl 

CALL SMI0(XN.XNl.N.IU.U.X.G,KT.QH.UMIN,UMAX) 
C-INCREMENTO DEL CONTADOR DE TRAYECTORIAS INTEGRADAS 

11 
'1 1I ., 
1I 
1' ,: 
JI . 
\1 
1: . 
:1 

l. 
,. 
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KRT=KRT+l 
C-EN CASO DE QUE EL OJETIVO SEA MAYOR QUE EL LIMITE 

IF(XN1.LT.XN)GOTO 100· 
C-
e- MAL PASO 

101 QH=QH-Q 
Kl=-KK 
IF (l(DR. GT. 1>WRITE(KLP. 8)Kl. IKR. IDB. XN1. 01. o 

C-SE DECREMENTA EL T~.MANO DEL PASO HEURISTICAMENTE 
Q=0*.5 
IF(KZ.EO.l)Q=-Q· -~ 

C- KZ ES UN INDICADOR DE PASO BUENO O MALO 
KZ=l 

c-
IF tIKR-IDB. GT. 3'> GOTO 9 
GOTO 6 

C- BUEN PASO 
100 CONTINUE 

XN=XNl 
IDB=IDB+l 
IF(KDR.GT .lHJRITE(KLP.8)KK. IKR. IDB. XN.Ol.0· . 

C-SE INCREMENTA EL PASO EMPIRICAMENTE . 

C-
C-

IF(KZ.NE.l)Q=Q*1.5 
8 FORMAT(5X,3I6,3UX,E12.4» 

GOTO 6 

FIN DE LA. ITERACION PRINCIPAL 
9 CONTINUE 

IF(KDR.EQ.1HJRITE(KLP.8)KK. IKR. IDB.XN.Ql.Q 
Ql=QH~.6 
IDB;=O 
IKR=O. 
KZ=O 

, IF(OH.EQ.O.) GOTO 104 
DO 14 L=l,KT 
DO 14 I=l.IU 

C-SE t1EJORA EL CONTROL 
RU=U(I.L)+QH*G(I.L) 

C- PARA LIMITAR ENTRE O Y 1, 
RU=AMAX1(RU.UMIN) 
RU=AMIN1(RU,UMAX) . 
SU=SU+ABS(RU-UU .L» . -
UtI,L)=RU 

14 CONTINUE 
IF(KDR.LE.2)GOTO 102 

1003 CONTINUE 

'1 
"~o 

i' 
~ 
" l' . 
!,' 

i: . 

" ~\. 

" 
:1 

C-EN LA PANTALLA ESCRIBE EL VALOR 
~JR 1 TE (KLP. 17) 

\, 

DEL CONTROL Y DEL GRADIENT!~ 

17 FORMAT(/,5X.50H VALOR DEL CONTROL 
* DEL GRADIENTE ) 

DO 3 L=l.KT . 
3 l·!R 1 TE (KLP. 16) (U tI • L) • 1 = 1. 1 U) • (G tI • L) • 1 = 1 ~ 1 U) 

16 FORMAT(/(lX,2tlX,Ell.4).4X.2(lX,Ell.4») 
IF(KDR.EQ.2) RETURN 

102'CONTINUE 
IF(KTER.GT.O)GOTO 1000 

104 CONTINUE 

VALOR 



41 

GOTO 10 
C-
c- FIN DE LA BUSQUEDA 

1000' CALL SMI0(XN.XN1.N.IU.U.X,G.KT.0.,UMIN,UMAX) 
REl<UND KU 

C-GUARDA EL ESTADO INICIAL EN EL ARCHIVO Y TAMBIEN EL COti~ROL 
DO 304 L=l,KT r 

304 WRITE(KU,7)(U(I,L),I=1,IU) 
REWIND KC· 
DO 305 L=l,KT 

305 WRITE(KC. 77) (X( I.I_) ,I::1,N) 
77 FORMAT(3F13.4) 

IF(KDR.EQ.O) GOTO 1004 
WRITE(KLP,1001) KTER 

1001 FORMATU5X,19HFIN DE LA BUSQUEDA ,2X,I2."1> 
XNN=XNN-XN 
XX=XNN/KRT 
WRITE(KLP,1002)KRT,XNN,XX 

1002 FORMAT(/5X, 14, lX,23HTRAJECTORIAS INTEGRADASII 
* 5X,12HKEJORA DE : , Ell.411 
* 5X,18HMEJORA/TRAYECTORIA ,1X,El1.4/) 

IF(KDR .. EQ.2) GOTO 1003 
1004 CONTINUE 

RETURN 

. 1 
" " 

END . i 

C--------------------------------------------~---------- 1: 
SUBROUTINE SM20G(N, IU,X,U,P,KT~G,GP,WS,Ut1IN,IJMAX) :1 

Cm'ií'10N ICHAN/KWE, KLP , KC. KU 
COMHON/P/A1. A2,511, S2,C. W.H,Cl ,C2· 
DU1ENSION X (N, KT) ,U( IU,KT), GP (IU,KT), XT(21) ,UT(21) 

* ,G(IU,KT),FIJ(21),DFU(21),P(21),W(2,10) 
C-SE LE DAN SUS VALORES A LAS VARIABLES ADJUNTAS 

DO 1 K=l,N 
lP(K)=O. 

P(N)=-l .. 
51=0. 

C-HACEMOS UN CONTEO REGRESIVO 
DO 4 L=l,KT 
NR=KT-L+l 

. C-GUARDAMOS EN XT EL VECTOR DE ESTADOS 
DO 10 K=l,N 

10 XT(K)=X(K,NR) 
C-GUARDAMOS EL CONTROL EN UT 

DO 11 K=I,IU 
11 UT(K)=U(K,NR) 

so=o.· 
C-GUARDA EL GRADIENTE ANTERIOR 

DO 5 J=I,IU 
GP(J,NR)=G(J,NR) 

C-PARCIALES DE LAS ECUACIONES DEL ESTADO CON RESPECTO A U(J) 
CALL DFUJ(N,IU,XT,UT,DFU,J) 
S=O. 

C-PARCIALES DEL HAMILTONIANO CON RESPECTO AL CONTROL 
DO 6 I=l,N 

¡ 6 S=S+DFU(I)*P(I) 
e-PRODUCTO DEL VALOR MENCIONADO Y EL GRADIENTE ANTERIOR 

-¡. . 

" :, 
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XG=S*GP hJ, NR) 
C-PARA DISMINUIR EL GRADIENTE 

IF(XG.LT.O.) S=S*0.05 
C-CONTINUA EL PROCESO DE MINIMIZACION SI LOS VALORES 
C-SE ENCUENTRAN EN EL RANGO PERMISIBLE EN GOTO 7 

IF(.NOT.«S.GT.(O.).AND.UT(j).LT.(UMAX».OR. 
* (S.LT. (O.) .AND.UT(j) .GT. (UMIN»» GOTO 7 . 

C-DE LO CONTRARIO NO ES NECESARIO VOLVER A CALCULARLOS 
C-CONDICIONES NORMALES PASA POR AQUI 

Sl=Sl+S**2 
. SG=SG+S**2 

7 CONTINUE 
5 G(j,NR)=S 

C-SG ES EL PASO DEL GRADIENTE 
IF(SG.NE.O.) SG=SQRT(SG) 
IF(SG.EQ.O.) SG=l. 
DO 2 j=l,N 

C-EVALUA PARCIALES DE LAS ECUACIONES DE ESTADO CON 
C-RESPECTO A X 'PARA LA EVALUACION PEL VECTOR ADJUNTO 

. !I 
;1 

.. , 

:' 

" . ti 

CALL DFI Xj(N, IU, XT, UT, FIj, j, KT) . .li 
S=O. ~ 

C-ESTO ES LAS PARCIALES DEL HAMILTONIANO CON RESPECTO A X ¡, 

DO 3 I=l,N ;: 
3 S=S+P(I)*FIj(I) 

C-INTEGRACION DEL VECTOR ADJUNTO CON.EL PASO DE INTEGRACIO~ 
S=S*H ~ 

2. P(j)=P(j)+S 
4 CONTINUE 

IF(Sl.EQ.O.) KT=-KT 
IF(KT.LT.O) RETURN 
IF(Sl.GT.O.) S1=SQRT(S1) 
IF(S1.EQ.O.) S1=1. 
DO 13 j=1,IU 
DO 13 NR=l,KT 
G(j,NR)=G(j,NR)/S1 
G (j, NR) =G (j, NR) +WS*GP (j,·NR) 

13 GP(j,NR)=G(j,NR) 
RETURN 
END 

" 

C------------~--------------~--------_.:...----;...-----;...-----_:...-~--
SUBROUTINE SM10(XN,XN1,N,IU,U,X,G,KT,QH,UMIN,UMAX) ¡ 
DIMENSION X(N,KT),U(IU,KT),G(IU,KT),D(21),XT(21),UT(~1) 

*.W(2,10) 
COMMON /CHAN/KWE,KLP,KC,KU 
COHHON/P/A1,A2,S11,S2,C,W,H.C1,C2 

235 XN1=0. 
C-EN CADA PASO DE TIEMPO IGUALA EL VECTOR DE ESTADO A XT 

DO ;2 L=l,KT 
DO 5 NL=l,N 

5 XT(NL)=X(NL,L) 
C-SE IGUALA AL CONTROL Y SE LIMITA AL CONTROL ENTRE (0,1).1 
C-MAS LA VARIACION PRODUCTO DEL GRADIENTE 

DO 6. NL=l, IU 
UU=U(NL,L)+QH*G(NL,L) 

33 FORMAT(E12.4) 



UU=AMAX1(UU.UMIN) 
UU=AMIN1(UU.UMAX) 

6 UT(NL)=!JU 
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C-EVALUACION DE LAS ECUACIONES DE ESTADO 
CALL"RH(N,IU.XT.UT.KT,O) 
IF(L.EQ.KT) GOTO 7 

C-X(K+l) = X<K) + H * DF(K). <FORMULA SIMPLE DE INTEGRACION) 
DO 3 KSF=l.N 

3 X(KSF,L+l)=X(KSF,L)+H*D<KSF) 
7 CONTINUE 

C-LA FUNCION QUE SE VAA MINIMIZAR 
XN1=XN1+H*D(N) 

2 CONTINUE 
RETURN 
END 
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Ejemplo 13 
'. .' J:. 

Se desea obtener el cont~ol de un ~vión par. poder aterrizarlo o para 
. . 1I 

poder seguir Ilna trayectoriaespecffica, hacemos notar qué la aplicai;:ión 
del alqoritmo de control es un tanto diferente a lo que hasta ahora I! 

habiamos mencionado. El fin de este ejemplo es mostrar una de las 
al ternativas del uso de este alqoritmo para diferentes sisternas. En ;,este 
caso no tr~taremos de minimizar ni costos ni energias sino más bien 11 

curnplir con una restricción, la cual en este sislema e~ el sequimienlo de 
una trayectoria de aterrizaje para determinar el valor del control p~ra 
llevar al ~vión a la pista de aterrizaje o para seguir una trayectoria de 
vuelo. 

,De fin ic íón devar iab le s.'-

A 
Q 

ataque, 
inclinación (dirección apare'nte del avión)' 
la trayectoria ~e vuelo (dire~ciónrealdel avión) G 

h 

Ang1llo de 
Angulo de 
Angulo de 
Altura de 1 i a nave ~ 

h Var i"ación de la altur'a (veloc idad vertical de la nave J 

Las variables de estado del sistema son: 

X4 '= h·' 

La matriz del sistema y el vector del control: 

bll 
1 
O 
O 

O 
'O 
O 
1 

!Cll 
! O 

O 
O 

Los coeficientes anteriores para un c~so real pueden ser evaluados 

I 

't 

de la siguiente manera: (el desarrollo del modelo puede ser consultado 
en [7]. ' 

blt = l/Ts '- 2E Ws . b32 • 

2 2' 
b12 = 2 E Ws/Ts Ws - l/Ts · b33 • 

2' 2 
b13 = l/(VTs ) - 2 E Ws /(VTs ) + Ws/V · Cll • 

0.5' (Reláci'ón de amortiguamiento)-'--
256 ft/seg (Constonte de velocidad)' 

Ks - -0.95 se§l (Constan,te ángular) 

E 
V 

= 
= 

Ts = 2.5 seg (Constante de tiempo) 
Ws = 1 rad/seg (Velocidad angular) 

= V/Ts 

= - l/Ts 

2 
= WsKsTs 
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Los resultados obtenidos son: 
Oe>A ' 

Primero; para el seguimiento de aterrizaje, el avión inicialmente cón una 
trayectoria de vuelo de descenso relativamente IJnifc,rme y c005idet-aOdo al 
conh-ol inicial nulo (valor de la aleta de dirección, dato pat-a el qálc1Jlo 
de la traYectoria, la direccion, de vuelo qlJ'~ tiene el avión puesto que no 
existe nada (un control) que modifique su trayectoria, lo llevar4 a~ 
estrellarse rápidamente' corno se muestra en la curva 1 de la figura 1,. 
puede obset-varse corno al ir actuando el control. la direcci6n del av,i6n se 
va corrigiendo poco a poco, Y note como la curva '2 de la misrna figut¡¡a. es 
el resultado de la acción de las aletas de control, en donde el avión no 
solo no tiende a aterrizar sino se elevará en forma signiticativa.~in 
embargo en la parte inicial se dismiriuye la trayectoria, posteriorm~nte el 
algodtrno va modificando el efecto del control para cumplir con el :;' ' 
seguimiento requerido, en este caso es una exponencial decreciente. ;'esto 
puede visualizarse en la misma figura en l~s curvas 3 y 4, además s~ anexa 
una trayectot"ia de seguimiento de elevaci6n y de descenso (en este ~:aso ' 
una función senoidaU, vea corno ha respondido el sistema en la figur.'a 2. 
con tan solo 9 iteraciones (el control mostrado en la figura es U(l~. es 
decir el ángulo de inclinación de las aletas del avi,~n son 2W(1)-v.'S), 
para que el control pueda actuat- en ambas direcCiones). También se:' 
muestran e 1 valor de todas las trayectorias al avanzar e 1 proceso. e:n 
donde se grafican en el grupo de figuras 3, que son el comportamient:o de 
las variables del avión, en los primeros pasos del algoritmo (grupo~ de 
curvas 1), notando que el avance es bastante significativo a difere~cia de 
los avances efectuados posteriormente" los cuales sólo se illJstran ~!at'a el 
angulo del avión, la variación de tal ángulo V la altura del avión ~:grupos 
de curvas 2> y este se ilustra en las figura 4 y S en forma aroplifici:ada. 

l' 
donde los avances son más lentos, en la 'tercera cut-va aparece el ob.i;;eti vo 
el cual come, se observa se va haciendo más suave V de menor magnitud ( la 
magnitud no se puede visualizar porque cada curva es n.::,)rmalizada a~:a 
escda de grafic'ación) esta caracterlstica del método de minimización de 
gradientes conjugados fue descrita en el capHul03, acercándose en 'un ' 
inicio a la solución v posteriormente va haciendo cOrrecciones en f~rma 
menos significativa. 

," 

Algunos resultados importantes en este modelo que corroboran los i
, 
t 

aspectos teóricos de control son: , 
Los efectos de las condiciones iniciales del sistema afectan en forma 

significativa no solo el proceso de ~inimiz.ciónhaci~ndolo mas len'~ •. 
sino en general modificando los resultados definitivos del algoritmo, es 
obvio que sise intenta atet-rizaralgt!1n avión con condiciones inic i~les' 
de vuelo de ascenso, la dificultad de aterrizar es para un interval~ de 
tiempo fijo más tardado o con resultados no tan satisfactorios que si se 
tienen condiciones iniciales de descenso. 

Otro aspecto importante para la teoria de control es la obtenciórl' de 
la solución de unproblerna de control óptimo de extremos fijos con yn 
algoritmo diseñad,;) pat-a la solución de problemas con extremo derechq 
movible debido al seguimiento asignado de una trayectoria def iniqa. 

: ~ . 
','.:. ,'. 

" 
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Figl.Jra 1 
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Figl.lra 2 
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Figura·3 
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F igl.lra 4 
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Figura .5 
1 __ ......L.--_ •. _ 

. . . . 
Angulo de aterrizaje \ 

1 

: Variaei6ri""delángulo .. ' 
. de aterrizaje~""'" 

TIEI~PO 

'¡ 

~, .' 

15 



56 

CAPITULO CINCO : MANUAL DEL USUARIO 

AlglJnas restricc:ü:.nes propias del sistema ope.-ativo usado i.FORTR':"N 7i 
versión 11.1. 16 de mayo de 1980 Apple) se irán indicando. Consulte ~ 
la referencia 6. 

DESCRIPCION DE LA ESTRUCTURA FUNCIONAL DEL PROGRAMA 

El programa principal recibe la información necesaria para la eJec~clon 
del algoritmo y la trasfiere a las subrutinas donde se ~tiliza por m~~io 
de la instrucción CONNON. esta información consta nlJrmalmente de :: 
parámetros del sistema hK,delado, es .-ecom,::ndabll: hacer las m.)diticac~:c.nes 
a pa.·tir de alguno de lt::>s p.-ogramas en CIJ,=stión elabo.-ados. El p.-.:)gr,:arna 
principal llama a las slJ.brutinas MXú y F'LT , la primera es aquella QJ:e 
efectda el algoritmo ~e conttol ~esc~~to en l~s capitul~s anteriores~ la 
segunda es una subrlJtlna de g.-aflca':::lon di:: baJa .-esoluclón Que desph::eg.::. 
en la pantalla el valor de la trayectoria óptima de las va.-iables de ¡¡ 
estado y el control óptimo resultado de la rninimiz;''Lción. en caso de d,~sea.t' 
los .-esultados imp.-esos en papel, modifica.- la d.::!claradón del canal :kLF' y 

en lugar de CONSOLE:, llamarlo PRINTER:, o s i no s.:? d>:?sea compi lar 1: 

nuevamente el programa puede utilizarse la rutina de graficación la c~al 
despliega los resultados en papel o en la pantallla. 

El pr.::>cedimiento I'IX0 utiliza en su ejecUción las subrutinas RH. DFIXJ y 
DFIJJ, d " , .i,i, cuya escrlpClon es: 

" 
En RH se definen las e.:uaciones ,de estado. 

En DFlJ(J se especifican las derivadas parciales de 'las eCIJaciones ,~e 
estado con respecto a cada una de las variables de estado. 

En DFUJ se calculan las derivadas parciales de las vadables de estado 
con respecto a cada uno de las variables de control del sistema. '~ 

.1 
r 

Por ejemplo slJPong~ al sistema X siguiente : 

'2:"",' ~ 
'X2 =, .Xl~· ... 

,~ -

y se desea minimizar el objetivo: 

J =. :{¡~~"~t .C2 u~ 
,.'.1, "". 

Esta dlt ima 'funé i6n::deber~:expr'esarse' como una eCIJaci6n más de -estado 
con lo Que obviamente 'se 'awoentar;Í"el orden del'sisternaen unó. y por:: lo 
clJ.al pa.-a preparar 'a,Ta subrlJt ina -correspondientes a las -derivadas . 
parciales de las ecua~ionesde estado con respecto a las variables de~ 
estado sera necesario también de~ivar con 'respecto a una variable iictic~a 
Que se anexa. (desde 'luego las derivadas parciales de las ecu~ciones~de 
estado con respecto a esta variable se.·an nlJlas, pat"a alguna aclaraci':'n 
consulte el capítula uno)~Esta ~cuación quedaría: ' 

·,>.'t 
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.2 2 
X3= Cl Ul + C2 U2 
, 

Aclaracione~ con resp~cta a ia not~ción utilizada: . , 

'. 
pat'a denotat·' )( 1, -------------- D(l) 
pat'a denotat' " ' -------------- )(\1 1 "1 ' 
para denolat' Ul ...:.----:----------- Ud, 

Pat'a denotat· las dedvadas parciales de las ecuadones de estado con 
respecto a las vádables de estado, se utiliza FIJ(l), es decir pat'a¡:la 
pdm€ra d€r.ivada pat'cial con respecto a la pt"imet'a variable de estad.~. 

! 

Para denotar las derivadas parciales de las ecuaciones de estado ~on 
resped.;) a las vadables de control T se ut i 1 iza DFU( 1 j, es de.:: ir' la 

. derivada parcial de.la primera ecuación de estado con respecto a la 
primera variable de control~ 

Para el ejemplo anterior te~driamos: 
para la primera variable de estado. 

FIJU)=all 

Pat'a la segunda variable de estado •. 

FIJU) =0.12 FIJ(2)=Q.O 

FIJ(3)=O.O 

FIJ(3)=O.O 
·1 

Pat'a la tercera variable de estado ~en este caso la variable ficticia J. . !. 

FIJ(1)=Q.O FIJ(2)=O.O FIJ(3)=O.O 

Para la primera variable de control 

m=un. )=b 1 DFU(2)=O.O 

Para la segunda variable de control 

DFU(1)=O.O 

Otras caracteristicas del programa 
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@s 0 lo lee del archivo ~U (que debe estar creado). si es 1. el valor del 
control inicial para todo tiempo es UNIN (en este caso es v.v). si kREl=~ 
es el control el promedio de UMINy UM~X, si es 2 es UM~X. Los valotes de 
UMIN y UMAX se pasan en e 1 momento de 1 lama~- a la sllbrut ina NA.), lCls' 
cuales son los limites del espacio de control (0,1), el arcihvo ~U v~~C 
son los archivos en donde se almacenan los resultados del algoritmo ~ue 
son la trayectoria óptima y el control óptimo, que minimizan el obje~ivo 
(estos archivos pueden crearse con el FILER del sistema oper~tivo cori los 
nombres asiQnad.;)s en el pt"I:.grama que sl:;)n 1<C.=DATOS1.DATA v kU=D~TO:;2.DATH 
en el caso ~e modificar los valores de"los archivos KC.. kU es necesa~io 
con el "FILER". cambiarles de nombre a: DATOS1.TEXT v DATOS2.TEXT. ~ara 
posteriormente con el EDITOR modificarlos al arbitrio, lo que será dtil 
en el caso de leerse del prog~ama, solamente recuerd~ antes de volvei a 

I ejecutar el programa renombrarlos, de lo contrario. aparecerá un err~r del 
archivo no encontrado). el t.amañ,:;) d,~ los ,;n"chivos se especifica con li 
paréntesis cuadt"ados, para I(C d,:: 26 'y para KU de 4, clat"o que depend¿ del 

l' 

orden del sistema. los valores anteriores son de un sistema de orden,~l. 
" " 

El programa cuenta con una grafic~ciOn auxiliar ~ara observar el proJeso 
de minimización del control y de la h"ayectoda. utiliza la subrutin~1 ARC.H 

. . 
ubicada en la unidad de disco en donde está el p~-og'(ama principal "T 
nl:;)rmalmente, la unidad U5:. para nuestn) caso pl)r .':!j'2mplo la unidad 1, 

AVIONES: ( note que no está én el listado del programa ), y también u~iliza 
el archivo ARREG.DATA y TRAY.DATA, el archivo ARREG.DATA se crea desde el 

" 

Pt-ograma ves cet"rado al terminar el algoritmo por ,~l pro.::edirniento ARCH. 
es importante tener en el disco de tr-'lbajo espaci,::. suf iciente para e~lte 
manejo de archivos, el archivo TRAY.DATA si necesita estar creado en ~isco 
(el motivo de que los archivos esten cieados en disco es con el fin ~~ que 
de no terminarse de ejecutar el programa no queden "abiertos") al ,~ 

.1 

iniciarse el programa especifica al usuario si desea almacenar el pro~eso 
iterativo, para lo cual es 'necesario introducir la constante de impr~~ión 
KDR=l, estos aspectos' se le muestran al operador como opciones.El pr~~eso 
de optimiz'ación puede ob~servat-se por un'pt"'ograma au:dliat" de alta' if 
resolución el cual utiliza"estos archivos; el programa se denominó GR~LTA, 

'en uno de los sistemas (en el caso de AVIONES:VUELO) se muestra con dll 
, programa GRALTA. este proceso de optimización, la ejecución del prog~~ma 
tiene sus propias instruccil:;)nes, para guiar al usu:.l.rio, en el sistema' de 
las PRESAS:FUJ,JOS. se muestra el proceso de al:ción d'310s controles, Iy 
como éstos se van modificando mejorand~ el objetivo del sistema. '~ 

" 

El cdeficiente'de conjugación WS ~etétminael ~alor en donde se a~igna ., 
dut"ante el proceso de minimización" el rlÍenor valor en una dit"ec,::ión de . 
bdsqueda, pueden utilizarse métodos ~bmQ el de la regla de oro. o 

. cualquier otro método; pero esto significar~ tiempo enel proceso de' 
. cálculo y los resultados deflnitivo~ ~ose difétenciarán 
significativamente por ésta asignación como pudimos observar'erí'la'¡:" 

'aplicación de estos algoritmos~ el valor de WS debe estar.comprendid~ 
'. entre O y 1 y n.) se" le pide al opet"ador (ésta asignado el valor de 0.,3 en 
el programa principal). 

También en el caso de utilizar funciones evaluadas' en el' tiempo' y ~ue 
se llaman en diferinte~ subrutinas se recomienda, tener cuidado en qu. los 
parámetros que necesite pasen~ ya sea en un COMMON o qué en el momentb de 
llamar a la función hayan sido especi f icados. l' 

Una vez realizados los cambb:;)s principales se rec.:;)mienda c.:;)locar 
algunas ediciones extras de variables intermedias para ~na posible 
búsqueda de errot'-es y asegura~' que' los cálculos se estén etectllando, 



, 
cerciot-ánd':>se de esta fonna que los parámeh-os se ~stén pasando bien. i: 

Al compilar el pr.)grama modi ficado, apare.:erá en la pantalla Listi'1g 
file ?, se t"E!comiend<1 usar CONSOLE:, para qu:~ aparezca el listado de 1;.1 
compila,:i':.i'l en la pantalla, esto ayudará a detectar rápidamente los 
ern)res 'Nf;'! aparezcan durante la compi lacion. 

, 
UM vez ,:c,mpilado necesita ligarl", en la pantalla apare'cerá Lib dile 

'7, usted dl?b~rá poner SYSTEM.LIBRARY, en el caso de ,que su programa h.i'lla 
utilizado la subl"lJtina ARCH, I;!UE DESDE LA COMPILACION DEL PROGRAMA 1: 

PRINCIPAL DEBIO APARECER EN EL DISCO COMO ARCH.CODE(de compilar esta ¡! 
subrutina c':;,n anterioridad), de 10 contrario indicará que no encuentra' el 
<1rchivo, d:2sPu~s de dar FiETURN a la instrucción SYSTEt1.LIBRARi. volver¡;á 
<1pare·:er Lib file 7, Usted deberá escribir AVIOt~ES:ARCH,suponiendo que' 
el <1rchivo ':')íilpilado ':\RCH.CODE se encuentra en la unidad AVIOI4ES: ~DR~~E 
2, UNIDAD NUt'IERO CINCO norm<11rr.ente). , El sistema vorverá a pr"eguntar lJ;ib 
file?, ahora "tecleé" un RETURN. <11 iglJ<1l a Map file? que aparecerá:' 
despu~s,' y posteriormente le pedirá el archivo de salida. ~ 

I 
1, 

El programa est<1rá listo para ejecutarse. 
1, 

" ¡, 

Si' le hace IJsted alguna modificación a la subrutiM par"a dibujar all~a 
resolución GRALTA. trate de no uti lizar vector"es debido a 'la escaS<1 
di~ponibilid,:;¡d d(~ rnemQria del sistema. el prügnrna de alta ."esolución.:: es, 
un program<1 ffllJy lento debido al PHibl.;:¡ma de Ir.crnoria., por lo cual SI;? ,'; 

- requirió hacer .alqunas ad<1ptaci,ones para podet"lo ut il izar en nuestros .i 
Objetivos. al t.?rminar d:[;! ligar- necesita coner el programa FOF:TMOD de,:l 
sistema APPLE. el cual tiene almornento dll ejecutarse las instruccionesl! 
necesarias ,para indicarle al sistC!ma ,)p,:?'(ativo que utilizará funcioneis 
intrlnsecas (en este caso TURTLEÜnp,PHIC::;y AFFLESTUFF), al correr FORT,MOD 
asegurese de dar el nombre comphto de su archivo ligado,pot' ejemplo: :1 ' 

PRESAS: CONTRI)L. CODECan caso de qlJe se h! !I 

'olvide ejecut,:H·e¡-prograrna FORll1GD d,,!splegat'á el sistema el error '. 
OVERFLOW y nUflca podt"a usted ej eClJtar su programa hasta correr FORTMOD:I 

PRESAS:-------- Es el nor,lbre de la unidüd en disco. 
CONTROL.CODE--- el nombr-e del pt"ograma 

CONSIDERACIONES IMPO~TANTES PARA LAS ~ODIFICACIONES, 

" !! 

l' 
a) En caso de modificar el orden del sisl"!ma, no solo es necesario r 

modific<1r el valor de N en DATA, sino tambi~n algunas dimensiNles de 1 
las variables de orden N, debido a yestricciQnes propias del lenguaje.:1 por 
10 que se recO~ienda, con el EDITOR del sistem~, buscar estos coeficiente 
y modifi.:arlos. por ejemplo si el ord,~n es N = 3 y se desea filcdificar a N 
= 5, busque en el progr-ama con e 1 EDITOR , el 3 y enod i fique lo a su nue~o 

- 1 valor d.~ 5, esas rnodif icacion'2s sólo son ne,:esarias en la dirn:¡;!rIsion ;1 

de las variables en el programa principal, en las subrutinas y en los ': ' 
format,)s de irnpresión (Tenga cuidado de no m,:;,dificar valores propios d~l 
algoritmo). • 

bj En caso de modificar el ndmero de cQntroles deseados siqa las 
instrucciones del ,inciso a). Pero para IU que e, el valor del ~rden dei 
vector de variables de conh·ol. 

c) Tenga clJidado en: ponerle punto decimal a lo's mleneros qlJeutilice 
en sus rn':Jdelos ( de lo contrario a la hora de ejecutar su programa se 
detendn1 con un mensaje FLOATING POINT ERROR), también en iniciar sus' 



r 

6() 

. 
1 

variables o c.;mstantes. utilizadas con los valores requeridos o nIJlos¡:si es 
él caso \ de lo contrario aparecerá el error OVERFLOW o FLOATIN& POINT 
ERROR a la hora de eje.::!ución ), en el caso de que el error sea por :" 
descuido de no haber iniciado las variables, bastará con mandar un . :1" 
"control RESEl" y reejecutar el programa, en la situación de supet"ars:e en 
los cálculos el valor máximo de la máquina que, es del orden 1Xlv39 .¡:, 
tambi~n aparecerá el mismo error, este error suele ocurrir en el éálc;~lo. 
del objetivo, es decir en las funciones a minimizar, por lo qlJe se í! 
recomienda multiplicar por algún coeficiente pequeño la función.' 11 

, 
d) Cuando pase parámetros del programa principal a lassubrutinas¡:' 

por medie) de COMNON tenga cuidado en escribirlo en cada subrutina que': 
necesite las variables, as! com.o tambi~nccinsiderar todas las constan~es. 

ei Las variables que pasen por el COMMON asegárese de dimensionar;! 
si es el caso, de lo cont.rario enviará el compilador un mensaje de error 
dificil de localizar ( el tamaño de las variables del COMt10N deben ser 
iguales siempre). 

1) lenga cuidado con las unidades ml!tricas, que utilice debldo a 
. el programa está diseñado para que el control act~e entre O y 1 

por lo cual si el modelo requiere de un control queach1e en ambas 
direcciones sustit~yase el control un> por 2.0W(i)-0.5); i= 1, r 

, 
". , 
:1 
iI 

g) Asegl1rese que los arcliiVosnece'sarios para l.a ejecución del - ,. 
programa est~n creados en el disco. 

.. 
h) Asegdrese de contar con espacio en" el disco del' sistema operativo 

donde se encuentra el comp iladar (alrededor de 40 bloques) • 
. : 

iJ Si el valor del control estácompréndidoen un intervalo' 
normalizado entre (0,1), es suficiente con específ icar estos valorelcÚ 
llamar a la subrutina MXO, ~stosvalores"'pasan" por la ventana de las" 
subrutina con las constantes UMIN y UMAX.-

I 

j) Cuando uti lice una consante o variable, nombrela con 6 li terale," 

. 
. " 
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