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1 N T R O D U C C ION 

El presente trabajo tiene como objetivo el estudio de un tip6 especial de 
codificación vectorial llamado codificación permutacional. En particular, se 
aplicó a muestras con distribución laplaciana y con distribución uniforme. 

El interés de la codificación permuta.cional reside en el hecho de que su 
comportamiento óptimo tasa de variación'-distorsión es idéntico a la mejor codi 
ficación por amplitud y, sin embargo, difiere sustancialmente de ella. 

La codificación permutacional fue introducida por Slepian en 1965 como 
una codificación de canal. Su primera aplicación para codJficación de fuentes 

I 

fue hecha por Dunn en ese mismo año, para fuentes con distribución' gaussiana. 
Posteriormente Berger, Jelinek y Wolf [lJ presentaron en 1972 un estudio de la 
teoría de la codificación permutacional como una forma de codificación de fue~ 
tes y su aplicación a fue!ltes con distribución gaussiana. Berger en 197,2 [2J 
y en 1982 [5J compara la codificación permutacional y los cuantizadores ópti
mos. finalmente, en 1981, Townes [4J la aplicó a fuentes con distribución la 
placiana y a voz. 

Cabe destacar que la aplicación de Townes [4J a voz no fue satisfactoriá, 
aún usando técnicas predictivas; la correlación y la variación, en el tiempo, de 
la estadística de los bloques o vectores ~esmejoran demasiado el comporta~ient~ 

de esta codificación,de manera que codificadores más simples ya usados lo mejo~ 
ranen la codificación de voz. Sin embargo, no han sido estudiadas suficiente 
mente variantes en la aplicación de la codificación permutacional a señales rea 
les, siendo un campo abierto a futuras investigaciones. 

, del inglés" rate". 



--------~-- -- , ............... _-----------,;-----------, 

, 

CAP 1 TUL O 1 
\ ' 

CODIFICACION PERMUTACIONAL 
/ 

. 
Sea una fuente discreta que emite una 'secuencia de variables Xi aleatorias 

reales y con una función de densidad p(Xi} continua, estas salidas pueden no 
ser identicamente distribuidas ni independientes. 

/ 

Nos interesa la,codificación del vector sa,lida x= (X},X2, ... ,Xn) por el 
vector codificador y = (Yl ,Y2,. ~. ,Yn) que pertenece a un conjunto M finito de m 
vectores, tal que y minimize alguna medida'de distorsión d(x,Yl ya preestab1eci 
da. El promedio de distorsión por salida es 

1 [mín (- 7:\ ] O = n E ye:M d X ,y J 

donde E es el valor esperado respecto a la distribución de X. 

La codificación óptima se haría, de la manera más simple, comparando cada 
vector de sal i da con cada vector Yk k = 1,2, ... ,m y escoger el que produzca 1 a 
menor distorsión. Para valores grandes de m y n ésto es una tarea enorme. La 
codificación permutaciona1 propone la sustitución óptima muy simple del vector 
Xi para una amplia gama de medida~ de distorsión. 

En la codificación permutaciona1, los vectores Yk son permutaciones del 
vector n dimensional 

<-- nI --:) <-- n 2 --> . · • <-- nk -----? 

donde ]Ji son números reales tales que ]JI <]J2 < ••• < ]Jk' k Y ni son enteros posi 
tivos tales que nI + n2 + ••• + nk =n. Entonces hay 

vectores codificadores, por 10 que la tasa de variación (R) es 

R=_l_ 10g2m (bits/muestra) 
n . 

I 
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El procedimiento óptimo de codificación permutacional se describe en el' 
siguiente teorema. 

Teorema. Dada la medida de distorsión de bloque 

. d(x,Y)=g ~r f(!Xi-Yil)] U=1 
donde x= (~I, ... ,Xn), y= (YI, ... ,Yn), g(.) es no decreciente y f(·) es no neg,! 
tiva, no decreciente y convexa hacia arriba para argumentos positivos; entonces 
la codificación óptima de la variante 1 de códigos permutacionales es acompaña
da con el algoritmo descrito a continu~ción. 

1) Sustituir las nI componentes menores de x por ~l 
2) Sustituir las siguientes n2 componentes menores de x por ~2 

3) Sustituir las mayores nk componentes de x por ~k 

Usar el vector codificador que resulte de estas-- sustituciones para repr~ 

sentar a x. 

Existe sólo otra variante, semejante a la primera, de la codificación pe.!:. 
mutacional, que puede consultarse al igual que la demostración del teorema,para 
ambas variantes, en la referencia [lJ. 

Como un ejemplo, supóngase que se aplicará la codificación permutacional 
en ba~e al vector codificador y= (-3, -1, '-1, 0,2,2,2) al vector 
x= (5.1, -8.0,3.0, 1.4,0.5,1.4,0.0) 

Del vector codificador se observa que n = 7, k = 4, nI = n3 = 1, n2 = 2 Y 
n4 = 3, el vector x queda rá codi fi cado como 

(2, -3, 2, 2, -1, O, -1) 

La medida de distorsión del error cuadrático medio 

-:7\ 1 n " )2 
d(x,y J = -n- iE, (Xi - Yi 

es un tipo especial de las medidas consideradas en el teorema anterior. Se 
construirá el vector codificador, de la variant~ 1, d~ la codificación permut,! 
cional para la distorsión media cuadrática. 
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Sea Zj; j = 1,2, ... ,n la j-ésima componente mayor del vector de salida 

x, y sea Si=nl+n2+ ... +ni y So=O;·entonces, la distorsión media cuadráti 
f 

ca es 

n2 
como E Z = 

k=1 k 
entonces 

k Si k 
D = +. rE 1x-1 2 - 2 E l1i E E Zj + E nil1~ ] L i=1 j=S· 1+1 i=1 

~-

derivando con respecto a l1i, Berger, Wolf y Je1inek [lJ demostraron que los 

valores óptimos de 11. son 
. ~ 

1 Si 
l1i = -- E E z' 

ni j=Si_1~1 J 

entonces, la distorsión es 

1 D= - n 

, 

. el algoritmo para obtener los valores de k y ni que minimizen a D es iterati 

va y se encuentra desarrollado en el apéndice A. 
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CA, P 1 T ,U L O 1 1 

CODIFICACION PERMUTACIONAL pE UNA FUENTE LAPLACIANA 

La codificación permutacional de una fuente con distribución laplaciana 
es importante, entre otras cosas, porque su funci6n de densidad es semejanté a 
la distribución ge muestras de una onda típica de voz. A pesar de que otras -
densidades como la' gámma se aproximan más a una onda 'típica de voz, es preferi 
ble trabajar con la función laplaciana por su mayor sencillez. 

Las'pruebas realizadas fueron teóricas, no simuladas, para una fuente -la 
placiana que genera variables aleatorias con la densidad 

p(x) =+ e- Ixl 

esto es, con media o y variancia 2. 

Se aplicó la variante 1 del algoritmo mencionado en el capítulo anterior 
y desarrollado en el apéndice A para generar el vector norma, en el casó de ve.f.. 
tores de 100 componentes. Además, como entradas al algoritmo fue necesario, 
calcular los valores esperados de las estadísticas de orden 100 para la densidad 
laplaciana. Los resultados de éstas estadísticas fueron: 

-4.741113186 
-?41(i9P03~4 
-1.77637r:,771 
-1.3 ú 1021Cff.7 
- 1 • 1 '1 3 ') O 3 o q ~' 
-().P.9¡::;491::;¡45 
-0.71827310] 
- n • 5 f. 7 Ü 5 ·14 , 1 
-O.43S5fij:)41 Q 

-O.,317H57B91 
-n.2/"14f7?623 
-0.0 Q 1f.63H3ü 
-O.010F:7053E 
(}.n?449~97p 
O.11o~35521 
() • :n 3 ::> 7 5 3 8 4 ,. 
O.34.5412Q27 
O.4F6915537 
O.F.r'l2772?95 
0.75993':-1904, 
O.Q4649?136 
1.17600321.8 
1..47435'53~O 
1.(HJ137SP,90 
2.n~090(l593 

-3.49 4 7350'39 
-2.710900307 
-1.Fsc;2f4/~R7 
-1.314QS871f 
-1.11 5 4 679513 
-O.84¡::>n2~:Ulfl 
-O.f.72277'<43 
-(1.532S63SI)7 
-0.41/7·137127 
-('I.?89f,1 (¡62~ 
-O.17674537b 
- n • ro F- IJ (. ] e. 7 2 1 
-0.()07496(')S5 
O.043?·~4S':¡9 
'').147:'4' 11.1 
0.76147756(' 
O.37~4~,466/¡ 
C'.49Q21 ílOS(c 
O.f3q¡;'10;:'~' 
(').8034,1821Q 
1J.C¡9 ú 1 i3'1l") 
1.7'12';7005(; 
1.5652f,44¿:'~ 
7.04 á ?3308':; 
?(.¡fl·1734'3f.? 

-2.9']4734~·f.2 
-2. 0 4 j 2330 ti .a 
-1.5f:52f>á4f3 
-1.2 j 267(,t'¡SQ 
-o.9Q9!2.?P.12 
-il.8n3 4 1 P í·]9 
-o.h39P.lf'l(·81 
-fl.49921iC>SFi 
- o • 3 7 5 .:; 5 4f', ti 4 
-0.261477";:'.1'\ 
-1"l.1¿¡75 Ll 1121 
-().0432"6::~S 

!). 0('!?C9f 05t:. 
!) • o f. f, (. 1 (1 7 2 ] 
O.17f:"}4t:,:,nR 
o • 2 H 9 f:. 1 (1 f ?,L.i 
0.405137122 
O.:.32,)~~~f7 
0.67P27¡¡:43 
().84~E7?~,4(! 
1.05/i':':7(;)~ 13 
t.31:11'\9F:7.1f: 
1. 6>: ~?h"; tl rn 
2 • 2 1 o G n l' V, 7 
J.4Q4:J3I:j03° 

sus detalles de cálculo se encuentran en el apéndice B. 

-2.6í)()QOI"l5 Q 3 
-1.Q01375 Q C¡O 
-1.J74355340 
-t.17Ff)1')321B 
-O.C/464 Q 7136 
-n.7r;C!'::;'~09(19 
-('\ • .,0277??Q5 
-0 • .:1¡:'691'36}7 
-(I •. ~4f,,j12q'l7 
-1).233/7c,:1~4 
-8.119135521 
-O.024áC¡Qg70 
O.1')10??()~3¡:; 
('). li 91F·J.;.3J:;-30 
(l.204877f-73 
0.317>157891 
O.435SC!!?419 
(').567('5.1.451 
11.718273103 
il.8964'11945 
1 .113~~)JQqB 
1.3 c?1()21°67 

, 1. 77Fd7S771 
2 .41 i19r')()3~.4 
d.7.f11131815 
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Los resultados obtenidos para el vector norma se resumen en la tabla- 1, 
\ ' 

para valores distintos de la tasa de variación (R) y de la distorsión normaliza 
da (O/el), en cada uno de ellos se indican las distintas componentes (lJi) del 
vector norma, su número (k) y las veces que cada una se presenta (ni). 

R 0/0 2 k lJi ni 

2.9484 0.0645 10 ' -3.05 3 
-1.83 8-
-0.99 12 
-0.50 13 
-0.15 14 
0.11 14 , 
0.47 13 
0.99 12 
1.83 8 
3.05 3 

2.7029 0.0381 8 -2.75 4' 
-1.44 12 
-0.65 16 

.' 

-0.19 17, , 
-

0.12 17 
-' 0.60 16 

1.36 13 
2.64 5 

2.2526 0.1126 6 -2.75 5 
-1.25 18 
-0.34 25 ' 
0.21 26 
1.06 20 
2.53 6 

1.8067 0.2025 4 -1.90 15 
-0.46 35 
0.43 35 
1.19 15 

-

Tabla 1. Parámetros del código permutacional para distintas tasas de 
variación para un vector de 100 componentes. 

-

De la tabla,l puede observarse la tendencia hacia ~na sim~trfa en los va 
lores positivos y negativos. obtenida por Townes [4J en 'sus resultados. 

- -, 

En la figura 1 se grafica R v.S. 0/0 2 para datos de la tabla anterior.Tam 
bién se muestran: la función tasa de variación-distorsión (ROF) establecida por 
Shannon y que representa una cota inferior' para cualquier codificación. Su fór 
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mula es: 

además, el comportamiento del óptimo cuantizador escalar [4J y el comportamien 
to del óptimo cuantizador escalar por error medio cuadrático (MSSE) para una 

fuente laplaciana [3J . rÓ . 

3. o 

2.5 

2. 

1 • . " 

1.0 

0.5 

0.01 

f 
... ~ 

unc~on 

RDF 

0.05 

C$ntizador 
óptimo 

0·.1 

~ 

DISTORSION NORMALIZADA (D/0
2

) 

Cuantizador 
,MSS'E 

0.5 

Figura 1., Comportamiento del código pennutacional para fuente laplacia 
na de 100 muestras. Curva RDF y óptimo y MSSE cuantizadores. 

De la figura 1 se observa que para valores bajos de la tasa pe variación' 
mejora el comportamiento de la codificación pennutacional con respecto a si mis 
ma y a la codificación escalar. 

Por otro lado, Townes [4J mostró qu~ al aumentar la longitud del vector 
mejora el comportamiento de la C09ificación pennutacional~ pero también se incr~ / 
menta el tiempo en obtener' al vector, nonna 10 que en aplicaciones de tiempo real 
es indeseable. 
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CAP 1 TUL O 111 

CODIGO PERMUTAClONAL DE UNA FUENTE UNIFORME 

7 
J 

Se aplicó la codificaci6n penmutacional en forma te6rica y simulada a 
muestras con distribuci6n uniforme en el intervalo (O,l) 

Se uso también la variante 1 del c6digo permutacional mencionado en el 
primer capftulo y desarrollado en el apéndice A, para generar el vector norma 
en el caso de 60 y 20 componentes. Como entrada al algorftmo fué necesario 
calcular los valores esperados de las estadfsticas de orden para la densidad I 

uniforme en (O,l), éste cálculo no es tan complicado como en el caso de densi~ 
dad laplaciana. 

De acuerdo a David [6] las medias de 'orden para ~uestras idénticamente 
distribuidas en forma continua están dadas por 

1 Joo r;; ~r-1 r, ~n-r 
llr:n = n (~:1) __ x [(x~ ~ - F(x~ dF(x) 

donde F{x) es la funci6n distribuci6n de las muestras. 

En el caso de distribuci6n uniforme en (O,l), F{x)=x, se tiene que 

n-1 r n-r ¡I 

lJr: n = n (r-1) (; x (1 - x) dx 

y después de algunos cálculos 

1 n-r 1 
llr:n = n (~:1) E (_l)k k+r+1 

k=O 

laque puede escri bi rse como ' 

. (n-1) 1 
llr:n = n r-1 

(~) 
= r 

n+1 
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Para el caso de 60 componentes, 1 os valores obtenidos fueron: 

0.0163934 0.0327969 0.04.91803 
0.OB19672 0.0983607 0.1147541 
0.1475410 0.1639344 0.1803279 
0.2131147 0.2295082 0.2459016 

.0.2786885 0.2950819 0.3114754 
0.3442623 0.3606557 0.3770491 
0.4098361 0.42622Q5 0.4426229 

·0.4754098 0.4918033 0.5081967 
0.5409836 0.5573770 0.5737705 
0.6065574 0.6229508 0.6393442 
0.6721311 0.6885245 0.704911'"0 
0.7377049 0.7540983 0.7704918 
0.!:l032785 0.9196721 0.8360655 
0.9ól:!€524 0.8852459 0.9016393 
0.9344262 0.9508196 0.9672130 

en el caso de 20 componentes, los resultados fueron: 

0.0476190 
(1.2380952 
0.42fl5714 
0.619047é-
0.~095238 

0.0952381 
0.21357143 
0.4761905 
O.6ñ66667 
0.13571429 

O.142P~71 
0.3333333 
O.5?3~096 
0.7142857 
0.9047619 

0.0655738 
0.1311475 
0.1967213 
0.2622951 
0.3278688 
0.3934426 
0.4590164 
0.5245901 
0.5901639 
0.6557377 
0.7213115 
0.7861H:152 
0.8524590 
0.91130328 
0.9836065 

0.190476J 
O.3i30Qr;24 
0.57142BI' 
O.761904H 
0.9523810 

Los resultádos obtenidos para el vector norma se encuentran en las ta 
blas 2 y 3 para 60 y 20 componentes, respectivamente, para valores distintos 
de la tasa de variación (R) y de la distorsión normalizada (0/02); en cada 
una de ellas se indican las distintas componentes (]J.) del vector norma, su 

l. 

número (k) y las veces en cada una se presenta (n.). 
l. 



9 . 
/ 

, 

R D/a2 k lJi ni 

2.7612 0.0621 15 0.02 14 
0.14 ' 13 
0.35 9 

/ 

0.52 6 
0.62 4 "-

0.70 3 
0.75 2 
0.80 2 
0.83 1 
0.86 1 
0.89 1 
0.92 1 

, 

0.93 1 
0.95 1 

, 

0.97 1 

1.6478 0.2634 8 0.02 30 
0.31 20 - 0.67 4 
0.79 2 
0.85 1 
0.89 1 . 
0.93 1 
0.95 1 

1.4578 0.2366 4 0.02 31 
0.30 21 
0.67 5 
0.84 2 
0.93 1 

Tabla 2. Par4metros del c6digo permutacional para distintas tasas de va 
riac16n y para un vector de 60 componentes. -
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R % 2 K' l1i ni • 
2.4661 0.1072 10 0.05 4. 

« 0.10 
-< 

3 
0.19 3 
0.33 , 3 
0.45 2 

, 

0.55 2 
0.64 1 
0.74 1 
0.81 ; 1 , 

2.0208 0.1264 6 
, 

0.05 6 
0.14 5 

I 0.31 4 
0.50 3 
0.67 . 1 
0.79 1 

" 
1.6058 0.1672 ¡ 4 0.05 8 

0.19 7 
I 0.45 4 

0.69 1 
" 

1.3460 0.2608 4 0.05 10 
0.29 7 
0.62 2 
0.79 

. 1 --

Tabla 3. Parámetros del c6d1go permutacional para distintas tasas de va 
r1ac16n y para un vector de 20 componentes. -
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En la figura 2 se gr§fica R vs. 0/0
2 pa~a datos de las tablas 2y 3, asf 

como la funci6n ROF y el comportamiento del 6ptimo cuantizador escalar [4]. 

.... 
ttl 
~ 
+l 
(/) 
(1) 
:1 
El 
"-(/) 

+l ..... 
.Q 

Z o 
H 
u 
1':( 
H 

'~ 
ti! 
Q 

1':( 
ti) 
1':( 
E-I 

3 . 

2. 

2. 

Cuantizador 
1.5 óptimo 

1. 
función 
RDF 

O. 

0.01 0.05 O. , O.S 1.0 

DISTORSION NORMALIZADA (D/02) 

figura 2. Comportamiento del c6d1go permutacional para fuente uniforme 
de 60 y 20 muestras. 

De la figura 2 se obtienen conclusiones semejantes a la fuente laplaci~ 

na del capftu10 anterior. 
A pesar de las diferentes longitudes tornadas para las codificaciones la-

'\. 

placiana y uniforme, el comportamiento de la codificación uniforme puede con-
, , 

siderarse mejor para tasas de variación altas (mayores a 2 bits/muestra)', pero 
tienden a ser semejantes para tasas de variación bajas. 

/ 
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'" Se codificaron por permutaciones algunos vectores de 60 componentes usa~ 
do el vector norma para la tasa de 2.7612 bits/muest'ra, desgraciadamente, no 
1ós suficientes para comparar las distorsiones obtenidas en la simulación y en 
forma teóri ca. 

Se generaron vectores aleatorios con distribución uniforme en (0.1); como 
un ejemplo se' muestra la codificación del siguiente vector. 

+++++ VECTClP r"OP ~'!" +++t+ 

O.Q7 (\.9~ 0.93 0.92 ü."q 0.8 f. CJ.83 O.P.') O.BO 0.75 
0.75 0.70 0.70 n.70 0.62 0.62 f' • f, 7. O.f? 0.52 n.52 

-
0.52 0.57 0.57 0.5'2 0.3':1 (1 ~ e ...... ~ ('.3') O.3t:; "0 •. 3 S 0.3:-

0.35 O.3~ 0.35 i). 1 4 0.1 'i 0.14 C.14 0.14 !J. , 4 0.14 

0.14 0.14 0.14 f). ]4 0.14 (\·t 4 0.02 0.02 0.02 0.02 
O.o? 0.02 0.02 1).02 O. (12 0.02 0.(02 0.1i2 O.o? 0.02 

+++++ Vf;CTilP 11 L F f¡:PJ P 1 (l +++++ 

0.53 0.35 0.32 ().7Q, 0.83 0.91 0.01 0.91 0.33 0.80 
0.84 ü.el 0.37 0.89 (].02 11.07 (l. '2? 1).1)4 0.-74 () • 1 1 ... 
().~p. 0.93 C.71 ('1.89 1 • (lO 0.95 O.f.9 0.'::3 O.SS O.6f 
0.02 (1.17 O.R4 0.57 0.82 0.77 O.2S 0.74 0.91 O.7R 
0.4Q ('.94 0.22 0.85 0.10 n.9~ (l. f·2 ').44 0.0~ G.42 
0.96 O. (q' 0.47 0.61 O.3g O.8f> 0.71 0.49 O.C)2 O~75 -

+++++ VfC""CHi PE:~lJlTADO +-t+++ 

O. t A (¡ • 14 ().(¡] 0.52 O.f;? 
, 

0.75 (1.02 o.en 0.14 0.52 
0.62 0.52 G. 1 4 n.70 (l.!)? O.O~ U.O' (1.(')2 0.35 0.,02 
0.9" n.86 0.3'5 (\.75 0.97 0.92 1). 3~ 

. " (,.35 0.1.1 0.35 
0.02 0.02 0.62 0.14 O.~; 2 0.5? (- .('1 '2 0.35 0.1"0 (r. 52 
0.14 (,. El 9 (\.02 11.7(1 0.02 0.R3 n.35 0.14 0.02 (). ]4 

0.93 , ('.02 0.14 (1.3'; O.l~ 0.70 0.35 (l. 1 4 (1.1 4 n.57 

'El algoritmo se encuentra en el apéndice C. 

-
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C O N C L" U S ION E S 

1.- Los resultados obtenidos para la densidad 1ap1aciana son semejantes a los 
obtenidos por Townes [4J para la misma" longitud del vector. Considero que 
las diferencias existentes se deben a que para el algoritmo propuesto "en 
[lJ y usado tanto aquí como por Townes, use la aproximación ºe la ecua
ción 4 del apéndice A, 10 que provoca también que los resultados de ~i no 
sean simétricos. 

2.- En la obtención del vector norma, tanto para densidad lap1aciana como para 
densidad unfirme, aumenta el tiempo de respuesta del algoritmo al aumentar 
la longirud del vector, y para algunas tasas de variación hay problemas de ' 
convergencia, lo que sugiere la revisión del algoritmo propuesto en [lJ 
para disminuir el tiempo de respuesta; en consecuencia,/su uso en tiempo 
real sea más factible. 

3.- El comportamiento de la codifi~ación permutacional mejora" el co~portamiento 
"" 

de los mejores cuanti zadores escalares para ciertas ~~ta":;as ""de variación. Si!1 

emb~'rgo, Townes [4J mostró que SlT-'CCmp0i">tamféñto con señales reales (voz) 
es más pobre comparado con otros sistemas más simples, pero sigue siendo un 
campo aún no totalmente explorado." 

4.- Resulta atractivo el probar la codificación permutacional con señales're~ 
les ahora en el dominio de la frecuencia y observar resultados. Así cerno 

" su combinación con otras técnicas o bien la codificación por bloques,sur
gen como alternativas. 
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APENDI'CE A 

Para la variante 1 del código permutacional, la tasa de variación está 
dada por 

m! 
R = I I n 1 •••• nk . 

. . . (1), 

y la distorsión por 

1 ~ 'n 2 k 2J D=- E(.E Xj)-.E ni'~ji 
n )=1 1~1 

.... • • . • . ", ( 2 ) 

los valores de ~i son tales que O es mínim~ para n ni y k fijos, y están dados 
por 

1 Si 
~.; = -- E E{Y)' :n) ... n'· 1 1 )=Si-1+ 

. . (3) 

donde Yj:n es la estadística j-ésima de orden. 

/ 
El problema es obtener los parámetros ni Y k que mlnlmlzan a O para una 

tasa R* y longitud del vector dadas. El problema es de optimización multivari! 
\ 

ble. Para resol verlo en [1] se definió 

y se aproximó 

" k R =- E Pi 10g2 Pi 
i=1 

Ahora, se minimiza (2) con respecto a Pi, se obtiene que 

n 
E Pi = 1 

i=1 
y 

.... 
donde e se escoge de manera que R sea igual a un R* dado. 

(4) 

(5) 
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El algoritmo descrito en (lJ se presenta a continuación: 

1) Entradas ntR'*' y E(Yj:n) j = f •... , n 

2) Se establece k igual al menor valor entero cuya 10g2 exceda R*. 

3) Se establece e= 1 y se fijan los ni aproximadamente iguales de forma 
tal que si k divide n: ni=n/k para toda i. 

4) Se calculan ~1,~2t ... t ~k de (3)., 

5) Se obtienen Pi según (5) y se ajusta e hasta que R = R*. Aqui se re 
comienda el método de Newton-Raphson. 

6) Se calculan los nuevos ni como los enteros más cercanos a npi tales 
k 

que Ei=1 ni = n. 

7) Si para alguna i, ni = O, ir al paso 11). "-

8) Si los nuevos ni y los anteriores' coinciden ir al paso 9). '~n caso 
contrario -ir al paso 4). 

9) Se guardan los valores de ni, O y R (valor exacto). 

10) Se reemplaza k por k + 2, se reduce al mayor ni en 2, se sustituye ni 
por ni+1 para i = 1,2, ... , k- 2, Y se definen nI = nk= 1J ir al paso 
4) . 

11) Se impriman{ni}, R y O fijados en' el paso 9). Si k es par ir al paso 
13, en caso contrario continuar. 

12) Se establece k igual al menor valor entero par cuyo 10g2 exceda R* 
e ir al paso 3). 

13) Fin. 

Un diagrama de flujo de este algoritmo se puede observa~ en [lJ Ó [4J. 
A contin~ación se muestra la realización del algoritmo en FORTRAN. 

('cce 
('cce 
crce 
ccce 
ece 
ce 

FSTF PP(!!";PH3, GE~:¡;~A LA S¡'~JLl.t PAP¡', 
PAR t lll'l.\ S E e u ¡; '.1 (" lA r: F fr' 1" F f r M' r H!"T Il • 

CAlCULG~ PPELT~T~A~ES 

¡:'YI"L*& P(100),C::U"'~,NSUM~ lIC!OO) , 

2 

10 

17 

D!ME~SJnN N~(lnO),~O(100~,S(10n),PPRC100),~P0(1~O),NR(100) 
AeCEPT :t,N,R,!: 
FOPMATCIl,2(F5.:t» . 
e~LL AS~1~N(1,'~EOIA.DAT:l!,1') 
DEF'l N f FJL~ lCl,200,U,IVAR) 
CALl ~SSJG~(2,'LFO: ,4) 
1<=2.0**1; 
J=I( 
J=J-2 
JfCJ.GT.01GO TOI

1
0
2

, 
1 F ( J • L, T • o ) G n Te 
"=~:+1 
GO Te 14 
1<:1<+2 
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3 
J 4 
P,() 

33 

P2 
1 '3 ' 

34 

~n 

3f, 

35 

R4 

lB 
cree 
re 

39 

40 

6? 
4] 

42 

20 
. 85 

86 

l' 

R~lD(lrJ)(~RQ(I),I=I,60) 
Dn 7 1=11,60 
RRR(l)=R¡-Q(J) 
CONTINUF 

í , 
16 

~RJTf(2, 3)(PPR(J),I=1,N) 
f o P. ~ A 'J ( 111 Ó 2 x', , v ~ LaR F S . .., E [) lOS: ' , 11 , 1 5 ( 4 ( /. X , F' J 3 • 7 ) , 1 ) ) 
lo'RTTE(2, 9 )1( 
FOR"AT(III,:t.X,'v,,{,nR DE K=',2X,13) 
L=I(-l 
DO 33 J=l,L 
N~!(I)='·/I< 
CONTINUE 
NN{~)=~-(K-l)·~~(l) 
WHITE(2, P2)(~N(I)~I=1,K) 
FOP~AT(III,2X,'VAt,,-,!(fS [lE N"l(l) JnCIALFS:',15(/,:~Ox,I3)) 
s ( 1) =0 
S(2)=Nf\(1) 
~"'=K+l 
['O 34 ]=3,"'~~ 
S ( 1 ) =!'. t' ( 1 -1 )+ S ( 1 -1 ) 
CO~jTI Nl.IF 
WRITF(?, 83)(S(I) I=l,~~) 
fGR~Al(III,2X,'V~{O?FS OF ser) I~JCJ~L~~',16(1,]nx,fjO.~» 
DO 35 1=1,1t . 
J=S{J)+l 
,,' ,.1 = S ( J + 1 ) 
SlJ"'=O 
D [) 3 6 t. = . .1 , J ,) 
SlJv=p¡::,PC[.)+SUI.i 
CO:~TJ ~"!f 
ü(l)=SU~/NIIJ(J) 
en /\ 'T 1 N I.i f 
il;P.lTf(2, 84)(!I{I) J=l,K) 
FU~~AT(III,2X,'VA(OQFS DE U(I) I~·!(J~LES:',15(/,30X,F5.2») 
J¡ = 1 
8=1 
SU~: /l.=o 

DCJ 39 J=l,K 
S U 11 .b. = 2 • o * * ( - ~ * ti ( J ) * * 2 ) + s u '.-\ ~ 
CONTI ~JUE: 
DO 40 1=1,í< 
IfeSU~A.GT.D)GC 1r 61 
P(l)=o.t) 
GO rr 4('1 
p ( 1 ) = 2 • 0** ( - P. .. () ( r ) '* * 2 ) / S U \~ ~ 
Jf(P(I).G'.D)~O 10 40 
P(J):::O.O 
COI'.TINl)F': , \ 
Sll~/P.=O 
DO 41 L=l,I< 
IF(P(L).~E.O)GC 10 62 
GO Te 41 
s ij f'" f.\ = -P ( L ) .. A.l0 c: ( f ( L ) ) / P. LO G ( 2 • (1 ) +.:-:: 11 1·' r 
e o t. 'O f\: V F. 
F:~.F.S(SI1I"B-R) 
Ff=St''''P-~ 
IF{f.L1.C)GO TO 20 
Sl'l'illf'=(') , 
S li.li AA= (1 
DO 42 l=ltK 
S U '" ,. ~ :: r ( 1 J .. U ( 1 ) .. * 7 + S U" t.. A 
SU MAP=feI)*urI)**4+SU MAB 
CO~j'J 1 NU F 
SU~AC=SU~t.B-SU~AJ'*2 
SU~Ar=-~*SU~.C/ALD~(2.0) 
E'.=E-FF/SU"I-D 
GfJ TC' 2B 
~R1Tf(2, e5)(p(1),I=1~r.) 
fO~WAT(II/,2X,'VALORF •. DE P{I):',lS(/,30x,Fl~.8» 
WF J n ( 2, 8 6 ) !=' 
FOR,.f>.T(/I/,?''j,'V',LQ~ fINAL DF P=',//,30X,Fl'5.I3) 
CA. r, L JI J {loS 'J f. ( 1< , P , [) , ~ , 1\ (j , \) s u". ~ ) 
WRITF(2, 87)NSU~A . 
F o P 1f. A T ( / / / 2 X , , v fl LO R D F L .Il S lí "'. 1\ =: , ?): , F P. • 4 ) 
~PI1F(7, ~A)(~Q(I) 1=1 K) 
fnp~/T(////,'0X,"vtLOP{S AJU~rArrlF f;F h~i(I)',15(/,30x,I8» 



no 43 J=l 1<' , 
Jf(N0{1) .Fa.O)Gf1¡ TO 20()(l 

43 CCH,IH,{'f 
DO 44 l=l,K 
JF{~C(I).EQ.NV(I»)GO 10'44 
DI) 4!; ,J = 1 , r . 
!-'''; (J)=r.·¡:,(J) 

4 1:\ r o N Tl ~: U F 
GD Te 13 

44 COt',THdiF 
ce 
ce 
CC CALCULO DF DJ5TOR5ION y T.5~ D~ VnPIJeION 
ce 

D1 = 2 • r, o *" F L o A ,. ( ri ) 
DO 46 J=1,1< 
D 1 = D 1 - Fl, nA T ( ~ ~~ ( 1 ) ) * u ( 1 ) * • 2 

4 ó C n ~j T H: J) E 
Dl=D1/(FLnAT(N)*2.DO) 
Rl=O 
[)11 47 l=l,N 
Fl=Rl+frnCl0(FLnAT{I) 

4 7 CONT J Id .... · 
[JO 48 1=1,1<" 
['(1 49 J = 1 , ~i N ( 1 ) 
P1 :Rl-Pl.OG10 (fln1;'TLJ) 

4 9 CQ~I'T'J r,!.if 
~ 8 el" t. :r'J .~,.I i.F . 

Pl=Rl/(DLOGln(2.rO)*FLGQ~(~)) ce PASO 10 
ce 

51 

52 

93 

92 

2000 
8CJ 

O(¡ 

75 

ce 

1<=1<+2 
1</<: 1< = 1< .. 2 
ro 53 J=I,I\n: 
N~(I<-J)=N~(K-l-1) 
Cr:NTltJllr 
f(P=~,-l 
DO 50 I=2,k'P 
r~!d 1 ) = f: !~ ( 1 ) 
(,O~!TJ ~HlV 

on S1 I::3,KP 
1 F ( r,' F: ( L ) • G ~ • ',¡ F ( 1 ) ) G!J '1' e, ~ t 
jEl·;P=i'lF (1) 
".: P ( 1 ) ::~, ¡;; ( 2 ) 
'" c,; ( ? ) :: T n' p 
cn·. T 11: UF 
DO 52 1:: 2 , ¡.;. R 
1 F ( ,.; F ( 2 ) • ~~ E • ~,I( ( 1 ) ) (, iJ T D S 2 
t' r ¡ ( 1 ) :: ; , 1,; ( 1 ) .. ? 
I::!<P 
eD~.Tlt.ll'F 
t;~.I(l)=l 
NN(K)::l 
~I F: J T F. ( 2 , q 3 ) ( N t,l ( 1 ) , 1 = 1 ,") 
F (1 R ~.I ~ T ( / / / , 1 () X , , v ~ L n F' E S ~. U E. ves D~: "q,! ( 1) , , 1 '5 ( / 2 () ';( , 18 ) ) 
'r.RITF(2, (2) 
F [¡ P 1;. f.. T ( / I , 3 !) X , , + ... + + t '; U 1 E S T e y + ... -+- + + ' ) 
G(l Te 13 
\oiRITF(?, R9)ql 
fOPIAPT(/// 2x,'T"::;.~ [1';- VtRIT>.C!O"'-' Ft: 1::) '; R I 1 ¡:. ( 2, 9 6 ) D 1 . >.' \ .' ¡v -, •• ' 

fQ~~PT(///,2X,'nISTOR::;lO~=',FR.5) 
lf(~/2*2).FG.K)GO TOf5 
r=2.0**R 
J=jt. 
LJ=J-?' 
Jf(J.GT.O)GO TO 75 
IF(J.GF.O)GO TU 66 

1(=1<+1 
GO ro 67 

F; h K =~: -+- 2 
f.:7 C(II\TINCF 

. GQ "'0 1 4 
65 er:p·n 1 Nli f 

CALL F.XI'l 
FNT) 

17 
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re: 
ce 
ce 
('c 

30 

32 

34 

14. 

36 

oS ¡¡ PRO IJ TI'" E A ¡J l' S T f ( 1(. , P, 11. , 1,1 , ~J o , t:; u ~~-' 
\ 

llJUSTE Df N(1) l N*PCI)' , . 
nIMFNS]O~-DD(100) DDD(100),NCC'OO) 
p F ~. r," f< P ( 1 o o ) ,::;~.1 ( f o o ) , D C 1 o o ) , TE':' P , f.. , S ti "
DIJ 30 J=1,1<' 
NQ(I)=IDJNT(~*P(I)) . 
eCtNTJNUF 
SU:'l=G 
[:,0 32 J=1,K 
SU rr;=N(~ (! ) +SU'" 
C()'liTINlI¿ 
DO 34 1=1,1< 
S ~J ( J ) = ~ * f ( 1 ) 
D C 1 ) = S'~ ( 1 ) - N r;¡ ( 1 ) 
tI D ( J ) = r ( 1 ) 
e 1] ~¡ T 1 ~J Lo F.. 
M~=INTC~~S(~-SU~)) 
K!(=~:-l 
DO 3f I=1,K~ 
N=I+t 
DI! 3'6 J=N,!< 
n:¡\Ip=o.o 
lfCDC(I)-VO(J»)14,36,36 
TF'MP=DD(J) 
D[;(l)=DO(J) 
I)('í (J ) = TFI.q:, 
eO~TP,Jl'''' 
IF(SU~.~f.~)GD ro 40 
L=II:~ 
DO 40 1=1,L 
!!O 40 J=l,K 
S¡J1.~=O 
[lO 44 L=l,!< 

F 

18 _ 
, -

. ~ 

44 
S lP~ = S ti ,~ +ti o ( t, ) 
COt!r.J r~lJF.: 
IF«ABS(~~S(SN(J)-DO(J»-NQtJ».GF_l).OP.(SU~.FQ.~)~GQ ro 40 
NQ(J)=~O(J)+l . 

4D 

46 

4R 

CO~ITlt,UF 
IF(Sli"'-.L:E.JJ.)GO TO 48 
DO 4t 1 = 1 , K 
DDPCI)=DDCK-I+l) 
CONTJ'~ UF 
D1 48 I=l,v'¡¡' 
DO 4p J=1,K 
5U/.'·=0 
(ID 52 1,=1,1< 
SUM=SUI,I+~Q(L) 
CONTI "lilE: 
SOF=AFS(A~S(~~CJ)-DDD(l»-NQ(J) 
1 F ( C S D F • Gr. A ) • fJ R • Pi Q ( J ) • ~ \) • C () • o ) ) • o p • (.~ 11 "': _ F ') • ~ ) ) G o Te 48' 
~Q(J)=NQ(J)-1 . 
CO~TINUF . 
P ET!.J R I~ 
I::~; !) 

En el programa anterior, distorsión está calculada para media O y varian 
cia 2, para el cálculo condensidad unifonne la media· es un medio y la varian
cia 1/12, por 10 que hicieron los cambios pertinentes al programa. 

I 
I • 
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A P E N D 1 t E B· 

Los valores esperados para una variable aleatoria Yi:n con densidad lapl~ 
ciana de medio y variancia 2 pueden calcularse, de acuerdo a Govindarajulu [6J 
como 

n -1' para un lado de la densidad. Además, E(Vi:n) = ¿ J , entonces 
j=n-i+1 

1 [i-1 n=k n k ] 
E(Y i:n) = -2n í: (~) (¿ J-1) - ¿ (~) ( J'~-~ J-1 ) 

k=O j=n-i+1 k=i • 

que puede simpl ifi carse haciendo ( ~ ) = (n~k)' k ~ entero (t). La ecuación ante 

rior puede entonces escribirse finalmente como: 

que fue la forma usada en el cálculo de los valores esperados, y sólo para n/2 
valores, ya que por la~simetría de la densidad: E(Yi:n)=-E(Yn-i+1:n). 

Los valores de (~)2-n fueron calculados parcial y sucesivamente para pre 
venir problemas de saturación en la computadora. 

\ 
El programa fue hecho en FORTRAN y se muestra a continuación. 

ce 
CC 
CC 
CC 

'ce 
cc 

CC 

CALCULO DE LOS 'VALORES ESPFRADOS 
DE UNA DISTRIBUCION LAPLACIA~A 
CO~ MEDIA CEPO Y VARIANCIA UNITARI~ 

RfAL*B SPPLSBS,SÓSC,RR,R,PF,RP 
DI~fNSION MRO(lO ) 
CALL ASSJGN (1,'LAPLA.DAl:1',11J 
D F F H. E F 1[. E; 1 (1 ,2 O? , U, 1 V A R ) 
CALL ASSIGN(2, LPO. ,4) 
N=10ú . 
tmN=N/2 
DO 40 ~=l,NNtJ 
I=M 

NN=N-I 
RO=O 

PRIMER suroaNDO 

, 

DE'PF. 

\/ 



.41 

43 

42 
16 
ce 
ce 
ce 

. 45 

46 

44 

40 

47 

F 

DO 41 J=l,'~JN 
RA=J 
RO=1.0/RA+RO 
CONTINUE 
11=1-1 
LM=20 
LL!I\=4 
LN=L~/LL'" 
NL.=N/LN 
RP=((10.0**LL~)/(2.0**NL»*LN 
IP(II.EO.O)GO 10 16 . 
DO 42 K=1,ll 
P=r~ . 
0=1< 
PP=2.0**(P/Q) 
R=1.0 
DO 43 J=l,K 
QQ=J 
R=P*C(P-Q+QQ)/(PP*OQ» 
COr-TlrJUE 
R=R*(lO.O*LLM) 
RR=(RR/(10.0**LN)+R)/(lO.O**lL~) 
CONTINUF 
RP=(RO.RR) 

lP04=~i-I 
5C=0 

SEGUNDO SUMANDO 

DO 44 K=J,Ilol 
SP=t~ 
SQ=K 
SPP=?O**(SP/SQ) 
S=l 
DO 45 J=l,K 
SQO=J 
S=S*((SP-SO+SQO)/(SPP*SOQ» 
CON'l'INUF 
S8=0 
DO 46 L=I,K 
SS=L 
SB=l/SS+SB 
CONTJNUE 
se=(S*SR)+SC 
CONT! riUf 
PRQ(I)=-(RP+SC) 
ClIfo.iTlt.UF 
DO 47 1=1,50 
HRO(N-I+1)=-PRQ(I) 
CONTINlJE 
11=1 
WRITE(1'Il)(PRQ(I),I=1,100) 
CALL EXI'l 
E t~ r: 

20 
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A P E N DIe É e 

Algoritmo para la generación de. vectores aleatorios con distribudón uni 
forme en (0,1) y su codificación permutacional por un vector norma contenido 
en el programa. 

ce 
ce ce: 
ce 
e 
ce 
ce 
ce 
ce 

cc 
ce 

4 

5 

6 ' 

7 

H 

71 
cc 
ce 

10 

72 

73 

ni ESTE 

DO 3 I~41,6() 
V(I):0.02 

CO~:TndlF. 
DO 4 I:3~,4f 

y(I):O.14 
CCl~:TlfvUE . 
r:íJ 5 I:2~,~1 

. y(!):1).35-
C o r·,; T 1 ~! U f 
,-)0 6 1:19,24 

Y(I)~1).57 
CO~¡TI N UF. 
DG 7 I:15,11? 

'1(1):0.62 
CO~TI~UF • 
DO El J:12,14 

Y(T):O.10 I 

e n ¡-.; T :t '" l: F. 
Y(11):O.75 
YUO)=Y(11) 
y(~):o.~o 
Y(f!):YC9) 
Y(1)=O.P.3 
Y(6)=O.~t-, 
)"(5):0.89' 
Y(4):C'.97 
YO):!'l.Q3 
y(:t):().q~ 
YCl)=O.97 
WP11E.O,1C) 
fO.~!oIAT (1 I I l 20X,' +++ ++ . VF.CTCP 
WPIT~(?,71J(Y(T),1=1,oO) 
FQP~AT(6CII,10(3X,P4.?») 

['In 9 1<:1,5 
, CC' lO 1=1,60 

J=éO*(Y-l )+J 
:nu=T(J) 

un: T l".JU f 
if<ITF(i,72) 
FrJP>"J'.T{/11,20)',.,'+++++ VFC1CP b.U::A'fQi:<Jf1 +++++') 
~PITf(?,73)(Y{J),J=1,bO) 
FOP~6T(~(//,10(3Y,F4.2») 



cr 
ce ,ce 
ce 

1 2 

15 

1 ¡:, 
14 
r.e 
ce 
CC' ce 
rc 

2" 
7.4 

?3 

22 
20 
ce 
cr 
74 

75 
q cnr,:TI~'¡I;F 

f.'!,; [) 

kr~CO~QDG DEL VEcTnp ALEAtnPJn DADO 

DO 12 T.=1,60 
Z(!)=X,(l) 

C(lr.¡TIM1J¡;-
ro 14 J=1,5 0 

"=Jtl 
DQ 1 f, 

I 

S ti S T 1 1 I} e 1 n 1'11 r E L n' r T (l P D ¡l, (1 n P f1 R 
FL VFCTOE t-JOP III 

PO 18 tr=1,60 
~'I.,' ( rJ. ) : e 

[[!.JTl fal;::: 
[>l"', 2'l 1,=1,6() 

e fl ~I T I ~·i U E: 

ro 22 l:::l,~O 
".*1 y:: 1 
r;:J 24 i-í = 1 f. n 

J F p: 1: • r: c.' • Q ) r, r T o 
J F ( ~' ~. ( r ) • F o • 1 ) (, n 
q/=l 

CH' T T iHl F 
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