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.. I~ 'INTRODUCCION 
, .:,. .': ... :': 

.. Los flujos·turbulentos. se cara'cterizan por un movimiento irregular de las 

~artículas de. fluidola~cuales:muestrari~nco~~ortamientó d~ co~tinuo.· 
mezclado y agitación. Hinze [1'] definiQ la·. turbulencia. como "una condición 

irregular del. flujo en el cuaL aigunas propiedades' del' flujo (tales 'como 

la velocidad' y la presión),' muestrari una var.iación aleatoria en el espacio 
. , 

y tiempo, de mélneraquese hacé,uso de estadísticasparadescribiTl~s" ~ 

De 'acuerdo a 10 anterior ,se puede decir 'que los flujos más con;une~:en la 

naturaleza .tales como los escun:-imiertt:os en ·los ríos~ las corrienteso~eá 

nicaso el flujo de aire en !.:l .. atmósfeni sonturl;lUl'entos. Por 10 tanto el 

estudio de la 't.urbulencia esde gran' importa~cia para el desarrollo tetn~ 

lógico de la aerodinámica, hidráulica, ingeniería naval e ingeniería quí-

. . mica'~ y constituye uno ,de los problemas más imporbmtes por r.esolver en 

'la actualidad~ 

En la mecánica de los fluidos,elestudioctel movimiento de estos se basa .' 

en la aplicaci6n de los nrincipios de. conservación a u~ elemento' ovplú

men de control en el que se supone las' partículas siguen Una trayectoria 
- .' ' ',' - .' . 

que puede determinarse perfectamente tal es la derivación de las. Ecde 

Euler para fluidos perfectos.(sin viscosidad) y más recientemente lasee 

de Navier-Stokes considerando la viscosidad: 

Las ecuaciones de movimiento, o d~ Na~ier-~tokes, constituye~ unaideali

. zación de los flujos reales puesto 'que no .consideran 'la:sfuertes vari~cio 

nes locales de velocidad. que ocurren en los'flujosturbulehtos las cuale~ 
originan grandes perdidas de energía. Al respecto en 1876 Boussipesqen 

. - . ",.. . . '. 

una memoria fimdamental. presentada ante la a'cademia de Par'is afirmaba "r~ 
. . . 

sultaclaró que en movimientos de. este género tienen que desarrollarse r~' 

sistencias 'muchos mayores que las asociadas con movimientos continu~s"" 

[2]. De manera que se empezó a tomar en c;uenta.la importancia de incluir· 

estoS·efectos en las ecUaciones·de movimiento. 
. .' .... ~ ~ ... 

En 1895 o~ Reynolds propuso tratar .1a turbulenciá'conside17ando ,un flujo 

medio al que se superponía un flujo fluCtuante. Con este enfoquelas\7a~ 



dables del fltijo se dividen asimismo en unapartemediáY'otra flúctuan 

te las cuale~ sustit~ída~ en ·lasecuaciones ~.~Navier-Stokesdan por r!!:. .,' 

su1tado un sistema'de ecuaciones idéntico al original excepto por'los 

terminos' de ,~os esfuerzos 'convectivos . resultant'es de promediar los pro-
. ~. . 

ductos de lasfluctuac:iones de velocidad, denominados esfuerzos de 
. . 
Reyriolds. , , 

De acuerdo a10 anterior Se llega a una situación '-en laque se tienen 

más incógnitas 'que ecuaciOnes" para cerrar. elsfst:·ema deecu;,lciones es 

necés~rio establecer una relaci6nadiéional e~tre .10s es.fuerzos convec

tivosy el campo de velocidades medias. Para' la so::lúción de esteprobl!!:. 

mase ,han hecho supqsiciones dema~eraque elnúme~o.de. incógnitas 'sea·· 

';igualalde écuaclones,loque dió' por resultado las teorias semiempíricas' 
" . . . 

· de Prandlt [1925] y de, Taylor [1932]én lasque los esfuerzos convecti- , 
, , 

vos se relacionaron. al flujo medio usando' conceptos como los ,'. de "vicosi' , ' 

dad vorticosa tJ 'a semejanza de la viscosidadmo1écular, y de "longitud 

demezc1a",en,pnalogía con la teoríacinética'de,.!los gases~.,Sin e¡nbar

go la turbulencia no es una', caracte'rística de '10'5 ',fluidos,' como secon'-

sidera en la teor íade Taylor, sino una caracterís'tica del flujo de és ... ' 

tos. 

" Se han rea;l.izado: grandes esfuerzos con' el fin, de resolver . el problema 

· de la turbu1enc:iapartícu1armente en los últimos 25a'ños, 10 que ha dado, 

por resultado la publicación de un gran :número, de' .arrt.ículos en revistas 
, . , 

'científicas; y auriqueeste problema sigue sin resolhverse, sí,se ha lo-

grado entender mejor .elfenóm~no físico. 

,Las principales herrami~ntas que sehari utilizado ¡p:ara el estudio de los' 
. . .. 

flujos turbu1eritossonlas ,técnicas,estadísticas ... ];;as técnicas de visua, 

lización del flujo y losmodelos matemáticos.' 

Técnicas Estadísticas, 
.. :..... .'. :,- . "', .', .,:'-

: ';'.,': '. . .... ' ... 

G. 1 > Tay10r (1935 ]desarr<;:>l1ó lateo~íá, estadíátima parala't;:urbulen-

", cia: homogenea e, isotrópic'a,'endondelas propíedadres estadísticas ,del 

flujo son ideÍiticasencualquier punto. deLespacib;)Y en~ualqÍJier direé 

· dón que se midan. Esta teoría cons.idéra. al flujoem un estado de desor' 

2 



den total locoalsepresenta en la'práctica en regiones muy apartadas 

de_ las h:onter'as sólidas. Desafort\mada~ente, por 10 general los pr:abl!:, , 

, m~'s que más', in'teresan ' son ,los flujos' cercános a paredes,. 
; . .' .. 

. ' "- .. :. . ,"'.' .'.. . . '.' . . 

,En las mediciones"éxpe¡:'im~ntaleses,muy útil,hacer,uso de,correlaciones 

estadísticas ~ por ,medio de las ,cuales, se, determinan las características' 

de los remolinos generad~s en el ,campo de flujo. 

V:isualiiaciónde flujo 
. ,~ 

El, desarrolla de la óptica' y ,la electrónica ha revolucionado las técni-' 

cas experimentales, pues 'la existencia de aparatos' como los anemómetros 

de hil~ caliente, que permiten la obtención de ~egistrosdef1uctuacio

nes de velocidad instantáneas 'puritoales~ 10s,generadores de burbujas de 

hidrógeno.'que:proporcionan patrones de las trayectorias de. las'partíc;: 

'las ,mostrando" distribuciones instantáneas de velocidad, y el uso de co-

'loran tes, e.ntre otros, h~n permitido una ~isualización más detalla.da del 

flujo. Kil)l, Kline. Reynolds , Runstadler:, [3/4) han utilizado estas técni, 

cas, por otro lado Corinoy Brodkey (5) han utHizado partícu1asco10i

da1esen suspensión.' El uso de las técnicas de vis~alizaciónha llevado' 

a comprender mejorelfenómen~ de 'la turbulencia dándole un' nuevo enfó-

, que al prob1ema,yáque se empezó a tomar interés en el origen y desa-::-

, rrql10 de ésta dentrO de' una, región muy cercana a la pared , ',logrando de 

ducir modelos de', los mecanismos que la producen. 

'Hode10s }Iai:ematicos 

Debido al desa,rrollo de las computadoras, éstas se han:convertido en una ' 

herralÍlientamuy' importante para aproximarse a la solución de. las ecua

ciones' de movimiento; 'utilizando métodos numéricos. Uncie~to número de 

investigadores Se ha dedicado al estudio de la turbui~ncia proponiendo 

ecuaciones basadas, en hipótesis, simplificatorias que, corijuntamÉmte a las . . .'. . . 

I 

ecuaciones de Reynolds.modelan las propiedades deálgunos flujos turbu- , , i 

léñtos~ 

"Los modelos ,más,simplesoasados en el cb~~epto de longitud de" mezcla son 

los de, uso más común en ingeniería; este tipo de modelossicuent~cón 



---- _ .. _ .. _ .. _ .. _ .. _ ... _ ... _ ... --------- -~----, 

. bastante experiencia di::; manera que existe' una gran cantidad de publica:-' 
- - --

ciones sóbre este tema. 

Por otro lado los modelosmatem5ticosque se han investigado reciente .... · 

mente son aquellos que modelan el comportamiento de los remolinos en el 

flujo. 

- - - . 

El oJ:>jeto del presente trabajo: es mostrar el estado del arte de las priE: .. ' 

cipales ,~tendencias de investigaciónd.e1 _problema" de la turbulencia •. ' Con 

.este fin la presentación se haor~anizado de lamaQerasiguiente. 

" ' . . 

En :el segundo capítulo. se tratarán las . ecuaciones de. contÍI:midad. ec;ua-. 

ciones de Reynolds y ecuaciones. de energía para un flujo turbulento •. En.' 

él tercer capítulo se veran los criterios .. usados pata determinar cuando .' 
. .' 

un flujo es estable. o inestable. es decfrcuando éstepuedevol~erse 

turbulento.así·como las características de estabilidad de losfluj()s tí 
. . 

picos de la mecánica de fluidos. En .elcapítulocuarto se r;evisarán los 

. trabajos recientes sobre los. experimentos realizados en la transición" 

de flujo laminar a turbulento. lo cual ha tomado gran importancia en los,. 

últimos años. El siguiente capítulo se ocupará de la teoría estadística 
. . . 

. de la turbulencia: correlaciones. escalas de turbulencia y~espe¿tros de 

energía. En el capítulo VIse verán los trabajos mas importantes' sóbre 

el estudio de la estructura de la capa límiteturbulEmta. continuando. 

con los mecanismos propuestos para explicar la producción de turbulen-
'-, . . 

cia. ,Finalmente en el último capítulo se dará tina breve intrÓducción a 

los modelos matemáticos de léíturbulencia. 

4 



. . ' . 

11 ECUACIONES. FUNDAMENTALES ,', 

El movimiento turbul~ntocomo se dijo anteriormente, es de naturaleza 

ale~tciria; por lo que para, describir sus caracteristicas se uéan vélo 
, ' , 

~es pro~edio con ~especto al espacioyal tiempo. 

De la observaciÓn de los flujosturhulento~se deduí::e que estos prom~ 

dios 'existen, ya que eri un punto dado , en un campo de flujo turbulen..., 

to, un patrón de flujo se' repite más· o me'nos reg'ularmente 'en un cierto 

,·,tiempo; y a:su vez'eri ;un':tiempo.dadola estructura del 'flujo $!=repi~ 

te casi regularmente dentro, de un espacio consid,erado • 

• , Si se observa un registro' de la velocidad en función del tiempo en un 

, " .' punto ,fijo,se obtendría' unacurv.a, frregular(fig 2.1)., 

u 

u'" ü .• u· ~, 

Fig 2.1 Componente u. dE! :la velocidad en función 

del tiempo 

, .. .' . 

As~ 1a velocidad instantánea del flujo se' expresa como la suma ,de una 

velocidad media más ,una fluctuación. 

,u ;;:'U + ,u' (2.1) 

. " .' . ' 

donde: 
': , " ,', '.' , ".'. ' . 

U ,es la'~elocidad,promedio' ' 

u' fluc,tuación de:la velocidad 

s 



........ 

Los vaiores promedios se puedencleterminar de, varias: formas. Si.el cam

po de flujo e? casiIl~rmanente se pueden usar promediOs con respeeto' al 

tiempo. En el caso de una 'turbulencia homogénea se puederi considerar va . - ,.' -
. lores promedio con respecto al. espacio. Si eT .campo de fluj o no es m,i 

permanente ni homogéneo ,el. promedio se toma sobre los .resultados o.bt'en~ 

dos en una· serie de experimentos .en .los 'que se tengan, las mismas ,coY.:i

ciones iniciales y de frontera~ 

La velocidad promedio Il, se puede definir en:'relación a un tiempo T como: 
, " 

- 1 T 
u=T! udt (2.2) , 

,Donde T es un tiempo mayor que la esca1.a de' tiempos d,el movimiento :tur

'bulento. siendo ésta igual a la longitud caraeterística del conducto en 

tre la: velocidad del flujo medio. 

ILl ECUACIONES DE ~bVIMIENTO 

" Las ecuaCiones de movimiento para un flujo 'turbulento se ,derivan de ;Las 

ecuaciones de Navier-Stokes 'cuyo principio expresa la· conservación 'de 

cantidad de movimiento de un fluido' continuo. Las e.c:uacionesde Návier

Stokespara un fluido' incompresible se expresan de la ,manera siguiente¡ 

usando una notación tensorial:, 

donde: 

a· ·.aui: p v: 
P" --::. .,. (j Uj -=--- = I'V<.. 
o-t..a Xj 

(2.3) 

= aceleración local; cambio de velocidad ,con respecto,' 

al tiempo en el 'punto (x, y~z); 'si el flujo es per

manente es cero 

. aa,¿ 
Uj "t. .;: aceleración convectiva;· cambio' de la .velocidad de-

'o 

, ' 

','" 

" .' 
bido a~n cambio deposición; es cero si~lflujo '. , 

e,s uniforme 

fuerzas" de cuerpo. Generalmente se considera el peso,," 

.r" " 

'6 



-

esfuerzos normales depresión 

a2 u,¿. 
J.1 -' esfuerzos tangenciales debidos a la. fricción d x./ Z' -

A' Reynolds se debe el hacer uso d.e .las ecuaciones' d~ Navier':"Stokes para 

el análisis del flujo turbulento,introduciendo cada valor instantáneo 

de la velocidad' como la suma de su valor medio. y una fluctuación. En el 

estudio d,e la turbulencia, generalmente se us;;¡. una barra sobre la varia

ble o variables para indicar valores promedios o la operación-de prome-: 

diar. 

Como se necesitará tomar valores promedios de algunas combinaciones de . 

las cantidadesf1uCtuantes~se dan a co:ntinuaciónun conjunto de reglas: 

Si -,a = a + 'a 1, b b +,b ' 

-
a y b 'pueden considerarse constantes y .el valor medio' de la' fluctuación 

-
es cero: a' = b' = O 

ahora: 
--a + 6 = a + b 

a .h· 
. -= a b 

-- b ' 
- b' O a = a = 

'a b = (a + a 'J (b + b' ¡ = a h + a + ba' + .a.' ,b I 

(tlJ. = ah '+ a'b' 

S~ desarrollarán las ecuaciones de movimie~to para flujo turbulento; 

el método es básicamente el mismo en cada caso. Se escriben inicialmente 

las: ecUaciones para las cantidades instántaneas;' l~ego se toman ,pr~me~ 
dios en amhQs lados, teniendo'en cuenta· que si la igualdad es válida 

, ~." .' , . . . . .' . 

instantápeamente, también 10 es. para lbs'valores promedio. 

7 



II.2 ECUACION DE CONTINUIDAD 
. . 

La ecuaci6n de continuidad debec~mp1irs~ para el movimiento turbulento 

_tanto como para el laminar. Esta ecuación en notaci6n tensorial es: 

.. ap + _a_ (P UÁ.) :: O 
aú . 

donde: p :: i5 + P' y 

sustituyendo en 1~ ee (2.4) y promediando resulta:. 

aa . -0:)+ .p') + -''''''- (P + PI) ¡iU. + ta} = O at a,~ 

aplicando las reglas de Reyno1ds~ se obtiene 

ap + a (,:; i.U.) +·a (pI u'¡¡:: O u ax:Z ax.J.. 

par~ un fluido incompresible, se transforma 

ai.U. . ·aii. I ¡ 
axl. + ax,¿ :: O 

pero comou'¡ = O por definición; luego 

y consecuentemente 

aÜ'¡· axr :: O 

(2.5) 

de manera que tanto.1a~ componentes del movimiento medio c:ómo1as. comp~ 

nentes de 1asf1uctu~tiones deben Satisfacer la condici6n de eontiriui-

. dad. · 

B 



11. 3 ECUACIONES DE REYNOLDS, 

Si en lasecuatlonesde Navier-Stokes (2.3) se sustituyen los ,valores 
. .... 

.instantáneos en función de los valores promedio 

"p = p.+ p', . 

Sustituyendo ,resulta: 

P _a - P(U-j" .altu. + u',¿l 1" í, + u' í] + + u' j' J = ~I~ ~ ,,' a4 Px,¿- a~ ¡p + PI), +, 

+ l.l 
a2 (tu. + u ',¿J 

a.x:.jaxj 

. Si se desarrolla y promedia cada termino se tiene: 

P- . au,[ p" au ''¿ , -. aú''¿ + Uj ~ ,+ .U j ........,...... + PUj + aXJ aXj axj 

= P x.,¿- /:1..: 

si a~j (u''¿u'j) 
- ,.ail' j -'-' il" 

=,U.-L Qxj +u'jaa,xJ' 

Por continuidad dU'j = O 
a,X) 

Sustituyendo en (2.6) y arreglando términos, 

P aiU: + 'P' tu. = 
'ax.~ • j. 

(2.6) 

(2.7) 

Las ecuaciones·2.6 se denominan Ecuaciones de Reynolds; .y de éstas se 

puede concluir que las componentes m~dias de la velocidaddelfluj~ tur 

bulento satisfacen las ecuaciónes para flujo laminar, con excepción de 

los esfuerzos viscosos los cuales se incrementan debido a la acción de. 

los ~sfuerzos adi¿ionales o aparentes representado&por lqs Gltimos tér 

minos de la.:,ec (2.6), denominados· de Reynolds. Estos esfuer'zos son prod~' 

,cidos por las fluctuaciones turbulentas y'estándados por los valores 

, medios cuadr,áticos de lasfluctuB;ciones turbulentas en el terisorde es-

9 



fuerzos: . 

u' v' u' ni' 

p v'. u' v' w' 

w' u' w' v' 

En el tef\sox de esfuerzos se considera a los tér~inos de la diagonl'il 

(,¿ = jl como esfuerzos normales de presión y a los restantes como es fuer 

sos tangenciaies; pero de hecho estos.términos indican un cambio de la 

cántidadde movimiento debido. a la turbulencia. Esto puede analizarse 

. de la siguiente manera: si se considera un elemento de superficie dS 

perpendicular a la dirección X2' como se muestra en la fig 2.2, yade

más solo se considera al movimiento turbulento; entonces P u'~dS 

denota el porce~taji de cantidad de movimiento a través de la superfi

cie dS y puede escribirse como Pu' 2 u' 2 dS'. Dicho cambio de momento 

causa una reaccion, .en este, caso una presión sobre dS = - p u' 2 .u' 2 ds~ 

.)-, 
1 . 

(e¿ - !§~) 
2 . ':Xl 2 

(-P"t-.1.. C-fü-1,Al"2) 
. ¡Xl '1' 2 "--__ J' 

. (~f.'" ~ 6"'2.) 
O.lCt 2 

{- pi:f1 +- .L (_ p;{1.) ci) 
t C):z.. 1 2. 

Figura 2.2 Trabajo· hecho por las componentes de los esfuerzos 

.de Reynolds de la diagonal principal. para j = 2 

10 
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11.4 ECUAC10N DE LA ENERGIA 

Considerése el an¡lisis de l~srelaciones de e~ergía ~ue ocurren en el 

flujo turbul~nto. De acuerdo al principio de conservaci6n de la eriergia 

fsta debe mantene~se constante en el flujo turbul~nto; de donde surge 

la piegunta¿C6mo se mantiene e~ta energia?, Con el fin d~ r~s6l~er es 

ta interrogant~ se obtendr¡n las~cuaciones de energía ~inética delflu 

jo medio y luego las ecuaciones de, en~rgía cinética de la-ttirbuleric 

dichas ecuaciones se derivan de las ecuaciones de Reynolds, y de Navier

Stokes-.Como se verá, solo puede haber un equilibrio si la energía del 

flujo medio producida principalmente por esfuerzos cortantes, es balan

ceada por la energía que se pierde en ,el transporté ejercido por el flu 

jo ,medio, la difusión,de la 'cual ocurre debido a la naturaleza ,aleatoria' 

~e la, turbulencia y a la disipación en calor. 

La energiapor unidad de masa de un fluido,'cuando no se consideran efec 

tos externos se puede escribir como: 

donde E interna se debe a los efectos de compresibilidad más disipación. 

En fluidos con propiedades constantes sOlo la energía cinética resulta 

de interés. 

La energía cinética media de la turbulencia por unidad de volumen de 

, fluido .es: 

7 ' -r P u. '-tu. I -t ' 

Las'ecuaciones de Reynolds 

paüi + püj a~ _ 
a.t aXj 

,(2,"8) , 
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y la de Navier-Stokes 

P .}t [tÚ + u.'iJ + P(üj + u'jJ a~J (iti +u'il 

a a2 

~ Ir + p' ¡ + lJaijaxj (ü-i +u'i) ,CJx-<.. (2.9) 

La ecuaci6n de energía cin~tic~ del flujo medió se obtiene multiplican-

,do'la ecuaci6n (2.7) por ui y tomando en cuenta que 

+ M ..}.;, ( - Pu I i u' 
o.x) 

(2.10) 

La ecuaci6n de la energía cinitica total ~e obtendrá multiplicando la 

ecuaci6n a .. l~ poru~ + u'i; si 'se hacen las adiciones necesari~s para 

que resulten terminas en q2 yq,2 Y se promedia,se tendrá: 

10 

+ 

aa q'2 ax.j (p u'i u'j üi¡ + axj (u'j P -2-) = P ü,{ 'xi -

(2.11) 

Para obtener la ecuaci6n de la energí~ cinitica del flujo turbulento, 

de la ec.(2.1l) para la energía cinética total se resta ·la ec (2.10) 

de la energía cinitica del flujo medio,iesultando: 

a q,2 a-' a q/z 
+ uj' ,(P -2-) -+ P u'iu'j u~ +axj (u'j P -2) -

En la cc (2.10) si se desarroll.j el lap18ciano 

continuidad, se pueden escribir,: 

12 

(2.11) 

, , 

y utilizando' 



Similarmente: 

G.?u'~+ élu'il él':lU''''j~l .. L él x j . él XA;. o", J 

De donde la ecuación 2.9 resulta 

~2 -2 
él { q -. a { q l' 

élt P T + Uj élxj P T '" él (-Pu''¿u,'jM) _ (_Pul,¿uljjélüi+ 
élxj aXj . 

t'\;;;v:_ él-
........... AA... ---r P u-t ax.<. + -ª~ [i.qa~ + aÜ~liUJ -[lJ (~~ + 

a.Xj aXj aX-t dXj 
(2.13) 

Ecuación de. la ener.gía cinética del fluj o medio. 

Donde: 

'" a . . (j2 . 
at{P T) = Cambio local de energía cinética por unidad de 

volúmen para el flujo medio. 

Cuando el flujo es permanente es igual acero 

-. a-'2 
Uj -~(P L

2 
J = Efecto convectivodel flujo medio sobre la ener. ax.j 

gia cinética. Si el flujo e~ uniforme es.igual· 

a·cero. 

2-.r (-P u''¿ U I j u.¿J 
a.x.j 

Representa el tiabajo hecho por los e~fuerzos de 

. Reynolds al mover sus puntos de aplicación con 

el fluj o medio 

aÜi (-P a ' '¿ u' jJ -:--r = Representa la transferencia de energía del flujo aXj 
medio a la turbulencia, o sea la producción de 

turbulencia 

~~~ P Ú-i.J = Trabajo hecho por las fuerzas de cuerpo y de pr!:. 
o.X<. . 

sión media sobre la superficie 
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, a [ ·óiU.· aÜjl ~ 'J' . b h l' 'b 1 t d fl id ~ 11 ¡~ t- ,~'u.<. ,= 'Ira ajo ec 10 so re un. e emen o eu o por 
, o X-j . ox-t' , o U " 

,los esfu~rzos visco$oS del flujo medio 

¡ aiU. t- a¡t~l atú Representa la' disipación de energía en calor 
jJ aXj d.X-t aXj = 

, 
,La ecuaC10n de eriergía'cin~ticade la turbulencia ec (2.12) si se desa-

. , a2 u!¡ . 
rrolla ellaplaciano ~~, resulta: 

ClXjoXj .' , . ' 

'"Y .. -,2' a -,2 a '(¡'2aü-i 
at; (Pyl t- üj axj (P ~l t- oxj (u' j p_'t 2-] '" (-p u' iu' j) oij 

o ' ' a [' au' i oU I j ,.]' [ (fU' i au I j au-L J' , 
- ov;(PI u'il + --r l-d----.- + -.-.-)u -t - 11(~ t- o'" ) ox"j' (2.14) 

JV\. aXJ, oXj, a,u .'. . aJ(j. x.-t 

Ecuación de energía cinética de la turbulencia en donde: 

~(P <7'2) 
Q-i. 2, CambiO Iocál de energía cinética de la 

, turbulencia 

. o . -,2 
Uj_·-r (p 1{2') =Conveccion de la, energía cinética de la turbu-
. ox'j 

lencia debido'a, las fluctuaciones de velocidad 

(difusion) 

aM - {P u'..tu' ilPrciducción de energía de ,la turbulencia a causa aiJ 

o (P' u' -iJ , ai.( 

de una transferencia de energía del flujo medio 

Trabajo hecho sobre un elemento ?e fluido por 

,las fluctuaciones de presión y velocidad, 

a ~ (d(t' i au' j) ',.]....: ' 
ox"j' 11 ~ + -0---' U -t, - Trabajo hecho por los esfuerzos viscosos corres-

oX j X.t . , 

pondientes a las fluctuaciolOesdevelocidad 

ti !_O_u_',i: + au_'J..¡d,u.<.,· -_ D" . - 1 d 1 fl . d ~ - . . - 1s1pac10n resu tante 'e as uctuac10nese 
. ax..j aX-t aXj 

velocidad 



, ' 

II.5 FLUJO TUR:RÜLENTO ENTRE PLACAS PARALELAS 

Se considera, como un ejemplo de aplic.ación de las ecuaciones de Reynolds, 

el movimiento permanente y uniforme en .la direccióri f. entre placAs p~ra

lelas horizontales. 

En estas condiciones. 

a (v ) 
=0., " -

O'X 
o , v ::: o 

Las ecuaciones de Reynolds en las direcciones X y if resultan, 

o ap .. a2ü af:LTVT' 
::: p gx - + l1-z - P ax ay aJj 

o P gy Cl;3 aiJ12 o = - ay - P----ay = 

de la segunda ecuación~ 

a ay ¡P~+Yhl+ a.\}i2 = o 
-ay 

integrando, 

(P + Yhl + p\}i2 = e 

(2.5.1) 

Por lo tanto, la distribución de la presión estática en.planos perpendic;! 

lares a la dirección del flujo difiere de ~a hidrostáticaen p ~2. 

Esta cantidad es pequeña,' pero 'puede ser importante en c'ases especiales. 

En la primera de las ecuaciones (2.5.1), si se desprecia la contribúción 

de la turbulencia al esfuerzo tangencial~se, tendrá, 

a (P +Yh) 
a ',X' 

. . 

.donde a( j5 + Y(1) IX. es. in~ependiente de' y. Integrando corirespecto ay. se 

. tiene: 
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d (P + Yh) _ Pu'v' 
3x' Ij= T 

La cual es una relatión lineal para el esfuerzo tangencial. Así para fl~"'; 

jos uniformes, laminares y turbulentos, la distribución del ,esfuerzo tan..,. 

genc{ales lineal, con respecto a la distancia 'desde la pared: 

16 
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111. ESTABILIDAD DE FLUJOS 

III.l 'Antecedentes 

La existencia de dos tipos de movimiento d,el flujo laminar y turbulento fue 

observada inicialmente por Hagen', (1839) ,quiéri utilizó tubos de, vidrio para 

poder observarlas partículassu~pendidas en un chorro en ,el que aceleraba 

la transición calentando el agua. 

'En la p~blicacióndesus ,e~perimentosHag~ri dice'~as obse~vacion~i'especiales 

que hice utilizando tubos de vidrio mostraron muy claramente ambos tipos de 

movimientos. Cuando introduje partículas ,de aserrín' en el agua, 'noté que a 

bajas presiones estas se movían solamente en dirección axial, mientras que a 

altas presiones se aceleraban ,de un lado a otro moviéndose en forma de remo-
, I 

lino" [ 6] • 

En 1883 o. Reynolds realizó sus famosos experimentos, inyectando tinta en el 

aeua que fluía a través de un tubo de vidrio: La corriente de tinta seguía 

una trayecto~ia recta siel gasto era pequeño, siendo el movimiento ,en líneas 

de corrient,e paralelas o láminas. Al incrementars~ ,el gasto por encima dé un 

cierto valor~· la corriente de tinta se rompía y se me~claba en la sección trans 

versal del 'tubo. 

Reynolds presentó un parámetro adimensionalque llevasu nombre; Número de 

Reynolds, como un criterio para determinar el régimen o tipo de movimiento de 

los fluídos, este parámetro relaciona las fuerzas de inercia con las viscosas: 

R 
'VD 

v 

donde: 'V-veloc., característica 

D-Long. característica 

v-viscosidad cinemática' 

En el caso de tubos estableció que,la transición a turbulencia ocurre para un 

'número de Reynolds crítico de ,aproximadamente 2300 . Por lo que si un flujo 

17 



tiene un R> R crit. se espera sea' 'tuibulento~' 

Por ótro lado dé los estúdios realiz~dos sobre ,la transición se desprende 'que 

ésta se origina debido a la presencia de perturbaciones'en el flujo;que dan' 

por resultado fuertes gradientes de velocidad. Por lo tant.o el flujo. puede 

permanecer laminar más allá del número 'de Reynods crít,ico. si 'las condiciones' 

del flujo se aislan de toda perturbación. 

, Las investigaciones sobre estabilidad de flujos' se basan en la suposición de 

que éstos, inicialmente laminares. son afectados por. pequeñas perturbaciones 

tales como las causadas a la entrada de un tubo •. 

El problema principal en estabilidad ,de flujos es co~ se comportarán las 
, . , 

perturbaciones al transcurrir el, tiempo. Si las perturbaciones decaen,.el 

flujo es estable y perníanecerá siendQ laminar. si la perturbación 'persiste 

o se amplifica,eÍ flujo es inestable de manera 'que podrá ajustarse a un 'nuevo 

estado de flujo. ó transformarse en turbulento. 

Se cree que la turbulencia es el resultado dé una pérdida sucesiva de estabi 

lidad de flujos con una .estructuramás simple.como son los laminares ,a flujos, 

de estruct~ra éomplicada. 

En el estudi~ 'de la estabilidad. de flujos,no existé tma: teoría matemática co~ 

pleta debido a que' el fenómeno de la transición es c0n0Cid6 parcialmente de 

una manera cualitativa. Es por esta razón que los estudios, dE!- estabilidad 

generalm~nte se refieren a.tiposespeciales de flujos;que satisfagan las ecu~ 

ciones dei Navier-Stokes. las condiciones de frontera d'adas; qué puedan resol-

verse análíticamente y a Sil vez puedan comprobarse ~:s:gerimei1talmcnte. 

A continuación se verán dos métodos para, el análisis,gfle· estabilidad 'de un. flu 

jo; estos'son,elmétodo de energía~el cual solo sevarái brevemente,y el método 

de las pequeñas peiturbaciones, , siendo éste método el de uso más común en.,la 

determinación de la estat.ilidad de un flujo. 
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IIl.2 .HETODODE ENERGIA 

En este metodo, se .analiza la transferencia de energía que ocurre, entlreel flujo. 

básico del que se desea conocer la estabilidad y una perturbación sUpE'rpuesta' 

a este. 

El método' consiste en adic ionaralflujo .básico un. patrón. de perturb:f.~.ftones. 

en un instante dado ,y ver si la energía ,asociada a éstas se incrementóJi.o decre 

ce después,de un cierto tiempo .. A menos que el flujo sea estable' con i'especto 

a todas las perturbaciones, no se puede establecer ninguna conclusión •. A este 

análisis de estabilidad se le llama global y en él las perturbaciones pueden 

ser de cualquier tamaño y forma. 

En el análisis es muy importante el mecanismo que produce la transferencia de 

energía del flujo'básico a las pertúrbaciones. Se cree que el mecanismo que 

10 produce se deba él un cambio de· fase de dos de las componentes de la velo- , . 

cidad de la oscilación' por las fuerzas visc.osas en las paredes. Esto prOduce. 

esfuerzos que convierten energía del flujo ¡básico alas.perturbaciones. 

Este método se basa en el análiSisde.la ecuación de la energía para unfltijo. 

perturbado, y estas relaciones son usadas comunmente en él estudio de la turbu 

lencia completamente desarrollada. 

El mecanismo de transformación. en .el caso de. perturbaciones bidimensionales 

.. periódicas en un flujo entre placas paralelas, se puede describir por medio .de 

unaecuacióri dé la forma: 

3E 
.at = pM ~N 

en donde: 
. , 

E = JJp/2(u t2 + V
12

) dx dy 3.2 . 

donde E . representa .el poréentaje.de incremento de la energía cinética de las 

perturba~iones~~ 

dü. 
pH=- P JJulv' dydx dy 3.3 
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pM, es la conversión· de enE~rgía del flujo básico a .1as perturbaciones. 

3.4 

, < , 

v: ',x ..... u y 

\.IN representa la 'disipación viscosa. 

En las ecuaciones anteriores u,1. y v' son las velocidades de la perturba-

ción y u la velocidad del fl~jobásico. 

La'magnitud relativa de· los términos del lado derecho de 3.1· determina cuando 

se incrementa o decrece la energía, de la perturbación. Su relación· es: 

.. M . ·M' L= \.IN R ,NI 3.5 

donde R - es el número . de _Reynolds , M' Y N' son formasadimensionales de l1 y . 

N. 

Las perturbaciones decaerán si RM'/N' < 1, esto es si el número de Reynolds 

es menor que la relación N' /H' . 

El valor mínimo deN'/M' da un número de Reynolds ~rítico; para R menores 

que este valor, el movimiento es completamente estable ... Un análisis más deta- " 

lIado se puede ver en [8,13]~ 
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'HI. 3 fu~ALISIS LINEAL DE ESTABILIDAD 

, ' 

Consiste en s~perponer al iiujo es~able original una perturbación muy,' pequeña; 

el crecimiento o decaimiento de ~sta es el criterid usadó para clasificarlo. 

El tratamiento del problema de estabilidad por este método implica que para 

las pequeñas perturbaciones consideradas. las ecuac.iones de movimiento sean 

lineales.' Por 10 tanto se supone 'que las fluctuaciones de velocidad super-

puestas al flujo sean pequeñas.en el sentido de que los términos cuadráticos 

de las componentes de las fluctuaciones pueden despreciarse con respecto a 

los lineales. A este análisis se le denomina local,yaque en él solo se con 

sideranpequéñas perturbaciones. El criterio· de la teoría líneal solo puede 

establecer las condiciones suficientes para inestabilidad ~ya que un flUjo que 

ha sido considerado estable por la teoría lineal puede ser inestable a distur 

bios de mayor tamaño. En estesentidqla teorialineal yla teoria de la ener 

gía se complementan; la primera dando condiciones suficientes para inestabili-

dad y la segunda condiciones suficientes para estabilidad. 

'An'álisis Lineal' dé 'Estabilidad' dé· un' Flujo' Pláno' Patalelo. 

En la teoría de estabilidad . lineal se supone que las ,variables del flujo bási 
, '. 

co son afectadas por pequeñas perturbaciones. Las '\1'ariábles para el flujo 
I 

perturbado seránígual é\ la suma de las cbrrespon9,ientes para el flujo básico., 

más la perturbación, y se escriben: 

u = u + u' v=v+v',· t.¡ + w' 

y p =p + p' 3.6 

donde u' ,v', wi Y p' son las características de una perturbaciónnoper-

. manente ;muy pequeña comparada con las características correspondientes del flu 

jo básico. 

A continuación se considerará el caso de.los flujos pI ario $ tales como los que 

se ,presentan en .un canal con paredes paralelas.o un .tubo a una 'cierta distan-

cía de la sccci6n di entrada. ~l flujo .en la capa limite puede considerarse 
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.como una buena aproximadón al flujo paralelo,ya que la'variaci6n dé la veloci 

dad U con respecto a x es mucho mas pequeña que con respecto a y. 

El flujo en este' caso es bidimensional y la perturbaóón . superpues·ta también. 

10 es. 

.-Para simplificar el problema,es conveniente que la velocidad u dependa sol~ 

mente dey o sea·~ ~ Ü(y) mientras que las componentes v y VI sean igual a. 

cero en cualquier parte, esto es: 

~ = ÜCy) v w = O 3.7 

condiciones que se cumplen en los fluJos paralelos. 

Sustituyendo las ecuaciones· (J. 6) en las ecuaciones de Navier-Stokes par"", un 

flujo bidimensional incomprensible, no-permanente, en la dirección x se tie 

ne: 

a - d(~ + u') +. at (u + u')+ (~ + u') dX 
C9~ + u'). v' = ay 

- - - (p + ]1') + v 1 a _ ~2 
p ax 

donde u = u(y)~ entonces la ecuación anterior se simplifica: 

d~t' + (~ + u') dU' + 'j' dd
y 

(; + u') = _l-ª- (p + V') 
P ax 

·ta2 
u' ",2 (~ +. u 1 ~ + v 2 + a 

. dx . ay2 

El flujo básico debe satisfacer las ec de Navier-Stokes 

0·= -
2 -

! 2.P.. + v ~ 
p (1x ? 

3:C 

. Y despreciando términos .u l 
. 

_·(lu' 
en comparaci6n con u -- resulta 

dX . dX 
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u -- + v' + -- =' - - _. - + v + -du' '. a~ dv~·'l élp' ,'[a2 u' 

dX . . .. at .. ". P dX. ~x2 

y Similarmente en dirección y:, 

_ '\ VI "1 ., 

a +~= at 
1ap' ---+ 
P ay,· 

3.11 

3.12 

Las características de las perturbaciones deben cumplir con la ecuación de 
/ 

., continuidad: 

dU I dv" 
-+-:::::0 ax ,ay , 3.13 

,Se pretende ob tener una solución de las ecuaciones 3.6, 3. 7 Y 3.8 con las con 

diciones de frontera u' = VI ::: O en las paredes que contienen al flujo. Esto 

. no se hace en formadírecta, pues con objeto de reducir,' el problema a uno de 

una s,?la variable independiente, se define una función de corriente para la 
. . 

perturbación de la velocidad,y se sustituye tanto ,en las ecuaciones como en 

las condiciones de frontera. 

Forma de las Perturbaciones 

Se supone que toda perturbación·se compone de fluctuaciones de las caracterís, 

ticas del flujo base, cada una de las cuales consiste en una onda ,que se pr~ 

p.<:iga en dirección del fluj o x. Dicho movimiento ondulatorio admite un análi 

sis de Fourier y puede expresarse como la suma de varias ondas de forma defi 

nida. Si la perturbación se representa por una función de corriente de la 

forma: 

.' ~(x,y,t) = F(}:) 
i(ax-St) 

e ' . 3.14 

Donde: Ct es un número de onda real y está ,relacionado a la longitud de onda 

de las perturbaciones por: . 
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y S es un número complejo. 

s = 6r + i e. 
1. 

donde Sr es la frecuenciá de oscilación y B. determina al decaimiento ,o am 
, 1. 

pÍífica~ión 'de 'las perturbaciones; si S. = O .. las perturbaciones 
, ,1. , 

son &"'Uortiguadas y el flujo es estable, mientras que para 13.r>0 
1. 

ap~rece in~stabilidad. 

Es conveniente l.ntroduciÍ' una relación entre a y S 1üe:go: 

c =6/0. ,c + 1. c.' 
r 1. 

d()Ode c
r 

denota la velocidad de propagación de la onda en la dirección x, o 

velocidad de fase, mientras que c. determina el grado de amortiguamiento o 
1., 

,amplificación de esta; dependiendo de su signo. 

Dehi eco 3.14 se obtienen las componentes de vEÜocidad de las perturbaciohes~ , , 

" u' = - -ªí= -FJ(y) 
dY 

i(ax-Bt) 
e 

v' = ~ = ia F(y)ei(ax-at) 
dX ,', 

3.15 

Para la solución de:1 sistema de ecuaciones 3.11, 3.12,es conveniente e11.minar 

P',lo que se obtiene derivando la ecuación (3.11) con r,espectoa "y',' y la ecu~, 

ción (3.12) con respecto a "x",y restando la segunda ecuación de la pri~era; 

de aonde resulta una ecuación que contiene solamente las variables u' y v', 

se sustituyen por la función de corriente de acuerdo a 3.15, resultando, 

la siguiente ecuación, cuya obtención puede verse con detalle en el apéndice. 

(Ü c) (F" - 0.2 
F) - Ü" F = - i \! (F"" - 2a

2
F" + o. 4F) 

o. 
3.16 

La' ecuación anterior,junto con las condiciones de frontera, constituye un pr~ 

b1ema¡je valores característicos para el parámetro "e". Su solución da respue~ 

ta al problema de estabilidad planteado. Tomando en cuenta la forma asumida 

'para1;:! perturbación ,se cone!J..lye que si e, es positiva la p,erturbación crece 
1. 

24 



exponencialmente y si es' negativa decrece exponencialmente. 

tiene estabilidad neutra. 

Cuandoc.=Q se 
1. 

Cuando ,se pretende calcular e es muy Gtil manejar la ecuaci6n diferencial 

así como a las condiciones de frontera en forma adimensional. Esto permite 

conocer cuales son los principales parámetros adimensionales que intervienen 

en el problema. 

La ecuacion anterior puede hacerse adiinensionalutilizando las relaciones: 

-* U 
U = t* 

U o 

x* X 
R = L 

* y * y = Ct = L 

c ;; 

donde, U velocidad de referencia 
o 

L longitud de referencia 

L 
D 

o 
D, L 

o 
\) 

Ct 

* e 
D o 

Sustituyendo en la ecuaci6n 3.16 y en las condiciones de frontera,se obtiene 

la forma adimensional del problema de valores característicos: 

-* ' *. . *2 -*" 
(U - c )(F' -Ct F) - U F = - i 

* Ct R 

La ee 3.17 es conocida como ee.de Orr-Somn'l.erfeld. 

3~ 17 

El problema de estabilidad de flujos paralelos consiste en. resolver la eco 

3.17,sujeta a las condiciones de frontera del tipo deflujb particular de que 

se trate. En el presente trabajo no se tratara el problema de valores carac 

terísticos; sin embargo enSchlichting, [7] se puede encontrar la solución .al 

problema en el caso de una capa limite; en Lin [8] yChandrasekhar [9] se pU,S. 

de ver algunos otros. tipos de fluj o,, como es el caso de un fluj o pla no de 
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Poiscuille, flujo de Couette. 

En el caso de una capa límite los ~ar5metros de inter~s en la solución de la 

ecuación 2.14 Gon a* • R. Y ci de donde las sciluciones definen relaciones 

entre~stos las cuales se presentan en forma de curvas o tontornos de estabi 

lidad en un plano a* - R corno se muestra en las figuras3.l , 3.2 Y 3.3. 

Es de importancia determinar Rc = Rmin ·cn la curva de estabilidad neutral ya 

que para R < Rc (Reynolds crítico) toda oscilaci6n causada por pert~rbacio 
. . -

'nes tiende a amortig~arse y desaparecer con el tiempo, mientras que para. 

R>Rc hay posibilidad de amplificaci6n. Este límite de estabilidad te6rico 

no corresponde a la transici6n de régimen laminar a turbulento, ?ino que en 

este límite se pueden producir perturbaciones inestables. 

!Il. 4 CARACTERISTICASDE ESTAEILIDAD DE ALGUNOS FLUJOS TIPICOS 

l. Flujo Plano de Poiseuille. 

Flujo paralelo entre dos placas fijas, con gradiente ~e presión. 

u 

El nGmero de Reynolds es: 

donde: 

U R = 

U velocidad máxima 

V=l 

2h 

JI = -.J. 

2h = distancia entre las placas 

V.vis~osidad cinemática 

La .transición de flujo laminar a turbulento ocurre e>:perimcntalmcnte en un 

rango de R qu~ va dc 1000 a 2500 (Davi6sand Whitc, Tillmann); pero laine~t~ 

bilidnd a pequeñas pcrturbaciodes ocurre teóri.ca y er:perimcntalmcnte par;) 
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nGmerosde Reynold~~rriba deS 800. 

2. Flujo Plano de Couette~ 

Producido' por el movimiento de una. de las dos placas paralelas.' 

El número de.Reynolds es: 
'U d 

R=
V 

donde 

u = velocidad máxima 

d. = distancia entre placas. 

Y=j. 

el 

.1'::0 

La transición a 'turbulencia ocurre experimentalmente para números de Reynolds 
.' . . -' ". . . . . . . 

en el rango de 1000 a 2000.(Taylor. Reichardt). Se acepta generalmente que 

no ocurre inestabilidad a pequeaa~ perturb~ciones pero esto no se ha probado 

rigurosamen te .. 

3. Flujo de Hagen - Poiseuille. 

Fluj o .próducido por un gradiente de presiones. eri un tubo circular. 

r:::a. 

r= O u 
\ 
. \ 

El número de Reynolds R U a es: 
\) 

donde: 

U .velocidad . máxima 

a = radio del tubo •. 
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'. Si el flujo se mantiene sin' peiturbaciqnes , puede mantenerse en estado laminar 

experimentaimente para números de Reynolds .mayores de 50,000 (Ekman. Taylor);. 

Por otro lado, si se permite. la existencia de perturbaciones de amplitud' fin! 

ta, la turbulencia puede ocurrir para R menores de 2 000. En esteflujo,así. 

como en el de Couette¡se acepta generalmente que no ocurre inestabilidad con 

. pequeñas perturbaciones; sin embargo. esto' no se ha probado rigurosamente~[lO]. 

4. Flujo entre dos cilindros concéntricos que' rotan. 

En estudio de ~stabilidad de flujos e inicio'ae turbulencia es de grán im-

portancia el fenómeno estudiado por G; I.Taylor en un flujo de Couette entre 

cilindros concéntricos ,debido.a las transiciones que . se presentan en E!ste. 

El flujo de Couette entre cilindros ,concéntricos seoriginá, debido a laróta 

ción de uno de los cilindros, que generalmente,es el interno,· mientras el'ex-

terno permanece en reposo. 

l· 

" 

R 
. w· 1. , t 

R. 
~ 

l' 

1,,_ .......... .... ~ ... L 

'. 

El :número de Reynpldses 

. ,°1 R1 d 
R = 

.. V 

donde: 

Rt ,'R2 so~ las radios del cilin 

'drointernó y externo :tespectivame!!. 

.te. 

0
1 

' rl2 las 'velocidades angulares del cilindro interno y externo . 

d es el claro entre los cilindros 

L denota la (iltura del fluido en. los cilindros.' 

Siendo los parámetros adimensionalesde interé~: 

La relación de los radios n =R' / R . 
1 . 2 
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La relación de aspecto r =' L I d 

número de Reynolds :rn. 
nI R

1 a 
=' 

\> 

número de Taylor T = 2R
2 

(l-n) 1(1 + n) 

El flujo de Couette entre cilindros concéntricos sigue un proceso de transición 

caracteristico,~lcual se presenta de la siguiente man~ra: Cu~ndo el número de 

Reynolds se incrementa hasta alcanzar un valor critico ~c ' un ~oco menor qu~ 100, 

se desarrolla una serie de vórtices toroidales, o celdas de Taylor, ~uy0 eje 
. . '. . . . 

está localizado a 10 largo de la ciréunferencia;dithos vórtices rotan en sentidos 

contrarios alternadamente. En la Fig 3.4 se observan los vórtices de Taylor. 

A la aparición de l~s celdas de Taylor se le, conoce corno primera inestabilidad, 

y las condiciones para "que esta se produzca se obtienen con bastante aproxima~ , 

ción por medio de la teoría própuesia por Taylor "quien usó una hipótesis lineal 

para este ~rop6sito, en la cual considera a los cilindros de longitud infinita 

(L ~ ~) y al movimiento como una perturbación arbitrari~mente periódica del 

flujo circular de Couette. 

Si se continúa incrementando el número de Reynolds hasta alcanzarciérto,~alor Rw. 

el flujo se hace inestable,siendo perturbado el patrón de celdas ,de Taylor 

poi ondas circunferenciales moviéndose con una' velocidad de onda definida'en 

la dirección tangencial"lascuales prodUCen una ondulación de las celdas. A 

esta inestabilidad se le llama segunda y se muestra en la Fig "3.5. Tales 

flujos son denominados ~flujos doblemente periódicos" debido a que la ~struc 

tura celular es periódica en la dirección axial,y las ondas circunferenciales 

son periódicas en la dirección tangencial [11]. 

-Flujos multiplemente éstables~ 

En base a los experimentos realizados'por diferentes investigadores ,se ha 

establecido que para valores del número de Reynolds alrededor de R~ se'pueden 

realiiai fl~jos celulares,con diferente número de celdas para un mismo R 

29, 



y con un aparato de. las mismas dimensiones. [14] .. 

. Goles [11] encontró para la segunda inestabilidad ,que conforme se incrementaba 

muy despacio la velocidad del cilindro o sedism;i..nuía, el patrón de flujo cam-
'. . 

biaba, abruptamente, de un estado a otro al alc,J:i.zar un'a cierta velocidadcríti 

ca. El cambio de estado involucra un cambio en el núm~ro de celdas o en el nú-

mero de ondas circunferenciales,y depende de la manera en que se llevé a cabo 

.el experimento. Dependiendo de la secuencia que se siga al realizar elexperi-

mento es decir de ia historia del experimento,se 'pueden lograr varios estados 

de flujo estable para un mismo R,con diferentes combinaciones de "números de 

ondas circunferenciales y números de celdas,; •. Dichos estados' se produceri' ya 

sea incrementando la velocidad de rotación del cilindro interno,o rlismiriuyen-

dola (Fig 3.6). 

Si se incrementa R hasta valoressuficientementegrandes,s'e observa un estado 

de 'turbulencia d~bil, la cual exhibe aún vestigio~d~ la esiructura celular. 

En la teoría de estabilidad de este tipo de flujos,se considera a los cilindros 

de longitud infinita r = ro. Sin' embargo, actualmente' se cree 'que la incipi-. 

enciade movimiento celular se desprende de los· extremos de los cilindros; por 

lo tanto los estudios más recientes s~ han·enfocado a establecer el efecto que 

.produce el realizar el experimento de Taylor con aparatosdelongiiud finita 

y con diferentes relaciones de aspecto, r = L/d. 

En el caso de la primer:a inestabilidadRc (ll , n Cole [12] mostrÓ experime~ 

talmente,para rangos de relación entre radios den = 0.894 a 0.954 que Rc 
.' . 

. . 
no es sensible a r para· r > 8. En este caso,Rc depe~de'fuertemente de n· 

El flujo de los vórtices de Taylorfu~ calculado por Davey [15] para algunos 

valores den' y para R a Rc~eque~óS. 
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En la segunda inestabilidad Rw (n,f) Cole l12] mostró que,para valores de n 

cercanos a 1, las predicciOlies teóricas' de Rw son real is t as solo' cuando r > 40 

y pueden esperarse diferenc.ias de 15% con la teoría si r <20. 

También encontró que Rw/Rc = 1.24 para n ;: 0.954 Y r ;: 20; dicha relación de 

crece cuando se tienen valores grandes de r. 

El primer trabajo sobre inestabilidad de los vórtices de· Tayldr fue el de Da" 

vey, Di Prima y Stuart en 1968. Ellos derivaron un conjunto de ecuaciones no 

lineales para las amplitudes de las perturbaciones axisimetricGB (a los" vórtices 

o celdas) y noaxisirretricas (a las ondas circunferenciales)' para el flujo bási 

ca de Couette. 

T.B.Benjamin 14 rea1izó una serie de experimentos con el fin de encontrar.·Rw 

en fun'ción de r. Los experimentos consistieron en elevar grádualmen te la ve· 

locidad hasta que las ondas circ~nferenciales aparecian,encontrando el valor 

de" Rt,¡. Después de que las ondas habian alcanzado una amplitud constante, se 

empezó a disminuir 1avelocidad,y cuando las ondas desaparecieron se obtuvo una 

velocidad critica y por tanto un Rtw~ En la mayoría de los casos, se observó 

una histéresis bien definida. En la.fig. 3.7 se muestra una gráfica de r con 

tra Rt.¡. 

La característica más importante de las curvas experimentales de Rw contra r 

es que estas presentan picos muy pronunciados, siendo el máximo Rw alredédor 

de" 15 veces el valor de Rw estimado. sobre unas bases similares e ignorando. 

los efectos de los extremoS de los cilindros. 

Otra propiedad importante es que las ondas, en ciertos rangos de r,perturbaban 

solo una parte del flujo celular; y en el resto no sepercibiáninestabilida 

des. 

Hientrás tales ObSf!fVaciones indican que puede ap.:lrecer una gran variedad de 
. . , . . 

fen6~enos ondulatorios en ~l limite de estabilidad para flujo cclular,y que" 
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. . . . ':..... '. 

este límite es muy sensible a los efectos de los extremoS de los ciÍindros. 

se encontró que .la velocidad angular adimensional de las ondas circunferencia 

les fue mas o menos 1ndependiente de R y dem (número de onda), teniendo un va . 

101' medio 0.32. 

Dicho valor es muy cerc~no al de. 0.37 encontrado por Coles para mediciones. 

realizadas en un aparato con un r. mas grand~. 

CONCLUSIONES .. La teoría de estabilidad ce flujos no se ha desarrollado de 
. . . . 

. . 

una manera completa; esto se dehe a que no se ha entendido el· fenómeno físico. 

En la actualidad se ha dado más impor-tancia al entendimiento del proceso por 

el cual se hace inestable un flujo; con este fin se han llevado a cabo numero. 

sos trabajos de investigación,en los que una técnica muy común es la de visua 

lización. En el capítulo siguiente se revisaran algunos. de los trabajos. más. 

importantes en los que se estudia. la transición del flujo laminar a turbulen 

too 
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IV TRANSICION 

El estudio de la transición de. fluj o 1=tmi:1ar a turbulento ha sido elob

- jeto de interés de numerosas investigaciones, en las que' se pretend~en 

tender el mecanismo por el que se produce la turbulencia •. 

En el presente capítulo se tratarán algunos de los trabajos Sobre la 

transición •. Sin embargo ,debido a que el origen de turbulencia se asocia 

con los flujos cercanos a paredessólid2s, se dará una breve introduc~ 

.ción sobre las c~racterísticas de este tipo de escurrimientos, en part!_ 

'. cular sobre el concepto de capa límite y las leyes de distribución de 

velocidades en ~sia. 

IV.1 TURBULENCIA DE PARED 

La turbulencia de pared se genera en el flujo,debido a la presencia de 

esfuerzos tangenciales producidos por la existentia de una front€rasó

lida. Se puede clasificar en dos grupos: un grupo comprende los. flujos 

alrededor de cuerpos rígidos, el segundo grupo comprende los flujos a 

trav€s de un espacio limit~do por paredes sólidas~ 

Dos casos típicos de estos grupos son: el flujo. sobre una placa'plana y 

el flujo a trav€s de un tubo de secci6n ci~cular constante. La diferen

cia entre estosgrMPJs es que. en el primero, la turbulencia de pared se 

extiende incrementando su espesor a lo largo del cuerpo en la dir.ección 

aguas .abajo, mientras que en el segundo, €sta permanence rest-ringida 

por las paredes. 

Al primer grupo de flujos.seles llama usualmente "flujos de capa iími

tetl ya que los efectos de la' turbulencia se confina en una capa delgada 

.-a 10 largo de la. superficie del 'cuerpo, Esta capa se incrementa en esp~ 

sor en dj,rección aguas abajo; fuera de esta capa se tiene la c.orriente 

libre. 
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Capa Límite 

Los fluidos de mayor importancia para el hombre son el agua y el aire, 

ambos se caracterizan por tener una viscosidad peq~eña.por lo que en, 

el análisis estos se consideran como fluido~ no viscosos lo cual es 

aceptable para algunos usos prácticos. Sin em6argo el flujo de un flui 

do Viscoso (real) ~n una región muy cercana a la pared ~i bastarite di-, 

ferente del de un. fluido ideal,no obstarite que la viscos~dad ~ea tan 

pequeña. 

Prandtl en 1903 introdujo la noción de. capa límite como la de una 'capa 

de fluido delgada adyacente a la superficie sólida en la que son domi

nantés l'os esfuerzos viscosos,y donde se pueden, aplicar formas aproxi-' 

madas de las ecuaciones de movüniento;, fuera de esta capa los efectos' 

de la viscosidad son despreciables yel análisis del flujo es potencial. 

Características de la capa límite 

Considerese un fluido en movimiento en contacto con una frontera 

solida fig 4.1. El esfuerzo tangencial retarda al fluido, ~stablecién

dose una zona llamada capa límite. El flujo en la capa límite es ini

cialmente laminar (capa límite laminar); si el número de Reynolds exc~ 

de un. cierto valor crítico el flujo se torna inestable y puede hacerse 

turbulento aguas abajo. 

Conforme se incrementa la distancia aguas,abajo la accíon retardadora 

de la piaca se extiende hacia afuera de la pared, aumentando el espesor 
, ,. 

de la capa límite. La turbulencia engloba a la capa límite laminar or! 

ginal,e invade la corriente libre mezclando más fluido y formando una 

capa límite más gruesa. Al mismo tiempo aumenta la velocidad media in

mediata a la frontera,resultando un perfil de velocidad más uniforme 

que el producido en una capa .límite laminar,como se puede observar en' 

la fig 4.2 . 
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Espesores de la capa limite 

La velocidad ¿n la capa límite es cero en el punto de contacto con la 

.frontera solida; aproximándose asint6t1camente a la velocidad de la ca 

rriente ·libre. 

Fuera de la capa límite el gradiente de velocidades prácticamente ce

ro por lo que también lo es el esfuerzo cortante y los efectos visco~ . 

sos; el campo de velocidades medias es casi equivalente al de. un flujopE. 

tencial~ Aunque existe una variaci6n suave y c6ntinua de la velocidad 

media, de la pared hacia el interior del flujo ria turbulento, la fronte 

ra instantánea entre los flujos turbtilento y no turbulento es irregular 

cambiando continuamente de manera.que no existe un límite 'bien definido 

del ~spesor de la capa límite; ya que el fluido externo no turbulentó 

en tin instante dado puede ~enetrar bastante dentro de la capa limite y 

a su vez' las turbulencias de la .capa límite pueden extenderse a la re

gi6n externa a ella. 

Si se miden las velocidades instantáneas en la frontera de la ca~a li

mite, seeDcuentran registros de condiciones de turbulencia y no turbu-:-

lencia,de donde r~su1ta.el concepto de intermitencia; siendo el factor 

de intermitencia Y, la relaci6n del tie~po en el que el flujo es turb~

lento y el tiempo en el que no lo es. 

Algunos espesores convencionales de la capa límitE de usó más coman 

son: 

1. Espesor de la capa límite o ,def inido corno la dis:tancia en la que la 

velocjdad alcanza un valor de 99% del de la ve10ciLtdlad de la corriente 

libre U. 

2. Espesor de desplazamiento 6p_ 

El gradiente de velocidad ,en la capa límite causa :ruma "disminución" ~ 

"defecto" de la cantidad de masa que fluye en la :zIDmla adyacente a la 

capa límic:e. 



El espesor de desplazami~nto representa el espesor de una capa de la 

corriente libre cuyo ~orcentaje de flujo de masa es igual a esta defi 

ciencia. 

J 

Por continuidad, este defec~o es equivalente a desplazar las .líneas 

de corriente hacia afuera de la capa límite, a una' distancia finita 

óVdefinida por: 

00 

::: Jo P (Uo - U) dy 

3. Espesor de la Cantidad de Mov1Iniento. La dismínución .del gasto deE. 

tro deo da origen a una reducción de la cantidad de movimiento de. la 

masa que fluye po:- unidad de ti,empo. El espesor de la cantidad de' movi 

miento se define como el espesor d~ una capa de fluido dé la corriente 

libre; para.la.cual la cantidad de movimiento es igual a la reducción 

causada por el perfil de velocidad. Este espesor est~ definido por: 

p 0M L/~ ::: /: p U {L/o - u)dy 

O~I 
00 u 

{1 
. 'u 

::: Jo ti - -)dy 
o Uo 

Dichos espesores se usan generalmente como longitudes características 

en el número de Reynolds. 

IV.2DISTRIBUClON DE VELOCIDAD EN LAS DIFERENTES REGIONES DE LA CAPA LIMITE 

En la capa limite turbulenta se pueden distinguir dos regiones princi-'. 

palmente; una región adyacente a la pared,en la que el flujo está afec 

tado directamente por la condición de frontera. Esta condición se ex

presa por el esfuerzo cortante en la pared, en el casó de una pa-

red ·li sa" Q por la rugbsidad de la pared si 
rugosidad es bastante pronunci2da. A esta región se le denomina como 

'región de la pared ti o región inter.n.3 de la .c<:i.pa límite .Hás allá de 

la pared existe Qtra región 8fect8cla solo indirectamente por los es-
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fuerzos cortantes·de la pared. Esta segunda región es denominada re-
. . 

gión "externa" ,pero. en el, caso de flujo en tubos o canales se refie-

re a ella como región del "núcleo" [1] 

La variación de la velocidadrncdia en la regi6nde l~ pared pude de

terminarse por medio de an¡li~is dimensional de la manera siguiente; 

.La velocidad U depende de 'la distancia Y ala pared~ del esfuerzo~or 

tante promedio en la pared i~, de la de~sidad del fluido P.d~ la ~is~ 

cosidad )1: 

Aplicando el teorema de Buckingham,se infiere que esta ecuación. tiene.' 

que ser equivalente q' una relación eritre dos variables adimencionales. 

Si se introduce la velocidad de fricción 

=/fi. p 

la relación adimensional será 

comunmente expresada como 

. En donde: 

U~ - á (y U:¡ 

U+ = á (y+J 

'U 
, lj+ 

UT 

4.1 

Muy cerca de la pared existe una capa bastante delgada donde el flujo es 

predórninantemen~vlscoso,por 10 que se le llama,subcapa ~iscosa.Enes 

ta.capa la velocidad es u~ U y ~l gradiente de velocidad aU/du es ca 

si consrante,de donde se.$upone·que el esfueriocortante es constarite, 
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expresaqo corno 

lo que púede escribirse corno 

u.+ :;:.y+ 

El rango de transición o "buffer layer" es la capa que se encuentra en 
. . . 

tre la subcapa viscosa y la turbulencia completamente desarrolladá; en 

esta región son de importancia tanto los efectos viscosos corno los 

inerciales,lo que hace difícil encontrar teóricamente una ~xpresió~ 

simple para la ec 4.1. 

La subcapa viscosa y la capa de transición· son muy delgadas comparadas con, 

el espesor local de la capa limite. El conj~nto de estas dos regionesusualmen te 
. . 

conocidas corno región de la pared alcanza aproximadamente un 15% del·· 

espesor de la capa límite .. En la región externa los.efectos viscosos 

dejan de tener importancia. La distribución de velocidades sigue una· 

ley logarítmica derivada de la ecuación: 

T :;: P .e. 2 . dú ·1 dü l· ay .. ay 

la cual depende del modelo. de longitud de mezcla de Prandtl,en donde 

.e. = Ky y T es el esfuerzo cortante en la pared, constante. La ec·ante 

rior se integra,resultando 

1 u.+ ::: K .trI. y.+ + e 

. En donde generalmente K tiene un valor de 0.4 Y e ::: 5.5. 

En la región interna de la.capa límite ,10$ valores empíricos obtenidos 

por Clauser[16] para las constantes K y e son: K ::: 0.41 y e = 4:9,10s 

cuales· son válidos para aproximadamente yf O ::: 0.15 • 

.. En la fig 4.3 se presentan las diferentes leyes de distribución. de ve 
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loeidades para cada. región de. la capa lím:(.te. 

IV.3 TRANSICION EN LA CAPA LIMITE 

Transici6n en una ~a~a límite~obre una placa. 

De los estudios· realizados teórica y experimentalmente sobre la tran-. 

sición de una capa límite laminar; particularmente de aquellos reali'

zádos en la región de la subcapa laminar y la capa de.transición 

(buffer layer) eri una capa límite turbulenta completamentedesarroIl~ 

da, se ha llegado a la conclusión de que existe una gran similittid en 

muchos aspectos. entre el mecanismo que prodU(:~e la transición y la ge

neración de turbulencia en flujos cercanos a una pared. 

En el estudio de latransicióri destacan los trabajos realizados por 

Schubauer [i 7. 20], S¿hubauer y.Klebanoff [8] Y e 1 de Klebanoff. 

Tidstrom y Sargent [19]. 

En el trábajo de S¿hubauer [17]· el primer pasofué una éxploración de. 
. . . 

. la región de transición,~ratando de encontrar el punto en el cual el 

flujo cambiaba· de laminar a turbulento. La· investigación se realizó·· en 

un túnel de viento,usando una placade.aluminiode 30 cm de largó. 

Para. registrar velocidades, se usó la técnica de anemómetro de hilo ca 

liénte~ 

Los res.ultados mas importantes en esté trabajo son: ··No. se observó un 

punto de transición sino una ,zona de transición en la que aparecen el 

flujo 1a~inar y el turbulento alternativamente. Los registros ~e las 

. fluctuaciones de velocidad de la región de transición se identifican 

.con los obtenidos por el paso.de unamanchn (spot).de turbulencia. En· 

la fig 4.4 se presentan los registros para la zona de transicióri y p~. 

ra un spot. 

De lo anterior se desprende que la turbulenciainicialm~nte aparece 

como mancll~s de turbulencia en crecimiento. El origen de las inanchas 

de turbulen¿ia se relacionó con la amplificación de ondas. 
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Con opjeto deexaminal:" él proceso de am~lif:j.cación de las ondas y su 

rompimiento en turbulencia,Schribauer y Skramstad desarrollaron la t~c 

nica de "la ba~da vibrante" por medio. de la cual se genel:"an ondas de 

frecue~cia y longitud controlada~. 

La t~cni~a consiste en hacerpasai unacorl:"ienteel~ctrica a trav~s 

de una banda metálic'a colocada .muy cerca de la pared y formar un cam

po magnético por medio de electroimanes en el lado opuesto de la pa-. 

red~ Alternando la corriente en la banda,se consigue que vibre. El di 

seño se muestra en la fig 4.5 • 

Schubauer[20] y KlebanoffyTidstrom [i9] observaronqu~ las pertur-
. . 

baciones introducidai (ondas ~e Ioilmieri-Schlichting) no pel:"manecian 
. .. 

bidimensionales.sino que mostraban variaciones en la dirección trans-

versal. en donde la intensidad·de la componente . de la velocidad mos 

tró una variación' casi periódica en la intensidad ,como se puede ver 

en ·la fig 4.6; en· la cual se observan los picos y valles de las ondas. 

ocupando posiciones fijas formando avenidas de alta y baja intensidad. 

El rompimiento de las ondas ocurrió solamente en los picos de ~stas· 

como 'se aprecia en el oscilograma de la fig 4.6 • 

Klebanoff [19] rnodifl.có la técnica de la banda vibrante tratando de 

controlar la variación de la amplitud de onda de la~eiturbación en 

la dirección transversal; para esto pegó cinta de papel c~lofán en la 

pared bajo la banda vibrante. dejando 'huecoscon un espaciamiento 

igual al tramo de cinta pegado. 

De los trabajos analizados, se deduce que· existe una evolucióñ progr~ 

si.va de eventos,por medio de la.cual las ondas bidimensionales de 

Tollmien-Schlichting se desarrollan formando turbulencia. Dicha evolu 

ción comprende tres estados dedesarrollb: tin primer estado que es gE. 

bernado par las teorías de estabilidad lineal de las ondasbidimensiG 

nales. un segundo es~ado en el que .se observan fuertes efectos tridi

mensionales y un tercer estado en donde aparecen las ~anchas turbulen 

taso 
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En la fig 4.7 se.observa la intensidad de las' fluctuaciones para pi

cos y valles, donde los puntos A, B, e y V denotan las diferentes po

Sicione.s aguas abajo en las que se hicieron mediciones~ iü punto A de 

estafigu~acorresponde al punto hast~ donde finaliza el primer esta

do y ~l punto V corresponde al rompimiento. Es evidente que la varia

ción transversaL así como el (lesarrollo de la ond8 .. depende,marcadame..!:: 

te de la distancia a la pared. 

De este trabajo se concluye que: 

a) Existe tridimensionalidaden las ondas por la diferencia en 

intenéidad entre picos y valles 

b) Las diferencias de intensidad entre picos y valles se incrementan 

al transcurrir el tiempo.conforme se acerca el rompimiento de. 

las ondas 

e) El desarrollo de la onda depende marcadamente de la distancia 

a< la pared 

d) Del estudio de perfiles de velocidad, principalmente de la distri

bución de la componente transversal de la velocidad media ~, obt~ 

~ida a una distancia de la pared a 0.11 6, comparadas con l~s ob

tenidas a una distancia O • 31 6. se nota que a los lados de un pi

co se exhibe un máximo cuando lj .:= 0.3 ó, mientras 'que !ln mínimo 

para lj = 0.11 6 (ver fig 4:&). 

De lo anterior se concluye que la tridimensionalidad se debe a vbrti

ces longitudinales rotando en sentido horario por un lado del pico y 

en sentido antihorario por otro lado. 

El proceso de colapso o rompimiento se caracteriza por intensas fluc

tuaciones en la dirección de la velocidad más baja que ocurra para ca 

da ciclo de la onda primaria. y la amplitud de estas fluctuaciones al 

canza·a ser del orden de 40% de la velocidad de la corriente libre. 

'. El rompimiento de .1as ondas tridimensionales en turbulencia resulta 

como consecuencia de una inestabilidau; dicha inestabilidud involucra 

la generación ele vórtices en forma ele horquilla'y es similar a 'la 
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inestabilidad inflexional (d:f,cha inestabilidad .y ocurre cuando se. tiene un 

punto ,de inflexión en el perfil de ~elocid~d~s). 

-- Transición en la· capa límite de un cohete 

Knapp [21] realizó un e.studio de la transici6n en la capa límite que se 

produce en. un cohete cilíndrico~ El estudio de Knapp comprende.dos casos 

estos son: 

La traIlsición natural para un flujo sin gradiente de presión y la transición 

en un flujo con un gradiente de presión. 

a) El proceso de transición natural.sin gradiente de presiones es de la si-

guiente manera: 

. Existe una región Rl donde se forma un corijuntode ondas bidimensionales 

de Tollmien-Schlichting; un poco. más abajo. una región R2 donde las ondas 

se ondulan haciendóse tridimensionales.· 
. . . 

La región R3 corresponde a "la formación de vórtices· en forma de punta de 

flecha. 

En la región R4 los vórtices se rompen en·turbulencia, después de este ro!!! 

pimiento se inicia de nUevo el·· ciclo de manera que "la regiÓn R
1
-,4 corresp02.· 

derá de nuevo a una zona de flujo laminar. 

En laFig 4.9 se observan las zonas citadas en el.párrafo anterior. 

Se puede decir que la transición está compuesta por una serie de eventos 

que ocurteIl periódicamente~A la ocurrencia de este ciclo se le llama 

frecuencia de intermitencia. en donde la intermitencia implica que las re-

giones .definidas no·son fijas· en el cilindro. 

b) La transición natural en un gradiente de presión adverso. 

En este caso las regiones aparecieron más arriba en el cilindro. y el fénó 

meno fue exagerado, así que todas las ~egiones fueron vÍ!;dblesmás claramen 

te. 
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El procéso de ,transición fue similar al'observado sin grad.iente de presi6n~ 

, ' , 

excepto que:, a) léi formación y ¡ompimiento de las ondas ocurrió con mayor 

frecuencia,de manera que parecía un proceso continuo b) la forma de las, 

vórtices en punta de flecha de la región R
3

fue diferente. Debido a que 

existe un gradiente de presión ,los vórtices en punta de flecha no estárll, su-

jetos a fuerzas, cortantes como las que se tienen en un flujo sin gradie.nte 

de presión; por ,lo tanto ahora estos aparecen'con la punta redondeada" la 
, , 

cual ,se separa formando un vórtice anular cuando ocurre el rompimiento., 

En la Fig 4.10, se observa el proceso detransicióÍlpara un fluj o con 'un gr,! 

diente de presiÓn adverso. 

Debido a' que la, vorticidadse intensifica particularmente en las estrui,tu-

ras de punta redondeaaa; las compone.ntes de la velocidad u
l 

y u
2 

se incre

mentan en la región cercana a la punta. resultando una deformación del perfil 

de velocidades en la capa límite,y consecuentemente un iritenso cOrtante:. 

La deformación del perfil de velocidades, puede verse en la Fig' 4 .U, la cual 

muestra algunas fotografías 'obtenidas por Rama y Nutant en una capalii:nite 

producida en un flujo de agua, en donde se us6una técnica .de visualización 

de burbujas de hidrógeno' (esta técnica se explicará con más deta.lleeilel 
, ,'. 

capítulo VI). En estas fotografías cada curva Útdica la posición de las:burbu 

, jas generadas al, mismo tiempo por el alamb~e que las prodllce~ 

En la Fig 4.11 se observa que las distríbuciones.de velocidad muestran fuer 

tes caP.1bios; dichos cambios se asocian a capas cottanteslas ,cuales son alta 

mente inestables,de donde se deduce el rompimiento de las estructuras varti-

cosas enrnanchasde'turbulencia. 

El concepto de manchas de tubulencia originadas aleatoriamente en una capa 

límite en transición se debe, a Emmons (1951) . El observó que uria pertnrba.., 
, . 

ciónse desarrolla tanto en el sentido de, la corriente como en el sentida 



, transversal. dando origen a una mancha ,de turbulencia. ' 
, '. '. . 

Emmons., de acuerdo a 'sus' observaciones. concluyó 'que las manchas generadas 

'alea.toriamente crecen uniformemente,actuando independiente una de otra con-

forme son arrastradas aguas abajo, continuando un rompimiento de la,capa 

límite en turbulencia. 

Elder [22] investigó las condiciones requeridas para el rompimiento,turbu 

',lento y el grado de interacción entre manchas turbuientas adyacentes, indi 

cando que el rompimiento depende de las condiciones locales. siendo ::esencia1:: 

mente ~ndeperidiente delnGmero de Reynolds y del es~esordela capalímfte. 

y que el nGmero de Reynolds es solo un indicador de la amplificación de di~ 

turbios naturales más que un criterio para la existencia de 'tuibulencia. 

El observó la interacción ,entre dos manchas de turbulencia 'generadas arti-

ficialmente ,las cuales se desplazabari una junto a la otra encontrando que , 

no había un crecimiento notable de una,de las manchas debido a la presencia 

de la otra; lo cual fue un descubrimiento, muy significante en vista de que 

, se sugiere que los rompimientos~ o bursts, en una capa límite turbulenta 

son análogos a las manchas de turbulencia (affen & Kline [23]) • 

La forma de las manchas deturbulencia,así, como 'su velocidad de propagación 
" ' 

aguas abajo de la corriente .libre;fueron determinadas por Schubauery Klebarioff 

(Fig 4.12). El hecho de que la forma de las manchas de 'turbulencia parece 

ser similar universalmente, indic.a la existencia de un alto grado de orden 

en las mismas. 

- Transición en un tubo. 

Sobre el proceso de transición en tubos son de interés los experimentos 

llamados a cabo por Lindgren, [24] Y los de Wygnanski' y- 'Champagne [25].' 

, Lindgren usó en sus experiníentosdos 'tubos rectos transparentes, con diámetro 
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interior de 6mm y 23.7 nun respectivamente. En el caso del- tubo pequeño ~ para 

perturbar el flujo usó un pequeño discq perpendicular al eje del tubo, colocado 

-
a una distancia variable desde. la entrada. Para el otro tubo, usaba un.a entra-

da con una rendija que variaba de tamaño. Usó como fluido agua, adicionando. 

bentonita de 0.1 a 1 por ciento. 
. - . . 

Lindgren incrementó gradualmente el Red 
v d 

(Red - v ) observando l6s siguien-

tes fenómenos: Cuando Red <200. cualquier perturbación inicial fue amorti

-guada en .lasección de entrada •. Para Red'> 200 las perturbaciones inici~les 

se désarrollaron en.manchas turbulentas'llamadas slugs sobre una· distancia de 
.' . '. 

20 a .70 d. Dicho~ slugs mostraron tener ~itas frecuencias y fl~ctuaciones ~e 

fuerte intensidad. Cuando R d"'~ (R d) "t: = 2000. despu€sde 100 a 130 ~ .. de· . . ~ e cr1 '.. 

distancia aguas abajo los slugsdesaparecieron debido i un amor~iguamieritd. 

Cuando Red > '(Red) crit el tiempo de vida d.e los slugs se incrementó. Estos 

se hicieron cada-véz más estables~ al mismo tiempo la ocurrencia.y·con ello 

~a intermitencia,se incrementó. 

Cuando R d > R d . t = 2400 . los slugscrecieron en longítud y, al propaga!. 
e. e ·cr1 

se aguas abajo,se superpusieron unos a otros de manera que prácticamente no. 

se observó intermitencia. 

Lindgren distinguió un límite inferior y otro superior del número de Reyno1ds 

~rítico. sugiriendo.que la transición no esunfenómenó abrupto,y por lo tanto 

2000 ..:: (R d) 't < 2400. Esto es válido también en el caso de transición en . e cr1 

una capa límite, en donde la transición a turbulencia tiene lugar en una cier 

ta distancia en la cual el número de Reyno1ds uMv se incrementa • 

Cuando Red:> 2400. los slugs incrementan su longitud tomando una forma de He-.· 

cha:, con una velocidad de propagación del frente más altáque la velocidad 

de la parte posterior de estos. 
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De las observaciones de esta investigación se ac.lara delfehómeno de los slugs: 

La turbulencia se ~ener~ en la pafed. Esta esmoyida po~ cQnvección con una 

velocidad mucho mayor a la media local. Al mi~mo ti~mpo ocurr~ un tr~nsporte 

de turbulencia al centro del tubo, mientras qu~ hay un decai~iento de los 

vórtices p~que~Qs. Probablemente debido a las fluctuaciones de presión de 

la turbulencia generada initialmente en la entrada,las perturbaciones son 

inducidas a la pared en la parte delantera del ~lug. Dentro del slug, la dis 

tribución de velocidad media es consistente con la de un flujo completamente 

desarrollado. ·En el extremo posterior dél ~lug, se introduce flujo tufbule~ 

to mientras que en el frente de éste el flujo turbulento se hace laminar nl1~ 

vamente,lo que hace pensar en la posibilidad de retransición a flujo laminar 

o r.elaminarización. 

En la Fig. 4.13 se 'muestr~ un esquema con las características enunciadas'an 

teriormen te .. ' 

Los slugs generados por el crecimiento de .pequeñaspefturbaciones en la capa 

límite laminar fueron estudiados por Wygnanski y Champagne. Ellos usaron 

un tubo de aluminio de 33mmde diámetro y unalongítUd de 500 diámetros. 

En este trabajo se diferenciaron do~ fenómenos que aparecen dependieridodel 

g~ado de perturbación a la entrada; el fenómeno que ocurría cuando se tenían 

perturbaciones ~randes a la entrada se asoció al visto por Lindgren y en este 

trabajo se le denominapuffs y se le' .'. relaciona con un .proceso de relaminari 

zación, mientras que el segundo fenórneno,que se presenta es la ~ransición 

debida a la inestabilidad de la capa límite a p~que~as pefturbaciones, denb 

minado ~lug se .present~ para Red > 2700 

En la Fig. 4.14 se muestra una gráfica,en donde se observa .los rangos de R 

y el grado de p'erturbaciónnecesario .para que se presenten dichos fenómenos. 

Algunas de la~,' observaciones más importantes en es te trabaj o son: 
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La longitud de l<;ls s1.ugs varía óe uno a <;ltr9para un mismo R,. siendo su loE. 

gitud comparable con la lo~gitud del tubo. La'turbulencia en el interior 

del slug fu~ simil~r a laque ocurre en un fluiocompl~tament~desarrollado. 

Cerca de las intercaras laminar~turbulento.turbulento-laminar, los perfiles 

de velocidad mostraron inflexiones. 

Se puede comparar,el fenómeno de los slugs con el de las manchas, de turbulen 

cia en una capa límite laminar,o spots. 

Las similitudes entre estos son: los slugs y ~os spots sonde forma alargada 
- . '. . . - '. . 

en la dirección de la corriente,en forma de punta de flecha. 'Los frentes po~ 

teriores de ambos se mueven con una velocidad menor 'que'la velocidad con que 

se propagan los frentes delanteros para un' Red = 3600 se tiene, una reláción 

U
T 

/ Üx max:1a,=0.5y UL I Ü
x 

máx ='0.88 donde U
T 

es la velocidad de frente 

posterior del slug mientras que U
L 

es la velocidad del frente dEü slug, y , 

u máx velocidad x ,media máxima en la dirección x. Para una mancha turbulenta 

o spot ce~cano. a una pared se tiene U ' I U = 0.5 Y UL / U ' " dondé U es, 
T , o o o 

la velocidad de la corrientelibre.En un slug y en un spot se producen corrien 

tes secundarias similares. debido a que se requiere una redistribución de flui 

do durante el paso de estado laminar a, turbulento. 

Sin embargo, los spots se diferenc,ian de los slugs en que estos crecen en 

espesor dentro de la capa límite,y por lo tanto la veloci4ad.media del spot 

no permanece constante, mientras que en el caso de los slugs,como'están li-

mitados por las fronteras,estos tienen una velocidad media constante. 

CONCLUSIONES: 

, En la revisión de los, trabajos anteriores sobre la transición ,se ha observado 

en todos ellos que ~a transición do es un cambio brusco de un estado de flujo, 

a otro. siúo UD:, proceso en el que ondas bidimensionales producidas por pequ~ 

~as perturbaciones en el flujo se amplifican ha¿iendóse tridimensionales,y 

, , 

rompiendo finalmente en turbulencia,la cualihicialmcnte sé~resenta en forma 
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de manchas aisladas. 

En el capítulo VI se tratar5n los. mecanismos propuestos por algunos invest! 

gadores para la producci6nde turbulencia,lo ~ual esta ~uy relacionado con" 

io e~puesto en este capítulo. 

". 
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ReglSlro l¡pICO en la reglon de Iransicion 

, ~~~------------~-~'" - -
Registro tipico del .Poso de uno mo~cho turbulento' 

Fig 4.A Ocilogromo de 105 fluctuaciones de velocidad -u Iip,co de lo region 

de transiciÓn en vno placo plano y del poso de uno mancho turbulen.to. 

Fis. ".5' Ins1o.locídn utilizod'o poro producir ondas en lo copa, limite sobre 

una.ploco con lo leCntCO de lo banda vibront" . los dimensiones e$lOn en put' 

godos. 
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F; 9 4.9 Proceso' de trnnsici6n en uno copo limite alrededor de un 
cilindro en formo de cohete. 

F'9 .4. 10 Pro¿e~o de tronsición en uno copo límite 01 rededor de un cilindro en forma 

de cohete cuundo se tiene un gradiente de presión udverso. 
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'. . 
·V. TEORIA ESTADISTICA DE LA TURBULENCIA 

V. l' INTRODUCCION 

La teoría estadistic~ considera comocarac~erística fundamental de laturbu' 

len~ia l~ nocion de qúe las.variable~qtiedefinen al flujo .(velocidad y pr~ 

sion) várían aleatoriamente con respecto .:11 espacio y al tiempo. 

El concepto de aleatoriedad se puede .entenderde la siguiente manera: Si se 

tienen los registros de las. velocidades Íilstantaneas en un punto dado para 

una serie de experimentos realizados en .condiciones identicas, .los detalles 
. . ", . 

de estas corridas.serin ~uy ~iferentes. Pero las propiedades de probabili-

dad serin lás mismas de·lln registro a otro. El comportamiento de una vari.§!. 

ble aleatoria u' puede describirse "mediante una funcion de densidad depr~ 

babilidades f{u'), La funcion de probabilidad normal o gaussiana es comun

mente asociada a la turbulencia, ya que del teorema del límite central se 

establece que la suma de un gran número de pro:::esos independientes es gau-. 

ssiana;esto es: 

f(u') = 
al 2 1T 

donde: la media es 

~ = u 

y la . vaciancia 
2 *2 

·a=u' =u 

Las fluctuaciones de dos componentes de la velocidad en un mismo punto, diga-

mos u'lyu'2,en.general tendrán valores diferentes para un mismo tiempo: Se. 

susieré que estas fluctuaciones de velocidad puedan estar relacionadas en-
.. , 

tre sí; una manera .de medir su relacion es el coeficiente decorrelacion Rl' 2' 
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u' . 1 

u* 
1 

u' 
2 

u* 
2 

Una distribución de probabilidad puede describirse cuando se conocen ~us mo-

mentos. En el caso de 'una distribución Gaussiana el. p'rimer momento es lame 

· ~dia.\.l = ;t y el segundo momento es la variancia 0
2

' Para dos fluctua-

· ciones de velocidad en un mismo punto ,el momento que se obtiene. eslacova-

ri2.nza de la distr;ibución, momento conO.cido como esfuerzos de Reynolds y que 

en teoría estadística. indica el grado de correlación entre ui. Y, u2. En la 

· teoria estadística dichas correlaciones se. usan con el fin, de conocer la con 
. . 

figuración espacial o estructura del flujo.' 

si se considera a la turbulencia como una gran cantidad de remolinos super-

puestos al flujo medio, se sugiere que componentes de velocidad medidas en 

dos puntos al mismo tiempo estarán relacionados si corresp8ndcn al mismo re-

molino. Por ej emp10 18 velocidad (u) A en la. dirección 1 en el punto A es

tará correlacionada con la velocidad (u
b
) . (Fig. 5.2) si el punto A Y B co-. B . 

rresponde ,al mismo remolino ;s1 existe correlación entre' ,(u )A Y (u
b

) para 
, a. B 

distancias pequeñas, .significa que los remolinos son pequeños; de'esta mane-

r~ la correlación de las flu¿tuaciones de velocidad en dos puntos estarela-

cionada al tamañd de los remolinos y ~or tanto a la estructura de la turbu-

·lencia. 

En el estudio estadístico de la turbulencia,es comGn trabajar con promedios; 

la razón es que generalmente no es de 'interés conocer en detalle el comport~ 

~ie~to de las cOmponentes de velocidad y depresión. En la mayoría de los 

C<1sos,solo se requieren estadís~icas tales como porcentajes medios de trans-

ferencia de masa y de cantidad~e movimiento. ' 
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En gener:al,los promedios de las cantidades fluctuantes se toman con respec-
. . " 

to a un tiempo prümedio, idea que tiene sentido si se escoge un tiempo pro-

medio suficientement~ grande de manera que las caniidades fluctuantes sean 

estadísticamente estacionarias, es decir que sus valorEo s medios sean indepe~ 

dientes del tiempo. 

Para las correlaciones en dos puntos,se asume que las velocidades en las se 

ries de experi¡;¡entos,son ergódicas Por ergódicas se quiere decir que,en una· 

serie de experimentos,las velocidades en ·puntosparticulares seran diferen 

tes de un experimento a otro para un mismo tiempo de iniciado el experimen-:-. 

to y para las· mismas condiciones iniciales y de frontera; pero los valores 

de las ~elocidades,promedio tenderin a converger en toda la serie de experi-

mentos. 

En la teoría estadística usualmente y por razones de simplicidad se supone 

una turbulencia homog~nea e isotr6pica con res~ecto a: un sistema coordenado, 

movieÍldose con la veloCidad media del flujo. 

'Se entiende per turbulencia homog~n:eaaquella en la que'los parimétros esta-
. ' . . 

dísticos que definen al flujo no varían con la traslación de i~s ejes. Esto 

significa que los parimetros est~dístic6s50n los mismos para todos los pun-

tos en el campo de flujo. y cualquier gradiente de velocidad media diferen-

te de cero debe ser uniforme a través de él. 

La turbulenci~ lsotrópica se presenta cuandolós parime~ros estadísticos del' 

flujo no tienen direcciones preferenciales y son invariantes a ~U:alquierro-, 

tación o reflexión de los ejes. Eig. 5.1. 

Los ~rádientes de v~locidad media deben ser cero en cualquier parté. Es es-

te tipo de turbulencia es el m5s si~plpya que. paradescr{bir las caracterís 
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A 

c. A 

c 

Fig. 5.1 Definición de a) Rotación; b) Reflexión eri un plano. 

ticasdel·f1ujo es necesario un número mínimo· de parámetros y de relaciones. 

En los estudios experimentales ésta se genera. en un· túnel de vientofusanc\o. 
. . 

.. una rej iIla a través de la cual pasa el fluj o de airé antzs de llegar a la. 

secci6n de trabajo del túnel, 

La turbulencia isotr6pica ~s un tipo hipot¡ticci. ir~ecl/que simplifica los 
. . 

problemas de manera que puedan analizársematemáticámente ycómprobarse exp~ 

rimentalmentt:', 

En la teoría estadística ,comunmente el comportamiento de la turbtlléncia se 

describe con la ayuda de correlaciones entre. las fluctuaciones de velocidad 

y presión de] campo de flujo. Las relaciones correlaciones se de-

ducena partir de la condici6n de isotropía, de las eco de continuidad y de 

las ecuaci·onesde Navier - Stokes ~como se ver.'i a· continuación. 
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.v. 2 Correlaciones en Turbulencia· y Ecuación de Karman ~ Howarth 

Si se consideran las currelacionesde dos. componentes de la velocidad en 

dos puntos, para c~mpos de flujo casi permanentes en los que el patrón de 

flujo promedie no cambia con el tiempo, la correlación,QAB es una func'i6n de 

la localizació~de los puntos A yB Y. de las direcciones a y b de las fluc~ 

. tuaciones. 

Fig 5.2 Definicion de los velocidades Ua y ub ,. 

La correlación u
a 

u
b e e + u' u' 

albl a b 

Si la velocidad media 

del flujo es "i:i'lparalela· 

a 01 las componentes de· 

la velocidad son: 

u = u e + u' a 1 ala. 
y ub= u l eb1+ u'b 

Todos los valores medios de u' son cero. Solo se considera el seguridot~rmi 

. no con relación ala turbulencia: 

QAB = = ¡j' . u' 
a b 

Esta correlación es un tensor de segündo orden y puede describirse en t€rmi-

nos dé nueve córrelaciones parcialei (u' ')A (u' ')I'-
.. .' l. . J ~ 
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si el flujo es isotropico. la interpretación se simplifica de la sig~ manera: 

Usanrio-la definición de isotropía. 

(Q .. )AB = (u'.), (U")B 
1) . 1 1-\ ). 

o para i+!j 

quedando tres correlaciones 

Las dos últimas correlaciones sOn iguales, porque el sistema cooordenado es 
. ." 

invariante a la: rotación del campo de referencia alrededor del eje 01. Por 

lo tanto QAB es determinado por dos correlacion~s, de velocidad longitudinal 

f y lateral g. 

En caso en el que A y B coinciden y si la turbulencia es isotrópica 

u' 
1 

-:2 = u' 2 

2 
(Q ) = u' . :::: ., A 1 1] 

Escribiendo resulta: 

*2 = 
,2 ... ,2 

:::: 
,2 

(Q .. ) A = u*2 Ó u· u1 
u

2 
. u

3 1J ij 

En lugar de usar correlaciones directamente es comGn usar loi coeticientesde 

correlación f Y g definidos a continuación: 

(u' ) 
-+ r A 

A r 

(u' ) 
r B 

-+ 

B 
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, (u' ) , (u' ) 
f(r) = rA') rB 

'u*-

(u') (u') , 
'n A n B g (r) = ----'-'----,,----"'---

u*2 

. ' '. , 
, .. . 

, ' 

donde el subíndice r irtdica la direcció~de la componente y n una direccióri 

normal a ésta. 

Entonces el tensor de correlación (Q .. )A'B puede expresarse por medio de los 
1J . " 

coeficientes de correla'ción de la manera siguiente: 

, 2' " ,r.,r" 2, 
(Q. ')AB= u* [f (r) - g(r)] 1 / + u* g(r) o .. 
, 1J ' r 1J 

, (5.1) 

donde r., r. son las componentes de r. 
1 J 

De la ecuación 5.1, después de algunas manipulaciones algebraicas seobtie-

ne una ecuación que, relaciona a f y g: 

g(r) f(r) 4- f a 
dr 

f (r) (5.2) 

Esta ecuación fue desarrollada por Von Karman y Howarth, quienes mostraron su 

similitud con el tensor ,de esfuerzos. 

'En la fig. 5.3 se muestra la forma de las correlaciones dobles para turbulen 

cia isotrópica, donde g negativo representa un flujo invertido. 

La eco 5.2 se usa para eliminar ,~(r) ~e la eco 5. 1, resultando_ 

(Q) u*2'{' 1 
, ij AB= - 2r 

Si i = j entonces, 

ar f(r) r
1
, rJ.+(f(r)+!'z -ª-(f(r»O .. } 

dr1J 

,. ? a', *2 a" 3' 
(Q . .lAB = ú"'-(3f(r) + r -,;;-(r»)= u2 ,'''r- [r f(r)] 1J ' Qr " o 

r 

55 

(5.3) , 

(5.4) 



Si A Y B coinciden r = 0, "f(r) l' 

, ' 2 
(Q ) = 3u* = 2x ~hergíacih€tica de la turbulencia por u,ni ij A ' ' 

dad de masa. 

En los ,fluidos reaies.10s esfuerzos,viscQsQs ¿-n el movimiento turbulento'ha-

cen, que se disipe la energía cinética del movimiento en calor. Si no exis-

tén efectos externos que sup~an continuamente la energía para mantener ,la 

turbulencia. ésta decaerá en el transcurso del tiempo. 

. ~ . 

Es interesante investigar co~o cambia el patrón de flujo y las relaciones,de 

las velocidades con el tiempo durante ,el decaimie-::1to. Se considerará el cam 

bio de (Q. ')AB' con el t'iempÓ; para esto se usan las ec.de Navier - Stokes 
1J " 

,a a 'a 
( U ') (u' \ (u ') (u I ) '(u'.) + (') (u 'k")B ( I ) 'át" j A /13 - ark , i A, kA J B ark U i A u j B 

a a 'a2 
= a r . P,A (u I J' ) B - a r . PE (u I l' ) A + 2\l ( ') (') 

~ ~u, 'A u . B' 
, 1 J or

k 
or

k 
1" J ' 

(5~5) 

En esta ecuación (u' ,) (u' ')B = (Q. ')AB; además aparecen otras correlacio-
1 J, , 1J' 

nes! 

(K ,) AB 
, P,J 

P(u' ) , 
Aj B y (K. )AB 1,p 

P (u I ), :, 

B i A 

. ...",.. . . ' " . ~. ',' ,. ' . . . .' . 

,El subíndice p en las correlaciones K identifita1ascorre1a~iones de pre-

si6n -,velocidad.' 
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3 
Las correlaciones S son tensores con,3 componentes de lacond1ción de 1so 

tropía: 

(K . ) AB' :::, (!(. • ) AB = O 
Pd 1.P 

y'(u")A (u'l-)n-(u")B'; 
1 .<., ) 

El tensor S es determinado por tres funciones escalares, representadas en la 

Hg. 5.4 

" K(r) 

, ' 2 
,(u') (u') 

r A r B 

q(r) 

, 2: ' , ' 
(u ,\ (u )B 

h ( r ) ::: _-.;n"'----:::----=r=--.:-, 
3 , tr.* 

además las funciones K. q Y h están relacionadas unas con otras por la eco 

de continuidad. , Por lo tanto, el tensor' (Sik' " ')AB pueie' expresarse como furi-
-,) , 

ciónde h solamente. 

Como se vió anteriormente, (Q. ')AB,puede escribirse em térmii:lo~ de f (1:-), Y 
. 1) 

(S, ')AB puede escribirse en términos de h(r). y co.m;:i;derando las simplíH-
, l.k • J , 

caciones por isotropia. la ecuación 5.1 se, transforma en la ecuación de Kar-

man-Howarth [26]. 

,_~_ (u* f) + 2(u*3) (~h + !!.h) 
:;It ' r r, 

::: 2vu*2(~2; + 4~!) 
r r 

(5.6) 

Esta ecu:¡ción contiene dos variables independientes ih y f. Y no se, puede re-

sol\'¿>rp:n:.:1 f(r) y por lo tanto ,tampoco para (Qi')Alf' 
, J,. 
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El problema que se presenta es _,~l mismo que para las' ecuaciones de Reynolds: 

existen másincognitas que ecuaciones,por'lo que esta teoría no permite una 

solución a las ecuaciones. 

Es 'posible derivar de las ecuaciones de movimiento una ecuación: que describa 

el comportamiento de h(r), pero tal ecuación contiene, correlaciones de velo-

cidad de cuarto orden, las 'cuales constituirári una función desconocida. Di-

cho procedimiento puede continuarse y obtener un 'número infinito de ecuacio-

nes siempre menor que el número de incognitas.' 

Una dificultad adicional es que a.l aumentar el orden, de las correlaciones se 

requiere definitescalares, incrementándose el número de términos indefinida 

mente. 

Por otro lado,es de esperarse que las ,correlaciones de alto orden contribu-' 
. .. , 

.yan poco ala descripción del comportamiento estadístico de la turbulencia. 

Batchelor [1] indicó que es ,posible hacer una descripción con suficiente gr~ 

do de aproximación,cónsiderando ui número finito decorrelacionei de ~eloci-

dad y un número igual de ecuaciQnes dinámicas. haciendo alguna suposición p~, 

ra determinar la correlación del orden próximo superior. 

En un estudio de la presión turbulenta en el fluj o de un ca'nal bidimensional, 

Chou mostró que la divergencia de, la correlación cuarta de velocidad era p~ 

queñacomparada con la correlación triple entre la fluctuación del gradiente 

depresión y la fluctuación de la velocidad, de donde hi~o la suposición de" 

que la correlación cuarta puede'despreciarse en este caso [1]. 

, , 

En general la' teoría estadística de' la turbulencia no permite una solución 

al problema~ solo ayuda a un~entendimiento de su estructura. 
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v 3. Espectro de la Turbulencia 
. ..... .' '. '. . .. ' . . .. ". . .' .. : .... 

. ,.." 

Se puede pensar en 'la turbuhinci<! como una superposicji,Ónde movimientos periód.!. 

cos cada vez más pequeños. asociando la' periodicidad • .de las fluctuaciones de. 

velocidad alosmovinüentos de los remolinos y a su rnic;gnitud en el campo de 

flujo. 

Si la turbulencia es completamente. desarrollada. estar.a compuesta de remo1i-

nos' de diferentes tamaños~ estos poseer:. una cierta en'ergía cinética] determi~ 

nada por la intensidad de las fluctuaciones de veloc:ñ.dad para su frecuencia . 

correspondiente.' 

La distribución de la energía cinética en las difei~tes frecuencias o espe~ 

tro de energía es muy importante,debido a que como s.edijo anteriormente,ca-. 

da fluctuación se asocia a un remolino dependiendQ die la frecuencia con que 

ocurra; entonces, el espectro de energía refleja el estado de la turbulencia 

en un lugar particular y en un' tiempo dado. ·Por otro lado también es útil 

para conocer cómo es que ésta evoluciona al 'transcurrir'el tiempo. 

En esta secc~ón se verá inicialmente como está re1ac'ionado el espectro con 

la transformada de Fourier. Se pasará después a ver el espectrounidimensi~ 

nal,continuando con el tridimensional y las relaciones entre estos. Por ú1-

. timo se presentan las teorías desarrolladas en funciÓn del análisis espec-·. 

tral. 

Espectro y su relación con la iransformadade Fourier~ 

Si se tiene Ulla función períodica tál que f(t) = f(t + T). donde Tes el pe-

r.íodo Fig. 5.5, se puede' expres.:lr en términos</de una combinación lineal. de 

' .. funciones perio~i"icas conocülas, dentrQ del mismo intc:rv.:ll0. Las funcíonescomurime.nte·t.rs~ .. 
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" d~sson las funciones 'seno y coseno expres~das como una ~erie: 

(5.1) 
"nTIt nTI t 

f(t) = ~=O (an Cos 2 T." + bn Sen2
T 

" "). 
oo. 

A ~sta serie s~ le llama serie de Fourier. y sus coefi~ientes estan defini-

dos" por: 

a 
n 

b 
n 

= 

En forma compleja 

2 
"T 

2 
T 

T/2 

1T/ 2 

T/2 ' 

1T/ 2 

"" "'. TI 
f(t) Cos (2n- t ).dt 

" T 

f(t) Sen (2n
TI 

" t) dt 
T 

Si un número complejo se expresa corno 

Z = a + i b 

donde 

Z es el número complejo 

a es la parte real 

b es la parte imaginaria:; i = + 1-1 

Por otro lado la identid~d de Euler indica ~ue: 

-i 8 " " 
e = Cos e + iSen 8 

Considerando esto. Z en forma polar se 'escribe corno 

z= r e i e 
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De lo anterior la serie de Fourier expresada en números éomplejos E¡:S: 

f (t) 
n= 00 27T t 

i n -
= ¿ x e T n 

n= _00 

en donde xn es el coeficiente complejó igual a: 

y considerando que x 
n 

X 
n 

1 
T 

T '2TIt 

f 
-i n --

. _ f(t) e - T 
_. o 

27Tt 
Ix le-i n --T . . se tl.e.ne: n . 

.¡ 2 2 
a '. + b n n 

_ dt 

-(5.10)' 

De la serie de Fourier dada por. (5.:10), sustituyendo en términos de la fre-

- 1 
cuencia f = T ' 

en donde' 

x(t) == ¿ 

1 
T 

n= - 00 

i n 2 7Tf t 
x e 

n 

-i n 2 TI f t 
x(t) e dt 

y sustituyendo en l~ eco anterior: 

n= 00 

1 fT 12 -i n 2 7T f t i n 27T f t 
T' x(t) e dt]e 

-T/2 
x (t)= ¿ 

n= - 00 

Cuando el' período T + 00, df + O,.la función deja de ser periódica '1 su lími 

te puede escribirse como una integral: 

x(t) = foo. [Joox(t) e-i27Tf t dt]e i 27Tf·t dt 
-:-00 - oo· 

(5.11) 
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Si 

x(f) x(t) 

Se tendrá 

. x(t) x(f) 

-i 2 TI f t 
e 

i 2 TI f 
e dt 

dt (5 .• 12) 

,',(5.13) 

En donde la función x(f)es la transformada de Fourier de x(t) (ec.5.li) y 

la e~uacién 5.7 es la transformada inversa~ o antitransformada 'de Fourier. 

En el análisis espectral es común usar números de onda en lugar de ,frecuen-

cias. en donde estos se relacionan con las frecuencias de la manera siguie!!. 

te: 

Considérese un campo de flujo visto ,por un observador en reposo relativo 

al campo: si la velocidad media del campo de flujo es ,~ y la frecuencia de 

la::; fluctuaciones de velocidad es n, el número ,de onda k se puede expresar 

,como: 

2TI '. 2TIn 
k = T 

u,' 

c;londe A, es la longitud de onda. 

La transformada de Fourier para la correlación de dos componentes de la velo 

cidad en dos puntos (Q .. ) 
I 

dada esta por: 
, 1J, 

<p • • (k) 1 r~ Qij (r) 
-i k·r dr e 

1J (2TI) -<lO 

donde: 

Q .. es el tensor de correlación definido anteriormente 
1J ' 
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<Pi' (~) 
. ) 

es un tensor de. segundo orden; cada' una de sqs 

nueve componentes corresponde a las componentes 

de Qij (r), ysu. posición esta definida pOí.: el 

ve.ctor k. 

La transformación inversa es: 

'00 

Q •. (r)=J. <P •• (k) 
. 1) _00 1) . 

i k·r. 
e dk (5.14) 

Si la turbulencia es homogenea,<p., (k) Y Q .• (r) son simétricos y tienen seis 
.' .' 1J.. 1) 

componentes diferentes. 

En la ecuación(5.l4)es de interés la suma de las componentes ue la diagonal 

CPii = <!lU + <!l22 +$33 • porque representa la energía cinética para un número 

de onda dado~ . Lo anterior se demuestra si se considera que 

00 

. Q .. (O) = f' '. $ .. (k) . dk 
.' 11 .. 11 

. . . - 00 . 

QH(O)= ui
2 

+ u;2 + uj2 2 x energía cinética 

de la turbulencia por. 

unidad de masa. 

~ .. (k) es conocido como tensord~l ~~pectrode energía. 
1J 

V.3.l Espectro Unidimensional 

. . 

(5.15) 

.(5~16) 

. En un flujo turbulento,las mediciones de las fluctuaciones de velocida~ pue-

den hacerse: a) .en difen~ntes puntos a lo .largo de una línea r.ecta, para un. 

!'.d.smo tiempo; b) en un punto fijo,a distintos tie.mpos. e) siguiendo el movi-
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el espectro longitudinal cP 11' relacionado con la correlación longitudinal, 

f (r l)' y el espectro transversal CP22relacionado a la correlación transversal, 

g(rl),que se definen como: 

tP
l1

(k¡}= fX> {"CPll (k) 'd k 2 d k3=~1T JooQll(rl)e-ik¡rl dr
l _ 00 _00 _00, 

Un problema que se tiene en el espectro unidimensional e~ elsiguient~: ~l 

tomar mediciones de ¡as, fluctuaciones de velócidad,noes posible distinguir 

entre fluctuacic;mes de número de onda"k';cuyo vector esté alineado con el 

flujo y fluctuaciones de número de onda mayores quetlkt;cuyo vector es oblicuo 

a la línea de medición; por lo tanto, el espectro unidimensional obtenido en 

un campe tr:!.dirr.ensional, contiene para un 'número de onda k contribuciones de 

las componentes de todos los números de onda mayores que k(fig., 5.7) 

El espectro Ilnidimensional no es muy apropiado para la descripción de la. tur 

bulencia ya que ésta es tridimensional. 

5.3.2 ,Espectro tridimensional. 

En un campo de flujo,es posible medirlas fluctuaciones de velocidad en to-

das las direcciones que se desee, 10 que'produce ut! espectro en funr:ión del 

númeto dé: onda k. ; siendo k.' los vectores en las direc'ciones i m~diJas. 
1 L 

Desafortunadamente esto da más información de laque se puede man.:::jar. Con' 
, , 

el fin de elimin .. ~r Íil formación, el espectro se integrdl sobre lma 'super.ficie 
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esf~rica,a1rededorde1 origen de el espacio 'de nGmeros de onda, y el valor 

, de ~sta integral reptesenta la energía total para ti1 nGmero de ohJ~. El 

, espectro de energía se considera distribuido uniformemente sobre la esfera 

de radio k, y corresponde a los remolinos de tamaño k-
1 en el espacio físi-

co. 

La di~tribuci6n del te~sor de energía sobre la 's~perficie de la, esfera de 

radio k es ~ dada po~: 

ili.,(k) = fA ~,,(k) dA(k),' 
. 0/1J ~1J , 

00 

, (1/1 .. (k) dk = J ' <P.. ',(k) = 
1J ' -00 1J . 

, o , . 
Q.,' (o) 

1J 

pero como 

Q., (o) 
11 . 

ljJ' •• (k)dk 
11 . 

,Si la función del espectro de energía esta definiclapor: 

'1 " . 
E(k) = '21/1 :i.i (k) 

resulta 

1 7, 
~ u .. 

1 

Si la turbu1enci~ es isotrópica, la energía cin~tica es independiente·de la 

dirección de k,y en este caso 

(P .• (le) dA(k) = 
11 



1 . 
-2 cP •• (k) J dA(k) . 

1.1. A 

E(k) 4TI k 2 1-
2 

<P .. (k) 
1) 

Consecuentemente 

[ E(k) dk 
3 u*2 
2 

o 

En la práctica solamente se mide el espectro uni-dimens~onal; sin embargo 

es interesante conocer la~elaci6n entre este y el tensor tridimens{onal de 

energía. 

A continuaci6n se dan algunas relacio~~s entre el espectro unidimensional y 

el espectro tridimensional; dichas relacio~es s~ obtienen considerando que. 

la turbulencia es isotr6pica. 

El ~ensor del espectro tridimensional de etiergía esti dado po~: 

<P. (k) 
1) . 

1 'roo 
. ik'r 

3 
. Q .. (r)e- 1 dr 

8 TI Leo 1) . 

El espectro unidimensional longitudinal está·relacionado con lafunci6n del 

espectro de eneigí~ 

E (k) 
k 

cuya relaci6n inversa es: 

E(k) 
3 d (-~. d' <P 1 1 (I() 

k dk' k-a-¡z----) 

6] 

dk 



El espectro unidimensional transversal de energía esta relacionado con el 

longitudinal. de la siguiente manera: 

I ' 
4 

'E(k) 
)-, 

k 
dk 

El significado físico de los límites de ,integración es que sólo las longit~ 
, " ' '< 

des de onda 2Tf/k del espectro 'para lasque 21T/k - 2'TTIk
1

,', en 

a'onde k >kl' contribuyen al valor de la ,longitud de onda 21T/k
1 

del espe~ 

tro unidimensional (fig. 5.7) 

De las ecuaciones anteriores se 'puede observar que ~ ~kn '1'11 ,1 
n ' 

y epi2 ~ k 1 enton 

ces E(k) puede representarse por Ul1a ley de lo. potencia E<t. k
n

;, El exponente 

deberá ser negativo,de manera que la 'fllUción del espectro sea cero, cuando 

, -5/3 
Como se verá más' adelante ,en la mayor pat'te del esrectro E ~k, '. 3i todos 

1 ' l' k-5/3 '1" 'd" 1 ' os espectros son proporCl0na es a ~e espectro unl lmenSl0na transver 

sal estará relacionado al espectro ,unidimensIonal ~bngitudinal: 

Las relaciones de epI l' ep22 y E(k) dan una ,indicación de la forma de ,estos 

,espectros. Así por ejemplo el espect'ro de E empieza de Cf2!ro incrementándose 

en forma de parábola' cuártica hacia al'riba ,mientras que ep22esuna parábo-': , 

la hacia arriba,cuyo v~rtice Re encuentra desplazado del origen como se mues 

tra en la , 5.8 
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V. 4 Interpretación d~l espectro 

El Espectro como .una C~scada de Energía 

Si se considera el campo ¡;le flujo formado por remolinos de diferentes tama':' 

60S, las interacciones entre ~stos prciducen una energia que es aprovechada 

por los remolinos pequeños,. de tal manera que existe una !:ransferE:ncia de 

energía entre los remolinos grandes y los peque6os. 

Esta tran~ferencia de energía puede explicarse si por ejemplo s~ sigue el 

proceso de estirawiento de un remolino grande. Por ejemplo el que se mues

tra en la fig. 5.9,elcual es un remolino forzado a estirarse¡:.or lascondi 

ciones del campo de flujo. 

Al estirarse el remolino se reduce su área ysu momento de inercia. Pero •. 

como el momento angular debe permanecer constante, si no existen esfuerzos 

viscosos. la velocidad angular se incrementará en el sentido del 

estiramiento. El estiramiento de un remolino implica un cambioen·la esca-

12 de longitud de iste,y está asociadoi u~ int~rc~mbio de energía por el 

esfuerzo requerido por el trabajo de defbrmación de éste. 

Aparentemente mayor parte de energía intercambiada ·8 travis de los núme-

ros de onda en ·el espect.ro proviene de los remolinos. más grandes a los 

más peque60s, lo que hace pensar en una cascada de energía. 

El efecto de estiramiento de los remolinos hac~ mas fina la estructura de la 

turbulencia, tendiendo a lél isotropía en la última parte del espectro, donde 

los remolinos son cada vez más·pequc60s y al mi-,;Ulo tiempo los efectos de la 

viscosidad y con ello la disipación ton);:!n más importancia [28]. 
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En un flujo turbulento completamente desairollado los remolinos gr~nde~ no 

son los que 'tienen la máxima energía cinétic:a,pucs esto~ retr.olinos aunque 

son los de mayor duración,su energía cinética es dé cuando mucho 20% de la 

energía total. 

En el espectro de energía el rango en el que lús remoiirics hacen su aporta7 

ción más importante al total de energía cinética de J a t ',lrbulencia es el 

rango llamado de "remolinos portadores de energía"; en este rango el espec-

tro tiene su máximo. Se asocia:'unnúmero de o11.da k para indicar éste máxi-: 
o?' 

mo. 

Conforme decrece el tamaño, de los remolinos ,los efectos de la disipacióri por 

la viscosidad se incrementan,alcanzando un máximo para un cierto tamaño de 

re:nolinos. Se, asocia un número de onda kd al número de onda de los remnÜ.nos 

que contribuyen a la máxima disip~ción como s~ ~up.stra en la fig. 5.10 

Si se cons~dera un número Rsuficieritemente grande,de mariera que el rango de 

les remolinos portadores de energía esté, suficientemen'te separado del rango 

de máxima disipación, ke« kd' 

\ 
En el rango k>";:. k ' los' remolinos obtienen su energía por transferencia de 

e 

les remolinos más grandes.En este rango la energía transferida a través de 

los remolinos es lllayor que el porcentaje, de cambio de su propia energía. El 

t~tal de energía qlle entra en este rango e8, igual éll flujo ele energía más la 

d isipéición. 

Por otro lado, la turbulencia para números de onda grandes puede considerar-

se isotrópica y permaneriteestadísticámente en sus valores medios e indepen-

diente de las condicione¿ ex~erna~, y so16 puede determi~arse por paráme~rris 

result3ntes de, las condiciones internas. 
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Kolmo~oroffintrodufo lahip6tesis de que existe un rango de valores ~ek 

en los que el carácter de la turbulehcia es el mismo en todos los flujos,iE. 
" ' 

dependienternentc 'del origen de ésta. La turbulencia en este, "rango de equi' 

librio universal" es isotr6pica. Se puede decir que un conjunto de remoli-

nos relativamente grandes son ,los portadores de energía.mientr.as .::¡ue'toda: 

la disipaci6n ocurre ,en los remolinos, más pequeños Entre los dos conjuntos 

de remolinos existe un "subrango inercial';'donde: 

a) 
a 
dt 

E (k), o 

porque la energía en este rango es despreciable, 

b)' la viscosidad es despreciabl~,ya que este raugo 

se encuentra afue~a del rango de disipaci6n~ 

Estesubrango in~r~ial del espectro se ericueritra en equilibrioJya que la 

energía qué entra procedente de los remolinos grandes al mismo tiempo es ex 

traida por los remolinos pequeños di~ipadoresde energía. 

Dentro de este rango el espectro es independiente'de la viscosidad,y puede 

determinarse por el porcentaje de disipaci6n 

Usando un argumento dimensional, Kolmogotoff dedujo que esta parte del espec-
..• .----" 

----tro debe tener la fcrm~ , 

.' / E (k) tt k-
513 

En el Ia.ng<)de equilibrio Uni~ersal)<::omo ya se dijo,los parámetros relevan"':', 
~ " " / / ' 

~~<_~téS son la disipación de, energ:ta e:, yla viscosidad cinemática v. y pl.leden d~ 

,'fini.rse escalas' de velocidad y ele l~ngitud por medio de, relaciones adimensio 
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nales tales como: 

.. 3 1 

n = (v Ir.) "4 escala de longitud 
. . 1 

V = (v If..) "4 escala de velocidad 

y considerando estas escalas de Kolmogoroff,se obtiene el número de Reynolds 

vn 
v 

= ·1 

y la forma adimensioaal de la función del espectro de. energía como 

E(k) 
·2 . 
v n 8 (kn) 

donde 8(kn) es unafun~ión de las variables adimensionales kn. 

En el subrango .in~rcial.E{k) es iQdependiente de la viscosidad, de manera 

que 

A la ec .. anterior frecuentemente se le llama: 

ley del espectro de Kolmogoroff,por haber sido éste ser el primero. en llegar 

a este resultado. 

Los resultados de la ley de Kolnogoroff han sido confirmados experimentalme~ 

tt:=. por varios investigadores (Raichlen [29] Laufe'r y Favre [30]). En lafig~ 

5.11 se muestran los espectrósde ~nerg medidos por Raichlen en un canal 

en doade, y/yo e~ la relaci6n entre la di~tancia desde el puntb de medici6n 

al fondo y el tirance tutal.; y R 4 m U/v ,donde t:I es el radio hidráulico 
e 

médico 
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La explicación del espectro de .energía dada anteriormente se basá en, el anE· 
. . 

'. . . ',' 

-lisis dimensional; a continuación se verán algunas expl·icacionesen las que 

se .considera un mecanismo de transEerencia de energía entre los remolinos. de 

mayor tamaño a los más pequeños1 en base a diferentes hipótesis. Para esto 

se analizará pI tensor de energía en más detalle. 

Sí: 

donde . 

él 
dt Qij (r) 

p •. (r) 
1J 

S .. (r) + 
1J 

l·,a 
= p.,.....\~ r. 

1 

p .. (r) + 2v 
1J 

el 
Kp,. -ar . 

1J j 

2 6 ~ .. a '11 
dr . k 

K. ) 
. 1P 

correlación de ~iesión/velocidad • 
• "'"'!" .. ¡ 

(r) 

dr 
k 

es la· 

La transformada de Fourier de esta ecuación es: 

+ 1T •• (k) - 2v k 
2 <P,. (k) 

1J . 1J 

Ecuación dinámica del espectro de iurbulencia en donde: 

1T •• (k) describe le acción de las fluctuaciones d~ presión al trans 
. 1J . 

Si i 

ferir energía de una componente de velocida~a las otras. 

j, P ij (r) es cero por continuidad y para un fluido incompr~ 

sible.y consecuentemente 1T •• (k) O 
1J 

y las correlaciones de presión velocidad no tendrán ningGnefecto sobre la 

densidad tcta~:de energía ~in6tica ~. ,(k). 
!'~J 
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n ... (k) 
1) 

describe el· efecto de la transferencia de energía .,de una coml>0nente 

de la velocidad de un nGmerode .onda al siguiente. 

2 \) k2 tP .. (k) representa la disipación de energía por viscosid<::.d. 
. 11 

Si 1Tij (k) = o entonces la ee. 5.15 resulta 

d 
dt 

~: . (k):= n .. (k) 
:.1..1 . 11 

4>;. (k)' 
11 

Si la turbulencia es is6trópica, y si ~e 'multiplica la eco anterior ~or 

2 k
2 

TI . 

a 
at 

2 
[E(k)] = 41Tk (~ n .. (k)), 

11' , 

2 ' 
-2\1 k E(k) 

en donde se relaciona a ,la función del espectro de energía 'E(k) con la fun-

ciónde transferencia'de energía y con la función de disipación. 

Siendo la función de transferencia 

F(k) 
2 ' 

= 4 TI k (~n .. (k) ) 
. . 11 

5.16 

'.1a manera de resolver estas ecuaciones es su!-,oner alguna relación entre la 

función de transferencia, la función del espectro de energía y el número de 

onda. 

Se han propuesto varios modelos, todosellosbasl'ldos en la hipótesis de al-· 

gún mecanismo físico que explique la,transferencia de energía a través qe 

los nGméros de onda. 

El'mo(lelc más común es el propuesto por Hl"isenber~,quién supuso que la trans 

ferencin de energía :':$ similar cualitat:i ~amente a' la conversión de energía 
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. . 
mecánica en energía térmica· a través de movimiento molecular. Demaneraque·x 

la transferencia de energía puede describirse usando una viscosidad de los 

remolinoE an&loga a la vistosid~dmol~cular, y puede escribirse 

k .. .J F(k)dk = - 2 EH(k) 
k 

I . 2 
.. k E(k) dk 

o o 

donde EH(k) es la viscosidad cinem&tica de la. turbulencia causada 'porlos 

remolinos de números de onda de O a 00 

El porcentaje de transferencia de energía estará dado por el producto de una 

viscosidad efectiva producida por él movimiento de los remolinos pequefios y 

una integral igual al valor mediocu~drado de.la vorticidad de los remolinos 

grandes .. 

De consideraciones dimensionales·. 

·fOO EH(k) ~ Y .... 
k 

E(k) 
·-3-

k 
dk 

donde y es una constante con valor del orden de 1 consecuentemente 

f 
k 

F(k) ¿k - 2y 
(00 k 

J E(k) dk J . k 2 E(k) dk 
o 7 o o 

Eri el ~ango de equilibrio uni~ers~l . 

k 
E = J . E(l<) dk 
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y despu~~ de algunos pasos algebraicos 

.E(k) 
8 .. 4 -4/3 

-'-2 (kr¡) ] 
3Y . 

Dicha expresión es conéistente con la hip6t~sis de Kolmogoroffen el rango de 

equilibrio en donde E(k) a: k-:- 5/3. pero para ~a].ores grandes de k la funci6n 

Jel espectro de energía tiene la forma E(k) o:: k-
7 (fig 5.11). 

En la expresión de .transferencia de energía fJresentada por Heisenberg,el si~ 

nificado físiéó de su hip6tesis puede aplicarse cuando el iIltercambio de 

energía es entre números de onda más distantes.que en el csso ~ás importante 

cuando el intercambio de energía es entre números de onda del mismo orden de 

magnitud. 

La hipótesis de Heisenberg,de una visco.sidad de la turbulencia debida a los 

remolinos pequeños,no es consistente con el requerimiento de una indepenrlen-

cia éstadí~tica entre los remolinos pequeños y los grandes. Estaobj~ci6n 

se hace más seria si se considera el rango viscoso k> O. 5k en donde ocurre 

la mayor parte de la disipaci6n en este rango la hipótesis falla, y la ftin

ción del espectro de energía E(k) o:k- 7 no es aplicable(Batchelor [31]). 

Conclusiont'!s 

.La ·transferencia de energía no se pU8de representar adecuadamente por.postu-

lados físicos simples como el de Heis~nberg, el de Obukho!;f (1941) y al de 

Kovaznay (1948). 
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Rémolinos de d imérision 
únif6rme 

o.L-------------~----------~ 

1 

9 (r) 

o 

Remolinos de diferente 
d imen5ion 

Remolinos de dos dimen5iones 
d iferente5, con una relocion de 
I:~ en magnitud e igual inten-

sidad . 

Fig. 5.30 Formo de los correlaciones dobles en 
turbulencia iSOlropica dé acuerdo a los mode

los m.olematicos de To ..... send. 

9 

Flg 5.3b Tensor de esfUerz05 con simetría esferica. 
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FI9.5.6 Plano de lo funcion del espectro unl dimensiono I en el 
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Fig 5.8 Espectro uni-dimensionat poro uno función del espectro 

de energia· dada de acuerdo á Corrsin 

- U, V, 

Fjg 5.9 Estiramiento de un vorl,ce en la contracción de un tunel de 

viento. Lo velocidad se incremento 01 aproximarse o !o contracción, lo 

compOnente se omplífico debido Q lo consC(vación de morllento angular 
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VI Estructura de la Capa Límite turbulenta. 

Antecedentes. 

El estudio de la región muy cercana a la pared en una c;p~ lími~e turbulenta 

fue motivado debido alas rcsultaciospresentados por Klebanoff, [33] qui~n 

midio la producCión de.energía de la turbulencia en una capa límite (ver fig 

6.1 ,donde se muestra que la mitad de la producción total de ene~gía ocurre 

en la región más próxima a la pared). Estos resultados motivaron a que los 

investigadores se interesaran en el estudio del flujo en la región de la pa~ 

red. 

Debido a que esta región generalmente es de un espesor muy pequeñoJfue nece

sario que se desarrolla.ran nuevas t~cnicas d'e visualizal:ión del flujo. 

En el presente, capítulo se revisarán algunos de los trabajos más importantes 

sobre la estructura del flujo ,en la capa límite. 

En este capítulo se denomina estructura a todo patrón o forma característica 

que aparezca en el flujo al usar burbujas de hidrógeno o colorante,y que pue 

da describirse por algún movir.1:iento común del fluido' (generalmente se aso.cia· 

a vórtices o remolinos), o en términos geom~tricos [23]. 

VII. Estudios de la Región de la Pared y Fenómeno de los Rbmpimientos 

(burst) . 

Los estudios llevados a cabo en lasubcapa viscosa por Kline y Runstandler 

[33] usando unat~cnica de inyección de colorante,'muestran que la configu

ración de la subcapa viscosa en esta región no es bidimensional sino tridi

mensional, gene,rándose un patrón bien definido de estrías en la dirección 

del .flujo~ las cuales inicialmente. se presentab~n como una serie de islas de 
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excitación seguidas de v~rtic~s longitudinales yun rompimiento de.estos en 

turbulencia (Hg. 6.2). 

Bojo 

v.loCidod_e.... 

. Allo velocidod ~ . . 

. C-------: =--"'-~_ 
~~ 

exilodon longiludinolou 

F.i9.6.2 Estrios de lo pared 

Romp¡rílienio 

en turbulencia 

Usando una t~cnica de generaci6n de burbujas de hidrógeno Kline.R~nstandler. 

Schrauo y Reynolds [3] ampliaron el estudio de la estructura de la capa lími-

te turbulenta. Dicha t~cnica consiste en intrciducir un alambre fino de plat! 

no como catodo de un sistema .de dos electrodos; el hilo de platino general-

mente se coloca en la región de inter~s y el otro electrodo se coloca fuera 

de esta. Al aplicar un vol taj e apropiado entre los electrodos. et agua j un:-

to al hilo se electroliza,dando lugar a la aparición de pequeñas burbujas de 

hidr6geno. Pulsando el voltaje al hilo,se genetarr lineas debu~bujas para 

. un. tiempo. Estas líneas no solo permiten la visualización del flujo en un· 

tramo mis grande,sino que se usan para determinar distribucion~s develoci~ 

dad instant5neas •. 

De las observaciones visuales se encontrct en lasubcapa viscosa la existencia 

. d~ movi~ientos bien organizados, dando por r~sultado la formación de estrías 

de alta y baja velocidad .ált~rnadas en la dirección transversal de la~orrien 

te. Las estrías son estructuras características a un":1c1istanc~.a y+ = 2.7 -

+ y 

. . 

= 4.5, Dichas·estríos ondeanclentro·de la sub capa viscosa. y se levantan 
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intermite~tement~ pasando algunas veces fuera d~ la capa límite. Las es-

trías tienden a ser más cortas y. a oscilar más violentamente' en flujos con 

gradiente de presi6n adverso,y ser más largas y tranquilas en gradIentes 

depresi6n favorables. 

Kline sugiere que un mecanismo importante en la produccj.ón de turbulencia 

es li eyecci6n violenta de fluido de baja velo~idad de regiones muy cercanas 

a lapared¡por este motivo se llevaron ~ cabo estudios cuantitativbs con el 

fin de determinar la estruciurade las estrías y su interacci6ncon el flu-

jo externo'. 

Una característica importante de 

Relacionado con parámetros de la 

ta'nte y la viscosidad, A se expresa adimensionalmente como A + =- 'AV' uT • De 
V 

estudios visuales,Kline (1967) se sugiere 'que A+ corresponde aproximada-
, , . 

mente a A+ =100. 
v 

Esta es probablemente la dimensi6n característica más 

aceptada universalmente en el estudio'de la estructura de la capa límite; 

como lo confirmar, los reportes de varios trabajos de investigaci6n como son 

~l de Kim 1971, Grass 1971, Praturi ~ Brodkei (1978) y algunos otros. 

Una segunda característica, la más impürtante de las estrías,es su eyecci6n 

de la pared y rompimiento. A este respecto Kline observó una secue,!:',ci2 de 

levantamiento, oscilaci6n y rompimiento de las estrías al que aplic6 ~l t€r~ 

mino "bursting". 

El proceso de rompimiento se desarrolla de lél siguiente manera: inicialmen 

te las estrías Se mueven aguas ab<Jjo de la corriente y cada estría se levanta 

muy despacie hacia afuera de la pared" Cuando la estría alcanza una altura 

y + entre 8 y 12, é~ta empieza a oscilar, la oscilaci6u se <:implifica y termina 
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'. + 
en un' abrupto rompimiento en' una región entre 10 < Y < 30. 

Después del rompimiento, las estrías se contorsionan y estiran y una porción 

de ~stas es expulsada.hacia afuera a lo largo d~ una traye¿toriá identifica 

ble. 
+ . 

Además observaron que,más allá de y. =,40,el fluido expulsado de la 

capa límite contiOlra moviendose con una velocidad de 80% de la velocidad me 

dia en la región externa de 1a capa límite. 

Rompimiento (Bur~~ing) 

Corino y Brodkey estudiaron la región cercana a la pared enel'caso de tur-

bulencia completamente desarrollada en el flujo a través de un tubo. 

Ellos usaron una técnica de visualiz'ación consistente e::1 introducir partíc!:. 

las solidas de tamaño coloidal a U::1 líquido,y usarlas como trazadores y fi~ 

t!!.8r sus movImientos por medió de una camara de cine de alta velocidad si-

guiendo el flujo. 

En contraste con Kline, Corino y Brodkey [5]' observaron que la subcapa visco 

sa (y+ < 5) e'r"a esencialmente pasiva. 

+ En la región 5 <y < 15 se originaba la mayoría de lasexpul::riones de fluido. 

Dichas expulsiones ocurrían aleatoriamente en el espacio y ti7mpolY formaban 

parte de una secuencia de eventos. 

El primer evento consistía ¿n una desaceleración de la velocidad axial del 

fluido dentro de una región locaL cercana a la pared. La desaceleración se 

producía por el reemplazo del fluido que se movía con una velocidad igual a 

la 8edia local, por una masa de fluido de velocidad menor. Una carac.terísti 

. ca Íl!;porcante fue la desaparición .del gr.adiente ell2 velo:::idad en esta región; 

y . b. observación de una di Eerencia do velocid3des Jehal;ta 50% de la veloéi-
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dad media local. 

El segundo evento de la secuencia fue una aceleració" correspondiente a una· 

masa de fluido proveniente de aguas arriba con una velocidad igual a la me

dia local, la cual entraba a la región desacelerada y empezaba a acelerarla 

pero éstas regiones no interactuaban entre sí,aunqueeran opuestas. 

El tercer· evento fue la expulsión de fluido de baja velocidad; ·las .:-.xpulsi..Q. 

nes generalmente ocurr!an antes de· que la totalidad del fluido d,;:sacelerado· 

fuera completamente acelerada. La expuÍsión era un movimiento violento ha-

cia afuera de la pared,yen numerosas bcasion~s mientras se desarroLlaba 

una expulsión sucedian otras aguas.abajo. 

El fluido así expulsado se encontraba rápidamente· con un fluido.de veloci

. dad muy grande, produciéndose una fuerte interacción en una zona de 7 < y + < 

30,fig. 6.3. 

El ultimo evento fue la entrada de un fluido procedente de aguas arriba mo-

viéndose casi paralelb a la pared. A esta corriente,que barrí.a casi todas·· 

las perturbaciones de la pared reestableciendo el perfil de velocidades, le , 

denominaron "barrido", fig. 6.4. 

·El ciclo anterior se· repetía .aleatoriamente en el espacio y tiempo. 

Cotino y Brodkcy estimaron que aproximadamente el 70% de los esfuerzos de 

Reynoldsmedidos por Lallfer (1954) correspondían a las expulsiones. 

Estos resultados fueron confirmados por .Kim [4 J I quién mostro que toda la 
+ ... 

energía de la turbulencia ocurre durante los burst en una región O < y. < 100. 

Kim usó una técnica de visualizaci6n consistente en colocar dos hilos ge.ne~ 

r.::ldores de burbujas; lino transversal a la corriente y otro non~al a la. pared. 
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Kim describe al burst como el levantamient6 de una estría de baja velocidad, 

creando un punto de ihflexi6n en el perfil de velocidades. ~éguido por un 

movimiento oscilatorio que termina en un rompimiento. La fig. 6.5 mues-

tra el proceso de levantamiento de una estría de baja velocidad. 

Kim observó'qu~ la oscilaci6n de las estrías sc presentaba de tres maneras 

diferentes siendo la m5s comdn la de "un v6rtice en la direcci6n de la co-

·rriente"; la siguiente es un "movimiento onculatorio" y la menos frecuente 

. es "un vorti.cetransversal" .En la fig. 6.6 se puede apreciar la forma típi-
.. . . . 

ca dé estos movimientQs oscilatorios. 

Los resulta~os de Kim son consistentes con la suposici6n de que los tres ti 

pos de movimientos oscilatorios sean estelas,desprendidas ·cuando.al levan-

tarse una estría se encuentra con el flujo externo de mayor velocidad [34], 

Desde este punto de vista los tres diferentes tipos de movimiento oscilato-

riq corresponden a diferentes ndmeros de Reynolds lacales>dependiendo de la 

distancia a la pared en que ocurra la interacci6n de la estría de baja vél~ 

cidad con el flujo externo. De aquí que. el"vórtice en direcci6n de la cc-

rriente sea el más frecuente en una regi6n cercana a lasubcapaviscosa es-

te movimiento corresponde a una estela del tipo 2 de Margavey y Bishop En 

la fig. 6.7 se muestran los diferentes tipos de estelas según' Margavey y 

Bishop. 

A una distancia mayor de la pared cicurre el v6rtice ondulado correspondien-

te a una estela de tipo 3 de Hargavey, y un poco mSs lejos ocurre el vórtice . 

. transversal o anular, correspondiente a Una estela de lazos de14 o tipo de 

Hargavey; el cual es poco frecuente ya que es muy difícil que una estría se 

. levante hasta una región lejana de la ~nred ·sin interactuar con el flujo e~ 

terno. Estos t res tipos de vórtices. se muestran esque·:llSticam.ente. en la fig. 
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6.8. 

Usando una t6cnica de burbGjas dehidi6geno,Grass [35] e~tudi6 visual y cuan 

titativamente la capa límite turbulenta; ~l se intereso en estudiar los-efec 

tos de rugosidad de la supe~ficie. 

Grassobserv6 dos eventos bien defirtidos independiente~ente de la rogosidad 

del~pared: la expulsi6n de fluido de baja velocidad desde la paredJy la 

entrada d~ fluido de alta velocidad hacia la paredJa lo quellam6 barrido. 

Grass obtuvo los perfiles de velocidad instantaneas para una pared lisa, 

una pared de transici6n con árena de 2 mm de diámetro y una pared con rugo·-

sidades de 9 mm. Estos perfiles se .mues trCin en la: fig. 6.9 en donde .se pu~ 

de apreci?r éñ las fases de expulsion y barrido. 

En base a una gran cantidad de mediciones de los perfiles instantáneos de 

velocidad,obtuvd las intensidades delatuibulen¿iay los e~fuerzos de Rey-

nolds. En la fig. 6.10 se muestran estos,graficados contra los valores de 

y/o (O = tirante). 

Oeaquí se puede deducir que,cuando la rugosidad se incrementa,la intensi-

dad longitudinal u' decrece y la intensidad ~ertical v' se incrementa. A 

una cierta distancia de la pared,la irt~en~idad de la turbulencia se hace in 

dependiente de la rugosidad,dependiendo solamente de la velocidad cortante 

u y de la distancia a la pared;y los esfuerzos de Reynolds dentro de la ca 
T 

pa de pared tienden a incrementarse con un incremento de la rugosidad. 

Como se vio anteriormente~_Corinoestimo que aproximadamente el 70% de los 

esfuerzos de Reynolds eran producidos pbr las exptil~iones; Grass por otro la 

do observa que 'los uos eventos 'más import'·l11te.s que· contribuye.n a los esfuer-
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zas de R~ynolds_~on las expulsiones y 10& barridos. En el trabaja de Cori-. 
" .:.:' .... 

no se habla además de otro tipo de eventos, denominados interacciones que 

ocurren cuando el flujo de baja velocidad expulsado e~ desviado hacia la p~ 

red o h~cia afuera de la pared. Estos eventos Re consid~ran en el trabajo de 

Wallace Eckelmann y Brodkey investigadores del Instituto Hax Planck, de Go""; 

tinga han publicado varios artículos sobre el estudio experimental de las 
. . . 

contribuciones al esfuerzo de Reynolds de· los cuatro tipos de movimiento. 

en la región de la pared de un flujo turbulento. Los estudios se llevaron 

a cabo en un cartal, usando como fluido aceite; ~sto se hizo con el fin de 

incrementar el espesor de la capa límite. El aceite usado con una viscosi

dad Cinemática de 6 x 10 2 cm
2

/ s a. 25° e.en un carial de 22 cm de ancho. 85 

cm de profundidad y 8 m de largo. El número de Reynolds tomando como longl 

tudcaracterística el ancho del canal, fue de 7 700 para una velocidad máxi-

ma de operación de 21 cm/s. En estas condiciones, una distanciá de 1 cm 

desde la pared correspondio a y+ :18,10 que permitiScolocar una prueba en 

X (dos anemómetros de hilo caliente en Cruz)".registrandose señales de . las 

componentes de velocidad u y v,su intensidady signo- (Hg. 6.11) [36]. 

De acuerdo a los signos .de las fluctua~iones de velocidad)se detectaron las 

contribuciones de cada tipo de evento a los esfuerzos de Reynolds. Así, por-

emplo,en un barrido se tendría un fluido de alta velocidad moviendo se ha- . 

cia la pared, esto ee ( u > O •. v < O) • 

En la tabla siguiente se presentan los dif~rentestipos ~e movimi~nto 

identif icad':) s : 
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Signo de u l' Signo de v' 

+ 

+ 

+ + 

',Esfuerzo' de' 
Reynolds 

+ 

+ 

. ' 
, ' 

Tipo de Hovimiento 

Expulsión obursting 

Entrada o barrido 

Interactión haci~ la, 
pared 

Interacción hacia afu~ 
rade la pared. 

'Clasificando de esta manera los,esfuerzos de Reynolds.obtuvieron que las 
, ' 

expulsiones y los barrid6s contrib~yen positiv~mente en un 70% cada uno y 

las interacciones en un 40%. 

,En la fig. 6,12 se muestran los esfuerzos de Reynolds normalizados, con el 

cuadrado de la velocidad de fricción para cada tip6 de evento; enesta,f 

gura se observa que las máximas contribuciones al esfuerzo' de Reynolds ócu 

, 1 . ; 20 <: + < 40 rren en areg10n '_ y _ . 

Para definir mejor las características de los eventos,se definieron los 

tiempos promedios de cada evento.Así en la fig. 6.13 el evento de expulsión 

en 1/3 más grande que el de barrido en y+ ~ 30:, ~in' ~mbargo en la región muy 

cercana a la pared existe mayor contribución de los barridos al esfuerzo de 

Reynolds/ya que en esta región su duración es mayor [37J., 

Para valores y + > 30 ,esencialmente todos los ~alor~s instantáneos de 'u IV I 

muy (grandes u IV I > 8u IV I se considera que corresponden a expulsione,s);mien-

1 . ~ + tras que en a reg10ny = 3 estos valores'provendrán de los barridos esto 

,concuerda bastante con las obser~aciones de Corino y Brodkey,quienesvie-
, . _.'. 

ron que las expulsiones se, originan én una regió~ .s < y +< 30> pero el barrido 

,llega hasta la pared. 

85 

---'-------------- --- -



En los estudios iniciales sobre .el proceso de los rompimientos~se veía este 

fen6meno limitado esencialmente a.la iegi6n de la pared,y Sus característ! 

cas se relacionaban a ~arámetros de la capa de pared como son u yv. 
T 

Sin embargo Rao, Narasimha, Narayanam [38] llevaron a cabo estudios de este 

fen6meno, tomando registros de las fluctuaciones de velocidad enfunci6n ' 

del tiempo, procesando las señales y haciendo eso de filtros para extraer 

las' partes no deseadas de la señal; observaron eri los registros períodos 

bien definidos de alta actividad (burst) alternados con periodos de bajaac 

tividad. 

De estos estudios concluyeron que la frecuencia media de los rompimientos 

es independiente del filtro usado, y el promedio deburst no varía mucho 

con la distancia a la pared. 

Después de examinar una gran cantidad de datos en un rango de número de Rey~ 
. . 

no1ds entre 600 < Re < 9000 concluyeron· que e1.peri6do medio de 10~ burst se puede 

+ ·2 
expresar adimensionalmente como T = T_u

T 
Iv el cual depende del número de 

Reynolds en la capa límite. 

Rao trató de relacionar T+ con los parámetros de la regi6n externa de la éa-

pa límite (U, O) encon trando que T es del orden de olu, siendo + T = UF· lo,el 

cual es independiente de RO . 

El hecho dci que F sea del orden d~ o/U sugiere que el burst corresponde a re 

giones de vorticidad concentrada. las cuales están separadas a una distancia 

promedio· L - UT. 

De lo~ resultados obtenidos por Rao se deduce: 

l. L3 cnpa de pared no es pasiva,. ni ~s la únicd responsable de la produc-
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ción de energía de la turbulencia, 'sino que también es muy importante' 

la interacci6n de esta región con Ja región externa. 

2. De los resultados preliminares tras una rejilla y en estelas se ha obse!. 

vado que los burst estan relacionados con el fen6m8no de intermitencia 

en estructuras turbulentas de peque~a escala, por 10 que se puede decir 

que los burst quizá sean una estructura característica de tcdos los flu 

jos turbulentos. 

,Los trabajos revisados has.ta el momento se refieren al estudio de regiones 

muy cercanas a la pared; En 1971 Nychas[39] realiz~ un estudio visual de la 

capa límite turbulenta sobre una pla~a plana; usandci una técnica similar a 

la ,usada por Corino y Brodkey, visualizó una región comprendida desde la pa-

+ red hasta y = 600. 

Nychas observó una secuencia similar a la observada por Corino la que descr! 

be de la siguiente manera: El primer evento rue una desaceleraci6n del flu-

jo seguida por una aceleración las cuales se extienden desde la pared hasta 

+ la región externa y 

gi6n externa. 

150; la aceleración ocurre más rapidamente en la re 

Ahora.el evento más importante observado en la región externa, fue la apari-

ción de un vórtice transversal. a la corriente, correspondiente a un movimien 

to de gran escala,el cual se movía aguas abajo y hacia afuera de la'pared a 

una velocidad un poco menor a la media local (fig. 6.14). 

La formación del vórtice parece ser el resultado de la interacci6n inestable 

de las zon:lS de alta y b.:lja velociuad (inestabilidad de Helmholtz). Dichos 

v6rticesocurr{3n en timbos sentidos de giro. 
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Ulia observación importante es 111 asociación que parece existir entre el' 

fluido de la región de la pared y los vortices transversales: el fluido de 

la ~~gión cercana a la 'pared permanece pasivo hastri que aparece el vórtice 

transversal. De donde se sugiere que los vór,tices transversal~s, introducen 

sn la región de'la pared las condicio~~anecesarias que dan origen a las ex 

pulsiones de fluido. Es muy probable que este mecanismc se produzca por la 

modificación del campo de presiones debida al vórtice transversal. 

Nychas encontr6 que en la regióri cercana a la pared el flujo no es laminar 

y los eventos más importantes de esta región son las expulsiones y los ba-

rridos. Por último observ6, se presentan dos movimientos de gran escala::, las 

entradas y las salidas; las cuales se extienden desde la región externa has

ta una capa ;:¡dyacente a la pared.,. ':P.or lo general una entrada sigue a una. sa-

lida,y aparecen a¡gún tiempo después del vórtice ,transversal. 

En el trabajo de Nychas se presenta un esquema muy ilustrativo que trata de 

explicar el mecaniSmo de generación ,del flujo turbulento (Hg. 6.15). 

En este mecanismo los vórtices transversales actúan transfiriendo energía 

entre la región jnterna y externa de la pared~ 
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VI. ·2 MECANISHOS QUE PRODUCEN LA ESTl~UCTURA DE LA CAPA '.LIHITE 

En esta sección se tratará sobre. los mecanismos y modelos propuestos por al 

i, . 

gunos investigadores para explicar la formación de las estructuras qUe! se 

observan en la capa límite turbulenta, como 10 son las estrías de t~ansf-· 

ción, lasestrias de la subcapa viscosa y los burst .0 rompimientos del flui 

do en turbulencia. 

En primer lugar se verá la explicación de. Kline para la formación-de las 

estrías(l\líne[31)' En este trabajo Kline dice "el rompimiento de las es-

trías de .la pared es muy importante en la: determinación de la estructura 

de la capa límite turbulenta; en partícular nosotros creemos que este rom-

pimiento domina el proceso de transferencia entre la región intern~ y exter 

na U 
•. 

Una explicación física de la formación de las estrías fue propueSto por~ 

Lighthill,1963,quiin observó que un efecto natural del flujo cercano a ~na 

pared es un intercambio de flujo hacia la pared y hacia afuera de ésta como 

se muestra en la fig. 6.16. 

Esta acción de cambio de flujo actúa alterando la componente transversal de 

la vórtiddad. 

La component~ transversal de la vorticidadserá estirada en las regiones 

donde el flujo es hacia la pared y comprimida en regiones donde el flujo es 

hacia afuera. Debido a que la componente más irnportantede la vorticidád 

du 
es dy' si el flujo es hacia la ·pared, la vorticidad se incrementa al aumen-

tar la velocidad local u .. Esto se debe a que la velocidad del fluido e~ter 

no es mayor; 10 contrario ocurre cuando. el flujo es hacia afuera de la pa-

red. 
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De manera que el eS,tiramiento y, compresióri de ja' vortic.idad, en la direc-

<::ión, Z, dará, por resul tado una variación de la velocidad u en. lasectión : 

transversal. ' 

" 

Por otro lado.una variación, de la velocidad u en la sec.ción transversal pu~ 

de desarrollarse en forma natural corno resultado de la ~ridimensionalidad 

de la turbulencia. De esta variación de la velocidad se genera una vortic! 

dad en la dirección de la corriente,la cual colecta flui,do de baja veloci-

dad cerca de la pared formando las estrías de la capa de pared. 

Para el mecanismo de rompimiento de las estrías se hace analogía con las es 
, ' , 

trías de transición,en donde Klebanoff [19] Kovaznay, Ko:moda y Vasudeva [40] 

observaron que periodicamente se formaban capas de inteI!ilso cortante, (conce.!! 

" 

tración de vorticidad) en la porción externa de una capa límite en transi-

ción, y e'stas se localizaban con un espaciamiento correspondiente a Las es~ 

trias,' Esto parece ser debido al estirámiento de un v5xtice en la región 

externa de la capa límite. Stuar,t(1965 propone un modeJlJo simple para el~ me 

canismo de estiramiento de los vórtices;Stuart trabajd considerando las es 

trías de transición. Se sugiere que el estiramiento de \un vórtice da por, 

resultado la formación intermitente de capas cortantes yel rompimiento de 

, la estría, en la fig. 6.17 se muestra esquemáticamente este modelo. 

,Con el objeto de encontrar alguna relación entre el flujo externo y el com-

portamiento de las estrías de la pared, Offen y Kline [23] observarón una 

capa límite turbulenta usando dos inyectores de colora,a:lte y un generador de 

burbujas de hidrógeno; los inyectores se usaron con e~ fin de ampliar.la zo 

na de visualización. De este trabajo se concluyeq;me cada levantamieht6 o 

expulsión esta asociado con una perturbación origillillGla en la región logari~ 
. , . .' . 

mie3 de la C;:~):l límitc.~y es caracteriz,ado por unü1orillS'iento de fluido ha,cia 

lG pnred. Tales perturbaciones son gencradasagll/lS ,2!lrriba por ,la iriterac-:-

90 



',I! 

ción de una expulsión anterior con el fluido de la región externa,_ De esta 

manera se for;-lla un ciclo en el que la interacción entre la reg'ión interna y e~ 

terna de la capa límit~ es la clave del mecanismo que produce la turbuleh-

cia. 

Algunos Investigadores han asociado las estrías de la p.::tred a vórtices Ion 

gitudinales. Así la existencia de vórtices longitudinales en la región de 

la pared en una capa líiníte ha sido sugerida por Stuart [3 J y H¿llnd y Nu-

tant [1 ]. Bake\-lell [41] establece que el fenómeno dominante que ocurre 

en la subcapa viscosa es el proceso de estiramiento de vórtices pares gira!!. 

do en direcciones contrarias;Clark y Harkland[42] muestran un esquema de 

estos vórtices longitudinales con sus dimensiones medias (fig. 6.18) _ En 

este-trabajo se observa que exísten)ademis de los vórtices iongitudinal~~, 

vórtices transversales los cuales se mueven, aguas abajo paralelos a la pa-

red~incrementando su diámetro. conforme se desplazan (fig. 6.19). 

Una característica notable es que)conforme se incrementa la distancia a la 

pared,el tiempo de vida longitudinal de un vórtice transversal se incremen..,. 

ta alcanzando distancias de ~~~ = 1000. 

Se cree que existe una ~onexión entre los vórtices longitudinales y los 

transversales, pues un vórtice transversal precede a la forma'ción de dos' 

vórtices longitudinales. "El mecanismo de formación de estas estructuras 

vórt1cosas podrü; ser una inestabilidad en la región de intenso cortante: 

- .. 1 d'l prOXlma a a pare . 

Mis recientemente Blackwelder y Eckelmann[43] reali~aron un ~studio bas¿an-

te detal1ndo de la estructura· de las estrías de pared. Usando hot films/,;sE'n 

sores y arreglos dé anemómetros de hiló caLi0nte en la pared. analizaron' 
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las componentes de la velocidad en la dirección de la corriente'; las compQ-

neñtes de la veL .'-ldad en la dirección transv€:rsal, así como los gradientes' 

de estas compone:1r:es en dirección normal a la·paredj concluyendo· que las e~ 

tr:asde. baja velocidad vistas por Kline y otros investigadores sI::! producen 

en una región~ituada entre dosv6rtice~ longitudinales rotando en 'sentido' 

contrario,los cuales expulsan el fluido,hacia afuera de la par~d para for;:-

mar las estrías de baja velocidad,cornó se 'puede apreciar en la fig. 6.20. 

Esta acción de' expulsión de fluido continúa hasta que· es interrumpida por' un 

barrido proveniente de la región externa. La longitud de di~hos vórtices 

tiende a indicar.que son casi estables y solamente son destruidos por la aE.. 

ción de.los barridos~ El fluid6 d~ alta velocidad de los barridos hace~~e 

se produzca un perfil de velcicidad~cbn inflexión. 

Reg:i.strandocorrelaciones e,spacio':"temporales de los gradientes de las comp~ 

nentes de la velocidad en la dirección de la corriente así como en la diree 

ción transversal, encontraron 'que las correlaciones alcanzaban una extensión 

+ 6x >1000 lo que puede verse como longít~d característica de los vórtices 

longitudinales y a su vez de las estrías. 

En los trabajos revisados anteriormente, se sugiere que los vórtices pares 
. '¡ 

en la región de la pared son los que producen la salida de flujo de baja v~ 

locidad atrapado entre ellos. 'En contraste con esto ,Praturi y Brodkey [~4] 

sugieren que los vórtices de la región de la pared son. el resultado de la ih 

teracción entre la entrada de fluido de alta velocidad pioveniente de la're 

gión externa de la capa límite y la salida de fluido de baja velocidad de 

la región de la pared. 

Praturi utiliz6 una t~cnica de fotografía estereoscopica para tomar los ~ovi 
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mientos de las par tícu~as en tres dimensiones ~ Uso'" partículas suspendidos 

en el flujo como' trazadores. En este trabajo se propóne un modelo fenomen~ 

16gico que int~nta explicarlas características estructurales observadas en 

la capa límite. 

El modelo se inicia con la aparici6n de un I;rente de fluido de alta veloci-

dad; aguas abajo el fluido se mueve a una velocidad menor; la diferencia ~e 

velocidades entre las capas de fluidoi da. por resultado una inestabilidad 

de tipo Helmholz y culmina en la formaci6n de un v6rtice transversal en la 

regi6nexterna de la capa límite)fig 6.21. Esto concuerda con lo observado 

por Nychas [39]. 

En el segundo,estadoel vórtice se mueve por conv.ecci6n del fluj o. La regi6n 

de la pared empieza a entrar en actividad)la cual es caracterizada por la,s 

expulsiones y los movimientos v6rticosos. Se cree que las expulsiortespue-

den ser una consecuencia del fluido de baja velocidad que queda atrapado en 

el frente de fluido de alta velocidad por continuidad, el flujo que entra 

forza a que salga el de baja velocidad. 

+ Las expulsiones se originan en una regi6n 5< y < 30 Y pueden llegar hasta 

una distancia y + = 100. 

Los movimientos vorticosos en la región de la pared(v6rtices longitudinales 

y v6rtices transversales)parece~ ser el resultado del fuerte cortante que 

se prbduce entre el frente de alta velocidad que se mueve hacia la pared:y 

la salida de fluido de baja velocidad atrapado por 'ste. La fig. 6.21 es 

una secci6n bidimensional. En la r.ealidad el frente de alta velocidad no 

es uniforme a trav~s de lasccci6n transversal,y roSé bien parece como en 

forma de deJos en los cuales queda atrapado fluido de v~locidad baja. 

l 
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Estos dedos son muy largos y corresponden a las estríps de alta y baja velo 
'1 

ciclad de la región de la pared. Nótese que en éste modelo el factor que 

causa la ~parici6rt de los v6rtices es el cortante producido por lascap3$ de 

fluido de alta y baja velocidad,y que e~tos v6rtic~s s6n pequeaos y much6s J ya. 

que en este modelo los v6rtices son una consecuencia)m.?sque un factor q~le 

cause la foimaci6nde estrías. 

<' • - , • 

El tercer estado del ciclo se caracteriza por un decaimiento del vórtice 

transversal,el cual se hace menos intenso;y por esto la actividad en la :t;e-

gión de la pared cesa. El vórtice transversal conforme se mueve aguás abajo 

consume la capa de cortante, desapareciendo las .zonas de alta y baja veloc.f. 

dad las cuales son reemplazadas por un flujo más uniforme. La circulación del vor 

tice hace que se ondule la intercara entre de flujo laminar y turbulento e ,in:" 

duce la-: entrada de fluido de la región de flujo irrotacional. A esta en 

trada de fluido por continuid~d corresponderá una salida de flujo de la ca-' 

pa límite esto se muestra en la fig. 6.21, d Y e. 

En la fig. 6.22 se muestra esquem.áticamente el modelo fenomenológico y se' 

muestran.las interrelaciones entre las' estructuras observadas en la capa lf 
'i 

mite. En este modelo el frente·de alta y baja velocidad es el factor priI1c.f. 

pal, el cual causa tanto la formación de los vórtices transversales como·los 

pe~ueaos v6rtices longitudinales observados en la regi6n de la pared. 

Dos puntos importantes en este trabajo son: 

, '.. 

1) Se consider~ que los eventos de la región externa del flujo son los que 
" 

motivan la acci6n en la región de la pared. Algunos ~utores sugieren: 

que las expulsiones de fluido son las que causan la.ondulación de la in

tercara turbulento-no t~lrblllento ;ent1:"e .dIos Blackwclder y Kovaznay (1.972» 

. I . 

Kim, Klinc. Rcynolds (1971). Sin emb;¡rgo en este trabajo las ondulJci~-
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nes se a50cia~ al movimiento de los vórtices tran~versal~s enlaregi6n 

externa esto es; elfrentéde alta y baja velocidád es el que produ~e 

las condi¿iones necesarias para la actividad de la regi6n de la pared. 

2) En este modelo los vórtices longitudinales de la región de la pared; 

son el resultado de la interacción entre el fluido de alta velocidad 

que entra y el fluido de' baja velocidad que sale .Esto en contraste con al 

gunos autores que han sugerido modelos de, páres de vórtices rotando en 

sentido contrario en la región de la pared como lósresponsabl~s d~ 

las expulsiones de fluido de baja velocid~d localizado entre ellos~ 

[ejem. BakeHell y Lumley 1967 , Kline 1971J. 

En el trabaj~ de Nychas (1973) los v~rtices transversales dan por resultado 

cambios de presi6n que causan la salida de flujo de baja velocidad, lo q~e 

puede ser verdad, pero en ~l trabajo dePraturi se sugiere la posibilidad 

. de que las expulsiones de fluido seari una mera consecuencia de continuidad. 

Sin embargo de las mediciones con anemometría es difícil establecer cual ',de 

los dos mecanismos propuestos anteriormente es el correcto. puesto que ~m-
. ." 

bos dan en promedio más o menos la misma apariencia. Es. importante enfati-

zar que un mecanismo requiere de los vórtices longitudinales. miehtras que 
.\ 

el otro no; pero no es necesario el. excluirlos. de hecho se puede esperar . . 

que existan y que se observen con frecuencia en el flujo. 

Modelo Ondulatorio de la turbulencia. 

Un modelo ondulatorio para laformaci6n de la.s estructuras de la capa lími-

te en transici6n y la capa limit0 turbulenta es el propuesto poi Levi[4Sj; 
. -. . . . 

E:ste lUodelo se basa en la ley lInivcrs~ü de St.rouhal, la cual establece que 
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. . 

la frecuencia con la que oscila una masa de fluido refrenada de ~spesor ~, 
excitada por el flujo externo de velocidad U, es aproximadamente igual a: la 

frecuencia te6ric~ de un oscilador,arm6nico de longitud d. dotado con una' 

energía especí fíca 

La energía mecánica específica del oscilador es,: 

E 1 (2 TId 0 2 

2 

mientras que la energía cinética disponible es 'U2 /2;ígualando ambas energías 

resulta: 

d 
2TI f U = 1 

Siendo la longitud de onda de las perturbaciones ondulatorias 

A - a.U = 2 TI a. d 
f 

Evidencias de la validez de la ley universal de Strouhal se pueden observar 

en el caso de estelas, chorros. ondas de choque, autorotación de ala:s[47]~ 

De acuerdo ,con Knapp. y Roche [21] y otros investigadores ,el proceso de tra~ 

sición se caracteriza por la aparición de ondas longitudinales las cuales 

se hacen tra~sversales un poco aguas abajo~ La longitud de las ondas lo~g! 

tudinales es casi igual a la de las' ondas tra.nsversales y aproximadamente' 

igual a 2 TI Ó • 

Levi sugiere ondas estacionarias transversales superpuestas a ondas, longit::_ 
. ' 

dinales de longitud de onda 2TIó, corao un mecanismo que explique la forma~, 

ción de las estriasde transici6n.Este se muestra en la rig. 6.23. Donde 

se puede-observar que-un ascenso de una onda estacionaria extrae flujo de 
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'baja velocidad hacia afuera de la'pared creando una zona de baja velocidád' 

'por otro l~do,un descenso de la onda transpo~ta El~ido de alta velocidad, 

hacia la pared creando una zona de alta velocidad. 

En una capa límite completamente desarrollada ,en la región cercana a la pa-

red se forma la subcapa viscosa, L3.: cual se caracteriza por la formación 

de estrías de alta y baja velocidad' análogas a las estrias de transiciónj'pe 
,-

, , 

ro su espaciamiento es menor. 

Si las estrías de la capa de pared son formadas al igualqu~ las de tran~i

ción por ondas estacionarias transversales, d~ ricuerdo a la ley de Strouhal 

,la capa de fluido refrenada sería el espesor de la capa de pared 6w el cual 

se puede deducir aproximadamente del, trabajo de Blackmvelder y Eckelman' ep 

donde 6w = 30v I tI 
1 

Ahora el espaciamiento entre, estrías' de baja velocidad 

seria AW= rr6w ::: 94vlu ,valor que concuerda con el medido por Kline.' 
T " 

Este modelo de ondas transversales implica que la longitud promedio de la~ 

estrías e:St~ ,- limitada por el cambio de fase de la ondapues,t;:o que en donde 

existia una estría de baja velocidad aparecera una de alta y viceversa. La 

longitud de las estrias se deduce de el trabajo de Emmerling [47], quien in 

vestigó la presión instantánea en la región de la pared en una capa límite 

turbulenta con U = 8.5 mis, 
, -1 

U Iv =22,-5 mm ,descubriendo' fases alterna
T 

das de fluctuaciones de amplitud alta con fases de amplitud baja. 

De un registro típico se muestra una fa~e de 7.5 ms de duración)en la cual ' 

las fluctuaciones de amplitudes altas, se mueven con una velocidad de convec 

ción U ~ 0~7U. De aquí se deduce que la longitud cubierta en cada fase se
c 

ráL = TU::: 100 4 vlu ,c T Un, valor similar fue encontrado por Blad .• :elder::, 
. . . . .. 

y Eckelmann [43] cO,mo se vio ¿1I1teriormónte en el caso cl2 los vórticeslongi; 

tudinales. Levicóncluye qll€ las ondas est~cionari~stransv~rsales en la p~ 
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. . . 
red e~tan asociadas ~ ondas de longitud 2 na8 donde a e~ un coeficiente ~~ 

velocidad convectivaiPor ejem~lo 0.7 .. &1 la capa limite turbulenta Badrl 

Na~ayanan y ~~rvin [43] extendieron la regi6n de mediciones de las fluct~a~ 

ciones de velocidad en la pared, realizados por Narahari :lao [38] a toda. la 

capa limite, encontrando nGmero de Strouhal de f8/v = 0.166. 

Esto sugiere la presencia de ondas de longitud A = 21T8 

A estas ondas se asocia las regiones de fluido de alta velocidad y baja ve-

locidad en la direcci6n de la corriente, observadas ?or Nychas,de manera-

que el flujo de baja velocidad torresponde a una salida de flujo ~e la re~ 
. " 

gi6n intern~ y a la mitad de la longitud de onda, el fluid¿ dé alta veloti-

dad corresponderi a la otra, como se observa en la fig. 6.24. 

El evento de los burst con este modelo se explica de la manera siguiente~ 

De acuerdo a lo observado por'Nychas [39J,en la intercara de fluido de alta 

velocidad con el fluido de baja velocidad,se forma un v6rtice transversal 

creado por, el esfuerzo cortante el cual se mueve hacia afuera de la capa" li 

mite:~ste succiona fluido de baja velocidad de la subcapa viscosa, de donde 

resultan los burst al formarse una estela detrás de el fluido de baja velo-

cidad. E~to explica la asociaci6n de la frecuencia de los burst con las va 

riables que definen laregi6n externa de la capa limite. 

De ~cuerdo a lo anterior,Levi propone un ~6delo oscilatorio par~ la turbu-

lencia de pared, el cual se muestra en la1ig. 6.25, en donde el eje X ~~en 

la direcci6n del flujo, el eye,Y es perpendicular a la pared y el eje Z es 

transversal a éste. 

Las ondas A en el sentido longitudinal y las ondas transversales n, de 10n-

tidud 21TO (siendo 8 el espesor de \.;] capa l'ímite) ;lrarr~cen en latransic16n 
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y persisten en la turbulencia completamente desarrollada. 

En la transición "la a ondas B explican la formaci6n de estrías de transici6ny 

l~ combinaci6n de las ondas A y B genera las estructuras en punta de flecha 

y Spots característicos, de la transici6n., En un flujo turbulento las ondas 

A explican la alternacioo ele fluido de al ta velocidad y baj a velocidad obser 

vadapor Nychas)y como resultad~ de ¿sta la aparición de los burst~ 

En la región de la pared, las ondas estacionarias transversales e de longi~ 

tud now ( éw es el espesor de la capa de pared) producen las estrías de la 

subcapa viscosa y definen su espaciamiento. Su longitud es controlada por 
, , 

ondas longitudi.nales Al de 'longitud de onda A ;;: 2 no (CI. es el coeficiente 

de convecci6n de la velocidad definida como la relaci6n entre la velocidad 

local en la direccióri de la corriente y la velocid~d en l~ regi6n exterria, 

de' flujo libre). 

Este modelp justifica la creación de remolinos turbulentos; se supone que' 

en el flujo se presentan,al mismo tiempo que las ondas A de longitud de on-

da A= 2 no, ondas de 10ngitud A/2, A/3 •••• , correspondientes a las armoni-

cas 2f, 3f de la frecuencia fundamental f;;: U/~6 . Estas ondas longitud{-

nales forzan él las partículas a girar con la frecuencia de la onda, sigU~e!!. 

do trayectorias en forma de óvalo, cuyo tamaño disminuye conforme decr.ece .. la 

distancia a la pared. De manera que la oscil~ción de la capa límite erea 

remolinos de varias frecuencias. 

Bajo estas suposiciones,Levi determina teóricamente el aspecto de energía a 

través de "una aproximación de la mecánica cuántica, de la manera s,iguiente. 

SL se admite que los remolinos de ,frecuenciasfn= nf {donde f es ~l modo fun 

damental y n=l. 2. 3 .. 1as arm6nicas) son capacc~ ele recib~r o emitir energía 
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a través de Cl1élntost:n 

en el cual n es un factor energético, función dél nú~ero de R de la corrien 

te libre y Sn = nS= n/2ndonde Sn representa también la relación d~ ener

gia fri 8U/2Jaso~iada con la frecuencia fu y la ~nergía cinética total U2 12.· 

Debido a que existe un gran número de remolinos, la probabilidad de encontrar . 

un remolino de frecuencia fn, que emita·en cuanto de energía, serápropor-

. -Sn 
cional a e· ,la probabilidad de encontrar·un remolino con dos cuantos·de 

energía será proporcional a e-
2Sn 

y así sucesivamente. 

• I 

De donde se deduce que el riúmero de remolinos con frecuencia fn y K cuantos 

...,KSn de energíaCK = O, 1, '2, ....... ) se puede· escribir' como N
K 

= Ce, don-

de C es una constante numérica. 

El número total de remolinos de frecúencia fn será 

-Sn· -2Sn 
. N =N o + N 1 + N 2 +.. . . = C' C 1 + e + . e +. . . .) = 

e ( 1 _ e -Sn) -1 

de donde 

La energía total Et correspondiente a la totalidad de los remolinos será 

. . ..... -Sn ·-Sn . -2Sn· . 
Et; N1sn + N

2
(2En)+ ... ,=Ce En(1+2e+3e. + ..... ~) 

C -Sn (1 -Sn)~2 e en -e . 

Sustituyéndo i..:l valor deC •. 
. ( Sn 1 

E = NEn e - 1) 
. t .. . 
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Sustituyentlo ahora el valor de En en la eco anterior y dividiendo por N se 

obtiene: 

donde Em = E IN 
t; 

energía media de los remolinos de fr~cuencia ·fn. 

mis se sustituye Sn = n/2n se puede escribir 

Si ade-.. 

Dichaecuaci6n ha sido graficada en la fig. 6.26 en donde 4 n 2 .. Em/n apare-

ce en funci6nde los mal~iplos de la frecuencia. La curva resultante con-

cuerda cualitativamente con el espectro de energía deducido en base .al aná-

lisis dimen~ional[46]: 

En este capítulo se ha hablado de las estructuras observadas en. la. capa lí-

mite,así como de los mecanismos y modelos propuestos para su generaci6n. 

De esto se puede concluir que: 

1) Se ha observado. la presencia de estructuras bien organizadas en lá'ca-

pa límite en transición y la capa límite turbulenta. 

2) Las estructuras coherentes se forman debido a alg.IÍn tipo de ir.estabili 

dad,tal como pueoe ser una inestabilidad inflexional sugerida por Kim 

.ó una inestabilidad del tipo de Kelvin - Helmholtz debido al esfuerzo 

cortante entre dos capas de fluido de diferente velucidad. 

3) Las estructura~ características que se hari observado y estudiado más 

son las manchas de turbulencia o spot~,y las estrías de transicióll en 

una capa límite en transición; (~n una. capa límite turbulent<1 L1S es-

tructuras m5simportarttes san las estrías de ID subcapa viscosa y el 
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fenómehode ios burst.En un grannGmcro de trabajos se.presentan las· 

características de estas estructuras tales como su longit~d. espaeia-

miento, frecuencia,y se ha observado una buena concordancia en lo~ r~-

sultados presentados en estos, por ejemplo el eSpaciamiento entre es-

trías de la 5ubcapa viscosa .esA + = 100, lá loneitud de estos. es de . 

. + 
D.X 1000 y la frecuencia de los burst se escala con TbUcc/o = 6. 

4) De los mecanismos propuestos para la formaci5n de turbulenci~ se dedu-

ce que existe una interacción entre ~l fluido de la corriente libre~ 

el fluido de la capa límite· y el fluido de la región de la pared. Dicha 

interacción da por resultado estructuras turbulentas; pero aún no se 

ha aclarado comple.tamente como es que ocurre. 
~ 

5) Los estudios de visualización generalmente son típicamentecualitilt;i-

vas, presentando bastante informacióncualit~tiva pero pocos datos, 

mientras que,cuando se·usan anemométros de hilo caliente o·anemométros 

de rayo lase~se obtienen muchos datos pero su significado flsico es 

muy licitado. Consecuentemente se debe manejar en una investigación·· 

tanto la visualización como la información cuantitativa. 

Recientemente Hussain [51] ha realizado una revisión sobre el tema de estruc 

turas coherentes. En este trabajo .se define una estructura coherente comó la 

extensión sobre la cual existe una componente organizada de la vorticidad 

que tiene correlación en fase. 

Hussain dice liLa turbulencia consiste de movimientos cohérentes y movimien-. 

tos incoherentes o de fase all':!atoriasuperpuestosJextendiendose los movi,.. 

mientos no coherentes rn5s alla del. límite de las: 
. '." " , 1I 

ucturascoherentes .. 

El tam3~O de una e~tructura coherente e~ comparable ~ la longitud caracte-
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dstica del flujo (extensión transv~rsal del flujo). Sin embargo exiSten 

movimientos coherentes cuyo tamaño es menor que dicha longitud característi 

ca, por lo que a estas estructurris las denomina subestructtlras coherentes 
, . 

por ejemplo los remolinos, las ~st~ias, etc. 

, Con respecto? las' características de, estas estructuras, una estructura cohe 

rente es responsableclel transpOrte de masa, calor y momento, pero no ~s 

en sí misma altamente energ~tica, pues la mayor parte de la energla cin~ti-

ca de la turbulericia se.asocia a la turbulericia iricoherente; siendo ~sta de 

, gran importancia sobre torlo en flujos completamente desarrollados. 

El mecanismo de formación es el resultado de la inestabilidad de un fluj'o 

Q¡s mecanismos pueden ser: a) despué's de qúe una estructura ha decaido, el, 

flújo t~rbulento es su¿ep~ible a una inestabilid~d deteiminada por el esta-

do del flujo en ese instante, resultando una nueva estructura.b) Una se

gunda posibilidad' es que las estructuras nodecaig~n totalmente,' y las es,-

tructuras distorsionadas o subdivididas por medio de interacciones mútuasse 

combienen y resurjan. En contraste con algunos investigadores que han sug!:.. 

rido una inestabilidad debida al perfil de velocidades medio, Hussain cre'e 

que la dinámica local debe controlar la inestabilidad~ 

Hussain,y Reynolds y Hussain [49, 50] proponen un tratamiento ánalítico usan 

do estructuras coherentes, considecando,que)si las esil::1ructuras coherentes· 

en un flujo cortante turbulento fUeran identicas sepoollrían describir pOI: 

medio de sus características en una fase determinada~ ~j:imilarmente al con-

cepto de tiempo promedio usado en el análisis estadístico de la turbulen.,.. 

cia, usan un artificio 'llamado "fase, promedio". ,Este ~'s el promedio ·de 

cualquier ,pcopiedad eri un estado particular o fase de mna estructura, 
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esto es 

N . . 1 
< f (x, y, z, t» =lim N i=l fi (X, y, z, t + ti) 

N<';-co 

donde t es el tiempo correspondiente a la fase de referencia (o estado. ini-

cial) y ti denota los instantes de ocurrencia de estructuras sucesivas d~ 

la fase selecciopada. Cuando estas estructuras ocutren a interval6s regul~ 

. res, esta defi~ición se reduce a una fase períodica promedio 

N 
<f(x, t» = 1im !fi (x, t.+ iT) 

N -+rn N i=1 

donde T es el período de ocurrencia de la estructura y t es el instante co-

rrespondiente a la fase de referencia~ 

Se supone una triple descomposición del flujo se considera ·que cada varia~ 

ble instantanea consiste de tres componentes: una componente independiente 

del tiempo, la componente coherente, y la componente de la turbulencia iñco 

herente; de manera que una variable instantanea se expresa por 

donde f F ,. 

f (x, d 

< f > 

F(x) + f (x, t) + fr (x, t) 
c 

F + f c 

y f es el promedio en el tiempo de f 

y <f> es la fase promedio de f 

En cualquier parte se pueden determinar los tres campos de la turbulencia. 

El flujo de energía entre los campos componentes de la turbulencia se pre-

sent.:111 esquemáticamente en la fig. 6.27, en donde Clparecen l~s relaciones 

entre el flujo medio, la~ estructuras coherentes y las incohcrentes,así co-
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mo los términos 'oeia disipación de energía. ,En esta figura, el ancho de ca':" 

da flecha representa el flujo relativo de energía; estos anchos dependerári de 
, , , 

la región del flujo y del tipo de, este. Tanto 1<1 disipación del flújomedio· 

como la de las estructuras coherentes ser~ menor que la disipación de la tur 

bulencia incoherente,esto esE < E« E:r. 
e 

En los estados de formación de las estructuras cQherentes, el térr.üno 1 se-

rá mucho más grande que el 11 pero en regiones de flujo completar.:lente desa-

rrollado éstas se hacen comparables. 

, " 
No obstante que 'no exista una correlación entre las partes coherentes e in~ 

coherentes de 1aturb~lencia fc gr = O, estas no son independientes. L~s 

estructuras coherentes, producen y or,ganizan 'la turbulencia incoherente. 

,La triple descomposición es atractiva,pero sufre de la limitación, de que 

una estructura coherente se trata corno una perturbación superpuesta al flu-

, .,' 4· " 

jo medio; el cual por otro lado esta formado por muchas estructuras coheren. 

tes. De modo que una estructura coherente no solo es una perturbación del 

flujo sino. que en una región ocupada por una estructura coherente la estf.uc 

tura es el flujo y no una mera perturbación. 
. .. . '. . 

. , ' 

Hussain[49] intenta usar una descomposición del flujo en movimientos cohe-

rentes e incoherentes solamente. 

f(x, t) = fc(x, t)+ fr (x. t) 

en donde los movimientos se deben describir en un sistema de coordenadas me, 

viéndose con una partícula en el campo de flujo coherente. 

Esta descomposición del flujb es Gtil al e~plicar las inteiacciones entre! 

,movimientos coherentes y no coherentes : sin embargo no explica la \;~voluci,6n 
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de'las estructuras coherentes ni su extracción de energía del flujo medio 

en el cual se encuentrari. 

Se sugiere que posiblemente se pudie~a lograr una aproximación casi~Lagr~ri~ 

giana en la descripción del movimiento deuha estructura coherenteJutili~an 

, '" do un sistema coordenado fijo en el c~ntro,de la estructura y moviendose 

con la velocidad de convección de la estrt:.ctura. Un problema aquí sería ,que" 

la velocidad de convección tiene una dispersión bastante fuer~e eh cualq~ier 

flujo. No obstante,una formulación ~ejor pod~ía ser una lagrangiana o una 

solución riumérica bajo él punto de vista Euleriano. 

Sin embargo Hussain habla de que no se ha establecido la importancia de las 

estructuras coherentes en la din¡mi~~ de los flujos turbulentos; dé los ~s-

tudios que se han realizado parece ser que.estassonmuy importantes en los 

estados iniciales de formación de 'turbulencia y posiblemente pueden represe~ 

tar al flujo turbulento, dejando de tener importancia en flujos completamen 

te desarrollados. Cabe aclarar que en los flujos de la capa límite y sobre 

todo en la región más cercana a laparedtlas esiructuras coherentes son ~e 

gran importancia. 

La observación de las estructura~ coherentes en los flujos turbulentos con-

siderados anteriormente como flujos en los que las partículas se mueven en 

un desorden total, ha sido de gran importancía,puesto que bajo este punto 

de vista es posible y se han realizado modelos determin{sticos ~ue les r~-

presentan. Sin embargo,hasta ahora no se ha logrado llegar a un modelo ~om 

pleto de los flujos turbulentos, debido a que los investigadoresutilizac 

diferentes técnicas de medición; cada método, de visualización tiene su::; 'ven 

tajas.odesventajas; por otro lado de los registros de aparatcis de ~ediclón 
. . . . '. 

como son los al1t.~m01nétros se obtiene bÍlstante información, cuantitativa pq;ro 

, : 
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muchas veces se pierde el sentidb físico de ~sta, ~ientras que la visualiza 

. ci6n ofrece una interpretaci6n física del fen6meno pero el. problema que 

lleva es la interpreta~i6n de los resultados. 

~l problema de la turbulencia se ha compa~ado con· la f~bula .de C~lCO ho~bres 

que observan un elefante; cada hombre explora una pequena parte del aniIJ18l 

y.hace sus conclusiones acerca de la naturaleza total del animal. 

En este sentido se puede decir que es necesario .::studiar más este fcn6meno 

con el fin de llegar a una conclusi6n correcta. 

Con esto se concluye 10 que se refiere a la estructura de la capa límite 

turbulenta. En el capítulo siguiente se verá· una introducción a los mode

los matemáticos. de la turbulencia. 
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VII lNTRODUCCION AL CALCULO DE FLUJOS· TURBULENTOS 

Antecedentes. 

En los años 60 las computadoras empezaron ti tener .gran impactu debido ti su 

habilidad para realizar muchas operaciones aritm~ticas en poco tiempo. E~-
I 

todio lugar a que los. investigadores desarrollaran programas de computa7 

ción para la simulación de flujos. 0ichos prograraas implican el' cUlllplimi~n 

to de las leyes de conservación de momento,·masay energía. Con program?s 

de este tipo es posible simular flujos bidimensionales y ciertos tipos ~e 

flujos tridimensioriales; Las predictiones gerieradas por estos programas 

son bastante buenas cuando se trata de flujos laminares, pero no pasa lo· 

mismo cuando estos'son turbulentos. 

Sin embargo en.los últimos años se han desarrollado métodos que han dado· 

más cOnfianza al cálculo de flujos turbulentos~ 

Como se dijo j~teriormente,en principio se aplican las eco de Navier-Stokes 

al movimiento turbulento; pero al ingeniero generalmente le interesa cono-

cero solo los erectos de las características medias en el tiempo. 

El proceso 'de promediar las características del flujo en el tiempo da por 

resultado la aparición de correlaciones estadísticas d~ fluctuaciones de ve 

locidad en las ecuaciones de conservación de movimiento. No existe una Ína-

nera directa de conocer la magnitud. de estos términos (a menos que se midan. 

experimentaJmente) de modo que .sus efectos se "modelan" en términos de qm-

tidades que'puedan determinarse. Entonces un modelo· de turbulencia"se en-o 

tiende como un conjunto de ecuaciones la~ cuales~al resolverse cOn las ~ 

ecuaciones del flujo medio, permiten el cálculo de las.ctirrelaciones perti-

nentes y así simular el comportamiento de fluidos reales. 

- l ' 

Este capítulo es solo una intr6ducc n a los modelos 'de los flujOs turbulcn 

i. 
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tos. Se tratará inicialmente de los tipos de modelos existentes ,en que, 
" , 

consisten y se verá un poco los métodos más antiguos, generalmente ios más 

simples; qué han alcanzado un estado de qesarro110 estable., 

VII l. HODELOS DE FLUJOS TURBULENTOS 

'. ..' - . 

Los modelos de flujos' turbulentos se clasifican de acuerdo al núÍnero de. 

ecuaciones adicionales a las d~l flujo medio que se usen para la simulación. 

Así se tendrán: 

a) Modelos de Cero Ecuaciones: Estos modelos so16 usan las ecuaciones di-
, , , 

ferencia1es parciales para el campo de velocidades del flujo medio y 

ninguna ecuación diferencial parcial para la 'turbulencia. 

, , 

b) Hode10s de una Ecuación: Involucran una ecuación diferencial parcial 
, , , 

relacionada a la ~scala de ,velocidad de la turbulencia, en adición a 

las ecuaciones diferenciales parciales del flujo medio. 

.' c) ~10de10s de dos Ecuaciones: Usan una ecuación diferencial parcial adid.o 
. , . .' 

na1 relacionada a 1a'longitudde escala de laturbulencia~ 

'd) Hode10s de Ecuaciones de Esfuerzos: Involucran ec.uacionesdiferenciales 

parciales para todas las componentes del tensor de esfuerzos de Rey-

no1ds,y en general también para una 10rigitud de escala. 

e) Hode10s de Simulación de Remolinos Grandes: ,Calculan la estructul:'a de:, 

los remolinos grandes (tridimensiomües y dependientes del tiempo), y ,un 

modelo de nivel inferior para modelar turbulencia de peque5a esca1a~ 

Log modelos de'cero ecuaciones son los d¿usc más común en,la industria; 

los de una ecuación también ,se aplican, .?n alguna ocasión. Los modelos de 
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dos ecuaciones son de uso académico yno se haü usado extensivamente en: in-

genie~ía. Los modelos de esfuerzos están en Ílltenso' desarrollo; estos m9de-

los son esenciales en el manejo' de los flujos más difíciles. La. simul~ción 

de remolinos grandes est¡{n en su infancia,y se hR' utilizado para evaluar. 

los modelos de nivel inferior para turbulencia de pequeña escala. 

VII 2. MODELOS DE CERO ECUACIONES 

Concept6 de Viscosidad Turbulenta.' 

El primer intento de un modelo deturbu1ericiapuede atribuirse a Boussinesq 

(1877). El sugiri6 que los esfuerzos cottantes turbblentos resultantes 'de 

las correlaciones de fluctuaciones de ve10cidad'se pueden reemplazar po~ el 

producto del gradient;:e de velocidad media y una cantidad llamada "viscoi:d-. , 

dad turbulenta" .. Así. si se reemplaza T = - pu IV
I por el producto t . 

donde Ut no es una propiedad del fluido, sino una propiedad del 

.estado local de la turbulencia. 

La consideración de U es una herramienta para laconstrucci6n 
. .t· . 

de un modelo de turbulencia. restando el trabajo de~expresar-'la 

viscosidad turbulenta en t~rminos de cantidades conocid~s o ~al 

culadas. 

La mayoría de los m~todos de cero ecuaciones e~a1guna forma $e 

basan en el conceptóde "viscosidad vorticosa". :' Las versiones más cono 

cidas son·la fórmula de la "Longitud de mezcla"; . 

7.1 
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y la f6rmulade la vi~cosi~advorticosa)l~ cual aplicada a una sapa ~elgada 

resulta 

-uv.= 7.2 

La hipótesis de Longitud de Mezcla 

La hipótesis de longitud de mezcla,propuesta por LudHig l;'randt1 (1925) en 

. analogía con la teoría de la energía. cinética de los gases, consta de. dos' 

partes las cuales generalmente se aplican juntas, como se verá a continua-

ci6n. 

Prandtl adopt6 la idea de Boussinesq y supuso que la viscosidad turbulenta 

V
t

, debería ser el producto de la densidad, una longitud y una velocidad 

aleatoria, esto es 

l!t 
1 
3 

p R, v 

En un flujo turbulento la l~:mgitud (longitud de mezcla) y la velocidad ale!!, 

toria variarán de un lugar a otro y tendrán valores influenciados por el p~ 

tr6n de velocidad del flujo medio. 

De la 6ip6tesis anterior se concluye que para cada punto los valores de "V' 

i'V'~erán diferentes, por lo que Prandtlintrcidujo la segunda parte de su 

hipótesis, de manera de reducir el número de incógnitas a una: 

La idea es como sigue: La magnitud de las fluctuaciones de la velocidad la 

tera1 es proporcional a las de 1~ velocidad longitudinal,ya su vez éstas son 

propo~cionales a la cÍistancia desde' donde pro,;i'éne la masa de fluido,multi-
. .~" 

. .-' 

p1icada por el gradiente de velod.d.:rt! media; lo cual se expresa: . 

V~~ dY 

. 111 



de donde d~1 . = p ¡¿ I 
ay 

J u dU 
;:¡yl ay 

El problema ahora es como determinar'¡¿ ; Prancltl propuso que la longitud de 

mezcla fuese proporcional a la'distancia a la pared más cercana. Sin embar 

go)ista ~e puede obtener experimentalmente. 

En el caso de la capa límite sobre una placa plana,Escudier. analizando una 

serie de datos experimentales, llegó a la conclusión de que la longitud de 

mezcla se desarrolla de una forma tal como la que se representa, en la fig. 

7.1 y se expresa por las relaciones: 

Si 
.y 
-
O 

Si 

y > "(5" 

donde: 

K 

A 

< A 
K 

A 
K 

0.41 

0.09. 

¡¿K Y 
o - "6 

= 

Estas relaciones son válidas para tanto para flujos de densidad uniformeco 

mo para aquellos de densidad variable;, y no es aplicable'en la región de la 

subcapa viscosa. 

Por otro lado, en el caso de flujos co~pletamente desarrollados en tuberias. 
. .. . 

es ya ~onocidala fór~ula de Nikutadse para la distribución de, la longitud 

de mezcla 
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!I, 

R 
0.i4 - 0.08 (1 - y/R)2 o . 06 (1 - y/ R )4 

la cual se representa gráCicamente en la fig. 7.2 

En esta figura se aprecia que eri la regi6n cercana a la pared la distribu-

ci6ri de longitud:~e mezcla tiené una pendiente de 0.4 similarmente ala dis 

tribuci6n de longitud ~e mezcla sobr~ una placa plana. 

En la mayoría de los nlétodos de cálculo,la capa límite se considera compue~ 

'ta por una, regi6n interna y, una externa., y ·las distribuciones de fI !I, fI Y V t 

son descritas por expresiones empíricas en cada regi6n. 

Por ejemplo si no se toma en cuenta la subcapa viscosa cerca,na a la pared, 

fI~1I es proporcional la distancia de,la pared t'· '11 la regi6n interna, 
, , 

a y en y 

es proporcional a "ó" en la regi6n externa~ 

r Yo 
< < 

Yc l' K Y Y 7.3 

~ 
ó l Yo 

< < ó ó =,& ) 7.4 al y .995 

donde Yo es el espesor de la subcapa viscosa igual a 40 V/uT y 'Yc es el 

límite entre la regi6n interna y externa. 

Los parámetros empíricos K y al varían muy poco,de acuerdo a datos exper::i

'mentales. Para flujos con altos números de Rp..ynolds Re > 5000 y 

Re = UeeN generalmente toman un valor de K:::: 0.4 y a l = 0.075. De acuerdo 

a estudios recientes [52] ,para números de Reynolds bajos Re< 5000 I al va-

ría con este parámetro. 

Similarmente)de acuerdo a variosestudios'V t vatia linealmente conlly"en la' 

regi6n interna donde 

te en la regi6n externa. 

siguientes t6~~ulas: 

tiene un valor muy cercano a T, y es casi consta~ 

Las variaciones de v pueden d~sctibitse usando las 
t 
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donde: 

~ 21 dU I(y
o Cly 

V 
t 00 

a I f (U 
o e 

U es la velocidad en y 
e· 

~ esta dada por 7.3 

< .< yJ 
'. 

.,.. Y - '( . 

1 (y < < 
ó ) - U) dy .- Y -c. 

ó(x) 

El parámetro 'a generalmente se considera como constante universal igual a ' 
,1, 

0.0168 para R::l > 5000 Como 
v· 

,. 
a también varia con el número de Reynolds ti 

:', 
" 

cuando Re < SOOO,de acuerdo a Cebeci [53] éste está dada por: : 

= 0.0168 
1 + TI 

o 
1 + 'IT 

. . 
donde 'IT esta relacionado con la energía de la estela; su valor para riúmeios 

Re altos es 'ITo = 0.55 y su variación con Re está definida por:. 

1.: 
. TI = 0.55 [1- exp(0.243 Z1 2

- 0.298Z 1)] 

Zl = % /425, -1 

.\ 
Se han realizado numerosos intentos para extender la fórmula 7.3 de maner,a 

, 
. que incluya la subcapa viscdsa; a continuaci6n se verá la hipótesis de Vah 

Driest [54],la cual es una de las más populares. 

En ésta hipótesis se expresa la visc6sidad efectiva ~omo la suma ~e las v~s 

cosidades laminar y turbulenta, para ~l caso de una región semi laminar en 

donde ambas viscosidades juegan un papel importante: 

u, e ff =]J + " Q, 21' d u l· 
1-' . dY 

1\.4 i 



para un flujo sobre una placa plana. 

Donde: 

K Y [ .1 - exp (-, y lA) J 7.~, 

A ;:: 

A+ es una constante empírica = 26 

T es el esfuetzo cortante total en la pated,y se puede ex-

presar como: 

dU 
T = II - P uv 

e, 

De acuerdo a la ecuación 7.5,1a longitud de mezcla no es igual a Ky sino que 

es multiplicada por los términó~ encerrados en el paréntesis cuadrado en Qon 

de ~ disminuirá cuando el argumento del exponencial sea cercano a cero. Sin 

enbargo cuando el argumento es grande (y negativo), el término expon~ncial:es 

muy pequeño; y 

Q" == Ky 

Ventajas y Desventajas de la Hipótesis de Longitud de Mezcla. 

Existen tres atributos importantes en favor, de este modelo: 

1) Es el modelo más simple y no requiere de ecuaciones diferenciales adi
;1 

cionales. 

2) Si se elige una buena distribución, de la longitud de mezcla, este modelo 

permite predicciones realistas Je la velocidad y de la distribuciónd~ 

esfuerzos cortantes) así como del comportamiento general de la cápa lím'i-

te. 

3) La experiencia d~ su uso es muy grande,y se puede conseguir por medio de 

publicé'l:íones de algunos investigadorcis. 
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En contra de la hipótesis de Longitud de Mezcla se puede decir: 

l. No se ha usado para predecir flujos recirculantcs debido a que las re-

l.:lciones entre esfuerzos y gradientes de velocidad son muy complicad'as. 

2. Lo anterior implica Que la,viscosidad efectiva desaparezca cuando e} 

gradiente de velocidad es cero. 

3. Este modelo no considera el proceso de convección o difusión de la tUr 

bulencia. 

Este modelo se considera físicamente erróneo, ya Que se basa en la hipóte¿ 

sis de Que los remolinos interactú'an en colisiones intermitentes de la mis-

roa manera Que las moléculas,siendo la longitud de.rnezcla análoga a la dis;' 

tancia entre las.colisiones mo.1eculares. Sin embargo,los remolinos turbu.:.. 

lentos no son pequeños en comparación con el espesor o tirante del flujo ~~ 

dio; además este modelo no representa la estructura real del flujo. 

No obstante 10 dicho anteriormente en contra del modelo de longitud de mez-
, ' 

cla,éste es el de mayor aplicación en la práctica, por 10 que se ha logrado 

una gran experiencia; por otro lado debe tenerse en cuenta que éste es soio 

un precursor de los modelos de turbulencia. 

VII 3 Nodelo de Una Ecuación 

Prandtl y Kolmogorov sugieren que en lugar, de relacibnar la velocidad alea-

toria de la turbulencia al gradiente dev~locidadmedia, se elija una pro~ 

piedad de la turbulencia,corno 10 es la raíz cuadrada del valor medio en e~ 

tiempo de la energía ica de la turbulencia, esperando que con esto se 

obtenga una mejor m.:lnera para determinar Pt ; ya que por ejey;¡plo rara la l{ 

nea central de un tubo, el grad:iente de velocidad nle:dÜl, es cero, pero la ,ener 
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" , 

gía cinética de,la turbulencia no lo, es. Lo anterior se puede expresar cpmo: 

,donde 

I ' 
-'2 

" ·r 
l' 
" ¡: 

Para determinar la energía cinética de la turbulenciaJPrandtl y Kolmogoróv 
" 

propusieron una ecuación de transporte de K. Estas ecuaciones son capaces 

de tomar en cuenta la influencia de las' regiones vecinas en la energía local 

de la turbulencia. 
,\' 

~ 0 La ecuación de la energ1a: cinética para una capa límite bidimensional sepu~ 

" 
de derivar de las ecuaciones de Navier-Stokes. multiplicando la ecuación: de 

cantidad de movimiento para cada dirección coordenada por la fluctuación~e 

velocidad correspondiente~ Promediando para un tiempo "t"y sumando las tr,es 

ecuaciones se ti~ne: 

DK (pv'K' +v' P ') - pu'v' "\' ,a--;-: p __ = _ ~'~¿(~ )2 
,D

t 
ay , ay 1-1, a X.' 

, J 

7.6 

flujo convectivo difusión + producción - disipación 

donde: 

El primer miembro de la ecuación es el cambio de energía cinética a 10 lat-

go de una línea de corriente; , 

El primer término de la derecha se interpreta como la difusión neta de ener
¡ 

gía cinética.' El segundo término generalmente es la producción de energía,.' 

expresa el porcentaje de'energía cinética media que se convierte ene~ergía 
1, 

de turbulencia,debiJo al trabajo ejercido por los esfuerzos de Reynolds con-
. .' . 

tra~lgradiente de velocidad media. El Gltimotérmino es el porcentaje de 
, ' 

~nergia de la turbulencia disipado por la acción de la vist6sidad. 
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Módelación d~ las e~uacioncs¡ 
, 

• ¡ 

La ecuación que se ha presentado es una ecuación exacta para K; pero en. 

ta ecuación las correlaciones que aparecen del lado derecho deben aproxim~r 

se a ¿antidadesque puedan determinarse. A coritinuacióri se verin lrrsapro-

ximaciones hechas por Prandtl y Kolmogorov: 

1) La acción difusiva de la turbulencia es similar al proceso de difu~ión 

molecular. El transporte de la energía de la turbulencia se toma como 

el producto del gradiente espacial de K y la viscosidad turbulenta)~n-

tre··en numero efectivo de Prandtlpara la difusión de .laenergía de: la: 

:~urbulencia 0K' esto es: 

+ p·'v') 
I aK 

= constante x p¡z"2 9. ._ay 

2) .En el término de producción de energía; la correlación que aparece es 

debido a los esfuerzos cortantes turbulentos; y se reemplaza por el pro 

ducto de ~t por el gradiente de velO¡:idad medio: 

-,-, 
- pu v· 

3) La disipación de energía cinética de la turbulencia ocurre predomin;;mt~ 

mente en los remolinos mis pequeños. El porcentaje de disipación de 

energía seri controlado por el proceso de transferencia de energía de 

los remolinos grandes a los mis pequeños; este proceso de "cascada":se 

supone depende solamente de p, K Y 9. y se puede expresar: 

.~. ¿. (_~~·:i)2= (isotropía local) 
·id J 

Sustituyendo ~stos términos en la eco 7.6,la eco final resulta; 
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P 
DK 

D 
t, 

= , dK) + 
ay 

.¡ 

,(~)2 C 
J.I t ay - D P 

. ~, 

Esta ecuación es vilida para flujoé en una capa límite 'bidimensional, y se 

resu~lve simult~neaménte con la eco de cantidad de movimie~to y con las • 

ecuaci~nes parao~ras variables del flujo medio que p~edan ser de interés. 

" Para resolvet: estas ecuaciones existe un progra,ua de computadora de Patakar 

y Spalding [55]. 

Antes de soluciona'r las ecuaciones, se deben asignar los valores de lél.s , 

constantes CD y 0K Y la distribución de la escala de longítud~. 

Para la turbulencia cercana a una pared,la convección y difusión de energía 

son casi siempre despreciables,así que hay un balance entre los términos de 

producción y disipación. 

En estas circunstancias la ec., de la' energía se reduce (después de mulÜp'1!. 

car el término de la producción por J.I y el término de la disipación por; 
t ' 

1 

PK'2 Z) a l,a forma 

y de aquí. 

T 

PK = 
k C 2 

D 

Esta relación entre esfuerzos y energ~a tiene su origen en experimentos en, 

flujos cercanos a paredes, siéndo el co¿ierite igual a 0.25 y 0.3; de donde 

se sugiere un valor de CD de 0.08. 

Si ahora se C':limina K del término de disipación introduciendo la definición 

de Pe la ecuación de ia energía cinética ,(todavía despreciando la convec:-
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c!ón y difusión de energía) puede expresarse como: 

L: 
·C· 2 pQ,2 . D 

este resultado puede conocerse.como equivalente al de la hipótesis de longi 

tud de mezcla. Por esto es por lo que al modelo .de longitud de. !m~zcla alg~ 

nas veces se considera como un modelo para turbulencia en "equilibrio local",; 

. porqu~ésta es la forma a la que se reduce la eco de la energía cinética· 

cuando la turbulencia se produce y s~ d{sipa en el mismo lugar. 

De los expe.rimentos sobre la distribución de velocidad media' cerca de una' 

pared se deduce una variación en la longitud de escala. Las mediciones in-· 
, , 

dican que el gradiente de velocidad media varíá'con·la distancia a la parE7d 

de acuerdo a la ~ctiación 

au _ ay - lr/p I Ky 

La sustitución dé esta fórmula en la anterior da por resultado que, igual"'; 

mente que la longitud de mezcla, la escala de longitud de Prandtl-Kclmogor'ov 

deberá incrementarse linealmente con la distancia. 

Weighardt propone el perfil de longitud de mezcla de Nikurad!'}e por un t\lb'.o 

multiplicada por CD~ 

k
C " D Ky 

Este modelo requiere modificaciones· en la vecindad inmediata a la pared,' d:bn 

de la viscosidad laminar se hace importante. 

La viscosidad laminar afecta al flujo de dos maneras: 

Primeramente} la energía de 1.3 difusión viscosa se hace apreciable, de, roa'-
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nera que el término despreciado en las eco anteriores debe ser incluido; 

Segundo: la escala d~ longitud de lri turbulencia es dismin~ida parla 

acción viscosa conforme el número de Reynolds del movimiento turbul'ento 

disminuye. 

La escala de longitud entra al modelo de tllrbulencia en dos lugares: a tra-

vés de la fórmula para ~t y en el denominadbr del término de disipación; 

Wolfshtein [56] encontró que para nGmeros de Reynolds bajoi, fue necesatio 

adoptar dos escalas de longitud distintas en cada caso. t para la escala 
~. , 

de longitud de la viscosidad y iD como u,na longítudcaracterística en el 

término de disipación. El propone 

, y [ 1 ..:. exp ( - A~ R] 

iD ex: ''1 [ 1 - exp ( - i), R) ] 

donde: 

R P K~ Y /~ A . = 0.263 
D 

Estos perfiles de 1 tienen una forma similar a la ~odificación de Van 

Dricst a la distribución de la longitud de mezcla. 

. . , 

Nótese sin embargo que ahora el exponente en el término del paréntesis cua-

drado ha reemplazado al esfuerzo cortante por la energía de la turbulencia; 

de manera qUe éste puede interpretarse como el número de Reynolds de la tur 

bulencia .• 
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Ventajas y Limitaciones del Modelo 

Ventajas. 

1. 

, " 

Una ventaja es que,para predecir el desarrollo del flujo,turbulento:~n 
!' 

un tubo,puede'usarse la misma escala de longitud que para un flujo co,!!! 

pletamente desarrollado; lo c~al no es válido en el modelo de longitud 

de mezcla ,ya que cerca de la línea central, del tubo, V no esta bien:: re 

presentada por R. I dU I . ay por otro lado,conel modelo de energía no 

ocurre .10 mismo,puesto que la energía no puede hacerse despreciable~ni 

lJ • 
t 

2. Otra ventaja es la que se presenta en flujos recirculantes. Por ej~m-

plo en el caso de transferencia de calor en el flujo alrededor de un 

cilindro. En,este caso los gradientes de velocidad media son usua1men-

te pequeños ,pero los coeficientes de' transferencia de calor son comp'ar~ 

tivamente altos. Los valores medidos de los últimos son mucho más~l-

tos que los predichos por el modelo de longitud de mezcla. En este 'ti':' 
1 

po de flujos el uso de K~ como escala de velocidad característica de 

la turbulencia tiene una ventaja deéisiva. 

Principales Limitaciones del Modelo. 

l. En los flujos recirculantes como el expuesto anteriormente se puede pe
. 1 

cir' que adentras que K~ es una buerta escala de' velocidad de la turbulen 
; 

cia,ya que toma en cuenta los efectos convectivos sobre ·K, los efect9s 

. de transporte sobre la longitud de escala de la 'turbulencia no' son to-

mados en. cuenta. 

2. Rarament'-::: puede hacerse una prescripción algebraica de R.suficientemen 
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te precisa para cualquier flujo de .la capa. límite. Este es el punto idé--

bil de los modelos de una ecuación. En aquéllos flujos de capa lín1.ite 

donde la convección·y difusión de energía no son importantes. será :pr.E::. 

feríble usar el modelo de 10ngitiJd de mezcla,ya que este· modelo dapr.E::. 

dicciones cámparables·a las del modelo de energí::.. 
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Fig 7.2 Distribucionde lo longitud de mezclo poro 
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i. 

A p e n d ice 

Derivando la eco '1.5 con respecto a x y la 1.6 con respecto a.y se tiene: 

. 2 , 
. 'a2v I 2 

, 
2 ' u a v 1 y d ( ~+ ~) A.1 h --+-- = -. + a2 . Clt dX p ()x 2 . 
Cl/ . x Clx 

\ . 

- 2 ' 
u a u' Clu' --+-

axCly dX 
u' VI ~" 

+ '. 
~, 

+ . av' +' é)
2u; = 1 + y-ª-

ay at ay . dXCly ay 
iu I a2u 1:' 

(-2- + -2 ) 
ax dX" 

.. A.2 

Sustituyendo las derivadas correspondientes en las eco A.1 y A.2 Y restando 

la segunda ecuación de la primera :::-esulta: 

3 3 . 3 2 . .4 4 . 2 
U l.a -l.. a . u. . F' 8 F. =.y .( l. N • F +. 'l.' ~2 F I ') 

Desarrollando . 

-~(-iaF") - (-iaF ' );, - iaF' u".-~' ia F' -:- i 8F". 

. 2 2 I 
- Y (-1 a F ' _ F" j,) 

Simplificando 

i 3· a 2 BF + u i a F." - i a Fu" - i B F' I = 

lo cual se puede escribir como: 

y ( .a 4 .F .,.. 2 a F l' + F I , , ') 
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i 

Si se multiplica por -i, se divide entre ay se ~abeque e-S/a se obtiene . 

2 2 
- U F'~~~ u· a F + e F" + c a F - u F 

faetorizando: . 

(ü·- e) (F" :... 'o? F) - "'tí" F 

. , 
',-

. . i \l 
a 

(F' , , , 
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