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1, INTRODUCCION
1.1 Resumen

Estet“abaao,presenta un métodc aproxzmado para calcular
los desplazamlentos de la superficie que limita un medio semip
finito. En todos los. puntos de la superficle se prascrlben los
esfuerzos. El medio sé supone eléstico lineal, homogéneo e
isbtxropo. '

Bl propéslﬁo del trabajo es rapresentar el estado de es-
fuerzos y desplazamientos de Jla clmentaclén de una presa bd-
veda. Bl medio estaré constituido por la masa rocosa sujeta,
en su exterlor, a las pr381ones que le transmite la presa y
a las prasiones ‘hidrostéticas de la masa de agua retenida‘por
la propia cortina.

El andlisis se aborda siguiendo el planteamiento de Muki(ﬁef 1)
del problema eléstlco. be utiliza un sistema de referencia ci-
1{ndrico y en &l sé_representan las ecuaciones de Navier, re=-
laciones esfuerzos-deaplazamientos; etc. Se plantean dos funcio-
nes de desplazamientos, por medio de las cuales se reduce el
sistema de las tres ecuaciones diferenciales de desplazamientos
a dos ecuaciones diferenciales, una armbnica y la otra biarméQ‘
nica. La solucién de estas se obtiené.desarrollando en serie de
Fourier respecto a una de las coordenadas y empleando la trans-
fo;macién integral de Hankel rgspecto a otra coordenada.

En el planteamiento de Muki se establece una serie de
Fourier cuyos coeficlentes se expresan en té&rminos de ihtegra-
les de funciones de Bessel. Obtiene después Mulktdi relaciones entre
los desplazamientos y los esfuerzos con diches soluciones en
serie. Dada la complejidad de estas expresionss, los problemas
que resuelve analiticamente Muki son sumamente restringidos.

~ Para el problema en cuestién, se adopta una solucibn eproxi-
mada del planteamiento de Muki, restringido al medio semimfinitéo
Ello da lugar a una 51mp11£icac16n de las integrales que repre-
sentan los coeficientes del desarrolloa matas integrales se ex- -

presen en serie con lo cual las solucignes finalea (las fun-
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ciones de desdlazamlentos) quedau representadas por series
1nf1n1tas dobles.

Para evitar una complegld¢d ex0681va,~en este traba o se
conservan sblo los primeros términos de los desarrollos en
serie que represeuntan a los coeficieantes. Se obtienen las ex-
presiones para el €Alculo de los esfuerzo: y desplazamientos.
dedisnte estas expresiones se plaantean relaciones :ntre los
esiuerzos de un volumen interior del medio y los esfuerzos en una
superficie elemental cualquierao Estas relaciones contienen cong
tantes jue habr&a de determinarse de los esfuerzos prescritos
en la frontere. Para ello se obliga a que las .ecuaciones de los
esfuerzos satisfagan el esfuerzo medio prescrito en un conjunto
finito de subregiones de la frontera. Se obtiene asi un sistenma
de scuaciones algebbéicas lineales en los coeficientes.

Los coeficientes obtenidos se sustituyen en las ecuaciones
de desplazemientos y se calculasn estos en la reglén que ocupa
la cimentacibn.

#n el ejemplo que 88 presenta =n el texto, se considera un
valle cxlindrico circular sujeto a los esfuerzos que en esta
superficie resultan al aplicar en la frontera plana de un medio
seninfinito una carga concentrada. ILos esfuerzos y desplaza-
mientos en la superficie cilindrica se calculan con las férmulas
de Boussinesq. Se aplica el método propuesto considerando la
frontera cilindrica con los esfuerzos asi calculados. Se com-
paran los resultados del método presentado y lo calculado con
las f6rmulas de Boussinesq a través de los desplazamientos. Se
sefialan en el texto los programas para calculadora IBM 650 que
se utllizaron para plantear y resolver el sistema de ecuacio-
neso , . :

Se describe la posibilidad de extender el procedimiento para
considerar ademis las deformaciones como funciones del tiempo.
En este paso se admite comportamiento lineal. Se considera la
posibilidad de variacién de las presiones en las laderas con
el tiempo y se presentan dos casos particulares: respectiva=-
mente, estado de ésfue:zos'yﬂmbdulo ds Poisson constantes.



‘2,  PROBLEM: ELASTICO
2,1 - Ecuaciones de la elasticidad . ,

" En el texté.se-preaentarén Gnicamente los resultados; la
obténcidén de las ecuaciones asi como algunas verificaciones se
presentan en el apéndice. Puesto.que la‘aolucién del problena
elhstico se efect@ia utilizando les funciones de Bessel, las
ecuaciones se refieren a un sistema de referencia cilindrlco
(Fig. 1). "

El an8lisis eléstico se plantea a partir de las ecuaciones
de desplazauientos de Navier (Ecs. A28%),

2 Atu A 1/ uy_
<7 u4 M “7§ ~ ;Z-riaea r )-7C).
2 ATM BN I 1!__1%_ o u
- Viut A rade r(r r 66) O
Vewt 7;# gg _O D S o (2a1)

en las cuales -

9%, L& I 8% . 8%

v'.‘ ~9r?2 r ar r2 6‘9;?+ o=2 (2.2
_du | 8v , u_,dw .
A= Ertreet v 8z o (23)

U,V y w son los despla;émientps en las direcciones de ey &
(Fig. 2). ol |
Ay M  son los parémetros de Lamé:

— Ev o E
A= (Hv)(l—z'zz) > M= 2(1+v) (2.4)

*la A antepuesta a un nGmero 51gn1f1ca que el concepto en
cuestién se halla en ol apéndlce
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2.2 Solucibn ds Muki

Propone Muki reducir el sistema (2.1), (Ref. 1 pég. 402)a
dos ecuaciones diferenciales parciales una blarm6nica y la
otra arménicao '

vrd =0
ViYy =0

quadando definidos los desplazamientos por las ecuacionss

(2.5)

%% | 2z oy ;
___”u" 3roz T r de

_ _98%% _ 0% ' |
U= roeoz z or : (2.6) .

”ia
w=2({-v)vi¢- 9z

Se verificbd que las ecuaciones (2. 6) satisficieran 31 Big=-
tema (2.1), para lo cusal fue: ‘necesario con81derar las ecuacio-
nes (2.5)..

Sustituyendo (2.6) en las expr951ones que representan 1la ,
ley de Hooke (Ecs. A20),. se obtienen los esfuerzos en términos
de las funciones de desplazémientoa°

e 8 .. 8783, 2 0% 2 oy
2u o= (VV ¢- ar2 +-= dedr  rz oJe .
Jo _ 3 [,,gep-L02 _ 920)_2 22¢. , 2 3%
2u Oz ror ,««z dez) '~ oeor ' rz Qe
Jz

_ @ [(oo _92%] S
2_}( ~ Oz [(2 )‘)) VZQ azzl @
% o [ o2 i c
ij . rae i:("v)vz‘@"@zz]-gfla{

‘é - %‘! B2 Y
2u a’r (4 v}v2® oz r eaz

’ére_ 32 (@ i) _w:(*)

Zu roedz rz_aez ar “r or

¥In esta ecuacibn la Ref. (1) tiene un error en los términos aue
contiensn a
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Se. verificé que las ecuaciones (2. 7) satisficieran las

' ecuacionea de equlllbmo (Ref. 6 phg. 184)

Enseguida propone Muki un desarrollo en serie de Fourier de
las funciones ¢ = @(r,e 2) 'y ¥= LP”(r,e 2} respecto a la

.coordenada sngular © ;

@(r,e., z)=§ ¢ (r, :z)‘c:c‘)s m e

m=0

W("s 9)3) = ‘i ‘V (!“‘,2) sen m © | (2.8)

_ kn realidad cada serie debiera contener términos en sen m@

y cosmO ¢ " gin embargo es relatlvamente sencillo obtener las

soluciones completas en términos de (2 8)(12«31’c 1 pag. 403).
Admltiendo que cada. término de la serle satisface las -.ecuacio

238 (2.5) 80 cbtlenen‘, después de sustltumr el térmmo enésimo,
y dividir entre cos m & y sen m 9, .

a

i © m2
V@ (ar2+r Jdr r2 azz)@ O

1 @ m2 C .
VE V=( 2% - -0 e
Vo= ozt ror r2 ¥ azz Ym=0 ( 9).
De las pr0pledades de las derlvadas de la transformada
de Hankel (Ref. 7 oecco 10) se deducen ' '

~ o0

), rvn‘:@me (%r)dr‘ (a';g*e ) j @m )driO

v , o ) (2,10)
[ R I (§r)ar=(£2-€%) [P 6 ar=0
Haqieﬁdo en estas expresionee |
Grm (%3 "'J r@’ %4 (5 r)dr |
(2.11)

Hm( z) = Jrl}f (rz)Jm(é r)dr




6.
(Tx‘ansfcmadas de Hankel de orden m de @m Yy 1%" reslaectwae»
mente) se obtienen

(”““ é 'Gm(gfi"):o
(agigfg_ H(8,2)=0

Las soluciones generales de estas ecué.cioneé diferenciales
ordinariass (en el campo de la tranaformads de Hankel) 80D ;

G (8:2)=[Am(8)+ B (8)2] €3 +[cm (5)+0, 6) e
M (§2) = Em(§) e +Fn(5)€7 - (2.13)

2.3 Medio seminfinito . : » ‘

. Restringiéhdo el problema a un medio seminfinito con.los

« asfuerzos aspec:.flcadcs en la SUpBl‘flCla extermr, se tendré

. Qque, 81 1a dirececidn pos:,tlva -del eje 2 se considera orwntada

. hacia el interior del medio, cuando £ tiende & 1nf1nito los
esfuerzos Yy los desplazamlentos deben tender a cero. - Estas

' CODlelOﬁSSudB i’ront;era se cumphrén cuando @m y 'Qfm ‘tiendan

a cero (e & una constante) al tenderz ainfinito. De (2.11) se
-ten&ré qué 81 O (r, {m\ @Oantoncea Gm(é,,co} fm'(%,oo)=0

1o cual ge. verifica si dn (2.13)

(2.12)

Am=Bm=Em=0 (2.14)
‘Sustituyendo (2:14) en (2913‘.% " |
’Gm(%@%km(%)*Dm@)i]e-gg- O (2.15)

Hin (,2)= Fin (6) €755

Aplicendo a (2. 15) la. inverszén de Hankel se obtienen las
soluciones ’

@m(\r‘, ”f% m ) (% >d§

‘!’m(ri) 5 €& H m é)a)Jm(ér)d%




y sustltuyendo (2,15), 4ﬂ’  |
G ( rz "J [C‘m("; “”'Dm(g) }%Q-%EJm (%r)d
T (r,z '-’-j Frm (%) e‘giJm (%Y") dg |

La determinacién de 1as funciones C s D ¥ F se efectfia en
el canmpo de la transformada de Hankelc, Para esta habré que sug
tituir (2 16) en (2 8) y estas a.su vez’ sustltulrlas en (2,7)
o (2.6) segun que se especlflquen las condlcxones de esfuerzos
o d88p1328mlentOSoA A contlnuaclén deberan tra.sforuarse las
: condiczoues de frontera y determinar C 5 D Y E o liste. p*oce~7
dimiento se ha utilizado para resolver el problema de Boussinesq
por medio de las transformadas de Hankel (Ref. 7) y algunos
otros problemas partlculares asociados a un medio semlnfznito

(2.16)

con una frontera plana,

2,4 Agroximaclén .
En el pressente caso debido a la 1r“ebularidad de la supsr~

ficie yue linita al medio, resulta inaplicable el método anali
tico; en su lugar 5S¢ recurre a un nétodo aproximado para la de-
terainacidn de Cp D y Fp- L “
Puegto que Gm, Dm y-F son funciones arbitrarias de g s FTe=
sulta que cualquier»fuac;on de @; que se considere satisface
laS'ecuaciones»(2;9) ¥ por lo tanto la arubnica y biarmbnica
(2.5). Sin émbargo, no'cualquier}funcién puede dar una expre=
' 8ibn simple después de.sdstituirla en (2.16) e integrar. snali
zando, por ejemplo, algunas transformadas de Hankel en una
tabla (Ref. 8) se observa que el resultado puede estar dado en
términos de funclones gama, confluentes hlpergeométrlcas? etc.
' Aparentemente las antltransformadas nés sencillas para las ecua
ciones(e lﬁ)resultan desarrollando Cm Dm y Em en series de
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potencias. En este trabago ge 0pt6 por dicho desarrollo
Sea la expre816n m.tegralg

X m (rz j fm %@ "‘um(% )d% (3017j
Supéngase

tmis)-Eang" e

entonces (2.,17) resulta ' '

Xem () z)=i lohj;a%"'“e"@’“’*dm (€r)dE | (é.,lq)

De una tabla de transformadas se obtuvo la integral (Ref.
8, pég. 28). ‘

o (2)-5. (—-«)”*f’% ;ﬁ;—*.éré""(m)' - eo

Ned

en la cual . .
P (r z) (r2+zﬁ) [{ﬁ“gﬁ-za)/z :]m (2.21).

Considerando (2.20) on (2 16)

i n<d
, @m U Z} L ( “)TH- En (,Cw%ﬁ?mﬁ)‘ . g’z—?ﬁrpm(ﬂ ) |
..? - A+ 8n Fm_ . DM .(2022)'
‘?ﬁx(rB ( i agﬁﬁﬁ P’ (T}EQ

Sustituyendo (2q22) en (2a8) se obtienen

@(I‘"G _é') fézn;e( )mH x_mn‘%’Dmn&: g;ml P™ (r,2) cos MO
(2.23).

¥(re, &)ﬂi f ( ) E,;m '%%%Pm(ﬁa)&en me

320 nao
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Observando (2.21), (2.7) y (2.6) se concluye .que los tér-
minos de la serie, respecto & n ; se complican seriamsnte en
cuanto n crece. Por otxo'lado;‘si al rastringir'el desarrollo,
en N -‘ge consideran sélo unos cuantos. térm;aos, la repressnta-
cvéa de las funciones de desplazamientos resulta xncomplebo
respecto a r o %, Sin embargo, si las variaciones de los
esfuerzos y deaplazémientos9 en la frontera, no tienen campios
bruscos o singularidades es posible que la aproximacién sea su-
ficiente cuéndo menos para la determinacibén aproximada de los
desglazamlentos en la superficie exterior, : ‘

Como aprox1mac16n se tomarfn sblo los uérmlnos n =0 de le&
serie en n. Denominando C & C .. D, eD Yy F @& Fmo'se tiene,
para (2.22), ‘

tn(52)= (G O ) SRR (e rn o]
‘Vm(r,z)%t:’é'*m(rz‘wa)}@ {'r [(f‘ﬁ-e-za)‘@”%]}m. e

(ra+£2)3/2

Se verificé que (2,24) satlcficiera. (2.9), Sustituyendo (2.24)
en (2.8) se obtienen. ‘ e

(r,e,a) i (Cm+Dm }5'{2&';%%?%{ [(r2+%2)y2 ]}%cosm‘é

Mm=«o
. (2.25%)
Ve . |
‘Qf(r,e, )igf “’*"*}'ﬁ,’é@l@ﬁ% f‘[(rz*-ﬁz)y-]} sen m 6

Estas son las solucmonas aproxmmadas que se proponen en este
trabajo. ' ' L

225 Eafuerzos y desglazaﬁlentos
‘ Para el c&lculo de los esfuerzosg vy de los desplazamlentos
deben sustltulrse (2.25) en (2. ?) y {2.6) respectivamanteo Sin




_ A 10.
embarge, se prefiere utilizer las formas integrales de
by Y dadas en (2.16) por resultar mhs sencillas las
operacicnses., Lntonces, sustltuyendo (2 16) en (2 8) y estas
en (2.7) y (2.6) se obtlenen

< | ' 7
u="52 Unmet = Vmeot| cos m &

ﬂ'?:O: -: -
vz%;ol_unﬂﬂ‘*” m4 1 | seh m 8 | | : (2.26)
wz-?.‘;zo (1~ Zv)a‘-“”——z(#«—v) ]cos m ©

_‘U_Ggmmwy)@mm—mﬂ-um " ‘;_ Vm-'fj"cos m e

T
A
3Me

NARNG
N

v &R -v e gy, + 32T, Joenm o

]

22=§ (=) ‘{;‘?-(z.’ﬁ)qfﬂ tos m & )
A S L ‘
:—22?2 [‘UG@) )(2(0) —}-ﬁ(‘) ‘*"’Gm-!“"“"‘“’-’)@f;’.rﬁg’_gsenm‘é

Mo
: gj::-%-i { ;fif*‘(f"ﬁ)ﬁﬁ“‘*‘ H&).,.‘” (3) "'(‘\ 3’)@@ . m%cos me

) 8\... o m é '“a :
%" [H“ M UﬁmH A Vm,;lsen m e

an las cusles”® E

gp—c—-

Umﬂua‘,ﬁg,-rm-%&"ﬂ 6= S %5 Jm(%ﬂgg
Vo =GR, —2n®, Q‘“"ﬁ%%i%mj (§r)dg
a‘“’mf 8% GmJm (8r)dE =, %dfzﬂ‘ SACIEE

"'Se verxflcaron las expresmnes anélo sas qua da Muki. Se
encontéd. que. todas verlflcan & pesar d.el error cons;gna{w en
" las ecuaciones (2.7). : '
*sEn las e}'praswnea de @my q;m aparscen solc i’uncionas de Besssl

de orden m. " En las que aqui se consignan agarecan funcionss 4de
.orden -m; m + 1y m - L; esto se debe a que las derivadas de

J (g r) raspecto & T 80 expresaron en térmiros de ‘Jm, Iyl 7

Jg.1 Pues apf convenia \Refo 9),




Gf,‘;l.‘f %*_C‘am Trawi Er) dE
&= “g29%w U, (8r) dE
G =f, & 4an ., (Er)de

G,f:?,-:L §*Gm In- (Br) A8
@ <fg*49m 5, (57 e

c;f:’.r-'-i,m%‘-%%@z“‘-«fm-a(%r)d%

Hs,,é-—-j’:’%“ Hin Jm (€r) 28

O, = 76 e (§1) 8

ng;’_;—j’ g%H,, Tin- (gr) ag

HE, I gxdfi= 5 (§r) €

10 = (Tg e g, (6r) ag

11,

(2.28)

Obteniendo las derivadas que en. (2.28) Be especifican de las
funciones G, y H dadas en (2 15) v empleando la transformacién.f

de Hankel (Ref 8)

5 §'e “Jv(%r)d% (-' b

daz." p"( ™ E)

(2.29)



sge obtienen,

G = - (€m+ Drnz) L 423

G =-Ra 43 pm-(c +Dnz) -t L P
Ggﬁ;&:—»%%? . -f'?; pm *—(Cm+[)ma)“— "f% .Pm
SR Sy WA

G&g‘i!_(c “"’Dmﬁ) i 'ﬁ'ipmﬂ

D
Géﬁ.,” r-?n-t qﬂ,a P +(Cm+ Dmﬁ) rmEt T g2

A 4
& r%t% %me +<Cm't' Dmiz) M di.& Pmﬂ
&) 4 -}
(} = (Cm..a;. Dmfﬁ-) r}m-t &@i4 D m

m—l

m - d® -
g{s.—rm— ‘Q“Tpm l+(cm+Dsni) ;—»m-ﬁ L) pr-t

ag)‘ '?r:?—""’m:* anP“"**'r(C ‘?‘Dmi) rm' adii pmq -.
ﬁm"‘“ —~mn "g’%apm

H&."% a@.‘;pm-ﬂ

n,‘,‘;’;,z-?f-;%}.:f» ;.pm"‘

’ -]
ﬁr(r:?%-t tr:\“z‘ %PM‘
HO - Fm G2 pm-!

mn rm-t dzd

d d& pm‘?’§ -

i2.

(2.29)
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La ecuacibn(2.21)se puede eéscribir N
pY= R R-z2)Y | o (2:30)
en la cual | T
R=(r2+22)" | -
¥=m, m-{, m+4 | | (2”31)"
Efectusndo laB derivadas requeridas en (2 29) Be . tienen

da"__-ﬂ R-z)Y 3-—-—+;53) —e—mH“l (v-1 '
gzz =R ) [( { )“{ (2.32)

3-’-‘:: 2-R-4(R-£)»B5(-— +15v(Z)? +»(w?--—3)§-+v( -'-z)(vfz)]
4P s(R-a)Y -&15 45(0%2) @ Bu(2y*-)E+
aze "R (R EOS( Hosy (s +(():>—3))((»)s)(3§§(::0+4)]

, Sustltuyendc (2. 32) en (2 29) ¥y estas a su vez en (2 26)
y (2. 2?) 'se obtienen : : CT

a) Desglazamientog

4 zﬁwﬂ e ]-fm*—[we(z
g [s-z«- j
PR (W TGl (RGO ML o >]
~3(£)*[4- () ] cosmot |
fvﬂ’—;ﬁgﬁ—f—z 2m2- }cos m © s




Eom%%ﬁ?i{ [ & ):}"’“2( )} Asenme-r'
. &Yy {(m“ -3 m—-—) ("‘t)‘“}sen'me-
LoD +m-—-E~ )Tt Jaenme.
{ m""“ [z) ‘4] ’H-z )%]
T (.1:) ‘*‘2(2) ao} cos m e+

f4y§°—;%%§{ m"— +3(m—&) (‘E“) +2} cos m 9 +

Ei SQE

m=°

jﬁL D, <@z

Eo_ mno E

SRR e () n R 1-aE) T e
+91(-_—£-)2} cd‘s.m'e | : (2.35)"

en las cuales -

§=a @

Z, - longitud coastante utilizade para expresar en forma
adimensional los desplazamlentos

L_%_:l o | (2,37)

*Be veriflcévque (2.33) a (2.35) satisficieran las ecuaciones
de Navier (2.1) tomando en cuenta (2.6).
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b) Esfuerzos
Bioon T, o[ rems(2ond -2 2] Stz 2]
Jeos 9+;%:3r%s%gx{-m4( S e () e e
Lt en b e [ ) e e
el (mz (&) *(2)2[2(%)?{]*-

+¢—[ ] ; 2[ A]}cos m ok -

m[ t_)z(a 5¢4 Zm[ 2(2)2 ( ) 4( +ﬂcosm9
)

ar

z»zW&Jm <23+emz<—- i [ 4] ]-
2]} COS h® +

m%{ It

[ ?.&(—* --]--m-—-|: (— -—72 2&(§ +J

Hé’»(_g_vi[g_&(%)“_?Z( +9:B ccs me - |

BERAN (:)m(fi { m4(“) +2m 3 E"’(z ]"f (2.39)

..m2 [ (z) 34(E :l . ‘

T—m-— 68(2 ~{'+(~— [ -—- ( ).2+4?;]}»x

£ o ol (o 2

‘rfi(ﬁ) H} cos me
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Zﬁf%{ma(-——\ +6rﬁ (%>2+ m-—Z— 44—‘4(-;)2} |
"3-[3(;) "2]} cosm © | (2.40)
e () e G ) e (B )
+4t]—m ——[4( 1"+ a8 (% 61:] 45[ -g- }cos m e-
b >--w( o5
+5m—[ﬂ ) -—40] +72 24} cos m &
?ﬂ“ZﬁZ (_c.ﬁ)rg%éc; {ms’ 3m2 )2[—(—- 4:| m--' %

EORENG _g}mm@,.

LBeE (%)"é {m‘“‘"“‘z”“ [3 2(% ]"*':‘(%)i *;
[H 34, ]+m-~E6 . ‘+6 +15(~%) [3(—:5).—;
4_] cosme . o | /(-an,zu.)
LR (e (2o ‘5‘ ‘*‘2} cwam S
By Wtk { (@ fste)-1-

| :"-2—[3( ) -43( ] ( ) 2(~)+4} s§n m e+
-:Z -—-m—cmg);' 5 m{ m (2) + “"'(z) E@.(;)z 2}&
.+m—‘3-[46 )2+ i]-4(2) s (s +2}gcn m o+

. +Z ( )z(R 7@4{ B(B“V[(Z/ +2]+6mz(z)‘2(-%-)2+‘

+mB_ _5(.._) + 9 r\ +2" 45{1—'\ 1 sen m (D 1%
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m—ZDﬂE (j.(wﬂ)d;; { (’) 3m( )+(*)" }Senzmi;”‘
PR C R T
refsen m 043 ot mlma(S)% omefS)m 3]

@@ O\
l:}- ( ) +6}sen m &+ (F)"('__)§ Z --m?»(-aa-—

mao

~3m2 R) [ }-m%ﬁ («E) 2]+3() 42 }sen m e

en las cuales cp2 v g §6 expresan como en (2 36) ¥y (2.37)

2.6 . Condiciones de frontera
Para especificar las condiciones de frontera se necesitan
relacionar los esfuerzos que actlan en las caras de un elemento
de volumen (G',.,GG,O'E,G,.S,'BM y Oex ) con los esfuerzos R,
& ¥ 2 que acthan en una superficie elemental definida por

la normal 7y (Fig. 3):

R=Gp (cos ot cos @ +cosBsen e) 4-‘59r-(coe.y3 CoSe-CoS < sen ©) +
+ @z cos ¥ - (2.44)
8 = Bre(cos = cos e+cosp sen e)+0'9 (cos 3 cos © ~ cos e sene)+
+ (639 cos r : .
Z=Brz{cos ccco:se-f-co:ys sen a)+ %ag(COSﬁ cose Cos o< sen o)+
+0z cos ¥

Aqui o, /5 y )‘ son los éngulos directores de la normal res-
pecto al sistema de referencia-fijo x, yo 'z (Fig. 3).

En la frontera se especifican R, € ¥y Z, de tal manera que
al sustituir (2.38) a (2.43) en (2?144) se obtienen relaciones
para la determinacidén '-de‘.Cm,,, Dy y"Fm de la siguiente foruma

¥Se verificd que las expresiones (2.38) a (2.43) satisficieran
1aa ecuaciones de equinbrio referidas a un smtema de refe-

rencia cilindrlco (Ref . 3)a

BtBLlOTFr‘A DE LA
DIVISION DEL DOCTORADO
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R(r, e; 3= 2 [C 2 (re,2, o, 3)+ Dm 9; (o, 2,0c, 3) +

+th" (r,®,2 <, /3)

@(*’ o,2) ;Z“[.(mf (r 9;3;0‘-/3)+Dm 9m (re’ &,cﬂ,/ﬁ’)) +
+Fnhm(r,e,2,¢cc, 2

Z(re2)=2 [Cmfr(re,2 oc,ﬁ)-&-DmQ“ (v,0,2,0c, B) +

+Fm hE (r‘,e z,oc, /3) ‘ (2.85)°
en las cuales f < S hm aon func1ones conocidas que résultan
de sustituir la ecuacxbn de: la superfzcle frontera S(r9 e, 2) =0
2 los éngu]oscx:y/q directores de 'la normal en cada punto de di-
cha superflcle. Con los valores 'de C D ¥y F que resulten de
(2.45) ce calculan los desplazamientoa sustltuyéndolos en las

scuaciones (2.33 -~ 35).

2.7 Sistems de ecuacionss - ’
Para resolver numéricamente el problema 8e propone el siguien

“te método: R

a) La superficie S(r; g, z) = O ge subdivide. on un conjunto fie
nito de subregiones By . De hecho sdlo se considera una poxrs
cién Tinita de S: Sl tal que las cargas sobre ‘las reglones
mls alejadas de esta superficie no tengan practicamente in-
fluencia sobre los desplazamisntos en la-supérficie‘Sé de la
cimentacibébn (Fig. 4). El conjunto de superficies si.cubra'
totalmente a Slo : . ‘

b) En cada subregién S se consideran los Puntos P, , F

2!{ oo
Py« para los cuales se determinan f gm J b como fudciones

de g ,Gm. Lk, Hjk *:{/3u< ‘ : -

¢) Se especificédn en cada punto P los esfuerzos R, ® ¥ Z.

d) Se limitan las series infinitas de (2.45) al término N-1, esto
es, se consideran los N %&rminos:tii= O, 1,000, el '

CNAl ’ C B . :
Rik= [Cmf® + D O + Fm % (2.46)

TEn estas @xpresxones se@ ban indicado solo dos -&ngulos directores
(xy,8) debido a que los tres no son independientes:

cos?ac+ costB+cos?y =4
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y anélogamente para CD y Z°
o) En el método numérico ‘se ‘tratarén de utilizar los esfuer-
zo8 medios de cada subreglén SK para especlflcar las condi
. ciones de frontera. Si cada subregién se elige de manera que
. no heya cambios bruscos del.estado de esfuerzos, se tendri
una aproximacién razonable del esfuerzo medio promediando los
esfuerzos correspondientes. a todos los puntos Py «* » Para
ello en cade SSK se sustltuyen £ gmg hm y R°() y 2, por.los
promedios, fr, Om, Pm, R,8yZ "
f)'Se establece el nGmero suficiente de ecuaclones para determi~
naxr C m® D y F 0 '

R(sa-ff[ 78 (5:)+ DB (S1) + P 5 (54

O(S) i [Cmfe (D K)+D 32 (S¢)+ Fnh S (54 ] (2,47)

= N' -
Z(59=Y. [CmF2 (5K)+Dm 92 (Sx) + Fm h& (S4) ]
: m=0 .
en el cualnléé'iqugnitas son

'Coa Ci’ C21-* ')Cﬁ-l.
Do» Dé > Cas eor e D“.-A\
FOJ Fi [} ‘FZs [T FN‘-.I

©.sea 3N cantidades desconocidaaa Por tant'o9 para un 51ste~
ma compatible y determinado k = 0O, 1,0,0; N*loq ' '

La obtencién de las funciones f s gmg h , asi como el cﬁlculo
de R;&; 7, 8m° L ¥ la solucién del sistena (2 47) esth
&programado para calculadora digital IBM 6503 ~

?"Eliglendo &reas elementales rectangulares 65 conveniente selac—
cilonar los puntos Pyy de tal manera gue sea posible obtener nu
méricamente el velumen de esfuerzos~ por ejemplo con las férmu
las de Simpson..
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3. Vafiacgén de los desplazamientos con el tiempo
El efeéto del,tiéﬁpo en los desplazauientos se planteard
idealizendo la roca como un material viscoelfstico lineal, En
estas condiciones, si los esfuerzos aplicados fueran independien=~
tes del tiempo (o Bi guardaran prbpofcionalidad en todo instan-~
te) y si el coeficiente de Poisson de la roca se tomara también
éom6>indapendiente del tiemﬁo{ el estado de esfuerzos en todo
instante seria idéntico al que se obtiene de la soluciba elhsti-
ca lineal despreciando efectos del tiempo. Las deformaciones se
obteﬁdrién é’partir de la solucibén eléstica con un médulo de ..
'elasticidad reducido. 51 los e;fuerzos aplicados varfan seglin
‘ una ley arbitraria del tlempo puede acudirse a una solucién en
términos de transformadas de Laplace gue simplifica el problema
"y permite cqnszderar coeficlientes de Poisson variables. Bn efec~

to, sea - .y
f(p)= pj e PPf(t) dt

la transformada de Carson-Laplace de la funcién f, donde tatiempoo
Se puede demostrar (Ref. 10, p. 103) que las relaciones eléasti-
- cas ‘siguen-gsiendo v&lidas cuando las constentes de Lamé A
y.}A son funciones del tiempo, con tan solo sustitulr estas
congtantes, los desplazamientos y los esfuerzos por sus corres-
pondientes transformadas de Carson~-Laplace. En partlcular, en las e
cuacionss (A420), (2.5 a 2.7), (2. 33 a2 2.35) ¥ (2-38 a 2.43) bas‘caw
r& con sustituir k,}x,u,v,wog,,o',., -sBroPOT A, pa ULV, etco -
Para determinar las funciones Cpe Dp ¥ Fy deberén preecribxrse

_ las cargas R, CD ¥y Z én cada punto de 1a frontera S, en funcién
del tiampoo Debar&n ensegulda transformarse las carggs  para
obtener R, C)y:Z ‘¢on 10 que se podrén establecer expresionses
de la misma forme que las (2.45). Sin embargo aparecen )y ¥ (p).
en las funciomes f£_. o Sm ¥y hm’ que aélo gon funciones de r, & y 4
z. Conviene .por tanto escribirg' '

R(r, e,2,p) =2/uZ (Con I tDn IR + 29 D KE+ B HT) - (3.1)
m=0 ’ .
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y expresiones andlogas para EQ donde T _, 5 v 'f‘m son fun-
ciones de p; im’ Ipo By ¥ By aon funC1ones de r, ©, 2,y }f3
y se obtienen de (2 38) a (2 4), vy R, © , 'Z,/u y 3 son funcig
nes conocidas 48 Fo

- Para establecer la correspondencla entre el estado de asfuer-
208 y Cpo D ¥ P, en funci6n ael tlempo se entitrensforman 1a ecua
61&1(3 l)y 1aa anélogas para Oyiz

dj B az- Z [c,,,(t)r +Dm(t)JR K2 L Dm(’é)»(t-%)d%fﬁ()ﬂﬂ

(342
etc. Si se conocen los esiuerzos R, ©®y 2 en funcidn de t en ca-

da su’breglon pod.ran cuentificarse los primeros miembros de (3- 2)
En los sebundos miembros aparece la funcién desconocida Ilfmg Lo
que da lugar en (3. 2) a un sistema de tres ecuaclones liuaalea
integrales cuya solncién Tleva a resolver el problemaq

51 se supone v consta.nte se obtiene, de (3.2),

zdtj ﬁ*&@ da }:[c:ﬂ,,(lc)lR +Dn M2 +Fm, (t)Hm] "(30'3}

Yy analogamente para @ y Z. (En esta expresién I &ﬁ'y Hﬁ~son
las mismas funciones - que. f v By ¥ h salvo por el factor 2,&) ,

El sistema (3.3) podri resolverse numéricamente en cada caso.
particular para una serlie de instantes t = 0, tlg t29009q ob~
tenibndose. asi los valores, correspondientes a s0s mstam:ese
de C s D y F . Con estos y con los valores de_ UL que corrss-
ponden & los mismos 1natantes .podrén calcularse en laevcuacloa“a
(2, 33) a (2.35) los decalazam;entos corregoondlﬂntesﬂﬂ~"*"

Si ademﬁs;ll @y 7 son independientes del tiemgo, (3o 3)
restituye la soluc16n elastica como s& enuncid arriba.
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4, Eaemplos numerieosc Programasoﬁ

Con el objeto de . examlnar las dlferentes etapas de la- apil -
cacidn prictica del método ze resolviercn algunos problenas cu-
yos estadoe de esfuerzos ¥y gecmetria fueron relativamente simples.

En términos de 1la soluclén de estos problemas sg senalan algunas
caracteristicas . del método de los programas que se utilizaron en
dicha solucibn y ‘mas adelante .8e hace una discualén para estable=
cer su aplivabllldad préctlcao

Simultaneamante ge pratend15 veriflcar ld aolucién del método
p*opuasto compar&n&olo con los resultados obtenidos con el méto-
do”de Boussxnesqo Para lograr esto, 'se considerd un valle cilin-
arico circular9 Fig., 5 . suaeto al estado de esfuerzos que
resulta. de apllcar una carga concentrada, P, en la superficie
plana de un medio seninfinito., Hl problema consistlé entonces 8n
compa”ar los desplazamleatoa obtenidoa con los de 30ussinesqg

Para determmna: los coefmczentee de las férmulas de los des=
plazamlentos se subdlvidié la superficie en un condunto de &reas
elementales. .. La capacmdad de la’ calculadora digital resulté .
’1nsuf1c19nte para conwlderar un nfimero razonablemente elevado de
4drees olementales. nsto did lugar & gue dichas &resas resultaran
demaslado grandes para la pzescrmpci&n de los esfuerzos- medloso‘
Resulté, por -ejemplo, que la coordenaﬁa engular & tenia una varia-
cibn, dentro:de cada 4rea, del orden de 90°° Como. las soluciones
estén dadas. en términos de m- - ; m= 0,1, 2yso0sy 58 obtuvieron
~ fuertes vdriacionss de los asfuerzos, los cualas, no ebstante que
se obligd a que el asfuerzo medio. fuera igual &l obtenido con
Boussinesq, ‘diferian radicalmente de estos Gltimos en cada puntc
del &rea elemental. tsto condujo a. que los desplazamzentos mnedics
fueran su :tancialmente distintos.. .

Con el obaeto de veriflcar los programas que se elaboraranal

*Frogramges elaborados por el Ingn Antonio Olivera S bajo 1la di-
reocién del Ingo Jorge Ic Bustamanten : L ;
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para el método se introdujo una sumplificacién adicional: 8€
consxderé simetria en las condiciones de carga y. geometriac Egva
51m911f1cac16n fue poszble debido a la simetria de las férmulas
de lcs esfuerzos y desplazamientos respecto al eje 2. |
Se’ ellgleron las superficies ds revolucién que resultan de
hacer glvar respacto sl eje Z los arcos O’DE O’BG ¥y la recta
O*Ao Fig. 5 7, Los esfuerzos prescritos en éstas super-
ficies de révolucién fueron nuevamente los debidos a la carga Po
Se emplearon las £6rmulas (2.38) a (2.43) con e =0 - O para
prescrfb1r los esfuerzos a lo largo de EFEEL 0'BC ¥ O‘A, Fig. 5
los daﬁas numédricos del Mprcblema, en relacién con la figura 5 ,
fueron los siguieﬁteé: »
75 m
lOOO ton

w

P

R

En las direcciones X, ¥, y de la bisectriz se especificaron los
esfuerzos sobxe‘6755;‘673‘y’67§6 enpezando desde un punto vecino
ca 0', Se dividieron los arcos en seis intervalos y cada uno de |
estos ‘en ocho subintervalos, Se. determlnaron numéricamente las
funciones que intervienen en las eVpre31ones de loa esfuerzos en
cada .uno de estos puntos. Cada serile se limité a seis .términos,

- Se calcularon los. esfuerzos detido a la carga P con las férmu~
las de Bou581nesq° ‘Se integraron numérlcamente las exprasiones ae
los esfuerzos R, 8 y Z, expreslones (2. 45), se determiné el valor
medio de los esfuerzos en estas ecuaciones ¥y se igualaron con los
valores medios de los esfuerzos calculados con. Boussinesqs

Con esto se obtuvieron tres sistemas de 18 aecuaciones algebr&i
- cas en cada dlrecclén para la determlnaclon de los coeficisentes
Cm9D yFow ) .

Se procedlé a la soluc16n del sistema de ‘ecuaciones algebréicasol

Programasg” ‘
. Para la solucién del problema se utxlizaron los gsiguientes pro-
gramas: : :

“Estos programas &stén archivados en la Sec01én de Anallals Nunéri-
co del Instltuto de Ingenieria, UNAM,.
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0651,.1T para gensrar las funciones emociadas al coeficiente Dm
065.2T para las de los coeficientes de Cam.
065,30 para las de los coeficientes F
057.7 par el c&lculo de los eafuerzas y éeSplazamlentos me-
: diés‘de Boussginésq.
5.2,00 para la solucibn del ‘sistena de ecuaciones.
5.2,003 para la verificscién de la solucibén del sistema.
,06OPiTAupara el c&lculo 36 los esfuerzos en cada punto.
061 T péra ei'calculo de los desplazamientos ‘en cada punuen
La solucién no verificd al sistema en el primer intento de=
bido al elevado rango de variacibn de las funclones que inter~g
vienen en la solucibn, Por ello hubo nacesidad de plantear el
sistema con doble pre01siﬁn9 16 cifras aigniflcatLVa39 y més “
adelantse se requirieron iteraciones hasta que no hubo’ varxaclén
cuando menos en las primeras cuatro cifr&s sagniflcativas '
Bs posible que este comportamlento defectuoso del 81stema
sea principalmente atribuible al 31stsma de referencig elegldoo
En efecto las férmulas (2.38) a (2.43), presentan dos cqracte-
risticas 1mportantes '

1o Tienen un ede de sxngularldades (ejeﬁ:) Para r=0 106 es-
- fuerzostlend@ma infinito., S
2. El1 baber transformudo las expresiones de esfuerzoa orzginales
a las (2.38) a (2. 43) pxesentadas en forma dimensional da
lugar a que, Gesde el punto de vmsta numérlco, las soluc;gnas“
queden 1ndefinxdaa en Z = Qo

En las ngsa 6 +7:8,9, lO yj_hse presentan los resultados de
avllcar el método para @ = 0;’ estos se com)aran con los de
Boussinesq. De la ¢ompara¢ién resaltan fundementalmente tres
hechios. Una- tendencia sistemftica hacia el - infinito de los des~
plazamientos‘en i =b, una mejor concordancia en las'ragianas
'intermediasvy un cdmportagiento irregular lejos del origen.,
Las.discrepancias entre los desplazgmientos son excesivas, y 88
'atribuyen principalmente'é'la eleccibn del sistema de referen-
cia. Como ya se dijo el eje z (r 0) es un eje de 31ngular1dadas
para las 1unc1ones de los esfuerzosn Fi51camente esto corres—
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ponderia a un conjunto de'éérgas concentradas con ﬁuntos de
apllcdc16n en el eje Z. La preaencla de estas cargas ficticlas
es tnevitable, por lo tanto es conveniente roducir a un ninimo
“aceptable ‘su influencia sobre la reglén ds interés alejando -
suficientemente el origen de dicha regién. En el .ejemplo 1la in-
'fluencxa del eje de 51ngular1dades no se limita solamente a
perturbar 1os resultadcs en la vecindad de r =0 sino que debldo
a.que en el establecimiento del sistena de ecuaclones para C. o
D y F se utilizan los valores numéricos de las funciones de
r ¥ =, calculadas alrededor de r = 0, su influencia se propaga
en todo el intervalo de prescrlpclén dando lugar9 a las. discre-
pancias menc1onadas en los desplazamientos. '
"La influencia de la. 1ndeteru1na016n de las funclones en z =0
puede £ac11mente QV1tar e transladando el sistema arriba del
plano M. En el plantecamiento del ejemplo numérico sflo se espe-
01f1g§£gg 1§§“§3ndlclones de frontera dentro de las lineas
0'A, O'BC y O'DE. Respecto a estas dos Gltimas cebe sefialar que
para lograxr unz nejor aprox1maclén es necesario: eapeclficar’
adembs las condiciones de esfuerzos nulos en la prolongacibn
de ‘estas 1l%neas sobre el plano M, lo cual seri factible cuando
el origen del sistema se localice arrlba de dicio plano. .. -

 Para juzgar la utilidad del método desarrollado en este ‘
trabajo, desde el punto de vista numérico deberi elegirse un
eaemplo senc;llo. de solucm&n conocida en el que se eviten las
condiciones 1ndeseables mencxonadas.




5. Discusibn y conclusiones

Todo problema eléético queda completamente establecido
con las éondiciohés de frontera y las ecuaciones de equili-
1librio y compatibilidad o las de desplazamientos. 5in embargo,
la solucidén directa de estos sistemaé de ecuaciones difersncia-
18s es muy complicada, por io cual es usual transformarlas
en otras nés simples, por ejemplo, ecuaciones diferenciales ar-
ménicas y biarménicas. Los esfuerzos ¥ los dasplazamlentos Jque-
dan ahora deterninados 1ndlrectamente a traves de funCLOnes
de esfuerzos o de desplazamlentos° Dos planteamientos de este
* tlpo son las llamadas soluciones de Neuber»Papkovitch y la de
. Galerkln. La prlmera se establece medlante funciones arménlcas ¥y
- 'la segunda con funciones blarménlcas° La condicién més.sobre-
saliente Jque so meone a estos planteamlentos es gue el pro=-
blema eléstico juede reprasentado en forma completa. Se ua es~
tablecido que son necesarias ;cuatro_funcxones<arm6nicas inde~

L pendiéntes para repreéen;ar totalmente el problema (Ref. 1ll).

- s todavia materla de discusibn si en general estas pueden re-
du01rse a tres o 8i ello solamente es valido para ciertas formas
de la frontera (Ref. 11). ‘

- Se puede demostrar gue las funciones biarmbnicas son equiva-
lentes. a una’ comblnaC16n lineal de funciones arménlcas (Ref.
6). Esto da lugar a que exisetan - diversas alternat;vas para es-
tablecer el problema eléstzco utilizando combznaczones de
funciones arménlcas ¥ blarménlcas° val es el caso en 8l plantea-
miento de huki (Ref. 1), base dal método propuesto 8n este tra-
bajo; Muki utilize una func;én arménlca hs una blarménlca para
establecer el problema elastico general,‘Zueda por demostrar -
si esta representaclen es completa, .de no ser asi se 1mpondran
_restrlucciones en cuanto ‘al tipo de problemas que es factlble
resolver. ' ,

Paralelamente al planteamlento con funclones arménicas
existen métodos analiticos adecuadus_ para obtener la,soluCAén
de estos problemas° untre ellos. destacan los que utllizan las
tranoforma01ones 1ntegpales ‘de Fourier y Hankel (ﬁefa 7).
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‘ Por otro lado, la solucién‘genarai del problema eléstico

no ha.podidO‘ob%énerSe'hasta la fecha y los métodos sefialados son
s6lo aplicables a casos en que ‘la forma de la frontera y las
qondiciones de la misma'son-congruentes con ‘el mdtodo. Por.
“ejemplo, la solucibn de liuki, que emplea la transformacibén de -
Hankel, es apropieda para el tratamlenuo de medios seminfiniios
con condiciones mixtas - en la frontera plana 2z=0. Estas condi~ -
ciones originan un proolema -dusl de ecuaciones integrales el cual
ha sido resuelto con anterioridad (Ref. ly 7). »

Eu el problema de los desplazamientios de las LaJcras la forma
del valle y las condiciones de esfusrzo prescritas son demas;qdo ‘
comple jas para pretender que fuera aplicable un método analiticoof

Se pasa ahora a examinar las posibiliiades de resolver el
problema ccn métodos numémcoso B8 tos pueden dividirse en dos
grupos: método de - diferencias - finitas y métodos de,coef¢cientes
indeterminados (Ref. 12), ' _

Fara apllcar los metodos de diferencias finitas se regquiere una
discret;;ag;&n del medio y la ‘expresibn de las ecuaciones dife-
fanciales que gobiernan al provlema bor medio de ecuaciones ds
diferencias. Ln este caso es.necesario limitar el medio- en todas
direcciones, lo cual requiere hacer ciertas hipbtesis sobre el
estado de esfuerzos en una amplia zona de la frontera.. Por- egem~
plo aabria ‘que auxiliarse de las" soluciones de Bou581nesq N
Cerruti pare prescrlblr los esfuerzos en las superficies que
limiten al medio Fig. 12, El problema se establecaria en termxnos
de un sistema de ecuaciones ..algebraicas de orden may elevado,
posiblemente no menor’ de 15.000. ‘

in la actualidad se han resuelto 31stemas de ecuaclones de
érdenes aln nayores utll;zando métodos iterativos (Ref. 13)., 81
- tipo. ds sisﬁemas, en banda, Que s6 ha tratado con estos métodos
difiere del -ue se obtendris en este caso. £s muy posible que
existan métoqaaﬁpara,resdlvef sistenas de esta maganitud ch cal-
culadoraa“digiﬁaléé, géro, es segurb'que el tiempo de calcdlaaora
necesarlo pura reselverlo sea tan grando Jue econémicamente re~

sulte prohlbi tiva esta soluciba. ' " BIBLIOTECA DE LAS DIVISIONEY

DE INVESTIGACION Y DL DO .
D:v BIBLIOTECA D |gADO DE INGENIERIA, e
ISION DEL DOCTARADO
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El segundo grupo de métodos consiste esencialmente en suponer
una combinacién’ llneal de funclones independlentes9 cada una ds.
las cuales satlsface las condlciones de frontera o 133 ecuacio~
nes . dlferen01aleso: : ~ E

Las. dlferencias entre los métodos estriban en la forma de de~
finir los parémetros de 1a combinacién lineal, En todos allos se
debe satisfacer un reguisito. adicional: las'funclones deben for-
mar un conjunto completo (Ref. 14).

"Debido a las complicaciones en la forma del valle y. de lds
conalclones de carga quedan préctlcamente descartados los méta—
dos en 1los que las funciones elegidas deben satisfacer las. con~
diciones de fronterao Si a esto se agrega la condlczon da que
el sistema sea completo no hay duda que estos métodos son lnaa
plicables para este problema.
~ Queda por examlnar el caso en gque las funciones satisfaceﬁ las.
ecuaciohes;diferenciales (Método de Trefftz)?,ﬁn el trabajo se
expone un método basado en el de luki (Refs. 1 y 4) en @l cual
las funciocnes propuestas verifican las ecuaciones diferéncialesQ
Sin embargo,‘no se pueqé decir nada respescto 8 que el sistena; gcua-
cianaé(2;23)95ea o no completo. En general este es el obstééulo
mis serio del método de Trefftz aplicado a problemas de elasti-
cidad trldlmen31onal (Refo 6). Como se explica en el trabajo la
obtencién de las funciones mencionadas se realiza a través ds :

las soluczcnes de Muki, las cuales estan expresadas como - se-
rles infinltas de lntegrales, Estas series se transforman en
serles dobles las cuales no obstante ser més sencillas que las
prcpuestas por Muki, siguen 51endo afin ccmplicadas ‘para su apli-
cacién préctica. Debido a que no es posible asegurar que las se-
ries de integrales, o las series dobles sean sistemas completos
en las regiones de interés del problem&,Ano tiene objeto conti-
anuar el desarrollo con las soluciones generales; por ello se de-
cidid conservar ﬁélo‘una de las dos series.en las que 5e ex-
presaron las soluciones. Con esto se obtuviseron. férmulas fitiles
para generar combinaciones de funciones linealmente independientes
qué satisfacieran las ecuaciones diferenciales del problema elés-

-~
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tico. Debe entonces éeﬁala::se.qu_e9 excepto por ue verifican
las ecuaciones diferenciales, las funciones son por lo demés
arbitrarias. , , 4 .

La solucién final se expresa por medio de una serie de fun-
‘cxones trlgonométrlcas cuyos coeficientes son funciones de dos
coorc’ienadaso Las restricciones impuestas al problema afectgrén
a los coeflclentes de estos desarrollos en serie, los cuales
ademés dapenderén de la forma de las fronteras. |

Las constantes de integracibn se determinan a partir ae los
esfuerzos medios prescritos en las areas.glementales_ep las qus
se dividid previamente el valle y como estas condiciones de. eg-
fuerzosQ la forma del valle y las funciones son mis o menos ar-'
" bitrarios las series ‘tendrfn en geheral un comportamiento irregu
lar pudlendo, 1nclusmve, sexr divergentes., In el método numerzco
propuesto sblo se toman Lnos cuantos términos de las serles para
prescribir las condiciones de frontera. Como los coeficientes.
del desarrollo pueden incrementarse al crecer el indice de 1la
serie es posible que se presenten fuertes variaciones de los es~
Afugrzps dentro dse cada &rea elemental al variar el argumenﬁo de
las funciones trigonométricas del deserrollo. &ste no seri el
caso ‘de los esfuerzos reales; por lo tanto los deapiazaaiantos
calculados y los reales podrén diferir sustanéialmente, 51 no @8
completa la- representacién este efecto podri no amortiguarseAai
tomar mas térninos en la serieo_Aﬁn manteniendo el argumento
fijo pusden obtenerse variaciones en los esfuerzos que de esta
nanera se prescriban puesto Jue los coeficientss no satisfacen
las condiclones 1mpuestas a los coeficientes de Fourier.

-En la solycibn de doussznesq es adnisible 1la ‘superposicién de
los esfuarzos prescrltos en una porcién de la frontera g =0 de-
bido a que en el resto del .Plano resultar nulos los esfuerzos,
La parte superior del medio seminfinito y la extanslén hasta el
infinito en z = O mé&s alla de la zona en que se prescribieron

los esfuerzos no tienen. influencia sobre el medio en considera-

cibn. , . B )
1 7~ : ’

En el caso presente:
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1, Debldo al comportamlento 1rregular de la serie pueden- apares
cer condiciones de esfuerzos nds allé de la zona de pres-
crlpplén;y estos esfuerzos pueden ser de tal magnitud quse afec-
ten considerablemente 8l estado de -desplazamiento en el frea de
la cimentacibn,

2, Como no es posible prescribir el estado de esfuerzos en cada
punto del valle y. las soluciones pueden continuarse analiti-
camente arriba de la frontera, es de’ esperarse una interac~
cibn ficticia entre ol medio superior y el infarlor que in-
fluiré sobre el estado de desplazamiento calculado.

De lo expuesto anteriormente puede ooncluirse que debido al
desconocimiento actual para formar conjuntog completos da'fgn—
ciénes¢para‘construir la .solucibén general del problema aléstico
tridimensional sblo resulta factiblg resolver adecuadéménte
problemas particulares.

La prop6sici6n de funciones que satisfacen 8610 parcialmente
los requisitos impuestos por los métodos aproximados de solucién
. dan lugar a que no sea posible preveer ni el comportam:.en‘co9 ni
la aproximaeibn de la solucidn. » ,

Hasta shora se han sefialado las inconveniencias‘que resultan de
tratar de resolver el problema a partir del planteamiento general
del problema aléstico., Para resolver dicho problema en el trabajo
se adnitibd que el medio era eldstico, isotrépico. 'y homogeneo° A
pesar de estas hipbtesis simplificatorias el problema resulta
muy complicado. Bl hecho es que, salvo en casos muy particulares,
el medio rocoso es marcadamente heterogéneo, frecuentemente
estratificado, es anisbétropo y esta agrietado. Ademés parecen
ser inadecuadas las pruebas de campo y de laboratorio que se
efectlian para determinar el mbédulo de elasticidad y el coefi-
ciente de Poisson. kn efecto, las pruebas que ususlmente se rea-
lizan afectgn un volumen de mucho menor orden que el que'aféc-
tan la cimencvacida de la‘pr§Sa y el agua . retenida. De esta ma-
nera los valores obtenidos que sirven de'base para el chlculo
de los desplazamientos pueden diferir badicalménté de los valores
reales,
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L

Dnbldo a esta situecidn lo mis que podria obtenerse a part¢r
de la solucibn del probiema eléstico secia una idea cualltativa
de la distribucibn. de desplazamientoae Pero; como se ha seia-
lado, es tan complicsdo el proceéofgue no- s@ Jjustifica su apli-
cacién al problema que en éste trabejo se pretendid resolver.

El principal valor del txabajo'jealizado debe buscarse en que
gefiala la importéncia, lds dificultedes y otras peculiaridades
del problema9 facilitando quizés, mdlmctamenceg su solucibn
por ot¥os caminos, ’.

Actualmente para estimar los desplazamientos de la cimenta—
cién de una presa se utiliza el método de F. Vogt (Refo 15)

: Bl método consiste en tomar la proyeccibn del valle Bobra
un plano borizontal y en &1 considerar aplicadas las cargas
transmitidas por.ls presa. Pn este método se considera el medio

lﬂsflco, homogéneo e ibouréplco. Para la determinacién de los
desPlazamzentos se utlllzan basicamente las expr831ones de
Boussinesq y de Cerruti,

Las smmpllfzcac1ones 1mpuestas al métoda de Vogtson de tal enver-
gadure que aun para la debexminacién cualitativa de los. @e spla=~
‘zamientos resulta burdo. Ho obstante es posible introducir algu-
nas modificacionés simples que no compliquen al métodooAEor.eJem-
plo, es posible considerarg aunque sélo parcialmente, el efecto
de la curvatura del valle’ calculando los desplazamlentos 8 dis-
tintos sistenmas de referenclaq is factible también considerar el -
efecto de las areas cargndas vecinas a una deteruinada Gmoa ele=-
mental. Esta uuperposi016n puede tomar sn cuenta, aungue sblo
localment99 el efecto de la presién hidrostatica sobre las lade=
- rag en la vecindad de la c:x.mentac1énc Bl conocimiento de.los mo-
vmmlentos gue puedan ccurrir en 1la cimentacibn es dé tras cenaencia
para el anflisis y disefio de la presa béveda, :

Ante la actual sxtuaczén no parecen austzfzcarse algunos’
refinamientos de cilculo de recientewente se han propuesto para
anelizsr las presas bbéveda, mientras no se tenga un conocimiento
més preciso de los movimientos de la cimentacidn. £llo no obsta
para que 88 sigan abbrdando diversos aspsectos del problema, psero
mas bien como trabajos de 1nvest1gacién que pretendiendo hallqr
en ese estudio una base para apllca01én iomediata,
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" . Se cousidera que para fines de diseiio es insuficiente

la precisién del método de Vogt, aun con las modifica-
ciones propﬁestasg en todo caso este método podrk ser

Gtil en la elaboracibn de anteproyectos. Parece ser enton-
ces que por ghora el tnico camino razonsble para fines de
disefio debe déscansar esencialmente en el uso de modelos.

. En los ﬁodalos'experimentales se tratan de reproducir

las caracteristicas mecimicas de las rocas y la topografia
del valle. La representaez&n no eg, sin embargo, totalmente
satisfactoria pues, como se ha sefialado, existen problemas
en la deferminaciénAde las constantés mecénicgs o‘Asimismq ée~
se tienen‘problemas en la determinacidn del estado de égrie~
tamiento y en su raproducclén, ‘en la representacién de la
aceibn. de la gravedad,; en la precisiba de las mediciones,
etc. No obstante en las condxcmones presentea5' segurauente
-éxisten menos alscrepanclas entre el modelo y el protcotipo
que las gue podrian. existir entre los resultados de un anili-
SlS eléstico y el prototlpo°
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APENDICE A

A.1l. Notacibdn. %éﬂsorial (Re;; 2)

Convencibn de suma: la repeticibn de indices. indica una
suma en todo el rango de varlaclér de los indices.
e

*

L

coor&anadas curV1lineaso En el 51stema de referencia
cllindrlcaQ Fig. 1

S, i
B,=
@3::: = _ (Aol)
U QW tensores métricoso En el sistema cilindrico
{
. 9’A = 9\\ ’{
’ 22 L 4 __1
9 "%a“e,z = r2
33 _ -
9% =935 = |

‘ M
todos 105 demés son cero.

- (4.2)
Cﬂ simbolos de Chrlstozfel de segunda clase. &Zn el siste-
ma cllindrxco‘

r:z::’“ev:"r -
2 __ 2 __j
12 - E;-=="”

todos los demfs son cero. (4.3)
uL componentes tanscriales del vector daspla aniento
Adlj=Atj- nh As

(prinera derivada covariante del
tensor A, )

(4.4)
Ai in AL,)K Tg_j;\ Aa; F:’ Aq;,,(-fm Accj . e Tz’
“rfo AL,OC“?'TH AF\ T

S (4.5)
(eegunda &arivé&@“cova&iante del tenmsor A,)
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La coma indica derivada parcial respecto a la coordénada iden-

tificada con el indice posterior a la coma. Por ejemplo A(,j=

@ ij : tensor de esfuerzos
ei} > tensor de deformaciones

€ij=% (Uil +ush)
Ley de Hooke:

By ='X9;; A+ 2 u€j

A, M pardhetros de Lemé,

- Ey
A= ) (1=29)
= E
j{ 2(4+w)

E :médulo de elasticidad
Vv :coeficiente de Poisson

o= 9“’38@/3 dilatacién

A.2 Comgonentes fisxca (Refo 2)

Dal vector A,, ,
1 .
=V 9 Ai - (no se suma en i)

En el sistema cilindrico‘

Del tensor de esfuerzos B "

G:j =gl 9' ~ (no se sumaeni,j)

o

QA
28;

(4.6)

(A7)

(A.8)

(A,9)

(A.10)°

(A.11)

C (4.12)
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Relacibn entre tensores de esfusrzos covariantes y contravarian-

tes . o : :
B _g¥
€<= 9¥F 9l (4.13)

En el sistema cilAindrico",
‘%{;.:(9»;)2 Gy = %y
@22;1('922)2%22::%;4 fézz"‘;l"’z D2
%% =(9%) s = By
== 9"9% B, =g; B=s D=1z Ga

. (A.24)
%I =p!%= g 933@‘3:(@@: ©s)
32_ 3___ '? 3 A ,_.* -—.l..
23 = 922 Q33 %25«5"2 ©2s=r We3 =72 @3z
- - ?_g o "o
Q= 0r=y Qi @ N T =%,
Ga2=Gp =5 B
22 e -z 22
G33=0z = B33 |
| (4.15)

G2= Bre= @er:"‘%’“ ©p= = g-rs
C2=Brp= @ar = ©i3= Da
Typ= Gzo= Bog=-k Baz=k Tys

A3 Derivadas covariantes referidas.al gigtenama cilindrico

De (A.4) se obtieone
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S
uli=u, - r: Us = Uy,

’ (.h.nl6)
s
Uzla=Ug, 2~ r;a Uszuzaa‘+‘ S W,
Usls= Ug, 3~ T; Us Ua.g
De (4.9) f (4.16) ss obtiens ' .
A:::, uhl+®i‘2u‘212«+ e:’_ua‘“kua.s - (3617)
De (A.11) y (A 17)
+A v aw |

en la cual U,V YV w | son 1as compornentes fisicas del
vector desplazamiento (Fig. 2).

_ e 1 du
utlz"utzZ"r: Mg = Uy, T ‘42“39

2
Uzh= Ugy =iz Up=5 (V) ~v= r‘—i
(4£.19)

#

uﬁlazuﬁiaz a:a
— - o
Ualy= Uz,5= r3%

‘ Sustituyendo (Agle),, (Az,ila) y (4.19) en {A_:?) ge -obtiens
la ley de Hooke referida al sistema cilindrico:

oE ' ' .
A.20
rgre_%aruz%(%gw_wgu) (4.20)
Cer="0rg= M (g; + g\?’)
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A.4 Feuaciones de lHavier (Ref. 3)

Las ecuaciones de Navier para un medio, en 8l que no se
incluyen las fuerzas de cuerpo, se expresan tensorialmente

A VEui +(A+u) A =0 (a.21)
en las cuales \
y 2. _nech
Voui=9"" uilep ' ~. (4.22)
vy A tiéne la expi‘ea.ién dada en (4.17).

Para el gistema cilindrico de referenci&
-2
Veu 9‘*ut1,.+922 Voo 4 933U las

Sustituyendo (A.2) se tiene

2 - | .
AV ui—u{-—u'\h.*f“;”a"udaz‘f‘uilaa . (A.23)

Utilizando (A.5) pera el cllculc de las 2as. derivadas cova=
riantes se obtiensn ‘

u by = Uy

2z :
U2z = Uz 2 7 Ut MUy

il

ullZZ

uz !33 = uhﬁ:’&

= 2 2.
U, Eu T Uy~ T Yz, + 2 Uy (4.24)

Uzlo2 = ug,ga+2r“u, g‘frua, ZUa
Uzlss = Ug 33

DE LA
BiBLIOTECA D -
D\\“S\QN DEL DOCTORA



»)

38,
Ugly = CERY
Uszlaz = U3 22+ U3

Uslaz = U3 33

Sustituyendo .(Aa'24)-en (A.23) se obtienen

2, = ] 2. -4 4,
\Y u:"'un,u"";i‘u‘,zz"“ux,sa“ o Y227 2 U+ Uy
’ (Aa25)
l 2

2 = 1 .
v U= U T 373 Up gt lza™ 7

2 { ' {
Viuy= Us )yt @ Uz T Ugat

r Ys

s

Considerando en (AOZB) lés relacicnes (A.1ll) se obtienen

Pu 1L 3u . | 9%u , %W 2 3v _u
v YEorz T Y ar "1 e | 022 rZ 96  rt

Como la definicidén usual del Laplaciéno»en coordenadas cilindri-
cas 68

2% . 1 3 i 0% 32 (4.26)

2
v ore r ar+ P2 aeﬁ+ J2?

i1

se escribiré

2 o2, oV, U
Veu=Viu-— (285 + &)
2 . _ 2. au

VEu=rviy ,,(u 224

(A.27)
Vew=V?%w
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4

Sustituyendo en (A.21) y dividiendo entre u:

2y A28 L 2y _ )=
Vou+ S 5F T 2556 ¥ /=0

)2 A+M FA (U 2.9\
vif“*‘,_,u rae r(r~ =0

2 ArMU L
Viwt M 3z o

3%.

(A.28)
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REGIONES EN LAS QUE SE PRESCRIBEN LOS ESFUERZOS

FIG.4
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EJEMPLOS NUMERICOS

FIG. 5

il




- » -
M T H T i ] 1 T f : i
D HOUSSINGEG — - | i ; ;
i : Bat ——— ' Sas —— v
i '
: __..-ﬂ"“/ ! I . : i
; — | o ]
. » ‘ | : i
et METTCODO PHOPUBS TO ; | f
<2 . . { - . ; - ,r -
I
) H i F !
:'\ - : B H !. B
L o
i } ;
- 4 ! ! i . - ;., .[v.._.__
} 1' H : .
I
N h ' 3 4 . 5 Reginnes &
DESPLAZAMIENTOS u EN EL ARCO ODE
w FIG. 6 :
20"‘-0—4 T - T
* R
| -
i |
4 . ) I - ,mi L -
; 3‘ | | | t !
15 E | 4
D ! i
; i ! ) ;
; bl
S oo lPROPUESTO S T
ol 1 H I i N e
| T
: ! 1 | i ,
§ . : . .% Q.o. 4§.. -_I -
| - BOUSSINESO | S "
5 . ,/: ; S i WY —1 - : i 1
. ¢ J ] \ ) ! .
i 1 : . W X ‘ ; | ;
| i % ! l : i } BN i ;
5N S N N N N b I |
i 2 3 4 5 ftegiones G

DESPLAZAMIENTOS w EN EL ARCO O'DE
FIG, 7

178%



!

i
e e e

'

i
S A

s

i

|
|
|

!

BOUSSINESQ

T

T~ METODO

e

i
j
|
i
|
i

|
|
.1
:
i

PROPUESTO
|
i

'
13

3 x40

T —

Regiones

DESPLAZAMIENTOS u EN LA RECTA O'A

FIG. 8

1
- e =

)
\»\\

T
,
i
!
PRSI N
H
:
|
i
.
i
I
i
,
i

B8O JSSINiSO
i

15 x10"¢

Regiones

DESPLAZAMIENTOS w EN LA RECTA O'A

45
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