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1" INTRODUqCION 

101 Resumen .-
Este tx-abajo presenta ·un m6todo aproximado para c.alcular 

los de~plazamientos de ·la superficie. que limita un medio ~em1~ 
finitó" .En todos los. puntos de la superficie se prescri~en los 
esfuerzoso El medio. S8 supo.p.e elástico lineal t homogéÍuto e 
is6tropoo 

El prop6sito de~ trabajo es representar el estado de es­
fuerzos y desplazamientos dala cimentación de una presa bó .. 
vedao El medio 'estará constituido por la. masa rocosa sujeta. 

. . 
eh su exterior, a las presiones que le transmite la p~eáa y 

a las presiones >hidrostáticas de la masa de agua retenida por . 

la propia cortinao . 
El análisis se aborda siguiendo el planteamiento de MUkl(Refol) . . . 

del problema elástico. 08. utiliza un sistema de referencia ci~ 
lindrico y en 61 se.representan las ecuaciones de Navier. re­
laciones estuerzos-desplazmaientos. atco Se plantean dos funcio­
nes de desplazamientos, por medio de las cuales se reduce el 
sistema de las tres ecuaciones ~iferenciales de despls·zamientos 
a dos. ecuaciones diferenciales, una armónica '7 la otra biarm6-· ,. 
nic80 La solución de estas se obtiene desarrollando en serie de 
Fourier respecto a una de las coordenadas y empleando la trans-
fo.rmaci6n integral de Hankel respecto. a otra coordehadao '" 

En el planteamiento de Muk1 se establece una serie. de 
Four1er c~(')s coeficientes se expresan en t&rminos de integra­
les de funciones de Baseelo O~tiene después Muki relaciones entre 
los desplazamientos y 108 esfuerzos con dichas soluciones en 
seriao Dada la compiejidad de estas expresiones. los problemas 
que resuelve. ana11ticamente Muk1 son sumamente restringidoso 

Para el prOblema en ·cuesti6n g se. adopta una solución R!lroxi­
mada del planteamiento 'de Muki 11 restrin,gido al medio seDl:infiid.tÓc 
Ello da lugar a una simplificaci6n de l'as integrales que repre­
sentail los· coeficient·eisdel:'d·e~e.rrollOo: Estas ·1Iitegrales . se ek-
presan en serie con lo. cual las aoluciqnes finales (l~e fun-

\ . 



• 
ciones de <lesplazaLilientos) quedau representadas por series 
infinitas doblesa 

Para evitar una complejidc..d e:xcesivá,.~-en este trabaJo se 
conservan s610 los primeros términos de los desarrollos en 
serie que representan a los coeficienteso Se obtienen las ex­
presiones para el Cálculo de los esfuerzo~ y desplazamientos o 

Mediante estas expresiones se plantean relaciones~lltre 108 

esfuerzos de un volumen interior del medio y los esfuerzos en ~a 
sUferfic1e elemental cualquierao Estas relaciones contienen con§ 
tántes que habr~n de determinarse de los esfuerzos ~rescritos 
en la tronterao ~ara ello se obliga a que las -ecuaciones de los 
esfuerzos satisfagan el esfuerzo medio prescrito en un conjunto 
finito da Bubregiones de la frontera a Se obtiene as1 un sistema 
de ecuaciones algebráicéts linea.les. en los coeficienteso 

Los coeficientes obtenidos se sustituyen en las ecuaciones 
de desptazamientos y se calculan estos en la r~gi6n que ocupa 
la cimentaci6no 

En el eje~plo que se presenta ,-m el texto, se considera un 
valle ci11ndrico circular sujeto a los esf~erzos que en esta 
superficie resultan al aplicar en la frontera plana de un medio 
seminfinito una carga concentradao Los esfuerzos y desplaza­
mientos en:la superficie cilindrica se calculan con las f6rmulas­
de Boussinesqo Se aplica el mbtodo propuesto consid~rando la 
frontera ci11ndrica con los esfuerzos as1 calculadoso Se com­
paran.los resultados del método presentado y lo calculado con 
las f6rmulas de Bousaineeq a través de los desplazamientoso Se 
señalan en el-texto los programas para calculadora IBM 650 que 
se utilizaron para plantear y resolver el sistema de ecuacio­
neso 

Se describe la posibilidad de extender el procedimiento para 
considerar además las deformaciones como funciones del tiempoo 
En este paso se admite comportamiento linealo Se considera la 
posibilidad de variación- de las presiones en las laderas con 
el tiempo y se presentan dos casos particulares: respectiva­
mente, estado de esfuerzos·y-m6dulo de Poisson constanteso 



20 PROBLEMA ELASTICO 

2~1 Esuaciones de l~ elasticid~d . 
. En el texto aepreaentarán únicamente 108 resultados; la 

obtención de las ecuaciones.asl como algunas verificaciones se 
presentan en el apéncfice o Puesto ~lue la soluci6n del problem~ 

elAetico ee efectúa utilizando las. func1oo(¡!s' de Eessel¡ las 
ecuaciones se refieren a un sistema de referencia cilindrico 
(Figo 1)0 

El snA11sis el~stico se plantea a partir de las ecuaciones 
dedesplaZaIú1entos de Nav1er (Ecso A28~)o 

. "\72 U + A+» .: a~ _. ~/2 -a1l +J:L)=O 
. .)J ar r'" rae r_. 
V 2 .+ A+¡U . aD.. _-L( 1f _1... Ou., =0 

v. jJ.. roe r r r ae J 
02w+"A+M" a~ ~O 
v .)A ·a~. 

en 1$8 cua,lea 

(202) 

(20) 

U 9 V Y w son 10B deSPlaf~ientps en las' direcciones de r, e y z 
(F1go 2) o 

A. y}! 800 lo s parlunetros de Lamé: 

, . E· 
p= 2(i-t-v) 

... La ! antepuesta a un 'número significa que el concepto en 
cuestión se halla en el apéndice o 
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202 Soluci6n. da Muk1 
~. .~ 

Propone Muk1 reducir el sistema (2Q 1) i (Re! o· 1 pligo 402) a 

dos ecu'acionee diferenciales parciales una biarm6n1ca y la 
otra arm6nicao. 

quedando definidos los desplazamientos por las· ecuaciones 

(206) . 

Se vS'rific6 que las ecuaciones (2,,6) satisficieran ~l sis­
tema (2~1)~. para lo eUal fuenaceaario considerar.las acuaeio-

. . . 

nes (205)0 
Sustituyendo (206) en 'las expresiones que' representan 'la 

ley de Hooke (Ecso. A20)~: s.e obtienen los esfu.erzoa en· t~rminos' 
de las' tune iones de despl.azamientos: 

:.;:= r~e ~1-V)~2~_ %:t]- é~~lz' .' 

'¡Er._ a ~( ) T72..tk S 2dll 6 2 í 
2.).( - or ~4-)} v -.r-~J+ .rae~z 
~re == a 2.. (..t. _ a <P) .-L .av _ C511r _1. tt (*> 
2)-'- roeolS. r or ""' r'Z. ~ ~ r or 
TIii esta ~cuac16n la 'R~f o (1) tiene un error en 108 términos Que 

contientln a 'V 



Se, verificó que las ecup.ciones'(207)aatiaficieran las 
ecuacionea,de equilibrio (Refo 6,págo 184)0 

Enseguida propone Muki'un de~arrollo en serie de Fourier de 
las funciones 4'= éP(rJe,~)- 'y v='qr(r,e):i!.} respecto a la 

,coordenada angular e : 
, (;lO 

<p( r, e, z)= I <p (r,:.) C05 m e 
m::::lo m , 

(208) 

En realidad cada serie 4ebiera contener términos 'en sen me 
:f coe me ,'sin e~bargo es relativamerit'e' sencillo obtener las 
soluciones complet'aa en~6~~n~'~de (208)(Rétc 1 pág? '403),' 

',' Admitiendo que eada. t6rm.l~o ,de iD. serie' satisface l.as ,ecuac10 
- '. " - . ..~'.' ,~<' .' ", • • • ~ ,."",.... 

11'38.:(205)88 obtienen, ;despubs ,de sustituir el término em6simo, .... ~. . '. . 

y dividir entre cosm e y sen rn 8 9 ' 

',4. ' (el-' ~ O 'm 2 (;)'2. ) Z '" 
\7m~m arz + r al'" ~ r 2 + OZZ <Pm =0 

\7. ~ - + - - - - + ,1,. - o 2. ( a 2 la' n'\' a2. ) 
m m-a r 2 r or r 2 " Oi! 2, l' m -

De las propiedades de las d~rivadas de la transfo~ada 
de Hankel (Refe ? Secco lO)se:deduc~ 

Haciendo en estas expresiones 
, , 

" , le!) 

Gm(~,Z) .rr~ (r,z.)Jm(~,r)dr :Jo m 

Hm (~,~) = L';.Ym (r, iE)Jm (~. r)dr 
(2011) 



~. 

, . 

60. 

(Transfórmadas de. Hankel da orden m de ~ y fm respectiva­

mente) se obtienen 

2 Gm(~,i!) =0 
Hm(~,=)=O 

Las soluciones generales de esta.s ecuaciones diferenci·alés 

ordinarias (en el campo' de la transformada de Hankel) son~ 

Gm(~J ~)= (Am (~)-+ Bm (~)~] e§.2+[cm (~)+Dm (~)~e-~Z 

Hr.n (~,~) = Em (~) e§z. + Fm (5) e-Ji!!' .'. - (2,,13) 

Medio seminfinito _ 
-- 4 

Reatringi?nd~ e¡proble~a a un medio seminfinito con. los 
. esfuerzos especl.ficados en la su!-,erficieexterior.;· se tendrá 

que,'si "la dirección pos·:i,tiva .. d~leje 2· se considera oriant.ada 
bacia. el interior del' IÚedio 9 cuando z tiende a. inf'ini~o l~-s' 
esfuerzos. y los desplazamientos deben tender a cero" : Éstas 

condicio~es ... de ~ronter.e.:': se cUmplirán cuando'q>m' '1' V"m -tiendan 
a cero (o 8. una: constante")' al tender.eainfinitoo De (2011) ss 

·~~.n~á qu~ si {'m (r) <:':»:'Vm(r")o:fOentonc8S Gm(~,<XI)=Hn1(~'CX»)=O 
lo cual 8.e:.:,;ve~lf~~a· st Qn: ('2<:,13) .. 

. . 

Am = B m= Em=O 
Sustituyendo (2,,14) en (2.,lj)~ 

. Gm (~J&i)~[ Cm (~)+ Dm(~)ifJe-~¡: 

Hm (~J ie)= Fm (~) .e-~= 

Aplicando a (2.~15) la. inversi6ri de Han1:tel se obtienen, las 
soluciones 

, <Pm(r,:=)=So1Gll1(~Ji!)Jm (~r)d~ 

. Ym(r.i:)";5:~ HIlJ(~.~)Jm(~r) d ~ 



y. sustituyendo (2015) '1 

~m (r; z) -t'" [Cm(~) +Dm(~) ~ ;Et~l!Jm (~r) d~ 
-o/m (r, ~)-So~Fm (~)~ e-4~ J.m (~r) d~ 

, ' 

La,determinaci6n de las f.u.nciones Cms- Dm'y Fm se efectúa en 
el campo éle la tra'n8formad~ de Hankelc Para ,esto habrá que SU~ 
titu1r (2016),'8n (2~8) 'y~stas a,su vez áustituirl~s ,e'n (21)7) 
o (2,,6) 'según qu~ Sé' e~p~Cifi'qU~Il, lae condicignesde es.r:-uarzos 

'.., ,. " 

o desplaz~ientoB~ A continuaci6n deberán' tra,.sforLlarse laa ' 
condiciones de frónt~ra 'y d~terminar Cm ~ Dm y Fm" Estepl'oca­
dimi~n'to se ha u·tilizadopara resolver e~ problema de Boussinesq 
por. medio de las transformadas de Hank01 (Refo 7) y algunos' 
otros problamas":particulares 8sociados'a un'medio seminfinito 
con una frontera' plana o 

2,? 4 A;¡;p;:oximélc i~~, . 
En el pres~nte caso debido a la irreGularidad de la super­

ficie ':J.ue limita al medio 9 resulta inaplicable el método anal! -
tico;' en su lugar se recurre a un método aproximadO. para la de-
terminaci6n de Cm~ Dm y Fm? 

Puesto que Cm~, Dm y Fm son funciones. arbitrarias de ~ g re­
sulta que cualqúier!unción de ~' que se considere satisface 
las' ecuaciones· (2.9) Y pór lo tanto la armónica y biarm6nics. 
(205)0 Sin émbargo~ no cualquierfunci6n puede dar una expre ... 
8i6n simple despu~s de. sustituirla en (2016) e integraro Anali 
zando 9 pOl" ejemplo', algunas transformadas da Hankel en una ' 
tabla (Ref" 8) se observa que el resultado puede estar dado en 
t{,rminos de f~ci<?nes gama, confluentes· hilJergeométricas~ etc" 
Aparen~emente lasantitransformadas m~s sencillas para las ecu~ 
ciones (2016) resultan 'd~sa~rollando 9m 9 'Dm y Fm en' series de 



potenciasa En este trabajo se optó por dicho desarrolloo 
Séa la expresión integra1 9 

Sup6ngase 
0aI . 

f (e: 1 , .. ~ ,... R n 
, m \';]) .. _L;. -""n '7 

n.~~ 

entonces (2017)reeulta 

(2018) 

De una tabla de transformadas se obtuvo la integral (Reto 
8,··p~go 28)0 

en la cual 

Considerando (2020) en (2016) 

;,t., í .. ~. (1')0+1.. ~-.(.C.-.;+Oml:) ~n+f 't'm,r,1..)':;;.L -1 ~.', ••· .... m • az.n-i' I 
neo U· 

( r ·) ~A On ~~ d"+I. pm ( ) 
1\rm r, i!) =n=o(- t n-n -' lY.. r. "'fl, \. . r m. • di: W1+G.' J ¡: 

pm.<r, :z) 
. (Zo22) 

sustituiendo (2,,22) en. (2.~8) se obtienen 



Observando (2,,21)v (207) y (2(6) se conclUye ,que 108 t~r­
minos de la serie, respecto a n 9 se complican seriamente en 
cuanto n creceo Por otro 1ado~ si al restringir' el dásarrollo'i 
en ns~ consideran s610 un,os cuant os.términos 'i la, represeota.­
ci60 de laa funciones de desplazamientos r~sulta incompleto 
respecto a rozo Sin embargo, si las variaciones. ,da los 
esfuerzos y desplazamientos, en la frontera~ no t1ene~ cambios 
bruscos o' singularidades ea posible que la aproximación Bes su­
ficiente cuando menos para ln determ¡naci6n aproximada de los 
desplazamientos ,en la superficie exterioro 

Como aproximaci6n se tomarAn s610 los ,t;~rJllinos 

seria en n~ Denominando Cm a Cmo ~ Dm El Dmo y Fm 

para (2022)\l 

n = o de la' 

a Fmo'se tiene" 

Se verific6 que (2024) satisf'iclera, (209)" 

en (208) 6~ óbtienen, 
sustit~eoé:ló (2024) 

Estas aonlas BoluQionss aproxiIlladas que se proponen en. este 
trabajO" 

2,~5 Esf,'uerzps U.espl~~ientoB 

Para al~,b.lculo de los esfúerzos~ y de los desplazamientos 
deben sustituirse (2,,25) eil (207) y (2.,6) respectivamenteoSin 



embargo~ ea prefiere utilizar las formas integrales de 
,<Pm y ~m dadas en (2016) pOOl' resultar más sencillas las 

opoX'acioneso EntonceS,9 8ustitu;yendo (2,,16) en (208) y es·ca.e 
en (207) y (2~6) as obtienen 

U=~tIVm .. , -Vm-J 005 m e 

lf- i I [v rn1"'t + m-t IJ sen m e (2026) 
m"" o , 

w=t.tI(FZ~)G~)-2.(j-\l~G~~ cos m e .. 

<fr ::..~ r", r.:(3) + (~_)}) r-(I)~ m+1 11 <=> m-I ~ J cos m e 
. 2;# ~soL'-Cm ""'4 m 2r m+' 2r m-~ 

<r (7 ~ ~ [lJG ~ - ')) G (1) '+ n'l.±l U .... (' m-" V; J .:sen m e zp ~o· m 2.r m+6 2.r rn-, " '. . 

~; ::!~ \-v) q~-(Z.-v)C:j;:.>lC05 m e . (2027)-
~o, I 

oe2E=_~ ~ ["'G(Z)+('t'-1» (:;,(0) +H~+6+))C1~~,+(f-1J)Et(o) -HCIlls.enm6]. '2 Ll 2. L 1.,1. rn+1, '-im1't m-I rn-~ 
;:/_. mwo 

,3~r = -L ~ Et:.('~) +(.<1 .... , \) t:.. (0)+ H (1) _ ... "11 Gj(3)-(i-:v)t:.cW - H(I) leos rn e 
. 2.,,)J- 2 L '-Qm+~r v '"'m+1 miol JJ ."'-1 J\4m-l' mj 
, m~ _. 

9'r~-~ L (o) _ m+~. . m-~ "tT l 
'2fi -!-;oLH,m .' 2r Um'tt+ 2.r vm_~~en me 

-$Sa verifiearo~ las expreeiones análooas qua da Mukio Se 
Gneont6. que todas vsrific~' a' pe'sardel error consignaclo su 

. las ecuaoiones (2,~ 7) ".,.,. 
'~r,)El! las axpI'a~iones. de <án y t:Vrn 'aparecen srilo, fUll~,~ones de Besasl 

.de orden mo' 'EIi, las q~a agu1 ,se consignari. aparecen ,funciones da 
"orden . m,m-:· 1. y m "'" 1; esto, se· debe a .que las derivadas de 

J (é r) respecto a r se expresaron en términos de'J:-9 J 1 Y 
m~ .' , 'm ~ 

Jm+1 pues ae1 convenla (Rato 9)~ . 
\ 



~!~J =114(s-rn J flI- l (~r) d ~ 

G~_I-SOq)~2 ~\~m J m_1 (~r) d~ 

H,,) :.SCO,2. cl Hm J. Ci r) d fi 
m-\ o" a~ M-I "5 > ., 

110 

(2028) 

Obteniendo las derivada's' que en, (2,,28) se especifican da las 

funciones Gm y Rmd~das en(2~15) y empleando ~a transformación, 
de Hanltel, (R"r ..8) . ' , 

, S.GO ~ Pe -~Bt J" (~ r)d ~ = (-i) p ~. ~p)) ( r, ¡:) (2 029) 



se obtienen,. 

r=.(o) - _ (Cm ... ..:.. D 1:) -'- . ~ prn '""'ro - rn í m O i:,a 

. . ~~ 
M(o) =_.Em.. ,-bi:.. pro 
. I'T) r m d.:¡:,S 

H(e) .u: F'm _~ m-a 
I Im_1 r 11l~ •• diL<2f P 

12,., 



La.'ecuac16n{2(21)sepuede éscribir 

:, Py ~ R"'J ( R-i:}lI 

en la. cual 

R :. ( r '2. -t .le. a) V2. 

)J ::::. m) m-f) m+i 
Efectuando,las derivadas requeridas en (2 0 29) ~e tienen 

~~~ :. R-.5 CR""lI\)).J [a (-tt T 3l)~ T (Vi" I )hH~ , 
. (2032) 

~3:: "'-R-4(R-:~)"[l5 (i-t + \5))(~ t T (11l?--3)*+V(1I-Z)(lI1"2~ 

~4 ~~ =-'R 5(R-¡¡)))~05~r'~+t05))(tr'T45())z-2.)<t)~311(Z1l2-4')W+ 
e , , ' ' +(Y-.3)(Vt3/(y-t)(l>+~~ , 

. Sustit~end!, (2032) en (2,,29) y estas a su vez en (2026) 

y (2,,27) 'se obtienen 
" 

a) De8Rlaz~iento§ 
. " 

~=.t (l1<t;3~ 1-t + -z. ( m ~t[,- Z (-i t]+ m f[1-12(y i+ 
. +z(-i)~-a(-it~-2 (-itJ}c= rn e + , 

.. 

+.tm~i}~4(m~)~(m~Y['-("i)J+m~[2-f3(~)j-

-3(-it&-(-i)~}co~ In e + 

'f! m:Fm~& { R } +k (';')3(f)sl 2.m-¡-+ 2 cos ITI e (2033) 
," , 



" 

140 

1f ~ m D 4>& {( R) 2. . R [ (r) il . .! (. r)l 
~~o(i)5(f)5- .-.m"i" -m-z 2~\~. J-~+.2. -; IJ senm6+ 

+ko ~CB(~) {-(m~r-3(rn :)+~r-2} sen m e­

~l:o (if~~J;"{(m~t+m ~ G-2~)~-3(-ir}5enm e 
.. . (2~34) 

-i:=fo 1f}7t\ {-(m :r-2(m~r[({Y~~-m!J~1+2(~)~ 
+ltiY +ztit- 10} coe m e + 
+4l>ko ~)1ti{(rn¿t+3(m~)-~r+2}CO!) m e + 

+ I Cm1"'ra{-(m..B.)3 - 6 (m R·)'2~ mE.. [{ t_4(~)2l_6-r° 
milo (t) ~ ° ~ ~ Z ~ J 

+9({-t}C05me (2035)' 

en las cuales ' 

:0 = longitud constante utili~ada p~a expresar en forma 
ad1mensional.los ~~splazamientos0 

: . - ;:rr'~·' ; 
....... :! ... -

oreverific6 que (2" 33) ~ (2·.35) satisficieran las ecuaciones 
de Navie+ (2,,1) tomando en cuenta (2.,6)0 
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b) Esfuerzos 

C05 m e -
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~= 2UZ:O(~)(1i)~~4 mfm2~y-3m~:)-t{~r-z1 sen m 91-

+~o(~){ir~5 m{mll~)~6mz(~)2-m~[4(~t-j~-9(fr+ {2.4). 

+6}sen me+%o(~X!l~~6m[m3(1~r+6m2~t--m ~ ~(f)~ 
~.i~-9(~y+61sen m e +¡o(f)(~;~4{-m3(~a-­
~3m2(~YK~y-~-m~~3(i)~Z]+3(it-12~Y1een m e 
en las cuales <1>2. y. ~ se eXlJresan como 811 (2c 36) y (2 037) 

2.,6, Condiciones de fróntera _ n r 

Para especifipar las condiciones de frontera se necesitan 
reiacionar los esfuerzos' que actúan en las caras. de un elemento 
de' volumen ( Ur , UElh vz. 'l)re, '3r ,a ~ 'liSiE l· con losesfuerzoa R9 

~ Y Z que actúan en una superfieieelemental definida por 
la normal 'íl (Fig" 3):, 

R'Z<ír(co~ ce co.ee+co5fosene)+~er(co~cose-c.oSClC~n .)+ 
+ '0ar co~ (J' . (2044) 

8 = 'b re (cos ce cos e + COS}!;) sen e) + <ra(eos 13 CO!!! G- c;05 oc. &eoe)+ 
... ~'ie ,coe l" .' . . ..' . . 

Z= 'brz (C05 ce CO!) e + cO~.fl5en e)'+,,~ (cosfo C05 si:'" C05 oc:: sen e)+ +oz cos (f' - , .. ,.~. " . . '. 

Aqui oc, j3 Y'~ son los ángulos directores de la normal res­
pecto al sistema de' referen,cla,fijo X9 y:~'z .(ligo ))0 

En la frontera se especifican R, Er Y Z~ de tal manera que 
al sust1tu1r'(2,38) a (2043) el1 (2~44) se, obtienen relaciones 
para la :determinaci6n·de. Cm" Dm y Fmde' lasiguiEtn~e forma 

~veriric6 que las expresiones (2~38) a (2043) s~tisficieran 
las ecuaeiones de equilibrio referidas a un siste¡p.a de, ret.e-
ren~ia cl11ndrico (Reto 3)·Q 

"'. 

BIBLIOTECA DE LA 
DIVISION DEL DOCTORADO 
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R (r) Sj i!) =. .to[ Cm f~ (r;s)?:, <xJ J3) + Dm 9~ (t'je);c) cx)j3) + 
+ F m h~ ( r, e, 2, ~ fill " el " , 

e(r: e ~) =f r Cm fm (r)s}~) C(.,j3) + Dm 9m (r; e,~, cc-,j3) + 
) I 9 rn"O L '] +- Fm hm (r, S,;!, cc,p) , 

Z(r,9, i):. rm~o[Cm f~ (r) e}~)cc.)j3) + Dm 9;; Cr, 6,i!,cc,J3) + 
= ~ j3\] (2 0 45)Q +'1 m hm (r,e,i:"OCJ '1 " ' , 

en las cua~es fm~ ~ y ~, ao~ tU?ciones conocidas que résultan 
de suet1t.uir la ecuaei6n" de', 'la, super,ricie 'frontera S(r 9 S,l z) ... O 

-;p los ánguJ.os(~'Y:.J3'diracto~es"de 'la normBl'en cada punto d,e di­

cha superficie" Con losyalQres 'de. Cm9 Dm :t Fm que' resulten de 
(2045) G9 calcu,lan los desplazamientos ,s\;lstitu;y,éndolos en las 

ecuaciones (2033 - 35)p 
;; 

Sistªª8. de ecu~cj,ones 
Para ,resolver nu~éricámente el problema S8 propone el 6iguie~ 

te m6todo: ' ' 

a) La. superficie S(r~ e, ,z) El O se subdivide, en un conJunto ti .. , 
nito de subregiones Sio' De hecho 5610 se considera una por­
'ci6n 'finita de' S: 81, tal que las cargas sobre :la8 regiones 

más alejadas de esta superficie no tengan practicamentein= 
fluencia cobre,los' desplazamientos en la superficie 82 de la 

cimentación (F1g" 4)0 El conj.unto de superficies si cubre' 
totalmente a 810 

b) En c,ada subragi6nSk se ,c~nsideran los Puntos P tK Q PZK \) o n" 

Pjt<i para los cuales ae determinan i m 9 Sm. y hm como ftiñc,iones 
de rjK t 6jK, ~JK) a:jK ij j3jK. 

e) Se especifican en cada P.R~t,o FJl( los esfuerzos R~ e y Zo 
d) Se limitan las serie,s lntinit,as de' (2,,45) al tbrmino N-l ll esto . ·,i... . . 

es \l se co:t1siderari. los N términos: l1'i = O~ 190 00 9 N .... l 

~ e ' fit R' R1 
RjK -~o LCmf m + Dm 9 \'TI + rm h m J\<. 

, , 

"i~ 'astas expresiones' S9 han indicado Bolo dos ángulo 8 
(0:.9..,8) dsbido a que los tres uo son independientes: 

, co~2 CIC'+ coe~j3+'C052 rr = ~ 

directores 
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y anlilogamente para e y Z" 

e) En el m6tddo numérico se ·tratar6,n·de utilizar los esfuer­
zos medios de cada' su.bre.gi6n . SI<. para 'especificar las cond,á: 

'" cianea de tronterao Si cada subregi6n ee elige de ·manera que 
'. no hB\1a cambios bruscos ·del. estado de esfuerzos .. se tendrA 

una aproximación razonable del esfuerzo medio· promediando loe' 

esfuerzos correspondient~·s. a todos los puntos P's,K$ Q Para 

ello en cada 5\0( se sustituyen f m9 Sm,y hm y R9 a y Z, por los 

promedios, 'fm '-9m, hm~ R, ij y.f.. ..... 
í) Se establece el número suficiente de ecuaciones para determi­

nar Cm9 Dm y Fm o 

N-I . 

R(5K)=[ [Cmf~ (5K')+Drn9~ (SK) + Fm~~ (5~)J 
m-:o 

e(st<) t [Cm f; (5K) + Drn 9~ (5 K) + Fm·h~ (5",)J 
rn::o 

- ~I [ - i! () -: (\ - l. ( \] Z(Sk)=L Cmfm 5 K ·-t- Drn 9m 5KJ+Fmhm\.5K) 
. me.o . 

.. 
en el cual las 1neó:gnitas son 

'Ca , C l , C2~ . , Crt - I 

Do I O, ) Ci~ . . . ') D",_\ 

Fo) f l , Ft:., . . FN-' 

. 0. sea ~N cantidades desc9.noeidaSo Por tan~o, para un si.ste-
" .. -.,," 

ma compatible y determinado k .,. Oo¡¡ 1,,, o o t N-.le . 

La ob~enei6n de las. fU:~e1~rias f m g . 8m 11 .hm ~ . as1colilo el, cálcúio 
de .~~e \) .ZII t mll Sm9 hm Y' .la soluci6n del sistema (2 0 4?l e~tA 
prograÍnádo para. calculadora digital IBM 650lt . 

T"Eligiando áreas elementales rectangulares e's convenie~te aelec­
e!onar los puntoBPJ~ de tal manera qu~ sea posible obtener nu 
mericamente el volumen de.esfuerzos~ por ejemplo con las ,fórm~­
las de Simpsono 



30 Y!F.J.l!!t.t9n de:l.s' a .de§lll~zf1Dlientoa cpn el; tieIr!E.Q 
El efeéto del tiempo en los deaplazawientos se piantearA' 

idealizando la roca como'un'material viscoelAstico lineal., En 
estas condiciones, si loe esfuerzos aplicados fueran independien­
tes,del tiempG (o si guardaran proporcionalidad en todo instan­
te) ,1 si el coeficiente de Poiason de la roca S8 tomara tambi~n 
como independiente del tiempo; el'estado de esfuerzos en todo 
instante sería idéntico al que, se obtiene de la solueión el&sti-

, , 

ca" lineal despreci,ando efectos del tiempo. Las deformaciones se 
obtendr1:an a partir de la soluc16n elástica con un m6dulo de:, 
elasticidad reducido .. Si los esfuerzos aplicados vurian según , 

'Una ley arb1tr,aria del tiempo 'puede acudirse a un á' soluci6n en 
t'rm1.uos de' transformadas de' L~plllce que' simplifica el problema. 

'y perm1teconsiderar coeficientes de Poisson variableso En afee .... 
to, sea' 

la transformada de Carson-Laplace de la tunci6n,í 9 donde t~tiempoo 
Se puede demostrar (Ref o ' 10, po 103) que'las ralacioneselásti-
eaa 'siguon ',siendo válidas cuando las constantes de Lam6 . A" , 
y .)J-'SOU fUllcionesdel tiempo, con tan s~10 sustituir estas 
constantes, los desplazairi~entos yIoa esfúerzos por'sus eorres­
pondient,es transformadas de Carson-Laplace ó 'En particular, en las .! 

cúaeiones (A20), (205 a 2,.'}), (2033 a 2 .. 35) y (2=,;8 á2043).'·bsat,a;;':', 

rá con suetitu1rA)fl)u~ir,w,Ó"~,cr~)'''~ttsrepor i\,)A,u,v, ate.o , ' '," ' 
~ara d'eterminar las funciones Cm' D~ y Fm deberán. prá,sc~1birsé 

las' cargas R, e y Z en, cada punto de' la frontera S, ,en funci6n . 
del" tiempo o' 'De~'erlm enseghtaa tr~sformar~e las ear~3s' para 
obtener n.,. 6 Y,'Z, 'con 'lo"que se podrful ,eBtablecs~' expresiones 
de la misma torma que las (2",4.5)., Sin embaJ:;'go aparecen j1tp)y i)(p)" 

8D las funciones fm', ~ i 'Í'1m" que 8610 son funciones de r,' e'y 
z" COIl~iene . por tanto ·9scribil:',. 

, co 

R (r) eJ:i:) p) :::2j-{ko (Cm 1~-+qmJ~ + 2)J Om K:;' +Fm H~) ',,,,(301\) 
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• 

y expresiones análogas para®, z. ~ donde -ami Dm y 1m 80n fun­
ciones de p; 1 , J ~ ~ y H 80n funciones de r~ Q • Z9 CC Y J3 m m ~ . m . 
:r se obtiEúlen de (2038). &' (2.~44) .. Y R, ce 9 '!l,ft y ;; SOll fune12 

. nes conocidas'&,e ¡.' o 
Para establecer la correspondencia entre el estado de eafusI'-

zos y Cm' Dm y Fm'sn fune'ion del tiempo se antitransformanlá. ecu~ 
Ci6n(3 .. 1) y las análpgas para e y Z: ._ 

,2~rt J.l(t~~ d'b,~[', [CFl1(t)I~+Drn(t)J;+K~:tSt.Dr1l('0))(t-'0)d1i~~~~ (t)H~J 
\..J ó I . m=o . o (.~.2\ 

.,~I',$,.;L 

etco Si se conocen los esfl.1erzos Rg e y Z en función de t eil ca..;. 
. .' . 

da subregión podrán cuantificarse loa primeros miembros de ()"2),, 
" . .. ' ~ , 

En los segundos miemb~oa .'aparece .la funciÓn deseono.cidá Dm ~ lo 

que da lugar. en (3~2) a u.n sistema de tres ecuaciones lineales 
~ • , ' 1 

integrales 'cuya solucion lleva a ·resolver el problema", 

si se supone V .~onatantese obtien~t de (302)9 . 
. t'" . :co' ' ....... ',' " . 

Zddtiftf-i d~~[Cm(t)I~ +Dm(t,)M~+Fm(t)H~J . 
()" 3) 

y ~álog~ente parB: e y z ... (En esta expresi6n Im, ~. y ~ 60n 

las mism.as funcioncs~ua.tm9 ~ y hm salvo por el factor 2~> ? 

El sistema ()o)); POdl'á resolverse numéricQ.Ulente 8n cada caso· 

particular para una. serie de inst'antea t ::: O., t
1

," t 2 ,,, O" .. ob-: 
tanitmd,ose asilos valores 9 correspondientes a esos instant es 'iI 
de Cm ~ Dm y F m~ Con eetos y . con. ,106 valores de"p- <¡ue corres­
ponden B. los miamosinatantespodrán calcule.rse en lae ecuaciou'!s 

1 -" ~ -. • •. • "-':~'; • 

(2" 33) a (2.., 35) los desnlazautientos corres!?ondiel'!tes"~-·,·,·-,~;·· :_,. 
~ .,. ~ .. - " 

Si además. R .. @ Y Z son inde,l>endientes del tiempo ~ ()o)) 

restituye la soluci6n elástica como se anunció arribá~ 
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4" ,~i!~~O~ ... p..E.~~j.COSá l?!:oE$r~§o " 

Con al objeto de ,examinar, las difer~ntas, etapas de la apl1 -
caci6npráctiea del método se resolvieron ,~gúnos problem~,s cu­
yos &stados d~, esfuerzos y geometría fueron relativamente slmplesc 
En términos de,la solución de estos problsmas se señalan 'algunas 
caracte:r1sticas,del método, de los programas que Se utilizaron ~n 

, , ' Q' , r , 

dicha soluci6n, y 'más adelante~ se hace una diBcuaióü para estable-

cer su 8pl~cab~lidad pr5.cticaQ 
S1multáneamen~e ee pretendió verificar la solución delm'todQ 

propuesto compar§.nc1olo'cori los resultados obtenidos con el méto­
do" de 1;oussinesqo Para. lograr 6 pt o, 'se consider6 un valia cilin­
arico circular, Higo S 9 sujeto al estado de esfuerzos que 
resulta de aplicar una e arga ~oncentrada, P t en lasupe~iic~e 
plana de UD medio seminfinitoo El problema consistió entonces en 
comparar +os desplazamientos obtenidos con los de Boussinesq" 

',' 

Para determina;- los coeficientes de las f6rmulas de los des",;" 
pl~za.mientos se s~.ibdi vidi6 ,la supe,rficie' en un conjunto de !reae 
olementales,., ",La capacidad de la" calculadora digital 'reslllt6 
'insuficiente, para' con,siderar, un número razónablemente elevado de 

árGáe elementales:" lllsto dió lugar EJ. que dichas iireas resultaran 
demasiado grandes para la prescripción de lele sSfu.érzos'medios" 
Resultó, por "ejemplo, que· la cO'ordenada angular Gtenla Ulla' varia­

ción, dentro,' deeadaárea~: d.01, orden de 90° .. Como,; 'las áoluc1o~eB 
estén dadas,'sn t~rmin.os ,de.m ", 9 m:t:l 0,1, 2, ~ o .. 41 t se obtu.vieron 
fuertes variaciones de los esfuerzos, losc~ales, no ,obstante que 
se oblig6 a que el ,estuérz~~~ai~, f~era igu~ al obtenido ~o~ , ' 
Boussinesq, , diferían' radiealnente',de 'estos últimos en cada punte' 
del Areo. elem'entalo .J:!}sto condujo a, que 108 desplaúmientos medios 

. . .,- ti . 

fueran su.ttancialmante distintoso. 
, ' 

Con el objeto de verificar los programas que se elaboraron~· 

';'Programas elaborados por el Ingl) .An,tonio·Olivera S. bajo la. di­
rección del I~go Jorge lo Bustamanten ' 



para el ,método ee introdujo una sumplif1caci6n adicional: se 

consideró' simetr1a en' las condiciones de ,carga y, geometriao Esta 
sim¡)11.ficaci6n fué 'Posible 'debido. a la aimetr1a de las fórmulas 
de los esfuer'zos y desplazamientos respecto al eje z o 

'se' eiigiero~ las superficies de revolución que resultan de 
, , ", , ..--- ---

hacer girar respecto al eje z los arcos O'DE, OeBO y la recta 
, , 

O t.fl.o Fig. ,', 5 " .. Los esfuerzos prescritos en estas' super-
ficies de revoluci6n fueron nuevamente los debidos a. la earp';a Po 

, ' 

,Se emplearon las. f6rmulas (2<:38) a (2043) ~ 9 '7 O ;para 
prásc~1bir 'íos' esfuerzos a lo largo de ~,oaBC y 08A~ FfgQ5 

Los dató~ numéricos del ':.'problema, en r91aci6n con la figura 5' 9 

fueron los siguientes: 
R=, 75 m " 

P = 1000 ton· 
,'. ; -

En laG", direcciones x, '3'~ y .de la bisectriz se especificaron los 
, ,---.... ,- - , 

esfuerzos sob¡"e O aDE. oq A Y O 'BC empezando desde un punto vecino 
, .; » • 

'a 0 0
'0 'Se, dividieron los arcos en seis intervalos y cada: . 'uno' de 

estoeenocho subintarvalos o Sedetermineron numericamente las 
funciones que intervienen en las expresiones' de loa esfuerzos en , 
cada' : uno 'de estos puntosQ Cada serie se limit6 a seís ,t~rminos" 

Se calcularon los esfuerzos debido á'la cargaPco~ las fórmu­
las de Boussinesq& 'Se integraron numéricamente lasexpresi,ones de 

+os esfuerzos R, 9 Y Z, expresiones (2045); se determin6 el valor 
medio de los esfuerzos en estas ecuaciones Y,se igualaron con los 
valore~ medios de 108 esfuerzos caleulados con,Boussinesq;; 

Con esto se obtuvieron tres. sistemas de 18 ecuaciones algebril.! 
cas en cada dirección para la determinaci6n de 108 coefioientes 

Cm' 'PmyF~,o ,_ , " .. ' 
Se procedió a la solución del sistema de ecuaciones algebr~1caso ' 

Pro gram....!.!! I~ 

para la solución del problema se utilizaron' los siguientes p~o-
Eramas: . 
(.! Estos prosramas están archivados en la Sacci6n de 'AnálisiS Numari­
co del Instituto de' Ingenieria 9 UNAMo,' 



06?lolT para 
06502T para 
'065l>3T para 
057 .. '2 paI'a 

dios 
5 .. 2 01 00 para 

24" 

ge~erar las funciones asociadas al coeficiente Dm 
laade loa coeficientes de Cm. 

. .'. 

las do los coeficienteaFm_ 
el cá.lculo de 10:3 esfuerzos y desplazamientos M­

de Boussinésq .. 
la solución del 'sistema de ecuaciones" 

5,,20003 para la verificación de la solución del sistema .. 
.060 9 1T, , para el cálculo da los' eafuar'zos en cada punto" 

061 T para ei cálculo' de 10,s desplazamiantosen' cada punton 
La solución no verifico al sistema' en ~l primer intentó de­

bIdo al elevado rango de ~ariaciónde las funciones'que inter-, 
'. . '. . - , 

vienen en la solucion .. Por ello hubo necesidad de 'plante~ el, 
sistema con doble precisión<j' 16 cifras significativas\!' y m~s 
adelanta ae requirieron iteraciones hasta que no hubo vaL~iación 
cuando menos en las primerae cuatro cifras significativas" " 

Es 'posible 'que, este comportamiento defectuoso del ~istell.Úl, 
sea principalmente atribuible al' si~tema de reterencif;J. elegido" 

. . ! .. 

En efecto las f6rmulas (2,,)8)' a (2 0 43) ~ ,presentan dos ~arácta-

ristlcas importantes: 

1" Tienen tUl ',eje de sing\.t1arid'ades (eje ~,') o Para 1"=0 loa es­

fuerzos tienden a infinitoCl 

20 El haber transformado las, expl"8siones deé.st'uerzoa originales 

a las (2038) a (2043) presentadas ,en formadímsnsional da 
lugar a que, d$sde el punto de vista numérico\) las 'soluciones· 

" 

,queden indefinidas en ~ = Oa , 

,En las Figr3,,'6~?~8,,9tlO;ylJ~se presentan los 'resultados de 
aplicar el método para 9 = O;' estos se comparan con 10,5 de 
Boussinesqo De la comparación resaltan fundamentalmtinte tr~s' 
hachose Una tendencia sistemática hacia el ,', infinito de 108 dea­
plaz,aniento s' en , r =0 9 una me jor concordanc ia en las regionss 
inter~ediasy un co~porta~iento irregular lejos del origen .. 
Las discrepancias entra los desplazamientos son excesivas~ y se 
atrib~,en pI.'incipa~ente a· laelecciondel si.etema de referen­
ciao Como ya se dijo el eje z(r=o) e.s un eje de singularidades 

" 

para la.s funciones de los esfuerzos,,, Fiaicamente esto corl"es-



ponderla aUn conjunto de cargas concentradas eon puntos de 
aplicaci?n en si eje z .. La presencia. da estas cargas fict,1cias 

" , - ,1 ' 

es inevitable; por 10 tanto es' convenierite reducir a un mioimo 
"aceptable su influencia sobre la regian ds inter6s alejando 

suficientemente el origen de dicha región • .rl;n el ,ejemplo la in-
, flueneia del eje de singularidadesuo,' se ¡'imita solamente a, 
perturbar ios resultados en la ve~ind'adde r =06ino que debido 
a ,que en el' establecimiento del sistema de ecuaciones pará c~ '1 

Dm y Fm se utilizan los v~lore8 numéricos de las funciones ,de , 
r'y it calculadas alrededor de r ..,'0. su influencia S9 propa.ga 
en todo el lntervalo de prescripci6n dando lugar, 'a lasd18cre­
p~~cías mencionadas en los desplazamientoso 

"'La influenciá de' la indeterwinaci6n 'de las funciones en z =0 

puede fácilmente evitarse transladando el sistema arriba d,al 
pl8110 M~' En el planteamiÉmto' del ejemplo numérico 8610 se espe­
cificaron las condieiones de frontera dentro de las iine'as - ".--.., ,.....-;-.,.. " " , ' 

orA. OOBC y O'DEo Respecto a~estas dos últimas cabe señalar que 
para lograr, una. mejor aproximación es necesario, especificar , 
además las'condiciones de esfuerzos nulos en la prolongación 
de 'estas lineas sobre .el plano M. lo cual será factiblecua~d~" 
el origen del sistema se labalice arriba de dicilO planoo ' 

Para juzgar la utilidad del método ue'sarrollado' en este 
trabajo, desde el punto da vista' numérico deberá elegirse un 
ejemplo sencillo, de solución conocida en el que se eviten las 

con~iciones ,indeseables Llencionadas" 



50 piseusión l ~~nqlu~iones 

Todo problema elástico qusdacompletamente establecido .' . . 
con'las 6onj1cione~ de frontera y las ecuaciones de eqQili-

librio y compatibilidad o las de c;tesplazamientoso Sin embargo, 

la solución directa de estos sistemas de ecuaciones diferéncia­
les es tluy complicaja, por,lo cual es usual transformarlas 

, , 

en ot.ras más' simples'i por ,ejemplo , ecuaciones diferenciales ar-

m6nicas y biarm6nicas. Los esfuerzos y los desplazamiento.s que­
dan ahora determinados ind.irectatllente a través de funciones 

. . ~ , 

de esfuerzos 'o de desplazaQientoso Dos planteamientos de este 

tipo son las .llamadas so.iuclonés de Neuber-Papkov~tch y la, de 
Gaierkin. La primera se establece mediantefuncionea armóIlic~s y 

.. la segunda con funcionesbiarmónicaso La condici6n .más.sobre ... 
saliente ·que se impone a estos plant.eaIllÍe.ntos es que el pro­

blema elástico 'luede representado en lorma completa. Se 11a es-' 
tablecido que son necesarias ,cuatró. funcionesarm6nicas inds­
pend,ü~ntes para represen:.;ar totalmente el problema (He!. 11) o 

JEs todavla mater'ia dediscusi6n si en general estas pueden 1'e­

dúcirse a. tres o si ello solamente eS.válido para ciertas formas 
de la frontera (Reí. 11) .. 

. Se puede demostrar que las funciones biarm6nicas son equiva­
lentes, a una' combin8ci6ri. line'al de fu.nciones arm6nicas (Re! <> 

6)0 .Esto dA lugar a que exiet~· diversas altern:ativas para es­
tablecer el p:robieI!la'élást.ico, u~~lizando combinac,iones da 
funciones armónicas y biarm6nicaso ~al es el caso en el plantea­
miento de 1J.uk1 (H.ef'.. 1), base del método propuesto .. en este tra-' 
bajo; Muki utiliza una filiié~6~ armónica y una 'biarm6nica para 
establecer ,el 'problema elástico 'general .. "ueda por demostrar' 
si esta representac'ión es completa;. de no ser as1, se impondrán 
restriccciones en cuanto'al tipo de problemas' que es factible 
resolvaro 

Paralelamente al planteamiento con funciones armónicas: 
existen' métodos anallt icos' adecuadü8 .. para. obtener la solue:I6~ 
de estos problemas~ .&otre ~lios,destacan los'que utilizan lé;S 

transformaciones irite'graleá'de Fourier ¡ Hankel (Ref .. 7). 



Po!' otro lado, la solución'generai del problema elástico 
no ha podido obtenerse 'hasta lafeeha y .10s 'lU~todos señalados soo 
s610 aplieablesacasos en que la, forma de la frontera y las 
qondiciones de la misma son'congruente~ con' 'el método .. Por, 
ejemplo, la,601uci6n de Muki, que emplea la tran~formaci6n de 
Hankel, ,es apropiada para el tratamienco de medios seminfinH,os 
con condlc10~es 'mixtªs ,enla ~rontera plana ~=Oo Estas cond~­
cio.nes 'originan un. problema ,dual de ecuaciones integrales el cual 
ha sido resuelto con anterioridad (Hef ~ 1 ,.7). 

En. el problema de los desplazamientos de las 1aJeras la forma 
deL ,valle y la~ condiciones deesf'uerzo prescritas son demasiado 
complejas para preten9.ar que :Cu.era aplicable un método ana11ticoo 

.' .' " ' . 

Se pasa ahora 'a examinar la~ posibiliiades de resolver el 
problemaconmétodes uuméricoso .clst,0s pueden dividirse en dos 
gru.pos: método de ,_diferencias' finitas ym~todo5 de, coef:í..éientes 
inde~erIilinados (Re!". 12)'0 

~ara apliéar'los métodos de diferencias finitas se requiere una 
discret~laci&n del medio y laexpresi6n de las ecuaciones dife-

" , 

renciales que gobiernan al proiJlema por medio de ecuaciones de 
diferenciaso ~ este caso es-necesario limitar el medio, en todas 
direcciones, lo cual re~uiere hacer ciertas hipótesis sobre el 
estado de esfuerzos en una elapliazona de la frontera ,. Poi'ejtam­
pl,o.a~br1a . que auxil~arse d~ las" soluciones de B~ussinesq y 

Oerruti para prescribir los esfuerzos en las superficies que 
limiten al medio' Fig .. 120 El problema se es'tablecer!a en t~rminos 
de un sist.ema de eCllaciones . ,algebraicas de orden muy elevado, 

, 
posil:!lemeIite no lllenor' de ,15.0000' ' 

, . . 
En la actualidad se háil resuelto sistemas de ecuaciones de 

órdenes aúni.:{ayores utiliz~do métodos iterativos (Ref" 13)0 ~l 
·tipo de sistemas, en banda, que sa ha,tratado con estos métod~s 
difiere del'.;.ue se óbtendria en este caSO'D És muy posible que 
existan méto<;to.s.::I>ara resolver sistemas de esta magnitud COll cal­
culador,ae digite),eS" t>ero. es eeí:>'Uro' Y,ue el ,tiempo de calculadora 
Decesario p¡,;;.rs,rfJso,lve'rlo· sea, tan grande .:lue econ6micamentc;t r~~ 
sulte prohibitiv.a esta sOluc,i6Ila . BIBLIOTECA DI!: LAS DrVrSlO 

" DE INVESTIGACJO:.¡ y Ut;;L OOCTO 
O BIBLIOTECA Dl! LiADO DE lNGENlERlA 
,IV/SION DE L DOCTÓRADO . 
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El segúndó grupo de ~éto~os consiste esencialmente en suponer 
una combinación lineal de funciones' iÍldependientes. cada uná da, 

las cuales satisface las condi-ciones' de frontera o laa ecuseio-' 
nes·diferencialesQ 

Las,diferencias entre los~niátodos estriban en la forma. de de .... 
finir loa parámetro~ de la combinación linealo En todos ell~s 'se 
debe satisfacer tin' requisito adicional: las funciones deben for­

mar un conjunto completó (Refo 14)0 
'Debido a las complicaciones en la forma del valle y.de las 

condiciones de carga quedan pr~cticameDte descartados los m~to­
dos en los que las funciones elegidas deben satisfacer las con­
diciones de frontera~ Si a e~to se agrega lacondicipn de que 
el sistema sea completo no hay duda que estos métódos B~nina;" 
plicables' para este problemao 

~ueda ppr exarilinar el casO en que las funciones ea,tisr~cen las, 
eCl,laciones.diferenciales (Mét~do de Tr6ff'tz)~En el trabajo S8 ' 

expone, un método basado en el de Muki (Refs" 1 y 4) en 'el cual 
las funciones propuestas verifican las ecuaciones diferenciaies'o 
Sin embargo 9 'no se puede decir nada respecto a que el sisteIrta~ecua-

" '. 
clQnes.(2~23),sea o no completo .. En general este es el obstáculo 
más serio del método de Tref'ttz apli.cado a problemas de elasti­
cidad tridimensional (Ref .. 6)" Como se explica en el t.rabajo la 
obtenci6n de las funciones mencionadas se realiza 'a trav~s 'de 

las soluciones'de Muki'J las cuales estázi expresadas como se-
. . . .' . 

ries infinitas de integralesoEstasseries se tranSfÓl"lIlan en 
series dobles ias c\;lalás no 'obstante ser'más sencillas que las 
propuestas por Muki, sigue.n·s.iendo aún complicadas para BU apli ... 
caéi6n prá~tica" Debido'~'que~o es posible aseg!lr~ que las se-

, , ' 

ries de integrales') o las series dobles seansisteraas completos 
en las reg,ionesde interés, del problema, no tiene, objeto conti­
nuar el desarrollo con las soluciones generales; por ello' se de-
c idi6 conservar :s610 una de 1~6 dos serias· en las qué se ex­
presaron las, soluciones .. Con esto se obtuvieron. fórmulas "útiles' 
para' generar combinaciones defuncioneslinealrilente independientes 
que satisf'acieran las ecuaciones ,diferenciales del prQblema elás-

'. 



tico" Debe entonces señalarse que 9 excel,)to por 'lue verifican. 
.lo.s ecuaciones diferenciales, las, funciones son po~ lo demás 
arb i trari as. 

La soluci6n final se expresa por me,dio de una sf'~rie .de fun-.. 
, ciopes trigonom~tricas cuyos co~ficientes son funciones de dos 
coordenadas.". Las, restricciones mpuestas ai problema afectarán 
a los coeficientes de estos desarrollos en serie, los cUales 
ade~ás dependerán de la forma de las fronteraso 

Las constantes de integraci6n se determinan a partir ·de 108 

esfuerzos medios prescritos en. las áreaselementalese~ las qua' 
se dividi6 previamente el valle y como est·as condiciones de. es~. 
fuerzos 9 la forma del v~lle y las funciones son más o menos ar-

. bitr~ios las seriestendr!u en general un comportamiento irregu­
- laT pudiendo, inclusive, ser divergentes. En el método numérico 

propuestos6lo se toman u.noscuanto.s t6rmlnos de las series .par~ 
prescribir las condiciones de !ronteraoComo los coeficientes 
del desarr,ollo pueden incrementarse al crecer' el índice de la 

serie es posible que se presenten fuertes variaciones de los es­
fuerzos dentro de cada área elemental al variar el argumento da 

" . . ' 

las funciones .trigonométricas del desarrolloo Este no será el 

caso de los esfuerzos reales;. por lo t;mto' .loa dssplazam.ientos 
calculados y los reales pod~án diferir sustoncialm.ente _. S1 no es 

c6mplet~ la,representaci6n este efecto podrá no amortigual'seai 
tomar mas té~inos en la serieo. Aún manteniendo el argumento 
fijo pueden obtenerse variaciones en. los esfuerzos que de' esta , 
manera ee prescripan puesi¡p, \lus los coeficient.as no satisfacen 
las condicl,ones impuesta:~ a,loo co'eficientes de Fouri.e-r .. 

. En la sül~ción de .Houssinesq es ao.misiblela 'superposición de 

los esfuerzos prescritos,en una porción de la frontera z =0 de­
bido a .qll,e en el r~sto. del. plano resultan nulos los esfuerzoso' 
La parta superior del medio sem1nfinito y la extenEÍión hasta' el 
infinito en·z :: o más allá de la zona en' que se prescribieron 
los esfuerzo~ nQ tiénen. influencia 80b~e el medio én considara­
cióne 

/;' 

En el caso presente: 
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lo -Debido al comportamiento irregular de la serie pueden' apare­
cer ca'ndie1ones ,de esfuerzos más, allá de la zona depres­
crip~i6n y estos esfuerzos pueden ser de tal magnitud que afec­
ten considerablemente,al estado de-desplazamiento,en el" ~rea de 
la cimentación. 

20 Como no es posible prescribir el estado de esfuerzos en cada 
punto del valle y_las soluciones ,pueden continuarse anallti-: 
camente ,arriba de la frontera, es de' esper~se u~a interac­
c16n ficticia entre el' medio superior y el, inferior que in~ 
fluirá sobre el estado de desplazaLliento calculado~ : ~' 
De lo eXpuesto'anteriormente puede ooncluirse que debido ai 

desco~oc~iento actual para formar conjuntos completos defun­
ciones ,para ,construir la ,soluci6n generaÁ del problema elástico 
tridimensionál s9lo resulta factible resolver adecuadamente 
problemas particulare$o 

Laproposici6n de funtio~e$ que satisfacen s610 parClalw~nte 
los,requisito~ impuestos por los métodos aproximados de soluci6n 
dan lug,ar, a que' no sea posible preveer ni el comportamiento, tii 
la aproximaci6n de la soluci6no 

Hasta ahora se'han señalado las inconveniencias q~e resultan de 
tratar de resolver el problema a partir del planteamiento.general 
dal problema elásticoo Para resolver, dicho problema en 'el trabajo 
se a~it16 que el'medio era elástico, isotr6picoy homogéneoo A 
pesar de estas hip6tesis B.iIIiplificatorias el problema r.e~ul ta 
muy complicadoo El hecho es que, .salvo en casos mUy particuiares¡ 
el medio rocoso es marcadam.e'nte heterogéneo, frecuentemente 
estratificado, es anisótropo y está agrietado" 'Además parecen 
ser inadecuada~, las pruebas de c'ampo y de lab~ratorio que se 
efectúan para determinar el m6dulOde elasticidad y el coefi­
ciente, de Poissono En efecto, las pruebas que usualmente se reá­
lizan afectan un volumen de mucho menor orden que' el que'afec-
tan la cinien-~ación de la presa y el agua '-retenida.De esta ma­
nera los valores obtenidos que sirven de base para el c~iculo 
de los desplazamientos pueden diferir radicalmente de los valores 
reales. 
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Debido aaBta situaci6n lo más que podría obtene~se a partir 
de la soluci6n del probl~ma elástico 'seria ~a idea cualitativa, 
de ia diE?tr:tbuci6n, de dGsplaz~lient68o Pero~' como se ha seña.­
lado 9 es tan complica,do el proceso, que no se justifica su apli­

caci6nal problelli~ que en este trabajo se pretendi6 resolvero 
El 'principal val~r del trabajo 'realizado deba buscarse en que 

señala la importancia, lás dificultades y otras peculiaridades 

del p'robl~m~9 facilitando qUizás, ~dil'ectarJ.entet su sol:uci6n 
por otros 'cam1noso 

Actualme!lte para estimar los doaplazéUilientos de la cimenta­
ci6n de una presa se utiliza el método 'de Fe Vogt (Re! o, 15).. 

" : El método consiste en tomar iaproyecci6n d!31 valle sobra 
un ¡:>i811o horizontal y en él considerar s:p11cadas las cat'gas 
transmitidas por ,la presa., En este método se considera el medio 
elé.stico, hcmog~,nao e isotrópico. Para la determinación de los 

despla:zaml~ntos se ut ilizán básicamente las, expres'iones de 
• • ¡ '. 

Boussinesqy de Cerrutio 
Las "siDÍplificaciones impuestas al m~~odo de Vogt son ne tal an~.r9r­

gadura que aun para la deteb"minaci6n cualitativa de los, dsspla~ 
, ' 

,zaru.ientos resulta burdoo l~o obstante ea posible introducj.X" algu",;, 
nas modir~caciones simples que no compliquen al m~todoofor ,ejGm­

plo, es posible considerar~ aunque 8610 parcialmente 9 el efeeto, 
de la curvatura del ,valle' calculando los desplaz"am.ientos-,adia­
tintos sistemas de referenciao lEs factible 'también considerar el, 
efecto, de las areas carge:das vecinas a una deterr.:d':nada ~aea ele .... 
mentalo Esta superposici6n puede' tomar en c~enta¡ aunque s610 
localmente 9 el efecto de la presión hidrostática sobre las lade­
ra.a en la vecindad de, la, cl..IDentaci6n" El conocimiento de .loe mo­
vimientos gae puedan ocurrir en la cimentaci6n es de'trascendencia . ' 

para el aná.lisis y diseño', de la presa bóveda", " 

Ante la actual situaci6n no parecen justificarse algunos 
refinamientos de cálculo de recientemente se han, propuesto p~~ 
Elllalizar las presas b6veda .. mientras no se tenga un conocimiento 

~ más preciso de los movimientos de la cimentaci6n., Ello no obsta 
para que se sigan aoordando 'diversos aspectos del problema, pero 
más bien como trabajos de investigaci6n que pretendiendo hallar 
en ese estudio una base para aplicaci6n inmediata" 



" 

, , Se considera que para fines de diseño es insufieient'e 
la precisión del método de Vogt g aun con las,modifica~ 
ci~nes propuestas; en todo caso este mét,odo podrá ser 
útil en"la elaboraci6n 'de anteproyectos" Parece ser anton';" 
ces que por ah()ra el tlo.1co camino razonable para finea de 
diseño ~eba dasoansar,esencialmente en el ,uso de modelos~ 

. .En '108 modelos exparimentalt:rs se tratan de reproducir 
las caracterlsticas mecánicas dalas rocas y latopografia 
del vallo" La representación no es, sin embargo, totalmente 
satisfactoria pues, como se ha señalado, existen'problemas 
en la deteríJ.1naciónde las constantes mecánicfJs " Asimismo se' 
se tienen: problemas en la determinaci6n del estado ~eagrie­
tamiento yen:' su reprQduc'ción;en la representación de la ' 
acei60.,de la gravedad¡ en la preeis16n de las mediciones, 
etc .. .iié> obstante en las condiciones presentes~.;' segur8.úlcnte 
64isten menos discrepancias el)tre el modelo y,'el, prototipo 
que ,las que pOdrlanexistir entre los resultados de un análi": 
sis elástico y el prototipoo 



Aolo ~ac~n,teúsorj,ªl (R~~~, 2) 
Convenci6n do suma': la .. ,repeticion dEl indices, indica una 

.' .' 

suma en todo el rango de vari~ci6r.. de 108 índiceso 

coordenadas curvi11neaso En el si~tema de referencia 
. "; 

ci11ndr~cQt' Figo 1 

el = r 
82= e 
9 3 == :e (Aol) 

q\j,g'tj tensores niétrlcos~ J!¡n el sistema, cil1ndrieo 

9" = 9",=1 
9z~ - , ' - L - -~­, ' -922, - 6,2. - , r2. 

93~ - 9 - J. - 33 - I 

todos los demás 'son ceroo 

, ' 

(Ao2) 

1j't(L aimbolos de Chriaté>í"fel de segunda claseo En el siste-
me c,ilindrico'~ 

r;~ ::. :- el = - r 
Fi2 f"""I2' 1 j 
11'2. :::: 12., ,= e. =r= 

todos loa demás son 091'0' 
, ," .' ''' .. ' 

. -: . 
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La coma indica derivada parcial respecto a la coordenada iden­
tificada con el indice posterior a la",coma .. Por ,ejemplo Al,j== ~~~ 

, ..J. 

~ tj . tensor de, esfuerzos 
eij ~ tensor de deformaciones 

e ij := i (ti. Ij,+1Jj li ) 

Ley de Hooke: 

i\,,..u ~ paráiaetros de Lamé 9 

A '::: _____ -:----:E-"V:--~_;:__ 
( f +-v) ( t - 2"))) 

,.u. = 
E : m6dulo 'de elasticidad 
V : coeficiente de PoissoD 

AQ2 pomRonantes tísicas (Refo 2) 
Delvect9r -¡¿~: 

E. 

Aí = ¡g-n- A¡ . (no se 8Wlla en i) 

En el sistema cilíndrico 

Del tensor de esfuerzos 'b ij 

r.- ..,., ij j9;j (nc se suma en ¡. j ) 
Vij = "t;1 '§T1 

(A .. 6) 

CAo?) \ ' 

(AolO) , 

(Ao 11) 

(Ao12) 



Relaci6n entre tensores de esfuerzos covariantes y contravarian-
tes 

.' . 
q; o::: fl = 9 v ce. 9-'")3 1; v.p- (A,,13) 

En el sistema cilindrieo t 

,r1".'1I.:(9")'2 t7'. - d-
"lO '\?II - ~Il 

1'7,'2.I_n"Z-91Ia2.2n. _1 rT. _.1 a _, d_ 
IO -''O - -;J '1O.2-e} (OIZ-r& W l2-rZ, '\0'2.1 

t?" S t - d... 13 - 9 If 9 3'3.,,-T _ ,.,,_ _ á_ 
'(o -'lO - (013--'1013-'1C),31 

o;'I~;2. - ~ 23 - 02.2 gas rF_ -.1- 1'7'_ __, n'_ -.1 rl_ 
u. -.~ -.;;;;;J " 1O '2.i3-at'102 a- r -2. '102:'-r-2.''''32 

<1~2:::.<ra = ~;a ~2.2. 
era3 =tT=. = ~ 3= 

... . 

<Tt'2. = 'l> re = t(Qer::· .~ " ~\2 =- ~ rh2..\ 

GIS = '6.-~:: ~tr = ~i3 == t0 ~I 
IT" _ d_ _ 1"':1'_ _ L ,..,,;. _ J ~7" 
\Js?. - '''':=6- 'v:JS¡e, - r 'ro 82. -r f 10 23 

Derivadas eov.ariante.s L"eferidas~ al sis.;t~.m~ma cilindrico 
;, ._ ..... ~qt =----tt .. _ "R ;:ro*'W! .. ''U'.,......,.·....... .... tii:lb 

De (.1.'\.,,4) se ·obtiene 



lJ, '¡ ::. U hl - ~e US::: U 'J I 

ut.1 2 :. U2.Z - f;'2,s Us ::: U2,J2 -+ el L4. 

U.sJ,s= U513- f;;us= U:!I,3 

De (Ao9) y (Aol6) sa obti~ne 

[l=. L&h¡ + e~2.U'2d!·~ e;l·u~ + U:hS 

D~ (Aall) y (Aol?) 

A:.du..+.L O~+~+dW 
or r 09 r Ca! . 

(1\016 ) 

(Acl8) 

en la cual U, 11 Y vv son las componentes físicas del 
vector desplazamiento (F1go 2)D 

U J - U f9 'u '- U J j - o LA '11 ,2- .,2-'l2 2,- !)2-r,.J~-ae-

U;z.f,= UZtA -r:;2.u?=f;(l1r)-1f= r ~~ 

f 1 1 - U atA· . 
<oi\ll 3 - h~::' a~ 

Uals:; U2;,a:' r~~--
Sustttuyendo (A~16)1 (Ac .. lB) y (A.19) en (A.~7) .Be ·óbtiene 

la ley de Hooke referida al sistema cilíndrico: 
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Las ecuaciones de: Navier para un medio, ~n el que nQ se 
inéluyen 1as,fuerzas de cuerpo~ se expresan tenaorialmente 

en las cu.~les 

-2. ecft 
V U ¡ = 9 U i I <yX'..fi 

y ~ tiéne la expresiÓn dada-en (A~l?)~ 

Para el sistema cil1ndrico de referencia 

V 2 U¡ ~ 9"udu + 9 22
U¡ \22"+ 953Utl~3 

Sustit~endo (Ao2) se tiene 

V2Ui = U¡= ull" + :2 u~t2.2. + Ui.'tl~ 

(Ao2l) 

(A,,22) 

Utilizando (Ao5) para el cAlculo de las 2a60 derivadas cova­
riantes se obtienen 

u. 133 = U"a3 

(Ao24) 



'. 

U3 12.2:= U3¡22+ ruo). 

u 3 133 = U 3,33 

'Sustituyendo ,(Ao'24) en (Ar;>23) se obtienen 

Considerando en (An25) l~s relaciones (Aall) se obtienen 

(Ao25) 

Como la definición usua.l del Lapla.cianoen coordenadas cilindri­
cas 9a 

se escribirá 

"2. _ T"72 l ( 2 au )¡ 
Yt U - r v lf- 71/- as / 

V:w = \7'2 W 

(A~26) 



" 

, 

Sustituyendo ,en, (Ao21) y dividiendo entre~¿g 

\/2 U + A+,tl . ~A ' - _1 (2 011_ + .J:L)= O 
,.u a r r rae r ¡ 

~ 

\1211 + 'A+,..-u . CJÁ _ J.._('-ir' _ ~. aUJ: O 
, ' ..,.u roe r r· r oe} 

V?w+ 'A+..M 'D' a~ = O 
P ,di: ' 

Dl!PFI 

" 
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