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Nx~, N~x, 

1)(, O~ 

Punto arbitrario en 
cilíndrico circular. 

la pared de un cascarón 

Mód._~ 1 o de Y ol.~ng • 

Longitud y radio de un cilindro, ver figura 3.1. 

Número de onda en las direcciones longitudinal- y 
circunferencial de un cascarÓn cil1ndrico. 

Espesor de 
at.iesadores. 

un cascarÓn cil1ndrico 
variable del tiempo. 

?in 

Distancia de un punto arbitrario de la pared de un 
cascarÓn a la st~pet-fi:-ie media del mismo, Z<l/2. 

Fuerzas normales, longitudinal y circunferencial, por 
unidad de longitud. 

Fuerzas cortantes, circunferencial, longitudinal 
radiales, por unidad de longitud. 

y 

Hx~, H~ Moment.os f 1 e>~ ionant.es, en 1 a di recc iÓn 1 ongi t.,-~dinc:tl, 
por ',wtÍ dad de long i t.ud. 

H~x,l1x mc.ment·c.s fle::<ionant.es, en direcciÓn cit'cunfet-encial, 
por ~nidad de longitud. 

px,P~.Pr Fuerzas externas, por unidad de área. 

r/t,l/r R~laciones radio-espesor y longitud-radio 

ti, ('V, <lf' Desplazamiento de un punto sobre la superficie media 
de un cascarÓn cil1ndrico circular. 

Desplazamiento de A en el sentido del incremento de x 

o/A Desplazamient.c. de A a lo largc. de I.ma cit'ctU'lferencia 
de radio (r+s),en el sentido del incremento de s~.' 

Desplazamiento radial positivo de A, 
afuera del cascarón cil1ndrico,como 
fi9w'a 3.2. a. 

posi t.i vo 
se ve 

x,S~,r Ejes coordenados del sistema de referencia. 

p , v 

W 
mn 

in 

Densidad del material del cascarón, en 
Módulo'de Poisson, respectivamente. 
Frecuencia natural del modo (m,n). 

hacia 
en ·la 
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CAPITULO 1 

INTRODUCCION 

E>(ist,en est.rl_~ct.l.~ras de cascat-ones cillndt-icos se.met.idas a; la 
accIón de cargas dinámicas que originan problemas de 
vibraci6n a una frecuencia determinada' o dentro de ·un 
intervalo relativamente amplio. conteniendo una multitud 
de frecuencias. Para lograr frecuencias suficientemente 
altas o alejadas de una frecuencia excitadora. y evitar 
problemas de resonancia, que da"ar1an seriamente las 
instalaciones. es necesario reforzar estas estructuras con 
at.iesadores longit.udinales y circunferenciales. n. 

Debido a que la literatura técnica existente es muy exten$a. 
y algl.~nas invest.iga.=iones sc.n discut.ibles, se lo,gt-6 
establecer un método de cálculo, basado en el análisis 
de W.FLüGGE 1 pat-a cascarones cilindt-icos circ,-~lares. ce.r/el 
cual se podrá dise"ar y distribuir anillos y atiesadores 
para aumentar la frecuencia fundamental y disminuir ~la 
densidad2 de las frecuencias naturales en tuber1as rde 

" cualquier material, longitud, radio y espesor de pared. . 

En 1987, la referencia 2 presenta un análisis paramétrico"de 
frecuencias naturales mínimas para cilindros isotr6picos; y 
ortotr6~icos con e~' modelo matemático desarro~lado for 
DONNELL. En est·a t.eSIS se Pt-esent,a un nt~evo análISIS con' el 
modelo de ~.FLÜGGE1. que conducirá a un análisis ~ás 
aproximado de las frecuencias naturales mlnimas. asociado 
al problema de vibraci6n libre de cáscarones ci11ndri~os 

circulares. Se elaboraron nomogramas muy prácticos 
dise"o y fórmulas fáciles de programar para el cálculQ 
frecuencias naturales de cilindros de cualquier longitud 
radio r, y espesor t. en las que se observa claramente 
mejores formas de elevar frecuencias naturales y mejorar 
comportamiento dinámico de estas estructuras. 

'. p'at-a 
'de 
:,' 1. , 
las 
:,: el 

Finalmente.se dan las observaciones y 
especiales que se sugieren para una adecuada 
los resultados del presente análisis. 

t- ecomendac i or.les 
apl icaci6n :',de 

¡', 

',o 

1 
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CAPITULO 11 

REVISION BIBLIOGRAFICA 

Se han publicado muchos articulos de investigación en fos 
que se presenta el estudio de vibraciones libres a fin :de 
dise"ar estructuras ¿on un comportamiento dinámico adecuado. 

El est-IAdic. de vibt-acic.nes 1 ibt-es y frecuencias nat-._~rales :.de 
estructuras continuas como placas, cilindros o conos es en 
realidad complejo. lo que obliga a investigadores a ha~er 
simplificaciones en los análisis teóricos y a ~os 

dise"adores a utilizar tablas o fórmulas aproximad~s. 
obteniendo asi resultados que predicen en forma aproximada 
el comportamiento real de la estructura. por lo que muc~as 
de estas teorias presentan serias restricciones en }su 
aplicación. como se verá mAs adelante. 

BARON y BLEICH~ presentaron en 1954 una serie 
para un cálculo rápido de frecuencias y modos de 
cascarones cilindricos delgados. infinitamente 
simplemente apoyados. 

de t-ablas 
vibrar .:·en 
lat-qos. :':' y 

- - l' 

En algunos desarrollos téoricos, los cascarones son trata~os 
como membranas sin tener en cuenta rigideces flexionant~s. 
Los efectos de flexión son introducidos subsecuentemeAte 
como correcciones adicionales. El desarrollo de las 

" 
ecuacione~ está basado en las expresiones energéticas Para 
cascarones cilindricos, fundamentadas en el hecho de que ;la 
energia almacenada puede ser expresada como una flmción de 
los desplazamientos U.o/,~. asi: 

,,' 

P == Pi. + P2 == T 
~: . 
"1 

En dor.de 

,', 

Pi. = Ener8ia. de deformación de la. m.embra.na._ 

P2 = Ener8ia. de deformación por flexión. 

T = Ener8i a. c i né ti ca._ 

" 

Las t-ablas son vAl idas para cascar-ones cc.n r:$l:$10r, O:$n.:$6, 
m=1, r/t->30 y 1:$l/r:$10 siendo l la longitud de la semiot)da 

2 
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longitudinal. Como se observa, el intervalo de aplicación'de 
las tablas es muy limitado y en ningún caso presentan un 
análisis de frecuencias naturales mlnimas correspondientes a 
un número n dado, ni tampoco se formulan expresiones que 
indiquen una ley de variación definida de los resulta80s 
obtenidos, lo que dificulta la comparación de las 
frecuencias de este estudio con las obtenidas' con el modelo 
de FLüGGE, desarrollado en el present.e t.rabajo. Pat-a 
demostrar estas discrepancias ·se presenta la tabla 2.1 
ilustrando algunos valores de frecuencias, 
ambas t.eot-l as. 

TABLA 2. t 

FRECUENCIAS NATURALES SEOUN BARON-BLEICH 

¿/r- 1 .-, 
.Lo 3 4 5 6 7 

n 
WB 77 c::'.-. 

"_'.L, 34 23 17 13 lO 
i 

WF 190 8e' -' 46 29 20 14 lO 

WB 59 30 17 10 7 C' . ..} 4 
..... ..:.. 

WF 108 37 18 11 7 5 4 

wa es la. frecuer,cia. de BARON-BLEICH en C.P.S. 

WF es la. frecuencia. de FLUOOE en C.P.S. 

en c. P. s., '; de 

y FLUOOE 

8 9 10 

8 6 e' 
'-' 

8 6 5 

3 -. 2 ¿;, 

:3 ~. ..:.. 2 

V.l. WEíNGARTEN5 presenta datos de dos experimentos con 
cascarones cónicos de igual longitud y radio. variando sólo 
el espesor, para diferentes condiciones de apoyo en sus 
extremos. Paralelamente, realizó una investigación teórica 
basada erl las ecuaciones lineales modificadas de DONNELL,. er. 
la que supuso que influla mayormente el efecto de: la 
inercia radial para el cálculo de frecuencias naturales. 
Los demás efect.os de las inet-cias, 10ngit.I.ldinal' y 
ci t-cunfet-encial > se supusieron desPt-eciables para n}3: e 
independientes de m para n>14. Con respecto a ese trabajo, 
los valores de frecuencias calculadas a partir del análisis 
teórico fueron menores a los obtenidos experimentalmente. 
debido a un cierto grado de empotramiento en los apoyos Jde 
los bordes de los especimenes ensayados, pero para nS4 los 
experimentos siguieron el comportamiento teórico de manera 
acept.ab 1 e . 

• 
3 
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LEISSA e IYER ó estudiaron en 1981 la respuesta de .un 
cascarón cilindrico circular sometido a una presión rad~al 
sinusoidal considerando además un amorti9uamie~to 

histet-ét.icc •• En est.e análisis ~e consideró al módulo :"de 
Young co~o un número complejo E = EC1+iry) (para un material 
isotrópico), en donde ry es el factor de pérdidas. 

En el desarrollo teórico, LEISSA e IYER utilizaron, para ·~l 

equilibrio dinámico, ecuaciones diferenciales en función ~de 

los desplazamientos y de las masas inerciales en t~~s 
direcciones espaciales. Haciendo uso de operado~es 
diferenciales, se llegó a un sistema desacoplado de tres 

<: ecuaciones para u,o/,~, que equilibraron las presiones 
exci t.adot-as en las direccic.nes axial, ci rcunfet-encial:' y 
radial, respectivamente. Con base en este sistema se elaboró 
un programa de computadora para calcular los desplazamientos 
máximos por el método de aproximaciones sucesivas o ~de 

prueba y error. Se estudiaron tres tipos de cilindros en 
acero con módulo de Poisson v=o.2~,asi: El primero con 
valores de los parámetros (l/r)/m=2 y r/t=20, un segu~do 

cascarón con (l/r)/m y r/t iguales a 20 y un tercero con 
(l/r) /m=2 y t-/t.=500, con los que, pat-a cada modo (m,n), ,,'se 
obt.uviet-on t.t-es pat-ámet.t-os adimensionales de ft-ecuencias: O 
(vet- t-efet-encia 6), en donde la menot- est.á asociada a ':la 
dirección transversal, y la máxima amplitud a la dirección 
de a~licación de la carga. Se continuó el estudio variando n 
de O a 1 O Y ry de O. O O 1 a O. 1 , con ' 1 os qt~e ,: se 
determinaron las amplitudes radiales máximas para cada va~'or 
de n y D. En las tablas 3, 4 Y 6 de la referencia 6, ,'se 
presentan los resultados para los tres cilindros analizadbs, 
con los cuales se ve que para n=1, n=3 y n=8 se dan las 
mayores amplitudes radiales, asociadas a las frecuencias 
minimas en cada caso. Este hecho coincide con los resulta~os 
proporcionados por las formulaciones alcanzadas en esta 
tesis, en las que al sustituirse los parámetros de estos 
cilindros en la ecuación (3.23), se llega a los mismos 
valores ent.et-OS de n obt.enidos en esa Pt~bl icación. " 

Ese articulo resulta ser una de las investigaciones ~ás 
recientes encontradas durante la realización del presente 
estudio. Su planteamiento teórico es distinto ,al 
desarrolado aqui. Sin embargo, a pesar de que su principal 
objetivo era encontrar los desplazamientos máximos en 
vibraciones forzadas de cilindros, el número de cascarones 
analizados fué muy reducido y no se pudo llegar a fórmulas 
de análisis de vibración forzada ni de vibración libre. 

4 
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En la referencia 2 se utilizó la ecuación desarrollada ~or 

W.SOEDEL 9 para cilindros isotrópicos y ortotrópicos. 
simplemente apoyados. basada en las ecuaciones ~e 

[)ONNELL-MUSHTARI-VLASOV. Est.a €>,cuación resl~lt.ó set- una de 
las expresiones más simples que se encuentran en la 
literatura para cascarones cilindricos circulares. y ~in 

embargo, resultó ser aproximada en un cierto intervalo. cqmo 
se verá más adelante. Dicha ecuación se reescribe de acue~do 
con la fórmula 2.1 9

• 

2 
W = ( 2.1) 

mn 

Se presentó un análisis paramétrico de frecuencias pé~a 

I::i 1 indt-os i sot.t-ópi-cos en el '=1ue cc.mPt-obó '=1ue cl..~al'=1l..üet
fót-ml..,lla pat-a las ft-el::l..~encias nat.l..u-ales w de un cascat~ón 
cilíndrico ortotrópico o isotrópico cond~2e al cálculo de 
una cantidad invariante (w r)2 para cualquier familia de 
cil~ndros con idénticas r~raciones (l/r) y (r/t), que mide, 
en cierto modo. la validez, precisión e intervalo ,de 
aplicabilidad de la ecuación (2.1). En la tabla 2.2 se 
comparan las frecuencias naturales, según SOEDEL y 
FLü(lGE (objet.o del Pt"esent.e est.udio) , de deIS gt-I..~pos 

difet-ent.es de cilindt-os isot.r-ópicc1s con idént.ióas 
relaciones l/r y r/t. com~rueba nuevamente que. 
efectivamente, la constante (w r) queda fija e invariante 
para valores fijos de llr y r/t~n En la tabla 2.3 se resumen 
y comparan los resultados de un análisis paramétrico 'de 
cilindros con 5S1/rS40 y 25Sr/tS400, usando las teoriasde 
SOE[)EL 9 y FLüGGE1

• En la figura 3.9 se graficaron ~:os 
r-esult.ados de la t.abla 2.3 erl escala dClble-logat-it.mica, y"se 
pudo observar que la fórmula de frecuencias de SOEDEL,basada 
en las ecuaciones de DONNELL-MUSHTARY-VLASOV, no convergen o 
lo hacen aleatoriamente para l/r~10o Se comprobó que 'el 

2 valor minimo del parámetro (w r) ocurre para m=1 y para un 
valor n determinado. mn 

La figut-a 3.10 muest.t-a el paralel ismcl de las t"ect.as pat-a m.=1 
y difet-entes valores de r-/t, notándclse que la separación 
entt-e éstas sigue un . compc1rtamient.o logat- i t.miccl o Los 
perfi les de las rectas para m.=2. 3. 4 ••••• son idént.icos a los 

" 

de m.=I, como se demclst.ró- en la refr-encia 2. sólo que 



• 

, ~ 

~ 
I 
I 
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desplazados paralelament.e hacia at'riba sobt'e el eje de,' la 
onda longitudinal m, para un valor llr dado, tal como ¡se 
muestra en la figura 3.11. En esta figura se nota la 
ausencia del número de onda circunferencial n. lo que s~rá 
Objeto de estudio en los siguientes capltulos. Se obser~a. 
además. que este nomograma fué construido para estructuras 
cillndricas de acero, por lo que se tratarán de elaborar 
fórmulas válidas para otros materiales. 

TABLA 2.2 

PARAMETRO DE FRECUENCIA FUNDAMENTAL 

ondo. lon9d,ud~no.l m=1 

frecuencial, 
w 

cascarón t r t l/r r/t 

• • • 
1 7.874 3. '~:37 0.078 2 50 

,-, 
.L 15.704 7.874 0.016 .-, 

.L 50 

:) 400.000 200.000 4.000 ~. 50 .:.. 

invariante (w 1') 2 
mr, 

4 400.00 200.00 0.5 .-, 400 .:.. 

5 800.00 400.00 1.'0 ,-, 400 .L 

6 1600.00 800.00 2.0 2 400 

invariante (w r)2 
mn 

• Lo.a dimensiones se do.n en pul90.do.a. 

•• El vo.lor de n corresponde o. lo. frecuencio. no.turo.l 

ml.nl.mo.. 

Lo. frecuenci.o. W ee do. en C. P. S. 
mn 

SOEDEL 
··n=4 

1446 

72:) 

2::: 

:32.0E6 

··n=7 
9.8'3 

4.95 

2.47 

3.91E6 

El invo.rio.nte 
2 2 

(W r) en <cic:los.Pul90.do.a/se9undo) 
mn 

6 

" mn 

FLUGGE 
.·n-4 

13'~1 ~ 22 

695 .. 61 

27.:39 

:30.0E6 

··f-I =7 
·~.68 

'4.84 

2.42 

3.7~E6 

,", 



* 
400 

1000 
400 

1000 

400 
1000 
400 
600 
800 

1600 

400 
2000 
:3000 

.4000 
6000 
8000 

400 
1000 
2000 
:3000 
4000 
6000 
8000 

600 
1500 
:3000 
4500 
6000 
'3000 

12000 

800 
2000 
4000 
6000 
:3000 

12000 
16000 

r 

* 
200 
200 

40 
25 

200 
200 

40 
40 
40 
40 

200 
200 
200 
200 
200 
200 

200 
200 
200 
200 
200 
200 
200 

300 
300 
300 
300 
:300 
300 
300 

400 
400 
400 
400 
400 
400 
400 

TABLA 2.3 

ANALISIS PARAMETRICO 
Onda longi.ludi.no.l m=t 

t 

* 
~:. O 

1.6 
1.0 

4.0 
4.0 
0.8 
0.8 
0.8 
O. :::: 

2.0 
2.0 
2.0 
2.0 
2.0 
2.0 

1.0 
1.0 
1.0 
1.0 
1.0 
1.0 
1.0 

2 
5 

10 
40 

2 
5 

10 
15 
20 
40 

2 
10 
15 
20 
30 
40 

2 
E:" ._, 

10 
15 
20 
30 
40 

25 
25 
25 
25 

50 
50 
50 
50 
50 
50 

100 
100 
100 
100 
100 
100 

200 
200 
200 
200 
200 
200. 
200 

1.0 2 :300 
1.0 5 300 
1.010 :300 
1.0 15 :300 
1.0 20 :)00 
1.0 :30 300 
1.0 40 300 

1.0 2 400 
1.0 5 400 
1. (1 10 400 
1.0 15 400 
1.0 20 400 
1.0 30 400 
1. O 40 400 

mn 

SOEDEL F"LUOOE 

42.0 38.73 
17.0 15.49 
44.0 38.37 
17.1 15.49 

28.0 27.39 
11 . (1 10.95 
28.0 27.39 
21. O 18.2E, . 
19.7 13.69 
6.9 6.35 

20.0 
4.:3 
2.6 
2.2 
1.8 
1.1 

14.0 

-. 1"":. L..o 

2.0 
1.4 
1.1 
2.2 

7.6 
3. 1 
1.5 
1. 1 • 
1.0 
1.1 
0.5 

5.0 
2.0 
1.0 
1.5 
1.5 
1.5 
0.5 

19.36 
3.89 
2.58 
1.94 
1.29 
0.96 

13.69 

2.74 
1.8:3 
1. :37 
0.91 
0.69 

7.45 
2. '38 
1. 49 
0.9'3 
0.74 
0.50 
0.37 

4.84 
1. '34 
0.97 
0.64 
0.49 
0.32 
0.24 

mn 

SOEDEL 

70.16 
11.56 
3.13 
O. 19 

32.41 
5.20 
1.22 
0.73 
0.62 
0.08 

15.78 
0.74 
0.27 
O. 1'3 
0.13 
0.05 

7.79 
1 .-,-, 

• L...L 

0.31 
O. 16 
0.08 
0.04 
O. 19 

5. 17 
0.8E· 
0.20 
O. 11 
0.09 
0.12 
0.02 

3.91 
0.62 
0.17 
0.36 
0.36 
0.36 
0.05 

Lo. frecuencia W en C.P.S. 
mn 

• Las dimensiones 
en pulgadas 

El invari.ante (w r) 2 
mn 

2 
en <C.P.S.*in} 

7 

I 
, ~: 

F"LUOO.,E 

60.0000 
'1 

9.600'0 
2.40C10 
0.1500 

30.0000 
4. 80~jO 
1.2000 
0.53QO 
0.300tl 
O. 07~.O 

15.001?,0 
0.60qO 
0. 279° 
0.1500 
0.0670 
0.0370 

[ 

7.5000 
1.2000 

.(' 

0.3000 
O. 13Ó,0 
0.07~O 
O. 0:3:30 
0.0190 

5.0090 
0.8000 
0.2000 
0.0900 
0.05(¡'0 
o. 
0.0125 

3. 75c10 
0.60(11) 
0.1500 
0.0670 
o. (1:)80 
0.0170 
0.009'4 
se dan 

," 

"' 
" 



CAPITULO 111 

TEORIA GENERAL PARA UN CASCARON CILINDRICO CIRCULAR 

Un cilindro circular es generado por una 11ne~ retta 
que sigue una trayectoria circular paralela a la dirección 
original. Estas lineas se denominan generatrices y mantienen 
una misma dirección. Todo plano que sea normal a las 
generatrices intersecta al cilindro con una curva circul~r 
denominada perfil. Ver figura 3.1. 

3.1. ANALISIS DE FLEXION PARA UN CASCARON CILINDRICO 
SIMPLEMENTE APOYADO 

:3. 1. 1. EQUILIBRIO ESTATICO 

Por simplicidad de la presentación, se empezará ~on 

el planteamiento de la ecuación de equilibrio para el caso 
estático. Posteriormente, mediante peque"os cambios, se 
pasará a las ecuaciones dinámicas. 

Se co~sidera un elemento diferencial de un cilindro circular 
fot-mado pcw dos caras a9yacent.es rp y d<t>, y POt- dCls 
pet-files adyacent.es x y x+d.x, <(i.guro. 9.2>, en las que se 
indican la direci6n y sentido de las fuerzas y momentos, por 
unidad de longitud, al igual que las fuerzas de superficie. 
por unidad de área, mismas que satisfacen seis condicones de 
equilibrio cuyas ecuaciones se establecen a continuación, y 
en las que las derivadas. con respecto a las direcciones 
coordenadas x/r y $., estarán representadas, respectivamente. 
PC,t- : 

I 

= () 

El eqUilibrio de fuerzas en la direcci6n longitudinal x .se 
da según la figura 3.2.a, y e ",· _. 

si y ent.c,nces 

( 8Nx) r 8x dxd. + (8~;x) dxd. + [rPx] dxd.=o por lo t.ant.o 

I 
Nx + N~x + rPx = o (3.1. a) 

• 
8 
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. Fig.3.ICascarón cilíndrico circular y sistema coordenado. 

(O ) 

Fig.3.2 Elemento diferencial de un coscaron 
cil(ndrico circular . 

• 



ti 

Para el .equilibrio en la direcci6n circunfet-encial 9,41>. 
figura :i. 2. a. se dan COmpCltíentes adicionales de la fuerza 941>. 
cuya direcci6n y sentido se representan en la figura 3.3.a. 

Efectuando operaciones algebraicas y simplificaciones .se 
llega a: 

I 
N~ + NX4l> - Q.p + rP4I> = o 

El equilibrio en la direcci6n radial 
ilustra en las figuras 3.2.a y 3.3.b. 

Q;" + eh,. + N.p - rPr =0 

(3.1.1:):) 

r. se da según '~e 
'" 

+ [-N.p-N4I>-:~:] dfdx ::: 

+ [Pr] ds4>dx:o 

(3.1. e) 

Equilibrio de momentos en la dirección longitudinal x. 
Figuras 3.2.b y 3.3.c. 

I 
11';' + HX4l> - rQ.p :: o C 3. 1 • d) 

Equilibrio de momentos en la dirección circunferencial S.po 

[ 
aHx ] I1x+~x-Hx ds.p + 

11': + l1~x - rQx ::: o C3.1.e) 
• 
10 
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Fig.3.3 Componentes de fuerzos de lo figuro 3.2 . 
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Para el equilibrio de momentos en la dirección radia] r. 
ver figuras 3.2.a , 3.2.b y 3.3.c. 

Simplificando 

(3.1. 1;.) 

Agrupando las seis ecuaciones de equilibrio se tiene que: 

I 

Nx + N$x + rPx o (3.1.aJ 

N~ + N:<#' - O<#' + rP<#' = o (3.1.b) 

0$ + 
, 

Ox + N<#, - rP. = o (3.1.c) 

11$ 
I 

rO<#' (3.1. d) + Hx<#' ::. o 

11: + H';'x rQx = o (3. 1. e) 

rNx<#' - rN<#'x +' M<#'x = o (3.1. f) 

Del sistema de ecuaciones anterior se pueden eliminar las 
fuet-zas de co:.rt.e t.rarlsversal Qx y Q<#,. st~st.i t.uyendo las 
eCI_~acio:.nes <3.1.d) y (3.1.e) en <:3.1.b) y (:).l.c). De est.a 
forma se obtiene un sistema de cuatro ecuaciones de 
equilibrio en función de las fuerzas normales. 
longitudinales y circunferenciales,de las fuerzas de cort~ y 

de momentos. al igual que de las fuerzas superficiales. 

N: + N~x + rPx = o 

. ' 11' 11' 'F' 2 rN<#' + rNx<#, - <#' - x<#' + <#'r = o 

" /. ./ // 2 
11<#' + I1x<#' + l1<#'x + I1x + rN<#' - Prr ::. o 

Puesto que este grupo de cuatro ecuaciones 
ocho esfuerzos resultantes desconocidos. el 
est·áticament.e indet.et-mninado. por lo que 
estudiar el cascarón deformado • 

• 
12 

(3. 2.~) 

(3.2. b) 

(3.2. c) 

(3.2. d) 

cont.iene aún 
problema es 

es necesario 
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3.1.2 RELACIONES CINEMATICAS EN UN CASCARON 
CILINDRICO CIRCULAR DEFORMADO 

, 
": 
,. 
:,! 

La deformación de un cilindro se describe por las 
t.res cC1mpc1nent.es de!! desplazamient.cl (UA, o/A, 'l(A) de un purl.to 
arbitrario A a una distancia z , sobre la normal a un pu~~o 
Ao en la superficie media y con las mismas coordenadas x, 'S. 
de Ao. UA,o/A,'I(A sCln funciones de x,s. y del t.iempo t. ". 

Se trata de establecer las relaciones cinemáticas entre 1els 
los 

Tales 
desplazamient.os UA, o/A~ y 'W'A del punto A y 
ccwresPc1ndient.es valot"es U, o/, Y '1( del punt.o Ao. 
relaciones dependen del hecho de suponer': 

1) t.odcls los 
media del 
despl .... és de 

puntos sobre una normal a la superfici~ 
cascarón permanecen en ella antes .~ 

la deformación del cilindro,por lo que ~e 

.' ,,' 
2) La distancia z de un punto cualquiera a la superfi~ie ,., 

media, permanece constante antes y después de la 
deformación de la pared del cilindro, por lo que 
el esfuerzo ~z es despreciable comparado con ~os 
esfuet"'zcls not"males ~)( y ~q¡,. En. est.e caso l'as 
defot"maciones y los esft~et-zos en est.a di recc{ón 
carecen de significado siempre y cuando el cilind~o 
sea delgado. 

3> Tc"jos los 
cC1mpat"ados 
supe t" f i c i e 
det" i vada es 

desp 1 azam i ent.os 
con el radio r 

SCIt) ml_~y pequeño's. 
de curvatura de ,la. 

media, por lo que su primera 
despreciable comparada con la unidad. 

De la figur~ 3.4.a se tiene que: 

ént '1(1' 

ox = r 

UA = U 

• 
13 
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sm = superficie medio 
. ¡¡' 

z 

1 
.. «.1' -r 

s. m 

te ?.lA tf tc---. W ' L-

'U 
r· 

le ~ 

r 
( O ) 

, 
'W'A 

1-
z 

1: 
ó'Q 

/ 
r l ~ / 

RO 

l~/ 
~(c ) 

Fig.3.4 Desplazamientos de los puntos A y Ao . 
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Fig.3.5 Esfuerzo en un elemento diferencial de un cascarón :':: 
cilíndrico circular. 
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De la figura 3.4.b 

<J(A :: W 

<)' 
- zr 

(3. 3'~ b) 

(3. 3~ c) 

, 
El siguiente paso es encontrar las 
Ex, E~ Y 'Y en el punt.o A, fuera de 

)(~ 

deformaciones unitarias 

La defclt-mac i ón 
circunferencial. 
F·as,:,s, a sat.e t- : 

la superficie media. 
I 

Ex(z} = (3.4. a) 

unitaria del punto A, en la dirección 
se establece según la figura 3.3.c y en dos 

" 

a) Al incrementarse el radio r a (r+z), su arco serA: 

E~1 :: "i 

t:: 

b) Al aumentar el radio de curvatura a (r.z.~) y teniendo 
presente la hipótesis 1. el desplazamiento radial es 
paralelo en todos sus puntos, fuera de la superficie m~dia. 
tal como se ilustra en la figura 3.4.c. ~ 

• 

60. _ '1fAiJ¡P 
Eq>2 - ---- 8sq>(z) - (r+z) 8¡P 
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Por 10 t.ant.c., las deformaciones circunferencial,E~, y anguI'ar 
t~,de un punto A, serán: 

E~ = E.;t>t + E.;t>2 = (3. 4.~) 

(3.4.c) + --
89.;t> ( Z ) r r+z 

Sustituyendo las ecuaciones (3.3) en las expresiones (3.~). 
se llega a: 

u q¡ 
Ex - z- (3. 5~' a) 

r 2 r 

",' z q¡ <l( 
E.;t> - - + --- + 

2' r r+z r ... z 
(3.5 •. ·b) 

U 
+ 

(r ... z>')f !'(~ 2-) 
(.;t> - ... 

r+z 2 r r r+z 'r 

• .f 

(3.5. c) 

El t.et-cer pas.:. es det.et-m~nat· le.s esfl~et~zos O'x, cr.;t> y Tx.;t>. D~ 

la teoria de la membrana ,se tiene: 

(3.6.a) 

(3.6.b) 

(3.6. c) 

Al sustit.uir las ecuaciones (3.5) en el sistema (3.6) .. :se 
obtienen los esfuet-zos en el punto A en función de los 
desplazamient.os del punto Ao, en la superficie media, y c·on 
las mismas coordenadas x,S. de A . 

• 
16 
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El último paso es introducir estas expresiones en las 
definiciones que para N y H se establecen a cont.inuación." 

De la figura 3.5 se deducen las siguientes relaciones 1 
: 

t/2 

Nx = J ux (1 +~)dz 
-1/2 

1/2 

N<I> = J cr<t>dz 

-1/2 

1/2 

NX<l> = J TX<I>(1+~)dz 
-t/2 

t/2 

(3.7. a) 

(3.7. b) 

(3.7.c) 

HX<l> = -J TX<l> (1 +~) zdz (3.7. g) 

-t/2 

t/2 

N<I>x = J T <l>xdz 

-1/2 

t/2 

Hx = J ux (1 +~) zdz 

-1/2 

t/2 

H<I> = -J u<I>xdz 

-t./2 

t/2 

é 3. 7 ~ dI> 
I,¡' 

(3.7. é) 

(3.7.f) 

H<I>x = - J T <1> x ( z) dz ( 3. 7. ti> 
-t/2 

Al sustituir las ecuaciones (3.5) en (3.6) y (3.7) se lléga 
a: 

Nx 

• 
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Si o = Et 

1_vz 

~q(11 
9 

r 

I 

y K = 
Z 12(1-v ) 

Análc.gament.e, para Nqp y Nqpx se t.iene: 

l/2 

Nqp = 1~vZJ (eqp+vex)dz 
-l/2 

l/2 

'1;'''S ~z r+z 
+ '1(Jl/~z} 

r+~z 

t./2 

J r!zdz = 
-t/2 

t/2 

. J r:zdz = 
-l/2 

-l/2 . -l/2 

t. - 1 
Zr+l 

r n--- = 
2r-t 

ln2r
+

l = t. + 
2r-t 

18 

2 
12r 

Z 
12r 

... 
'; 

(3. B~·a) 
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~ 
I 

t./2 

= J T<;t>x = 
-t./2 

(3.8. b) 

r+z,y' _ ~.~(~ + ~)]dz 
2 r r r+z r 

e' 

t. o/ + t. <'}( - <'}( t.-/ /- /- ( )] 

(3.8'. e> 

19 
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Siguiendo el mismo procedimiento 
sistema. el cual representa las 
casca~6n cillndrico! 

DI. 
Nx '" -[ U ... vo/ ... vq( ] 

r 

N.." ~[ o/ 1)1 vU
I

] = .. ... 
r 

N.."x 
O (j.-V) [tU:o//] 

'" ... 
1-' 2 

K 1/ 
-q( 

.9 
r 

K ., ... -[ 1)1 ... ')( ] 
a 

l' 

~ ( ~[ U:'I,J'] 
a 2 

r 

K (1 V) 
Nx.." :: O (1 -V) [ U:o/ 1] 

r 2 
... -

a 2 
r 

20 

se llega al sigui~nte 
leyes elást.icas de,' un 

;1 
l' 

(3. 9~ a) 

(3.9. b) 

,'0 

(3. 9'~ c) 

,'o 

(3.9. d) 

(3.9. e) 

(3.9. f) 

(3.9.'h) 
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• 

La sexta condición de equilibrio de las ecuaciones (3.1) es 
una consecuecia inmediata de la relación T~_=T_~. por 10 '~ue 

resulta una identidad en (3.9) al expresar los esfue~ios 
resultantes eh función de los desplazamientos U,o/,~. de la 
superficie media del ·cascarón. 

Con (3.2.a-c) se llega a tres ecuaciones diferenciales ~ara 

U, O/, y~. 

Sustituyendo (3.9.a-h) en (3.2a-c) y si 

se t.iene que: 

En (3.2a) 

J«. = 
K 

Dr2 

D 11 ·1 1 
-[ U+vo/+v~ ] 
l' 

K i. - V .' 1" 
+ "3 -2-( U+~ ] + Pxr = o. 

l' 

~2{UJI+ I;V,U"+ 1;V("¡r.l'+ v'lf'''+ J«.(I;VU"_ ~/I~ 1;Vc//'J} + Pl< = o 

(3.10.a) 

En <:3.2. b) 

~
1"'V ./ 
--U + 

2 2 
r 

// 
l-Vq." + 

:2 
'1(" + J«.[i<:l-V)O/"- 9;V~IIJ} + P_ = o 

(3.10~ b) 

De (3.2.c) 

~ I [1 -V ".. 111 9 - V 1/' "V //..:: ., 
~lvU + 'Y' + ~ + J«. -2-U - U - -2-'Y + ~ + :2<)( +<)( +2<)( + 

(3.10/c) 

21 
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Agrupa~do las relaciones anteriores se tiene un sistema de 
ecuaciones diferenciales para un cascarón cillndrico 
circular en flexión. simplemente apoyado. 

~2{U" + l~VU"+ l:Vo/ '"+ V '1; , + k(~~VU"'_ "/;'#'+ l~V"/;'I")} + Pl< = o 

C3.10.a) 

C3.10.b) 

o { I (1 -V /". 111 3 - V /1" '#- /1"" " 2 vU + o/" + "/;' + k -2-U - U - -2-0/ + "/;' + 2'1; + "/;'" + 2"/;'""+ 

r 
"/;' ) r· + 

La solución 
supet- f i c i e 

Pr = o 
C3.10.c) 

de (3.10.a-c) será posible si las cargas 
Pl<. P. Y Pr son distribuidas de acuerdo con: 

de 

o..: o..: 
AX 

Pl< = E E [Pl<mnCOS ~os n. 
r 

C 3.11. a) 

m=O n=O 

o..: O( 

AX 
P. = E E [P .mnSen-Senn. 

r 
C 3. 11 . 'b) 

m=O n=O 

O( O( 

AX 
Pr = E E [PrmnSen~OSn. r . C3.11.,c) 

m=O n=O 

A 
mnr con = 

La forma de U,o/,"/;', que satisface las condiciones de frontera 
de un cilindro simplemente apoyado (funciones coordenadas>, 
se presenta a continuación: 
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• 

• 

U 
.x. X 

:: Q)mr.COS ~os n.;p 
r 

,y .x. X 
= Wrnr.Sen:..:=senr • .;p 

r 

'"" 
AX 

= [].Imr.Sen~osr..;p r 

Al sust.i t.IAi r (3.11> y (3.12) en (3.10) 
factores trigonométricos, y se logra as! 
sistemas de tres ecUaciones lineales. 
Q)mr., W ron, [].Imn. como s i gt~e '7 : 

Simplificando se obtiene: 

~2 [A
2

+ 1~J..>n2(1+k) ]Q)mn + ~2 (- l;J..»~n)Wmn + 

(3.12 .• a) 

(3.12;b) 

(3.12'. e) 

se eliminan los 
un número infinito de 
desacopladas, para 

~2[-J..>A - k(~~9_ 1;J..>>-.n
2

)][].Imn = [F'xmr. (3.13. él) 

Las otras dos ecuaciones 
similar. 

lineales se obtienen en forma 

[:'e ( 3. 1 (1 • b ) 

o ( 1 +J..>. ) 2" - -2-.... n Q)mr. + 
r 

:2 [n2+ 1;J..>.x.
2

(1+9k) ]Wmn + 

O
2 

[n + 9;J..»~2n][].Imr. = [P.;pmr. 
r . 

(3.13. b) 

• 
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• 
De (3. 10. c) 

(3.13. c) 

El sistema de ecuaciones (3.13) también puede expresarse 
como se indica a continuación: • 

Ku. K13 Q.Jmn 

K22 'i::lmn = (3.14) , . 

rPr 

• 

C 3.15. a) 

D [2 1 - V 2 ] __ Dr 2 (n2 ~ 1 -2 V [mn
l 
r] 2 (1 ~ ~-r3 2) } K22 = r 2 n ... -2-A C1 ... 3k) ~ ~ .. 

(3.15. b) 

• • 
24 



• 

(3.15. c) 

• 
Kt2 = K21 = :2 (- l;VAn) = ~2 [_ l;V( (3.15. d) 

(3.15. e) 

• 

25 



.. 
~ 

• 

3.1.3 EOUILIBRIO DINAHICO 

A partir de las ecuaciones operacionales (3.14), ~de 
equilibrio estático. y teniendo en .cuenta las igualdades 
(3.16) y (3.17). se obtiene el sistema (3.18) det}es 
ect~aciones, para vibración 1 ibre, de un cascaron ci 11 ndr'·icc. 
simplemente soportado. Por lo tanto, se tomarán en cuenta 
las fuerzas de inercia asociadas, respectivamente, a los 
desplazamientos longitudinal, transversal y circunferen~ial. 

Es fácil demostrar que, en las ecuaciones de equilib~io 
dinámico, las cargas (3.11) y los desplazamientos (3.12) 
est.án afect.ados pot- el fact.ot-; í..Wl 

e 
~on reem~lazados por: • As1, si 

[Px [Px ( x,t:/>, t ) [Px(x,t:/» 
i-WL 

= = e 

[P.;t> [P.;t>(x,q;"t.) [P.;t> (x, q;,) í..Wt (3.16) = = e 

[PI' [PI' (x,.p, t.) [PI' (:-~, t:/» 
i.wt = = e 

En donde 

[Px C\:, 4') 
2 

'ji' = pt.v.:. Cl.Jnm 

[Pa: (x, q;,) 2 = pt.ú:· >:::Imn (3. 17) 

2 
[P,. (x, 4') = pt.w [J··Jmn 

las ecuaciones (3.14) y (3.17) nos conducirá al sistema: 

2 
ptw - Ku ~2 ~3 Q)mn 

Ku 2 
K22 K23 Wmn (1 (3.18) ptw - = 

K31 K32 ptw 
2 

Kaa ().lmn -

• 
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Para obtener una solución diferente a la trivial, el 
determinante de la ecuación (3.18) se hace igual a cero, 
dando lugar a una ecuación caracterlstica de la siguiente 
fot-ma: 

a = 
2 

a = 
3 

6 4 
W + a w 

1 

2 
+ a w 

2 
+ a = o 

s 

1 [ . 2 2 2] KuKS3 + K22K33 + KUK22 - K23 - Kt2 - K13 

Cptl 

1 [ 2 2 2._ ] K11K23 +K22k13 +k33k12 +LKt2K23k13-K11K22k33 
(pt)3 

Las soluciones de (3.19), en radianes/segundo, son: 

2 
W 

1mn 

2 
W 

2mn 

2 
W 

Smn 

l1li -

lIS -

. -

3a 
2 

3a 
2 

3a 
2 

27 

Cos~ 
s 

a 
1 

"""3 

e 01.+211 
os--

S 

e 01+411 
os---

9 

a 
1 

"""3 

a 
1 

"""3 

( 3.19) 

(3.20'::a) 

(3.20.,'b) 

(3.20.c) 

,,. 



En donde: 

• Cos - i [_2_7_a_9_+ __ 2_a_: ___ 9_a_i _a_2_] 

2'¡""~-a-2-_-3-a-)~9 
i 2 

Se nota que, a toda combinación (m,n) le corresponden 
t.res frecuencias ú..' (C01'"l k=i;2,9>. La más baja W1m~. 

not-malment.e est.á as~,~rada a la component.e t.ransversal. ~el 
movimient.c., mientras que las ot.ras dos, a::<ial ,;,y 

1 9 
circunferencial. resultan ser de un orden de magnitud mayor. 
En consecuencia, a todo modo de vibrar (m,n) le correspon~en 
tres combinaciones diferentes de las amplitudes V ,W 
nI km1'"l km1'"l': 
~ de las funciones coordenadas de (3.21). 

km1'"l 

,y 
khm 

'l( 
km,., 

= 

A.X 
V k Cos :..:..::.:cos 1'"l4> m1'"l r 

A.X 
W Sen-Sen1'"l4> 

km1'"l r 

A.X rw Sen:..:..::.:cOSn4> - k mn r 

Para ilustrar este concepto se propone lo siguiente: 

(3. ¿1) 

Ejemplo 3.1: Supongamos un cascat-ór, cilltidt-icc. en aceto, 
simplemente apoyado. Se desea calcular las 
frecuencias fundamentales, en cada direcci6n, 

'" para cada modo (m,n), de acuerdo con los 
siguientes datos: 

E 29.E+6 lb/in 2 = 
p = 7.34 E-4 lb. seg2 /ir, 
r = 100.in 
1 = 200. in 
t. = 1.0 in 
v = 0.3 
1~ m < 5 
1~ n ~ 15 

• 
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La figura 3.6 presenta las frecuencias naturales en c~da 
dirección del cascarón cillndrico del ejemplo 3.1.calculadas. 
respectivamente. con las ecuaciones C3.20a-c) y dadas en 
1 a tabl a 3. 1. Como se puede ver 1 as ft-ecuenc i as en "'el 
sentido transversal. (i=l). resultan ser de un orden "de 
magnitud relativamente menor que las correspondientes a l~s 
de las otras dos direcciones(i=2 y i=3). Si se fija m=t y un 
vale.t- de n at-bi t.rat- i o, por éjemp le. n=5 (para Los c'Ua Les se ,:da 
La frec'Uencia dominante), se puede detet-minar una frecuen.::ia 
en cada dirección, tal como se muestra en la tabl~ 3.1 yen 
la figura 3.6. Si cada una de estas frecuencias se 
sustituyen en la ecuación (3.18), se obtienen tres vecto~es 
A. B, C. ortogonales entre s1, con componentes V • W '.y 
ni ' . 1 l'ó d' d f kmn ;kmnF ~k ' que vIenen a ser a so UCl n e ca a recuenCla.~r 

lomtant.c., pat-a ().I =1 se obt.ienen t.res vect.c.t-es cU~,as 
compe1nent.es pres~:r:tan valores relat.ivl:'s a la amplit./...Id radial 
().I • 

km,.., 

w =38.73 e. P. s. 
i 

A 

[

-O. 0506] 
-0.2030 

1.0000 

w = 1 034 e. P. S. 
2 

B 

[ 

9.246 ] 
2.614 
1.000 

w =1766 c. P. S. 
3 

C 

[

-1. 612] .; 
5.317 
1.000' .i 

El vector A ~s la resultante de las amplitudes ortonormales 
de cada una de las funciones coordenadas. ecuación (3.21), 
cl.~andc. el ci 1 indt-o del ejernl:::o!c, 3.1 vibt-a en el roddo 

i 
(m,n)=(t,5) con la frecuencia dominante w = 38.73 e.p.s. 

imn 

SI. ... st.it.I_~yendo en la eCI.~ación (:3.21) 
vector A. para m=l, n=5 y ~=R/4, se 
sist.ema de eCI..~aciones, en fl.~nciórl 

so 1 ament.e • 

las componentes del 
llega al siguie~~e 

de la vat-iable o'x, 

tU =-0.0506Cos,..,<,t>CoSmRX/t = -0.0:36CoSRX/t 

o/ = - (l. 2030Sen,..,<,t>SenmR:X:./t = O. 143SenRX/t 

En la figura 3.7 se ilustran las configuraciones. 
di recciones perpendiCl .. dares., de los puntos de un 
cuando vibra en el modo (1,5). 

29 
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700 

600 

500 
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100 

m= 1, i =2 (circunferencial) 

m= 5, i = 1 (transversal) 

m = 4 i = 1': , , 

= 1 

Número de onda circunferencial "n" 

Fig 3.6 Frecuencias naturales en tres direcciones ortogonales 

para el cilindro del ejemplo 3.1 
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Las f recuencia.s W
k

. en C. P. S .• calcula.dQ.9 con lQ.9 
mn 

ecuaciones (3. 20a-c) . 

• Valor m(nimo de W'
I<mn 

• 
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Cascarón cilíndrico circular 

m=1. n=5 

w,l x= l/21 

l. 

--....,.,,..,,,.,,._.~... ~. e o::: J.'~ . 
'11 1: 'ir " 

0.051 1:0 
__ .... -0.051·· 

0.051 ' 
- 0.0511-----=~=-----......I 1:; 'fT

1
' 

y 

v,lx:I/2) 

Fig .3.7 Configuración del modo fundamental de vibración (1,5) pora: 
el Cilindro del ejemplo 3. t 
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En la tabla 3.2 se presentan los valores de frecuenc~as 
nat.ut-ales cot-t-espondient.e a un análisis cc,n m=l .y::: n 
variable, de ocho cilindros con diferente lon9it~d, 

semejant.es al del ejemplo 3.1. Est.os resul t.ados :,;:se 
graficaroh en la figura 3.8, en la que se observa que p~ra 

cada valor de (l/r) existe un número n para el cual seda 
una frecuenria natural 
cualquier cilindro con 

m1nima. En términos 
(l/r),(t-/t.),t-,m y 

generales, .,; a 
n dados, le 

corresponde un único valor de frecuenci~ mlnima. 

TABLA 3.2 

Frecuencias para cilindros con 

T'/l=100, r=100 y m=1 

W 
ron 

n O 1 2 3 4 ~ 

'-' E. 7 ,-, 
! .~CI 

l/r " 
:t: 

1 314. 9 280. 4 216. 6 160. 3 120. O 9:3. 3 7·~. 
.-, 77. ~ :;:0. :=: "'- '-' 

* --:. 307 . .-, 190. O 108. <= 64. 9 43. 9 3::::. 7 40. 6 50. 1 63. 2 L e, '-' 

* :3 205. 4 123. 6 60. 3 '::3:3. 4 .-.<= ,-, 2EI. 9 :35. 3 47. 1) 1.:; 1 1) ,L __ I. eo . 
* 4 154. 1 .-,<= ~, 37. <= 19. 3 19. 8 24. .-.. 34. O 46. 2 60.5 0·_'. L ._, .... 

i 
:t: 

<= 123. 3 61 8 'j<= 3 15.5 16. O 23. 4 :::-1:3. 6 45. 9 E,,,O. .-, 
-' . L._l. L 

* E,O. 12 51.4 14. O 6.4 7. 7 14. O 22. 6 :33. 1 45. 5 O 

:t: 
'-}C'" 
L."_I 24. 6 3. 1 2. "=' '-' 7.3 13. 59. 9 ""').-} <= 33. 1 45. 5 9 LL • '-' 

* 59. 50 1'"') 3 1 5 2. 6 7. 3 13. 9 "?-"":. <= 33. O 45. <= .-. 
L. . LL. '-' ._' e' 

Todas las di.mensi.ones en pulgadas 

W se da en C.P.S. 
Yf'ln 

* frecuencia mlnlma 

'i' 
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Fig.3.8 Frecuencia natural de un cilindro con r/t=100, r=100in.l 

m =1, n y Ilr variables. 
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3.2 ANALISIS PARAMETRICO DE FRECUENCIAS 

,,' 
Con el fin de establecer la influencia del número de 

onda en la dirección circunferencial, se analizaron l~pO 

estructuras cillndricas. en forma semejante a las de la 
figura 3.8, para m=l, tal que para cada cilindro, con (r/~) 
ent.t-e lO y 5000, se hallaron las frecl_~encias minim:as 
variando (l/r) entre 1 y 80. Este mismo procedimiento ~e 
repitió para m=2,3,4 y 5. En todos los casos se comprÓbó 
ql.~e e:><ist.e lWla cant.idad invat--iante~ (wmnr)~ para todas 
aquellas estructuras cillndricas con idénticos valores ~de 
(r It) , (1 Ir) y m. POt- ejemplo, si: 

0.) r./l=100, l./r=2, m=2 y r {oo. i. n ~ W = 77,. ... 6 C.P.'S. 
mn 

b) r/ l = 100, l./ r = 2, m=2 y r=60.0in ~ W = i29. 1.0C. P .. S. 
mn 

En ambos casos el parámetro (w 
2 . 2 

r) = 6.0E+7 <c. P. S*l.n> 

En la figura 3.9 se dibujaron. en escala doble-loiaritm~ca, 
los contornos del parámetro de frecuencias (w r) para m~l 

. . mn 
y dlfet-ent.es valc.t-es de <l/t-), (r/h) y n. Lc.s resIAlt·adc<s 
obtenidos con la ecuación (2.1) de SOEDEL 3

• se represen~~n 
con lineas discontinuas en las cuales la convergencia se ~a 
pat-a valot-es de llt-{10. miet-,t.t-as que pat-a llt-~lt) las 
frecuencias se comportan aleatoriamente, debido a que .Ja 
ecuación (2.1) únicamente considera el efecto de la fue~za 

inercial transversal de un cilindro simplemente apoyadb. 
Est.e caso t-esul t.a impot-t.ant.e, pl~es en la 1 i t.et-at.l.wa cc.mún ::se 
da por cierto que las ecuaciones se DONNELL son válidas para 
cascarones largos. lo que se contradice con lo .expresado 
anteriormente. Las lineas rectas continuas representan los 
contornos para diez valores de (r/t). obtenidos conJa 
ecuación (3.20. a). Se obset-va que t.odos los PUt-,tc.s ql~edan 

cm-,tenidc.s en las t-ectas pat-alelas, pat-a cl.~alquiet- relaci'ón 
(l/r). por lo que se garantiza la convergencia del análi~)s 

desarrollado en este trabajo. 

La figut-a 3.10. en escala doble-lo';at-it.mica. ml.~est.t-a que :la 
separación entre las rectas. correspondientes a diferent~s 
valores (r/t), sigue un comportamiento logarítmico. yen la 
figura 3.11 se not~ que todos los perfiles (r/t) para. 
m=2, 3, 4. 5, se desplazan paralela y simultáneamente hacia 
arriba sobre un eje (l/r) dado. En este caso se fijó (1/r)~2 
sobre el que se dibujó un nuevo eje coordenado de onda 

• 



longitudinal m. Al ser los grupos de contornos (r/t) 
idénticos para un m dado. s610 debe colocarse sobre el ~je 
de la onda longitudinal el valor m que se desea analizar. En 
la figura 3.11 se toma como origen el punto A de la fi9~ra 
3.10 para (r/t)=500 y m=l. Se presenta ahora el par~metro'de 
frecuencias mlnimas (w r)2 para cualquier valor de m 

mn 

Por otro lado,se comprobó que la frecuencias 'naturales ~~s 
bajas o fundamentales de un cascar6n cilíndrico circular se 
dar. pat-a el número de onda longit.l~dinal m=!,' asociado ce.n 
otros números de ondas circunferenciales n, ver figura 3.6. 
En este estudio se presenta la forma como se combina m y n 
para lograr un valor minimo de frecuencia natural. Para ello 
se procesó, en la computadora. suficiente información que 
condujo a definir franjas (o intervalos del número de onda 
tt-ansvesal n), sotwe las Cl~ales es posible encont.t-ar .el 
valor minimo de frecuencias naturales asociadas a los 
valores de r/t, l/r, m y n, (ver figura 3.12). Por ejemplo, 
para un cilindro r/t=50, l/r=5 y m=l, la figura 3.12 
muestra que Rara n=2, el parámetro de frecuencia 
fl~ndament.al (w r) 2 = 4.80E+6 (c. P. S. ir,)2 asociado al modo 
(m, n) = ( 1,2) • mn 

Cuando en la dirección longitudinal se consideraron ~la 

segunda y tercera ondaCm=2 y m=3), se procedi6 ~ otros 
an~lisis pat-a'mét.t-icos, pat-a definir el t-an·;Jo:. de aplicaci6n 
del número de onda n, cuya soluci6n se muestra en la figura 
3.13. Se comprobÓ que los perfiles que limitan las franjas n 
seln lels mismos que le.s de la figtn-a 3.12, s610' qt~e 

lazados hacia la detecha,paralela y simultáneamente. Por 
lo tanto, se da origen a un nuevo eje coordenado horizontal 
para m, sobre el que se laza un grupo de franjas n 
idént.i.=as al conjt~n:t.e. de ft-anjas de la figut-a 3.12. S61e. 
debe colocarse sobre ~l eje horizontal el valor' de m que ,se 
desee analizar. En la figura 3.13 se toma como origen ,~l 

punto B de la figura 3. 12, correspondiente a la banda n=10, 
por lo que se tienen ahora los par~metros de frecuencja 
pertenecientes al modo (3,n). 

Se hace notar que el paralelismo de todos los contornos ~e 

frecuencias exhibido en las figuras 3.11~ 3.12 y 3.~3. 
indica que la onda m=1 en el sentido longitudinal, combinada 
con otras ondas n, está asociada siempre a la frecuencia más 
baja o fundamental de cualquier caicarón cilindrico 
cit-culat-. La considet-acion de que cuando m=1 se obtier,e ,el 
modo fundamental, ha sido hasta hace poco 2 una hip6tesis de 
carácter intuitivo~ 
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3.2.t FORMULACIONES OBTENIDAS AL PROBLEHA DE FPLCUENCIAS 
EN CASCARONES CILINDRICOS DELGADOS. 

Con base en 6000 datos obtenidos, se 10gr6 establecer las 
leyes de variaci6n de todos los parámetros que intervienen 
en el anál isis de vitwaci6n 1 ibre de ci 1 indt-c.s. "Al 
graficarse las rectas (r/t) en escala doble-logaritmica , se 
observ6 que la separaci6n entre éstas sigue ,un 
comportamiento logaritmico y el valor del parámetro L~e 
frecuencias (w r)2es inversamente proporcional a (r/t) para 
valores de (17P) y m fijos. En términos generales, el 
parámetro (w r)2varia en proporci6n directa con el cuadrado 
de m e inve~~amente proporcional con (r/t) y (1/r)2~ ~er 
fórmula (3.25). La constante de propor¿ionalidad depende ael 
módulo de Young. del m6dulo de Poisson y de la masa 
especifica del material. La f6rmula general para determi6ar 
la frecuencia natural mlnima de 
circular de material isotr6pico, de 

l~n cascarón 
c'-~a 1 qu i et-

radio r~ y espesor de pared t~ está dado por: 

En donde O = Et, 
2 

t.2\t.-1,J > 

y (t,..\ r) 
mn 

en (c. P. S. *in> 

ci 11r,dt-ico 
longitud l, 

(3.22) 

Asociada a la ecuación <:3.22) se enccw,t,t-6 que la exPt-esi,.6n 
ql~e pt-opot-ciona el valot- de n con-espondient.e a "la 
frecuencia mlnima w , es la parte entera de la siguiente 
eCl~aci6n: 

mn 

n = ENTERO (3.23), 
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Una vez determinado n(como número real) en (3.23). 
conocer el parámetro de frecuencia mlmima con la 
siguiente. com6 fórmula alternativa de dise~o. en 
sólo se requieren los valores de m, n, y llr. 

se puéde 
ecuaci6n 

la "fIue 

(3.24) 

Si un cilindro es fabricado en acero, se tiene que: 

E = 29.E+6.,lb/in2 

p = 7.34E-4 lb*s!=g/in4 

v = O. :30 

Por lo tanto, al sustitir E • p y v en (3.22>,(3.23) y 
(3.24> se obtiene qUe los parámetros de frecuencia' y 

modos de vibrar de cilindros de acero están dados por: 

( <...> r)2: 6000 [~]2 *E .. h (3.25) 
mn (r/t) l/r -

[90 ]V4 -=-:f r/t) 
n = ENTERO DE (3.26) 

( l/r )1/2 
m 

(3.27) 
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3.2.2 FRECUENCIAS NATURALES DE CASCARONES 
RIGIDIZADOS CON ANILLOS, ATIESADORES 
Y/O SOPORTES INTERHEDIOS 

" , ' 

CILINDRICOS 
LONGITUDINALES 

',e 
.; 

En la sección 3.2 se trató el análisis paramétrico 
de estructuras cillndricas, isotrópicas, slmpleme~te 

apoyadas, con frecuencias fundamentales bajas que 
regl..~l armente requiet-en set- aument.adas con 1 a i ncorpot-ací'ón 
de anillos, atiesadores longitudinales. y/o sopor~es 
intermedios arriostradosever fig.3.14). Para elevar es~as 
frecuencias y satisfacer ciertos requisitos dinámicos ~de 
disei"ío. se cornplement.a el análisis t.rat.ando el pt-e.ble'ma 
Ot-t.ot.t-ópico del mIsmo. haciendo I..~so de la expres:j.ón 
siguiente que considera la rigidez dominante. de flexión. 
como una medida equivalente de la rigidez en las direccio~es 
circunferencial y longitudinal de un cilindro reforzado ~on 

elernentos rigidizantes. 

E t.; E Ii. 
= K + ~ con i::::l,2 

, '1 (3.28)1: 

EH/Si. 

S:l, S2 

I:l, 12 

es el espesor equivalente. 

Fe el espesor original 

rigidez de' anillos y atiesadores 
longitudinales. por unidad de longitud. 

separación entre atiesadores y anillos~ 
t-espect.i vament·e. 

momet".t.os de inercia de le.s at.iesadores. y 
anillos. respectivamente. con cualqUier: 
forma y respecto a la tangente a la~ 

superficie media del cascarón cillndrico~ 

K=Et3
"f.2<t_V

2
) es la t-igidez de flexión.por unidad 

de longitud del cilindro original. 
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Si se sustituye K en la expresión (3.28) y mediante 
simplificaciones se logra la siguiente ecuación que define 
la separación, en dos direccic~es ortogonales. de elementos 
rigidizantes en función de los momentos de iner~ia 

t"espect.i vos. 

S 12(1-v~ 1-
i, :: • 

t~ _ t 3 

Si el disel"íadot" 
de un cilindt"cl, 
hacer uso de 
mat.er"ial, (3.25) 
El Pt"c,,=edimient.o 

con i=1.2 (3.29) 

necesita elevar la frecuencia natural mínima 
incorporando atiesadores y anillos, puede 
las fórmulas (3.22), para cualqu~er 

o la figura 3.13, para estructuras de ace~o. 
de dise"o se explica en el ejemplo 3.2. 

3.2.2. t Delú; i dad de Free uenc i as 

E s t.e t.ema ha t" ec i b i de. 1 a a t.enc i ón ,de 
investigadores que estudian las consecuencias de no poner 
at.ención a la llamada DENSI DAD DE FRECUENCI AS. Erl pocas 
pala.bt"as, el cc,ncept.o de densidad de ft"ecuencias consiste :;en 
determinar el número de frecuencias naturales entre dos 
frecuencias fijas. Con respecto a esto. el objetivo seria 
obtener una estructura con frecuencias naturales lo ~ás 

separadas unas de otras. Se logra as! un intervalo con po¿as 
frecuencias naturales o, equivalentemente, con una densidad 
baja de frecuencias, calculadas con la siguiente fÓrmula. 

número de frecuencias naturales 6 ... 
intervalo de frecuencias 

En donde 6 es la densidad de frecuencias 

45 



l 
Ejemplo 3.2 

En la referencia 2 se analizó un cascarón en acero, con 
siguientes datos en pulgadas: 

= 176.02 
r- = 103.46 
t. = 0.375 
.t1= 12 27.0 4 = \n 

los 
" 

". 

I 

Se t"equiet"e di señat" un cascat"ón con una ft"ect~enc i a 
fundamental de 93.0 HZ y calcular su densidad de frecuencias. 
Se dispone de elementos rigidizantes con una sección 
t" ect.an9L~ 1 a tO de. 6" >:: 3/S".1 1,' 

Se det.e,-mina el valo," de los pat°ámet.t-C1s q'-~e int.et"vienen en 
el análisis. 

r/t. = 275.89 

1 Ir = 1. 70 

m. = 1 (frec'Uenc i as mi ni mas) 

A continuacion se define paso a paso el proceso de diseño. 

PASO t. Se calcula la frecuencia natural minima del cilindro 
ori9inal no atiezado,con la gráfica 3.13. Para ma~or 
precisión y facilidad de cálcL~lo se ut.ilizat-á! la 
fÓt-mula (3.25). 

w = [60 O x lOS¡ 2./2 ~ = 
(r/t) -J l 26.49 HZ. 

Con la expresión (3.26) se determina el 
de n asociado a la frecuencia anterior. 

46 
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PASO 2. 

{ 

[~275. 89) ] 1/4 } 

n = ENTERO DE ---;;-[-=--=1 ~ 7=-0) 1/-2 - D 7 

Por lo tanto el cilindro original vibra en el modo 
(m,n)=(1.7) a una frecuencia mlnima de 26.49 HZ.' 

En la t.abla 3.:)(ref.2), el valot- mlnimo de Wmn 'es 
27.0 HZ en el modo (m,n)=(1.7), calculados con la 
ecuación de frecuencias desarrollada por W.Soed~l~ 
Se calcularon 180 frecuencias con 1~ m S 15. lSn~12 

y se determinó el intervalo de frecuencias entre O y 
421 HZ. Por lo tanto. la densidad de frecuencias 
entre estos dos limite~ es: 

eS = 180 
(421 _ O) = 0.43 

Se require elevar la frecuencia fundamental hasta:93 
HZ. Para esto se calcula el espesor equivalente t •• 
despejando el parámetro r/t. de la fórmula (3.25), 

si'3t~e; 
'1 

r/t .• = 6. O x 10
9 

[ m ] 2 6. O x 1 rf [ 1 r = 
(w r)2 l/r -(93.0 x 103.46)2 1.7 

22.42 

mn 

POt- lo t.ant.o t.e = 4.61 i.n 

Con la fórmula (3.26) se conoce el modo fundamental 
del cilindro equivalente (cilindro original 
rigidizado). calculado como sigue: 
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{ 
[~22.42)] 1/4 } 

n • ENTERO DE ---"'"-- • 3 e ~ 7) 1/2 

Por lo tanto, el cilindro equivalente vibra en el 
modo (1,3) con una frecuencia fundamental de 93 HZ~ 

Para conformar el cilindro equivalente se requiere 
reforzar ahora el Driginal con atiesadore~ 

;1 

1 on·;Ú t .... ~di na 1 es y ci t"cl.mfet"enci a 1 es de secci 6n 
t"ect,ang,-~lat- 6"x 3/9" (1 = 11 = 12 = 27 tn

4
). ::, 

Con la fórmula (3.29) se fija la separaci6n ent~e 

atiesadores longitudinales y anillos, respectivamente, 
come. si gl.. .. e: 

Si = S2 
= 12( 1 -}.)~ 1 = 12( 1 - O. 3

2
) 27 = 3.0" 

t.e a _ t,a (4.61) 9 _ (0.375) 9 

CotK.cidas las medidas de las secciones y ,la 
separaci6n máxima de los elementos rigidizantes, 
queda definido el cilindro equivalente. 

La tabla 3.4(ref.2) contiene las frecuenci 
naturales d~l cilindro equivalente refo~zado con 
anillos y atiesadores longitudinales Se observa 
que, además de elevar la frecuencia fundamental a93 
HZ. la densidad de frecuencias, para el mis~o 
intervalo de las frecuencias de excitaci6n(de O a 
421 HZ). es de 6 = 37/421 = 0.09, con s610 37 
ocasiones en las que entraria en resonancia ~l 

cilindro rigidizado. 

PASO 3. Si se desea elevar aún más la ft·ec ... ~encia f ... u-.damerltal 
y reducir más la densidad de frecuencias del cilindro 
equivalente? solamente se requiere dividir su 
longitud en J veces con J-l soportes intermedios 
arriost.rados. 

• 
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'lo 

Con la fórmula (3.25) se· calculan las frecuenc~as 
fundamentales para difereMtes valores de J, como ~se 
indica a continuación. En este caso el parámetro l/r 
se transforma en (l/r)/J. 

• W 
mn 

1" 
" 
!¡ 

" (3.30) 

i: 
I 

:1' 

En donde: 

W mn' es 1 a' f t- ec .. ~enc i a f I..~ndament.a 1 d~ 1 
cilindro original atiesado(cilind~o 
equi valent.e) • 

• 
W 

mn 

! 
l. 
I 

es la frecuencia fundamental ~el 

cilindro original atiesa~o, 
rigidizado con soportes intermedi 

l' 
" 

:¡ 
Al considerar el cilindro equivalente(r/t=22.~2. 

w =93HZ) se pueden' conocer la frecuentia 
affi~lificada y la densidad de frecuencias 
al incorporar soportes intermedios. Para ilust~ar 

'" esta afi~mación. consideremos los siguientes casos: 

Para J.1(dise~o original 
ínter-medios) 7 la 
determina con la 
sig .. ~e: 

• 

, 1, 

atiesado sin sop6rtes 
nueva frecuencia ~se 

expresión (3.30)7 cbmo 

W a J.w • 93.0 HZ 
mn mn 

;: 

En el paso 2 se estableció que Ó a 0.09 
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• w • 186.0 HZ 
mr, 

En la tabla 3.5Cref.2) 
posibilidades de resonancia 
intervalo establecido en el 
1 CI tant.o: 

ó = 15/421 = 0.03 

Para J==4(tres soportes intermedios} 

• W 1: 372.0 HZ 
mT> 

existen 
dentt"c. 

Pt-oblema, 

15 

En la tabla 3.6(ref.2} hay 7 ft-ecuencias 
naturales dentro del intervalo dado, por lo 
tanto, la densidad de frecuencias en 

ó == 7/421 == 0.01 

TABLA 3.3 

PASO J W # DE FRECUENCIAS INTERVALO DE 'Ó 

1 

3 

• 
w 

mn 

mr, 
NATURALES FRECUENCIAS 

26.4':1 180 421-0 

93.00 :37 421-(1 

1 • 93.00 37 421-0 
2 ·186.00 15 421-0 
4 ·372.00 7 421-0 

FrecueT>cia .fundamental del cilindro equivaler.te 
con soportes \.ntermed\.os. 

y EL INTERVALO DE FRECUENCIAS se dan en HZ. 
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En la tabla 3.3 los pasos 1 y 2 corresponden al disef'ío del 
ci 1 indt-o del ejemplo ::).2 mediant.e la incorporación "de 
anillos y atiesadores longitudinales. Para que haya 'un 

, ,1 

aumento considerable en la frecuencia fundamental y yna 
reducción importante ~e la densidad de frecuencias. 'se 
requiere de un gran aumento de la masa mediante la adición 
de estos elementos rigizantes~ En el paso 3 las frecuencias 
se elevaron sensiblemente y se bajó notablemente su 
densidad cuando se utilizarqn anillos de refue~zo' 

adicionales como soportes intermedios(fig.3.14), que Jen 
ciert.cI modo t-esult.an set- más eficient.es POt- Sl.A pe.ca masa. En 
ambos casos, la frecuencia fundamental se increme~t6 
considerablemente y las frecuencias naturales quedaron ~ás 

espaciadas unas de otras. haciendo que la estructura fu~ra 

menos suseptible a perturbaciones de cualquier naturaleza. 

Obser'l..'ac ión: 

En el ejemplo anterior, si en lugar de secciones 
rectangulares de los elementos rigidizantes ,se 
utilizara sección T. con la misma cantidad ~de 
materiai, se lograrlan mejores resultados ,al 
obtener frecuencias más altas y densidades más 
pequef'ías. 
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CAPITULO IV 

CONCLUSIONES Y RECOHENDACIONES DE DISEHO 

Las conclusiones que se derivan de este trabajo se refieren 
fundamentalmente a medir el alcance, aplicabilidad y 
confiabilidad del método de análisis desarrollado, basado en 
el modelo matem~tico de W.FLOGGE! j 

En la referencia 2 se puso en duda el intervalo de 
apl icaciórl de la ecuación (2.1) de SOEDEL; basada en ~'las 
ecuaciones simplificadas de DONNELL. En esta teorla, al 
plantearse las ecuaciones de equilibrio dinámico, sólo se 
tuvo en cuenta la fuerza de inercia en la direc¿ión 
transversal. y se adoptaron simplificaciones que condujeron 
a problemas de conv~rgencia de los resultados obtenidos, 
sc.bre t.c.do erl el est.t.~dio de ci 1 indt-os largos. Ver- fi'3w-a 
:).9. 

.• I~ 

:1 
En el desarrollo teórico de este trabajo, el planteami~nto 

de las ect~aciones de eql.ü 1 ibrio incluyó el efect.o de ,las 
fuerzas de inercia en las tres direcciones de análisis. ~~te 
aspecto fué determinante para que los resultados obtenidos 

! por la ecuación (:).20.a) fueran convergentes al 
graficarse sobre una linea recta en escala 
bilogat-lt.mica,·t.al cc.mo se ilust.ra en la figut-a 3.10, y, se 
observó que los parámetros que intervienen en el análi~is, 

r/t. llr, m, y n tienen una relación logarltmica bien 
2 definida con el parámetro de frecuencias naturales (Wmnr) • 

Estas relaciones se presentan para cualquier material de 
acuerdo con las 'ecuaciones (:).12) y (3.24), aplicables a 
cilindros isotrópicos de cualquier dimensión y a conos ~on 

ángulos del semivértice menores de17Q~2~a ecuación, (:) 
proporciona el valor entero de n para el cual se da el v~lor 
minimo dado por (3.22) y por (3.24), mientras que para 
estructuras de acero la fórmula (:).26) hace lo propio 'con 
las ecuaciones (3.25) y (:).27). Por otro lado, el parám~tro 
de frecuencias naturales resulta ser una cantidad invariante 
en cilindros con idént,icas relaciones (r/t.) y [(l/r)/m], y 
su valor varia proporcionalmente con el cuadrado de m ~ara 
(r/t) y (l/r) fijos, ver figura 3.13 y ecuación (3.25), 
mientras que la constante de proporcinalidad depende de las 
propiedades mecánicas del material. 

En el nomograma de la figura 3.13 se resumen todos .los 
resultados del análisis paramétrico 'realizado en este 
trabajo para cascarones ci'l1ndt-icos circulares, de acero. En 
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est.a figura se puede det.erminat- fáci lment.e el 
frecuencia minima en la que puede vibrar un 
acero si se conocen las dimensiones del 
alternativa de dise"o. se puede llegar a 
resultados. y con mayor precisión, Sl se 
expresión (3.26) ° la (3.27) previo cálculo de 

modo y la 
cilindro, de 
. C,I m1smo. omo 
los mismos 
ut. i 1 iza' ii 1 a 

n con (::-t. 26) . 

En términos prácticos las fórmulas (3.22) a la (3.i7) 
resultan ser expresiones generales simples. muy precisa~ y 
de fácil aplicación en el dise"o de cascarones cilindr 
circulares. construidos con diferentes materiales. Y conos 
con ángulos ~el semivértice menores a 172 . 

En la secci6n 3.2.2 se complementa el análisis con el 
estudio de cilindros rigidizados. En este casoJas 
ft-eclAencias natl..u-ales de l~n cascat-6n ci 11 ndt- ico ci t-cular:: CI 

cónico se increment.an al ut·i 1 izat- at.iesadc.res longi t.l~dina:ies 
y anillos que en cierto modo rigidizan la estructura p~ro 

con un aumento considerable de masa. lo que los hace 
ineficientes. En cambio. los soportes intermedios(anillos~de 
refuerzos) resultan ser más efectivos al adicionarse a estos 
elementos rigidizantes. lográndose incrementar la frecuen~ia 
natural minima en la misma proporción en la que se divid~su 
longitud. En ambos casos se obtienen reducciones importantes 
en la densidad de frecuencias. 

, 
En términos generales. los resultados obtenidos en este 
trabajo. han conducido a presentar nomogramas y f6rm~ias 
exactas. prácticas y confiables. con un intervalo ~de 

aplicación muy amplio que se traducirán en economiaen 
tiempo de análisis Y de dise"o de estructuras circulare5~ y 
cónicas de pared delgada. tales como tuberlas de desfogue. 
aviones construidos con materiales ligeros de gran 
resistencia. chimeneas Y todo tipo de estructu~as ., 
cilíndricas o cónicas que requieran un control adecuado ~de 
las vibraciones y desplazamientos. 

Se espera que este estudio se proyecte en nuevos análisi en 
los que los resultados logrados aquí sirvan de punto .de 

¡. 

partida para la solución de problemas dinámicos en los ~ue 

se requiera conocer varias de las formas naturales ~de 
vibración de un cascarón y evitar que una perturbación 
produzca da"os en la estructura. Alguna de las 
investigaciones que se pueden adelantar, basadas en este 
trabajo serian, entre otras. por ejemplo, el análisis de{la 
respuesta de un cascarón cillndrico sometido a la acción ~de 
cargas variables en magnitud y posición; o el estudio ~de 
vibraciones 1 ibres y forzadas con condiciones di fererlt-es ;; de 

<. 

apoyos en sus ext-remos; o un anAl isis más profundo del 
contenido de frecuencias dentro de un intet"vale. dado. I • 
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