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Introducción

Esta investigación tiene como principal objetivo dar una breve pero detallada in-
troducción al cálculo estocástico, ya que ha sido muy útil en diversas áreas del cono-
cimiento, como la física, biología, finanzas matemáticas, entre otras. Las funciones que
aparecen en las aplicaciones satisfacen una ecuación integral de la forma

X(t) = X(t0) +
∫ t

t0

b(s, X(s))ds +
∫ t

t0

σ(s, X(s))dW(s), ∀ t0 ≤ t ≤ T. (0.1)

Donde X(t) representa la evolución de un fenómeno al tiempo t que está constitui-
do por una parte determinista pero perturbado o corregido por una parte aleatoria. En
la literatura, el movimiento brwoniano o proceso de Wiener es utilizado para represen-
tar dicha perturbación, ya que es un proceso gaussiano con incrementos independien-
tes cuya derivada en el sentido generalizado es el ruido blanco gaussiano (veáse [Ar]).

Para que la ecuación (0.1) tenga sentido es necesario definir la segunda integral, ya
que W no es de variación acotada sobre cualquier intervalo (ver Corolario 1.1) impi-
diendo su definición en el sentido de Riemann-Stieltjes.

La organización del trabajo está dividida en dos partes. Una primera parte con dos
capítulos, en el primero se fija la notación empleada y se introduce el proceso de Wie-
ner W, analizando algunas propiedades de dicho proceso motivando la continuación
de la segunda parte. En el segundo capítulo estudiaremos en forma general los proce-
sos estocásticos de segundo orden, que nos permitirán definir un cálculo diferencial e
integral en L2. Se presentan además algunos ejempos.

En la segunda parte, se introducen las nociones básicas del cálculo estocástico en el
sentido de Itô. En el capítulo tres se define la integral de Itô [I] para procesos estocásti-
cos adapatados a la filtración del procesos de Wiener, y que son cuadrado integrables.
La de idea de esta integral es similar a la integral de una función con respecto a una
medida. Primero se define para procesos simples como si W fuera de variación acotada
y posteriormente se aproxima por integrales simples. Concluimos este capítulo exten-
diendo la definición de la integral de Itô para procesos no-anticipantes. Finalizamos
con el capítulo cuatro definiendo el concepto de ecuación diferencial estocástica. Se
presentan dos resultados, El primero es la regla diferencial de Itô que nos será útil para
encontrar alguna solución a la ecuación (0.1), y el segundo resultado nos garantiza bajo
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que condiciones una solución existe y es única.
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Capítulo 1

Introducción a los Procesos Estocásticos
a Tiempo Continuo

1.1. Procesos Estocásticos

En el presente capítulo introducimos el concepto de proceso estocástico, veremos
como se clasifican, así como algunos ejemplos y propiedades.

Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, (S,S ) un espacio medible y T un con-
junto arbitrario de parámetros.

Definición. 1.1. Un proceso estocástico es una familia de variables aleatorias X(·) :=
{X (t) , t ∈ T} sobre (Ω,F ,P) indexada por T y con valores en S, también llamado proce-
so aleatorio, con espacio de estados S y espacio parametral T.

Los procesos estocásticos pueden ser clasificados de acuerdo a las caracteristicas
del espacio de estados y del espacio parametral, de la siguiente manera.

Si T ⊂ R es un conjunto a lo más numerable, decimos que X(·) es un proceso
estocástico a tiempo discreto.

Si T ⊂ R es un intervalo, decimos que X(·) es un proceso estocástico a tiempo
continuo.

Si T ⊂Rn con n ≥ 2, decmos que X(·) es un campo aleatorio.

Si S es un conjunto a lo más numerable, decimos que X(·) es un proceso estocás-
tico discreto.

Si S ⊂R es denso en R, decimos que X(·) es un proceso estocástico continuo.

Observación. 1. Podemos ver a un proceso estocástico X(·) := {X (t) , t ∈ T} como una fa-
milia de funciones de dos variables que están definidas sobre T ×Ω con valores en S, con regla
de correspondencia (t,ω)→ X(t,ω), tal que
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X(t,ω) es una variable aleatoria sobre Ω para cada t ∈ T fijo, y

para cada ω ∈Ω fijo, t→ X(t,ω) es una función de T en S conocida como trayectoria
o realización del proceso estocástico.

Usaremos la notación usual X(t) ≡ X(t,ω)

Una trayectoria típica es la del movimietno Browniano que cuenta con la propie-
dad de ser continua, proceso que definiremos en esta sección y será fundamental en el
desarrollo del presente trabajo.

Definición. 1.2. Sea X(·) := {X (t) , t ≥ 0} un proceso estocástico, decimos que X(·) tiene:

(a) Incrementos independientes, si para cualquier entero n ≥ 1 y cualquier colección de ín-
dices 0≤ t0 < t1 < · · · < tn se cumple que las variables aleatorias (o “incrementos”)

X(t1)− X(t0), X(t2)− X(t1), . . . , X(tn)− X(tn−1)

son independientes.

(b) Incrementos estacionarios, si para cualquier t≥ 0 y h > 0 la distribución del incremento
X(t + h)− X (t) depende sólo de h, es decir,

X(t + h)− X (t) ∼ X(h) ∀ t ≥ 0.

Ejemplo. 1.1. Sea X(·) := {X (t) , t≥ 0} un proceso estocástico con incrementos independien-
tes. Demuestre que el proceso estocástico Y(·) definido por Y(t) := X(t)− X(0), para t ≥ 0,
tiene incrementos independientes y Y(0) = 0.

Demostración. Como X(·) tiene incrementos independientes, entonces para cada n ∈N

y para cualquier colección de índices 0≤ t0 < t1 < · · ·< tn con tk ≥ 0 para k = 0,1, . . . ,n
tenemos que

X(t1)− X(t0), X(t2)− X(t1), . . . , X(tn)− X(tn−1)

son independientes. Por otra parte, notemos que

Y(tk)−Y(tk−1) = X(tk)− X(0)− X(tk−1) + X(0)
= X(tk)− X(tk−1) ∀ k = 0,1, . . . ,n.

Por lo tanto, Y(·) tiene incrementos independientes y Y (0) = 0.
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1.2. Movimiento Browniano

En 1828 el botánico inglés Robert Brown observó que los granos de polen en sus-
pensión realizaban un movimiento irregular e inexplicable. Posteriormente se descu-
brió que este fenómeno es debido a los choques aleatorios de las partículas de polen
con las moléculas del líquido. En los años 20 el matemático norteamericano Norbert
Wiener presentó un modelo matemático para este movimiento basado en la teoría de
los procesos estocásticos.

Las observaciones reales sugieren que las trayectorias son continuas y que los des-
plazamientos son independientes en intervalos de tiempo disjuntos. Además, debido
al gran número de colisiones del grano de polen con las moléculas circundantes en
longitudes de tiempo no pequeños, y teniendo en cuenta el teorema del límite central,
los incrementos pueden modelarse como variables aleatorias Gaussianas. La estructu-
ra matemática de un proceso estocástico a tiempo continuo, denotado en este caso por
{W (t) , t ≥ 0}, ha resultado adecuada para modelar este fenómeno. La variable W (t)
puede representar la posición de la partícula al tiempo t. La definición matemática, en
el caso unidimensional, es la siguiente.

Definición. 1.3. Se dice que W(·) := {W (t) , t ≥ 0} es un proceso de Wiener (también
llamado movimiento browniano) con parámetro σ2 > 0 si satisface las siguientes condiciones.

(a) W(0) := 0,

(b) tiene incrementos independientes, y

(c) tiene incrementos estacionarios tales que,

W(t + h)−W (t) ∼ N(0,σ2h), ∀ t ≥ 0, h > 0, (1.1)

en donde σ es una constante positiva. Si σ2 = 1, se dice que W(·) es un proceso de Wiener
estándar.

Observación. 2. Sea W(·) un proceso de Wiener. Como W (t) = W (t)−W (0), se sigue de
(1.1) que

W (t) ∼ N(0,σ2t) ∀ t > 0. (1.2)

Proposición. 1.1. Si W(·) := {W (t) , t ≥ 0} es un proceso de Wiener, entonces W(·) es una
martingala.

Demostración. Por demostrar que W(·) es una martingala (veáse la definición A.3). Sea
F W

t la filtración canónica, es decir, F W
t := σ{Ws, s ≤ t}. Por definición W(t) es adap-

tado a F W
t , luego por la observación 2 E(W(t)) = 0 < ∞.

Ahora, sean 0≤ s1 ≤ · · · ≤ sn ≤ s≤ t. Por la definición 1.3 W(t)−W(s) es indepen-
diente de

(W(s1),W(s2)−W(s1), . . . ,W(s)−W(sn)).
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Sea f (x1, x2, . . . , xn) = (x1, x1 + x2, . . . , x1 + · · · + xn), como la suma es una función
Borel-medible, entonces W(t)−W(s) es independiente de

f (W(s1),W(s2)−W(s1), . . . ,W(s)−W(sn)),

y como las variables W(s1), . . . ,W(sn),W(s) generan F W
s implica que W(t)−W(s)

es independiente de F W
s . Uitlizando las propiedades de esperanza condicional (ver

definición A.1) obtenemos

E(W(t) |Fs) = E(W(t)−W(s) + W(s) |Fs)

= E(W(t)−W(s) |Fs) + W(s)
(

pues W(s) es F W
s -medible

)
= E(W(t)−W(s)) + W(s).

Y como W(·) tiene incrementos estacionarios con distribución normal con media cero
se sigue que E(W(t)−W(s)) = 0, obteniendo el resultado.

Definición. 1.4. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad y 0< p<∞, Se define Lp(Ω,F ,P),
como el espacio de las variables aleatorias X : Ω→R tales que∫

|X|pdP < ∞.

Usamos la notacón X ∈ Lp(Ω) ≡ Lp(Ω,F ,P).

Es decir, una variable aleatoria está en Lp(Ω) si tiene momento de orden p finito.

Sea X(·) := {X(n) : n ∈N}. Se dice que X(n) converge a X en Lp cuando n tiende a
infinito, si y sólo si X(n) ∈ Lp para cada n ∈N y∫

|X(n)− X| pdP→ 0 cuando n→∞.

Usamos la notación X(n)
Lp→ X.

Enunciaremos las siguientes definiciones que serán de gran utilidad a lo largo del
trabajo.

Definición. 1.5. Sea X(·) := {X (t) , t ≥ 0} un proceso estocástico.

(a) Decimos que X(·) es un proceso de segundo orden si X (t) ∈ L2 para todo t≥ 0, es decir,
E|X (t) |2 < ∞.

(b) Decimos que X(·) es un proceso gaussiano si las combinaciones lineales

a1X(t1) + · · ·+ anX(tn) (1.3)

son variables aleatorias gaussianas para cualquier colección finita de índices 0 ≤ t1 <
· · · < tn y cualquier colección de números reales a1, . . . , an. (Note que en este caso, X(·)
es un proceso de segundo orden y X (t) es una variable aleatoria gaussiana para todo
t ≥ 0).
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De la oservación 2, se sigue que el proceso de Wiener es de segundo orden, pues
para cada t ≥ 0

E |W(t)| 2 = σ2t < ∞.

Definición. 1.6. Si X(·) ∈ L2(Ω) definimos su función de covarianza KX como

KX(s, t) := Cov(X (s) , X (t)) ∀ s, t ≥ 0,

es decir,

KX(s, t) = E[(X (s)−EX (s)) · (X (t)−EX (t))]
= E[X (s)X (t)]−EX (s) ·EX (t) (1.4)

En particular, con s = t, obtenemos la varianza de X (t),

KX(t, t) = Var(X (t)). (1.5)

Observación. 3. La función de covarianza es simétrica, es decir, KX(s, t) = KX(t, s).

Ejemplo. 1.2. Sea W(·) := {W (t) , t ≥ 0} es un proceso de Wiener con parámetro σ2. De-
muestre que W(·) es un proceso gaussiano con media E(W (t)) = 0 y función de covarianza
KW(s, t) = σ2 mı́n(s, t) para todo s, t ≥ 0.

Demostración. Sea W(·) := {W (t) , t≥ 0} un proceso de Wiener con parámetro σ2, como
W(·) tiene incrementos independientes, es decir, para cualquier colección de índices
0≤ t0 < t1 < · · · < tn con tk ≥ 0 ∀ k = 0,1, . . . ,n, las variables aleatorias

W(t0),W(t1)−W(t0), . . . ,W(tn)−W(tn−1)

son independientes y con distribución W(tk) −W(tk−1) ∼ N(0,σ2(tk − tk−1)), donde
t−1 = 0 así para cualquier ak ∈R

ak(W(tk)−W(tk−1)) ∼ N(0, a2
kσ2(tk − tk−1)).

De donde se sigue que la combinación lineal

a0W(t0) + a1(W(t1)−W(t0)) + · · ·+ an(W(tn)−W(tn−1), (1.6)

tiene distrubución N(0,∑n
k=0 a2

kσ2(tk − tk−1)). Notemos que la combinación lineal en
(1.6) es igual a

(a0 − a1)W(t0) + (a1 − a2)W(t1) + . . . + (an−1 − an)W(tn−1) + anW(tn)

ahora dados a∗0 , . . . , a∗n ∈ R tomamos an = a∗n y para k = 0, . . . n− 1 ak = ∑n
i=k a∗i , por lo

que
a∗0W(t0) + a∗1W(t1) + . . . + a∗nW(tn)

es normal. Por lo tanto W(·) es un proceso gaussiano.
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Tomando a∗0 = 1, a∗i = 0 para i = 1, . . . ,n y t0 = t, tenemos que E(W (t)) = 0.

Para obtener la función de covarianza notemos que EW (s) ·EW (t) = 0, y los incre-
mentos W (s)−W(0) = W (s) y W (t)−W (s) son independientes. Es necesario distin-
guir dos casos.

Caso 1. Para 0≤ s < t, tenemos

KW(s, t) = EW (s)W (t)
= E(W (s) (W (t)−W (s) + W (s)))

= E(W (s) (W (t)−W (s))) + EW (s)2

= EW (s)E(W (t)−W (s)) + σ2s

= σ2s.

Caso 2. Análogamente para 0≤ t < s, obtenemos

KW(s, t) = σ2t.

De manera que KW(s, t) = σ2 mı́n(s, t).

Ejemplo. 1.3. Sea W(·) un proceso de Wiener, y sea Ŵ (t) := W (t)− tW (1), con 0≤ t≤ 1,
el llamado “puente browniano”. Calcule EŴ (t) y la función de covarianza de Ŵ (t).

Demostración. Como W(t) ∼ N(0,σ2t), entonces

E
(
Ŵ (t)

)
= E(W (t))− tE(W (1))
= 0,

también

E
(
Ŵ (s)Ŵ (t)

)
= E[(W (s)− sW (1))(W (t)− tW (1))]

= E(W (s)W (t))− tE(W (s)W (1))− sE(W (1)W (t)) + stE
(

W (1)2
)

Del ejemplo 1.2, E(W (s)W (t)) = σ2 mı́n(s, t), así

KŴ(s, t) = E
(
Ŵ (s)Ŵ (t)

)
= σ2 mı́n(s, t)− tσ2 mı́n(s,1)− sσ2 mı́n(t,1) + stσ2

= σ2 mı́n(s, t)− tsσ2 − stσ2 + stσ2

= σ2(mı́n(s, t)− st).

Definición. 1.7. Sea X(·) := {X (t) , t ≥ 0} un proceso estocástico definido sobre
(Ω,F ,P). Decimos que X(·) es
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(a) continuo casi seguramente (c.s.) o continuo con probabilidad 1 (c.p.1) si sus trayec-
torias t→ X (t) (ω) son continuas (como funciones de t ≥ 0) para casi todo ω ∈Ω.

(b) estocásticamente continuo si para cualquier t0 ≥ 0 y cualquier ε > 0

lı́m
t→t0

P{|X (t)− X(t0)| > ε} = 0.

Para verificar continuidad casi segura, un criterio de gran utilidad es el siguiente.

Teorema. 1.1 (Criterio de continuidad de Kolmogorov). Si existen constantes positivas α,
β y γ tales que

E[|X (t)− X (s) |α] ≤ β|t− s|1+γ ∀ t, s ≥ 0, (1.7)

entonces X(·) es un proceso estocástico continuo c.s.

Demostración. Véase [GyS, p. 170]

Proposición. 1.2. El prceso de Wiener es continuo casi seguramente.

Demostración. Sabemos que los incrementos se distribuyen N(0,σ2(t− s)), además si
X ∼ N(0,σ2), entonces EX4 = 3σ4. Luego

[E(W (t)−W (s))4] = 3[σ2 · (t− s)]2

= 3σ4(t− s)2

= 3σ4|t− s|2

por el criterio de continuidad de Kolmogorov el movimiento browniano es continuo
c.s. con α = 4, γ = 1 y β = 3σ4.

Proposición. 1.3 (Variación cuadrática de W(·).). Para cada m = 1,2, . . .. Definamos πm ={
a = tm

0 < tm
1 < · · · < tm

nm = b
}

una partición de [a,b] (cuya norma se define como |πm| :=
máxi |tm

i+1 − tm
i |) tal que |πm| → 0 cuando m→∞. Entonces

nm−1

∑
i=0

(∆Wm
i )2 L2→ b− a cuando m→∞, (1.8)

donde ∆Wm
i = W(tm

i+1)−W(tm
i ). Además, si ∑m |πm| < ∞ la convergencia es casi segura.

Demostración. Recordemos que si X ∼ N(0,1), entonces E
(
Xk) = 0 para k impar y

E
(

Xk
)
=

k!
2k/2(k/2)!

si k es par.

Como W(ti+1)−W(ti) ∼ N(0, ti+1 − ti),

∆Wi ∼ N(0,∆ti) ∼
√

∆tiX
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Así, tenemos que

E
(
(∆Wi)

2
)
= E

(
(
√

∆tiX)2
)
= ∆ti y E

(
(∆Wi)

4
)
= E

(
(
√

∆tiX)4
)
= 3(∆ti)

2.

Sea Sm := ∑nm−1
i=0 (∆Wm

i )2, por lo tanto

E(Sm) =
nm−1

∑
i=0

∆tm
i = b− ay

Var(Sm) = E
(
(Sm −E(Sm))

2
)
= E

(
(Sm − (b− a))2

)
;

luego, notemos que (1.8) es equivalente a Var(Sm)→ 0 cuando m→ ∞. Como W(·)
tiene incrementos independientes,

Var(Sm) =
nm−1

∑
i=0

Var
(
(∆Wm

i )2
)

.

Pero

Var
(
(∆Wm

i )2
)
= E

(
(∆Wm

i )4 −
(

E
(
(∆Wm

i )2
))2

)
= 3(∆tm

i )
2 − (∆tm

i )
2

= 2(∆tm
i )

2 ≤ 2|πm|∆tm
i .

Por lo tanto

Var (Sm) ≤ 2|πm|
nm−1

∑
i=0

∆tm
i = 2|πm|(b− a) (1.9)

tomando el limite Var(Sm)→ 0 cuando m→ ∞. La convergencia casi segura se sigue
de cuando ∑m |πm| < ∞, pues para cualquier ε > 0 por la Desigualdad de Chebyshev

P(|Sm − (b− a)| > ε) ≤ Var(Sm)

ε2 ,

y por (1.9)
∑
m

P(|Sm − (b− a)| > ε) ≤ 2(b− a)∑
m
|πm| < ∞

Finalmente por el Lema de Borel-Cantelli

P(|Sm − (b− a)| > ε o.i.) = 0,

es decir, para casi todo ω ∈Ω, existe K(ω) ∈N tal que

|Sk − (b− a)| ≤ ε ∀ k ≥ K(ω).

Por lo tanto
Sm

c.s.→ b− a cuando n→∞.
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Corolario. 1.1. Las trayectorias de W(·) no son de variacón total acotada.

Demostración. Sea πm como en la Proposición 1.3. Sea

V := supπm ∑
i

∆Wm
i ,

la variación total de las trayectorias de W(·). Supongamos que V < ∞ casi seguramen-
te. Como W(·) tiene trayectorias continuas,

∑
i
(∆Wm

i )2 ≤ sup
i
|∆Wm

i |
(

∑
i
|∆Wm

i |
)

≤ V sup
i
|∆Wm

i |
|πm|→0→ 0.

Lo cual es una contradicción, pues ∑i(∆Wm
i )2→ (b− a) 6= 0 cuando |πm| → 0. Por lo

tanto
P(V = ∞) = 1.
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Capítulo 2

Procesos Estocásticos de Segundo
Orden

2.1. Definición, Propiedades y Ejemplos

En este capítulo veremos algunos conceptos básicos de los procesos estocásticos en
L2 que nos será posible definir un cálculo diferencial e integral en L2.

De acuerdo con la definición 1.5 (a) un proceso estocástico X(·) := {X (t) , t ∈ T}
sobre un espacio de probabilidad (Ω,F ,P) es un proceso de segundo orden si X(t) ∈
L2 para todo t ∈ T. En este caso se dice que X(·) es un proceso estocástico en L2 y se
escribe X(·) ∈ L2.

Definición. 2.1. Decimos que dos procesos estocásticos X(·) := {X (t) , t ∈ T} y Y(·) :=
{Y (t) , t ∈ T} tienen las mismas distibuciones finito-dimensionales si para cualquier colec-
ción de índices t1, . . . , tn en T, y para cualesquiera B1, . . . , Bn
∈BR,

P(X(t1) ∈ B1, . . . , X(tn) ∈ Bn) = P(Y(t1) ∈ B1, . . . ,Y(tn) ∈ Bn) .

Observación. 4. Si X(·) y Y(·) son dos procesos gaussianos con la misma función media y
la misma función de covarianza, entonces X(·) y Y(·) tienen las mismas distribuciones finito-
dimensionales. Pero si al menos uno de los procesos estocásticos X(·) ó Y(·) no es gaussiano,
entonces no se cumple.

Definición. 2.2. (a) Sea X(·) = {X (t) , t ∈R} un proceso estocástico (no necesariamente en
L2), y para cada h ∈R fijo sea Yh(·) = {Yh(t), t ∈R} el proceso estocástico dado por

Yh(t) := X(t + h). (2.1)

Se dice que X(·) es estrictamente estacionario si para cualquier h ∈ R los procesos
estocásticos X(·) y Yh(·) tienen las mismas distribuciones finito-dimensionales.

(b) Se dice que un proceso estocástico X(·) = {X (t) , t ∈ R} en L2 es L2-estacionatrio o
débilmente estacionario si satisface que:
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(i) su función media µX(t) := EX (t) es constante, es decir,

µX(t) = µX, ∀ t ∈R; (2.2)

(ii) su función de covarianza KX(s, t) depende sólo de t− s, i.e.,

KX(s, t) = KX(0, t− s) ∀ s, t ∈R. (2.3)

Si X(·) es L2-estacionatrio el lado derecho de (2.3) lo denotaremos por rX(t− s), es
decir, para cada s, t ∈R,

rX(t) := KX(0, t) = KX(s, s + t). (2.4)

Por la observación 2, el proceso de Wiener no es estrictamente estacionario, ya que
para cada t la distribución de W(t) depende de t, por lo que W(t) y W(t + h) no tienen
la misma distribucón. Pero tampoco es débilmente estacionario, esto se sigue de que
su función de covarianza depende tanto de s como de t (ejemplo 1.2).

Proposición. 2.1. Si X(·) = {X (t) , t ∈R} está en L2 y es estrictamente estacionario, enton-
ces es L2-estacionario.

Demostración. Sea X(·) = {X (t) , t ∈R} ∈ L2. Como X(·) es estrictamente estacionario,
entonces X (t) y X(t + h) tienen la misma distribucción para todo t y h en R. Por lo
tanto tales variables tienen medias iguales, es decir,

µX(t) = µX(t + h) ∀h, t ∈R.

Se sigue que µX(t) es constante. Análogamente, para cualquier s, t, h, tenemos que

E(X (s)X (t)) =
∫ ∫

xydFX(s),X(t)(x,y)

=
∫ ∫

xydFX(s+h),X(t+h)(x,y)

= E(X(s + h)X(t + h))

Si tomamos h = −s, obtenemos

E(X (s)X (t)) = E(X(0)X(t− s)) ,

entonces KX(s, t) = KX(0, t− s) ∀ s, t ∈R. Por lo tanto X(·) es L2-estacionario.

Observación. 5. (a) En general, el recíproco de la Proposición 2.1 es falso. Por ejemplo, sean
X (t) variables aleatorias independientes tales que

X (t) ∼
{

N(0,1) si t ≥ 0
Uni[−1

2

√
12, 1

2

√
12] si t < 0,
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notemos que X(·) ∈ L2, pues E|X (t) |2 < ∞ para todo t, además µX(t) = 0 y por inde-
pendencia tenemos que

KX(s, t) = E(X (s)X (t)) = E(X (s))E(X (t)) =

{
0 si s 6= t
1 si s = t.

Entonces la función de covarianza sólo depende de t − s, i.e., KX(s, t) = KX(0, t − s),
por lo tanto X(·) es un proceso L2-estacionario. Sin embargo X(·) no es estrictamente
estacionario, ya que la distribución de X (t) depende de t.

(b) Si X(·) es un proceso estocátisco gaussiano y L2-estacionario, entonces es estrictamente
estacionario, ya que µX(t) = µX(t + h) para toda h, t ∈R, y

KX(s, t) = KX(0, t− s) = KX(s + h, t + h),

es decir, los procesos X(·) y Yh(·) tienen la misma función media y la misma función de
covarianza. Por la observación 4, tenemos que X(·) es estrictamente estacionario, así el
recícproco de la Proposición 2.1 es válido.

Ejemplo. 2.1. Sean Y1,Y2 v.a. i.i.d. con distribución N(0,σ2). Sea λ ∈R. Sea X (t) el proceso
estocástico definido como

X (t) := Y1 cosλt + Y2 senλt ∀ t ∈R.

Demuestre que X (t) es

(a) gaussiano, y

(b) L2-estacionario.

Demostración. Probareros (a). Sean t1, . . . , tn, a1, . . . , an ∈R ∀n ∈N. Entonces
n

∑
j=1

ajX(tj) = Y1

n

∑
j=1

aj cosλtj + Y2

n

∑
j=1

aj senλtj,

se sigue que
αY1 + αY2 ∼ N(0, (α2 + β2)σ2),

donde α = ∑n
j=1 aj cosλtj y β = ∑n

j=1 aj senλtj. Por lo tanto X (t) es gaussiano.

Ahora para (b). Sean s, t ∈R. Entonces

µX(t) = E(X (t))
= (E(Y (1)))cosλt + (E(Y (2)))senλt = 0;

KX(s, t) = E(X (s)X (t))

= E(Y (1)2 cosλs · cosλt + Y (2)2 senλs · senλt
+ Y (1)Y (2)cosλs · senλt + Y (1)Y (2)senλs · cosλt)

= σ2(cosλs · cosλt + senλs · senλt)

= σ2 cosλ(t− s).
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Por lo tanto X (t) tiene media cero y función de covarianza rX(t) = KX(0, t) =
σ2 cosλt , i.e., X (t) es débilmente estacionario.

Ejemplo. 2.2 (Proceso de Wiener con T = R). Se dice que W(·) = {W (t) , t ∈ R} es un
proceso de Wiener con párametro σ2 ≥ 0 si

(a) W(0) = 0,

(b) W(·) tiene incrementos independientes, y

(c) W(·) tiene incrementos estacionarios con

W (t)−W (s) ∼ N(0,σ2(t− s)), ∀ t ≥ s.

Demuestre que W(·) es un proceso estocástico en L2 con función media cero y función de
covarianza

KW(s, t) =

{
σ2 ·mı́n{|s|, |t|} si s · t ≥ 0,
0 si s · t < 0.

Demostración. Si t ≥ 0, entonces W(t) = W(t)−W(0) ∼ N(0,σ2t), y en caso contrario
si t < 0, implica que W(t) = W(0)−W(t) ∼ N(0,−σ2t). Por lo que E(W(t)) = 0 para
todo t ∈R.

Luego del ejemplo 1.2, KW(s, t) = σ2 mı́n{s, t} para s, t ≥ 0.

Sea s < t ≤ 0. Por (b), W(s)−W(t)⊥W(t)−W(0). Entonces

E(W(s)W(t)) = E{[−(W(t)−W(s)) + W(t)]W(t)}

= −E [(W(t)−W(s))W(t)] + E
(

W(t)2
)

= −E((W(t)−W(s)))E(W(t)) + E
(

W(t)2
)

= −σ2t

La última igualdad se sigue de (c), ya que W(t) ∼ N(0,−σ2t).

Por lo tanto KW(s, t) =−σ2t= σ2(−t) = σ2|t| para s< t≤ 0. Analogámente KW(s, t) =
σ2|s| cuando t < s ≤ 0. Por lo tanto cuando s y t tienen el mismo signo, tenemos que

KW(s, t) = σ2 mı́n{|s|, |t|} si s · t ≥ 0.

Por otra parte si s < 0 < t, como W(·) tiene incrementos independientes y estacionarios
con distribución normal de media cero, obtenemos

E(W(s)W(t)) = E [−(W(0)−W(s))(W(t)−W(0))]
= −E(W(0)−W(t))E(W(t)−W(0))
= 0.

Analogámente E(W(s)W(t)) = 0 cuando t < 0 < s, así KW(s, t) = 0 si s · t < 0.
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Ejemplo. 2.3 (Movimiento browniano geométrico). Sea W(·) := {W (t) , t≥ 0} un pro-
ceso de Wiener estándar. Entonces el proceso X(·) definido por

X (t) := eµt+σW(t) ∀ t ≥ 0,

con µ ∈ R y σ > 0 constantes. Demuestre que X(·) es un proceso estocástico en L2, que no es
gaussiano y con función media y de covarianza

mX(t) = eµt+ σ2t
2 ∀ t ≥ 0,

KX(s, t) = e(µ+
σ2
2 )(t+s)(eσ2s − 1) ∀0≤ s ≤ t.

Demostración. Recordemos que si X ∼ N(µ,σ2), entonces su función generadora de
momentos es

MX(t) := E
(
etx)

= eµt+ σ2t2
2

luego como W (t) ∼ N(0, t), entonces σW (t) ∼ N(0,σ2t), asì la función generadora de
momentos de la variable aleatoria σW(t) evaluada en 1 es

MσW(t)(1) = e
σ2t
2 .

Por lo tanto

mX(t) = E(X (t))

= E
(

eµt+σW(t)
)

= eµtE
(

eσW(t)
)

= eµtMσW(t)(1)

= eµt+ σ2t
2 .

Para calcular la función de covarianza notemos que

W (s) + W (t) = 2W (s) + W (t)−W (s)

donde 2W (s) y W (t)−W (s) son incrementos independientes con distribución N(0,4s)
y N(0, t− s) respectivamente, implica que

σ(W (s) + W (t)) ∼ N(0,σ2(3s + t)).
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Así

E(X (s)X (t)) = E
(

eµs+σW(s)eµt+σW(t)
)

= eµ(s+t)E
(

eσ(W(s)+W(t))
)

= eµ(s+t)Mσ(W(s)+W(t))(1)

= eµ(s+t)e
σ2(3s+t)

2 . (2.5)

Por lo tanto

KX(s, t) = E(X (s)X (t))−E(X (s))E(X (t))

= eµ(s+t)e
σ2(3s+t)

2 − eµs+ σ2s
2 eµt+ σ2t

2

= e(µ+
σ2
2 )(s+t)eσ2s − e(µ+

σ2
2 )(s+t)

= e(µ+
σ2
2 )(s+t)

(
eσ2s − 1

)
.

Ahora tomando s = t en (2.5), tenemos que

E
(

X2(t)
)
= e2µte2σ2t < ∞ ∀ t ≥ 0,

es decir, X(·) ∈ L2. Finalmente X(·) no es gaussiano, ya que para n = 1 en la definición
1.5, tomando t1 = t y a1 = 1. Sea Y := µt + σW(t), entonces Y ∼ N(µt,σ2t). Por lo que
X = exp(Y) tiene distribución log-normal.

2.2. Cálculo en L2

2.2.1. Terminología

Definición. 2.3. Sea V un espacio vectorial (sobre R). Una seminorma en V, es una función
|| · || : V→ [0,∞) tal que para x,y ∈ V y todo a ∈R, se satisface:

(a) x = 0⇒ ||x|| = 0,

(b) ||ax|| = |a| ||x||, (Homogeneidad absoluta)

(c) ||x + y|| ≤ ||x||+ ||y||. (Subaditividad o desigualdad del triángulo)

si además se cumple el recíproco de (a), es decir,

||x|| = 0⇒ x = 0,

se dice que || · || es una norma. En este caso al par (V, || · ||) se le llama espacio vectorial
normado.
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Definición. 2.4. Una métrica o distancia en un conjunto V es una función d : V × V →
[0,∞) tal que para todos los x,y,z ∈ V, se satisface:

(a) d(x,y) = 0⇔ x = y,

(b) d(x,y) = d(y, x),

(c) d(x,z) ≤ d(x,y) + d(y,z).

Al par (V,d) se le llama espacio vectorial métrico.

Claramente, si (V, || · ||) es un espacio vectorial normado, entonces (V,d) es un es-
pacio vectorial métrico con la distancia d : V×V→R+ definida por d(x,y) := ||x− y||.
Un espacio vectorial normado es completo si toda sucesión de Cauchy en V converge
(con respecto a d), es decir, si {X(n)} ⊂ V es una sucesión tal que d(X(n), X(m))→ 0
cuando n,m→∞, entonces ∃ x ∈ V tal que x = lı́mn→∞ x(n).

Un espacio vectorial normado completo se llama espacio de Banach.

Hipótesis: Dado un espacio de probabilidad (Ω,F ,P), diremos que cualesquiera dos
v.a’s X y Y son iguales si lo son casi seguramente, es decir, P(X = Y) = 1. (En otras
otras palabras, si P(X 6= Y) = 0, entonces X = Y.)

Ejemplo. 2.4. Sea p ≥ 1 y sea Lp ≡ Lp(Ω,F ,P) el conjunto de todas las v.a’s X tales que
E|X|p < ∞. Entonces

||X||p := (E|X|p)1/p (2.6)

define una seminorma sobre Lp. En efecto, ||X||p = 0 implica que P(X = 0) = 1; pero no
implica que X = 0. Sin embargo, bajo la hipótesis, la expresión (2.6), define una norma sobre
Lp. De hecho, (Lp, || · ||p) es un espacio de Banach.

Definición. 2.5. Sea V un espacio vectorial. Un producto interno sobre V es una función
(x,y)→ 〈x,y〉 de V ×V→R tal que para x,y,z ∈ V y todo a ∈R, se satisface:

(a) 〈x, x〉 ≥ 0,

(b) 〈x, x〉 = 0 ⇔ x = 0,

(c) 〈ax + by,z〉 = a 〈x,z〉+ b 〈y,z〉,

(d) 〈x,y〉 = 〈y, x〉.

Proposición. 2.2 (Propiedades del producto interno). Sea 〈·, ·〉 un producto interno sobre
un espacio vectorial V. Sea

||x|| :=
√
〈x, x〉 (2.7)
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(a) Desigualdad de Cauchy-Schwarz.

| 〈x,y〉 | ≤ ||x|| ||y|| ∀ x,y ∈ V.

La igualdad es válida ssi x,y son linelamente dependientes, es decir, existe a ∈R tal que
x + ay = 0.

(b) La expresión 2.7 define una norma sobre V.

(c) El producto interno es continuo en ambas variables, es decir, si x(n)→ x y y (m)→ y,
entonces 〈x(n),y (m)〉 → 〈x,y〉.

Definición. 2.6. Un espacio vectorial V con un producto interno 〈x,y〉 se dice que es un
espacio pre-Hilbert. Si además es un espacio completo con respecto a la norma definida por 2.7,
entonces es un espacio de Hilbert. (En particular, un espacio de Hilbert es de Banach.)

Ejemplo. 2.5. En el ejemplo 2.4 tómese p = 2. Entonces L2 ≡ L2(Ω,F ,P) con el producto
interno

〈X,Y〉 := E(XY) (2.8)

es un espacio de Hilbert; por 2.7, la norma en L2 es

||X||2 :=
√
〈X, X〉 =

√
E(X2). (2.9)

Bajo la hipótesis podemos escribir la desigualdad de Cauchy-Schwarz como

|E(XY)| ≤ ||X||2 · ||Y||2 =
√

E(X2) ·
√

E(Y2). (2.10)

Por 2.9, tenemos convergencia en L2, es decir,

X(n)→ X en L2⇔ ||X(n)− X||2→ 0⇔ E|X(n)− X|2→ 0. (2.11)

Además por la continuidad del producto interno tenemos el siguiente lema

Lema. 2.1. Si X(n)→ X y Y (m)→ Y en L2, entonces

E(X(n)Y (m))→ E(XY)

.

Lema. 2.2 (Criterio para la existencia de un limite en L2). Sea X(·) = {X (t) , t ∈ T} un
proceso estocástico en L2. Sea t0 ∈ T. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

(a) Existe una v.a. X ∈ L2 tal que X (t)→ X en L2 cuando t→ t0.

(b) Existe un número l ∈R tal que

E(X(tn)X(t′m))→ l cuando n,m→∞ (2.12)

para cualesquiera dos sucesiones tn→ t0, t′m→ t0.
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Demostración. (a)⇒(b). Sean {tn,n ∈N}, {t′m,m ∈N} dos sucesiones tales que tn→ t0
y t′m→ t0. Entonces por (a)

X(tn)→ X y X(t′m)→ X en L2.

Luego, por el Lema 2.1 tenemos que

E(X(tn)X(t′m))→ E(X2).

Por lo tanto con l := E(X2) tenemos (b).

(b)⇒(a). Supongamos que tn→ t0. Como

E[(X(tn)− X(tm))
2] = E(X(tn)

2) + E(X(tm)
2)− 2E(X(tn)X(tm)),

por 2.12,
E[(X(tn − X(tm))

2]→ l + l − 2l = 0 cuando n,m→∞,

es decir, ||X(tn)− X(tm)||2→ 0 lo que implica que {X(tn)} es una sucesión de Cauchy
en L2. Luego como L2 es completo, existe X ∈ L2 tal que X(tn)→ X en L2.

Ahora sea {sn} cualquier otra sucesión tal que sn→ t0. Entonces

E[(X(sn)− X(tn))
2]→ 0 cuando n→∞,

implica que ||X(sn)− X(tn)||2→ 0.

Como ||X(tn)− X||2→ 0 y utilizando la desigualdad del triángulo, obtenemos

||X(sn)− X||2 ≤ ||X(sn)− X(tn)||2 + ||X(tn)− X||2
→ 0 cuando n→∞,

por lo tanto X(sn)→ X.

2.2.2. Continuidad en L2

Definición. 2.7. Sea X(·) = {X (t) , t ∈ T} ∈ L2. Decimos que el proceso estocástico X(·) es
L2-continuo en t si X(t + h)→ X (t) en L2 cuando h→ 0. Decimos que el proceso estocástico
X(·) es L2-continuo si es L2-continuo en todo punto t ∈ T.

De la definición 2.7 se sigue que si X(·) es L2-continuo, entonces la función me-
dia µX(·) es continua, ya que por la desigualdad de Jensen, E[(X(t + h)− X (t))2] ≥
[µX(t + h)− µX(t)]2, entonces µX(t + h)→ µX(t) cuando h→ 0.

Observación. 6. Sea X(·) = {X (t) , t∈ T} un proceso estocástico. Definamos X∗(·) = {X (t)−
µX(t), t ∈ T}, entonces X(·) es L2-continuo si y sólo si X∗(·) es L2-continuo. Además

µX∗(t) = 0 ∀ t ∈ T,
KX(s, t) = KX∗(s, t) ∀ s, t ∈ T.
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Teorema. 2.1 (Criterio de continuidad). Sea µX : T→R tal que µX(·) es continua. Enton-
ces X(·) es L2-continuo en t si y sólo si KX es continua en (t, t).

Demostración. Sea t ∈ T. Por la observación 6 podemos suponer µX(t) = 0 ∀ t ∈ T.

(⇒) Como X(·) es L2-continuo en t, entonces

X(t + h)→ X (t) y X(t + h′)→ X (t) en L2 cuando h, h′→ 0.

Luego, cuando h, h′ tienden a cero y por el Lema 2.1, tenemos

KX(t + h, t + h′) = E(X(t + h)X(t + h′))→ E(X (t)X (t)) = K(X)(t, t),

es decir, KX es continua en (t, t).

(⇐) Sea KX continua en (t, t). Entonces

E[(X(t + h)− X (t))2] = KX(t + h, t + h) + KX(t, t)− 2KX(t + h, t)
→ 0 cuando h→ 0,

es decir, para cada t ∈ T, X(t + h)→ X (t) en L2 cuando h→ 0.

Por lo tanto X(·) es L2-continuo.

Ejemplo. 2.6. Sea W(·) = {W (t) , t ∈ R} el proceso de Wiener del ejemplo 2.2. Entonces
W(·) es L2-continuo.

Demostración. Como W(·) tiene función media µW(t) = 0 para toda t ∈ R, entonces
µW(·) es continua, y

KW(t, t) = Var(X (t)) = σ2|t| ∀ t ∈R.

Se sigue que KW(t, t) es continua en (t, t), por el Teorema 2.1, W(·) es L2-continuo
en t para toda t ∈R. Por lo tanto W(·) es L2-continuo

Corolario. 2.1. Sea X(·) = {X (t) , t ∈ T} un propceso estocástico con función media µX
continua. Si KX es continua en (t, t) para todo t ∈ T, entonces KX es continua en (s, t) para
todo s, t ∈ T.

Demostración. Nuevamente por la observación 6 sea µX(t) = 0 para todo t ∈ T, por el
Teorema 2.1, para cada s, t ∈ T, tenemos

X(s + h)→ X (s) y X(t + h′)→ X (t) en L2 cuando h, h′→ 0.

Como KX(s + h, t + h′) = E(X(s + h)X(t + h′)) y por el Lema 2.1,

KX(s + h, t + h′)→ KX(s, t) cuando h, h′→ 0.

Por lo tanto KX(s, t) es continua en (s, t) para todo s, t ∈ T.
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Teorema. 2.2. Sea X(·) = {X (t) , t ∈ T} un proceso estocástico en L2 tal que es débilmente
estacionario. Sea rX(t) := KX(0, t). Entonces

(a) Si X(·) es L2-continuo en algún punto t ∈ T, entonces rX es continua en 0.

(b) Si rX es continua en 0, entonces es continua en todo t ∈ T y, además X(·) es L2-continuo.

Demostración. (a) Sea t ∈ T. Sea X(·) L2-continuo. Entonces X(t + h)→ X (t) cuando
h→ 0, además como X(·) es débilmente estacionario,

rX(h) = E(X (t)X(t + h)),

por el Lema 2.1, tenemos

rX(h)→ E(X (t)X (t)) = rX(0) cuando h→ 0.

Por lo tanto rX es continua en 0.

(b) Sea t ∈ T. Como rX es continua en 0,

E[(X(t + h)− X (t))2] = KX(t + h, t + h) + KX(t, t)− 2KX(t + h, t)
= rX(0) + rX(0)− 2rX(h)→ 0 cuando h→ 0,

es decir, para cada t ∈ T, X(t + h)→ X (t) en L2 cuando h→ 0.

Por lo tanto X(·) es L2-continuo.

Ahora, X(s + t + h)→ X (s + t) en L2 cuando h→ 0, y por el Lema 2.1 se sigue que

rX(t + h) = E(X (s)X(s + t + h))→ E(X (s)X (s + t)) = rX(t) cuando h→ 0,

es decir, rX es continua en todo t ∈ T.

2.2.3. Diferenciabilidad en L2

Definición. 2.8. Sea X(·) := {X (t) , t ∈ T} un proceso estocástico en L2. Decimos que X(·)
es L2–diferenciable en t ∈ T si existe una variable aleatoria X′(t) ∈ L2 tal que

X(t + h)− X (t)
h

→ X′(t) en L2 cuando h→ 0.

En este caso escribimos X′(t) = d
dt X (t).

Ejemplo. 2.7. . El proceso de Wiener W(·) no es L2–diferenciable.
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Demostración. Supongamos que W(·) es L2–diferenciable. Sea t ∈ T, entonces existe
una variable aleatoria W ′(t) ∈ L2 talque

W(t + h)−W (t)
h

→W ′(t) en L2 cuando h→ 0.

Por el Lema 2.2 existe l ∈R tal que

E

((
W(t + h)−W(t)

h

)2
)
→ l cuando h→ 0.

Sin embargo, como W(t+ h)−W(t)∼ N(0,σ2|h|) vemos que al lado izquierdo es igual
a

1
h2 σ2 |h| = σ2

|h| →∞ cuando h→ 0,

es decir,

lı́m
h→0

E

((
W(t + h)−W(t)

h

)2
)
= ∞

Lo cual contradice la hipótesis. Asimismo si existiece W ′(t) por la continuidad del
producto interno

E

((
W(t + h)−W(t)

h

)2
)
→ E

(
W ′(t)2

)
cuando h→ 0

⇔E

((
W(t + h)−W(t)

h

)2

−W ′(t)2

)
→ 0 cuando h→ 0

De modo que

E
(

W ′(t)2
)
= lı́m

h→0
E

((
W(t + h)−W(t)

h

)2
)
= ∞.

Por lo tanto W ′(t)2 /∈ L2. Por lo tanto W(·) no es L2–diferenciable.

Proposición. 2.3. Sea X(·) = {X(t), t ∈ T} un proceso estocástico L2–estacionario con fun-
ción de covarianza r(t) = KX(0, t). Si X(·) es L2–diferenciable para todo t ∈ T, entonces r es
dos veces diferenciable, y el proceso estocástico X′(·) = {X′(t), t ∈ T} es L2–estacionario con
media cero y función de covarianza −r′′(t).

Demostración. Como X(·) es L2-diferenciable,

1
h
[X(s + h)− X(s)]→ X′(s) en L2 cuando h→ 0.
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Y también X(s + t)→ X(s + t) en L2 cuando h→ 0. Por el Lema 2.1 se sigue que

1
h
[r(t− h)− r(t)]→ E

(
X(s + t)X′(s)

)
.

Como X(s + t), X′(s) ∈ L2, usando la desigualda de Holder tenemos que

E
(
X(s + t)X′(s)

)
< ∞.

Por lo tanto, r es diferenciable en todo t ∈ T y

− r′(t) = E
(
X(s + t)X′(s)

)
. (2.13)

Por otra parte

1
h′
[X(s + t + h′)− X(s + t)]→ X′(s + t) en L2

y X′(s)→ X′(s) en L2 cuando h′→ 0, de 2.13 y por el Lema 2.1 se sigue que

1
h′
[−r′(t + h′) + r′(t)]→ E

(
X′(s + t)X′(s)

)
.

Es decir, r′′(t) existe para todo t y es igual a −E(X′(s + t)X′(s)) .

2.2.4. Integrabilidad en L2

Sea X(·) = {X(t), t ∈ T} un proceso estocástico en L2 y [a,b] un intervalo contenido
en T. Sea g : [a,b]→R.

Para cada partición πn : a = t0 < t1 < · · · < tn = b, definimos

I(πn) :=
n

∑
i=1

g(ti)X(ti)(ti − ti−1).

Sea |πn| := máx{ti − ti−1 : i = 1, . . . ,n}. Si existe una variable aleatoria I ∈ L2 tal que
I(πn)→ I en L2 cuando |πn| → 0 y, además, la variable limite I es independiente de la
selección de las particiones πn, decimos entonces que g(·)X(·) es L2–integrable sobre
[a,b] y escribimos

I :=
∫ b

a
g(t)X(t)dt.

Teorema. 2.3. Sea X(·) = {X(t), t ∈ T} un proceso estocástico en L2 y [a,b]⊂ T con función
media mX continua sobre [a,b]. Sea g : [a,b]→ R una función continua sobre [a,b]. (Basta
pedir que sea continua por partes.)

(a) Si g(·)X(·) es L2–integrable sobre [a,b], entonces

E

(∫ b

a
g(t)X(t)dt

)
=
∫ b

a
g(t)mX(t)dt. (2.14)
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(b) Si además, la función de covarianza KX es continua sobre [a,b]× [a,b], entonces g(·)X(·)
es L2-integrable sobre [a,b] y la integral I tiene esperanza E(I) dada por 2.14, segundo
momento E(I2) dado por

E

((∫ b

a
g(t)X(t)dt

)2
)
=
∫ b

a

∫ b

a
g(s)g(t)E [X(s)X(t)]dsdt, (2.15)

y varianza

Var(I) =
∫ b

a

∫ b

a
g(s)g(t)KX(s, t)dsdt, (2.16)

Demostración. (a) Sea πn : a = t0 < t1 < · · ·< tn = b una partición de [a,b] tal que |πn| →
0. Entonces, por linealidad de la esperanza

E (I(πn)) =
n

∑
i=1

g(ti)mX(ti)(ti − ti−1),

luego, como g y mX son continuas en [a,b], entonces g ·mX es integrable en el sentido
de Riemann,

E (I(πn)) =
n

∑
i=1

g(ti)mX(ti)(ti − ti−1)→
∫ b

a
g(t)mX(t)dt.

Por otra parte, como I(πn)→ I en L2, es decir, E(|I(πn)− I|2)→ 0. Utilizando la de-
sigualdad de Cauchy–Schwarz tenemos que |E(I(πn)− I)|2 ≤ E(|I(πn)− I|2). Por lo
tanto

|E (I(πn))−E(I)|2→ 0,

es decir, E(I(πn))→ E(I), esto demuestra (a).

(b) Sea πn como en (a) y sea π′m : a = s0 < s1 < · · · < sm = b otra partición de [a,b].
Notemos que E(X(s)X(t)) es continua en [a,b] × [a,b], ya que es suma de funciones
continuas, E(X(s)X(t)) = KX(s, t) + E(X(s))E(X(t)), por propiedades de la integral
de Riemann,

E
[
I(πn)I(π′m)

]
=

n

∑
i=1

m

∑
j=1

g(ti)g(sj)E
[
X(ti)X(sj)

]
(ti − ti−1)(sj − sj−1))

→
∫ b

a

∫ b

a
g(t)g(s)E [X(t)X(s)]dsdt.

Luego, por el Lema 2.2 existe una variable aleatoria I en L2 talque I(πn)→ I en L2,
así mismo I(π′n)→ I en L2, por la continuaidad del producto interno obtenemos

E
(

I(πn)I(π′n)
)
→ E

(
I2
)
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Por lo tanto

E
(

I2
)
=
∫ b

a

∫ b

a
g(s)g(t)E [X(s)X(t)]dsdt

Finalmente de (2.14) y (2.15) se deduce (2.16).

Teorema. 2.4. Sean f : [a,b]→R y g : [c,d]→R funciones continuas por partes, y supóngase
que mX y KX son ambas funciones continuas. Entonces

Cov
[∫ b

a
f (t)X(t)dt,

∫ d

c
g(s)X(s)ds

]
=
∫ b

a
f (t)

[∫ d

c
g(s)KX(s, t)ds

]
dt

=
∫ d

c
g(s)

[∫ b

a
f (t)KX(s, t)dt

]
ds

Además, el proceso Y(t) :=
∫ t

a X(s)ds satisface que para todo t, s ∈ T, con s, t ≥ a

mY(t) :=
∫ t

a
mX(u)du, (2.17)

KY(s, t) =
∫ s

a

∫ t

a
KX(u,v)dudv =

∫ t

a

∫ s

a
KX(u,v)dvdu (2.18)

Demostración. El resultado se sigue de manera análoga al Teorema anterior.

Observación. 7. Sean g : [a,b]→ R conntinua por partes y mX y KX continuas. Si X(·) es
un proceso gaussiano, entonces I =

∫ b
a g(t)X(t)dt es una variable aleatoria gaussiana, ya que

como I es el límite en L2 de variables gaussianas, veáse Proposición A.3.

Ejemplo. 2.8. Sea W(·) = {W(t), t ≥ 0} un proceso de Wiener con parámetro σ2 > 0. Por el
ejemplo 1.2 W(·) es un porceso gaussiano y por la observación anterior con g(t) = 1, tenemos
que para cada b ≥ 0, la integral es

∫ b
0 W(t)dt es una variable aleatoria normal con media 0 y

varianza dada por

Var
(∫ b

0
W(t)dt

)
=
∫ b

0

∫ b

0
KW(s, t)dsdt

= 2
∫ b

0

(∫ s

0
σ2tdt

)
ds

= σ2
∫ b

0
s2ds = σ2b3/3.
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Capítulo 3

Integración Estocástica

3.1. Introducción

En esta capítulo presentaremos las ideas básicas de la teoría de integración estocás-
tica en el caso donde el integrando es un proceso estocástico adaptado a la filtración
con respecto a la cual el integrador es un Proceso de Wiener. El objetivo es definir inte-
grales estocásticas de la forma∫ b

a
f (t)dW(t) donde a,b ∈R (3.1)

Porque para cada t, t 7→W(t) no es de variación acotada sobre cualquier intervalo, im-
posibilitando definir (3.1) en el sentido de Riemann-Stieltjes.

Ahora daremos la idea que usó K. Itô (1944) para definir la integral estocástica (3.1)

3.2. Integral de Itô

Definiremos la integral estocástica como se hace en la teoría de integración, primero
para procesos simples y después aproximaremos a procesos más generales.

Consideremos un intervalo [a,b], donde a < b < ∞ con sus Borelianos restringidos
al intervalo [a,b], es decir, con B[a,b] = σ{B ∩ [a,b], B ∈ BR}, y con la medidad de Lebes-
gue λ(dt) = dt. Además consideremos el espacio usual L2(Ω)≡ L2(Ω,F ,P) y también
el espacio L2([a,b]×Ω) ≡ L2([a,b]×Ω,B[a,b] ×F ) con producto interno dado por

〈 f , g〉 := E

(∫ b

a
f (t)g(t)dt

)
=
∫ b

a
E( f (t)g(t))dt (3.2)

Así, la norma en L2([a,b]×Ω) es

|| f ||L2([a,b]×Ω) := 〈 f , f 〉1/2 =

(∫ b

a
E
(

f 2(t)
)

dt
)1/2

. (3.3)
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Sea {W(t) : t ≥ 0} un proceso de Wiener estándar definido sobre un espacio de pro-
babilidad (Ω,F ,P). Sea F W := {Ft, t ≥ 0} la filtración natural de W(·).

Definición. 3.1. Para 0≤ a < b, definamos a N [a,b] como la familia de Procesos Estocásticos
f (·) = { f (t), t ≥ 0} tales que

(a) (t,w)→ f (t,w) : [0,∞)×Ω→R es medible;

(b) f (·) está adaptado a F W ;

(c) f ∈ L2([a,b]×Ω), es decir,
∫ b

a E
(

f 2(t)
)

dt = E
(∫ b

a f 2(t)dt
)
< ∞.

Definición. 3.2. Sea f ∈ N [a,b].Decimos que f es un Proceso Estocástico Simple si existe
una partición a = t0 < t1 < · · · < tn = b de [a,b] tal que

f (t) ≡ f (ti) ∀t ∈ [ti, ti+1) , i = 0,1, · · · ,n− 1;

en otras palabras,

f (t) =
n−1

∑
i=0

f (ti)I[ti,ti+1)
(t),

en donde, por convención,[tn−1, tn)≡ [tn−1,b] . Denotemos por S [a,b] la subfamilia de proce-
sos estocásticos simples f ∈ N [a,b].

Definición. 3.3. (La integral de Itô para Procesos Estocásticos en S [a,b].) Si f ∈S [a,b] es
simple, definimos la integral de Itô de f como∫ b

a
f (t)dW(t) :=

n−1

∑
i=0

f (ti)∆Wi, (3.4)

donde ∆Wi := W(ti+1)−W(ti). La denotaremos como
∫ b

a f dW ó I( f ).

Proposición. 3.1 (Propiedades de I( f ) para procesos simples). Sean f , g procoesos en
S [a,b] y α, β números reales. Entonces:

(a)
∫ b

a (α f + βg)dW = α
∫ b

a f dW + β
∫ b

a gdW;

(b) la integral de Itô
∫ b

a f dW es una variable aleatoria con media cero, es decir

E

(∫ b

a
f dW

)
= 0, (3.5)

y variaza

E

((∫ b

a
f dW

)2
)
=
∫ b

a
E
(

f 2(t)
)

dt = E

(∫ b

a
f 2(t)dt

)
. (3.6)

Al resultado anterior se le llama isometría de Itô.
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Demostración. La demostración de (a) se deja como ejercicio para el lector
(b) Como W(·), tiene incrementos independientes, entonces la variable aleatoria ∆Wi :=
W(ti+1)−W(ti) es independiente de F W

ti
y por propiedades de esperanza condicional

E
(

∆Wi

∣∣∣F W
ti

)
= E(∆Wi) = 0 (3.7)

También como h(x) = x2 es BR-medible, entonces h(∆Wi) es independiente de F W
ti

,
así

E
(
(∆Wi)

2
∣∣∣F W

ti

)
= E

(
(∆Wi)

2
)
= ti+1 − ti.

Ahora, como
E( f (ti)∆Wi) = E

(
E
(

f (ti)∆Wi

∣∣∣F W
ti

))
.

Como f ∈ S [a,b], entonces está acotada y además f (t) es F W
t para todo t, entonces

por (3.7),

E( f (ti)∆Wi) = E
(

f (ti)E
(

∆Wi

∣∣∣F W
ti

))
= 0 para i = 0,1, · · · ,n− 1,

que junto con la definición 3.3 se sigue que

E

(∫ b

a
f dW

)
=

n−1

∑
i=0

E( f (ti)∆Wi) = 0.

Nuevamente por la definición de la integral de Itô 3.3 se obtiene

E

((∫ b

a
f dW

)2
)
= A + B, (3.8)

donde

A := E

(
n−1

∑
i=0

f (ti)
2(∆Wi)

2

)
y

B := 2E

(
∑
i<j

f (ti) f (tj)∆Wi∆Wj

)
.

Se puede observar que B = 0 por que, para ti < tj, f (ti) es F W
ti

-medible, pero como
F W es filtración, entonces F W

ti
⊂Ftj . Por lo que f (ti) es F W

tj
-medible, y por (3.7)

E
(

f (ti) f (tj)∆Wi∆Wj
)
= E

(
E
(

f (ti) f (tj)∆Wi∆Wj

∣∣∣F W
tj

))
= E

(
f (ti) f (tj)∆WiE

(
∆Wj

∣∣∣F W
tj

))
= 0.
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Por otra parte,

A =
n−1

∑
i=0

E
(

f (ti)
2(∆Wi)

2
)

y como f (ti)
2 es F W

ti
-medible y acotada,

E
(

f (ti)
2(∆Wi)

2
)
= E

(
E
(

f (ti)
2(∆Wi)

2
∣∣∣F W

ti

))
= E

(
f (ti)

2E
(
(∆Wi)

2
∣∣∣F W

ti

))
= E

(
f (ti)

2
)
(ti+1 − ti)

vemos que

A =
∫ b

a
E
(

f 2(t)
)

dt.

Obteniendo el resultado.

Definición. 3.4. Sean (V1,‖ · ‖1) y (V2,‖ · ‖2) dos espacios vectoriales normados con produc-
tos internos 〈·, ·〉1 y 〈·, ·〉2, respectivamente. Se dice que una función lineal I : V1→ V2 es una
isometría si para todo v ∈ V1 se cumple que ‖I(v)‖2 = ‖v‖1.

En este caso es fácil ver que〈
v,v′

〉
1 =

〈
I(v), I(v′)

〉
2 ∀v,v′ ∈ V1. (3.9)

Ahora interpretemos la integral de Itô como una función I : S [a,b]→ L2 (Ω) que a
cada proceso f ∈S [a,b] le asocia la variable aleatoria I( f ) =

∫ b
a f dW definida en (3.4).

Por la Proposición 3.1 I es lineal, mientras que la igualdad en (3.6) establece que la nor-
ma de I( f )∈ L2 coincide con la norma de f ∈ L2([a,b]×Ω), es decir I : S [a,b]→ L2(Ω)
es una isometría.

En particular, (3.9) se puede escribir

〈 f , g〉 = 〈I( f ), I(g)〉 ∀ f , g ∈S [a,b] ,

en donde 〈 f , g〉 está dado por (3.2), mientras que

〈I( f ), I(g)〉 = E (I( f ) · I(g)) = E

(∫ b

a
f dW ·

∫ b

a
gdW

)
,

es decir,

E

(∫ b

a
f dW ·

∫ b

a
gdW

)
= E

(∫ b

a
f (t)g(t)dt

)
=
∫ b

a
E ( f (t)g(t))dt (3.10)

para todo f , g ∈S [a,b]. Ahora, para poder extender la definición de la integral de Itô
es necesario el siguiente resultado
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Lema. 3.1. El espacio S [a,b] es denso en N[a,b] respecto de la norma en L2([a.b]×Ω), es
decir, para toda f (·) ∈ N [a,b] existe una sucesión { fn}n≥1 en S [a,b] tal que

E

(∫ b

a
| fn(t)− f (t)|2 dt

)
→ 0 cuando n→∞. (3.11)

Demostración. Supongamos primero que f es acotada con trayectorias t 7→ f (t,ω) con-
tinuas para cada ω ∈Ω.

Para cada n = 1,2, · · · , sea πn = {a = t0 < t1 < · · · < tn = b} la partción de [a,b] de-
finida como ti := a + i(b− a)/n para i = 1, . . . ,n, y sea fn ∈S [a,b] la función

fn(t) :=
n−1

∑
i=0

f (ti)I[ti,ti+1)
(t).

Sea ‖ f ‖ := supt | f (t)| y nótese que

f (t) =
n−1

∑
i=0

f (t)I[ti,ti+1)
(t).

Luego

∀ t ∈ [ti, ti+1) : | fn(t)− f (t)| ≤ sup
ti<t<ti+1

| f (ti)− f (t)|/n ≤ 2‖ f ‖/n

y por lo tanto∫ b

a
| fn(t)− f (t)|2 dt =

n−1

∑
i=0

∫ ti+1

ti

| fn(t)− f (t)|2 dt ≤ 4‖ f ‖2

n2 (b− a)→ 0

cuando n→∞. Luego por el Teorema de Convergencia Acotada

E

(∫ b

a
| fn(t)− f (t)|2 dt

)
→ 0 cuando n→∞.

Ahora, sea f ∈ N [a,b] acotada, es decir, existe una constante M talque | f (t,ω)| ≤M
para todo (t,ω) ∈ [a,b]×Ω.

En este caso existe una sucesión de funciones fn ∈ N [a,b] tales que t 7−→ fn(t,ω)
es continua para todo ω ∈ Ω y, además,| fn(t,ω)| ≤ M y fn(t,ω)→ f (t,ω) para todo
(t,ω) ∈ [a,b]×Ω. Nuevamente por Convergencia Acotada implica (3.11).

Finalmente tomenos f ∈ N [a,b] arbitraria. Para cada n = 1,2, · · · . Sea fn ∈ N [a,b] la
función truncada

fn(t) := f (t) si | f (t)| ≤ n (i.e.− n ≤ f (t) ≤ n),
:= n si f (t) > n,
:= −n si f (t) < −n.
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Nótese que cada fn es acotada (por que | fn| ≤ n), está dominada por f (| fn| ≤ | f | pa-
ra todo n), y fn(t)→ f (t) para todo t ∈ [a,b] cuando n→ ∞. Esto implica (3.11), por
Convergencia Acotada.

Así el Lema 3.1 nos permitirá construir la integral de Itô para f ∈ N [a,b] . Si f ∈
N [a,b] , por el Lema 3.1 existe una sucesión { fn} en S [a,b] que satisface (3.11). Sea
I( fn) =

∫ b
a fndW para toda n ∈N, entonces {I( fn)}n≥1 es una sucesión de Cauchy en

L2 (Ω) = L2 (Ω,F ,P) ya que para cada m ≤ n tenemos que

‖I( fn)− I( fm)‖2 = E
(
|I( fn)− I( fm)|2

)1/2

= E

(∣∣∣∣∫ b

a
( fn − fm)dW

∣∣∣∣2
)1/2

Como ( fn − f m) ∈S [a,b] y por la isometría de Itô (3.6), tenemos que

E

(∣∣∣∣∫ b

a
( fn − fm)dW

∣∣∣∣2
)1/2

= E

(∫ b

a
( fn(t)− fm(t))

2 dt
)1/2

,

y por (3.11)

‖I( fn)− I( fm)‖2 = E

(∫ b

a
( fn(t)− fm(t))

2 dt
)1/2

= ‖ fn − fm‖L2([a,b]×Ω)

≤ ‖ fn − f ‖L2([a,b]×Ω) + ‖ fm − f ‖L2([a,b]×Ω)

→ 0 cuando n,m→∞.

Como L2(Ω) es completo, entonces existe una variable aleatoria I( f ) ∈ L2 tal que

I( fn)
L2−→ I( f )

Definición. 3.5. Al limite I( f ) se le llama la integral de Itô de f y escribimos

I( f ) :=
∫ b

a
f (t)dW(t)

L2←−
∫ b

a
fn(t)dW(t) cuando n→∞. (3.12)

Luego, como la función limite es una función Borel medible, entonces I( f ) también
es variable aleatoria. Además, por la Proposición A.3 y (3.12) se estilan las siguientes
propiedades de I( f ) para f ∈ N [a,b]

(a) I( f ) es independiente de la sucesión aproximadamente{ fn} .

(b) La integral I( f ) satisface para todo f , g en N [a,b] :

E(I( f )) = E

(∫ b

a
f dW

)
= 0, (3.13)
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Var (I ( f )) = E

((∫ b

a
f dW

)2
)
=
∫ b

a
E
(

f 2(t)
)

dt, (3.14)

Cov
(∫ b

a
f dW,

∫ b

a
gdW

)
= E

(∫ b

a
f dW ·

∫ b

a
gdW

)
(3.15)

=
∫ b

a
E ( f (t)g(t))dt.

Ejemplo. 3.1. Para cada π : {a = t0 < t1 < . . . < tn = b} partición de [a,b] tal que |π| → 0
cuando n→∞ sea

Sn :=
n−1

∑
i=0

W(ti)∆Wi,

donde Wi := W(ti+1)−W(ti).

Ahora, como

W(ti) (W(ti+1)−W(ti)) =
1
2

(
W2(ti+1)−W2(ti)

)
− 1

2
(W(ti+1)−W(ti))

2 ,

entonces

Sn =
1
2

(
W2(b)−W2(a)

)
− 1

2

n−1

∑
i=0

(W(ti+1)−W(ti))
2

Por la variación cuadrática (1.3) tenemos que

Sn
L2→ 1

2

(
W2(b)−W2(a)

)
− 1

2
(b− a) cuando n→∞.

Por lo tanto, como W(·) está en N[a,b], obtenemos la integral de Itô∫ b

a
WdW =

1
2

(
W2(b)−W2(a)

)
− 1

2
(b− a).

Definición. 3.6. Si f ∈ N[a,b] y A ∈ B[a,b], entonces f · IA ∈ N[a,b]. Sea

∫
A

f (t)dW(t) :=
∫ b

a
f (t)IA(t)dW(t).

En particular, si f ∈ N[0.T] para algún T > 0, entonces podemos definir la integral idefinida

X(t) :=
∫ t

0
f (s)dW(s) ∀ t ∈ [0, T] (3.16)

Proposición. 3.2. Sea f ∈ N[0, T] y X(·) el procesos estocástico dado por (3.16). Entonces

(a) X(·) está adaptado a F W ; y
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(b) X(·) es un proceso en L2 y una martingala con respecto a F W . Por lo tanto:

(c) P
(

sup0≤t≤T |X(t)| > ε
)
≤ 1

ε2

∫ T
0 E

(
f 2(s)

)
ds,

(d) E
(

sup0≤t≤T |X(t)|2
)
≤ 4

∫ T
0 E

(
f 2(s)

)
ds.

Demostración. (a) Para un proceso estocástico f ∈ S [0, T], el resultado se sigue de la
definición de integral en (3.4), luego para f ∈ N[a,b], (a) se sigue de la definición de
I( f ) en (3.12), pues limite de funciones medibles es medible nuevamente. Por lo tanto
X(·) está adaptado a F W

(b) Por (3.13) y (3.14), E(X(t)) = 0 y Var(X(t)) = E
(
X2(t)

)
=
∫ t

0 E
(

f 2(s)
)

ds.. Así
sólo basta mostrar que para 0≤ s ≤ t < T

E
(

X(t)
∣∣∣FW

s

)
= X(s)

Pero como por definición de filtración X(s) es F W
S -medible, entonces

X(s) = E
(

X(s)
∣∣∣FW

s

)
,

luego por linealidad de la esperanza condicional equivale a demostrar

E
(

X(t)− X(s)
∣∣∣FW

s

)
= 0 0≤ s ≤ t < T.

De hecho, como

X(t) =
∫ t

0
f dW =

∫ s

0
f dW +

∫ t

s
f dW = X(s) +

∫ t

s
f dW,

debemos probar que

E

( ∫ t

s
f dW

∣∣∣∣F W
s

)
= 0. (3.17)

Verifiquemos (3.17) para f ∈S [0, T]. Sea πn = {s = t0 < t1, . . . ,< tn = t} una partición
de [s, t], entonces

∫ t

s
f dW :=

n−1

∑
i=0

f (ti)∆Wi,

donde ∆Wi = W(ti+1 −W(ti)). Luego por linealidad

E

( ∫ t

s
f dW

∣∣∣∣F W
s

)
=

n−1

∑
i=0

E
(

f (ti)∆Wi

∣∣∣F W
s

)
.

Como F W
s ⊂F W

ti
, utilizando la propiedad de torre (A.1)

E
(

f (ti)∆Wi

∣∣∣F W
s

)
= E

(
E
(

f (ti)∆Wi

∣∣∣F W
ti

)∣∣∣F W
s

)
,
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ahora, por definición f (ti) es F W
ti

-medible, en la esperanza condicional interna

E
(

f (ti)∆Wi

∣∣∣F W
ti

)
= f (ti)E

(
∆Wi

∣∣∣F W
ti

)
= 0.

Por lo tanto
E
(

f (ti)∆Wi

∣∣∣F W
s

)
= 0

Esto demuestra (3.17) para f ∈S [0, T], utilizando este resultado y de la definición de
integral pàra procesos en N[0, T] (3.12) se obtiene el resultado para toda f ∈ N[0, T].

Para los incisos (c) y (d), por (b), como

E
(
|X(T)| 2

)
E

((∫ T

0
f (s)dW(s)

)2
)
=
∫ T

0
E
(

f 2(s)
)

ds

y utilizando las desigualdades para martingalas (A.3) y (A.4) con p = 2 respectivamen-
te obtenemos el resultado deseado.

Definición. 3.7. Sean X(·) = {X(t), t ≥ 0} y Y(·) = {Y(t), t ≥ 0} dos procesos estcásticos
sobre (Ω,F ,P). Decimos que X(·) es una versión de Y(·) si

P(X(t) = Y(t)) = 1 t ≥ 0.

Teorema. 3.1 (Continuidad de la integral). Si f ∈ N[0, T] y X(t) :=
∫ t

0 f dW, entonces
existe una versión Y(·) de X(·) que tiene trayectorias continuas c.s.

Demostración. Sea 0 = t0 <, t1 . . . ,< tn = T una partición de [0, T]. Para cada t ∈ [0.T]
definamos t∗ := máx{ti, ti ≤ t}. Entonces

X(t) =
∫ t

0
f dW =

i−1

∑
i=0

f (ti)∆Wi + f (t∗)[W(t)−W(t∗)]

el resultado se sigue del hecho que W(·) es continuo. Ahora extendamos a procesos
f ∈ N[0, T]. Por el Lema 3.1 existe una sucesión { fn} ⊂S [0, T] tal que

lı́m
n→∞

∫ T

0
E
(
| fn(s)− f (s)|2

)
= 0. (3.18)

Así si tomamos Xn(t) :=
∫ t

0 fndW y por la proposición 3.2, cuando n→∞, tenemos

P

(
sup

0≤t≤T
|Xn(t)− X(t)| > ε

)
≤ 1

ε2

∫ T

0
E
(
| fn(s)− f (s)|2

)
→ 0.
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Por lo tanto, existe una subsucesión {nk} de {n} para la cual

P

(
sup

0≤t≤T
|Xnk(t)− X(t)| > 1

2k

)
≤ 1

2k ∀ k

y por lo tanto
∞

∑
k=1

P

(
sup

0≤t≤T
|Xnk(t)− X(t)| > 1

2k

)
≤

∞

∑
k=1

1
2k < ∞.

Luego por el Lema de Borel-Cantelli, P
(

sup0≤t≤T |Xnk(t)− X(t)| > 1
2k o.i.

)
= 0, es de-

cir, para casi todo ω ∈Ω existe K(ω) ∈N tal que

sup
0≤t≤T

|Xnk(t,ω)− X(t,ω)| ≤ 1
2k ∀ k ≥ K(ω)

Como X(·) es el limite uniforme casi seguramente de una sucesión de variables alea-
torias continuas, implica que X(·) es continuo.

3.3. La integral de Itô para Procesos Estocásticos
no-anticipantes

En esta sección veremos como es posible extender la definición de integral de Itô a
procesos medibles pero no necesariamente adaptados la filtración natural del proceso
de Wiener pero para ello es necesario definir el concepto de familia de sub-σálgebras
no-anticipante.

Sea W (·) = {W (t) , t ≥ 0} un proceso de Wiener sobre (Ω,F ,P) un espacio de pro-
babilidad.

Definición. 3.8. Sea G (·) = {Gt, t ≥ 0} una familia de sub−σ−álgebras de F . Decimos que
G (·) es no-anticipante con respecto a W (·) si:

(a) G (·) es creciente, es decir, Gs ⊂ Gt para toda 0≤ s ≤ t;

(b) W (·) está adaptado a G (·);

(c) Para todo t ≥ 0 y h > 0, W (t + h)−W (t) es independiente de Gt

Ejemplo. 3.2. (a) La filtración natural G (·) ≡ F W (es decir, Gt = G W
t para todo t ≥ 0) es

no-anticipante con respecto a W (·). De hecho, F W es la familia "mas pequeña"de filtra-
ciones no-anticipantes.

(b) Sea C una variable aleatoria independiente de F W
t para todo t ≥ 0, y para cada t ≥ 0 sea

Gt la minima σ−álgebra que contiene a σ{C} y F W
t . Entonces G (·) = {Gt, t ≥ 0} es

una filtración no-anticipante con respecto a W (·).
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Definición. 3.9. Sea G (·) = {Gt, t ≥ 0} una familia no-anticipante con respecto a W(·). Para
0≤ a < b, definamos a N [a,b]na como la familia de procesos estocásticos f (·) = { f (t), t ≥ 0}
tales que

(a) (t,w)→ f (t,w) : [0,∞)×Ω→R es medible,

(b) f (·) está adaptado a G (·),

(c) f ∈ L2([a,b]×Ω).

Notemos que si f ∈ N[a,b]na, por definición de G (·), la constucción de la integral
de Itô y las pruebas de los resultados vistos en la sección anterior se siguen de manera
análoga sustituyendo F W por G (·). Por lo tanto∫ b

a
f dW,

se define como en (3.12) y cumple con todas las propiedades vistas.

Ahora, para poder extender la integral de Itô para procesos f /∈ L2 ([a,b]×Ω), ne-
cesitamos relajar la condición de integrabilidad en la definición 3.9, así consideremos
la siguiente familia de procesos estocásticos.

Definición. 3.10. Sea G (·) = {Gt, t ≥ 0} una familia no-anticipante con respecto a W(·). Para
0≤ a < b, definamos a M [a,b]na como la familia de procesos estocásticos f (·) = { f (t), t ≥ 0}
tales que

(a) (t,w)→ f (t,w) : [0,∞)×Ω→R es medible,

(b) f (·) está adaptado a G (·),

(c)
∫ b

a f 2 (t)dt < ∞ c.s.

Definición. 3.11. Sea f ∈M[a,b]na un proceso estocástico simple, es decir, existe una partición
a = t0 < t1 < · · · < tn = b de [a,b] talque

f (t) =
n−1

∑
i=0

f (ti) I[ti,ti+1) (t) ,

definimos la integral de Itô como en la definición 3.3, es decir∫ b

a
f (t)dW (t) :=

n−1

∑
i=0

f (ti)∆Wi ( con ∆Wi := W (ti+1)−W (ti)) .

Teorema. 3.2. Los procesos escalonados son densos en M [a,b]na c.s., es decir, para cada f ∈
M [a,b]na existe una sucesión { fn} de procesos simples en M [a,b]na tal que∫ b

a
| fn (t)− f (t) |2dt→ 0 c.s. (3.19)
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Demostración. Veáse [Ar], Lemma 4.4.5.

Sean f ∈M[a,b]na y { fn}n≥1⊂S [a,b]na. Entonces la sucesión de integrales
∫ b

a fndW
converge en probabilidad y definimos la integral de Itô de f como∫ b

a
f dW := lı́m

n→∞

∫ b

a
fndW en probabilidad. (3.20)

(Los detalles pueden consultarse en el libro de Arnold (1974), Sección 4.4.)

La definición de la integral de Itô (3.20) para procesos f en M [a,b]na es más general
que (3.12) o que la definición 3.9, en el sentido que M [a,b]na es un espacio mucho
mayor que (es decir, que contiene a)

N [a,b]na ⊃ N [a,b] .

Sin embargo, esta generalidad tiene un precio muy alto; por ejemplo, en general, la
integral en (3.20) no tiene las propiedades (3.13) y (3.14).
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Capítulo 4

Ecuaciones Diferenciales Estocásticas

En este capítulo veremos ecuaciones de la forma

dX(t) = b(t, X(t))dt + σ(t, X(t))dW(t) (4.1)

para toda t0 ≤ t ≤ T y con condición inicial X(t0) que supondremos independiente de
W(t)−W(t0). Donde b(t, X(t)) y σ(t, X(t)) son funciones de [0, T]×Ω→R y se cono-
cen como los coeficientes de tendencia o deriva y de difusión respectivamente.

En las siguientes secciones veremos la regla diferencial de Itô o también conocida
como la fórmula de Itô, la cual es clave para encontrar una solución a (4.1), además un
resultado análogo al caso determinista, bajo que condiciones se garantiza la existencia
y unicidad, para finalizar con un par de ejemplos.

4.1. La regla diferencial de Itô

La regla diferencial de Itô es la versión estocástica de la clásica regla de la cadena
en el cálculo diferencial ordinario. Consideremos el siguiente ejemplo

Ejemplo. 4.1. Del ejemplo 3.1 sabemos que∫ b

a
WdW =

1
2

(
W2(b)−W2(a)

)
− 1

2
(b− a).

Que equivale a

W2(b)−W2(a) = (b− a) +
∫ b

a
2W(s)dW(s) =

∫ b

a
1ds +

∫ b

a
2W(s)dW(s).

Si a = 0 y b = t, entonces obtenemos

W2(t) =
∫ t

0
1ds +

∫ t

0
2W(s)dW(s) (4.2)

En notación diferencial (4.2) se puede escribir como

dW2(t) = dt + 2W(t)dW(t).
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Notemos que el proceso estocástico W2(t) es la suma de dos integrales en donde la
primera es una integral de Riemann mientras que la segunda es una integral estocásti-
ca de Itô. Este proceso puede interpretarse como un sistema derminista gobernado por
la por la parte no aleatoria de la ecuación pero perturbado por un ruido aditivo dado
por la integral estocástica. Esto nos lleva a introducir la noción de proceso de Itô.

Sea G (·) = {Gt, t ≥ 0} una filtración no-anticipante con respecto a W(·).

Sean b(t,ω),σ(t,ω) : [0,∞)×Ω→R dos procesos estocásticos medibles, adaptados
a G (·) y tales que para toda t ≥ 0∫ t

0
|b(s)|ds < ∞ y

∫ t

0
σ2(s)ds < ∞ c.s.

Definición. 4.1 (Diferencial estocástica). Si X(·) := {X(t),0≤ t ≤ T} es un proceso es-
tocástico talque

X(b)− X(a) =
∫ b

a
b(t)dt +

∫ b

a
σ(t)dW(t) ∀0≤ a ≤ b ≤ T, (4.3)

decimos que X(·) es un proceso de Itô o que X(·) tiene una diferencial estocástica en [0, T]
y usaremos la notación

dX(t) = b(t)dt + σ(t)dW(t). (4.4)

Antes de enunciar el resultado clave que nos permitirá realizar algunos cálculos
para encontrar la solución a una ecuación diferncial estocástica consideremos algunas
observaciones

Observación. 8. (a) Considere la regla formal:

· dt dW(t)
dt 0 0

dW(t) 0 dt

Cuadro 4.1: Tabla de multiplicación de Mckean.

Notemos que la variación cuadrática de W justifica la tabla. Entonces, por (4.4) y la tabla
4.1 formalmente tenemos que

(dX)2 = b2(dt)2 + σ2(dW)2 + 2bσ(dt)(dW) = σ2dt,

es decir,
(dX(t))2 = σ2(t)dt. (4.5)

43



(b) Notación. Denotemos por C1,2 ≡ C1,2([0,∞)×R) el espacio de funciones g(t, x) que son
de clase C1 en t ≥ 0 y de clase C2 en x ∈R.

Además, denotaremos por subíndices a las derivadas parciales, es decir, gt := ∂g/∂t,
gx := ∂g/∂x. Sea X(·) un proceso de Itô y sea g(t, x) ∈ C1,2, en este caso escribimos

(Lg)(t, X(t)) := gt(t, X(t)) + gx(t, X(t))b(t) +
1
2

gxx(t, X(t))σ2(t). (4.6)

Teorema. 4.1 (Regla diferencial de Itô.). Sea X(·) := {X(t),0≤ t ≤ T} un proceso de Itô,
y sea g(t, x)∈C1,2([0,∞)×R). Entonces el proceso estocástico Y(·) := {g(t, X(t)),0≤ t ≤ T}
tiene la diferencial estocástica

dY(t) = gt(t, X(t))dt + gx(t, X(t))dX(t) +
1
2

gx,x(t, X(t))(dX(t))2. (4.7)

Es decir, por (4.4) y (4.5)

dY(t) =
(

gt(t, X(t)) + gx(t, X(t))b(t) +
1
2

gxx(t, X(t))σ2(t)
)

dt (4.8)

+ gx(t, X(t))σ(t)dW(t),

o usando (4.6)
dY(t) = Lg(t, X(t))dt + gx(t, X(t))σ(t)dW(t). (4.9)

Demostración. Sea t0 ∈ [0, t]. Por demostrar

Y(t)−Y(t0) =
∫ t

t0

Lg(s, X(s))ds +
∫ t

t0

gx(s, X(s))σ(s)dW(s),

con Lg como en (4.6). Lo probaremos primero para procesos estcásticos constanes con
respecto a t y Gt0-medibles, es decir, para cada ω ∈ Ω y para cada t ≥ 0 b(t,ω) ≡ u(ω)
y σ(t,ω)≡ v(ω) son variables aleatorias independientes de t, luego para procesos sim-
ples y finalmente el caso general por aproximación.

Sea Π : {t0 < t1 < . . . < tn = t} una partición de [t0, t]. Sea ∆ti := ti+1 − ti y ∆Xi :=
X(ti+1)− X(ti), como X(·) es un proceso de Itô, tememos que

X(ti+1)− X(ti) =
∫ ti+1

ti

bds +
∫ ti+1

ti

σdW(s)

= b∆ti + σ∆Wi,

donde ∆Wi := W(ti+1)−W(ti). Notemos que

(∆Xi)
2 = b2(∆ti)

2 + σ2(∆Wi)
2 + 2bσ(∆ti)(∆Wi). (4.10)
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Además, como Y(t) = g(t, X(t)) para todo 0≤ t ≤ T entonces

Y(t)−Y(t0) =
n−1

∑
i=0

(Y(ti+1)−Y(ti)) =
n−1

∑
i=0

∆gi

donde ∆gi = g(ti+1, X(ti+1))− g(ti, X(ti)). Ahora, como g ∈ C1,2 por la fórmula de Tay-
lor existen números 0 < θi,θ∗i < 1 tales que

∆gi = gt(ti + θi∆ti, X(ti))∆ti + gx(ti, X(ti))∆Xi (4.11)

+
1
2

gxx(ti, X(ti) + θ∗i ∆Xi)(∆Xi)
2

Por continuidad de gt y de X(·), cuando |Π| → 0 tenemos que

n−1

∑
i=0

gt(ti, X(ti))∆ti
c.s.−→

∫ t

t0

gt(s, X(s))ds (4.12)

y
αn := sup

1≤i≤n
|gt(ti + θi∆ti, X(ti))− gt(ti, X(ti))|

c.s.−→ 0

Entonces ∣∣∣∣∣n−1

∑
i=0

gt(ti + θi∆ti, X(ti))∆ti −
n−1

∑
i=0

gt(ti, X(ti))∆ti

∣∣∣∣∣
≤ αn

n−1

∑
i=0

∆ti

= αn(t− t0)
c.s.−→ 0 cuando |Π| → 0.

Luego, utilizando (4.12), el primer término del lado derecho de (4.11) satisface

n−1

∑
i=0

gt(ti + θi∆ti, X(ti))∆ti
c.s.−→

∫ t

t0

gt(s, X(s))ds cuando |Π| → 0 (4.13)

Análogamente, por la continuidad de gx y X(·)

n−1

∑
i=0

gx(ti, X(ti))∆ti
c.s.−→

∫ t

t0

gx(s, X(s))ds cuando |Π| → 0

También, por la convergencia en 3.20 tenemos

n−1

∑
i=0

gx(ti, X(ti))∆Wi
P−→
∫ t

t0

gx(s, X(s))dW(s) cuando n→∞.
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Por lo tanto, el segundo término del lado derecho en (4.11) se cumple que

n−1

∑
i=0

gx(ti, X(ti))∆Xi = b
n−1

∑
i=0

gx(ti, X(ti))∆ti + σ
n−1

∑
i=0

gx(ti, X(ti))∆Wi

P−→
∫ t

t0

bgx(s, X(s))ds +
∫ t

t0

σgx(s, X(s))dW(s) cuando |Π| → 0. (4.14)

Luego, por continuidad de gxx y de X(·), tenemos que cuando |Π| → 0

βn := máx
1≤i≤n

|gxx(ti, X(ti) + θ∗i ∆Xi)− gxx(ti, X(ti))|
c.s.−→ 0, (4.15)

n−1

∑
i=0

gxx(ti, X(ti))∆ti
c.s.−→

∫ t

t0

gxx(s, X(s))ds cuando |Π| → 0 (4.16)

Utilizando la variación cuadrática de W(·) (1.8), es decir, cuando |Π| → 0

n−1

∑
i=0

(∆Wi)
2 L2−→ t− t0⇒

n−1

∑
i=0

(∆Wi)
2 P−→ t− t0,

y por (4.10) obtenemos

n−1

∑
i=0

(∆Xi)
2 =b2

n−1

∑
i=0

(∆ti)
2 + σ2

n−1

∑
i=0

(∆Wi)
2 + 2bσ

n−1

∑
i=0

(∆ti)(∆Wi)

P−→ σ2(t− t0)

y utilizando este hecho junto con (4.14), observamos que el último término en (4.11)
basta suponer que θ∗i = 0.Es decir, por demostrar

n−1

∑
i=0

gxx(ti, X(ti))(∆Xi)
2 = b2An + σ2Bn + 2bσCn

P−→ v2
∫ t

t0

gxx(s, X(s))ds cuando|Π| → 0 (4.17)

donde

An :=
n−1

∑
i=0

gxx(ti, X(ti))(∆ti)
2

Bn :=
n−1

∑
i=0

gxx(ti, X(ti))(∆Wi)
2

Cn :=
n−1

∑
i=0

gxx(ti, X(ti))(∆ti)(∆Wi).
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Para demostrar (4.17), notemos que por (4.16)

|An| ≤ |Π|
∣∣∣∣∣n−1

∑
i=0

gxx(ti, X(ti))∆ti

∣∣∣∣∣ c.s.−→ 0,

por lo tanto, también la convergencia se da en probabilidad, analógamente como

n−1

∑
i=0

gxx(ti, X(ti))∆Wi
P−→
∫ t

t0

gxx(s, X(s))dW(s),

implica que

|Cn| ≤ |Π|
∣∣∣∣∣n−1

∑
i=0

gxx(ti, X(ti))∆Wi

∣∣∣∣∣ P−→ 0.

Finalmente sumemos un cero a Bn, es decir,

Bn =
n−1

∑
i=0

gxx(ti, X(ti))(∆ti) +
n−1

∑
i=0

gxx(ti, X(ti))
(
(∆Wi)

2 − ∆ti

)
Pero como gxx y X(·) son continuos, obtenemos que

n−1

∑
i=0

gxx(ti, X(ti))(∆ti)
c.s.−→

∫ t

t0

gxx(s, X(s))ds,

mientras que por la variación cuadrática de W(·) tenemos que

n−1

∑
i=0

gxx(ti, X(ti))
(
(∆Wi)

2 − ∆ti

)
P−→ 0

Por lo tanto

Bn
P−→
∫ t

t0

gxx(s, X(s))ds,

obteniendo (4.17). Así de (4.13), (4.14) y (4.17) se sigue el resultado cuando u v son
constantes, Así se cumple tambiém para procesos simples en [t0, t], pues particionamos
el intervalo [t0, t] en un número finito de intervalos en cada uno de los cuales b(·) y σ(·)
son constantes, es decir, para cada t0 < t1 < · · · < tn = t tenemos que

b (t) =
n−1

∑
i=0

b (ti) I[ti,ti+1) (t) y σ (t) =
n−1

∑
i=0

σ (ti) I[ti,ti+1) (t)

Y por lo ya probado tambien se cumple para procesos estocásticos b,σ ∈S [t0, t].

Luego, supongamos que b(t,ω),σ(tω) ∈ M[t0, t]na Por el Teorema 3.2 existen suce-
siones {bn(·)} y {σn(·)} de procesos simples tales que∫ t

t0

|bn(s)− b(s)|ds c.s.−→ 0,
∫ t

t0

|σn(s)− σ(s)|2ds c.s.−→ 0.
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Sea

Xn(t) := X(t0) +
∫ t

t0

bn(s)ds +
∫ t

t0

σn(s)dW(s).

Entonces Xn(t)
c.s.−→ X(t) uniformemente, Como g ∈ C1,2 tenemos que la sucesión

Yn(t) := g(t, Xn(t))
c.s.−→ g(t, X(t)) = Y(t).

Por lo tanto

Yn(t)−Yn(t0) =
∫ t

t0

Lg(s, Xn(s))ds +
∫ t

t0

gx(s, Xn(s))σn(s)dW(s)

Tomando el límite cuando n→∞ en la igualdad anterior obtenemos el resultado desea-
do (4.9).

4.2. Existencia y Unicidad

En esta sección veremos las condiciones de Itô para la existencia y unicidad de
soluciones de una ecuación diferencial estocástica de la forma 4.1, a este tipo de ecua-
ciones se denominan ecuaciones diferenciales estocásticas de Itô, y se interpreta como
la ecuación integral

X(t) = X(t0) +
∫ t

t0

b(s, X(s))ds +
∫ t

t0

σ(s, X(s))dW(s), ∀ t0 ≤ t ≤ T. (4.18)

Sea G (·) := {Gt, t ≥ 0} la filtración no-anticipante con respecto a W(·) definida por
Gt := σ{X(t0),W(s) : s ≤ t}

Teorema. 4.2. Sea una ecuación diferencial estocástica de Itô tal que los coeficientes b(t, x) y
σ(t, x) satisfacen las siguientes condiciones, para alguna K ≥ 0, para todo t ∈ [t0, T] y para
cada x,y ∈R,

(a) (Lipschitz)
|b(t, x)− b(t,y)| + |σ(t, x)− σ(t,y)| ≤ K |x− y| , (4.19)

(b) (crecimiento lineal)

|b(t, x)| + |σ(t, x)| ≤ K (1 + |x|) . (4.20)

Entonces existe un proceso estocástico X(·) tal que

(a) X(·) está adaptado a G (·),

(b) X(t) satisface (4.18) para todo t ∈ [t0, T] casi seguramente,
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(c) X(t) es continuo y es único casi seguramente, es decir, si X(·) y Y(·) son dos procesos
estocásticos continuos tales que satisfacen (4.18), entonces

P

(
sup

t0≤t≤T
|X(t)−Y(t)| > 0

)
= 0. (4.21)

Demostración. Daremos una prueba suponiendo que la condición inicial X(t0) satisface
E(X(t0)) < ∞.

Bajo esta condición se puede demostrar que

(a)E
(

X2(t)
)
< ∞ ∀ t0 ≤ t ≤ T, y (b)

∫ T

t0

E
(

σ(s, X(s))2
)

ds < ∞. (4.22)

Primero probemos la unicidad. Supongamos que X(·) y Y(·) dos soluciones de (4.18),
por lo tanto para t0 ≤ t ≤ T tenemos

X(t)−Y(t) =
∫ t

t0

(b(s, X(s))− b(s,Y(s)))ds

+
∫ t

t0

(σ(s, X(s))− σ(s,Y(s)))dW(s). (4.23)

elevemos al cuadrado ambos lados de la igualdad anterior, y utilizando la desigualdad
(a + b)2 ≤ 2(a2 + b2) tenemos que

(X(t)−Y(t))2 ≤ 2
(∫ t

t0

(b(s, X(s))− b(s,Y(s)))ds
)2

+ 2
(∫ t

t0

(σ(s, X(s))− σ(s,Y(s)))dW(s)
)2

(4.24)

Por la desigualdad de Schwartz(∫ t

t0

f g
)2

≤
(∫ t

t0

f 2
)(∫ t

t0

g2
)

,

con g(·) ≡ 1 de la primer integral en (4.24) tenemos que(∫ t

t0

(b(s, X(s))− b(s,Y(s)))ds
)2

≤ (t− t0)
∫ t

t0

(b(s, X(s))− b(s,Y(s)))2 ds.

Así, al tomar esperanza y utilizando la isometía de Itô en la segunda la segunda inte-
gral en (4.24) obtenemos

E
(
(X(t)−Y(t))2

)
≤ 2(t− t0)

∫ t

t0

E
(
(b(s, X(s))− b(s,Y(s)))2

)
ds

+ 2
∫ t

t0

E
(
(σ(s, X(s))− σ(s,Y(s)))2

)
ds. (4.25)

49



Luego, por la condición de Lipschitz,

E
(
(b(s, X(s))− b(s,Y(s)))2

)
≤ K2E

(
(X(s)−Y(s))2

)
(4.26)

analogámente para σ. Por lo tanto, definiendo g(t) := E
(
(X(t)−Y(t))2

)
, de (4.25)

vemos que

g(t) ≤ L
∫ t

t0

σ(s)ds con L := (2(t− t0) + 2)K2. (4.27)

Luego, por la desigualdad de Bellman-Gronwall (Lema A.1) obtenemos que

E
(
(X(t)−Y(t))2

)
= 0 ∀ t0 ≤ t ≤ T. (4.28)

Entonces (X(t)−Y(t))2 = 0 casi seguramente, es decir,

P(|X(t)−Y(t)| = 0) = 1 ∀ t ∈ [t0, T] .

Luego, si Q es el conjunto de los números racionales, se sigue que

P(|X(t)−Y(t)| = 0 ∀ t ∈ Q ∩ [t0, T]) = 1.

Por lo tanto, por la continuidad de t 7→ |X(t)−Y(t)|, concluímos que

P(|X(t)−Y(t)| = 0 ∀ ∈ [t0, T]) = 1

Para probar la existencia usaremos el método de Picard. Sean

X(n) (·) :=
(

X(n)(t), t0 ≤ t ≤ T
)

para n = 0,1, . . . ,

donde X(0)(·) ≡ X(t0) y para n ≥ 1 definamos

X(n)(t) := X(t0) +
∫ t

t0

b(s, X(n−1)(s))ds +
∫ t

t0

σ(s, X(n−1)(s))dW(s) (4.29)

donde t ∈ [t0, T]. Por inducción, el proceso X(n)(·) está adaptado a G y es continuo.

Por demostrar que existe un proceso estocástico X(·) tal que

lı́m
n→∞

X(n)(t) = X(t) c.s. uniformente en t ∈ [t0, T], (4.30)

además que X(·) satisface la ecuación diferencial estocástica (4.18).

Para probar (4.30) verificaremos que

sup
t0≤t≤T

E
(∣∣∣X(n+1)(t)− X(n)(t)

∣∣∣ 2
)
≤ L1 · (L0(T − t0))

n/n! ∀n ≥ 0, (4.31)
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en donde L0 = L0(K, T − t0) y L1 = L1(L0, T − t0,E
(
X(t0)

2)) son constantes, y que

∞

∑
n=1

P

(
sup

t0≤t≤T

∣∣∣X(n+1)(t)− X(n)(t)
∣∣∣ ≥ 1/n2

)
< ∞. (4.32)

Verifiquemos (4.31). Sea n = 0, entonces

X(1)(t)− X(0)(t) =
∫ t

t0

b(s, X(t0))ds +
∫ t

t0

σ(s, X(t0))dW(s).

Usando el mismo argumento utilizado para obtener (4.25) se ve que

E

((
X(1)(t)− X(0)(t)

)2
)
≤ 2(t− t0)

∫ t

t0

E
(

b2(s, X(t0))
)

ds + 2
∫ t

t0

E
(

σ2(s, X(t0))
)

ds

Por otra parte, por la condición de crecimieto lineal tenemos que

E
(

b2(s, X(t0))
)
≤ 2K2(1 + E

(
X2(t0)

)
)

y análogamente para E
(
σ2(s, X(t0))

)
. Por lo tanto,

E

((
X(1)(t)− X(0)(t)

)2
)
≤ 2(t− t0)(2K2(1 + E

(
X2(t0)

)
))(t− t0 + 1)

≤ 2(T − t0)(2K2(1 + E
(

X2(t0)
)
))(T − t0 + 1) =: L1.

entonces (4.31) es válida para n = 0. Ahora para n ≥ 1, un argumento obtenemos que

E

((
X(n+1)(t)− X(n)(t)

)2
)
≤ L0

∫ t

t0

E

((
X(n)(s)− X(n−1)(s)

)2
)

ds,

con L0 := 2(T − t0 + 1)K. Finalmente, iterando la desigualdad anterior

E

((
X(n+1)(t)− X(n)(t)

)2
)
≤ Ln

0
1

(n + 1)!

∫ t

t0

t− sn−1E

((
X(1)(s)− X(0)(s)

)2
)

ds

Como E
(

X(1)(·)− X(0)(·)
)
≤ L1, se sigue (4.31).

Ahora demostremos (4.32). Sea

Dn := sup
t0≤t≤T

∣∣∣X(n+1)(t)− X(n)(t)
∣∣∣

Por la desigualdad de Chebyshev,

∞

∑
n=1

P
(

Dn ≥ 1/n2
)
≤

∞

∑
n=1

n4E
(

D2
n

)
.
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Notemos que para demostrar (4.32) veremos que, para alguna constante M,

E
(

D2
n

)
≤ M(L0(T − t0))

n−1/(n− 1)! ∀n ≥ 1 (4.33)

ya que si suponemos válida dicha desigualdad, por el criterio del cociente para con-
vergencia de series

∞

∑
n=1

P
(

Dn ≥ 1/n2
)
≤ M

∞

∑
n=1

n4(L0(T − t0))
n−1/(n− 1)! < ∞.

Por lo que verifiquemos (4.33). Notemos que por construcción de Xn(t),

Dn ≤ An + Bn

donde

An :=
∫ T

t0

∣∣∣b(s, X(n)(s))− b(s, X(n−1)(s))
∣∣∣ ds

y

Bn := sup
t0≤t≤T

∣∣∣∣∫ t

t0

(σ(s, X(n)(s))− σ(s, X(n−1)(s)))dW(s)
∣∣∣∣ .

Nuevamente usando que (a + b)2 ≤ 2(a2 + b2)

E
(

D2
n

)
≤ 2E

(
A2

n

)
+ 2E

(
B2

n

)
,

de modo que para demostrar (4.33) basta probar que existen constantes M1, M2 tales
que

E
(

A2
n

)
≤ M1(L0(T − t0))

n−1/(n− 1)! (4.34)

E
(

B2
n

)
≤ M2(L0(T − t0))

n−1/(n− 1)! (4.35)

Ahora probemos (4.34). Pero se sigue de la condición de Lipschitz, pues

A2
n ≤ K

∫ T

t0

∣∣∣X(n)(s)− X(n−1)(s)
∣∣∣ ds,

y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

A2
n ≤ K2(T − t0)

∫ T

t0

∣∣∣X(n)(s)− X(n−1)(s)
∣∣∣ 2ds

Esto implica que

E
(

A2
n

)
≤ K2(T − t0)

∫ T

t0

E
(∣∣∣X(n)(s)− X(n−1)(s)

∣∣∣ 2
)

ds
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Finalmente por (4.31) tenemos que el lado derecho en la desigualdad anterior es menor
o igual que

K2(T − t0)
2L1(L0(T − t0))

(n−1)/(n− 1)!

Tomando M1 := K2(T − t0)
2L1 se sigue (4.34).

Por demostrar (4.35), utlizando la desigualdad de Doob para martingalas (A.4) con
p=2 obtenemos

E
(

B2
n

)
≤ 4E

((∫ T

t0

(σ(s, X(n)(s))− σ(s, X(n−1)(s)))dW(s)
)2
)

= 4
∫ T

t0

E

((
σ(s, X(n)(s))− σ(s, X(n−1)(s))

)2
)

ds (isometría de Ito)

≤ 4K2
∫ T

t0

E

((
X(n)(s)− X(n−1)(s)

)2
)

ds (condición de Lipschitz)

≤ M2(L0(T − t0))
n−1/(n− 1)! (por (4.31)),

con M2 := 4K2(T − t0)L1, obtenemos el resultado.

Luego por (4.34) y (4.35), se sigue (4.32), es decir,

∞

∑
n=1

P
(

Dn ≥ 1/n2
)
< ∞.

Por el Lema de Borel-Cantelli

P

(
lı́msup

n→∞

{
Dn ≥ 1/n2

})
= 0

o, equivalentemente,
P
(

lı́minf
n→∞

{
Dn < 1/n2

})
= 1

Es decir, para casi todo ω ∈Ω, existe N(ω) tal que

Dn := sup
t0≤t≤T

∣∣∣X(n+1)(t)− X(n)(t)
∣∣∣ < 1/n2 ∀n ≥ N(ω).

Por lo tanto
{

X(n)(t)
}

es una sucesión de Cauchy casi seguramente, ya que

X(n)(t) = X(0)(t) +
n−1

∑
i=0

(X(i+1)(t)− X(i)(t)).

Por lo tanto, existe un proceso estocástico X(·) tal que

Xn(t)→ X(t) c.s. uniformemente sobre [t0, T] (4.36)
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Esta convergencia uniforme implica que X(·) está adaptado a G (·) y que X(t) es
continuo en todo t ∈ [t0, T].

Por último verifiquemos que X(·) satisface la ecuación diferencial estocástica

X(t) = X(t0) +
∫ t

t0

b(s, X(s))ds +
∫ t

t0

σ(s, X(s))dW(s) ∀ t0 ≤ t ≤ T. (4.37)

Para t = t0 el resultado es inmediato, ya que X(n)(t0) = X(t0) ∀n≥ 0, se sigue de (4.36)
que

X(t0) = lı́m
n→∞

X(n)(t0) = X(t0) casi seguramente.

Por otra parte, también se tiene que∫ T

t0

b(s, X(n)(s))ds c.s.−→
∫ t

t0

b(s, X(s))ds ∀ t ∈ [t0, T] (4.38)

por (4.36) y la condicion de Lipschitz tenemos que∣∣∣∣∫ t

t0

b(s, X(n)(s))ds−
∫ t

t0

b(s, X(s))ds
∣∣∣∣ ≤ K

∫ t

t0

∣∣∣X(n)(s)− X(s)
∣∣∣ ds

c.s.−→ 0 por (4.36).

Finalmente, por (4.36) y (4.31), cuando n→∞ se tiene que

X(n)(t)
L2−→ X(t) uniformemente sobre [t0, T] (4.39)

entonces ∫ t

t0

σ(s, X(n)(s))dW(s)
L2−→

∫ t

t0

σ(s, X(s))dW(s) ∀ t0 ≤ t ≤ T.

En efecto

E

((∫ t

t0

σ(s, X(n)(s))dW(s)−
∫ t

t0

σ(s, X(s))dW(s)
)2
)

= E

((∫ t

t0

σ(s, X(n)(s))dW(s)− σ(s, X(s))
)2
)

=
∫ t

t0

E

((
σ(s, X(n)(s))− σ(s, X(s))

)2
)

ds (isometría de Ito)

≤ K2
∫ t

t0

E
(∣∣∣X(n)(s)− X(s)

∣∣∣ 2
)

ds (condición de Lipschitz)

→ 0 (por (4.39)).

Un argumento similar demuestra que la convergencia en (4.38) también se cumple
en L2. En conclusión, X(·) satisface (4.37).
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Observación. 9. (a) La condición de Lipschitz (4.19) garantiza que la solución sea única. Por
ejemplo, tomando σ(t, X(t)) = 0, sea

dX(t) = 3X2/3(t)dt ∀ t ≥ 0 con X(0) = 0,

entones para cualquier a > 0, la función

X(t) =

{
0 si t ≤ a
(t− a)3si t > a,

es solución, ya que la derivada de la función b(t, x) = x2/2 no está acotada.

(b) Si no se cumple la condición de crecimiento lineal (4.20), la solución puede explotar en un
tiempo finito. Por ejemplo

dX(t) = X2(t)dt con X(0) = 1,

entonces para 0 ≤ t < 1, |b(t, x)− b(t,y)| =
∣∣x2 − y2

∣∣ ≤ 2 |x− y|, es decir cumple la
condición de Lipschitz. Por lo tanto tiene la única solución

X(t) =
1

1− t
,

pero X(t)→∞ cuando t ↑ 1

Ejemplo. 4.2. Considere la ecuación diferencial estocástica

dX(t) = µX(t)dt + σX(t)dW(t) (4.40)

con condicón inicial X(0) = x0 > 0, en donde µ,σ ∈R+.

Notemos que los coeficientes b(t, x) = µx y σ(t, x) = σx satisfacen las condiciones del
Teorema 4.2. Por lo tanto existe una solución única para (4.40). Para encontrar dicha so-
lución, sea g(t, x) = ln(x), entonces utilizando la regla diferencial de Itô (4.7) a el proceso
Y(·) = {g(t, X(t)), t ≥ 0} tenemos

dY(t) =
1

X(t)
dX(t) +

1
2

(
− 1

X2(t)

)
(dX(t))2

Sustituyendo (4.40) y por (4.5)

dY(t) =
1

X(t)
(µX(t)dt + σX(t)dW(t))− 1

2X2(t)
σ2X2(t)dt

= (µ− 1
2

σ2)dt + σdW(t),

o en su forma integral

Y(t)−Y(0) = (µ− 1
2

σ2)t + σW(t).

Por lo tanto
X(t) = X(0)e(µ−

1
2 σ2)t+σW(t).
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Conclusiones

El cálculo estocástico ha sido una herramienta muy útil para diversas areas del co-
nocimiento, en particular en la de Finanzas Matemáticas. Desde 1900, con Louis Bache-
lier que pone el primer ladrillo de las finanzas modernas al presentar su tesis titulada
"Teoría de la Especulación", donde propone un movimiento Browniano para modelar
la dinámica de los precios de las acciones con el objetivo de valuar opciones, y aunque
fue un buen principio, la fórmula que dedujo permitía que los precios tomarán valores
negativos.

Pero en la decada de los 60’s su trabajo es retomado y con el cálculo estocástico,
en los últimos años los mercados financieros han experimentado una gran revolución,
pasando por los trabajos de Merton, Black y Scholes, que logran dar una solución sa-
tisfactoria al problema de valuar una opción, donde uno de los supuestos es modelar
el precio de un activo con un movimiento browniano geométrico.

Actualmete, es posible buscar información de cualquier índole, pero alguna de las
veces no es tan confiable como quisiéramos, además aunque ya no debería complicarse
cualquier lectura en inglés, lamentablemente muchos de los libros a nivel licenciatu-
ra no se leen por el idioma. Es por ello que uno de los propósito del presente tabajo
fue recopilar los conceptos básicos del cálculo estocástico, cuidando el mínimo detalle
siempre con carácter formal, proporsionando al estudiante de los últimos semestres de
la carrera de Actuaría en la FES Acatlán un material de apoyo para aquellos interesa-
dos en el tema. O bien, también esta pensado para que la tesina sea parte de notas de
clase de la materia Prosesos Estocásticos II que se imparte en dicha carrera.

Finalmente mas que conclusión mi deseo personal se bifurca, por una parte, una
vez teneniendo la integral con respecto al movimieto browniano y por ende la defini-
ción de una ecuación diferencial estocástica en el sentido de Itô, sería momento que el
lector se aventurara en el mundo de las finanzas matemáticas. Por otra parte, cuando
estaba apunto de culminar el presente trabajo surgió de manera natural las siguiente
preguntas: ¿es posible definir la integral estocástica con respecto a otro proceso esto-
cástico?, o ¿qué características debe tener dicho proceso?; esperando motivar al lector
continuar con su preparación académica con un posgrado, con el fin que encuentre la
solución a las preguntas planteadas y muchas más.
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A

Apéndice

Definición. A.1. Sea X(·) := {X(t), t ∈ T} un proceso estocástico y {Ft, t ∈ T} una familia
de sub-σ-álgebras de F .

(a) {Ft, t ∈ T} es una filtración de F si la familia es no decreciente, en el sentido de que

Fs ⊂Ft ∀s, t ∈ T, con s < t;

(b) X(·) es adaptado a la filtración {Ft, t ∈ T} si Xt es Ft-medible para todo t ∈ T (i.e.,
X−1(t,BR) ⊂Ft para t ∈ T).

(c) La filtración definida por F X
t = σ{X(s) : s ≤ t} se le llama filtración natural o generada

por X. Recuerde que σ{X(s) : s ≤ t} es la σ−álgebra más pequeña que contiene a la
familia

{
X(s, B)−1 : 0≤ s ≤ t y B ∈BR

}
Definición. A.2. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad y sea G ⊂F una sub-σ-álgebra
de F . Si X : Ω→R es una variable aleaoria en L1, entonces existe una variable aleatoria Y tal
que

a Y es G -medible, y

b
∫

G YdP =
∫

G XdP ∀G ∈ G .

A la variable aleatoria Y se le llama la esperanza condicional de X dada la σ-álgebra G y
se denota por

Y := E(X |G ) .

Esta variable aleatria es única c.s., es decir, si Z es otra variable aleatoria que satisface la defini-
ción, entonces Y = Z c.s.

Proposición. A.1 (Propiedades de E(X |G ).). Sean X y Y variables aleatorias en L1 y G
una sub-σ-álgebra de F . Entonces

(a) Si G = {∅,Ω}, entonces
E(X |G ) = E(X) .
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(b) Linealidad:
E( aX + bY |G ) = aE(X |G ) + bE(Y |G ) ∀ a,b ∈R.

(c) Esperanza iterada:
E(E(X |G )) = E(X) .

(d) Si X es G -medible y acotada, entonces

E(XY |G ) = XE(Y |G )

(e) Si X es G -medible, entonces
E(X |G ) = X

(f) Si X es independiente de G , entonces

E(X |G ) = E(X)

(g) Propiedad de Torre: Si G1 ⊂ G2 ⊂F , entonces

E(X |G1) = E(E(X |G1) |G2) = E(E(X |G2) |G1) . (A.1)

(h) Desigualdad de Jensen. Si h : R→R es convexa y h(X) ∈L1, entonces

h (E(X |G )) ≤ E(h(X) |G ) . (A.2)

Demostración. La prueba de los incisos (a)-(g) se sigue directamente de la definición de
esperanza condicional. Y para (h) se deduce del Teorema de la línea de soporte que
dice que si h : R→R es una función convexa, entonces existen sucesiones de números
reales {an} y {bn} tales que h(x) = supn(anx + bn) para todo x ∈R. Esto significa que
h(X) ≥ anX + bn para todo n, así que

E(h(X) |G ) ≥ anE(X |G ) + bn c.s.

Ahora, tomando el supremo sobre n se sigue el resultado.

Definición. A.3. Un proceso estocástico {X(t), t ∈ T} es una martingala con respecto a
{Ft, t ∈ T} una filtración (o {X(t),Ft, t ∈ T} es una martingala) si

(a) {Ft, t ∈ T} es una filtración de F ,

(b) {X(t) ∈ T} es adaptado a {Ft, t ∈ T} ,

(c) X(t) está en L1 ∀t ∈ T, y

(d) E(X(t) |Fs) = X(s) ∀ s, t ∈ T, con s ≤ t.
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Si la igualdad en (d) se sustituye por ≥ ó≤, es decir, para todo s ≤ t

E(X(t) |Fs) ≥ X(s) ó E(X(t) |Fs) ≤ X(s)

se dice entonces que {X(t),Ft, t ∈ T}es submartingala o una supermartingala, res-
pectivamente.

Proposición. A.2 (Desigualdades para martingalas.). Sea X (·) = {X (t) , t ≥ 0} una mar-
tingala en Lp, es decir, E(|X (t) |p) < ∞ para t ≥ 0. Entonces

(a) Para todo p ≥ 1, T ≥ 0 y ε > 0 :

P

(
sup

0≤t≤T
|X (t) | ≥ ε

)
≤ ε−pE(|X (T) |p) ; (A.3)

(b) Para p > 1 se cumple la desigualdad maximal de Doob:

E

(
sup

0≤t≤T
|X (t) |p

)
≤
(

p
p− 1

)p
E(|X (T) |p) . (A.4)

Demostración. La demostración de (a) y (b) se puede ver, por ejemplo, en [KyS, p. 13],
Theorem 3.8.

Proposición. A.3. Sean X, X1, X2, . . . variables aleatorias en L2 tales que Xn
L2−→ X. Entonces

(a) E(Xn) −→ E(X) cuando n→∞,

(b) E
(
X2

n
)
−→ E

(
X2) cuando n→∞.

(c) Si X1 . . . , Xn son gaussianas, entonces también X lo es.

Demostración. Como convergencia en Lp implica convergencia en distribución, basta
pedir convergencia débil en (c), ya que,

E
(

eiuXn
)
=: φXn(u)→ φXn(u) := E

(
eiuX

)
∀u ∈R

Sean µn =E(Xn) y σ2
n =Var(Xn).Como Xn es gaussiana, entonces E

(
eiuXn

)
= eiuµn− σ2

nu2
2 .

Por lo tanto

e
σ2

nu2
2 =

∣∣∣E(eiuXn
)∣∣∣→ E

(
eiuX

)
por lo que

{
e−σ2

n

}
es convergente y como la función característica es distinta de cero

en una vecindad de cero, tenemos que
{

σ2
n
}

es acotada y convergente sea σ2 dicho
límite. Esto implica que {µn} también está acotada. Pero como eiuµn es convergente
para cualquier u, esto muestra que para cualesquiera dos subsucesionales µ1 y µ2 de
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µn satisfacen µ1 − µ2 = 2kπ/u para toda u ∈ R y k ∈ Z, implica que k = 0. Entonces
µ1 = µ2. Sea µ el límite de µn. Entonces

E
(

eiuXn
)
= eiuµn− σ2u2

2 ,

es decir, X ∼ N(µ,σ2).

Definición. A.4. Sean X (·) = {X(t), t ≥ 0} y Y (·) = {Y(t), t ≥ 0} dos procesos estocásti-
cos sobre (Ω,F ,P). Decimos que X(·) es una versión de Y(·) si

P(X(t) = Y(t)) = 1 ∀ t ≥ 0.

Lema. A.1 (Desigualdad de Bellman-Gronwall). Sean h : [a,b] → R y f : [a,b] → R+

funciones continuas, y si una función continua g : [a,b]→R satisface

g(t) ≤ h(t) +
∫ t

a
f (s)g(s)ds t ∈ [a,b],

entonces
g(t) ≤ h(t) +

∫ t

a
h(s) f (s)e

∫ t
s f (τ)dτds t ∈ [a,b].

En particular si, f (t) = L es constante

g(t) ≤ h(t) + L
∫ t

a
eL(t−s)h(s)ds t ∈ [a,b].

Demostración. Veáse [Kh, pp. 651-652].
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