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Introduccion y Resultados

Las ecuaciones diferenciales, como es bien conocido, modelan una gran cantidad de
situaciones de las matematicas, fisica, ingenieria y demads ciencias aplicadas. En proba-
bilidad y estadistica se obtiene razon de interés compuesto, en fisica el trabajo que se
requiere en determinada condicién de tiempo y espacio, crecimientos poblacionales, cir-

cuitos eléctricos, temperatura, etc.

Una solucién de una ecuacion diferencial es una funcién que satisface la relacion
diferencial dada, asi

y = asenx,

es una solucion general de la ecuacion diferencial
y' +y=0.

Existen varios métodos para resolver ecuaciones diferenciales los cuales se pueden en-
contrar en cualquier libro de este tema, por ejemplo: variables separables, ecuaciones
lineales, ecuaciones exactas, solucién por sustitucion, coeficientes indeterminados y va-
riacion de parametros entre otros. Sin embargo, muchas preguntas y problemas basicos

siguen sin responderse.

En general tanto en la teoria como en muchas aplicaciones, debemos utilizar siste-
mas de ecuaciones diferenciales. Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias es un
conjunto de dos o mas ecuaciones donde aparecen las derivadas de dos o mas funciones
desconocidas de una sola variable independiente; por ejemplo si x y y representan varia-
bles dependientes y  es la variable independiente, entonces un sistema de dos ecuaciones

diferenciales de primer orden esta dado por
X =f@txy)

y =gt x,y)



una solucioén de este sistema es un par de funciones diferenciables, que satisfacen cada

ecuacion del sistema en un intervalo comun /.

Como ya mencionamos anteriormente existen muchas ecuaciones diferenciales en los
que es muy dificil obtener su solucidn, inclusive algunas ecuaciones no poseen solucio-
nes. Por ejemplo, no existe una funcién real elemental que satisfaga (y')> + 1 = 0, algunas
otras poseen solucién pero no se pueden resolver de manera analitica, por lo que se ha
estudiado la forma de obtener informacion ttil sobre la naturaleza de las soluciones, di-
rectamente de la ecuacion diferencial misma. Una manera de hacerlo es obtener el campo
vectorial del sistema de ecuaciones, este campo de direcciones nos puede indicar visual-
mente la apariencia o la forma de una familia de curvas solucién de la ecuacién diferencial
y, €n consecuencia, es posible percibir a simple vista, ciertos aspectos cualitativos de las
soluciones; por ejemplo, regiones en el plano en las que la soluciéon muestra un compor-
tamiento especial. Existen dos objetivos importantes en el estudio de las soluciones de
Sistemas de ecuaciones diferenciales uno de ellos es el caso en el que la solucién es cons-
tante, a este tipo de soluciones se les conoce como puntos criticos o puntos de equilibrio
y son las tnicas soluciones constantes de un sistema de ecuaciones dado. El otro caso es
cuando la solucidn es periddicas es decir si para una solucién no constante x(z) se tiene

que existe 7 > 0 tal que x(f) = x(t + T) para toda t € R.

En este trabajo realizamos una revision de criterios para determinar la existencia o no
existencia de Orbitas periddicas, en el plano para esto incluimos varios ejemplos ilustrati-

vos esperando que ayuden a aclarar la problemética en torno a las 6rbitas periddicas.

Existen algunos criterios que nos permiten identificar regiones donde no existen 6rbi-
tas periddicas en un sistema definido sobre el plano, a lo largo de los siguientes capitulos
abordaremos cada uno de ellos con mas detalle, mostraremos una lista de estos criterios

a continuacion.

= El teorema de Massera que nos permite conocer si existen Orbitas periddicas en un

sistema de ecuaciones x = A(f)x + b(¢) donde A(¢) es una matriz que dependen del
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pardmetro ¢ y b(¢) una funcidn de ¢ a partir del conocimiento de soluciones acotadas

para el sistema.

= Para el caso particular de la ecuacién de Liénard ¥ + f(x)x + g(x) = 0, se tiene

algunas condiciones suficientes para garantizar la existencia de una orbita periddica.

= El teorema de Poincaré-Bendixson que nos da condiciones para afirmar la existen-

cia de orbitas periddicas en una regién anular en el plano.

» El sistema gradiente, definido como una ecuacion de la forma

X = —gradv(x).

Donde v : U — R es una funcién C? y gradv(x) = (ﬂ, ﬂ), donde se conoce que
dx1’ Oxp

no pueden existir orbitas periddicas.

» La teoria de indices, en donde a partir del analisis del indice de una curva cerrada
v, ver (Capitulo 2), se puede afirmar la ausencia de orbitas periddicas a partir de la

naturaleza de puntos de equilibrio.

» Un criterio especial que estaremos estudiando a lo largo de este trabajo es el criterio
de Bendixson-Dulac, a continuacién enunciaremos este criterio por ser de nuestro
principal interés y serd nuestro objetivo primordial el construir métodos que permi-

tan encontrar funciones que satisfacen dicho criterio.

Teorema 1 . (Criterio de Bendixson-Dulac) Sean f(x1, x2), fo(x1,x2) y h(x1, x2) fun-

Whh | 0BD W6 cambia de

ciones C' en un dominio simplemente conexo D C R? tal que o T oo

signo en Dy se anula solo en un conjunto de medida cero. Entonces el sistema

X1 = filx1, x2),

Xy = folx1,x2), (x1, x2) €D

o))

no tiene orbitas periodicas en D.



Este criterio es muy util para localizar 6rbitas periddicas en el plano, sin embargo
tiene una gran desventaja y es que no nos da un método de como encontrar esta funcion
h llamada cominmente funcion de Dulac, regularmente calcular esta funcion es un tra-
bajo dificil y aunque en algunas ocasiones podemos proponer algunos candidatos como
posibles funciones & tales como & = 1, x}, x5, "2, x{x, no siempre funcionan, en 1988
Eduardo Saéz e 1. Szanto escribieron un método para construir ciertas funciones 4 de Du-
lac tomando como base algunos métodos para la construccion de funciones de Lyapunov.

(ver [16])

Resultados principales

El objetivo principal de esta tesis es proponer un método para construir funciones
h de Dulac usando ecuaciones diferenciales parciales (ver detalles en el capitulo 3), la
idea general es asociarle a un sistema de ecuaciones diferenciales como el del teorema de

Bendixson-Dulac, una ecuacién de la forma

2)

oh oh 0 0
A2 I e - (24 O2y)
6x1 6x2

6x1 (9)62
Con ¢ positiva o negativa y que solo se anula en un conjunto de medida cero, sobre

una region simplemente conexa. Resolviendo esta ecuacion diferencial parcial tendremos

resultados interesantes en nuestra busqueda de descartar posibles soluciones periddicas.

En el capitulo 3 probaremos nuestro resultado principal que a continuacion mencio-

namos.

Teorema 2 . Para el sistema de ecuaciones diferenciales en el plano

X1 = filxr, x2)

Xy = falx, x2), (x1, x) €D
una solucion h del sistema asociado (2), (con ¢ que no cambia de signo y que solo se
anula en un conjunto de medida cero) es una funcion de Dulac para este sistema en

cualquier region A simplemente conexa contenida en D \ h™'{0}.
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Una consecuencia de este teorema nos da

Corolario 1 . Para el sistema de ecuaciones diferenciales dado en el teorema anterior,
si (2) tiene una solucion h que no cambia de signo y solo se anula en un conjunto de
medida cero sobre D (para alguna c que tampoco cambia de signo y que solo se anula
en un conjunto de medida cero), entonces h es una funcion de Dulac para el sistema de

ecuaciones diferenciales sobre D.

En el caso particular de que la funcion de Dulac £ solo dependa de una variable, damos
una expresion explicita de la ecuacion que nos permite encontrar una funcién de Dulac
para el sistema dado (ver Capitulo 3).

De igual manera en dicho capitulo mostraremos varios ejemplos y aplicaciones del

método propuesto.

También discutimos la aplicacion de este método en situaciones mds generales como

por ejemplo regiones que son multiplemente conexos.

Organizacion

Esta tesis se divide en tres capitulos, en los dos primeros se da una introduccion al
estudio de las orbitas periodicas analizando algunos de los resultados mds importantes
que han surgido a través del tiempo, en el tercero se dan resultados obtenidos durante la

elaboracion de la misma.

En el primer capitulo recordamos el teorema existencia y unicidad de las soluciones,
e iniciamos el estudio cualitativo de ecuaciones diferenciales, en especial nos enfocamos
a analizar los criterios de Orbitas periddicas, asi mismo en la dltima seccién damos una
breve introduccion a el método de las caracteristicas para encontrar soluciones de ecua-

ciones diferenciales parciales cuasilineales.



Un caso de especial interés en el estudio de las orbitas periddicas son los ciclos limites
de un sistema de ecuaciones, en el segundo capitulo abordaremos este tema donde anali-
zaremos el caso de la bifurcacion de Hopf, y daremos una introduccion a el problema 16

de Hilbert, que es un problema que no ha sido resuelto en su totalidad.

En el capitulo 3 mostraremos nuestro resultado principal en donde damos la cons-
truccion de funciones de Dulac para un sistema de ecuaciones diferenciales al cual le
asociamos una ecuacion diferencial parcial. La solucién de esta ecuacion asociada es una

funcion de Dulac para el sistema dado bajo ciertas condiciones.



Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo realizamos una revision de criterios para determinar la existencia o
no existencia de drbitas periddicas, para esto incluimos varios ejemplos ilustrativos.

A menudo necesitamos plantear y resolver problemas como los siguientes:

= Modelar el crecimiento de poblacion de bacterias, dada una cantidad determinada

de microorganismos en un intervalo de tiempo dado.
= Variacion de temperatura de un cuerpo en un intervalo de tiempo.
» Determinar el funcionamiento de ciertos sistemas mecanicos o eléctricos.

Para los cuales necesitamos de resolver ecuaciones diferenciales ordinarias. Decimos

que una ecuacion diferencial es una ecuacion que contiene derivadas o diferenciales, asi

m Xx=2cC0Sx
max’' +bx=0
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m ()X +gx)x +x=0

Son ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias. Las ecuaciones diferenciales se cla-

sifican de acuerdo con su tipo, orden y linealidad.

Clasificacion segun el tipo. Si una ecuacion sélo contiene derivadas ordinarias de una
o mas variables dependientes con respecto a una sola variable independiente, entonces se

dice que es una ecuacion diferencial ordinaria.

Una ecuacion que contiene las derivadas parciales de una o mds variables depen-
dientes con respecto a dos o mds variables independientes, se llama ecuacion diferencial

parcial.

Clasificacion segtin el orden. El orden de una ecuacion diferencial es la derivada mas

alta de la funcion desconocida que aparece en la ecuacion.

Clasificacion segun la linealidad. Una ecuacién diferencial F(x,y,y’,...y") = 0es
lineal si F es lineal eny,y,”,...y™.

Muy pocas ecuaciones diferenciales ordinarias tienen soluciones exactas. Esto no se
debe a que no se tenga la capacidad para resolverlas, sino a que la cantidad de funciones en
términos de las cuales puede ser expresada una solucioén es muy limitada en comparacion
a la gran variedad de ecuaciones diferenciales encontradas en la practica. Aun si una
solucion puede ser encontrada, esta solucidon es normalmente bastante complicada para

entender sus principales propiedades.

El estudio cualitativo de ecuaciones diferenciales consiste en investigar como deducir
importantes caracteristicas de las soluciones de ecuaciones diferenciales sin necesidad de

resolverlas. A continuacion damos una definicion formal.

Definicion 1 . Una ecuacion diferencial es una ecuacion que contiene las derivadas de
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una o mds variables dependientes con respecto a una o mds variables independientes.

Las ecuaciones que estudiaremos serdan ecuaciones diferenciales ordinarias autono-
mas, en forma mas precisa. Si € es una region abierta (i.e., abierto y conexo ) de R", y

[+ ©Q — R" es una funcién continua, decimos entonces que una ecuacion de la forma

x=f(x), xeQ, (1.1)
es una ecuacion diferencial ordinaria.

La incégnita x es una funcion diferenciable x(#) y x denota su derivada %(r), es decir
una solucion de la ecuacién (1.1) es una funcion diferenciable x : I — R”, definida en un

intervalo abierto / acotado o no, tal que YVt € I, x(t) € Q,y

d
i(t) = d—f(r) = F(x(8),

sity € 1, xo € Q diremos que una solucién x de (1.1) que satisface x(fy) = xp es una

solucion con condicidn inicial xy en ¢t = £.

Asi, por ejemplo, si queremos un modelo matematico del crecimiento de una po-
blacién asumiendo que crece en forma proporcional con una constante k de proporcion
tenemos

X(1) = kx(1), x(t0) = xo (1.2)
es una ecuacion diferencial de primer orden.

Una solucién de una ecuacién diferencial ordinaria es una funcién que satisface la
ecuacion diferencial ordinaria. La expresion x(¢y) = xo en la ecuacion (1.2) es una condi-

cion inicial, y la ecuacidn se llama problema con valores iniciales.

El Campo vectorial consiste de los vectores de direccion que son tangentes a la curva
solucion para la ecuacion dada, asi por ejemplo para la ecuacion (1.2) tenemos el campo

vectorial como lo muestra la grafica (figura 1.2)
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Si queremos encontrar la solucién podemos proceder por el método de separaciéon de

variables con lo que nos quedaria
X' (1)
=k
x(1)

Esta ecuacion la podemos escribir como

d
a(lnlxl) = kdt

In|x| = fkdt

In|x| = kt + ¢

integrando obtenemos

y obtenemos la solucion

despejando la variable x y usando la condicién inicial obtenemos
X(t) — ekt+c — xoek(t—to)

Observemos que la solucién se puede deducir a partir del campo direccional pues cada
uno de los vectores son tangentes a la curva solucién en el punto dado como se muestra
en la figura 1.2.

Para una ecuacién en R? la solucién estard definida en R x R (x,y). El campo direc-

cional puede ser dibujado en R2.
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Ejemplo 1 . Consideremos la ecuacion x”" + x = 0, si escribimos el sistema asociado

X =y
yo=-x

notemos que una solucion es x = senty y = cost, el campo vectorial y la grifica solucion

se presenta en las figuras 1.3 y1.4

/(/(/(//V, — - L\\\\\&\‘\‘ _— T~
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PP PTS TN / \
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LN ey b

figura 1.3 figura 1.4

Para dibujar el campo direccional observemos que en el punto (1,1) la direccion del
campo direccional es (1,-1), ademas en el punto (0,1) el campo direccional es (1,0), en el

punto (-1,-1) el campo direccional es (-1,1) y en el punto (1,0) la direccién es (0,-1).

1.1. Existencia y unicidad

Consideremos la ecuacion diferencial ordinaria de primer orden en R" dada como
x(1) = f(x(2)), x(fo) = xo (1.3)

sobre un dominio D c R" sobre R”.
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Definicion 2 . Una funcion x(t) se dice que es solucion de la ecuacion (1.3) sobre un
intervalo I, si ty € I, x(t) € D para todo t € I, ademads x(t) es diferenciable y satisface la

ecuacion (1.3) para todo t € 1.

El siguiente lema nos da una forma mds conveniente para trabajar con la soluciéon de

ecuaciones diferenciales ordinarias.

Lema 1 . Sea f(x) una funcion continua sobre un dominio D C R" y sea x(t) una funcion
continua sobre algiin intervalo I que contenga a ty tal que x(t) € D para todo t € 1.

Entonces x(t) es una solucion de la ecuacion (1.1) sobre el intervalo I si 'y solo si
!
x(t) = xo + f f(x(s))ds, tel (1.4)
]

Demostracion. Si x(7) es una solucién de la ecuacién (1.3), entonces integrando desde f,
hasta t obtenemos (1.4).

Por otro lado si x(7) satisface (1.4), como f(x(¢)) es una funcién continua en t entonces
es diferenciable en t, por lo tanto x(¢) es diferenciable, ademas x(#y) = x, asi que derivan-

do respecto de ¢ la ecuacién (1.4) obtenemos por el teorema fundamental del calculo

d d ("
—x(f) = — H)ds = 1), tel
dxx() dtf,of(s( Nds = f(x(1), 1€
por lo tanto x(7) es una solucion de (1.1) sobre 1. O

necesitamos algunas condiciones que nos garanticen la existencia y unicidad de solu-
ciones para la ecuacion (1.3). para esto comenzaremos con la siguiente definicion que nos

serd util para la unicidad de soluciones.

Definicion 3 (Lipschitz). Diremos que [ : Q C R" — R" es localmente Lipschitz si para

cada x, € Q existe una constante K > 0y un abierto V C Q que contiene x tales que

If(x) = fWIl < Kllx = yll Yx,y € V.

Asi, por el teorema del valor medio, si f : Q — R"es C ! (i.e., diferenciable y con

derivada continua) entonces, f es localmente Lipschitz.
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Teorema 3 (Existencia y unicidad). Sea Q C R" abierto y sea f : Q — R" localmente
Lipschitz, entonces para cualquier xo € Q existe a > 0y una unica solucion positiva

x:(—a,a) » Qde la ecuacion
X' (1) = f(x()), x(to) = Xo

Demostracion (Existencia). Sea r > 0 suficientemente pequefio tal que la bola B,(xy) C

Q, supongamos que | f] esta acotada en la bola B,(xy) € Qpor M. Seaa > Otalque 0 < a <

min{+, %} donde k es la constante de Lipschitz, definamos la funcién x; : [—a, a] — B,(xo)

CcCOmo.:

Xo(1) = xo

xi (1) = xo + f S (xo(s))ds,

Xir1(1) = xo + f FCa(s))ds,

observemos que

||xx(t) — xo|| < r paratodot € [—a, al,

entonces
!
[tk 41 (2) — xoll < f I f (a(s)ds|l < aM < r,
Iy

y por lo tanto la sucesion de funciones {x;(¢)} esta definida sobre el intervalo [—a,a] y

(x(1) € Q, Yk >0, t €[—a,al].

Ademas converge uniformemente a una funcidén continua, digamos x(z). Para esto

notemos que
m—1

Xm(1) = xo(D)+[x1(D)=x0(D]+[x2(D)—x1 (D) ]+ . A [X0() = X1 (D] = Xo(f)+Z[xj+1(l)—xj(f)]
=0

entonces para mostrar la convergencia uniforme de la sucesion {x;(¢)} basta mostrar que
m—1
D a0 = (0]
Jj=0
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es uniformemente convergente sobre el intervalo [—a, a] pero entonces

IXz(t)—xl(t)|=|ff(X1(S))—f(xO(S))dS|

! 3
< klf |x1(s) — xplds| < klf M|s — to|ds|
1) Io

kM|t — to|?
= — t€[-a,a
7 [—a,al
y usando induccidn se tiene que
& Mt — o+t
X1 (1) — x;(D)] < >0

G+ 7
con lo cual

kM _ |+l
Z[xﬁl(t) x(0] < Z (]'t+ ltf,'

(o)

_ Z k(= )™ _ MZ (kr)/*!
% G+D! Tk &G+ D!

J=0

M -
= —(exp(kr) — 1) < oo.
k
Por lo tanto converge uniformemente a x(¢) y podemos intercambiar los limites para
t !
X(0) = limy oo () = Xo + limy f FOrar(9))ds = xo + f Fx(s))ds,
0] ]

de aqui x(¢) es solucién.

(Unicidad). Supongamos que x,y son soluciones de la ecuacién (1.1). Sea Q :=

max{|x(t) — y(t)|} entonces existe, t; tal que Q = |x(t;) — y(t;)| = ft: Lf(x(s)) — fy(s)lds <

k ft : llx(s) — y(s)Il < kQa < Q. lo cual es una contradiccién excepto si Q = 0. m|

Recordemos que también es posible considerar ecuaciones no autonomas, las ecua-
ciones no autonomas pueden considerarse como autonomas introduciendo una nueva va-

riable.
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Del Teorema de existencia y unicidad, tenemos que para cada x, € € existe un inter-
valo abierto maximal /,, que contiene al cero, tal que I,, = (ay,,8,) sobre el cual existe

una unica solucién (posiblemente el intervalo sea no acotado).

Tenemos que para cada x €  existe una unica solucién, llamémosle ¢ definida en
I, = (ay,p,), al variar la x tenemos una funcién ¢,(x) := ¢(t,x), parax € Qy ¢t € I,, tal
funcidn se llama el flujo local asociado a (1.1) y podemos ver que satisface las siguientes

propiedades:
Lema 2 . (ver [7]) El flujo local asociado a la ecuacion (1.1) cumple:
). Gras(x) = §(@5(0) = Ps(@i(X)), V5,8, s +1 €I,

i).- Po(x) = x,

iii).- La funcién ¢,(-) : Q — Q es continua, para cada .

1.2. Orbitas periodicas

Dada una ecuacion diferencial de la forma (1.1) pueden existir dos trayectorias espe-

ciales y de sumo interés, estas son: Puntos criticos y orbitas periddicas.

Definicion 4 . Para una ecuacion como en (1.1), decimos que un punto p € Q es un punto
critico, si ¢,(p) = p,Vt € R. Decimos que una solucion ¢,(x) es una orbita periodica, si x

no es punto fijo y existe T > 0 tal que ¢r(x) = x.

Como ya fue mencionado, nuestro interés se centrara en las propiedades las orbitas
periddicas, como la mayoria de tales resultados s6lo son vdlidos en dimensién dos (aun-

que hay vdliosos avances en dimensiones mayores ver [3], [17]) nos restringiremos a este

18



contexto. En tal caso la ecuacion diferencial (1.1) se escribe como:

X1 = filx1, x2)

X = fo(x1, x2),

(1.5)

con x; € R.

Recordemos que una curva de Jordan en el plano es un subconjunto de R? homeomor-

fo a la frontera del circulo S'.

Notemos entonces que por el teorema de existencia y unicidad de ecuaciones diferen-

ciales una curva periddica es una curva de Jordan.

1.3. Sistemas lineales

Los sistemas mas sencillos de entender son los sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales. Un sistema de ecuaciones diferenciales es un conjunto de varias ecuaciones di-
ferenciales con varias funciones incdgnitas y un conjunto de condiciones de contorno.
Una solucién del mismo es un conjunto de funciones diferenciables que satisfacen to-
das y cada una de las ecuaciones del sistema. En esta seccién nos restringiremos al caso

bidimensional.

Dado un sistema ¥ = Ax queremos entender el comportamiento de las soluciones
en una vecindad de un punto critico (xo, yo) a partir de los eigenvalores que resultan de

resolver la matriz de coeficientes A.

Noétese que podemos elegir el punto critico en el origen sin pérdida de generalidad,
pues siempre es posible hacer una traslacion y el sistema sigue siendo lineal y auténomo.

mads aun supondremos que el origen es un punto critico aislado del sistema x = Ax.

Dependiendo de si los eigenvalores son ambos del mismo signo, de signo opuesto,

iguales 6 imaginarios puros tenemos los siguientes casos:
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= Eigenvalores reales desiguales del mismo signo. En este caso toda solucién del
sistema dado tiende o se retira del punto critico en forma exponencial cuando t — oo
dependiendo si son ambos negativos o positivos. Este tipo de punto critico se llama

nodo impropio.

= Eingenvalores reales de signo opuesto. La direccién del movimiento es hacia el
punto critico, en algunas trayectorias, y alejandose del punto critico en otras. Este

punto critico se llama punto silla.

= Eingenvalores iguales. Si los eigenvalores son negativos, la direccién del movi-
miento en todas las trayectorias es hacia el punto critico y, si son positivos, es

alejandose del punto critico. El punto critico es un nodo propio o impropio.

= Eigenvalores complejos. Si la parte real es positiva el movimiento es hacia afuera
del punto critico, si la parte real es negativa, va hacia el punto critico. El punto

critico se llama punto espiral.

= Eingenvalores Imaginarios puros. Aunque éste es un caso especial del anterior,
debe tratarse por separado, dado que las trayectorias ya no son espirales. En este
caso, el movimiento es periddico y las trayectorias son curvas cerradas. El origen

se llama centro.
Ejemplo 2 . Consideremos el sistema lineal dado por
xl = 2.XQ
Xy = =2xy,
la matriz de coeficientes del sistema queda

0 2
-2 0

de aqui los eigenvalores respectivos son 11, = 2,-2. Por lo tanto hay una orbita

periddicas alrededor del origen.
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1.4. Ciriterios afirmativos para la existencia de soluciones
periodicas
1.4.1. Poincaré-Bendixson

Dado un punto x € Q, supongamos que la solucién de (1.5), ¢,(x) estd definida para

todo tiempo, entonces su drbita positiva (negativa) se define como {¢;(x)}>0 ({¢:(x)}:<0)-

Un ciclo limite del sistema (1.1) en el plano es una 6rbita periddica aislada.
Decimos que un conjunto D en el plano es positivamente (negativamente) invariante

por el flujo ¢, de la ecuacion (1.5) si, ¢,(x) € D, Vx € D,Vt >0 (Vt < 0).

Un resultado importante sobre la existencia de drbitas periddicas sobre una region

anular se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 4 .(Poincaré-Bendixson ( [2], [7], [9],[13],[15]) ). Sean C, y C, dos curvas

cerradas en el plano fase del sistema

X1 = fi(x1, x2)

X = folx1, X2),
con C, en el interior de Cy, entonces. Si en cada punto de la curva C, el vector estd diri-
gido hacia el interior de Cy y en cada punto de la curva C, el vector estd dirigido hacia el
exterior de C,, entonces se puede afirmar que al menos existe un ciclo limite comprendido

entre C;y Cs.

Note que este teorema nos da un resultado positivo para la existencia de orbitas periddicas,

otras consecuencias o versiones de este teorema son dadas por la siguiente proposicion

(121, [71, [OLI131,[15D).

Corolario 2 . Un conjunto cerrado, acotado y no vacio K C R?, que es positivamente
(negativamente) invariante por el flujo ¢, de (1.5), contiene una orbita periddica o un

punto critico.
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Corolario 3 . Si una curva solucion ¢,(x) de una ecuacion en el plano entra a una region

cerrada y acotada y no la deja, si ademds la region no contiene puntos de equilibrio,

entonces ¢,(x) se aproxima a una orbita periodica. En particular, la region contiene una

orbita periodica.
Para ilustrar su uso veamos algunos casos.

Ejemplo 3 . Consideremos la ecuacion

X =(- xf - x%)xl - X2,

Xp=x1+(1 - x% - x%)xg.

Para aplicar el resultado anterior trabajaremos en coordenadas polares, tomamos x; :=

rcos(6), x; := rsen(d) con (r > 0, 0 < 6 < 27). Recordemos que se cumple r* = x? + x3,

0= arctan(i—f), derivando respecto a ¢, y usando la regla de la cadena obtenemos

o= X1X1 + XX,

h — Wx)
9 - r2 ’

donde W(x, x,) es el Wronskiano i.e.,
X1

X
W(Xl,)C2) 1= det = X1X2 — XpXq,
Xy X

(1.6)

sustituyendo xi, x,, X; y X, de la ecuacidn inicial en las ecuaciones (1.6) se obtiene

P =(1- rz)r,

o =1,

integrando la segunda ecuacion obtenemos 6(t) = t + 6y es decir no hay otro punto

critico diferente del origen. De la primera ecuacion tenemos que {%

< r < 2}esun

conjunto negativamente invariante y sin puntos criticos, asi, del teorema de Poincaré-

Bendixson {% < r < 2} contiene una 6rbita periddica, de hecho podemos ver que {r = 1}

es orbita periddica.
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Ejemplo 4 . Consideremos la ecuacion

X =—-x4+x0"=37+1)

X =x1 + 00 =3+ 1),

donde r* = x7 + x3, y asuma el hecho que el origen es el vinico punto critico.

Procediendo como en el ejemplo (4) usando coordenadas polares obtenemos i = (r* —
3r* + 1)r, podemos ver que {1 < r < 3} es negativamente invariante, de nuevo por el

teorema de Poincaré-Bendixson {1 < r < 3} contiene al menos una 6rbita periodica.

1.4.2. Método de Liénard
Una ecuacion diferencial se llama de Liénard, si es una ecuacion de la forma
X+ f(x)x+ g(x)=0.
Podemos pasar al sistema asociado, tomando x; = x, x, = X; y obtenemos

fC] =X
Xy = —f(x)x — glx).
En este caso es posible dar condiciones relativamente generales sobre f, g para probar

la existencia de Orbitas periddicas, en particular se tiene el siguiente resultado.

Teorema S . La ecuacion de Liénard con f,g continuas, tiene una solucion periodica

bajo las siguientes condiciones:

(a).- Existe a > 0 tal que f(x,y) > 0 cuando \/x* + y* > a;
(b).- £(0,0) <0,(f(x,y) <0 (en una vecindad de el origen);

(c).- g(0)=0,g(x) >0 cuando x > 0, y g(x) < 0 cuando x < 0;
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(d).- G(x) = fox g(s)ds — oo cuando x — oo,

Demostracion. El inciso ¢ implica que existe un punto de equilibrio en el origen. Con-
sideremos la funcién &(x,y) = %yz + G(x) con G(0) = 0,G(x) > O cuando x # 0y que
cumpla la condicién (d). Por lo tanto £(0,0) = 0, y &(x,y) > O cuando x # Oy y # O.
También & es continua crece mondtonamente en direccion radial de el origen. Por lo tanto

la familia de contornos de € con parametro ¢ > 0

&(x,y) =c¢

consiste de curvas cerradas simples conteniendo el origen. Podemos escoger ¢ = c¢; su-
ficientemente pequeio para que la curva &; quede completamente contenida en una ve-
cindad de el origen, donde por (b), f(x,y) < 0, ahora analicemos la trayectoria y que

empieza en un punto sobre g; y consideremos la derivada

&(x,y) = g0+ yy = gy +y—f(x,y)y — g00) = =y f(x,y). (1.7)
Esta es positiva excepto en y = 0 sobre &;. Escogemos y que empieze en un punto

diferente de y = 0. Entonces esta curva se aleja hacia afuera de &;.

Ahora consideremos otro contorno &, de tal forma que contenga completamente el
circulo x* + y? = a? y por (a),f(x,y) > 0 sobre &,. De la ecuacién (1.7) observamos que
toda trayectoria dentro de &, debe permanecer adentro. Por lo tanto y permanece en la
region anular limitada por € y & y por el teorema de Poincaré-Bendixson, existe una

Orbita periddica en esta region. O
Ejemplo 5 . La ecuacion i + (x* + ¥* — 1)x + x* = 0 tiene una 6rbita periédica.

Solucién. Claramente si tomamos f(x,y) = x* +%*— 1, g(x) = x*, G(x) = 1x*, se cumplen

las condiciones del teorema anterior, y por lo tanto existe una érbita periddica.

De hecho existen condiciones mas generales para obtener Orbitas periddicas, ver ([10],

pagina 404)
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Teorema 6 . Sean f, g funciones C' tales que:

(a).- g es una funcion impary g(x) > 0si x > 0;

(b).- f(x) es impar, y no cambia de signo en x > 0;

(c).- g(x) > af(x)F(x) para x > 0, donde F(x) = fox f(s)ds, a > 1
entonces la ecuacion de Liénard tiene exactamente una orbita periddica.

Ejemplo 6 . La ecuacion i + xx + x> = 0 tiene una 6rbita periddica en el origen, de la
ecuacion de Liénard observamos que f(x) = xy g(x) = x°, de tal manera que F(x) = %x2
y las condiciones (a) y (b) del teorema se satisfacen. Ademads f(x)F(x) = %x3 por lo tanto

gx)—af(x)F(x) = %x3(2 — ) con lo cual se satisface (c) paral < a < 2.

Un caso particular de sistema de Liénard esta dado por la ecuacion de Van der Pol que

resulta de hacer f(x) = u(x* — 1) y g(x) = x, ver [9].
Ejemplo 7 . La ecuacion de Van der Pol

i+ -Di+x=0
tiene un ciclo limite sobre el plano.

En efecto podemos ver que satisface las condiciones del teorema 6 de Liénard.

1.4.3. Criterio de Massera para ecuaciones no homogeneas

Primero consideremos sistemas lineales no autonomos de la forma

x =A@)x(@). (1.8)

Donde A(#) es una matriz de n X n cuyas entradas son funciones continuas y T-periddicas

det,esdecir A(r) = A(t+ T).
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Nuestro objetivo es encontrar las condiciones para que este sistema tenga soluciones

T-periddicas. Esto no sucede en general, por ejemplo con n = 1 tenemos
Ejemplo 8 . consideremos el sistema
x(t) = (1 + sen(t))x.

La funcion f(t) = 1 + sen(t) es continua y de periodo 2n, sin embargo al resolver la

ecuacion

X(t) — Cet—cos(t)

solucion del sistema, no es una funcion periédica para c # 0.

Antes de enunciar el teorema de Massera, necesitamos algunos resultados y definicio-

nes que nos seran utiles para la mejor comprension de este teorema.

El teorema de Floquet muestra que toda matriz fundamental del sistema se puede
escribir como el producto de dos matrices de n X n; una de las cuales es de coeficientes

periédicos y la otra tiene la forma e donde B es una matriz constante.

Teorema 7 . Dado el sistema

x =A@)x(1)

donde A(t) es continua y T-periodica. Si ®(t) es una matriz fundamental del sistema,

existen P(t), B(t) € M,, tales que
O(r) = P(t)e®
donde P(t) es T- periodicas y B es una matriz constante.
Consideremos ahora el caso lineal periédico no homogeneo
X =A(t)x + b(r) (1.9)
donde A(t), b(t) son T-periddicas
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Teorema 8 . Si el sistema homogeneo x = A(t)x no tiene soluciones T-periodicas a parte

de la trivial (x = 0) entonces el sistema (1.9) tiene una solucion T- periddicas tnica.

Demostracion. Sea P(t) la matriz T- periddicas del teorema de Floquet, consideremos
el cambio x = P(f)z, entonces X = A(t)x se transforma en z = Bz con B matriz constante,

aplicando esta transformacion a el sistema (1.9) obtenemos
2= Bz+ P '(2)B(1) (1.10)
si X = A(f)x no tiene soluciones T-periddicas a parte de y = 0, entonces Z = Bz no tie-

ne soluciones T-periddicas, esto implica que (1.9) tiene una solucion T- periddica unica. O

Terminamos esta seccioén con un resultado de J. L. Massera, cuya demostracion usa la

teoria de Floquet.

Teorema 9 (Massera). Si el sistema y = A(t)y + b(t) tiene una solucion acotada para

t € [0, o] entonces, existe una solucion T-periodica.

Demostracion. Denotemos por ¢ la solucion acotada en [0, ) y sea ® la matriz
fundamental de soluciones tal que ®(¢) = O(t,0), ©(0,0) = I, de aqui la solucién tiene la

forma

W(t) = DY + f (O™ (s)b(s)ds
0

T
Y(T) = O(T)yo + f D(T)O ()b(s)ds,
0

tenemos que (¢t + T) también es soluciéon y (0, T') = ¥(T') por lo tanto
T
Wit +T) = OT)(t) + f O(T)D ' (5)b(s)ds,
0
tomando C = fOT O(T)D(5)b(s)ds tenemos que

Y(21) = D(TY(T) + C = (TN + C) + C = (1) + (1) + NC
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y en general
k=0

Wmn®" (Do + ) O(1)C
m—1

asi, si suponemos que la ecuacién no tiene soluciones T-periodicas llegamos a una con-
tradiccion. m|

Una consecuencia del teorema de Massera se da en el siguiente corolario.

Corolario 4 . Si el sistema homogéneo x = A(t)x no tiene soluciones T-periodicas, en-

tonces cualquier solucion del sistema (1.9) no es acotada en [0, 00).

1.5. Criterios de no existencia de 6rbitas periodicas

A continuacién revisamos algunos resultados clasicos para la no existencia de Orbitas
periddicas.

Dada una 6rbita periédicay € R? nos interesa saber qué tipo de 6rbita hay en la regién
acotada por la curva, denotémosla por int(y). En particular, si necesariamente contiene

puntos criticos, enunciemos primero un resultado que nos serd util.

Teorema 10 . (Punto fijo de Brouwer, [14]). Sea U c R?> homeomorfo a una bola ce-
rrada en R? y g : U — R? una funcién continua tal que g(OU) C U. Entonces g tiene al

menos un punto fijo en U, es decir, existe un punto x € U tal que g(x) = x.

Teorema 11 . Sea y C R? una curva periédica para ¢,(x). Entonces int(y) contiene al

menos un punto critico.

Demostracion: Si y ¢ R? es una curva de Jorddn, entonces int(y) es homeomorfo a una
bola cerrada en R2. Como el flujo es continuo y satisface ¢,(int(y)) = int(y) podemos

aplicar el teorema anterior.
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Dado un punto p € int(y) tenemos que ¢,(p) € int(y) para todo ¢ > 0, en particular
esto implica que cualquier #; > O se tiene que ¢, : int(y) — int(y). Por el teorema anterior
existe un punto p; € int(y) tal que ¢,,(p;) = p;. Escogemos una sucesion decreciente {z,}

conlim,_, t, = 0y la correspondiente sucesion de puntos fijos {p,}, es decir, ¢, (p,) = p,.

Supongamos que lim,_,., p, = p*, para cada t € R y cualquier n € Z existe un k,, € Z
tal que k,t, <t < (k, + 1)t, por lo tanto 0 < t — k,t, < t,, de aqui, dado € > 0 existe
0 > O tal que sit, < d, entonces ||¢;—,;, (Pn) — pall < €/3. Por la continuidad del flujo existe
N; > 1 tal que si n > N; entonces ||¢,(p,) — ¢,(p")|l < €/3. Ademads, tenemos que existe

N, > 1 tal que sin > N, se tiene ||p, — p*|| < £. En consecuencia

éi(pn) = ¢t(¢—tn(pn)) = ¢t(¢—k,,t,,(Pn)) = ¢t—knt,1(pn)’

entonces tomando N > max{N;, N,} se tiene que

6:(p") =PIl < lIe(p") = S(pll + lée(pn) = pull + llpn =PIl <€,
esto implica que ¢,(p*) = p* para todo r € Ry por lo tanto p es un punto critico. O
Ejemplo 9 . Consideremos el sistema:

X1:1+X%

Xy = X1X2,

este sistema no tiene puntos criticos, aplicando el resultado anterior en donde afirma que
si existe una solucion periddica entonces estd debe contener un punto critico, podemos

concluir que el sistema no puede tener Orbitas periddicas.

1.5.1. Teoria de indices

Consideremos la ecuacion (1.1) con f := (fi, f>) es decir el sistema
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X1 = filxr, x2),
X = fo(x1, x2).

Si reescribimos como la ecuacion escalar no auténoma:

dxy _ folx1,%)
dx fi(x1,x2)°

tan(Q) = Salx1,x2)

Si(x1,x2)°

donde 6 es el angulo que el campo vectorial f := (fi, f1) tiene con el eje x positivo.
Definicién 5 Una curva de Jorddn (en R?) es un subconjunto de R? homeomorfo a S'.

Sea v C R? una curva de Jord4n orientada positivamente que no contiene puntos

criticos de f = (fi, f1). El indice de f con respecto a y esta dado por:

fidf, = fdf
Jr(y) = SE SE I (1.11)

Note que j(y) es un de miiltiplo entero de 2. Intuitivamente representa el nimero
de vueltas que f, da al recorrer y, el dngulo que f tiene con respecto al eje x cambia

conforme 7y es recorrido una vez, en([18]) se prueba el siguiente resultado.

Lema3 . Sea y C R? una curva de Jorddn orientada positivamente que no contiene

puntos criticos de f. Entonces:
a).- Siint(y) no contiene puntos criticos, entonces j(y) =

b).- Si y1 y v, son dos curvas de Jorddn con vy, C int(y,) y si no hay puntos criticos

fuera de vy, y dentro de 7y, entonces jr(y1) = js(y2).

El resultado anterior nos motiva definir el indice de un punto critico x, en la siguiente
manera. Sea vy una curva de Jordan tal que xy € inf(y) y que no contenga ningun otro

punto critico de f, entonces:

Jr(x0) == jr(y).
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Si y encierra una cantidad finita de puntos criticos, una aplicacién del lema anterior nos

da:

Lema 4 . Seay C R? una curva de Jorddn orientada positivamente cuyo interior contiene

los puntos criticos xi, . .., x,. Entonces
IEDIPIEN!
k=1

Para calcular el indice j¢(x) de un punto critico aislado x,. Sean f y g dos campos
vectoriales tales que f(xg) = g(xo) = 0. Mdas ain, supongamos que g(x) es una defor-
macion continua de f(x). Dado € > 0 suficientemente pequeio existe & > 0 tal que para
v = 0B(xy, 0) se tiene || f(x) — g(x)|| < €. Dado que f(x) # 0 sobre y, tomando € > 0 su-
ficientemente pequefio se puede garantizar que f y g practicamente apunten en la misma

direccién a todo lo largo de y. Por definicién esto implica que

Jr(x0) = jg(x0). (1.12)

En otras palabras, el indice es invariante para pequefias perturbaciones del campo

vectorial f por lo tanto tenemos:

Lema 5 . Consideremos el sistema
x=Ax+ r(x),
donde ||r(x)|| = O(||x|]*), x € R, entonces tenemos que:

ij(O) = ij+r(x) (0) .

Como consecuencia del lema 6, para calcular el indice de un punto critico es suficiente

calcular el indice del sistema linealizado asociado. Usando la ecuacion (2.11) tenemos:

det(A) xX1dxs — x2dx
2 J, (@i xi + apx:)? + (ax Xy + anxy)?

Jax(0) = (1.13)
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Asumiendo que det(A) # 0 se puede ver que el indice es invariante bajo transfor-
maciones lineales no singulares, por lo tanto cuando calculamos j4,(0) es suficiente con

considerar las matrices con la forma canodnica de Jordan

a 0 a 1 a -b
A, = , Ay = , A, = .
0 b 0 b b a

Suponiendo que a # 0 para A, tenemos que existe una deformacion continua tal que:

a—+ € 0 . . .
Ay = , sign(a + €) = sign(a + &) = sign(a),
0 a+ e
a+e O ) )
Ay = , sign(a + €) = sign(a), b€ R".
0 a+e

En consecuencia de la ecuacion (1.12) tenemos que ja,,(0) = ja,.(0) en el caso de que
sign(b) = sign(a) y ja,(0) = ja.x(0) en caso contrario. Por lo tanto, es suficiente calcular

el indice para los casos A,, A..

Primero para A,. Evaluando la ecuacién (1.13) sobre la elipse
| 1
v i={(x1,x) = (—cos(t), Esen(t)) :0 <t <2n}.
a

Observemos que la curva es orientada positiva si ab > 0y orientada negativa si ab < 0,

evaluando obtenemos:

_ -1, siab <0,
Jax(0) = .
+1, siab > 0.
Para A, evaluamos la ecuacién (2.13) sobre el circulo unitario positivamente orientado

y obtenemos que js_(0) = +1.

Recordemos que el origen para un sistema lineal se dice punto silla si tiene dos valores

propios reales de signo diferente, tenemos como consecuencia el siguiente resultado.
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Lema 6 . Consideremos A € My«,(R) bajo la condicion que det(A) # 0 tenemos que

Jjax(0) = =1 s5i 0 es un punto silla; j,,(0) = +1 en otro caso.

Como consecuencia del Lema 5 y 7 obtenemos el siguiente resultado para puntos

criticos de sistemas no lineales.
Corolario 5 . Consideremos el sistema:
X = f(x),
Donde f(x) = 0. Supongamos que det(D f(x)) # 0, entonces

) —1, si xog es un punto silla,
Jr(xo0) =
+1, en otro caso.

El siguiente puede encontarse en [18]
Teorema 12 . Si y es una orbita periddica para el flujo de x = f(x), entonces

Jr(y) = +1.

Por el corolario 3 y el teorema 14 tenemos

Corolario 6 . Si y es una orbita periodica de x = f(x) la cual encierra un iinico punto

critico, entonces este punto no puede ser punto silla.

Demostracion: Supongamos que el punto critico es punto silla, por el teorema 14 se
tiene que js(y) = +1 y por el corolario 3 el indice de un punto silla es —1 pues el indice

es invariante bajo deformaciones continuas de . O
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Ejemplo 10 .

Sea

X1 = x1 + xo,
Co— 3,,3
Xy =x1 —2x + X + x5
El tnico punto critico es (0,0), éste es punto silla pues los eigenvalores del sistema

linealizado asociado son A = (-1 + V13)/2. Por lo tanto, no existen 6rbitas periddicas

para el sistema.

De hecho se cumple el siguiente resultado mas general.

Lema 7 . Sea x = f(x) Supongamos que para cada punto critico x, se tiene que det(D f(xy)) #

0. Sea y una orbita periodica para el flujo. Entonces:

a).- int(’y) debe contener una cantidad impar de puntos criticos.
b).- De los 2n + 1 puntos criticos contenidos en int(y), n son puntos silla.

Demostracion: (a) Por el lema 5 tenemos que j/(y) = X, jr(x;) y el indice de
cada punto critico es +1. Asi, si tenemos una cantidad par de puntos criticos la suma es
diferente de +1 lo cual contradice el teorema 14. el cual dice que una 6rbita periddica

bajo el flujo tiene js(y) = +1. Por lo tanto debe contener una cantidad impar.

(b) Como un punto critico que es punto silla tiene indice -1 y si no es punto silla su
indice es +1. La unica forma en que la suma de indices sea +1 es de que se tengan n

puntos silla. o

1.5.2. Sistema gradiente

Existen ademds familias de ecuaciones diferenciales para las que es posible probar
resultados relativos a la existencia de Orbitas periddicas, las cuales, a pesar de su particu-

laridad son importantes en aplicaciones o para fines tedricos, por ejemplo tenemos:
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Definicion 6 . Sea U C R? abierto, un sistema gradiente es una ecuacion de la forma

X = —gradv(x).

Ov O )
ox1’ oxy J°

Donde v : U — R es una funcion C* y gradv(x) = (

Ejemplo 11 . Sea v(x;, x;) = x%xz +x1x§, entonces gradv(xy, x;) = (2x1x; +x§, x%+2x1x2),

asi el sistema gradiente asociado es

X = =2x1x — 13,

).Cz = —X% - 2X1X2.

Definicion 7 . Sea y := (y1,y,) : I = U una funcion vectorial diferenciable yv : U — R,

entonces

ov ov
Dv(y) = | —y; + —3
v(y) (aylyl + ayzyz),

es la derivada de v a lo largo de y.

Proposicion 1 . Un sistema gradiente x = —gradv(x) no posee orbitas periddicas.

Demostracion: Sea x : I — U una solucién no trivial del sistema gradiente entonces

dv(x)
dt

. _[Ov . Ov |
(t) = Dv(x)-x = ((?xl X + e x2)

= — < gradv(x), gradv(x) >= —||gradv(x)|| < 0.

Es decir el valor de la funcién v es decreciente a lo largo de trayectorias no triviales,

por lo tanto, no puede haber soluciones periddicas. O

Note que es posible definir sistemas gradientes en R" y el resultado sigue siendo véli-

do.
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1.5.3. Criterio de Bendixson-Dulac

Continuamos discutiendo otros resultados para la no existencia de soluciones periddi-

cas.

Teorema 13 .(Criterio de Bendixson) Sean f = (fi, f,) : D — R?, C' en un dominio

: p) 9 . :
simplemente conexo D C R? tales que % + a—ﬁ no cambia de signo en Dy solo se anula

en un conjunto de medida cero. Entonces el sistema

X1 = fi(x, xp),

X = folx1, x2), x1,x €R,

no tiene orbitas periodicas en D.

Ejemplo 12 . Consideremos
x| = X,
X, =(1+ x%)xZ.
Calculamos la divergencia de este sistema

ofi  8fs Oxa 01+ xHx; s
8x1 * (9)62 Bxl * (')xz * l e 1 €S

por el criterio de Bendixson el sistema no tiene Orbitas periddicas.

Ejemplo 13 . Para el siguiente sistema analizemos si tiene orbitas periodicas en el plano:

X1 = (0 — 2)x7,

Xy = ax; +4x,.

Obsérvese que

0 0 0, —=2)x> 9 4
[)_fl + % _ (2~ 2, + ax +4x) _ (v2 —2)2x; +4 =2x100 — 4x; + 4.
x| Oxp 0x, 0x;
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Note que el criterio de Bendixson no aplica en este caso.

Un resultado mas general al criterio de Bendixson se muestra en el siguiente teorema,

su demostracion se hard en el capitulo 3.

Teorema 14 . (Criterio de Bendixson-Dulac) Sean fi(x, x2), f2(x1, x2) y h(xy, x») fun-
ciones con primera derivada parcial continua en un dominio simplemente conexo D C R?
ofih) | 9ol

+ =*= no cambia de signo en Dy solo se anula en un conjunto de medida

tales que o ¥ om

cero. Entonces el sistema

X1 = f(x, x2),

X = folx1,x2), x1, x2 €R.

No tiene orbitas periddicas en D.

Notemos que si la funcion A(xy, x,) = 1, entonces estamos en el caso del teorema 13.

Ahora aplicamos este resultado al ejemplo 13

Ejemplo 14 . Tenemos el sistema del ejemplo 13
X1 =(x — 2)x%
Xy = ax; +4x,
y consideremos ahora h(xy, x;) = x;z, entonces

a(flh) " (9(f2h) _ a(XZ - Z)X%xl_z N (')(axl + 4X2)x1_2

=0+ 4x;2 = 4x;?
(9X1 ze 8x1 8)62 ol S

por lo tanto, puesto que el resultado no es idénticamente cero y no cambia de signo en

x1 <00 x; > 0, por el criterio de Bendixson-Dulac el sistema no tiene 6rbitas periddicas.
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Ejemplo 15 . Consideremos el sistema

X1:XQ
S 2
Xy = —X] — X2 + X;5.

Obsérvese que el criterio de Bendixson no aplica. Sea h(x, x;) = e~2*entonces

Ifih) | Ofh) _ dxe™  O(-xi = x4 x)e

= —e M < ()
Bxl (’)xz (?xl (9)62 ¢ ’

asi el sistema no tiene 6rbitas periddicas en el plano.

En el capitulo 3 trataremos con més detalle este criterio.

1.6. Ecuaciones diferenciales parciales cuasilineales

Una Ecuacién Diferencial Parcial (E.D.P.) de Primer Orden, en dos variables, es sim-

plemente una expresion de la forma

dz 0z
Elx,y,z,—,—|=0 1.14
[ere 52 5) o

Asi tenemos los siguientes ejemplos de Ecuaciones Diferenciales Parciales.

Ejemplo 16 .
a—+b— =0 a,beR

Ejemplo 17 .

07 07
Xyt g(x)a—y = f(x,y)

donde f(x,y), g(x) son funciones continuas.

Sea Q C R? un dominio y f : Q — R con derivadas parciales continuas. La funcién f

es una solucion de la Ecuacion Diferencial Parcial si y solo si se satisface la identidad

af(x,y) af(m)) _0o en Q

Elx,y, f(x,y), o oy
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Definicion 8 . Sea Q C R®. Una Ecuacién Diferencial Parcial de Primer Orden de la
forma

0z 0z
P(x,y,Z)EC"‘Q(X,y,Z)a_y:R(x,yaz) P’QaRECl(Q)a (115)

se llama Ecuacion Diferencial Parcial cuasilineal de Primer Orden, donde las fun-

ciones coeficientes P,Q no se anulan simultdneamentes en €.

La ecuacion (1.15) se llama cuasilineal pues en general las funciones coeficientes P, Q, R

no necesariamente son transformaciones lineales en la tercera coordenada.

La ecuacién (1.15) bajo un punto de vista vectorial, se puede escribir equivalente-
mente en términos de la base canénica {7, }, lAc} del Espacio Vectorial R*, como el Producto
Punto:

(P?+Q}+RIA<)-(%?+ %}—IQ):O.
ox Oy

Consideremos el campo de vectores F o R3, tal que,
N . R .
F(x,y,2) = P(x,y,2)i + Q(x,y,2)j + R(x,y, 2)k. (1.16)

Con el objeto de simplificar la escritura, equivalentemente el anterior campo de vec-
H
tores se puede escribir simplemente F' = (P, O, R) en el entendido de que se trata de un

vector.

Sea un dominio Q € R®, S una superficie en Q que es la grdfica de una funcién
diferenciable de dos variables f : D — R tal que z = f(x,y) con D un dominio en R>.
Entonces si se define E(x,y,z) = z — f(x,y) tenemos que S coincide con la grafica del
conjunto

E70) = (x5, 2z = f(x,y) = 0}

La superficie S se puede entonces considerar como la superficie de nivel cero de la

funcion E. Si S es una superficie regular que es solucion de (1.15) y consideramos el

gradiente VE = —g—i, —g—;, 1) se tiene de inmediato la identidad
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2 -1
F-VE =0, E~(0).

Si se interpreta geométricamente la identidad anterior significa que la superficie solu-

2 2 2z . —_
cién S, también llamada Superficie Integral, es tangente al campo de vectores F.

. 4 « e,
Para encontrar superficies tangentes al campo de vectores F' recordemos la definicién

de drbita o trayectoria de un campo de vectores.

yd . . ﬁ
Definicion 9 . Sea Q un dominio en R®> y F : Q — R? un campo de vectores. Una curva
paramétrica 7 : I — Q donde I es un subintervalo de R es una drbita (trayectoria) del
campo de vectores siy solo si se satisface la identidad

d7 (1)

H
% = F(7 (1) enun intervalo I e€R

La definicién anterior dice que una curva paramétrica tal que el vector tangente a la curva

coincide con el campo de vectores en cada punto, es una Orbita.

Noétese que si se tiene una superficie formada s6lo por orbitas del campo de vec-
tores entonces es inmediato que es una superficie tangente al campo de vectores y en
consecuencia es una solucién de la E.D.P (1.15). El problema para encontrar superficies

integrales se reduce a conseguir Orbitas del campo de vectores.

La identidad (1.16), se puede escribir equivalentemente en término de las componen-
tes de los vectores, de donde se tiene la identidad:

(6z 0z 0z

E’ E’ E) = (P(X,y’ Z)’ Q(-x’y’ Z),R(X,y, Z))’

o bien, simplemente igualando las componentes de los campos de vectores se tiene el

sistema de tres ecuaciones diferenciales ordinarias:
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ox

T = P s Vs
o (x,y,2)
dy

E - Q(x’ Y, Z)
0z

— = R )
Ey (x,y,2)

El sistema anterior se puede escribir en términos de las diferenciales como un sistema

de tres formas diferenciales:

dx = P(x,y,z)dt
dy = Q(x,y,z)dt
dz = R(x,y,z)dt

Observacion: El sistema en general no es lineal y se sabe que un sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias no lineales es dificil de resolver explicitamente. Una al-
ternativa para conseguir una solucion del sistema, consiste simplemente en eliminar el
parametro t del sistema de formas diferenciales y conseguir dos formas diferenciales di-

ferentes de tal suerte que sus respectivas superficies se intercepten transversalmente.
Definicion 10 . Supongamos que,

{¢l(x’y’z)zcl (117)

$a(x,y,2) = 2
son un par de ecuaciones de superficies que se interseptan transversalmente. Estas su-

perficies se llaman caracteristicas de la ecuacion cuasilineal.
0z 0z
P(x’y,z)gc—*_Q(x’y’Z)a_y:R(-x’y’z) RQ?RECl(Q)

Sea ®(cy,c;) = 0 con @ € C!, la ecuacién de una curva arbitraria diferenciable en

el plano c;c,. Entonces, por las caracteristicas (1.17) reemplazando las constantes en la
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ecuacion por las funciones ¢, ¢, respectivamente, se obtiene la ecuacion de una superficie

integral en las variables x, y, z de la forma

D (¢1(x,y,2), 2(x,y,2)) = 0.

La expresion anterior es una ecuacion de una familia de superficies integrales, llamada
solucion general por contener una funcion arbitraria. Andlogamente, en el plano ¢ c; se
puede considerar una grafica de una funcién arbitraria, dada por una ecuacién de la forma

¢, = ®(c;) con @ € C! con lo que obtenemos

$2(x,y,2) = O(P(x, y, 2)). (1.18)

Ejemplo 18 . Encontrar la superficie solucion de la Ecuacion Diferencial Parcial

0z 0z
2 2
—+x—=0
v 0x o oy
SOLUCION: de acuerdo a la ecuacion (1.15) podemos formar el sistema
dx = xy’dt
dy = x’dt
dz = 0

igualando las dos primeras ecuaciones se tiene xdx = y*dy, integrando se tiene la
primera caracteristica x*/2—y*/3 = ¢, donde c| es una constante arbitraria. La segunda
caracteristica se deduce fdcilmente de la tercera ecuacion, pues integrando obtenemos

Z = ¢y, con ¢, una constante arbitraria y finalmente usando la ecuacion (2.18) obtenemos

¢y = O(cy)
es decir , X
X y
)
c=o(3-3)

que es una solucion general de la E.D.P.

42



Capitulo 2

Ciclos limites

2.1. Introduccion

Los ciclos limites resultan cuando una trayectoria en forma de espiral, acaba por en-
rollarse alrededor de una curva cerrada. El concepto ciclo limites es muy importante en
dindmica. Entenderemos por ciclo limite una 6rbita periddica aislada, es decir una 6rbita
periddica que tiene una vecindad anular de tal manera que no contiene ninguna otra orbita

periddica.

Por ejemplo, las orbitas periddicas de la ecuacion

X| = —Xp,
Xy = Xy,

no son aisladas.

En ocasiones las trayectorias del sistema tienden a acumularse sobre una Orbita cerra-
da; cuando esto sucede se dice que existe un ciclo limite estable. También se da el caso
en el que las trayectorias se desprenden de una Orbita cerrada, en cuyo caso se dice que

existe un ciclo limite inestable.
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Ciclo limite estable
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Ciclo limite inestable

Los ciclos limites estables son muy importantes en la ciencia ya que modelan los sis-

temas dindmicos reales que presentan procesos oscilatorios tales como latidos cardiacos,

ritmos biolégicos, reacciones quimicas oscilantes y otros muchos ejemplos.

El estudio de los ciclos limites para sistemas polinomiales, fue iniciado por Poin-

caré (1882), una técnica ttil para producir ciclos limite se deriva de los métodos de bifur-

cacion.

2.2. Bifurcacion

En general las ecuaciones diferenciales dependen de ciertos parametros, una bifurca-

cion ocurre cuando una estructura del retrato fase del sistema cambia cualitativamente

como resultado de la variacién de pardmetros, por ejemplo puede verse alterada la es-

tabilidad de puntos criticos, desaparecer o aparecer puntos criticos u drbitas periddicas,

en esta seccion nos enfocaremos en analizar propiedades elementales bifurcaciones de

puntos criticos en Orbitas periddicas.

Como es bien conocido en la literatura existen varios tipos de bifurcacién, mostramos

el comportamiento de esta bifurcacion en los siguientes ejemplos.



Ejemplo 19 . Consideremos el sistema

Xl =X

sz = —/1)61,
que contiene un pardmetro real A, el plano fase contiene un centro para A > 0, pues
los eigenvalores de la matriz de coeficientes son imaginarios puros, pero en el caso que
A < 0 se tiene un punto silla (eigenvalores reales de signo opuesto). Esta clasificacion
representa dos tipos de conducta radicalmente diferentes. El cambio ocurre cuando A

pasa a través del cero, entonces decimos que A = 0 es un punto de bifurcacion.

Ejemplo 20 . Consideremos el sistema

X1 = —=Ax1 + X
Xy = —Ax; — 3xo,
la matriz de coeficientes es
-1 1
-1 -3

para encontrar los eigenvalores m escribimos
-1-m 1

-4 3-m

el polinomio caracteristico es m* + (3 +A)m+4A = 0, el cual tiene las raices m;, m, =
%[—/l -3+ V(A - 1)(A-9)]. De aqui el sistema tiene una bifurcacion en el punto 1 = 0

donde cambia de un nodo estable a un punto silla.

Un caso especial de bifurcacion es la bifurcacion de Hopf, en este caso los Sistemas
tienen un punto critico aislado para ciertos valores del pardmetro y después de variarlos

aparecen soluciones periddicas o ciclos limites.
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Ejemplo 21 . Consideremos el sistema

X1 = uxy + x; — (x% + x%)
Xo = =Xp 4 pxy + (8 + X3),
donde u es el pardmetro de bifurcacion. El sistema tiene un tinico punto de equilibrio
en el origen.

Transformando a coordenadas polares obtenemos el sistema
i=r(u—r?)
6=-1,

si u < 0 entonces el diagrama fase consiste de un espiral estable. Si u > 0, entonces

tenemos un espiral inestable en el origen rodeado de un ciclo limites estable, ademds

2

tenemos que | = r- es una orbita periodicas estable.

El siguiente resultado es una version simple, restringida a ecuaciones tipo polar, del teo-

rema de Hopf la demostracion se puede ver en ([10],pag. 438)

Teorema 15 . Dado el sistema

X = px; + x — x1 f(r)

Xy = —x1 + uxy — x2f(r),

donde r = ,/(x? + x%),f(r),f(r) son continuas para r > 0, f(0) = 0y f(r) > 0 para

r > 0. Entonces
(i) para u < 0 el origen es un espiral estable que cubre todo el plano;
(ii) para u < 0 el origen es un espiral estable;

(iii) para u > 0 existe un ciclo limites cuyo radio se incrementa a medida que crece p.

El siguiente resultado nos da un criterio mas general para analizar la bifurcacion de

puntos criticos en Orbitas periddicas.
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Teorema 16 . (Hopf en dos dimensiones). Consideremos el sistema x = f(x,u) donde
f e CHY(R2 xR?) y £(0,u) = 0. Suponga que para u pequeiio, f.(0, ) tiene un par de

autovalores a(u) = iw(u), con w(u) > 0, a(0) = 0, a’(0) > 0, entonces:

(i) Existe 5 > 0, u € C*1((=6,6),R) tal que para l € (-6,0) el sistema x = f(x, 1) tiene
una solucion periodica p(T, s) con T(s) >0y T(0) = %, u@0) =0, u'0)=0.;

(ii) (x,y,u) = (0,0,0) tiene una vecindad donde no hay otras soluciones periédicas

aparte de la familia p(T, s).

2.3. Problema 16 de Hilbert

Como fue mencionado atin cuando en el caso de ecuaciones diferenciales en dos di-
mensiones, presenta muchos resultados fuertes, dista mucho de estar completa. El pro-
blema de decidir la existencia de orbitas periddicas es en la actualidad una area muy
activa y vigorosa. Muestra de ello es el famoso problema 16 de Hilbert. Para enunciarlo

consideremos un sistema polinomial.

X1 = P(xy, x
1= P(xi, x2) @.1)
Xy = Q(x1, X2)
con P, Q polinomios con coeficientes reales. El grado del sistema es el grado mayor

entre P, Q.

El Problema 16 de Hilbert (la segunda parte) fue propuesto en 1900 de la siguiente
manera:
Dado un nimero entero d, ;Cual es el numero maximo H(d) de ciclos limites del sistema
(2.1) para todos los sistemas polinomiales de grado d y que se puede decir acerca de la

posicion relativa de los ciclos limites?.
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Esta pregunta sigue sin tener respuesta, ain en el caso de que el grado de los polino-
mios sea 2. Sin embargo, este problema ha propiciado un desarrollo profundo y abundante

de varias areas de las matematicas contemporineas.

Enseguida listamos algunos resultados acerca de este problema

= En 1923 H. Dulac [4] prob¢ la finitud de ciclos limites de un sistema como (2.1).

Sin embargo a principios de los 80’s se encontraron hoyos en la prueba.

= En 1926 Van Der Pol probo la existencia de ciclos limites usando métodos graficos.

» En 1928 Liénard generaliz6 la construccion de Van Der Pol a otros sistemas.

= En 1985 R. Bamon [1] probo el resultado de Dulac para el caso cuadrético.

= A principios de los 90°s Yu Ilyasenko y J. Ecale publicaron en forma independiente

una correccion a la prueba de Dulac.

Respecto a la posicion relativa de los ciclos limites

Definicion 11 . Una configuracion de ciclos limite es un conjunto finito C = {Cy,...C,}

de curvas cerradas simples disjuntas del plano tal que C; N\ C; = 0 para todo i # j.

Dada una configuracién de ciclos limite C = {Cy,...C,}, la curva C; es primaria si no
existe otra curva C; de C contenida en la region acotada por C;.
Dos configuraciones son equivalentes si existe un homeomorfismo de R entre las dos,

tal que lleva una configuracion en la otra.
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Definicion 12 Una configuracion C es realizable si existe una ecuacion diferencial poli-

nomial tal que el conjunto de ciclos limites es equivalente a la configuracion C dada.

Un resultado debido a J. Llibre y G. Rodriguez [11] es el siguiente

Teorema 17 . Sea C = {Cy,...C,} una configuracion de ciclos limites y sea r su niimero
de curvas primarias. Entonces C es realizable por un sistema polinomial de grado d <

2m+r)—1

En 1979 Shi, Shen y Wang construyeron un sistema cuadratico con 4 ciclos limites,
por lo que el nimero de ciclos limites para sistemas cuadraticos es mayor o igual a 4

(H2) > 4).

En 2005 Yu y Han construyeron un sistema ctbico con 12 ciclos limite, por lo que el
ndmero de ciclos limite para sistemas cibicos es mayor o igual a 12 (H(3) > 12).

Existen otros interesantes resultados relacionados a ciclos limites ver [19] y las refe-
rencias alli contenidas.

Laidea general de las construcciones mencionadas relativas al problema 16 de Hilbert
han sido posibles al considerar los sistemas polinomiales como sistemas de ecuaciones
que dependen de ciertos pardmetros (donde los pardmetros son los coeficientes), y estudiar
las distintas bifurcaciones de ciertos puntos criticos para mas detalles ver [8].

Como ha sido comentado el teorema de Bendixson-Dulac entre otros permite deter-
minar regiones que no contienen Orbitas periddicas y por ello pueden ser de utilidad en la

parte de localizacién de 6rbitas periddicas en el problema 16 de Hilbert.
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Capitulo 3
Funciones de Dulac

En esta seccion presentaremos un método alterno para construir funciones de Dulac
que nos permitan descartar la existencia de 6rbitas periddicas para ecuaciones diferencia-
les en el plano haciendo uso de ecuaciones diferenciales parciales, mostraremos algunos

ejemplos y casos particulares para ilustrar aplicaciones de estos resultados.

Recordamos el resultado de Green para curvas cerradas.

Teorema 18 .(Green) Sea f = (fi, ) : D — R? , C' i.e., funciones con primeras
derivadas parciales continuas en un dominio simplemente conexo D (i.e. D no posee

hoyos), sea y C D una curva de Jorddn y int(y) la region limitada por la curva, entonces

if]dxl + fdez = ff [% - %l dx;dx,.
y int(y) axl axl

Para demostrar el siguiente resultado basta aplicar el teorema anterior.

se cumple

Teorema 19 . (Criterio de Bendixson-Dulac) Sean fi(x;, x3), fr(x1,x2) y h(xy, x3) fun-

WA 4 KBB4y cambia de

ciones C' en un dominio simplemente conexo D C R? tal que S el o

signo en Dy se anula solo en un conjunto de medida cero. Entonces el sistema
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X1 = filxi, x2),

X2 = fo(x1,x2), (x1, x2) €D

3.1
no tiene orbitas periodicas en D.

Demostracion: Supongamos que el sistema tiene una 6rbita periddica y con periodo

T > 0 en D, entonces por el teorema de Green tenemos

a(fih) Od(foh
ff [ (fih) , 0fs >] dxids = f (fil)dxs = (frh)dx))
iy | Ox1 0xy y

T T
- fo (Fil)is - (fih)iy)dr = fo Wi fs - fofi)di = 0.

Pero como %X’) -+ %ﬁ;’) no es idénticamente cero, y no cambia de signo en el int(y)
esto no es posible. O

En este criterio para descartar la existencia de 6rbitas periddicas de el sistema(3.1) en
el plano en una region simplemente conexa D necesitamos encontrar una funcion A(x, x;)
que satisfaga las condiciones del teorema de Bendixson-Dulac, tal funcién & es llamada
funcion de Dulac. Generalmente no es facil determinar tales funciones, aunque siempre
es posible proponer funciones de la forma A = 1, x{, x5, e™"2, x} x; como lo vimos en el

capitulo 1 y como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 22 . Consideremos el sistema
X =3x7 +5x;
X, =M + xgxl
y sea h = x| entonces

A(hfy) .\ a(hf)  03xi +5x3)x . Ae™ + x3x1)x
c?xl 0)(2 B (’)x1 8)(2

= 9x7 + 5x; + 3x0x] > 0,

y el sistema no contiene orbitas periodicas en el plano.
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Nuestro objetivo es obtener otro método para construir las funciones de Dulac, para

esto usaremos ecuaciones diferenciales parciales.

3.1. Construccion de funciones de Dulac

El proponer funciones / de la forma antes mencionada sirve solo para un ndmero
muy limitado de Sistemas de ecuaciones razon por la cual estudiaremos situaciones mas

generales y que resultan bastante interesantes.

1. Primero propondremos otra funcién arbitraria k(x;, x,) positiva o negativa tal que
solo se anule en un conjunto de medida cero. Y que ademas satisfaga

A(hf1) N O(hf2)
0x 0xy

= k(xl’ x2)~

2. Ahora aprovechando la libertad que tenemos sobre &, en orden de obtener algunos
resultados, tomamos k(x, x;) = c(x;, x2)h(x1, X2), con ¢ positiva o negativa que

solo se anula en un conjunto de medida cero, entonces, consideramos la ecuacién

oh 0 oh 0
fim—+ hi + Hh—+ hi = c(x1, x2)h(x1, x2) (3.2)
(')xl 8)61 (?xz 0)62

esto es

Oh oh 6f1 (9f2 _
h ax, + 12 % + h(8x1 + (9)62) = c(x1, x2)h(xy, x2)

podemos reescribir esta ecuacion como

o

o (3.3)

5 ofi  0fr )

oh
— —h I el )
+f2<9x2 (C(Xl,x2) (axl + 6x2)

3. Resolver esta ecuacion parcial cuasilineal de primer orden.

52



4. Comprobar que la funcién 4 obtenida es una funcién de Dulac para el sistema (3.1).

Hasta aqui hemos construido una forma de producir funciones de Dulac por un siste-

ma en el plano como se resume en el siguiente.

Teorema 20 . Para el sistema de ecuaciones diferenciales en el plano

X1 = filxr, x2)

X = folxi,x2), (x1, x2) €D

una solucion h del sistema asociado (3.3), (con ¢ que no cambia de signo y que solo
se anula en un conjunto de medida cero) es una funcion de Dulac para este sistema en

cualquier region A simplemente conexa contenida en D \ h™'{0}.

Prueba. La validez de este resultado se sigue de la construccion en los pasos del (1) -

4). O

Corolario 7 . Para el sistema de ecuaciones diferenciales dado en el teorema anterior,
si (3.3) tiene una solucion h que no cambia de signo y solo se anula en un conjunto de
medida cero sobre D (para alguna c que tampoco cambia de signo y que solo se anula
en un conjunto de medida cero), entonces h es una funcion de Dulac para el sistema de

ecuaciones diferenciales sobre D.

Prueba. Dada una funcién / : D — R denotamos por Z; := {(x1, x;) € D/I(x1, x,) = 0},
a(fih) , o(foh)

tenemos ==+ —°= 1o cambia de signo y se anula a lo mds en Z.UZ, el cual tiene medida
cero. O
Observaciones
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= Con la eleccién de k en el paso 2 obtenemos una ecuacién lineal (3.1), la cual es

mas simple de tratar, aunque algunas otras elecciones son posibles.

= Laeleccidn de c se usa para simplificar la ecuacién (3.3), obsérvese que siempre es

posible tomar ¢ como una constante.

3.2. Ejemplo y Aplicaciones

Ejemplo 23 . Consideremos el sistema

X = xp05(1 = cosx,)

XQ = 3X%X2

Sustituyendo en la ecuacion (3.10) tenemos la expresion

Oh h
xfx%(l —cos XZ)a_xl + 3)c%)cz(9—)c2 =h [c(xl, X)) — <2x1x§(1 —CoSXp) + 3x%)]

esto es una ecuacion diferencial parcial cuasilineal de primer orden, aplicando el

método de las caracteristicas (ver seccion 1.6 pag. 38) obtenemos el sistema asociado

dx;, = xix3(1 - cos xp)dt
dx, = 3xfx2dt
dh = h [c - (2x1x§(1 —CoSXp) + 3x%)] dt

de las dos primeras ecuaciones eliminando el parametro t obtenemos

Bx%xzdxl = xfx%(l — COS X)dx
que es una ecuacion diferencial ordinaria, resolviendo obtenemos la primera caracteris-
tica

. 1
3x1 + Xxp Sin X, + COS Xp — Ex% =C
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en la ultima ecuacion tomando ¢ = 3xf y multiplicando la ecuacion por x| tenemos
xidh =—-h (2xfx§(l — cos xz)) dt

la cual reemplazando en la primera ecuacion de el sistema asociado podemos reescribir

como
xldh = —2hdx1
y resolviendo para h
C
h=—
Xy

Notese que esta & es una funcién de Dulac para el sistema dado en la regiéon x; < 0 o

X1>O.

Ejemplo 24 . Consideremos el sistema

x‘1 2)61 COS X
. ox
X = e?+3x,

Sustituyendo en la ecuacion (3.3) y tomandoH(x, x) = In h(xy, x,) tenemos la expresion

OH OH
2x1 cos x;— + (€ + 3x)— = c(x1, x5) — (2cos x; —2x; cos x; + € + 3)
ox; 0x,

si tomamos ¢ = 3 + ™ + 2 cos x;, entonces la ecuacion se reduce a
OH H
2x1 cos x;— + (e** + 3x,)— = 2x; cos xy,

ox 1 (9)62

que es una ecuacion diferencial parcial de la forma
Sx)Hy + g(x2)H,, = G(x1) + G(x2),
la solucion de este sistema esta dado por
dx1 de
H=x+0 —_— | —
o (f 2X1 COS X fexZ + 3x2)
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y por lo tanto

h = exp

f d)C] f d)CQ
x1+d -
2Xx1 COS X e + 3x,

donde ® es una funcion arbitraria.

Ejemplo 25 . Consideremos las ecuaciones de Lotka-Volterra, también conocidas como

las ecuaciones de presa-depredador

x'1 = Xl(k —axy — bX2)

Xy = xo(m — ex; — dx,)

frecuentemente usadas para describir la dindmica de sistemas biolégicos en los cua-
les dos especies interactiian, y en consecuencia xiy X, Son siempre positivas.

sustituyendo en la ecuacion (3.3)

oh oh
xi(k—ax; —bxy)— + xo(m —ex) —dxy)— =
ox; 0xy

hic—(k—axy —bxy)—(m—ex; —dxy) +ax; + dx;]

y escogiendo a 'y d tales que ad > 0, y no se anulan simultaneamente, podemos tomar

c = —ax; —dx,

0 oh
xi(k—ax; —bx)— + xo(m —ex) —dxy))— = h((=k —ax; — bxy) — (m — ex; — dx,))
0x; 0x;

y reescribiendo conry =k —ax; —bxy, yr, =m—ex; —dx;

oh oh
Xir7— tXorh—— = h(_rl —}"2)

(9)61 (9)(72

la solucion de esta ecuacion diferencial parcial es



esta funcién & es una funcién de Dulac para las ecuaciones de Lotka-Volterra con

X1, X2 > 0.

Ejemplo 26 . Consideremos el sistema del ejemplo 13

X1 =(x — 2)x%

Xy = ax; +4x;

sustituyendo en (3.3) se tiene

Oh Oh
(xo — 2)x§a + (ax; + 4x2)a—x2 =h(c—Q2xi(x2 —2) +4))
1

y tomando ¢ = 4

oh oh
(X2 — 2))6%% + (ax; + 4362)8—)62 = h(=(2x1(x, — 2)))
1

esto es una ecuacion diferencial parcial de primer orden, supongamos que h solo depende
de x| entonces

Oh
(2 — 2))6?6— = h(=(2x1(x2 - 2)))
X1

y resolviendo llegamos a que h = x1‘2

Observese que hemos recobrado la funcién de Dulac usada en el ejemplo 13.

Ejemplo 27 . Consideremos el sistema

X1 (X] + 1)2)62

(x1 + Dx2ln(x; + 1) + X5 + 3xx°
2 2 1

X

para encontrar una funcion de Dulac h que solo dependa de x, y satisfaga una ecua-

cion de la forma (3.1) usamos la ecuacion (3.5).

h= exp( — [c(xl,xz) - g—ﬁ - g—i] dxl)
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1
h = exp( f G |cCxr, x2) = 20x1 + 1Dxy = [2(x1 + Doxaln(xy + 1) + 323 + 3x7]| dxl)

Si tomamos
c=3x2+3x3 %0 Vxi, X2
obtenemos
I ex f [—2(x1 + Dxo][1 + In(x; + 1)] dx
- (1 + Dx; !
B =2[1 + In(x; + 1)]
h—exp(f Gt dxl)
Integrando
h = exp(=2n(x; + 1) = (In(x, + 1))?)
es decir
1 2
h= m exXp (—(ln(xl + 1)) )

de aqui, tomando esta funcién A, podemos afirmar que el sistema no tiene 6rbitas periddi-

cas contenidas completamente en las regiones del plano divididas por la recta x; = —1.

Ejemplo 28 . Sea

3x1x§ + e + g(x)

X1

X X;+2

como f> solo depende de x,, podemos escribir para h.

_1 1 _oh
h= 7 exp (f 7 [c(xl,xg) o ] dxz)

Asi del sistema tenemos

1

1 x%+2 2
h = exp [c(xl, X)) —=3x;—e" - g/(xz)] dx,

-3
x2+2
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de tal forma que si tomamos

c=e"+3x

que es positiva para todo Xy, x,, tenemos

1
h=— exp (— f g;(XZ)dxz)
X +2 X, +2

que es una funcién que depende tinicamente de x,, asi, si tomamos x, # (=2)'/3, esta

funcion h es de Dulac.

Ejemplo 29 . Consideramos

3x7x; + €Y —tan x,

X1

Xy xi(l —2x1) + Xysec’x;

Sustituyendo en la ecuacion (2) nos da:

1
h=ex c(x1, x0) — 6x1%% — € + sec’x; — 3x% + 6x,x5 — sec’x dx)
P(f 6(1 = 2x1) + xp5ec2x, [ (21, 32) 2 : 2 2 1] :

es decir

1
h= o 2ela
exp (f (1 = 2x1) + xpsec?x) [C(XI x)—e xz] x])

y tomando

c=e +3x;

concluimos que

h=exp(0) =1

Como era de esperarse pues notemos que este sistema cumple las condiciones del criterio

de Bendixson.
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3.3. Caso particular del método de construccion

Como fue visto en los ejemplos, en algunos situaciones podemos obtener una situa-
cion especifica de h.

Denotemos F = (fi, f>) con fi, f> las funciones del sistema (3.1), consideremos que &
depende tnicamente de x; y k es de la forma k(x;, x;) = c(xy, x2)h = (x1) con c(xy, x;) # O.

Con estas condiciones tenemos:

oh 0 0
Div(hF) = fi— + hi + hﬁ = c(x1, x2)h (3.4
ox, 0x 0x,
Es decir reordenando tenemos
dn_h[ o 0f o
dx1 B f] b2 (9x1 (9)62
que es una ecuacion diferencial homogenea para A. asi
dh 1 ofi dfa
- LX) — — — 224
nf [C(x‘ R axz] H
integrando ambos lados
1 ofi  of
h = _ , —— ——=1d 3.5
eXp( 7 [C(Xl x2) x, axz] xl) (3.5)

Notemos que para que la expresion anterior tenga sentido necesitamos que el lado
derecho dependa solo de x;.
Andlogamente obtendremos una expresion similar si suponemos que 4 depende de x;.

Por otro lado tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2 . Sea F = (f1, f>), si div(F) > 0, y solo se anula en un conjunto de medida

cero, entonces nuestro algoritmo produce h = 1.

Demostracion. Tomemos el sistema (3.1), entonces por el teorema 20 el sistema aso-

ciado es
oh oh 3 ofy  0f
fl@xl +f26x2 = h(C(Xl,Xz) ((’)xl + 6x2) .
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dado que div(F) > 0, podemos escoger ¢ = g% + %
y en consecuencia la ecuacién queda como
oh oh
—+fH— =0
i o N o

es claro que una solucion es h = cte, en particular podemos tomar # = 1.

Ejemplo 30 . Consideremos el sistema

X1 = XX

(x1x0)%cosx; + 2x§ + 5x

X2

Queremos ver si existe una funcion de Dulac h que solo depende de x, y satisface una

ecuacion de la forma (3.1). Entonces aplicando la expresion anterior

h:exp(f%[c(xl,xz)—%—% dxl)

1 6x1 8)62
1
h = exp ( f — [ex1. x2) = x2 = [2(x1x2)cosx) + 625 + 5] dxl)

X1 X2
tomando
c:x2+5+6x§>0 Yxi, Xy
obtenemos
h = exp (— folcosxldxl)
es decir

h = exp(—2x; sen x; —2cos xy)

esta funcion 4 satisface las condiciones del criterio de Bendixson-Dulac y en consecuen-

cia el sistema no tiene Orbitas periddicas en el plano.
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3.4. Generalizaciones
Una variante del teorema de Bendixson-Dulac es la siguiente:

Corolario 8 . Sea Uy C U un conjunto abierto anular ( i.e., homeomorfo a un anillo del
plano), supongamos que existe una funcion con derivadas continuas h : Uy — R tal que
othf) | Ohf2)

la divergencia o T o, noes idénticamente 0 ni cambia de signo en U, entonces el

sistema tiene a lo mds una orbita peridodica enteramente contenida en U,.

Demostracion: Notese que, si hubiera alguna orbita periddica, ésta debe de contener
en su interior a la frontera interior de U, pues, de no ser el caso, tendriamos una con-
tradiccion con el teorema de Bendixson-Dulac. Ahora, supdngase que existen 2 Orbitas
periddicas y;, v, por la observacion anterior podemos suponer que y; esta contenida en
el interior de y,, el resto de la prueba se sigue en forma similar al teorema de Bendixson-
Dulac, pues al integrar sobre la frontera a (—Af,, hf;) obtenemos cero, pero por el teorema
de Green esto coincide con la integral a(ah—xf]‘) + a(ah—;f) sobre la region limitada por las curvas
v2 'y 1 lo cual es diferente de 0. Esta contradiccién prueba que no puede haber dos 6rbitas
periddicas, por lo tanto a lo méas hay una. O

Este algoritmo que acabamos de construir tambien puede ser aplicado para encontrar

una funcién /4 en la siguiente situacién més general ver [7] .

Proposicion 3 . Sea Dy un [—conexo subconjunto de D (i.e. Dy tiene | hoyos oll;(Dy) =~
afih) + o(fah)

ox1 0x

ZxZx...(I)xZ), supongamos que existe una funcion h € C' (Do, R) tal que
no cambia de signo y se anula solo en un conjunto de medida cero, entonces el sistema

tiene a lo mds [ orbitas periodicas en D,.
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