UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FacuLTAD DE CIENCIAS

Ajustes a curvas de rotacion galacticas en

gravedad f(R)

T 1D S I S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
FISICO
P R ESENT A

EDUARDO GARCIA AMADOR

TUTOR:
DR. JORGE LUIS CERVANTES COTA

2010




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Hoja de datos del Jurado

1. Datos del alumno
Garcia
Amador
Eduardo
26 35 52 09
Universidad Nacional Auténoma de México
Facultad de Ciencias
30112466-3

2. Datos del Tutor
Dr.
Jorge Luis
Cervantes
Cota

3. Datos del sinodal 1
Dr.
Dario
Nunez
Zuniga

4. Datos del sinodal 2
Dr.
Jerénimo Alonso
Cortez
Quezada

5. Datos del sinodal 3
Dr.
Francisco Javier

Sanchez
Salcedo

6. Datos del sinodal 4
Dr.
Marcelo
Salgado
Rodriguez

7. Datos del trabajo escrito
Ajustes a curvas de rotacion galdcticas en gravedad f(R)
86 pags.
2010



Para mis dos madres: Margarita y Rosa.



Agradecimientos

En primer lugar quiero dar un agradecimiento especial al Instituto Nacional de Investigaciones
Nucleares por el apoyo tanto institucional como econmico que me brindé como becario durante
el periodo de Junio a Diciembre de 2009. A los miembros del jurado que evaluaron este trabajo:
Dr. Dario Nunez Zuniga, Dr. Jerénimo Cortez Quezada, Dr. Francisco Javier Sanchez Salcedo
y Dr. Marcelo Salgado Rodriguez por sus comentarios y observaciones asi como al Dr. Mario
Alberto Rodriguez Meza por sus asesorias sobre el uso del software Wolfram Mathematica 7 y
otras discusiones.

Eduardo Garcia A.



Contenido

Introduccién

1. Modelo Estandar de Cosmologia

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.
1.6.

1.7.

Relatividad General . . . . ... ... ... .. ....
Principio Cosmoldgico y Ecuaciones de FRW . . . . . .
Breve historia del universo . . . . . . .. .. ... ..
Parametros cosmologicos . . . . . .. ... .. ...
Distancia luminica . . . . . . .. ... ... ... ...
Respaldo observacional del modelo ACDM . . . . . ..
1.6.1. Supernovas Tipola . .. ... ... ... ...
1.6.2. Edad del universo . . ... ... ... .. ...
1.6.3. Radiacién Césmica de Fondo . . . . . . . . ..
1.6.4. Catdlogos de galaxias . . . . ... ... .. ..
1.6.5. Simulaciones de N-cuerpos . . . . . ... ...
Resumen de mediciones . . . . . . ... ... ... ..

2. Modificaciones a RG. Gravedad f(R)

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.

2.5.

Introduccién histérica . . . . ..o
Ecuaciones de campo en gravedad f(R) . ... .. ..
Ecuaciones de FRW en gravedad f(R) . ... .. ...
Dos modelos f(R) . . . ... ... .. ... ...
241. f(R)=R—& ... . .. ... . ... ....
242 f(R) = foR™ . . ...
Limite Newtoniano . . . . . . . .. ... ... ... ..
2.5.1. Limite Newtonianoen RG . . . . . ... .. ..
2.5.2. Limite newtoniano en gravedad f(R) . . . . ..

3. Galaxias espirales y materia oscura

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.

Materia oscura en galaxias. Contexto histérico

Naturaleza de la materia oscura . . . . . . . . . . . ..
Caracteristicas de galaxias espirales . . . . ... ...
Curvas derotacion . . . . . . . . . ..



Contenido 11
3.4.1. Medicion de las velocidades de rotacion . . . . . .. ... 42

3.5. Teoria newtoniana de galaxias espirales . . . . . . . .. . ... ... ... 43
3.5.1. Discos delgados . . . . . . . .. 43

3.5.2. Halos esféricos . . . . . . . . .. 46

3.5.3. Caracteristicas de los halos de Burkert y NFW . . . . . . . . ... ... ... 47

3.6. Ajustes de curvas de rotacion. Perfiles de Burkert y NEFW . . . . . .. ... . 48
3.6.1. Andlisisde curvas . . . . . . . ... 49

4. Curvas de rotacién en gravedad f(R) 60
4.1. Potencial de discodelgado . . . . . . . ... oL 60
4.2. Ajustes de curvas de rotacion . . . . ... 61
4.3. Analisis de resultados . . . . . ... L 62
4.4. Comparacion con halos de materia oscura . . . . . .. .. ... 63
Conclusiones 69
A. Notas sobre RG y f(R) 70
A.1. Convencién de Signos . . . . . . . L 70
A.2. Complementosde RG . . . . . . .. . 70
A.3. Calculo de las ecuaciones de FRW en RG . . . . . .. ... ... ... ... ... . 71
A.4. Célculo de las ecuaciones de FRW en gravedad f(R) . . ... ... ... ... ... 72

B. Datos y errores experimentales 74
B.1. Ajustes de datos experimentales . . . . . . .. .. ... 74
B.2. Célculo de errores . . . . . . . . . ... 76
Bibliografia 78



Introduccion

Es sabido que en las galaxias se encuentra materia oscura, pero en especial en las galaxias de
bajo brillo superficial (LSB, por sus siglas en inglés) donde ésta es la componente dominante. De no
ser por la materia oscura no seria posible explicar de manera satisfactoria las curvas de rotacion que
se observan. Aunque existen varios perfiles de halos de materia oscura que resuelven el problema
de las curvas de rotacion, se ha tratado de abordar el problema desde otro punto de vista, uno en
el que se suprime por completo a la materia oscura presente en las galaxias y se sustituye por una
nueva teoria de gravitacion.

Dentro de las teorfas de gravitacion modificada estén las conocidas como gravedad f(R) que
surgen como resultado de modificar el lagrangiano de Relatividad General. Esta probado que algu-
nos modelos de gravedad f(R) funcionan muy bien a nivel cosmoldgico como sustituto de energia
oscura, en particular el modelo R". Esto ha llevado a la comunidad cientifica a tratar de probar este
modelo a escalas més pequenas como la del sistema solar con resultados poco satisfactorios, pero
también a escala galactica en donde parece haber cierto éxito ya que parece resolver el problema
de las curvas de rotacion sin necesidad de materia oscura.

En este trabajo abordamos la problematica de las curvas de rotacion desde ambos puntos de
vista: materia oscura y gravedad f(R). La estructura es la siguiente:

En el capitulo 1 se presenta, en la primera parte, la teoria de Relatividad General y el modelo
estandar de cosmologia ACDM. En seguida se expone el respaldo observacional de dicho modelo,
los diferentes proyectos que aportan datos observacionales a la teoria como las observaciones de
Supernovas tipo Ia, el telescopio espacial Hubble y los mas recientes resultados de WMAP.

El capitulo 2 trata de las modificaciones a Relatividad General, en especifico las teorias f(R),
mejor conocidas como gravedad f(R). Se obtienen las ecuaciones de campo y cosmoldgicas y tam-
bién se exponen brevemente dos modelos f(R), uno de los cuales es f(R) = foR" para el cual
se tomara el limite newtoniano que es necesario para poder derivar el potencial gravitacional mo-
dificado a escala galdctica. Se encuentra el potencial modificado para una fuente puntual y la
correspondiente curva de rotacién y hace una breve discusion sobre los pardametros de este nuevo
modelo.

En el capitulo 3 se expone lo referente a galaxias espirales y materia oscura: contexto histérico
de observaciones, curvas de rotacion, teoria newtoniana de discos delgados y dos modelos de halos

v



Introduccion \Y%

oscuros: Burkert y NFW. En la parte final se hace un ajuste a las curvas de rotacion, haciendo
uso del software Wolfram Mathematica 7, de una muestra de dieciséis galaxias, de las cuales siete
son galaxias LSB, tomando los modelos de Burkert y NFW. Los resultados obtenidos se comparan
entre si de manera muy general y se hace una breve discusién sobre los resultados obtenidos en [51]
con el modelo de halo pseudo-isotérmico.

En el capitulo 4 se presenta la teoria de curvas de rotacién desde el enfoque del modelo R™.
Se hace la generalizacion del potencial encontrado en el capitulo 2 para un disco axisimétrico y a
partir del cual se encuentra la correspondiente velocidad de rotacién. Dicha velocidad corresponde
al término correctivo o deviacion respecto de la parte newtoniana mostrada en el capitulo 3. Final-
mente se hace el ajuste del mismo conjunto de galaxias con dicha modificacién y se comparan los
resultados con los obtenidos en el capitulo 3 de manera muy general asi como los encontrados en
[40] y [50].

Finalmente se describen las conclusiones del trabajo y se anexan dos apéndices con detalles del
célculo de las ecuaciones cosmolégicas en Relatividad General y f(R), ademds de notas generales
sobre el ajuste de datos y calculo de incertidumbres.



Capitulo 1
Modelo Estandar de Cosmologia

En los tdltimos 20 anos las observaciones de alta precision del universo han sido muy importantes
en el avance de la cosmologia. Satélites como COBE y WMAP, las misiones en Tierra BOOME-
RANG y MAXIMA, las observaciones de Supernovas la, los catalogos de galaxias 2dF y SDSS,
entre otros, han podido confirmar las predicciones del Modelo Estandar de Cosmologia. Este mode-
lo también conocido como el modelo ACDM, suplementado por un escenario de inflaciéon provocado
por campos escalares, es el que mejor se ajusta con las observaciones como veremos a lo largo del
capitulo. Para una revisién técnica ver [1] y [2].

1.1. Relatividad General

La teorfa de la Relatividad General (RG) es la teoria de gravitacién sobre la cual se desarrolla
la cosmologia moderna. Creada en 1915 por Albert Einstein como la generalizacion de su teoria de
la Relatividad Especial (RE), la Relatividad General proporciona la herramienta matemética con
la cual se obtienen las ecuaciones cosmoldgicas que rigen la dindmica del universo. RG contiene a
la gravitaciéon newtoniana como limite: el limite de campo débil.

Para obtener las ecuaciones cosmoldgicas necesitamos de las ecuaciones de campo de Einstein
las cuales se pueden obtener a partir de un principio variacional. Este es el principio de minima
accion:

5(Sy 4+ Spm) =0 (1.1)

donde S, y S, son las acciones del campo gravitacional y materia [3, 4]. Si se toma tnicamente la
variacién de la accién del campo gravitacional se obtienen las ecuaciones de Einstein en el vacio
como se muestra enseguida.

La accién de gravitacion tiene la forma
1
S,=— [ d'z Rv/—g, (1.2)
2K
con Kk = 81G, R el escalar de Ricci —ver apéndice A.1-y g el determinante del tensor mértico g, ;

1



1.1. Relatividad General 2

R\/—g es la densidad lagrangiana del campo gravitacional y S, es conocida como como la accién
de Einstein-Hilbert.

De la teoria clasica de campos sabemos que la accién viene dada por la integral de una densidad
lagrangiana £(®’, 9,9") que depende de un conjunto de campos independientes ®(x#) y de sus
derivadas. Los campos a su vez dependen de las coordenadas z# del espacio-tiempo. En RG se tiene
que £ = Ry/—g y la variable dindmica andloga a ® es g"”. Aplicando el principio de minima accién
tenemos

1
0=05, = — [d% [5g“”RW\/—g + g" R,/ —g + g‘“’RW&/—g]
2K
= i/d% R, — le vV—g0g"
2K S
1
—I—ﬁ/d‘lx "SR, —g (1.3)

donde hemos tomado d/—g = —%\/—g G 09" [3]. En la dltima integral tomamos en cuenta que
3]
0R,, = V() = V,(0I'%,,) -

Recordemos que las I'’s no son tensores pero sus variaciones dI'’s si [3, 5|. Entonces se tiene que
/d4x g ORAN—g = /d4a: [Va(g’“’ (51““”) - V. (g" 6Faau)} V=g
- /d4x V.C—g , (1.4)

donde C* = g oI'®,, — gt 4ol%,, [4, 5] y donde se ha introducido la condicion de metricidad
V,g" = 0. La ec. (1.4) contiene una divergencia total asi que podemos aplicar el teorema de la
divergencia. Como resultado la integral se vuelve nula pues es en la frontera del hipervolumen
—variedad— sobre la que se estd integrando que se cumple dg"” = 0; asi entonces la ec. (1.3) queda
como

1 1
0=105, = By d*z (Ruv — éRQuV) V—g0g" . (1.5)
K
Finalmente obtenemos las ecuaciones de campo en ausencia de materia
1
Guw = Ry — §ng, =0. (1.6)

A G, se le conoce como tensor de Einstein.

Para derivar las ecuaciones de campo en presencia de materia ahora tomamos la variacién de
la accién de materia

S = /d4x Lov/—g (1.7)
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donde L,, es el lagrangiano de materia con lo que obtenemos

0=0S, = / &'z {—a@m\/__g) sg + XLm/=9) 5g"” a]

dgh 99" o
I(Lim/—9) 9 (9(Lmv—9g)
— 4 “\=mvV_ J) nyo 7y
/d v |: adgH %9 ox® 39’”, a %9
8 a(Lm\/ _g)
4 Ny
—l—/dajaxa( 25" dg

La ultima integral contiene de nuevo una divergencia total y se anula, entonces

oi8 e [ [Mn/D 0 (WD)

ogrv ox® 29"

y es en este punto donde se define el tensor de energia-momento 7),, de materia [3]:

1 O(Ly\/— 0 [ O(Lm/—
2 dghv Ox“ 0" o
con lo que la ec. (1.8) se convierte en
1 v
0= 5Sm = —5 /d4l' T#I/'\/ —g (59'“ . (].].O)
Asi, de la ec. (1.1) obtenemos las ecuaciones de campo en presencia de materia:
1
R, — §Rg,w =8rGT,, , (1.11)
6
G, = 8rGT,, . (1.12)

Esta ecuacion tensorial compuesta por 10 ecuaciones diferenciales parciales acopladas de segundo
orden nos dice que la curvatura del espacio-tiempo representada por el lado izquierdo se debe a la
presencia de masa y energia dada por el lado derecho, o dicho de otra manera, que la fuente del
campo gravitacional se encuentra dada por el tensor de energia-momento. Es importante mencionar
también que ésta es una ecuacion invariante ante transformaciones generales de coordenadas.

Cuando se introduce la constante cosmolégica A, la accién (1.2) se modifica sustituyendo R por
R — 2A y entonces las ecuaciones de campo que se obtiene son

1 A
le, — §ngj = 81 (TMV — % g,uy) . (113)

En un principio la constante cosmoldgica fue introducida por Einstein para forzar una solucion
estética de sus ecuaciones de campo. La constante actuaba asi como una fuerza repulsiva a escala
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cosmologica de magnitud muy pequena que contrarrestaba a la gravedad, pero dado el descubri-
miento de la expansién fue desechada. Recientemente se ha retomado porque los resultados que con
ella se obtienen se adecuian a las observaciones de expansion acelerada del universo. En la forma
que aparece en la ec. (1.13) la constante cosmoldgica actia como un fluido ideal al que se le asocia
un tensor de energia-momento T,Sf}) = —pA 9w cuya densidad de energfa es py = % y cuya presion
es pp = —pa [3]. Con esto vemos que A actia con presion negativa.

1.2. Principio Cosmolégico y Ecuaciones de FRW

La cosmologia moderna esta basada en un principio muy sencillo y simple: el principio cos-
mologico que dice

A grandes escalas (> 10* Mpc) el universo es homogéneo e isétropo,

refiriéndose homogéneo a la distribuciéon uniforme de materia e isétropo a que posee la mismas
propiedades en cualquier direccién angular que se le observe. Desde luego, a escala local como la
de la Via Lactea, el principio cosmoldgico no es vélido ya que las estrellas no estan distribuidas de
manera uniforme en todo el cielo cuando lo observamos sino que se acumulan en la region llamada
plano galdctico que corresponde a la vista de canto del disco galdctico. Sin embargo a escalas muy
grandes la aplicacion de este principio es una muy buena aproximacion.

Este principio simplifica mucho las cosas porque introduce una simetria en el tensor métrico de
la ec. (1.13), conocido en este caso como la métrica Friedmann-Robertson-Walker (FRW) dando
como resultado el elemento de linea

2

1 —kr?

ds® = —dt* + a*(t) +72(d6? + sen?d do?)| | (1.14)
donde t es el tiempo cosmologico, r, € y ¢ son las coordenadas esféricas del espacio tridimensional,
a(t) es el factor de escala del universo y es una funcién que depende de ¢, y k es la curvatura del
espacio cuyo valor puede ser -1 para un universo abierto, 0 en un universo plano 6 +1 para un
universo cerrado. Del elemento de linea (1.14) se puede ver que la métrica de FRW estd dada por

-1 0 0 0
(1) .
v = 1 — kr? (115)
0 0 a®(t)r? 0
0 0 0 a*(t)r*sen*d

Suponemos ademas que el universo esta constituido por un fluido perfecto —sin viscosidad ni
interaccion entre sus particulas—. En este caso el tensor de enegia-momento toma la forma

T;w = (p +p) Uy Uy +pg;w 5 (116)
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donde p y p son la densidad de energia y presion del fluido respectivamente y u, = 5Ou es la
cuadrivelocidad del fluido! en coordenadas coméviles, es decir, en coordenadas que se mueven
junto con la expansion. El tiempo ¢ de la ec. (1.14) es justo el tiempo que mide un observador que

se mueve junto con el fluido y corresponde al tiempo propio.

La derivacion de las ecuaciones de FRW se da en el apéndice A.3. Estas ecuaciones rigen la
dindmica del universo y forman un sistema de tres ecuaciones diferenciales con tres incégnitas
(a, p, p). A continuacién se muestran en términos de uno de los pardmetros fundamentales de la
cosmologia: el pardmetro de Hubble definido por H = a/a.

8rG A k
2 _ -0 I
H* = 3 <p+ 87TG) 2 (1.17)
a ArG A
i e (p+3p——4ﬁG) , (1.18)
p = —3H(p+p) . (1.19)

Las ecuaciones (1.17) y (1.18) nos llevan a la ec. (1.19), es decir, sélo dos ecuaciones son
linealmente independientes. El sistema de ecuaciones FRW no puede ser resuelto ya que hace
falta una ecuacién. La ecuacion faltante que cierra el sistema es la ecuacion de estado cosmoldgica.
Si suponemos un fluido barotrépico ésta es

p=wp, (1.20)

donde w es una constante que toma cierto valor segun el fluido que se encuentre en el universo.
Esta constante es distinta en las diferentes épocas del universo como veremos en la seccién 1.3. La
tabla 1.1 muestra todos los posibles constituyentes del universo asi como sus respectivas w’s.

De la ec. (1.17) se ve de una manera mucho mas clara que la densidad de energia correspondiente
a la constante cosmolégica es A/8wG. De la misma ecuacién también se puede ver que el universo
posee por lo menos dos componentes: una cuya densidad es p y que puede ser cualquiera de las
mostradas en la tabla 1.1 con w # 1 y la otra A. Pero si posee mas de dos componentes entonces
p=>_,pi, donde i denota a los diferentes fluidos con w # 1 que conformarfan el universo.

1.3. Breve historia del universo

Para comprender la evolucién del universo presentamos la descripcion siguiente que da un pano-
rama muy general de las condiciones que existian en cada una de la etapas de evoluciéon de universo.
En sus primeros instantes, justo después de la gran explosion, el universo experimentd una enorme
expansion denominada inflacion. El agente causante de ésta es una constante cosmoldgica A, que se
cree fue originada por la energia de vacio de los campos cuanticos presentes en el inicio del universo.

15()“ = delta de Kronecker.
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Fluido w
. , . 1
Radiacién y/o Particulas Ultra-Relativistas 3
Polvo 0
Energia del vacio -1
Materia rigida 1
Tabla 1.1: Fluidos y sus respectivas constantes w.
La ecuacién de estado en esta etapa corresponde a w = —1. Posterior a la inflaciéon viene un proceso

conocido como recalentamiento en donde la energia de vacio decayo en particulas. El universo ahora
consistia de un fluido de radiacién y/o particulas ultra-relativistas formado por fotones, neutrinos,
quarks y otras particulas masivas cuya energia cinética era muy grande. Durante esta etapa la
ecuacién de estado es w = 1/3. Después de un enfriamiento, algunas particulas decayeron y otras
persistieron como los protones, neutrones y electrones cuyas densidades sobrepasaron las asociadas
con la radiacién —fotones y neutrinos—. Este nuevo contenido energético del universo ejerce presion
nula sélo bajo ciertas condiciones, por lo que se asume que w = 0. Hasta hace pocos anos se creia
que ésta era la etapa en la que el universo se encontraba, pero se ha descubierto que no es asi.
Existe una expansion acelerada provocada por algin tipo de energia exoética, tal vez una nueva
constante cosmoldgica similar a la de la etapa de inflacién con w &~ —1, o una nueva esencia en
cuyo caso se toma A =0y w < —1/3 de acuerdo con la ec. (1.18). Lo que en realidad es la energia
oscura, como se le denomina de forma genérica a este agente, no se sabe con certeza pero lo que
si se sabe es que constituye la mayor parte del contenido energético actual del universo con ~ 73 %,
como lo demuestran las observaciones segiin veremos en secciones mas adelante.

Por otro lado, el modelo w = 1 actualmente es ya muy poco usado. Se utiliza para describir
materia muy densa sometida a muy altas presiones.

1.4. Parametros cosmolégicos

Dentro de la cosmologia existen diversos parametros fundamentales cuyos valores describen en
conjunto el escenario del universo en cualquier época. Uno de ellos es el parametro de Hubble
mencionado en la seccién 1.2. A continuaciéon definimos otros y la manera en que se relacionan
entre si.

. . . 2 . . .
El pardmetro de densidad de materia €, = pﬁ, con p, = % la densidad critica del universo,

da cuenta de la materia presente en el universo. Otros parametros son el pardmetro de curvatura

Qp = —az% y el parametro de densidad correspondiente a la constante cosmoldgica 2, = 3%
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La suma de esos parametros, excepto el de curvatura, se denomina pardmetro de densidad total
o simplemente pardmetro de densidad §). En términos de estos pardmetros la ec. (1.17) se puede
reescribir como

Q4+ Q=+ U+ =1. (1.21)

Otro pardmetro es el pardmetro de desaceleracion q = —z = —%3 que indica si el universo se
encuentra en expansion acelerada o desacelerada dependiendo del signo de d. Asi la ec. (1.18) se
transforma en:

1
q= Z§(1+3wi)§zi, (1.22)

donde 7 representa cada uno de los componentes del universo antes mencionados.

De acuerdo con las observaciones, hoy contribuyen de manera significativa al contenido energéti-
co del universo unicamente bariones, materia oscura fria (CDM, por sus siglas en inglés) y energia
oscura; a las dos primeras las denotaremos con los subindices b y C'DM respectivamente. De acuerdo
con lo que se menciond en el parrafo final de la seccién 1.2 tenemos

Pm = Po+ PcoM (1.23)
con lo que el parametro de densidad total es
Qe = U+ Qcpur (1.24)
y como veremos mas adelante, las observaciones actuales indican que
O+ Qepmr +20 =1, (1.25)

es decir, vivimos en un universo practicamente plano € ~ 0 —ver ec. (1.21)— y de tres componentes
principales. Entonces, el parametro de desaceleraciéon es

1
4= 5 O~ (1.26)

y dadas las condiciones actuales: §2,, ~ 0.27, Q5 ~ 0.73, 2, ~ 0, tenemos que ¢y < 0 lo cual indica
la aceleracion positiva en la expansién del universo.

A continuacién se describen otros conceptos tedricos que fortalecen atin mas al modelo estandar
de cosmologia y de los que se obtienen resultados concretos a partir de los datos observacionales.

1.5. Distancia luminica

Por corrimiento al rojo estamos acostumbrados a la idea de que se trata de un fenémeno en el cual
existe un desplazamiento de las lineas espectrales de la luz de las galaxias por Efecto Doppler. Este
es s6lo una de las varias formas en las que se puede dar el corrimiento al rojo. El corrimiento al rojo
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se da por diversos mecanismos: Doppler (relativista y no-relativista), Cosmolégico y Gravitacional.
El corrimiento al rojo cosmolédgico consiste en una elongacién de las ondas luminosas debida a
la expansién del universo, es decir, hay un “alargamiento” en la longitud de onda A de la luz
de los objetos luminosos en el universo debido a su expansion. En el mecanismo cosmologico los
objetos se encuentran pegados al espacio-tiempo y lo que ocurre es que la expansiéon del universo
los separa dando lugar al movimiento que se observa y al aumento de la longitud de onda de la luz
emitida originalmente. Este mecanismo no debe confundirse con el corrimiento Doppler donde los
objetos se encuentran en movimiento relativo con cierta velocidad v y donde lo que se mide es un
desplazamiento de las lineas del espectro de los objetos hacia el color rojo. Cabe mencionar que
los corrimientos que se miden siempre incluyen una componente cosmolégica y una Doppler. Si los
objetos son cercanos, sus movimientos relativos son los que se toman en cuenta y la componente
Doppler domina mientras que si son lejanos, esos movimientos relativos son despreciables y lo que
se toma en cuenta es la componente cosmologica.

A partir del mecanismo cosmolégico se puede obtener una expresion cuantitativa del corrimiento
al rojo:

)\0 Qo
=14 1.27
A a = (1.27)

en donde z es el corrimiento al rojo cosmoldgico y los subindices 0 indican los valores hoy en dia
de las cantidades; las cantidades sin subindice son los valores de dichas cantidades en el pasado, en
el momento en que se emitio la luz.

Como el universo se encuentra en expansion, ag > a = A\g > A = 1y < Vv = Fy < E, donde v;
es la frecuencia cldsica de la onda luminosa y E; es su energfa 2 y de esta manera z > 0. Vemos que
el factor z es en realidad el porcentaje de cambio entre la longitud de onda recibida y emitida, o
entre el factor de escala actual y en un tiempo ¢ arbitrario. El corrimiento z es de gran utilidad para
la determinacion de distancias en el universo. Podemos decir que z ~ 0 corresponde a los objetos
proximos —o que han experimentado menos expansion—, mientras que z’s mas grandes corresponden
a objetos mas lejanos —de méas expansion—.

Existen dos distancias en un universo en expansion: la distancia comovil que permanece cons-
tante durante la evolucién y la distancia fisica que escala proporcionalmente al factor de escala.
Como veremos a continuacién una manera de medir distancias es por medio de la luminosidad L
(energia emitida por unidad de tiempo) de un objeto estelar. Esta es llamada distancia luminica y
se donota por dy.

Supongamos un objeto de luminosidad absoluta Lg en un espacio de Minkowski. El flujo f
(energia por unidad de tiempo por unidad de area) medido en la Tierra debido a este objeto,
digamos una supernova, esta dado por

Lg
f = F ’
md
donde d = rg es la distancia entre la fuente y nosotros, la cual no cambia con el tiempo. Generali-

(1.28)

2Recordemos que desde el punto vista cudntico v se relaciona con la energia por medio de la férmula de Planck
Ez’ = hl/i
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zando este concepto a un universo plano y en expansion se tiene que

Lg
=2 1.29
F=inp (129)
de la que podemos obtener una primera expresion para la distancia luminica
Lg
2 = == . 1.30

Del elemento de linea (1.14) considerando un universo plano, la coordenada r = rg desde la
cual se emite un rayo luminoso que es observado en la Tierra (r = 0) es

rsg to dtl

rg = / dr' = / -
0 ¢ oa(t’)

1 (7 d

== | —= 1.31
ap Jo H0h<2/) ( )

tomando en cuenta que z = —(1+ 2)H y h(z) = H(z)/Hy un factor adimensional .
Ahora, en un universo en expansion se tiene que a t = tg

Ly
= s ) (1.32)

Si comparamos las ecs. (1.29) y (1.32) vemos que
dp = agrs(1+2) , (1.33)
con lo que la distancia luminica en términos de z es
142 [* d
d =
L (Z) HO \/0 h(Z/)
z dZ/

= (1+2) L H(Z) (1.34)

El factor de Hubble se puede expresar como una funcién de z tomando en cuenta que la densidad
para un universo plano es

p = polajag)*F) = po(1 + 2)°H) (1.35)
y si el universo posee varias componentes entonces
p=" pi(1 4+ )P0 (1.36)

y con esto
H?(2) = Hy Y Qi (14 2)%0 ) (1.37)
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donde Q;, = 87Gp;,/3HE = piy/pe, €s €l valor del parametro de densidad de cada una de las
componentes hoy en dia. Asi, la distancia luminica es

1+2 [7 dz'
dp(z) = i / 7 - (1.38)
0 Joo [0 Qi (14 27)30+en)]
Para z < 1 lo que se obtiene a partir de la ec. (1.38) es la ya bien conocida ley de Hubble
d, = Hy'z (1.39)

donde z = 7 para objetos cercanos como los que midié Hubble en 1929.

1.6. Respaldo observacional del modelo ACDM

En esta seccién consideramos el modelo ACDM, el cual obedece la ec. (1.25) y veremos c6mo
éste es el modelo que mas se adecia a las observaciones.

1.6.1. Supernovas Tipo Ia

Las supernovas Ia (SN Ia) dan informacién de los pardmetros cosmolégicos Hy, 2 y 2. También
nos proporcionan una evidencia directa de la aceleracién que en este momento esta experimentando
el universo y de su contenido, pues estos parametros se encuentran relacionados con la distancia
luminica de las supernovas.

Una supernova ocurre cuando una estrella se colapsa debido a su presion gravitacional, y después
estalla debido a la accién de fuerzas nucleares. Esta explosion produce varias formas de radiaciéon
electromagnética que se pueden detectar a largas distancias. Un tipo de supernovas son las Ia,
que son pobres en hidrégeno y tienen un pico en sus curvas de luz. Se cree que el origen de este
tipo de supernovas son los sistemas binarios de estrellas que consisten de una gigante roja y una
enana blanca. La gigante roja es mas grande, pero tiene menos masa que la enana blanca. La enana
comienza a adquirir la masa de la gigante, y la presién gravitacional interna de la enana se balancea
con la presion de la degeneracion del electron. Esta presion de degeneracion del electron es debida al
principio de exclusion de Pauli que prohibe que dos electrones ocupen el mismo estado cuantico. El
equilibrio entre la presion gravitacional y la presion de degeneraciéon del electron contintiia mientras
que la masa de la enana blanca aumenta. Cuando se alcanza el limite de Chandrasekhar, que
es cuando la enana blanca adquiere una masa de 1.44 veces la masa de nuestro Sol, la presiéon
gravitacional excede la presion de degeneracion, y la fusién de los nicleos del carbén comienza
dentro de la enana blanca. Esto produce una explosion repentina de energia que se observa como la
supernova y que destruye eventualmente la enana blanca. Ya que se sabe exactamente en qué punto
se alcanza este limite, podemos saber la intensidad de la radiacién electroméagnetica que se emite.
Esto, aunado al hecho de que normalmente no hay nebulosas planetarias alrededor de estos objetos,
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nos provee una manera tnica de medir distancias. De esta forma sabemos que tan intensas son las
supernovas tipo la, y todas parecen tener la misma intensidad, asumiendo que sucede lo mismo en
diferentes regiones del universo. Con esto las SN Ia representan un estandar de luminosidad de tal
manera que cuanto mas lejanas las supernovas, menos intensa es la luz que recibimos de ellas.

Desde hace aproximadamente una década se han estado analizando datos de estas supernovas
para determinar de manera mas exacta la constante de Hubble. Esto lo han realizado principalmente
dos grupos de investigacién: “Supernova Cosmology Projet” (SCP) [7] y “High-Z Supernova Search
Team” (HZT) [8]. El resultado es una constante de Hubble con un valor superior a lo que se pensaba
hace més de diez anos para distancias cercanas (z < 0.1), Hy ~ 72 km s~! Mpc™! [9]. Adem4s, la
longitud de onda de la luz que llega de lugares més lejanos (z > 0.1) llega més elongada, consistente
con un modelo de expansion acelerada del universo. De aqui vino la evidencia experimental més
solida para la energia oscura. Para obtener un valor de Hy se ajusta la mejor curva para datos como
los mostrados en la figura 1.1. El mejor valor actual obtenido por este método es [10]:

Hy="742=+3.6km s ' Mpc. (1.40)

Ambos grupos de investigacién de supernovas también descubrieron que para valores grandes
de z, las galaxias que albergan a las supernovas se alejan mucho més rapido de lo que predice la
ley de Hubble como se observa en la figura 1.1. Entonces hay una aceleraciéon del universo que
prodria ser provocada por la presencia de una constante cosmoldgica con valor de A = 10_120m§1,
donde m, = G2 = 10'° GeV es la masa de Planck. Otra posibilidad es una nueva esencia
cosmica llamada quintaesencia, tipicamente consistente de campos escalares, es decir, una nueva y
quinta esencia presente en el cosmos, diferente a las cuatro conocidas: fotones, bariones, neutrinos
y materia oscura; también se plantea la posibilidad de una modificaciéon a RG y esta opcion es la

que discutiremos en el capitulo 2 de este trabajo.

Para mostrar la presencia de la energia oscura en el universo supongamos distintos escenarios
cada uno de los cuales posee las diferentes proporciones de energia y materia mostradas en la tabla
1.2 y veamos como se ajustan a los datos observacionales.

En astronomia se definen cantidades asociadas a los objetos luminosos llamadas magnitud apa-
rente m y magnitud absoluta M cuya relacién con dj, es

d
pu(z) =m — M = 5logy, (M—g(:) + 25, (1.41)

la cual se puede obtener tomando el logaritmo de la ec. (1.30) y notando que m se relaciona
con el logaritmo de f mientras que M se relaciona con el logaritmo de Lg. Como mencionamos en
parrafos anteriores las SN Ia pueden ser consideradas como una unidad estandar de luminosidad. Si
conocemos m y dy mediante la mediciéon experimental de z, es posible determinar M y comprobar
que en efecto se puede “estandarizar” la luminosidad de todas las SN Ia. Veamos un ejemplo
concreto. Tomemos dos SN Ia: 1992P con z = 0.026 y m = 16.08 y 1997ap con z = 0.83 y
m = 24.32 [7]. Para ambas asumimos que H,' = 2998h~! Mpc y h = 0.72. Para 1992P se
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Figura 1.1: Se muestran datos del grupo SCP (amarillo), HZT (rojo) y Calan/Tololo Supernova Survey (negro).
La pendiente de las curvas determinan la constante de Hubble, donde se muestra la necesidad de una constante o
funcién cosmolégica. Tomado de [11].

encuentra que Miggep = —19.09 a partir de la ec. (1.41) donde dj,,,,, = 108.26 Mpc, la cual
se calcula a su vez por medio de la ley de Hubble (1.39). Para la supernova 1997ap se pueden
seguir dos caminos. Primero tomemos en cuenta la hipétesis de candela estandar y con el valor de
M calculado con 1992P calculemos su distancia luminica a partir de la ec. (1.41); el resultado es
dLyg97a, = 4830.11 Mpc 6 Hodp,gy,,, = 1.16. La segunda opcién es tomar en cuenta los escenarios
de la tabla 1.2 y calcular la distancia luminica mediante la ec. (1.38) y M con la ec. (1.41). Los
resultados que también se muestran en la tabla 1.2 son claros: para obtener resultados tedricos que
se ajusten a las observaciones es necesario un término de energia oscura dominante en el universo:
Qp 2 0.7, Q,, < 0.3. Es cierto que el valor de M calculado por este tltimo método no coincide con
el calculado por el primer método, después de todo la idea de “candela estandar” es una hipdtesis
que esta sometida a prueba. De hecho ésta es una prueba que demuestra que la hipétesis puede ser
cierta. Ademads el resultado que se obtiene con el escenario ¢) es el que mds se acerca al resultado del
primer método. Desde luego que estos dos ejemplos no son suficientes para afirmar que el universo
se encuentra en expansion; ésta no es la tnica evidencia de la existencia de la energia oscura en el
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universo.

Escenario  Qa, Qg Hodriggre,  dLigere,(Mpc) M

a) 0 1 0.95 3974.22 -18.68
b) 03 0.7 1.04 4336.00 -18.87
c) 0.7 0.3 1.23 5104.62 -19.22
d) 1 0 1.52 6324.53 -19.69

Tabla 1.2: d; de SN 1997ap suponiendo un universo de dos componentes: materia y energia oscura (A). Las
observaciones son consistentes con una energia oscura dominante en el universo.

Los parametros €2;’s y Hy se pueden determinar calculando los mejores ajustes de datos obser-
vacionales con la ec. (1.38). Para esto necesitamos conocer dy, y z. El dato observacional es p(z) y
usando la ec. (1.41) obtenemos dy, para un conjunto de parametros (Hy, (2, €24,). En 1998 Perl-
mutter et al. de SCP [7] descubrieron 42 SN Ia con corrimientos en el rango z = 0.18 —0.83 mientras
que Riess et al. de HSST [8] descubrieron 14 SN Ia con corrimientos en el rango z = 0.16 — 0.62
ademds de 34 SN Ia cercanas. Asumiendo un universo plano de dos componentes, Perlmutter et
al. encontraron que ,,, = 0.28709%. En 2004 Riess et al. [12] encontraron un mejor valor para la
densidad de materia: ,,,, = 0.297002 con la medicién de 16 SN Ia de alto corrimiento (z > 1.25)
haciendo uso del Telescopio Espacial Hubble. En la figura 1.2 se muestra una grafica logaritmica
de Hyd;, contra z en donde se comparan los datos observacionales para dj y las curvas tedricas
que se obtienen de la ec. (1.38) para tres casos distintos. El caso que mejor ajusta con los datos es
aquel con €,,, = 0.31 £ 0.08 [13] y que es consistente con el resultado de Riess et al. Todos estos
resultados indican que la densidad energética del universo se compone ~ 70 % de energia oscura lo
cual viene a confirmar lo dicho en la seccién 1.3. El caso ,,, = 1 no ajusta con los datos.

1.6.2. Edad del universo

Otra evidencia de la existencia de la energia oscura surge de la comparacion de la edad ¢4 de los
objetos mas viejos en el universo con ¢y la edad del universo. Uno espera encontrar que tg > ¢4 para
los distintos modelos cosmoldgicos, pero para modelos que solo consideran materia esto no sucede,
en contraste con los modelos que incluyen una constante cosmoldgica. De nuevo se hace evidente
la inclusién de una A para obtener resultados que concuerden con las observaciones. Veamos como
sucede esto.

Dentro de los objetos mas viejos en el universo se encuentran algunos cimulos globulares de la
Via Léctea con una edad t; = 13.5 42 x 10% afios, determinada por Jimenez et al. [14], y el ctimulo
globular M4 con ty = 12.740.7 x 10% anos determinada por Hansen et al. [15] y Richer et al [16]. Con
estos datos se puede decir que la cota inferior para edad del universo es to ~ 13.5x 10° afios. Cuando
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Figura 1.2: Gréfica logaritmica de Hody, vs z. Los puntos negros corresponden a datos de Riess et al. Los puntos
rojos corresponden a datos recientes del Telescopio Espacial Hubble. Las tres curvas corresponden a: (i) €,,, = 0,
Qp, =1 (rojo), (ii) Ny, = 0.31 (verde), Qp, = 0.69 y (iii) Qy,, = 1 (azul), Qa, = 0. Tomado de [13].

se toma en cuenta el modelo ACDM, las mediciones de WMAP después de 3 anos de observaciones

indican que ¢, = 13.737012 x 10° afios, ¢, = 13.73+0.12 x 10° afios segiin datos de cinco afos, pero

mas recientemente con datos de siete anos de mediciones se obtuvo t, = 13.75 4+ 0.13 x 107 anos
[17].

Teoéricamente la edad del universo esta dada por

to e dz
to= | dt=[ —— 1.42
0 /o /0 (1+2)H ( )

donde dt = %dz. Por lo tanto, la edad del universo en el modelo ACDM esta dada por

1 [~ dz
to = —/ , (1.43)
Ho Jo (14 2) [Que (14 2)% 4+ Q]
y cuya solucion es
_ 2. —1/2 L+ (QA0)1/2
to = §H0 (QA()) In W . (144)

De acuerdo con las observaciones del telescopio Espacial Hubble, el factor H se encuentra restringido
a

Hy'=9.776h~" x 10° afios, 0.64 < h < 0.80 . (1.45)
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Las soluciones asintoéticas son ¢y — oo conforme €,,, — 0; tg — %HO_ ! conforme Qpn, — 1, por
lo que 2H; " <ty < oo. Si tomamos Oy, = 0.3, 2y, = 0.7 y h = 0.72 obtenemos to = 13.1 x 10°
anos, que es consistente con las observaciones.

1.6.3. Radiacion Cosmica de Fondo

Las observaciones del astronomo Edwin Hubble en los anos 20’s demostraron que el universo se
encuentra en expasion y no estatico como algunos, entre ellos Albert Einstein, pensaban. Dado este
nuevo escenario del universo, George Gamow propuso una teoria en la cual el universo se creé a
partir de un estado de caracteristicas unicas: temperatura y densidad elevadisimas, por no decir
infinitas, conocida como del Big Bang.

Segun la teoria del Big Bang, la luz y materia se encontraban concentradas en estados energéticos
muy altos comportandose ambas como un fluido de radiacién que obedece la ley de Stefan-Boltzman.
Si esta teoria debia ser cierta, la gran explosion que dié origen al universo debié haber dejado un
rastro detectable hasta nuestros dias: la Radiaciéon Césmica de Fondo (RCF) cuya temperatura,
segun los tedricos, seria de ~ 3 K al momento de observarla.

La RFC fue descubierta por accidente en 1964 por Arnold Penzias y Robert Wilson cuando
trabajaban para los laboratorios Bell con una antena ultrasensible con la que buscaban detectar
las emisiones de radio de la Via Lactea. En sus observaciones ellos siempre detectaban un ruido sin
importar la direcciéon en que apuntaran su antena. Ese ruido parecia provenir de fuera de galaxia lo
cual sugeria que se trataba de un fenémeno a escala cosmoldgica y no local. Al principio, Penzias y
Wilson crefan que se trataba de palomas que habian anidado en la antena porque no encontraban
otra explicacion mas légica para lo que estaban observando, pero para su “mala” suerte luego de
quitar a las palomas la situaciéon persistié. Lo que no sabian era que en realidad estaban observando
la RFC y que otros cientificos como R. H. Dicke, P. J. E. Peebles, P. G. Roll y D. T. Wilkinson
buscaban sin éxito desde antes que Penzias y Wilson hicieran el descubrimiento. El grupo de Dicke
ya contaba con una teoria para el fenémeno que habian construido siguiendo las ideas de Gamow,
lo inico que les faltaba era la comprobacién experimental. La RCF tiene hoy una temperatura de
2.725 K [18] con un pico de intensidad en la regién de microondas correspondiente a una longitud
de onda de A = 2 mm por lo que a veces se le llama RFC de Microondas (RCFM).

Con el descubrimiento de la RCFM la teoria del Big Bang termind por ser aceptada dentro
de la comunidad cientifica y se abrié un nuevo camino que trataba de mejorar la instrumentacion
para medir la RCFM con mayor presicion y saber si tal radiacion se encontraba en equilibrio y si el
universo era perfectamente isotropico. Revisamos a continuacion los descubrimientos mas recientes

de la RCFM.
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COBE

Hacia finales de los 80’s la tecnologia ya habia avanzado mucho respecto a la de los 60’s y ya se
habia disenado y construido un satélite capaz de medir las ansitropias de la RCFM llamado CO-
BE (COsmic Background Explorer) que tenfa una ventaja sobre los observatorios e instrumentos
en Tierra: evitar la interferencia de la atmédsfera terrestre. Lanzado en 1989, fue el primer instru-
mento de medicién de alta precisién dedicado al estudio de la RCFM y después de dos anos de
observaciones, en 1992 de dieron a conocer los primeros resultados [19].

Las observaciones realizadas por el Espectrofotémetro Absoluto del Infrarrojo Lejano (FIRAS,
por sus siglas en inglés) de COBE revelaron que la radiacién en el universo poseia un espectro
de cuerpo negro, con lo que el plasma primordial se encontraba en equilibrio como se ve figura
1.3. De hecho el universo temprano es el mejor cuerpo negro que existe en la naturaleza. Pero
ademés de eso, COBE encontré pequeiias anisotropias relativas de temperatura del orden de 1072 en
distintas direcciones angulares, las cuales tiempo mas tarde serian las responsables de la formacion
de estrellas y galaxias, ya que si el universo fuera perfectamente isotropico simplemente la existencia
de las macro estructuras no seria posible. El escaneo se realizé con el Radiometro Diferencial de
Microondas (DMR, por sus siglas en inglés) y se muestra en la figura 1.4. La teoria inflacionaria
propone que esas anisotropias se debieron a fluctuaciones de campos cuanticos fundamentales de
la naturaleza.

CosMIC MICROWAVE BACKGROUND SPECTRUM FROM COBE
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Figura 1.3: Espectro de cuerpo negro del universo medido por COBE. Tomado de [20].

A favor de las observaciones estan los modelos cosmolédgicos que predicen que la RCFM no es
exactamente isotropica y que en el pasado debieron existir pequenas fluctuaciones en la densidad
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del plasma de protones, electrones y fotones. Esto sucedié desde los primeros minutos del universo
hasta la Superficie de Ultima Dispersion (SUD), la cual ocurrié aproximadamente a los 380 mil
anos. A partir de ese momento los fotones se desacoplaron de dicho plasma y la luz de esa interaccién
fue dispersada por ultima vez. Dicha luz es la que observamos hoy como RCFM. Las fluctuaciones
poseen un patrén invariante de Harison-Zeldovich y después de su evolucién, al entrar al horizonte,
se genera un patron oscilatorio que se detecta como oscilaciones actsticas pero sélo a angulos de
observacion pequenos 6 < 1°. Sin embargo, éstas no fueron medidas por COBE.

Figura 1.4: Mapa de la RFC hecho por COBE tras dos afios de observaciones. Las regiones azules muestran una
menor temperatura respecto a las rojas. Tomado de [21].

BOOMERANG y MAXIMA

A pesar del enorme éxito de COBE, sus observaciones estaban restringidas a angulos 6 > 7° en
el cielo, que representan escalas grandes para poder medir las perturbaciones que dieron origen a
las galaxias, cimulos de galaxias, etc. Las oscilaciones actsticas mencionadas en la seccién anterior
amplificarian, en tultima instancia, una cresta o valle de las ondas de la RCFM creando un “pico
acustico” que solo seria detectado con instrumentos mas finos. Experimentos posteriores mejoraron
las mediciones de COBE ya que los nuevos instrumentos tenfan mayor resoluciéon angular y podian
medir a escalas # < 1° en las cuales eran detectables las oscilaciones antes mencionadas.

Los experimentos que siguieron a COBE tenian como objetivo principal medir los picos actsticos
del espectro angular de la RCFM. Entre los mas importantes estuvieron BOOMERANG (Ballon
Observations Of Millimetric Extragalactic RAdiatioN and Geophysics) y MAXIMA (Millimeter
Ansitropy eXperiment IMaging Array). A diferencia de COBE, éstos se encontraban dentro de la
atmosfera terrestre y los instrumentos de medicion eran transportados en globos en regiones donde
la atmosfera es fria y seca como el Polo Sur, con la finalidad de evitar al maximo las interferencias
con ésta. La principal desventaja de estos nuevos proyectos era que el vuelo de los globos no
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duraban mucho tiempo ademas de que la region del cielo analizada era muy reducida. Adn asi,
los datos recabados por BOOMERANG vy los dos vuelos de MAXIMA fueron comparados entre
si para eliminar ruido y obtener mejores resultados. En el ano 2000 se di6 a conocer su principal
resultado: la localizacién del primer pico actstico [22, 23]. La principal implicacién tedrica de estos
resultados es que el universo es esencialmente plano (k ~ 0), que corresponde al maximo de la
oscilacién localizado en £ ~ 200 en la figura 1.5.

The MAXIMA Collaboration (Hanany et al '.ﬂ-:}n-::_-‘l
MAXIMA—1/1.04% @ |

MR
BO00 | IMI

0 =200 400 GO0 BOO

{

Figura 1.5: Espectro de potencias de BOOMERANG (puntos rojos) y MAXIMA-1 (puntos negroa) en una com-
paracién. Ambos muestran que el pico acstico principal se encuentra en £ ~ 200. Tomada de [24].

WMAP

La busqueda de mejores observaciones continué y en 2001 fue lanzado un nuevo satélite: WMAP
(Wilkinson Microwave Ansitropy Probe) cuya resolucion es de 13 minutos de arco. Los datos pro-
porcionados por WMAP tienen 45 veces la sensibilidad y 33 veces la resolucion angular de aquellos
proporcionados por COBE. La figura 1.6 muestra el mapa del cielo hecho por WMAP en su quinto
ano de mediciones. Recientemente se han publicado resultados tras siete afios de mediciones [17].
Los principales parametros son: €2, = 0.0449 + 0.0028, €2,,,, = 0.222 + 0.026 y 24 = 0.734 £ 0.029.
Sin embargo los datos mas recientes de WMAP en combinacién con los datos de las oscilaciones
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Figura 1.6: Mapa térmico del cielo hecho por WMAP en un periodo de cinco afios de observaciones. De nuevo las
regiones azules representan las zonas de menor temperatura y las regiones rojas aquellas de mayor temperatura. Se
observa una mayor resolucién respecto a la de la figura 1.4. Tomado de [25].

actsticas (Baryon Acoustic Oscillations, BAO) y datos de supernovas se obtienen los resultados
mejorados: €2, = 0.0456 £ 0.0016, ©,,, = 0.227 £ 0.014 y Q, = 0.72877 1.

WMAP también midié los picos acusticos y cred su propio espectro de potencias y de polariza-
cién similar al de BOOMERANG y MAXIMA (figura 1.5) pero con una mayor resolucién, como
se puede apreciar en la figura 1.7. Podemos decir que la figura 1.7 es una versién mejorada de la
figura 1.5 asi como la figura 1.6 es la versién mejorada de la figura 1.4.

1.6.4. Catalogos de galaxias

El catdlogo de corrimientos al rojo de galaxias “2-degree Field” (2dF) fue un proyecto que
utilizé un telescopio de cuatro metros con un campo visual de dos grados. Este proyecto concluyo en
junio del 2003 y examiné 245,591 objetos, incluyendo quasars y galaxias obteniendo informacién de
cada objeto como su espectro y corrimiento entre otros datos relevantes. Con el 2dF los cientificos
midieron de nuevo la constante de Hubble y también obtuvieron las funciones de luminosidad para
las galaxias con diversos tipos espectrales.

El mismo equipo trabajé en la continuacién del proyecto 2dF que proporcioné mucha infor-
macién sobre la distribucion de materia en el universo. Esta vez llamado catalogo 6dF ya que se
utilizé un telescopio con angulo del campo visual de seis grados en el cielo, el cual midié mas de ocho
veces el area que cubria el 2dF, correspondientes al hemisferio sur. Este catalogo produjo 110,256
corrimientos al rojo nuevos [26] y con este catdlogo ha sido posible predecir diferentes aspectos la
formacién de estructura del universo. Por ejemplo, se puede estudiar la distribuciéon espacial de
objetos como funcion de los tipos de espectros o distorsiones en el espacio del corrimiento al rojo.
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Figura 1.7: Espectro de temperatura creado por WMAP tras siete afios de observacién. La mejora en la resolucién
es evidente, comparado con la figura 1.5, pues se muestran hasta tres picos secundarios aparte del principal. Las
lineas solidas muestran el mejor ajuste para el modelo ACDM y la regién sombreada marca la incertidumbre que
surge a partir de la variacién césmica. Tomado de [17].

Una de las cantidades importantes es el espectro de potencias como funcién de la longitud de onda
de los objetos de estudio como galaxias y cimulos y finalmente con todo esto la determinacién de
los parametros cosmoldgicos mencionados antes. Los parametros obtenidos de los datos finales de
2dF y mediciones de la RCFM arrojan los siguientes resultados [27]: €, = 0.237 4 0.020 para el
parametro de densidad, €2, = 0.041 4 0.002 para la densidad bariénica, una constante de Hubble
de Hy = 74+ 2 kms™! Mpc™!, un indice espectral escalar de n, = 0.954 4= 0.023 y una ecuacién de
estado igual a w = —0.85701%. Ver mas detalles en [28].

Otro proyecto de esta clase es el catdlogo “Sloan Digital Sky Survey” (SDSS). Este es también
un proyecto muy ambicioso que midié més de un cuarto del cielo. Con el se determinaron las
distancias y brillos de méas de un millon galaxias y quasars. Diversos analisis detallados de los datos
se han publicado en los tltimos anos como [29] en los que analizan tridimensionalmente mas de
200 mil galaxias. Los datos arrojan los siguientes pardmetros cosmolégicos: €2, = 0.213 4+ 0.023,
Q/Q, = 0.17 y el pardmetro de Hubble h = 0.72 —ver [30]-. Mds recientemente los datos finales
de SDSS arrojan los siguientes resultados: €2, = 0.286 £ 0.018 y Hy = 68.2 £ 2.2 km s~! Mpc™!
[31].
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1.6.5. Simulaciones de N-cuerpos

Otro tipo de “experimentos” que también son importantes y consistentes con los pardmetros
mencionados antes son las simulaciones cosmolégicas numéricas de formacion de estructura en el
universo, en las cuales principalmente se usa el método de N-cuerpos. Estas son conocidas como
simulaciones de N-cuerposy resuelven cuerpo a cuerpo la gravitaciéon newtoniana en un universo en
expansion. Desde principios de los anos 80’s y hasta la fecha las simulaciones arrojaban resultados
inconsistentes con los mapas de galaxias de la época si no se consideraba una constante cosmoldgica
y una componente grande de materia oscura. Mas atn, otros resultados importantes aparecieron
a mediados de los 90’s con los articulos seminales [32], donde se muestra la prediccién del tipo
de distribucién esperada por estos experimentos, el ya famoso perfil NFW, vélido para halos de
materia oscura a diversas escalas astronémicas. Una simulacion muy detallada se realizé hace pocos
anos en la cual se emplearon méas de diez mil millones de particulas para simular una extensién de
2000 millones de anos luz al cubo, abarcando alrededor de 20 millones de galaxias en formacién

33].

1.7. Resumen de mediciones

Hemos presentado el modelo ACDM de cosmologia asi como las observaciones que lo respaldan.
Estas demuestran que:

= Vivimos en un universo plano y en expansion acelerada provocada por una energia oscura,
que representa ~ 73 % del contenido energético.

» La materia bariénica que conforma todo lo que observamos es escasa con apenas ~ 4.5 %.

= La mayoria de la materia en el universo es invisible y sélo se detecta de manera indirecta.
Constituye ~ 23 % del contenido energético del cosmos.

A manera de resumen presentamos la siguiente tabla que contiene a los parametros mas impor-
tantes del modelo estandar de cosmologia. Aunque hemos dado diversos valores para los principales
parametros del modelo, la tabla 1.3 muestra los resultados de los datos combinados de los siete
anos de observaciones de WMAP, los datos més recientes de supernovas y de oscilaciones actsticas
en la distribucién de galaxias (BAO) para los principales parametros del modelo ACDM.

Es importante en este punto mencionar que €2, < 0.01 y €2, < 0.01. Su contribucién al modelo
estandar es despreciable por lo que normalmente no se mencionan, lo cual no quiere decir que no
estén presentes en el universo.
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1.7. Resumen de mediciones

Parametro Simbolo Valor dado por WMAP+SN Ta+BAO
Edad del universo to 13.75 £ 0.11 Giga anos
Constante de Hubble Hy 70.4713 km s7! Mpc ™!
Densidad de bariones O 0.0456 4+ 0.0016

Densidad de materia oscura Qo 0.227 £0.014

Densidad de energia oscura Qa 0.7280012

Indice espectral escalar Mg 0.963 + 0.012

Edad en SUD tsup 37773013505 afios

Densidad total U+ Qo + 1.002315-002¢

Ecuaciéon de estado w —0.980 £ 0.053

Tabla 1.3: Resumen de los principales parametros cosmoldgicos, asumiendo vélida la teorfa de RG. Datos tomados de [17].



Capitulo 2
Modificaciones a RG. Gravedad f(R)

Como se menciond en la primera parte del capitulo 1 RG es la base matemaética sobre al cual se
formula la cosmologia moderna. Sin embargo han surgido teorias alternativas que intentan explicar
enigmas como los referentes a la energia y materia oscuras sin hacer alusion a medios exdticos que
no se pueden observar de manera directa.

En este capitulo presentamos la teoria conocida como gravedad f(R) la cual es una generaliza-
cién de RG y veremos muy brevemente cémo se aplican dos modelos f(R) para sustituir a la energia
oscura, pero también abordamos de manera mas extensa su aplicaion a las curvas de rotacién como
sustituto de materia oscura.

2.1. Introduccién histdorica

Las modificaciones y limitaciones de RG no se hicieron esperar mucho tiempo después de que
esta fue dada a conocer. Fue en 1919 y 1922 que Weyl y Eddington —este ultimo fue el mismo
que comprobd de forma experimental la desviacién de los rayos de luz de una estrella durante el
eclipse de 1919- que consideraron modificaciones a RG proponiendo invariantes de orden superior
en la accién de Einstein-Hilbert. Esto no era algo que llamara la atencién de los fisicos de la época
porque parecia no tener ningin sentido tanto en lo experimental como en lo tedrico. Fue hasta 1962
que esas modificaciones empezaron a cobrar sentido. Utiyama y De Witt demostraron que para la
renormalizacién a un lazo se requiere que la accion de Eintein-Hilbert sea cambiada por términos
de curvatura de orden superior. Posteriormente Stelle demostré que las acciones de orden superior
son renormalizables. Esto motivo a los cientificos a comenzar a estudiar las teorias de gravedad
de orden superior, que es como se les llama a las modificaciones de la accién de RG con el fin de
incluir invariantes de curvatura de orden superior con respecto al escalar de Ricci. A pesar de la
relevancia de estas teorias, su aplicacion estaba limitada a campos gravitacionales muy intensos,
como sucede en las cercanias de las singularidades de agujeros negros y en la escala de Planck.

La aplicacion de tales teorias a bajas energias y escalas cosmoldgicas se dié hace poco tiempo.
Como se mostro en el capitulo anterior existe una gran cantidad de observaciones que indican un

23
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universo en expansion acelerada dominado en primer plano por energia oscura que ejerce una presion
negativa, todo sustentado por el modelo ACDM. No obstante el modelo tiene algunas “fallas”. El
primer candidato viable para energia oscura fue la constante cosmolégica A pues su presencia en
las ecuaciones cosmoldgicas hace que la teoria ajuste con las observaciones —sec. 1.6-. Sin embargo
existe un problema. Tedricamente se espera que Ay, = mil, pero las observaciones dan un valor
de Agys = 107""m? —sec. 1.6.1-, {120 6rdenes de magnitud més pequefia que la dictada por la
teorial A esta enorme discrepancia se le conoce como problema de la constante cosmoldgica. Otro
problema es el relacionado con que hoy los 6rdenes de magnitud de las densidades de energia oscura
y materia son comparables, es decir, del mismo orden de magnitud; no hay otra explicaciéon mas

que esto ocurra por coincidencia y por eso se le conoce como el problema de coincidencia *.

Dados estos problemas se da la bisqueda de otros candidatos para energia oscura. La teoria de
la quintaesencia es una de ellas, pero se puede ir més alla y decir que la falta de una explicacién
clara para energia oscura se debe a una falla de RG a escalas cosmolégicas o muy pequenas y no a
la existencia de campos escalares de quintaesencia o fluidos exdticos.

2.2. Ecuaciones de campo en gravedad f(R)

En gravedad f(R) —antes llamadas teorias f(R)— se propone el siguiente cambio en la accién
de la gravedad (1.2)

Smod = i/d‘*afx/—_gf(R) 7 (2.1)

es decir, R se sustituye por una funcién general f(R).

En este trabajo desarrollaremos el formalismo métrico® para obtener las ecuaciones de campo
en donde la métrica del espacio-tiempo es la tUnica variable independiente y con respecto a la cual
se toman las variaciones. No obstante existen otros dos formalismos. Uno de ellos es el formalismo
de Palatini en el cual, aparte de la métrica, la conexién es la otra variable independiente pero
asumiendo que la accién de materia no depende de la conexién. El otro es un formalismo més
general que incluye al formalismo métrico y al de Palatini. En este formalismo la accién de materia
si depende de la conexién —ver [34] para un mayor detalle de estos formalismos— .

Desarrollemos el formalismo métrico para f(R). Aplicando el principio de minima accién a la

'En [33] se presenta otra ideologfa respecto de estos problemas. Ah{ simplemente no existen y aparecen como
consecuencias naturales de RG.
2Este es el mismo formalismo usado en RG.
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nueva accién del campo gravitacional tenemos

0=105g,,. = i/d“x [6v/=g f(R) + V=g 6 f(R)]
= i/d% [5\/—_gf(R) + \/—_gf’(R) ((59WRW +9W5RW)]

2K
+i / d*z /=g f'(R)g" R, , (2.2)

= o [t |FR 31| Vit

2K

donde la prima denota derivada con respecto a R. Para calcular la ultima integral tomamos en
cuenta que g"0R,, = V,C* de acuerdo con la ec. (1.4) de la seccién 1.1 y en la cual se sustituye
la siguiente igualdad [35]:

1
0%y, = 59" (Va(09p) + Vu(d9p) = Vi (0900))

obteniéndose
1 [, —T. 1
O - 6ngod = % d T _g f (R)R,UJJ - 5 f(R)g}Ll/
- f,(R) (V,uvu - guuvavo):| 59“” . (23)

Aunque las variaciones ya estan en términos de dg"”, el iltimo paréntesis implica derivadas
de esas variaciones. No es posible convertirlo en una divergencia total como en la secciéon 1.1. Sin
embargo podemos integrar por partes. Comencemos con el segundo término del paréntesis el cual
se convierte en

/ Do/ ~g f(R)V, A° = / e /g Vol (R)A%] — / Doy gAY f(R),  (24)

donde A? = V7¢,, dg". Podemos hacer la primera integral nula, es decir, hacer las derivadas de las
variaciones de la métrica iguales a cero en la frontera y aplicar el teorema de la divergencia. Aqui es
posible hacer eso dado que tenemos mas grados de libertad al contar con derivadas de cuarto de
orden [34]. Asi, la segunda integral es la tnica que contribuye, la cual también integramos por
partes:

- / dix /=g ATV, fI(R) — — / Az =gV, B + / 42 /=G G 69"V . ['(R)
B /d4x V—=909""9,,V°V,f'(R) , (2.5)
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ya que la primera integral contiene una divergencia total donde B = g, 6g"*V7 f'(R). Siguiendo
de manera exactamente analoga este procedimiento para el otro término en el paréntesis se llega a

(NI A R RN A R (2.6

Entonces la ec. (2.3) finalmente queda como

0=08,,. = o [d {f’(R)RW—% F(R) g
0V, — VY (R >} V=55g" . (2.7

y ahora las derivadas covariantes se aplican a f’(R) quedando todo en términos de la variaciones
0g", que son arbitrarios por lo que el integrando se anula. Asi, las ecuaciones de campo en el vacio

para gravedad f(R) son
F(R) By = 5 F(R) g + (08 = V,9,) 1 () =0 23

y donde O = V°V, = ¢??V,V, es el operador D’Alambertiano. Las ecuaciones de campo en
presencia de materia se obtienen anadiendo a la variacién (2.7) la variacién (1.10). Entonces, el
resultado final es

f(R)R w T 5 f( )gﬂ»l/ (90 — V“Vl,)f,(R) = KT . (2.9)

Los términos dentro del parentesm son justo los términos de cuarto orden ya que incluyen dos
derivadas extras a las dos que ya tiene R.

La traza de la ec. (2.9) dada por
f'(R)R—2f(R)+30f'(R) =T, (2.10)
es de utilidad en el estudio de algunos aspectos de la teoria como la estabilidad y limite de campo
débil.

Es posible escribir la ec. (2.9) en forma similar a la ec. (1.13) sumando —3 Rg,,, f'(R) en ambos

miembros:
G = %R) {KT,W + J(R) —2Rf’(R) G — (90 =V, V,) f’(R)] (2.11)
(6]
G = 7 ( 7 (T + T<€f>> (2.12)
donde
T = % {f (B) _QRf B = (90D — V) f’(R)] (2.13)

es un tensor adicional de energia-momento efectivo compuesto de términos de curvatura. Se dice
entonces que este tensor corresponde a un fluido de curvatura efectiva de presiéon efectiva negativa
conocido como quintaesencia de curvatura.

Observemos que si f(R) = R obtenemos como resultado RG.
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2.3. Ecuaciones de FRW en gravedad f(R)

Para derivar las ecuaciones cosmoldgicas en esta teoria alternativa a RG empleamos el mismo
procedimiento de RG —seccién A.4—. Las ecuaciones cosmolégicas para gravedad f(R) en un espacio-
tiempo plano son

oo 3]“/?]%) [p N p(ef)] (2.14)
- = —6fsz) [p+p(ef)+3(p+p(ef))} (2.15)
donde

jon _ BRI JR) _SHRI'( 2.16)
gon = HR=RIE) | R+ IJR) + 2R ). o1

con lo que la ecuacion de estado en gravedad f(R) es

o pen JE) = RPR) +2 (RfV(R) + R2f(R) + 2HRS(R))

wleh) = _ . (2.18)

o) Rf'(R) — f(R) — 6HRf"(R)

La tercera ecuaciéon FRW en gravedad f(R) es la ecuacién de conservacién (1.19).

2.4. Dos modelos f(R)

Existe una variedad de funciones f(R) cada una de las cuales da un modelo distinto. Dentro de
los méas importantes por su resultados estan los modelos CDTT (Carroll-Duvvuri-Trodden-Turner)
y R™. Vemos cada uno de ellos a grandes rasgos.

2.41. f(R)=R-1

Existe un modelo cuyos resultados son de importancia cuando se tratan curvaturas extremada-
mente pequenas como la del universo actual. Este modelo esta dado por [36]:

1
f(R) :R_E , (2.19)
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donde p es una constante con unidades de masa y fue uno de los primeros en ser considerados. Las
ecuaciones de Friedmann para este modelo son [35]:

4

32— — M <2HH +15H2H + 2H + 6H4) — kp
12(H + 2H?)3
(2.20)
-3 p : 1 1 K
H+-H* - . 4H +9H?* — R*000y | = | —2R*HOy | = || = —=p .
"2 T2(H + 2H?)? * "0\ R? "\ R2 2 P
(2.21)

Resolver estas ecuaciones de manera analitica es muy complicado por lo cual es conveniente
hacer una transformacién conforme del marco de referencia actual, el cual llamamos marco de
materia, al marco de FEinstein donde el lagrangiano del campo gravitacional toma la forma de
Einstein-Hilbert y los grados de libertad adicionales H y H se representan mediante un campo
escalar ficticio ¢. Tanto el andlisis como los resultados de dicha transformacion se pueden ver en
[36]. No obstante, un anélisis cualitativo de las ecuaciones (2.20) y (2.21) en [35] muestra que justo
en la etapa de transicién de radiacién a materia (t = ¢,) se da una expansién acelerada, ademas
para t > t, un factor de escala a(t) o< t* tiene como tnica solucién viable a = 2 que equivale un
fluido con ecuacion de estado w = —% la cual, no obstante, no concuerda con las observaciones.

Se puede generalizar el modelo CDTT y sumar términos de la forma /—gR" a la densidad
lagrangiana de la accién (1.2). Si se toma n > 1 se obtienen soluciones que describen el comporta-
miento de de Sitter que corresponden a tiempos muy tempranos [37]. Para n < 0 como ocurre en
el modelo CDTT ya que n = —1, las correcciones se vuelven importantes a tiempos més tardios y
llevan a soluciones de vacio auto-aceleradas. Esto quiere decir que dichas soluciones obedecen una
ecuacion de estado w = —1. También llevan a una ley de potencias en el factor de escala a(t) oc t?
conp>lyw< —%. Veamos esto.

Para una potencia negativa de R podemos escribir

f(R)=R— p*" IR n< -1, (2.22)

o de igual manera

(20+1)

f(R)=R— T n>1, (2.23)
el cual es conocido como el modelo CDTT generalizado. Si a(t) o< t¥, para t > t, se tiene que
a = %7 que es lo mismo que tener un fluido con ecuacién de estado w = —1 + %
con cota superior igual a —2/3. En este modelo es posible ajustar la n adecuada de acuerdo a
las observaciones, cosa que no sucede con el modelo CDTT simple ya que ahi n = -1, a = 2y

w=—2/3.
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2.4.2. f(R) = foR"
En [35] se propone la ley de potencias del escalar de Ricci
f(R)=b2""DR" (2.24)

donde b es una constante de masa y n es un numero real diferente de 0 y 1. También es conocido
simplemente como el modelo R".

Siguiendo un analisis similar al del modelo CDTT, la primera ecuacién de Friedmann en el vacio
es [35]

n(n—1)HH + (1 —n)H? + (4n* — Tn+ )HH? +2(2—n)H* =0, (2.25)
de la cual se obtienen las soluciones o = % y a= 2"221# La rafz o = 1/2 corresponde a valores

n>2.Sin#0,2, el modelo f(R) x R™ es valido. Para n = 2, @ — oo lo cual es una singularidad
y paran =0, f(R) = cte. Para 1/2 < n < 1y n > 2 se tiene un universo en contracciéon puesto que
a < 0y el factor de escala a decrece. Si o > 1 se tiene un universo acelerado y esto se cumple para
1.36 < n < 2y n < —0.36. Ahora, las observaciones imponen una restricciéon para el exponente:
a > 6.66, la cual se cumple para 1.73 < n < 2y n < —3.56 [35] —ver figura 2.1-. En [38] se reporta
se reporta que n ~ 1.37 cuando se hace el mismo andlsis en vacid, sin embargo cuando se toma en
cuenta materia bariénica se obtiene n = 3.5 resultado que es consistente con las observaciones de
Supernovas.

30~
20 -

10-

—20+

—30L

Figura 2.1: Se muestra el comportamiento de o como funcién de n para la segunda rafz de la ec. (2.25). Las
regiones por encima de la restriccion observacional a > 6.66 dada por la linea horizontal representan los valores de
n validos para el modelo R™.
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2.5. Limite Newtoniano

Como toda teoria general, RG y gravedad f(R) contienen a la gravedad newtoniana. A conti-
nuacion analizaremos como se obtienen estos limites.

2.5.1. Limite Newtoniano en RG
En RG definimos el limite newtoniano cuando:

» Las particulas se mueven lento respecto a la velocidad de la luz, es decir,

dz’ < dz°
dr dr ’

(2.26)

donde 7 es el tiempo propio.
= El campo gravitacional es débil y se considera como una perturbacion del espacio plano:
G = M + Py 5 Py <1, (2.:27)
donde 7, es el tensor métrico del espacio de Minkowski y h,, la perturbacion.

= [l campo gravitacional es estéatico:

oG =0 . (2.28)
Identificamos
h()() = —2(13(’/“) 5 (229)
con & = —Gm/r el potencial gravitacional newtoniano. Esto quiere decir que
goo = —(1+29) . (2.30)

Ahora, de la componente 0 — 0 de la ec. (1.11) obtenemos
1
y comparando con (2.29) vemos que esta es la ecuacién de Poisson de la gravedad newtoniana

V20 = 47Gp . (2.32)

Asi entonces vemos que la gravedad newtoniana se obtiene como el limite de campo débil de
RG. El elemento de linea en este limite se puede escribir, tomando coordenadas esféricas, como

ds®* = —(1 4+ 2®)dt* + (1 — 2®)dr® 4 r2dQ* . (2.33)
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2.5.2. Limite newtoniano en gravedad f(R)

En gravedad f(R) el limite Newtoniano depende de la forma explicita de la funcién tratada?;
diferentes f’s dan distintos limites newtonianos. También depende del tipo de curvatura del espacio-
tiempo. Por ejemplo, para R =cte y 7),, = 0 la ec. (2.10) se reduce a

F(R)R —2f(R) =0 . (2.34)

Una solucion a esta ecuacién es R = 0 que a su vez implica que la ec. (2.9) se reduzca a R, =0
que corresponde al espacio de Minkowski en RG. Por otro lado, si R = C con C' una constante
positiva la ec. (2.9) se reduce a R, = % guv que corresponde a un espacio conocido como espacio de
Sitter, mientras que si C' < 0 la solucién corresponde al espacio Anti-de Sitter [34]. Los elementos
de linea de estos espacios para el caso estético son [35]:

7 r2\ 7
ds? = — (1 - —) dt* + (1 - —) dr? +7%dQ* (2.35)

a? a?
para el espacio de Sitter y

2

2 —1
ds® = — (1 + %) dt* + (1 + %) dr® +r?dQ* (2.36)

1

para el espacio Anti-de Sitter. En ambos casos a = %, con K = % la curvatura seccional.

Por ejemplo, el modelo R — % tiene limite newtoniano cuando el espacio-tiempo es el de Sitter
o Anti-de Sitter, pero si se toma el espacio de Minkowski no tiene limite newtoniano ya que se tiene
una singularidad. El modelo R"™ podria tener, en principio, limite newtoniano en los tres espacios ya
que R # 0, sin embargo, como veremos en el siguiente parrfao esto no ha sido probado de manera
formal atin 4. Veamos que se hace cuando se toma el espacio de Minkowski.

Tomemos el modelo f(R) = foR™ con n # 1y fy una constante con las unidades adecuadas®.
Consideremos el campo gravitacional de una fuente puntual de masa en el espacio de Minkowski.
En el limite de campo débil y bajas velocidades, el elemento de linea estatico se puede escribir
como [40]:

ds® = —A(r)dt* + B(r)dr* + r?dQ* | (2.37)

con A(r) y B(r) funciones desconocidas, llamadas potenciales, que cumplen con

A(r) = = (1429(r)) , (2.38)

B(r)

que es una métrica de Schwarzschild. En RG el teorema de Birkhoff establece que la métrica de
Schwarzschild es la tinica solucién con simetria esférica y asintoticamente plana de las ecuaciones de

3Recientemente se han encontrado soluciones generales en [39] para una gama amplia de teorfas f(R).
1En [34] se expone un analisis del limite newtoniano para modelos f(R) en general en el espacio de de Sitter.
5En la seccién 2.4.2 fo = b=2(n—1)
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campo en el vacio (1.6). En gravedad f(R) este teorema atun no ha sido probado de forma general
ademéds de que es muy complicado. No obstante, existen algunos modelos f(R) para los cuales ha
sido probado como R + R? donde R? = R "R} L con torsion, e incluso para teorfas de gravedad
como las teorias Einstein-Yang-Mills. En esta tesis tomamos como valido el teorema de Birkhoff

para el modelo R" al igual que en [40], con lo cual las ecs. (2.37) y (2.38) son validas.

Para encontrar esos potenciales primero combinamos la componente 0 — 0 de la ec. (2.12) con
la traza (2.10), ambas en el vacio con lo que se obtiene [40]:

) (35— )+ gy -0 g (230
goo 2 goo
que se reduce, tomando f = fyR", a
2n — 1 —1 dA(r) d
Ranr) = 2t ARO) - g S S RG) (2.40)

mientras que la traza queda como

OR™(r) = 23_71" R"(r) . (2.41)

En general, expresando Ry y R en términos de la métrica (2.37) las ecs. (2.40) y (2.41) se convierten
en un sistema de dos ecuaciones diferenciales no lineales acopladas para los potenciales A(r) y B(r).
Pero la ec. (2.38) hace que las ecuaciones de campo en el vacio se conviertan en un sistema de dos
ecuaciones diferenciales cuya unica incognita es el potencial ®(r). Asi, resolviendo la ec. (2.41) para
® se puede usar la ec. (2.40) como una restriccién para las soluciones fisicas viables o a la inversa.
La solucién general se expone en [41] y [40] cuya forma general es

D(r) Cr+@<i)mm]. (2.42)

1
a 2r CQ

Ajustando las constantes de manera adecuada se obtiene

L+<£)1 , (2.43)

donde los parametros § y r. controlan la forma del término de correccion y la escala donde las
desviaciones al potencial newtoniano se vuelven importantes, respectivamente. Observamos que el
potencial modificado es la suma del potencial newtoniano mas el término de correcion. Esta es la
formula que usaremos en lo que resta de este capitulo y en el capitulo 4.

Vemos que si 7 < 1. —con [ > 0— la correcién es muy pequena obteniéndose asi un potencial
practicamente newtoniano a escalas pequenas mientras que si r > r. el término correctivo se vuelve
de consideracion, y por consiguiente la desviacion respecto del potencial newtoniano es grande. Si



2. Modificaciones a RG. Gravedad f(R) 33

B > 0, el término (r/r.)? se vuelve una funcién creciente de r. Cuando se ajustan las curvas
de rotacién en este modelo f(R) —capitulo 4— es precisamente este término el que provoca un
incremento en las curvas, el cual hace posible el ajuste sin recurrir a materia oscura.

La restriccion 5 > 0 se aplica también si se quiere & ~ 1/r a escalas como las del sistema
solar, lo cual implica que para el término correctivo que escala como r®~! se imponga la restriccién
£ — 1> —1. También se impone la condicion de que ® sea un potencial asintéticamente plano:

lim ®(r) =0, (2.44)
r—00
lo cual es posible si § < 1. Por lo tanto el potencial que es fisicamente aceptable es aquel que
cumple con

0<pf<1l. (2.45)

Las observaciones a escala del sistema solar son de importancia para esta nueva teoria. Se ha
medido que las desviaciones del potencial newtoniano son del orden de 107° [42], es decir, a dicha
escala se tiene que

b=-—— (14£107°). (2.46)

Tomando esta cota en cuenta y ademas que el modelo R™ tiene que ser vélido a estas escalas en
donde el potencial es practicamente newtoniano uno puede encontrar una restricciéon adicional para
el parametro 3, que es

0625 <B<1, (2.47)

tomando en cuenta que la escala del sistema solar es del orden de 1077 kpc y la escala galactica del
orden de 10 kpc.

Para probar que el potencial dado por la ec. (2.43) es una solucién viable en el limite newtoniano
de esta teoria de gravedad modificada se sustituye en las ecs. (2.40) y (2.41) lo que da como resultado
la condicién [40]:

o o . B— n—1 6‘/1P0(n7/6):| o
(n—1)(8—=3) [-B(1+ B)Vin"?] [H—Pl(n,ﬁ)n Pi(n,B)n=0, (2.48)
donde
- Gm’
T
.
no= —,
TC

Py(n,B) = 3(8—3)*n— (5% — 318 + 48)n?
— (38 =168+ 1T)n — (3> —48—5) y
Pi(n,B) = 3(8—3)*(1—B)n’ + (8 —3)*(56 — T)n*
—(38% —175% + 348 — 36)n + (B> — 38% — 48) .
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Vemos que n =1, f =3y = —1 son soluciones de la ec. (2.48), sin embargo, no son viables
por los argumentos dados en parrafos anteriores. Entonces sélo queda resolver la ecuacion
Pi(n, B)n + pViFPo(n, B) =0, (2.49)

pero en el limite que estamos considerando V; < 1 por lo que podemos despreciarlo y resolver
solamente

Pi(n,B)n=0, (2.50)

que es una ecuacién de 3 con la incdgnita n y cuya dnica solucién viable es [40]:

120 —Tn —1 — v/36n* + 12n3 — 83n% 4 50n + 1
B 6n% — 4n + 2 ’
en la que si se toma n =1, f = 0 que corresponde a RG pero dada la restriccién (2.47), n > 1.814.

En capitulo 4 encontraremos 8 de acuerdo al mejor ajuste de las curvas de rotacién y usaremos la
solucién (2.51) para encontrar los valores correspondientes de n.

g (2.51)

Dado que 3 se relaciona con n y este ultimo es el mismo para cualquier sistema gravitacional,
[ tiene que ser igual para todas la galaxias. Esto mismo debe suceder para r., sin embargo en [40]
se argumenta que el valor de este parametro depende de cada galaxia por lo que su valor debe
ser calculado caso por caso. Esto no es muy claro —incluso puede decirse que incorrecto— ya que
tratandose de una constante que viene de la teoria su valor debe ser universal como sucede con f.

En [41] se hace una exposicién detallada sobre la resolucién de la ec. (2.37) suponiendo vélida la
ec. (2.38). De ese andlisis se ve que 7. corresponde a una de las dos constantes de integracién. Esa
constante indeterminada, en principio debe cumplir con el requisito de que su valor sea mucho mas
grande que la escala del sistema solar para obtener un potencial newtoniano a dicha escala. La otra
constante de integracion corresponde a 2Gm que da justo el potencial newtoniano para r < r..
En ese mismo trabajo se calcula r. para la via lactea que resulta ser de ~ 15 kpc. Ese deberia ser
su valor, el cual tendria que ser corroborado al aplicar el modelo a cualquier otra galaxia. En el
capitulo 4 veremos si esto ocurre en realidad, mientras analicemos la velocidad de rotacion dada
por la fuente puntual.

La ecuacién para la velocidad de rotacién estd dada por la ec. (3.7) de la secc. 3.5 y para la

fuente puntual se tiene
Gm r\?
1+(1-0) (—) , (2.52)

2 e —
U(r>_ r Te

que al igual que el potencial modificado —ec. (2.43)— es la suma del término newtoniano mas el
correctivo. Cuando 0 < < 1 el término correctivo es mayor que el newtoniano lo cual hace
posible que la velocidad crezca sin recurrir a un halo de materia oscura. Es por esta razén que el
modelo R™ se toma como candidato para ajustar curvas de rotaciéon en el marco de una teoria de
gravedad modificada.

La curva de rotaciéon dada por la ec. (2.52), al igual que la curva de rotacién newtoniana, tiene
un comportamiento asintético, es decir, tiende a cero cuando r tiende a infinito. A pesar de que se
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afirma que las curvas de rotacién son “planas” hay argumentos a favor de que estas efectivamente
decaen [43], asi que podemos usar la ec. (2.52) ya que la curva de rotacién es “plana” dentro del
intervalo dado por los puntos observados. Veremos en el capitulo 4 si el término correctivo de la
velocidad para un disco delgado es capaz de simular tal efecto®.

6Un potencial que produce curvas de rotacién completamente planas es ®(r) o In(7).



Capitulo 3

Galaxias espirales y materia oscura

Como se vié en el capitulo 1 la materia oscura representa aproximadamente el 23 % del contenido
energético del universo. Esta se encuentra distribuida por todo el universo y su efecto se hace patente
a partir de escalas galacticas, en cimulos de ellas y escalas mayores. Su observacion es indirecta,
debida unicamente a los efectos gravitacionales que esta causa y aunque su importancia dentro de
la astronomia y cosmologia es reciente, su existencia data de la década de los 30’s como veremos
en el capitulo.

3.1. DMateria oscura en galaxias. Contexto histdrico

Hasta antes de 1913 no se sabia que las galaxias espirales poseian movimientos de rotacién [44].
De hecho los astrénomos de la época no sabian que estaban observando otras galaxias; ellos las
catalogaban como nebulosas porque a la vista aparecian como objetos difusos. Fue precisamente
en 1913 que V. M. Slipher pudo detectar lineas de absorcién inclinadas en el espectro de absorcion
de la nebulosa M31 y en el espectro de la nebulosa del Sombrero, indicador de un movimiento
de rotacién de las galaxias. En ese mismo ano hizo el mismo descubrimiento al observar MSI.
Esto llevé a muchos astrénomos a investigar el nuevo fenémeno en los anos posteriores. Asi se
pudieron medir las velocidades de rotacion para distintos puntos de la galaxia M81. H. D. Babcock
encontrd que para el tltimo punto medido de M31 la velocidad era de aproximadamente 400 km
s~!, que era grande para la regién en consideracién ademds de que se mantenia casi constante en
cierto intervalo de distancia. El modelo que Babcock creé para M31 mostraba una distribucion
de masa tal que la razén masa-luminosidad se incrementaba conforme lo hacia el radio r de la
galaxia, es decir, habia més masa en las en las partes externas de la que se detectaba. Para esto
Babcock pensé entonces dos cosas: que la absorcién jugaba un papel muy importante en las partes
exteriores de la galaxia o que habia que tomar en cuenta una dindmica nueva pensando en que
efectivamente la masa no crecia con r. En 1939 Jan Oort observé que NGC 3115 presentaba el
mismo problema de M31: la masa y la luz observadas parecian no tener relacién alguna y en 1954
M. Schwarzschild volvié a confirmar lo mismo. Para la década de los 60’s ya se tenian las curvas
de rotacién de algunas docenas de galaxias espirales y en los 70’s se encontraban curvas planas

36
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de manera muy comun. En 1974 Ostriker y Einasto propusieron que la materia oscura —la masa
faltante— se encontraba en galaxias aisladas en forma de enormes halos en los que se encuentra la
mayor parte de la masa galactica y cuya extension podia alcanzar varios radios galécticos.

En lo que respecta a cimulos de galaxias, en 1933 Fritz Zwicky descubre la primera evidencia
de materia oscura en cimulos de galaxias. Para ese ano ya se contaba con la ley Hubble —aunque
incorrecta— y con las curvas de rotacion de varias galaxias espirales con las que se pudieron estimar
sus razones masa-luminosidad. El trabajo que Zwicky realiz6 se basaba en las velocidades radiales
de siete galaxias del cimulo de Coma con las cuales pudo calcular la masa total del ciimulo usando
el teorema del virial. Asi calcul6 la razéon masa-luminosidad del cimulo y la comparé con la razén
masa-luminosidad de galaxias espirales tipicas cercanas. Lo que encontré fue que la razén masa-
luminosidad del cimulo era mayor a la de las galaxias cercanas por un factor de por lo menos 400
de acuerdo con las mediciones que él habia hecho. Asi concluyé que el cimulo poseia, en su gran
mayoria, masa no visible e indetectable excepto por sus efectos gravitacionales. A pesar de que
sus mediciones fueron bastante malas segiin mediciones actuales, hoy esa conclusién sigue siendo
valida.

A partir de los anos 80’s los telescopios mas grandes y la mejora en los detectores en las bandas
optica, de radio y milimétrica, asi como la combinacion de alta resolucion espacial y espectral han
permitido una gran sofisticacién en el anélisis de las velocidades de rotacion.

3.2. Naturaleza de la materia oscura

Los primeros candidatos a materia oscura fueron los neutrinos cuya masa en reposo es todavia
desconocida pero con una cota superior de 1 eV. Una de las razones para tomar en cuenta a
los neutrinos es que se trata de particulas que no contribuyen a la masa luminosa. Puesto que
son particulas relativistas se les considera como materia oscura caliente ~-HDM, por sus siglas en
inglés—. Otra razén fuerte para tomarlos en cuenta es que son particulas que existen en la naturaleza
aunque muy dificil de detectar.

Otros posibles candidatos no-leptonicos, distintos a los neutrinos, es una amplia clase de particu-
las que constituyen la materia oscura fria -CDM-. Estas particulas son predichas s6lo de manera
tedrica por extensiones del Modelo Estindar de Particulas FElementales, como las teorias de Su-
persimetria. Su observacién en los grandes aceleradores atin no ha sido posible. Una caracteristica
de estas particulas es que solamente interactiian débilmente, es decir, mediante interaccion débil
ademas de gravitacionalmente, al igual que los neutrinos, con la diferencia de que de estos si se tiene
la certeza y evidencia experimental de su existencia aunque su detecciéon es complicada. También
se trata de particulas masivas y, que de existir, se encuentran atrapadas dentro del potencial gra-
vitacional de las galaxias ya que sus velocidades son no-relativistas y de ahi el adjetivo de “frias”.
A todos estos posibles candidatos masivos de CDM se les denomina WIMPs —Weakly Interacting
Massive Particules—. Las teorias de Supersimetria predicen al menos un candidato: el neutralino
que es una combinacién lineal de las supercompaneras del bosén Z llamada zino, del foton que es
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el fotino y del boson de Higgs llamada higgsino. Los WIMPs deben encontrarse en el halo de la Via
Lactea y también dentro del Sol, donde pierden energia por colisiones elasticas con protones para
ser finalmente atrapados por estos. De esta manera el transporte de energia dentro del Sol se veria
modificado asi como su dinamica. Sin embargo tal efecto aiin no ha sido observado.

Particulas distintas a los WIMPs también son candidatos a materia oscura. Se trata de particulas
muy ligeras que presentan interacciones superdébiles. Algunos ejemplos de estas particulas son el
gravitino que es la particula supersimétrica del campo gravitacional y el axion; un bosén sin masa
relacionado con la ruptura en el niimero bariénico de simetria.

Por tltimo estan los MACHOs —MAssive Compact Halo Objetcs— que consisten de objetos de
materia baridnica como enanas blancas, enanas cafés, planetas orbitando en torno a otras estrellas
y agujeros negros entre otros. No obstante los MACHOs son descartados debido a que constituyen
solo una pequena fraccion de la materia oscura total en el universo.

3.3. Caracteristicas de galaxias espirales

En 1936 Hubble hizo publico un trabajo sobre la clasificacion de las galaxias: The realm of
the nebulae. En este trabajo Hubble clasifica a las galaxias —o nebulosas para su época— en cuatro
tipos principales: elipticas, lenticulares, espirales e irregulares. A este esquema de clasificacién se le
conoce como el sistema de clasificacion de Hubble.

Una galaxia espiral puede ser considerada como un disco en rotacién de cierto grosor zy el cual
se compone de estrellas, gas y polvo con un bulbo central de forma suave principalmente esférico
o eliptico, compuesto de estrellas rodeado todo por un halo esférico de materia oscura. El disco
posee brazos en forma de espiral —y de ahi el nombre— que son regiones de formacién estelar y que
se caracterizan por emitir luz principalmente azul. Las galaxias espirales se pueden caracterizar
por los siguientes parametros: Ry, My y z4 que son el radio de escala del disco, masa del disco y
grosor, respectivamente. Por ejemplo, se considera que un disco es delgado si z; ~ 300 pc y grueso
si zg =~ 1 kpe. En discos delgados las estrellas son mas jovenes y de distinta composiciéon quimica
que en discos gruesos; ademas en los primeros la densidad superficial es mayor que en los tltimos
porque la relacion de estrellas en el plano medio de un disco delgado es 50:1 respecto al del disco
grueso. Se cree que los discos gruesos se crearon a partir de la colisién de un disco delgado joven
con una galaxia mas pequena.

En la clasificacién de Hubble, las galaxias espirales se dividen en cuatro subclases: Sa, Sb, Sc y
Sd. Las letras denotan una secuencia —ver figura 3.1— a lo largo de la cual la luminosidad del bulbo
central es cada vez mas pequena, los brazos espirales son cada vez mas abiertos y la masa del gas
se incrementa asi como el niimero de estrellas jovenes por lo que los brazos se vuelven mas gruesos
y masivos [45]. Nuestra galaxia es una clase intermedia Sbe, es decir, una clase entre Sb y Sc. En
promedio las galaxias Sc y Sd son menos luminosas que las Sa y Sb.

Las galaxias lenticulares se caracterizan por tener un disco en rotaciéon ademas de un bulbo
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central en forma de elipse. A diferencia de las galaxias espirales, las galaxias lenticulares, o SO
como se les denota, no poseen estructura espiral y se les considera una clase de transicion entre las
galaxias elipticas y las espirales. Mas de la mitad de las galaxias espirales y lenticulares presentan
una barra en su parte central por lo que son llamadas espirales barradas o lenticulares barradas.
Su notacién es SOB, SBa, SBb, SBc y SBd y también siguen la misma secuencia que sus congéneres
no barrados. Después de las galaxias Sd o SBd en la secuencia de espirales, los brazos se vuelven
mas desordenados y su apariencia espiral es menos definida. Estas pertenecen a la clase de galaxias
irregulares. Se les denota por Sm, SBm —si tienen barra— e Im. Un ejemplo de estas galaxias, y que
de hecho es el prototipo, es la Gran Nube de Magallanes que es un satélite de la Via Lactea. Por
esta razén las galaxias Sm y SBm también son conocidas como espirales de Magallanes. Conforme
la luminosidad de la galaxia disminuye también lo hace la velocidad de rotacion del disco.

La clasificacién de Hubble se puede ver como la secuencia
E —-S0—Sa— Sb— Sc—+Sd = Sm — Im

en donde a las galaxias situadas al principio de la secuencia se les denomina tempranas mientras que
aquellas al final son tardias. Esta idea es un remanente de la creencia antigua de que la secuencia
de Hubble representaba la evolucion de las galaxias pero hoy se sabe que no es asi.

El brillo superficial de una galaxia se define como la luminosidad por unidad de area y las
unidades habituales son Lopc2, donde L, denota luminosidad del Sol. Para una galaxia espiral el
brillo superficial obedece la ley exponencial [46]

I(r) = Lye "R (3.1)

con I el brillo superficial central de disco y R, el radio de escala del disco. La luminosidad tipica
de las galaxias espirales es de Iy ~ 100 L, pc2.

3.4. Curvas de rotacion

De una manera muy simple podemos definir una curva de rotacién galactica como una grafica de
velocidad de rotacién versus distancia al centro. Las velocidades se miden en km s y las distancias
en kpc o segundos de arco. Una definicién més formal [44] dice que es una traza de velocidades
sobre un diagrama de posicién- velocidad (PV) a lo largo del eje mayor de la galaxia, corregido
por el angulo ¢ entre la linea de vision y el disco galactico. Las curvas de rotacién son herramientas
para muchos propdésitos entre los que destacan [44]: el estudio de la cinemdtica de las galaxias,
inferir el papel que las interacciones han jugado a lo largo su de historia, observar la evolucion de
las galaxias comparando curvas de rotacién de galaxias cercanas y lejanas, entre otras.

Lo que se observa cuando se estudia una galaxia espiral es que se trata de un sistema gravita-
cionalmente estable. El comportamiento predicho por la mecénica newtoniana para las curvas de
rotacion de galaxias tipicas es creciente desde el centro hasta cierto radio en donde presenta un
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Figura 3.1: Esquema de Hubble en una forma modificada. Se muestran las cuatro clases principales: elipticas (E),
lenticulares (S0), espirales (S,SB) e irregulares (Sm) asi como las subclases de cada una de estas. Tomado de [47].

méximo y a partir del cual decrece segtin la ley de Kepler 1/4/r. Sin embargo las observaciones indi-
can un comportamiento distinto al predicho por la teoria. Los astrénomos miden curvas de rotacién
que crecen mas de lo predicho, que no “bajan” sino que permanecen aproximadamente planas, es
decir, con velocidad aproximadamente constante como se ve en la figura 3.2. Dicho comportamiento
se debe a una masa mayor que la detectada. Esa masa corresponde a la materia oscura.

Las estrellas dentro de una galaxia galaxia espiral se encuentran hasta 10 kpc aproximadamente
—borde visible- mientras que el gas interestelar se encuentra hasta aproximadamente 25 kpc y es
este componente el que se utiliza para calcular las velocidades a tales distancias, en especifico, la
linea de emision HI que corresponde a la linea de Hidrégeno neutro con una longitud de onda de
21 cm.

Si se calcula la velocidad de rotacion de los puntos cercanos al borde visible, suponiendo que la
masa en esos puntos corresponde sélo a estrellas y gas, se encuentra que es tipicamente menor por
un factor de tres que la medida para esos mismos puntos [48]. Por esta razén se adopté la idea de
que las galaxias espirales se encuentran rodeadas por enormes halos esféricos de materia oscura que
se pueden extender hasta traslaparse con los halos de su vecinas como se mencioné anteriormente.
Asi se propusieron nuevas funciones de densidad que incluyen materia oscura como los perfiles
Navarro-Frenk-White (NFW) y Burkert, cuyas curvas se ajustan a los datos. Por otro lado, la
presencia de los halos de materia oscura es fundamental; estos dan la estabilidad gravitacional
observada, ya que de no ser asi, cualquier perturbacién por pequena que fuera destruiria la galaxia.
También es importante mencionar que se necesita de CDM para explicar la formacién de estructuras
en el universo.

Las distintas clases de galaxias espirales poseen distintas curvas de rotacién. Los tipos Sa a Sc
tienen curvas de rotacion similares por lo que el potencial gravitacional tanto del disco como del
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Figura 3.2: Curva de rotacién de una galaxia espiral. Las velocidades de rotacién de las componetes corresponden
al disco (linea de trazos azules) y halo de materia oscura (linea de trazos rojos). La velocidad total corresponde a la
curva negra dada por la ec. (3.7).

halo no depende de manera importante de la distribuciéon de la masa luminosa. Las galaxias con
menor luminosidad muestran curvas de rotacion crecientes en los puntos externos mientras que las
galaxias mas luminosas tienen curvas de rotacion ligeramente decrecientes en esos mismos puntos.
Las partes de la curva de rotacion cercanas al centro dependen de la masa total y del tipo de galaxia.
En estas regiones la velocidad es proporcional a r lo cual corresponde a una rotaciéon de cuerpo
solido. Los tipos Sa y Sb mas masivos presentan un crecimiento mas pronunciado y velocidades
centrales mayores a pocos cientos de parsecs del centro comparados con los tipos Sc¢ menos masivos
y galaxias enanas. Para las galaxias Sa la velocidad méxima de rotaciéon es mayor que en las Sb y
Sc que tienen luminosidades equivalentes: 300 km s=%, 220 km s=! y 175 km s~! respectivamente.
Las galaxias Sb se caracterizan por una velocidad inicial distinta de cero muy cerca del centro
debida al nicleo masivo de la galaxia, un crecimiento en un radio de ~ 100 pc con un maximo en
r ~ 100 — 300 pc para decaer a un minimo en r ~ 1 — 2 kpc y luego presentar un crecimiento
gradual hasta un maximo secundario a r ~ 6 kpc y por ultimo un comportamiento casi plano.
Las galaxias Sc de bajo brillo superficial presentan comportamientos monétonamente crecientes
hasta el borde visible al igual que las galaxias enanas. El estudio de galaxias barradas tiene una
complicacion pues el gas se encuentra distribuido de manera menos uniforme. Sus velocidades de
rotacién pueden tener saltos de 30 — 40 km s™! e incluso mds de 100 km s™! en los bordes de
la barra situados a r ~ 2 — 5 kpc mientras que las galaxias sin barra sélo presentan fluctuaciones
de £10 — 20 km s~! debidas principalmente a los brazos espirales. A las galaxias enanas y de baja
masa se les agrupan normalmente con las galaxias de bajo brillo superficial 6 LSB —Low Surface
Brightness— que se cree estan dominadas por materia oscura. Esto no es del todo correcto ya que
existen galaxias de bajo brillo superficial que son grandes y masivas asi como algunas que son
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enanas y de brillo superficial alto. Sin embargo para aquellas de mayor luminosidad sus curvas de
rotacion son similares en forma a las de las espirales de mayor brillo. Para las de menor brillo sus
curvas de rotacion son mas variadas en forma.

3.4.1. Mediciéon de las velocidades de rotacion

Para obtener la velocidad de rotacién de una galaxia se hacen distintas mediciones, usando
diferentes técnicas e instrumentos como espectrografos de Fabry-Perot o de campo integral, en la
region optica de la luz de las estrellas y en las regiones éptica, de microondas y radio para el gas.
Las lineas de emision HI, H,, y CO son las usadas principalmente en dichas mediciones. En parrafos
anteriores mencionamos el papel de la linea HI. La linea CO también es de utilidad para calcular
velocidades de rotacion en las regiones interiores del disco asi como en las zonas centrales. Otros
trazadores de campos de velocidad en galaxias son las nebulosas planetarias y se usan para galaxias
complejas y de tipos tempranos, sobre todo en las regiones lejanas al centro galactico donde la luz
es escasa. También se usan para galaxias en cumulos.

Las mediciones que se hacen tiene que ser corregidas por diversos factores como el movimiento
del observador y la proyeccion ya que el el observador sélo ve la componente de velocidad a lo largo
de la linea de vision. Los datos que se obtienen directamente de las mediciones antes mencionadas
no son directamente las velocidades de rotacién; esos son “datos crudos” que se tienen que procesar
para poder encontrar las velocidades de rotacion aplicando modelos matematicos. El método de la
intensidad luminosa pesado por la velocidad radial es un método ampliamente usado. Aqui primero

se calcula la velocidad [ 1) 0d
v)vdv

Vine = 57— 3.2

! [ I(v)dv (3:2)

donde I(v) es la de intensidad luminosa, a un radio determinado, como funcién de la velocidad

radial v. La velocidad de rotacion esta dada por

V;n - Vsis

Vigp = ———= (3.3)

sen?

con Vg, la velocidad sistémica de la galaxia e i el angulo entre la linea de vision y el disco galactico.

El método de la velocidad terminal es otro de los empleados para determinar velocidades de

rotacion. Se define por
Vi Vi[5
Vit = ——2 — 02+ 0260, 3.4
t sen i obs ISM ( )

donde V; es la velocidad terminal y o5 ¥ 0750 son la resolucion en velocidad de las observaciones
y la dispersién de velocidad del gas interestelar respectivamente. La velocidad terminal se define
como la velocidad a la cual la intensidad I es igual a

I, = (I3, + I2)Y? (3.5)

max

sobre un diagrama PV y donde I,,,,, es la intensidad maxima e [;. es la intensidad correspondiente
a la curva de nivel més baja y n un factor entre 0.2 y 0.5. Otros métodos se presentan en [44].
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3.5. Teoria newtoniana de galaxias espirales

El potencial gravitacional de una una galaxia espiral se divide en la suma de los potenciales de
sus componentes:

D ror = by + P4+ Py (36)

donde los subindices denotan el bulbo, disco y halo respectivamente. Aqui consideraremos sélo las
contribuciones del disco y halo. El potencial del disco y del halo son mas dificiles de calcular que
el de la masa puntual ya que se trata de sistemas extendidos. Calculemos la velocidad de rotacién
para un particula de prueba dentro del potencial dado por la ec. (3.6).

Para una particula de masa m, que se encuentra en el potencial de un galaxia la segunda ley
de movimiento indica que

Fd + FH = Myp Qcentripeta

ddy ddy UCQ
B
_ (d®, N d®y\ Vo

dr dr r

Tomando el valor absoluto dado que el lado derecho es positivo tenemos:

d(I)d dd H - Ve ror
dr dr r
2 2 2
Uey + Yey _ Ye ror
T T T
2 2 _ 2
Yey + Ve = Ve ror o

por lo tanto la velocidad de rotacién a un radio r de la fuente, suponiendo un movimiento circular,
esta dada por

v (r) = r d® ror
C TOT d’f’

La gréafica de esta funcién da la curva de rotaciéon de la galaxia.

3.5.1. Discos delgados

Para encontrar el potencial del disco supondremos que se trata de un sistema axisimétrico e
infinitamente delgado. Con esto el potencial del disco se puede escribir en coordenadas cilindricas
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como ® = ®(r,z). Un método para encontrar la expresion del potencial es resolver la ecuacién
de Laplace sujeta a condiciones de frontera. Este es el método de Toomre [49]. En coordenadas
cilindricas la ecuacién de Laplace es

1 P 2P
V2¢:_§(8>+8 =0, (3.8)

"or ) T o2

y aplicando el método de separacién de variables ®(r, z) = J(r)Z(z) obtenemos

‘575 —kZ = 0, (3.9)
%dii (r fi—i) LRI = 0, (3.10)

con k? una constante. La solucién a la ec. (3.9) es
Z(z) = Se*F* (3.11)

donde S en una constante de integracién. Para resolver la ec. (3.10) hacemos el cambio de variable

u = kr quedando
1 d d
s <u ‘]<“)> () =0, (3.12)

u du du

Ahora, la solucién a esta ecuacién que nos interesa es aquella que es finita cuando » — 0. Dicha
solucién es la funcién de Bessel de primera especie de orden cero Jo(u) = Jo(kr). Asi la solucién a
la ec. (3.8) es

do(r,2) = e Jy(kr) | (3.13)

que podemos reescribir como

Oy (r,z) = e’k‘zuo(kr) , (3.14)

donde k es un real positivo. Vemos que para z < 0 la solucién corresponde a la solucién @, de la
ec. (3.13) mientras que si z > 0 se obtiene la solucién ®_ de la misma ecuacién. Ademads la solucién
®,. cumple con las condiciones de frontera

lim & = 0, (3.15)
|z| =00
lim® = 0. (3.16)
r—r00
Sin embargo en z = 0 se tiene que
0P
lim — = &k 1
Jim = Jolr) (3.17)
0P
lim — = —kJ 3.18
ki AR o(r) (318)
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es decir, hay una discontinuidad en el gradiente de ®; a lo largo del eje z por lo que no es valida.
Por el teorema de la divergencia tenemos que la integral de superficie de V& es igual a 4nGXy(r)
con X (r) la densidad superficial de masa que encierra la superficie y entonces

b = _ 1
k(r) oGy Jo(kr) (3.19)
con lo que las ecuaciones (3.17) y (3.18) se convierten en
0P
lim — = —27GX 2
A or T TR 320
0P
lim — = 27GXy . 21
M 5r = e (3.21)

Pero estas cantidades dependen de la constante k. Una densidad superficial arbitraria se en-
cuentra sumando sobre todas las k’s pesadas por una funcién S(k), es decir,

S(r) = / " SRS (r) dk = —% " S o) s (3.22)
y donde .
S(k) = —27TG/ S(r)Jo(kr)rdr . (3.23)

Aqui la ec. (3.22) corresponde a la transformada de Hankel de —27GX —ver [45] para mayor
detalle- mientras que la ec. (3.23) es la transformada inversa. Sus propiedades son similares a las
transformadas de Fourier. El potencial que corresponde a la ¥(r) arbitraria es

O(r,z) = /OOO S(k)Py(r, z) dk
= 221G / N dk e *=1 Ty (kr) / OoZ(r’)JO(k:r’) ' dr’ (3.24)

donde hemos sustituido las expresiones de @, y S(k).

Para un disco exponencial o disco de Freeman [46] tenemos que
Y(r) = Xge /R | (3.25)

con X la densidad superficial central del disco y Ry el radio de escala del disco. En este caso la
funcién S(k) cumple con

2r Gy R?
por lo que el potencial es
> Jo(kr) e kIl
2 0
CI)(T, Z) = —QWGZQRdA (1—}—]{3—2R3)3/2 N (327)
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y dado que estamos trabajando con discos infinitamente delgados, al evaluar en z = 0 se obtiene
[45]:

D(r,z = 0) = —7GZor[Io(y) K1(y) — Li(y) Ko(y)] (3.28)
donde y = r/2R,. I, e K, donde n puede ser 0 o 1, son las funciones modificadas de Bessel de
primera y segunda especie respectivamente. La velocidad de rotacion de este disco es

v2 (1) = 4GS Ray* (1o (y) Ko(y) — Li(y) K1 (y)] (3.29)

Cd
o en términos de la masa del disco My = 27 R2%:
_ 2G My
=7

vz, (1) v Lo(y) Koly) — Li(y) K1 (y)] - (3.30)

3.5.2. Halos esféricos

En lo que respecta al halo, los diferentes perfiles de densidad se encontraron a partir de simu-
laciones computacionales. A primer orden estos halos presentan una simetria esférica. Un perfil

general es

p(r) = & (3.31)

« —a
(5)"(+32)
con pg v ag la densidad y distancia de escala tipicas del halo respectivamente. Los diversos modelos
surgen segun los valores de a y 5. Cuando [ = 4 los modelos que se obtienen tienen propiedades
analiticas muy simples y se conocen como los modelos de Dehnen. La tabla 3.1 muestra los diversos
modelos que se derivan este perfil general.

Modelo a g p(r)
Hernquist 1 4 L}}
(2) (1+7)
Jaffe 2 4 Po

(5’ (+2)°

Tabla 3.1: Perfiles de halo de materia oscura. Obtenido de [45].

Sin embargo existe otro perfile de densidad distinto a los de Dehen. Cuando aa =1y = 3 se
tiene el perfil de Navarro-Frenk-White -NFW de aqui en adelante—, es decir,
Po
() = v - (3.32)
(51 +2)?
Ademas, otro perfil distinto a los derivados de la ec. (3.31) es el perfil de Burkert dado por
poa’
r+a)(r?+a?)’

p(r) = ( (3.33)
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El potencial gravitacional del halo se encuentra dado por

r

Bu(r) = -G / SMA) (3.34)

con .
M(r) = 47r/ p(r')r'?dr’'
0
la masa del halo para un radio arbitrario r. Entonces para el perfil de NF'W tenemos

In(1+1r/a)
r/a ’

Do (1) = —47Gpoa® (3.35)

y para el perfil de Burkert

By, (1) = M {(1+ D) [tant () —m (14 5)] + % (t-1)m (1 + 2—2)} . (3.36)

La curva de rotacion esta dada por

(r+a)ln (”*‘1) —r

2 _ 3 a
Vo = AnGpoa (r + a) (3.37)
para el perfil de NFW y
2 3 1 ?
T mGpod” |y <1 + f) +-In (145 ) —tan™! (f) (3.38)
B r a 2 a? a

para el perfil de Burkert.

Para una galaxia conformada por disco exponencial y halo oscuro la ec. (3.7) da la velocidad
de rotacién total.

3.5.3. Caracteristicas de los halos de Burkert y NFW

A continuacién describiremos algunas caracteristicas de los perfiles de Burkert y NFW y como se
comparan entre ellos. La figura 3.3 muestra una comparacién de la variacién de la densidad de masa
del halo como funcién de r entre los dos perfiles asi como la comparacion de la contribucion que
tiene el halo a la velocidad de rotacion también como funcién de la distancia r al centro galactico.
Las curvas ahi mostradas corresponden a tres radios caracteristicos a distintos con el mismo valor
de pp.

Para el perfil de Burkert todas la curvas convergen al mismo punto cuando r — 0. El valor al
cual converge la densidad p es pg. Esta caracteristica distingue a este perfil como un perfil tipo
“shallow”. En este caso a se puede ver como un indicador de dénde comienza la concavidad de la
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curva de densidad. Lo mismo sucede para la gréafica de velocidad. En las cercanias del centro de la
galaxia la velocidad se comporta de manera lineal como se puede ver en el acercamiento mostrado
en la figura 3.4. En ambas gréaficas mientras mayor es el parametro ay la curva es més alta.

El halo de NFW a diferencia del halo de Burkert, posee una singularidad en r = 0. Esta
caracteristica le da el adjetivo de un perfil tipo “cuspy”. La curva de velocidad para un halo de
NFW presenta siempre un crecimiento mucho mas rapido y una concavidad mas marcada que la
correspondiente al perfil de Burkert. En la figura 3.4 vemos que cerca del centro la velocidad crece
mucho mas rapido que en el caso de Burkert. Como veremos més adelante es esa misma concavidad
del perfil de NFW la que provoca que el ajuste no sea adecuado para algunas galaxias.

3.6. Ajustes de curvas de rotacion. Perfiles de Burkert y
NFW

Para el andlisis de curvas de rotacion de esta seccién y de la seccién 4.2 usamos una muestra
de diesiséis galaxias, las cuales listamos a continuacion:

» DDO 47, ESO 116-G12, NGC 7339, M 31, ESO 287-G13, UGC 6399, UGC 6917, UGC 128,
NGC 4217, NGC 4100, NGC 4157 se estudian en [50] en el marco de gravedad f(R). UGC
128 también se analiza en [51] con los halos de de NFW y pseudo-isotérmico. Los datos de
todas estas galaxias fueron proporcionados por C. Frigeiro Martins y P. Salucci.

» UGC 4325 y NGC 4395 se analizan en [40] con gravedad f(R) y en [51] se un andlisis con los
halos de NFW y pseudo-isotérmico. Los datos todas esta galaxias fueron proporcionados por
Rachel Kuzio de Naray et. al.

» DDO 64, F568-3 y UGC 5750 sélo se estudian en [51] con halos de materia oscura. Datos
proporcionados por Rachel Kuzio de Naray et. al.

= Todos los puntos observacionales tienen error solamente en velocidad.

A continuacién presentamos los ajustes de las curvas de rotacion de las galaxias de la muestra
descrita anteriormente usando el método de y? —apéndice B—. Hacemos la suposicién de la galaxia
se compone de un disco exponencial y de un halo ya sea de Burkert o NF'W. El gas no se incluye en
este anadlisis. La funcién de velocidad estd dada por la ec. (3.7.) En ambos perfiles los pardmetros
libres son: a, py y My cuyas unidades son kpc, M /kpc® y Mg, respectivamente. Los resultados se
muestran en las tablas 3.2 para Burkert y 3.3 para NFW ademés de las respectivas graficas en
las figuras 3.5 y 3.6 para Burkert y figuras 3.7 y 3.8 para NFW. Los parametros se restringen a
0 < a < 150, 10° < py < 10% y 10" < My < 10'2 en el célculo. Los errores reportados en los
parametros se calculan a 1o, sin embargo para ciertas galaxias hay parametros para los cuales no
fue posible calcular el error.
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3.6.1. Analisis de curvas

ESO 116-G12: Esta es una galaxia dominada casi por completo por el halo oscuro. El perfil de
Burkert es el que mejor ajusta a los datos (x2.; = 0.79).

ESO 287-G13: Esta es una galaxia con un disco masivo que domina la curva de rotacién hasta
aproximadamente 12 kpc del centro en ambos ajustes. El mejor ajuste corresponde al perfil de

Burkert con un disco de mayor masa y halo con py mayor aunque de menor radio a comprado con
NFW.

M 31: Galaxia con el disco méas masivo de toda la muestra para ambos perfiles de materia
oscura. El ajuste de ambas curvas de rotacién no toca a los datos observacionales mas alla de
30 kpc. Esto indica que los perfiles de materia oscura no son lo suficientemente buenos para esta
galaxia dominada por el disco galdctico. Sin embargo, ahora es el perfil de NF'W el que da un mejor
ajuste.

NGC 7339: Presenta también un disco masivo cuya contribucion es importante hasta aproxi-
madamente 3 kpc del centro galactico en el perfil de Burkert que es el mejor para esta galaxia
(X%, = 1.18). También presenta un disco de mayor masa y un halo oscuro con menor a pero mayor
po que el correspondiente del perfil de NFW.

NGC 4217: Una galaxia cuya curva de rotacién es tan suave que permite un buen ajuste en
ambos perfiles de materia oscura. El ajuste de los diferentes perfiles de materia contrasta. Para el
perfil de Burkert el halo da domina toda la curva de rotacién debido a que tiene una mayor pq
comparada con el perfil de NFW dénde el disco tiene una mayor masa y domina en la primera
parte de la curva. El mejor resultado lo da de nuevo el perfil de Burkert (x2,, = 0.28)

UGC 6917: Otra galaxia con curva de rotacién suave. El mejor ajuste se tiene de nuevo con
perfil de Burkert que tiene una x?2,, = 0.26, que difiere de la x2,;, de NEFW por 2 centésimas. Esta
galaxia también tiene un halo con mayor de mayor densidad p, y menor radio a que su contraparte
de NFW.

UGC 6399: Galaxia mejor ajustada con el perfil de Burkert (x2,, = 0.02) y donde toda la
cuya curva de rotacion estd dada practicamente por el halo. En el ajuste de NFW la concavidad
del halo mencionada en la subseccén anterior junto con el disco mas masivo respecto al que se
obtiene con Burkert provoca que la curva se desvie de la parte central de los primeros dos puntos
observacionales.

NCC 4100: El mejor resultado se logra otra vez con el perfil de Burkert (x2,, = 1.00) que da
un disco de menos masivo comparado con el de NFW, pero un halo con mayor densidad py pero
radio ap mas pequeno.

NGC 4157: Las curvas de rotacion de esta galaxia son muy semejantes aunque el mejor ajuste
de da con Burkert (x2,; = 0.44). Esta galaxia también presenta las caracteristicas en los prametros
que NGC 7339.

UGC 4325: Esta es una galaxia LSB que no se pudo ajustar de manera satisfactoria con ninguno
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de los perfiles siendo el mejor de ellos, por mucho, el de Burkert (x2, = 3.27). En ambos casos
se obtiene el mismo valor para la masa del disco que corresponde a la cota inferior impuesta en
el calculo del parametro. Asi, la curva de rotacion esta dada practicamente por el halo como se
observa en la correspondiente grafica.

UGC 128: Otra galaxia LSB. Al igual que UGC 6399, el perfil de Burkert da un ajuste muy
bueno (x2,; = 0.01) para esta galaxia. Aunque el disco domina al principio, el halo se vuelve
importante aproximadamente a 4 kpc del centro. También presenta las caracteristicas de NGC
7339 en los prametros.

DDO 47: El perfil de Burkert es el mejor para esta galaxia LSB. Con una menor x2 , para
este perfil (1.00) que para el NFW (6.75) y con un halo y disco de mayor densidad py y masa,
respectivamente. El radio de halo caracteristico ag madas pequeno obtenido con Burkert hace posible
el ajuste de los puntos cercanos al centro.

DDO 64: Esta galaxia LSB presenta la misma problematica de UGC 4325: no es posible un
ajuste adecuado con ninguo de los perfiles de materia oscura. El mejor resultado se obtiene con el
perfil de Burkert (x2,, = 5.71).

F568-3: Para esta galaxia LSB el mejor ajuste lo da el perfil de Burkert (2, = 1.34) para el
cual se obtiene la masa minima en el disco.

NGC 4395: Unica galaxia LSB ajustada de mejor forma por el perfil de NFW (X%, =1.97). La
parte central y final de la curva de rotacién se ajustan mejor al perfil de NFW como se ve en la
grafca correspondiente.

UGC 5750: Galaxia LSB cuya curva de rotacién se ajusta mejor, de nuevo, con el perfil de
Burkert (x2,; = 0.84). La curva viene dada practicamente por el halo; la masa del disco es pequena
y de hecho toma el valor de la cota inferior impuesta en el calculo.

Comparacién con otros trabajos

En [51] se muestra un estudio entre el ajuste de las curvas de rotacién de algunas de las galaxias
LSB analizadas aqui: UGC 4325, DDO 64, UGC 128, F568-3, NGC 4395 y UGC 5750 con el halo
de NFW y un halo pseudo-isotérmico. En ese trabajo se calculan pardametros distintos a los de
nuestro trabajo. Para el halo pseudo-isotérmico se calculan el radio del nicleo del halo R, y la
densidad central de halo pg que no debe confundirse con el pardmetro con el calculado aqui. Para
el halo de NFW ellos calculan la concentracién ¢ = r909/a, donde 1999 se define como el radio para
el cual la densidad media del halo es mayor o igual a 200 veces la densidad critica del universo p.,
y el pardametro vy que es la velocidad en r = rygg. En el cdlculo de parametros de ambos modelos
se usaron cuatro casos distintos en cada halo: disco nulo, disco minimo, popsynth y disco maximo,
donde progresivamente se aumenta la influencia del disco a través del parametro T, = M, /L,
—razén masa-luminosidad estelar—, y donde toman v, = T,v2 + vfgas + 02, !. Para disco nulo se

!Comparando esta ecuacién para la velocidad con la ec. (3.7) se observa que nosotros hemos tomado Y, =1y
2

vg,,. = 0. El subindice x es sinénimo de disco galdctico.
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toma T, = 0, para disco minimo T, < 0.8, en popsynth 0.9 < T, < 1.4 y en disco maximo Y, 2 2.
En seguida daremos una comparacién entre los resultados obtenidos con el perfil de NFW en esta
tesis y [51].

Haciendo la transformacion de los pardmetros calculados en [51] con los cuatro casos diferentes,
a los calculados aqui tenemos lo siguiente.

Disco Maximo De las seis galaxias, excepto NGC 4395 y UGC 128, las cuales no se analizan
para este caso, todas tienen py = 2.43 x 10* kpc? ya que la concentracién es ¢ = 1. UGC 4325 tiene
a = 561.53, para DDO 64 a = 289.70, a = 629.00 para F568-3 y UGC 5750 tiene a = 200.00. Como
vemos los valores de a para el caso de disco maximo son mucho mayores que los reportados en la
tabla 3.3 para esas galaxias mientras que la densidad pg es mas pequena.

Popsynth UGC 4325, DDO 64, F568-3 y UGC 5750 tienen de nuevo py, = 2.43 x 10*. Para
estas mismas se tiene que a = 1779.86, a = 801.63, a = 658.77 y a = 279.78 en ese orden. Para
NGC 4395 tenemos que a = 9.68 y py = 5.47 x 10°. De todas las galaxias esta tltima tiene valores
muy similares a los reportados en la tabla 3.3. Esto dice que nuestro analdsis es muy similar al
popsynth de [51]. La gran diferencia en los resultados de las demés galaxias no se puede explicar
de una manera precisa a pesar de que T, ~ 1.2 que incluso es mas pequena que la de NGC 4395
que es T, = 1.4. La galaxia UGC 128 tampoco se analiza en este caso.

Disco Minimo Al igual que en el caso anterior UGC 4325, DDO 64, F568-3 y UGC 5750 tienen
po = 2.43 x 10%. Los valores del pardmetro a son 1988.2, 746.07, 922.67 y 331.37, respectivamente.
De nuevo existe una enorme discrepancia entre estos y los valores reportados en la tabla 3.3. La
galaxia UGC 128 estd también ausente en este andlisis y la galaxia NGC 4395 vuelve a dar resultados
compatibles con los nuestros: a = 10.87 y py = 4.45 x 10°, sélo que ahora Y = 0.7.

Disco Nulo Unico caso en el que las seis galaxias son incluidas y con resultados diferentes en
cada una de ellas. UGC 4325 tiene a = 71.60 y po = 1.29 x 108, para DDO 64 tenemos a = 13.37
y po = 2.58 x 10%, F568-3 tiene un radio de halo a = 26.62 y una densidad py = 1.95 x 10%, UGC
5750 presenta a = 1269.91 y pg = 8142.61, UGC 128 aparece y los parametros que se obtienen son
po = 2.38 x 10% y a = 24.75, y por tltimo NGC 4395 con py = 3.23 x 10° en la densidad y a = 15.13
en el radio caracteristico del halo. Existen discrepancias fuertes excepto para NGC 4395. Aunque
los valores que se obtienen para los parametros en este caso siguen siendo del orden de magnitud
ya no caen dentro del error de los nuestro como sucedia en los casos de Disco Minimo y Popsynth.

En la comparacion hecha en [51] entre los resultados de los halos de NFW y pseudo-isotérmico
concluyen que éste iltimo ajusta mejor a las curvas de rotacién, conclusion que es equivalente a la
que se obtiene de la seccion anterior al comparar los resultados entre NFW y Burkert.

Entonces, como conclusion general de de este capitulo podemos decir los halos pseudo-isotérmico
y de Burkert —ambos tipo “shallow”— ajustan mejor que el halo de NF'W —tipo “cuspy”’—. Esto es
una muestra de que a nivel galactico existen modelos de materia oscura que ajustan la curvas de
rotacion de manaera més satisfactoria que el modelo de NFW. Sin embargo, a escala cosmoldgica
el modelo de NFW, que tiene otra forma a la vista en este capitulo, explica de manera satisfactoria
la formacion de estructuras en el universo.
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Figura 3.3: Comparacién entre los perfiles de densidad y velocidad para los halos de Burkert (arriba) y NFW (abajo) como funcién de
la distancia al centro galactico r. La linea de trazos verdes corresponde a ag = 25.43 kpc, la linea de trazos azules corresponde al valor

ag = 7.085 kpc y la liena de trazos rojos corresponde a ag = 3.125 kpc.



3. Galaxias espirales y materia oscura 53

"""" a,=3.125 // {
30} . z
; : - é¢’¢¢¢ 7
i y |
25 - a,=25.431 {/// |
@ . |
e r - |
5 r » , |
£ 150 p |
i . |
> / |
10} P E
5} /// |
O ;/‘ | | | ‘ ! | | L
o 0.2 0.4 o5 - E
r [kpc]
S o
200 2,=3.125 ;
| - |
o ay=7.085 =
| ~ |
150 a=25431 |
@ ; P |
£ _
100+ L
g / -
> L
/7 _ -
i - |
50+ PR J— |
) e |
: ',’/”
O L | o | | |
o0 0.2 04 0 - .
r [kpc]

Figura 3.4: Comportamiento de la velocidad para el halo de Burkert y NFW cerca del centro. Las lineas de trazos
verdes, trazos azules y trazos rojos corresponden a ag = 25.43 kpc, ag = 7.085 kpc y ag = 3.125 kpc respectivamente.
La velocidad para el halo de NFW crece de manera mas rapida que la del halo de Burkert.
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3.6. Ajustes de curvas de rotacion. Perfiles de Burkert y NFW

Galaxia Tipo Rylkpc] | alkpc] po[Mg /kpc?] My[Mg] X2ou
ESO 116-G12  SBcd L7 | 471ER 4697529 x 107 2.04755% % 10°  0.79
ESO 287-G13  Shc 3.3 | 25437505 6.117035 x 106 4.427038 x 10" 1.56
M 31 Sb 45 | 417+£40.19 7.39+0.60 x 107 1.38+0.03 x 10" 1.93
NGC 7339 SABb 1.5 | 52800 6.667073 x 107 1.3840.08 x 101 1.18
NGC 4217 Sh 29 | 312+019 = 28173 x 108 8.0875-97 % 10°  0.28
UGC 6917 SBd 29 |  25.98 4187155 x 10° 1.31701% x 10° .26
UGC 6399 Sm 24 | 34150% 5.95707 x 107 1.00 x 107 0.02
NGC 4100 Shc 25 | 3.8240.22 159+0.18x 10%  1.81%3% x 10" 1.00
NGC 4157 Sh 26 | 9.3200% 2.617043 % 107 4.2170%1 x 101 0.44
UGC 4325 *  SAm 1.6 | 7.63553 9.6671:05 x 107 1.00 x 107 3.27
UGC 128 *  Sd 64 | 17.88754 4.057508 x 106 2541505 % 101 0.01
DDO 47 * IB 05 | 7.08%5 2.2470:30 x 107 58372717 % 10 1.00
DDO 64 * IB 12 | 150.00 1.007 5352 x 107 7.531230 % 108 5.71
F568-3 * Sd 40 | 6.08%0% 3.127091 x 107 1.00 x 107 1.34
NGC 4395 *  SAm 23 | 1.60+0.16  2.00503] x 10° 2.00 x 108 3.69
UGC 5750 *  SBd 56 | 9.13%5% 8.2271 81 x 10° 1.00 x 107 0.84

Tabla 3.2: Mejores valores de los pardmetros ajustados al perfil de Burkert para las galaxias usadas en el anélisis. *= galaxia LSB.
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Figura 3.5: Mejor ajuste a las curvas de rotacién de las galaxias dadas en la tabla 3.2 para el perfil de Burkert. La
curva de trazos azules representa la contribucién a la velocidad del disco, la curva de trazos rojos es la contribucién
del halo oscuro. La linea negra es la curva total dada por la ec. (3.7). Los puntos sobre el eje horizontal representan
los residuos, es decir, Vs — Vp.
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Figura 3.6: Continuacién.
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Figura 3.7: Curvas de rotacién correspondientes al perfil de NFW. De nuevo la linea de trazos azules representa la
contribucién del disco y la linea de trazos rojos la contribucién del halo oscuro; la linea negra es la curva de rotacion

total. También se muestran los residuos Vs — Vp.
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Capitulo 4

Curvas de rotacién en gravedad f(R)

En este capitulo trataremos las curvas de rotacién en el marco de gravedad f(R). Sin necesidad
de un halo de materia oscura investigaremos si es posible ajustar los datos considerando sélo el
disco galactico cuyo potencial se ve modificado por el modelo f(R).

4.1. Potencial de disco delgado

El potencial de un sistema extendido es mas complejo que el de una fuente puntual, como vimos
en el capitulo 3. En gravedad f(R) éste se compone de dos términos al igual que el de la fuente
puntual —ec. (2.43)—

P(r,z) = On(r, 2) + Peorr (1, 2) (4.1)
donde los subindices N y corr indican el término newtoniano y correctivo, respectivamente.

Para un disco delgado con simetria axial se tiene que [40]:

O(r, 2) :/OOOE(T’/)T/CZT/ /0 ﬂ@/}(|r—r’|)d¢’, (4.2)

donde 1 es el potencial de la fuente puntual, |r — /| = [(r + 7')? + 22|[1 — k2 cos?(¢//2)]V% y
k* = 4rr'/[(r + 1')? + 2?]. Sabemos que el potencial de la fuente puntual viene dado por la ec.
(2.43), pero de una manera més general este se escribe como

G L\ Bl
Y(|r — 1) = n (e —r']) + Yeore (v — 1) = — e S <|r r‘) ’ (4.3)

lr —r/| Te Te

y a un parametro que depende del modelo f(R) en cuestién. Para el modelo R™ se tiene a = 1,
aunque podria incluso tomar valores negativos.

Sustituyendo la ec. (4.3) en la ec. (4.2) se obtiene una suma de potenciales uno de los cuales es

60
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el dado por la ec. (3.28) mientras que el otro es el potencial correctivo dado por [40]:

0 . 2m / %
Cantr2) = ~Gm [ 5@ [ie4 4] T eag [T liower (T)] 7 o
0 0

_ oy [ de St F( 11-5 ;1;k2>k15. 4.4
wezr’™ [T aeSe6t on ({5757} (1.4

La 1ltima expresién se obtiene después de integrar con respecto a ¢, y donde Y =% [0, E=1/7e,
& =r'fr.,(=z/rey Fy({ar, ..., ap}; {1, ..., by }; ) la funcién hipergeométrica. La curva de rotacion
correspondiente es

ve(r) = vz N(1) 402 cor(7) - (4.5)

Empleando un disco de Freeman —ec. (3.25)— con M, = 2w R23, el potencial correctivo (4.4) se
convierte en

E e / 1 11—
q)f;rr(r7 Z) = _2573C7Y]\4’11R;1770776T / d77/ 6777 77/% 2F1 ({57 TB}7 17 kQ) kliﬂ ) (46>
0
siendo n =1/Ry, W =1'/Rg, n. = 1./Ra y k* = 4nn'/[(n + n')* + (2/R4)?). La curva de rotacién
viene dada por la ec. (4.5) donde vZ 5 corresponde a la ec. (3.30) mientras que

o (r,2)
2 F — pcorr\r®)
'Uc7 corr(n) a,r]

z/R4=0

= 2B_6(1—6)GMdRJITIJﬁTI621/ Flnn, Bk Py = e dn | (4.7)
0

donde F(n, 1, 6) = 200+ )Py ({352 1 102) + (02 + 2 +120) »F ({3,552 }:2:02). Bs
importante senalar que la integral de la ec. (4.7) sélo se puede evaluar numéricamente.

4.2. Ajustes de curvas de rotacién

Ahora presentamos los ajustes realizados a la muestra de la seccion 3.6 siguiendo también el
método de x? para realizar los ajustes, pero con la suposcién de que la galaxia sélo se conforma de
un disco exponencial cuya curva de rotacién estd dada por la raiz cuadrada de la ec. (4.5). Ahora
los parametros libres son: 8 sin unidades, r. y My que se miden en kpc y My respectivamente.
La tabla 4.1 muestra los valores de los parametros del mejor ajuste y las figuras 4.1 y 4.2 las
graficas correspondientes. Durante el célculo los pardmetros se restringen a 0 < < 1, 7. >0y
107 < My < 10'2. Aunque la ec. (2.47) indica que 8 > 0.625 nosotros escogimos que (3 variara
segun la ec. (2.45) para observar su comportamiento al igual que r. cuya cota inferior deberfa ser
de 107% kpc si debe cumplir con que sea mucho mayor que la escala del sistema solar.
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El ajuste se realizé de la siguiente manera. En cada galaxia se hizo una variacién del pardmetro
[ dentro del intervalo marcado por la teoria y dejando los parametros r. y My libres hasta encontrar
el menor valor de la funcién 2 ;. Ese corresponde al mejor ajuste reportado. Los errores de los
parametros se calculan a 1o, sin embargo hay casos en los que no se pudo calcular dicho error.

4.3. Analisis de resultados

Como se mencioné en la seccion 2.5.2 se debe tener una misma (5 para todas la galaxias. De la
tabla 4.1 es claro que no todas las galaxias poseen el mismo valor central de . Las galaxias ESO
116-G12, ESO 287-G13, M 31, NGC 7339, UGC 6917 y NGC 4157 y las galaxias LSB UGC 4325,
UGC 128, DDO 47 y NGC 4395 comparten como valor central 5 = 0.990. DDO 64 posee S = 0.98
y tomando el error reportado se alcanza la cota superior de 0.986, que sin embargo, no se traslapa
con alguno de los intervalos dados por los errores de = 0.990 ya que el minimo valor alcanzado es
de 0.987. NGC 4217 y NGC 4100 comparten otro valor de g dentro del error de cada una, a saber
B =0.60+0.01. F568-3 y UGC 5750 comparten 3 = 0.89700s. Se observa que entre mds cercano a 1
se encuentre el valor (8 el error es mas pequeno. Por tltimo, UGC 6399 tiene un valor distinto de 3,
que no queda dentro del intervalo del valor del parametro de las demés galaxias. En la figura 4.3 se
muestra un histograma que ilustra esta situacién. Sin embargo el valor indicado por los resultados
de observaciones cosmolégicas de SN Ia es § = 0.817. Como cada [ corresponde a una n diferente
segin la ec. (2.51) se puede obtener, como conclusién, que el modelo f(R) = R™ no es correcto a
escala galactica puesto que 3 no es universal. Respecto a r. podemos decir algo andlogo. Los valores
son muy pequenos respecto a 15 kpc —valor que se obtiene para la via lactea— ya que varian desde
107 kpc hasta 107! kpc. Asi el pardmetro r. tampoco es universal como debiera esperarse.

El mejor ajuste para el 62.5% del total de galaxias analizadas se da cuando el pardmetro 3
esta en la cota superior S = 0.990, un valor més grande para (3 ya no es permitido por la teoria,
no obstante da un mejor ajuste, es decir, una x? , menor. Para mostrar esto analizamos la galaxia
DDO 47. Con una x?2_,; de 36.20 esta galaxia presenta el peor ajuste dentro los limites impuestos
por el modelo R". Sin embargo, cuando 3 = 2.51 el ajuste mejora muchisimo: x2_, = 1.22, r. = 0.51
kpc y My = 5.43 x 10"M,,. La grafica se presenta en la figura 4.4.

En en [50] realizan un primer cdlculo del cual obtienen 5 = 0.7 £ 0.25, para después realizar un
segundo calculo tomando S = 0.7. La incertidumbre que obtienen para  da un intervalo amplio
para dicho pardmetro (0.45 < 5 < 0.95) pero que abarca a todas las galaxias estudiadas alli, no
obstante, cuando se recalculan los parametros con § = 0.7, aproximadamente un tercio de ellas
presentan una x2, > 1, es decir, el ajuste no es bueno. Por otro lado las galaxias UGC 4325 y
NGC 4395 se analizan en [40] para las que se toma 3 = 0.817.

Como nota vemos que en [50] 7. varfa desde 1072 kpc hasta 107! kpc mientras que en este
trabajo lo hace en el intervalo (1075, 107!) kpc. La variacién mds amplia para r. en esta tesis puede
deberse al hecho de no tomar en cuenta al gas en los ajsutes aunque eso no es del todo claro, no
obstante se sigue cumpliendo la restriccién r. > 1077 kpc —seccién 2.5.2—.
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Suponiendo que 7, se relaciona con la masa como se menciona en [40] y [41] se graficé My vs 7.
en escala logartimica para ver algin tipo de comportamiento, como una posible ley escalamiento.
La figura 4.5 muestra un comportamiento poco definido en ese sentido, descartando asi que haya
alguna relacion funcional entre ellos.

4.4. Comparacion con halos de materia oscura

Finalmente en la tabla 4.2 se muestra una comparacién entre los diferentes valores de x2, de
los tres modelos analizados. Las galaxias DDO 47, ESO 116-G12, ESO 287-G13, NGC 7339, UGC
6399, NGC 4325, NGC 4217, UGC 6917, F568-3 y UGC 128 que representa 62.5 % de la muestra
total se ajustan mejor al modelo de halo oscuro de Burkert mientras que M 31 y NGC 4395 (12.5%
de la muestra) lo hacen con el perfil de NFW. Un 25 % conformado por NGC 4100 y NGC 4157 se
ajusta mejor al modelo R™, mientras que UGC 5750 se ajusta de igual manera (misma x?) al halo
de Burkert y el modelo R". Con esto podemos decir el mejor modelo para la muestra estudiada es
halo de Burkert aunque el modelo R™ también presenta resultados satisfactorios (x? < 1), pero con
diferentes valores de . Los ajustes hechos con el halo de NFW son menos satisfactorios.
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4.4. Comparacion con halos de materia oscura

Galaxia Tipo  Ralkpc] | s relkpc] Mg[Me)] Xred
ESO 116-G12 SBcd L7 [0.990+£0.001 4.15%035 x 107 5127031 x 10 1.66
ESO 287-G13  Shc 3.3 [0.990 4 0.001 7.347530 x 107%  2.00 4 0.08 x 10" 8.01
M 31 Sb 45 | 0.9907000 0.221007 1.65+0.03 x 10" 1.87
NGC 7339 SABb 1.5 [0.990+0.001 5917973 x 107 1.07+£0.04 x 10 1.37
NGC 4217 Sb 2.9 ]0.600+0.042  0.0240.01 1.831018 x 101 0.33
UGC 6917 SBd 2.9 0990 £0.002  0.01=+0.002 9117572 x 10°  0.38
UGC 6399 Sm 24 | 0.690%001F  1.0770% x 1070 187103 x 107 0.03
NGC 4100 She 25 | 0.60040.010 1217738 x 107*  9.76705F x 108 0.61
NGC 4157 Sh 2.6 | 099070005  8.91%1%2 x 1073 2571030 x 100 0.33
UGC 4325 *  SAm 16 | 09907000  8.35%1%0 x 107 1.007013 x 109 7.42
UGC 128 *  Sd 6.4 | 099070003  9.29777 x 1073 1467035 x 101 0.05
DDO 47 * IB 0.5 |0.990+0.001 3.537(:3 x 107°  1.00 +0.95 x 107 36.20
DDO 64 * IB 1.2 | 0.98040.006 5.68717; x 107" 1.16 £0.24 x 10>  4.36
F568-3 * Sd 4.0 | 0.880%9%8  3.19%0%1 x 107%  1.01%04f x 107 1.44
NGC 4395 *  SAm 2.3 | 0.990130:9 0.05 7611137 % 10°  3.05
UGC 5750 *  SBd 56 | 0.890%00%  3.087098 x 1070 1.00%033 x 107 0.84

Tabla 4.1: Parametros del mejor ajuste para el modelo de gravedad f(R) = foR". *= galaxia LSB.
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Figura 4.1: Curvas de rotacién mejor ajustadas de las galaxias correspondientes a la tabla 4.1 para el modelo
R™. La linea de trazos azules representa la contribuciéon newtoniana de la velocidad y la linea de trazos rojos es la
correcién del término newtoniano de la velocidad dada por el modelo R™; la linea negra es la curva total dada por

la ec. (4.5).
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Figura 4.2: Continuacién.
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Figura 4.3: Histograma que muestra los distintos valores del parametro 3 obtenidos en los ajustes de las galaxias
estudiadas para el modelo R™. En total se tienen cinco valores diferentes de [ y sus correspondiente n, contrario a
lo que marca la teoria.
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Figura 4.4: Ajuste de la galaxia DDO 47 con x? = 1.22 y donde 3 = 2.51. A pesar de que este es un mejor ajuste
que el obtenido (x? = 36.20), no es valido ya que el valor de 3 estd fuera del rango permitido por el modelo R™.
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Figura 4.5: Grafica logaritmica de My vs r.. La dispersién de los puntos no indica alguna relacién potencial entre

ellos, por lo que se descarta esta hipdtesis.

Burkert NFW  f(R)
Galaxia Tipo Xred Xred  Xred
ESO 116-G12 SBed | 0.79 284 166
ESO 287-G13 She | 1.56 215  8.01
M 31 Sb | 193 172 187
NGC 7339  SABb| 1.18 148 1.37
NGC4217  Sb | 028 070 0.33
UGC 6917  SBd | 026 028 0.38
UGC 6399  Sm | 002 041 0.03
NGC 4100  Sbe | 1.00 206 0.61
NGC 4157  Sb | 044 051 0.33
UGC 4325 *  SAm | 327 1412 742
UGC128* Sd | 001 028 0.05
DDO 47 * IB | 1.00 675 36.20
DDO 64 * IB | 571 702 436
F568-3 * Sd | 134 455 144
NGC 4395 * SAm | 369 197 3.5
UGC 5750 *  SBd | 0.84  1.90 0.84

Tabla 4.2: Comparacién entre los ajustes hechos con perfil de Burkert, NFW y el modelo f(R) = foR".



Conclusiones

En esta tesis se consider6 un modelo alternativo de materia oscura de la forma f(R) = fyR".
El modelo R"™ capaz de explicar la expansién acelerada del universo (n = 3.5) [38] se ha puesto a
prueba en este trabajo como un sustituto de materia oscura. Este modelo predice una modificacién
del potencial gravitacional newtoniano dado por la ec. (2.43), con (n) dado por la ec. (2.51), cuyo
valor debe ser universal al igual que el de r.. En este modelo se plantea que no existe materia
oscura y Unicamente se tomaron en cuenta estrellas gravitando en un disco delgado y axisimétrico
en donde actia el potencial modificado. El resultado principal de este modelo es que no es viable
a escala galactica ya que los parametros del modelo —3 y r.— no son universales segin lo muestran
los ajustes hechos para la muestra, aunque si se cumplen los requisitos impuestos por la pruebas
gravitacionales a escala del sistema solar: 3 > 0.625 y r. > 1077 kpc.

En este nuevo modelo la mayoria de las galaxias analizadas muestran una tendencia hacia la
cota superior de 5 (= 0.99) lo que implica que n ~ 66 lo cual estd fuera del intervalo de valores
indicados en [40] y [50]. El valor favorecido por los ajustes de supernovas dado en [40] es § = 0.817
que implica n = 3.5 mientras que en [50] se toma § = 0.7 £ 0.25 lo que da un intervalo desde 0.45
hasta 0.95, lo cual no concuerda con el valor central de § para la mayoria de nuestros ajustes que
es de 0.99 £ 0.001.

Si se consideran valores fuera del intervalo impuesto para § (0.625 < 8 < 1), se obtienen mejores
ajustes a las curvas de rotacion, como lo muestra el caso de la galaxia DDO 47. Sin embargo, esto
no es posible fisicamente ya que se tendria un potencial gravitacional creciente de r que indicaria
que entre mas lejos se esté de la fuente, mayor es la fuerza de atraccion gravitacional.

Nuestro estudio también arroja que los modelos de materia oscura tipo “core” describen de
mejor manera las curvas de rotacion que el modelo de NFW. El halo de Burkert resulta ser el mejor
de nuestro analisis e incluso comparado con el modelo R™. La evidencia observacional del modelo
ACDM indica la existencia de materia oscura que al parecer es ineludible segiin nuestro anélisis.
Sin embargo, las particulas de materia oscura no se han detectado de manera convincente, por lo
tanto sigue siendo valido probar modelos alternativos de materia oscura.

69



Apéndice A
Notas sobre RG y f(R)

A.1. Convencién de signos

En este trabajo seguimos la convencién de signos LLSC —Landau-Lifshitz Spacelike Convention—
tomada de [52].

Signo de la métrica

+ g = diag(—, +,+,+) . (A1)

Signo de Riemann
+ 1% = 1%, 5 = T, 0 + Tl — D0 105 - (A.2)

Signo de Einstein :
G = +8nGT,, . (A.3)

Cociente de los signos de Riemann y Einstein

+R, =R, . (A.4)

pow

A.2. Complementos de RG

SiMBOLOS DE CHRISTOFFEL

1 v
Mg =5 9" (Gve, 5+ Gow, o = Gas, v) (A.5)
relacionados con la variacién de la métrica, ya que
Ca, 5 = Tap € (A.6)
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siendo €, los cuadrivectores de la base con respecto a las coordenadas del espacio. Aqui tomamos
(), o= 0/0x*. Los simbolos de Christoffel no son tensores ya que no se transforman como ellos.

TENSOR DE Riccr

Ry =R = 1% 0 =T % v+ 1% = T (A.7)
resulta de la contraccién del tensor de Riemann. Otra manera de definir este tensor es
Ry = [In(=det (9))] ., = D%, o + T%pT 00 = T [In (= det (9))] ,, - (A.8)
Si el espacio es plano = R,,, = 0, si el espacio es curvo = R, # 0.
ESCALAR DE RiIccI
R=FR\)=¢"Rw=9"T% o= T% v+ 0% %, —T%,1%.] | (A.9)

es la traza del tensor de Ricci. Algo importante es que tanto 12, como R poseen segundas derivadas
de la métrica respecto a las coordenadas y por lo tanto las ecuaciones que resultan de la ec. (1.13)
son de segundo orden.
ELEMENTO DE LINEA
En coordenadas generalizadas el elemento de linea o semi-distancia se escribe como
ds® = g, dz" dz” (A.10)

siendo g, la métrica del espacio-tiempo. Los componentes de g, , llamados también potenciales,
describen todas las simetrias del espacio-tiempo.

Se tomara la convencién de indices griegos de 0 a 4 y de indices latinos de 1 a 3.

A.3. Calculo de las ecuaciones de FRW en RG

Para derivar las ecuaciones de FRW reescribamos la ec. (1.13) como

1 A
R, - SR, = 876G (T/j, e 5#;) , (A.11)
con
R, = 3¢ (A12)
0o - CL’ '
] .. .2 k )
.. -2 k
R = 6(94_@ t )7 (A.14)
a a

1", = diag(—p,p,p,p). (A.15)
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Es claro de las ecuaciones anteriores que sélo obtenemos dos ecuaciones cosmoldgicas indepen-
dientes.

De la componente 0—0 tenemos que

a+k 887G A
_ - 1
a? 3 (p * 8rG ) (A.16)
que es la primera ecuacion de FRW.
De igual manera, a partir de la componente ¢—i se tiene
a a*+k A
2 — =-81G|p—— ] . A7
a - a? g ( 8rG ) ( )
sustituyendo la ec. (A.16) en (A.17) se obtiene la segunda ecuacién de FRW:
a ArG A
-—=—— 3p—— . A18
a 3 (p T op 47TG) (A.18)
Derivando la ec. (A.16) con respecto a t se obtiene
a(a a*+k Ard
22 =5 A19
‘ ( 4 ) <y (A.19)

y sustituyendo ec. (A.16) y ec. (A.18) en ec. (A.19) se llega finalmente a la tercera ecuacién de
FRW:

p+3g(p+p):0. (A.20)

Esta es una ecuacién de balance entre materia y energia que también se puede obtener directamente
de la ecuacion de conservacion V, T+, = 0.

A.4. Calculo de las ecuaciones de FRW en gravedad f(R)

La ecuacion andloga a (A.11) en gravedad f(R) es

_ K f(R) — Rf'(R) (05,80 = V"V,) ['(R)
G!, = FOR) [T’,ﬂ + o o, — - ] (A.21)
La componente 0—0 da como resultado
@ K f(R)— Rf'(R) (V°V,—V°V,) f'(R) k
a®  3f(R) {p - 2K a K } @ (4.22)
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Puesto que f/'(R) es un escalar,
Vofl=07f = A° (A.23)

es un vector, entonces [5]:

VOV, f = V,A°
1

= \/_—gaa(\/—_g/l”) : (A.24)

y para un espacio-tiempo plano (k =0y /=g = a®) la ec. (A.24) queda finalmente como
1
VoV = = [a’g™ 0]
a

= —3HOof" — 0000 f'
— —[3HRf'(R) + Rf"(R) + R*f"(R)] , (A.25)

dado que f" = f'(R(t)) es una funcién que depende sélo de t —ver ec. (A.14)-. Ademads
VOV = —0odof = —[Rf"(R) + R*f"(R)] . (A.26)

Entonces la ec. (A.22) se transforma finalmente en la primera ecuacién de FRW en gravedad f(R):

_ K Rf'(R) — f(R) _3HRf"(R)
= 3f'(R) a 2K N K (A.27)
Tomando la componente i—i (sin traza)
i _ K f(R) = Rf'(R)  (V'V;—VV,) ['(R)
2E+H2__f'(R) [p+ o + - ] , (A.28)

pero (VIV, — V°V,) f/(R) = VIV, f/(R) = —3HRf'(R) la cual no debe confundirse con V'V, f'(R)
de la ecuacion anterior ya que ahi la ¢ no indica suma sino una sola componente que puede

ser la 1—1, 2—2 6 3—3. Ademds V'V, (R)sin traza = V'V, @tmm — —HRf'(R) y entonces

(ViV; = V°V,) f(R) = 2HRf'(R) + Rf"(R) + R*>f"(R). Finalmente, sustituyendo la ec. (A.27)

en la ec. (A.28) obtenemos la segunda ecuacién de FRW en gravedad f(R):

i K Rf'(R)— f(R) 3HR["(R)  , f(R)—Rf'(R)
~6f(R) Pt 2K a K 3 2K
N 3p+3Rf”(R) +R2f”’/(£R) +2HRf"(R) | (A.29)

que es la ecuacion andloga a la ec. (A.18). La ec. (A.20) también se cumple en este formalismo.



Apéndice B

Datos y errores experimentales

B.1. Ajustes de datos experimentales

Cuando realizamos algtin experimento obtenemos: i) un conjunto Dy de N datos que en general
se conforma por n-adas de nuimeros y donde la i-ésima n-ada contiene variables independientes
{zf}; s=1,...,k, i=1,... ,N !y la correspondiente variable dependiente y;, y ii) los errores
asociados a esos datos. El fin de realizar un experimento es encontrar el mejor modelo tedrico
que describa al fenémeno observado, es decir, buscamos la funcién que depende de las variables
independientes {z°} y de un conjunto de pardmetros {a;}; j =1, ..., M que mejor se ajuste a
Dy. Denotemos esa funcion por

F{z}H{as}) - (B.1)

Encontrar la mejor f equivale a encontrar los valores de los pardmetros {a;} que mejor ajusten a
los datos. Pero algo es seguro al momento de ajustar un modelo tedrico: éste nunca serd exacto.
Esto no quiere decir que el modelo que describe el fenémeno no sea el correcto, sino que siempre
existe un grado de incertidumbre al momento de describir un fenémeno de la naturaleza y esto
es bebido a que los datos que se obtienen del experimento no son exactos, siempre existen errores
asociados a ellos ya sea por los instrumentos o por el proceso de medicion. No obstante podemos
determinar el grado de precision de nuestro modelo. Pero antes describamos de manera breve como
se ajusta un modelo tedrico a un conjunto de datos experimentales.

Al momento de realizar un ajuste escogemos o construimos una funcion de mérito que nos
permita conocer la concordancia entre los datos y el modelo. Dependiendo del lenguaje estadistico
que se maneje —frecuentista o Bayesiano— esta funcién tomara valores pequenos o grandes en un buen
ajuste, respectivamente. Supongamos que los errores asociados a cada y; siguen una distribucién
gaussiana y que se conoce la desviacion estandar o; asociada a cada y;. La funcién universalmente

IEl superindice s denota el niimero de variables independientes mientras que el subindice i enumera los distintos
valores que cada una de ellas toma en el experimento.
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usada para este propdsito es

XQZZ{% f(xz,...,xl|a1,...,aM)} ’ (B.2)
i=1

g;

denominada chi-cuadrada. De aqui en adelante el conjunto Dy estd compuesto de parejas (x;, y;),
es decir, de una sola variable independiente, por lo que nuestra funcién de mérito es [53]

o) =Y . ’“M>]2 , (5.3)

O’.
i=1 ¢

donde hemos quitado el superindice 1 para hacer més clara la notacion.

Los parametros que mejor ajustan al experimento realizado son aquellos que minimizan la
funcién y2. En otras palabras, hay que resolver el sistema de M ecuaciones, en general no-lineales

N
i — f(xlar, ... ,a df (xilar, ... ,a
Z|:yz f( z’ 127 7M):||:f(1|1 M):|:O, lzl,...,M, (B4)
,7 g; 80/[

=0

respecto a los pardmetros a;. Denotemos al conjunto solucién de parametros como Ajy. Estos parame-
tros también tienen errores asociados los cuales podemos determinar de diversas formas. La forma

de hacerlo en este trabajo se expone mas adelante.

i i

- I
dyi i dyi !

Figura B.1: Los errores asociados a las variables dependientes y; siguen una distribucién gaussiana. El error dy;
se toma como la desviacién estandar o;.
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Ahora, si se lleva a cabo un experimento y se reportan errores o incertidumbres asociadas lo
que se hace casi siempre es reportar la desviacion estandar de dicha medicion. En nuestro caso el
error de cada y; en los datos es su desviacién estandar como se muestra en la figura B.1.

La funcién x? indica un buen ajuste si su valor es pequefio cuando se evalia en el conjunto
Ap. Se espera que x? ~ v donde v = N — M se conoce como grados de libertad. Sin embargo, al
momento de reportar un ajuste se usa otra funcién ligeramente distinta a la y2. Esta funcién es

2

2 _ X
- B.5
Xred = v ’ ( )

llamada chi-cuadrada reducida con lo que buen ajuste corresponde a x2 , < 1.

B.2. Calculo de errores

Para encontrar los errores asociados a cada uno de los parametros calculados usaremos la regla
X%.4 + 1 que consiste en graficar la funcién x2, como funcién de uno solo de los pardmetros
ajustados a;, del conjunto Ay y la recta horizontal x?2,,(a;,) + 1 como se ve en la figura B.2. Ya
que la funcién X2, presenta un minimo justo en a;,, la recta x? ;(a;,) + 1 corta a la funcién 2.,
en dos puntos distintos. La distancia entre el minimo a;, y los puntos a_, y a;, de la figura B.2
representan los errores hacia la izquierda y derecha, respectivamente, del parametro a;,. Los errores
no necesariamente son iguales. Dentro del lenguaje estadstico se dice que este es un error a 1o.

xred

Xreg (Big) + 1

- aijp Ao

Figura B.2: La regla x?2,,(a;,) + 1. Célculo de los errores de los pardmetros ajustados a lo. Los errores a la
izquierda y a la derecha son, en general, distintos.
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También se pueden calcular errores a 20 y 30, e incluso para dos o més parametros a la vez,
para lo cual se define el nivel de confianza p que no es otra cosa que el porcentaje que se toma en el
error. Se pueden usar diferentes niveles de confianza aunque los usados universalmente son 68.3 %,
95.4% v 99.7%. La tabla B.1 muestra la dependencia de la cantidad Ax? que se tiene que sumar
a x%.4({am,}) para distintos niveles de confianza p y ntimero de pardmetros m.

M123456
p

| 6827% |1.00 230 353 4.72 589 7.04 |
| 90% |271 4.61 625 7.78 9.24 10.6 |
| 95.45% |4.00 6.18 8.02 9.72 11.3 12.8|
| 99% ]6.63 921 11.3 133 151 16.8|
| 99.73% ]9.00 11.8 14.2 16.3 182 20.1 |
| 99.99% | 151 184 21.1 235 25.7 279 |

Tabla B.1: Ax? como funcién del nivel de confianza p para diferente nimero de pardmetros m. Tomada de [53].
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