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2. La electrodinámica cuántica y el campo de espı́n 3/2 5
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Capı́tulo 1

Introducción

La teorı́a cuántica de campos es el contexto en el cual podemos formular
teorı́as cuánticas consistentes para sistemas de muchas partı́culas, especialmen-
te en situaciones donde estas últimas pueden ser creadas o destruidas. Se satisface
además la necesidad de unir la mecánica cuántica y la relatividad, ası́ como de
tratar adecuadamente la estadı́stica de los sistemas de muchas partı́culas.

Según el criterio de Steven Weinberg [1], por largo tiempo muchos fı́sicos cre-
yeron que el mundo consistı́a tanto de campos (como el campo electromagnético),
como de partı́culas (tal cual los electrones). No fue hasta 1926 que apareció la idea
de usar los campos cuánticos más allá del electromagnetismo. Actualmente se cree
que los campos cuánticos son los ingredientes fundamentales del universo y que
las partı́culas son los cuantos de energı́a y momento de estos campos.

Al procedimiento desarrollado en aquellos años se le llamó segunda cuantiza-
ción (hoy conocido como cuantización canónica). Mediante el mismo los campos
adquieren carácter de operadores que actúan sobre el espacio de Fock 1 y se esta-
blecen para ellos relaciones de conmutación o anticonmutación, en corresponden-
cia con el teorema espı́n-estadı́stica.

En el proceso de cuantización se definen los operadores de creación y aniqui-
lación, los cuales, respectivamente, adicionan o sustraen partı́culas de los estados
de muchas partı́culas. Estos operadores son muy similares a los definidos en el
oscilador armónico cuántico, quienes adicionan o sustraen cuantos de energı́a.

En muchos casos el formalismo de la cuantización canónica resulta demasiado
complicado para derivar las reglas de Feynman y es preferible usar un método de

1El espacio de Fock está compuesto por el espacio de Hilbert sin partı́culas (llamado estado de
vacı́o), suma directa el espacio de Hilbert de una partı́cula, suma directa el espacio de Hilbert de
dos partı́culas...
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cálculo que vaya directamente del lagrangiano a las reglas de Feynman en su
forma covariante, como el método de las integrales de camino. No obstante, para
llevar a cabo los objetivos propuestos en esta tesis doctoral, resulta suficiente y
adecuado el método de la cuantización canónica.

Dentro del contexto de las teorı́as cuánticas de campos, nos propusimos tra-
bajar en particular con el campo electromagnético, el campo de Dirac, la electro-
dináminca cuántica (QED) y el campo de espı́n 3/2. En el capı́tulo 2 de este trabajo
se ofrece un breve resumen de los elementos fundamentales de estas teorı́as.

Uno de los teoremas más importantes de la teorı́a de campos cuántica rela-
tivista es el teorema CPT. C simboliza la conjugación de carga: operación que
intercambia partı́culas por antipartı́culas; P, la inversión espacial o paridad: trans-
forma un sistema de referencia dextrógiro en otro levógiro y T, la inversión tempo-
ral: convierte, en una imagen clásica, un movimiento en su inverso. Este teorema,
mostrado por varios autores durante el perı́odo 1954-1957 [2, 3, 4, 5], sostiene
que toda teorı́a de campos cuántica relativista, es invariante bajo esas tres trans-
formaciones tomadas simultáneamente.

En cuanto a las simetrı́as discretas nuestro interés fundamental se basa en el
estudio de las estructuras de grupos CPT para los campos ya mencionados. No
estudiamos aquı́ las operaciones C, P, T en relación a las interacciones débiles y
fuertes. Entre los objetivos planteados nos propusimos establecer el lı́mite no re-
lativista para la operación de conjugación de carga en la electrodinámica cuántica
y calcular el grupo CPT del campo de espı́n 3/2. Adicionalmente a esto desarro-
llamos otros dos trabajos en relación al grupo CPT del campo de Dirac.

El capı́tulo 3 de esta tesis está dedicado a las simetrı́as discretas, partiendo de
su descripción en mecánica clásica, pasando por la cuántica y terminando con la
teorı́a cuántica de campos. En especial, reportamos los correspondientes grupos
CPT para el campo de Dirac y el electromagnético.

En el capı́tulo 4 demostramos que el grupo CPT del campo de Dirac puede
ser obtenido a partir de grupos que sólo contienen a la paridad y a la inversión
temporal.

El capı́tulo 5 abarca el cálculo de las representaciones irreducibles de los gru-
pos CPT de la electrodinámica cuántica. Teniendo en cuenta que las propieda-
des de transformación ante C, P, T de los campos interactuantes son las mismas
que para los campos libres, expresamos entonces el grupo completo CPT para
la QED, como el producto directo de los grupos CPT del campo de Dirac y del
electromagnético.

En el capı́tulo 6 estudiamos el lı́mite no relativista de la operación de conju-
gación de carga, tanto en el contexto del campo de Dirac acoplado a un campo



3

electromagnético externo clásico, como en el de la electrodinámica cuántica. La
existencia de este lı́mite galileano constituye actualmente un motivo de controver-
sia. A pesar de que algunos autores [6] consideran que la transformación C carece
de análoga en la teorı́a no relativista, otros [7] llegan a definir el operador Ĉ en la
mecánica cuántica no relativista, aunque se limitan sólo a su definición y no dicen
explı́citamente de cuál operador se trata.

En el capı́tulo 7 encontramos el grupo CPT del campo de espı́n 3/2 y demos-
tramos que el resultado es independiente de la masa.

Finalmente, ofrecemos las conclusiones generales de este trabajo en el capı́tu-
lo 8.
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Resumen

Esta tesis doctoral está dedicada al estudio de las simetrı́as discretas en teorı́a
cuántica de campos.

En particular, demostramos que el grupo CPT de operadores para el campo de
Dirac, el cual incluye a la operación de conjugación de carga, emerge de manera
natural a partir de los subgrupos PT y P (o T) del grupo de Lorentz, es decir, a
partir de matrices que actúan sobre el espacio-tiempo clásico de Minkowski.

Asimismo calculamos las representaciones irreducibles inequivalentes tanto
del mencionado grupo operacional para el campo de espı́n 1/2, como del grupo
CPT del campo electromagnético. Encontramos que, desde el punto de vista de la
teorı́a de grupos, el campo del electrón-positrón ante las transformaciones C, P,
T, es independiente del comportamiento del campo del fotón; por lo que el grupo
CPT de la electrodinámica cuántica es el producto directo de los grupos CPT de
Dirac y electromagnético. Por completitud, calculamos también las representacio-
nes irreducibles del grupo CPT matricial de Dirac.

Adicionalmente estudiamos el lı́mite no relativista de la operación de conjuga-
ción de carga en la electrodinámica cuántica y concluimos que no es posible esta-
blecerlo en este contexto. No obstante, fue posible determinar esta operación en el
lı́mite galileano del campo de Dirac en presencia de un campo electromagnético
externo clásico.

Encontramos además que tanto el grupo CPT matricial como el de operadores
para el campo de espı́n 3/2 (con y sin masa) coinciden con los obtenidos para el
campo de Dirac.



Abstract

This Ph.D. thesis is dedicated to the study of discrete symmetries in quantum
field theory.

Particularly, we showed that the operator CPT group of the Dirac field, which
includes the charge conjugation operation, emerges naturally from the PT and P
(or T) subgroups of the Lorentz group, i.e., from matrices acting on the classical
Minkowski space-time.

We also calculated the inequivalent irreducible representations for both the
above mentioned operator group of the spin-1/2 field and the CPT group of the
electromagnetic field. We found out that, from the group theory point of view, the
behavior of the electron-positron field under C, P, T transformations is indepen-
dent of the behavior of the photon field. That is why the CPT group of quantum
electrodynamics is the direct product of the Dirac and the electromagnetic CPT
groups. For the sake of completeness, we constructed the irreducible representa-
tions of the Dirac matrix CPT group.

Additionally, we studied the non-relativistic limit of the charge conjugation
operation in quantum electrodynamics and we concluded that it is not possible
to establish this limit in this context. However, it was possible to establish this
operation in the galilean limit of the Dirac field coupled to a classical external
electromagnetic field.

Moreover, we found out that both the matrix and the operator CPT groups for
the spin- 3/2 field (with or without mass) are exactly the same groups as for the
Dirac field.



Capı́tulo 2

La electrodinámica cuántica y el
campo de espı́n 3/2

2.1. La electrodinámica cuántica
La electrodinámica cuántica (QED) es la teorı́a para el campo de espı́n 1/2

(campo de Dirac), acoplado al campo de espı́n 1 sin masa (campo electromagnéti-
co). Involucra a electrones, positrones y fotones en conjunto y describe sus in-
teracciones [8]. Es una de las teorı́as verificadas experimentalmente con mayor
precisión en la fı́sica [9, 10].

En su densidad lagrangiana aparecen términos, tanto para los campos de Dirac
(LD0 ) y electromagnético libres (Lem0 ), como para la interacción entre ellos (LI):

L(x) = LD0 (x) + Lem0 (x) + LI(x) (2.1)

con:

LD0 (x) = ψ̄(x)(iγµ∂µ −m)ψ(x), (2.2)

Lem0 (x) = −1

4
Fµν(x)F µν(x), (2.3)

LI(x) = −qψ̄(x)γµAµ(x)ψ(x); (2.4)

donde: ψ̄ = ψ†γ0 y Fµν es el tensor de campo electromagnético; γµ (con µ =
0, 1, 2, 3) son las matrices de Dirac; Aµ = (φ,−A) es el 4-potencial electro-
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magnético; m y q = −|e| son la masa y carga de la partı́cula fermiónica, respecti-
vamente; y ψ es el espinor de Dirac. Se están considerando c = ~ = 1.

Durante el proceso de cuantización canónica, ambos campos adquieren carácter
de operadores y se postulan relaciones de anticonmutación para el de Dirac y de
conmutación para el electromagnético.

Para obtener los estados de muchas partı́culas se aplican los operadores de
creación sobre el vacı́o:

|p1s1, ...,
∼
p1
∼
s1, ..., k1λ1, ...〉 = b̂†(p1, s1)...d̂†(

∼
p1,

∼
s1)...â†(k1, λ1)...|0〉. (2.5)

Análogamente se introducen los operadores de aniquilación:

〈k′1λ′1, ...,
∼′

p1
∼′

s1, ..., p
′
1s
′
1, ...| = 〈0|â(k′1, λ

′
1)...d̂(

∼′

p1,
∼′

s1)...b̂(p′1, s
′
1). (2.6)

En las expresiones anteriores pi, si (
∼
pi,
∼
si) son el tetramomento y proyección

del espı́n en la dirección del movimiento de cada electrón (positrón) y ki, λi, el
tetramomento y polarización de cada fotón.

Los operadores b̂, d̂, â aparecen al desarrollar en ondas planas los operadores
de campo:

ψ̂(x) =

∫
d3p

(2π)3/2

√
m

Ep

2∑
r=1

(b̂(p, r)u(p, r)e−ip·x + d̂†(p, r)v(p, r)eip·x), (2.7)

−̂
ψ(x) =

∫
d3p

(2π)3/2

√
m

Ep

2∑
r=1

(d̂(p, r)
−
v(p, r)e−ip·x + b̂†(p, r)

−
u(p, r)eip·x), (2.8)

Âµ(x) =

∫
d3k√

(2π)32ωk

3∑
λ=0

(â(k, λ)εµ(k, λ)e−ik·x + â†(k, λ)ε∗µ(k, λ)eik·x);

(2.9)
de forma que: b̂† crea un electrón, b̂ aniquila un electrón, d̂† crea un positrón, d̂
aniquila un positrón, â† crea un fotón y â aniquila un fotón.

En las expresiones anteriores, los εµ(k, λ) corresponden a los vectores de po-
larización de los fotones y x es el tetravector de posición, Ep =

√
p2 +m2 y
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ωk = |k|; mientras que los espinores u(p, r), v(p, r),
−
u(p, r) y

−
v(p, r) satisfacen

las siguientes versiones de la ecuación de Dirac en el espacio de los momentos:

(pµγµ −m)u(p, r) = 0, (pµγµ +m)v(p, r) = 0, (2.10)

−
u(p, r)(pµγµ −m) = 0,

−
v(p, r)(pµγµ +m) = 0; (2.11)

cuyas soluciones son:

u(p, 1) =

√
Ep +m

2m


1
0
pz

Ep+m
px+ipy
Ep+m

 , u(p, 2) =

√
Ep +m

2m


0
1

px−ipy
Ep+m
−pz
Ep+m

 ,

−
u(p, 1) =

√
Ep +m

2m

(
1, 0, − pz

Ep+m
, −px−ipy

Ep+m

)
,

−
u(p, 2) =

√
Ep +m

2m

(
0, 1, −px+ipy

Ep+m
, pz

Ep+m

)
, (2.12)

para el electrón y

v(p, 1) =

√
Ep +m

2m


pz

Ep+m
px+ipy
Ep+m

1
0

 , v(p, 2) =

√
Ep +m

2m


px−ipy
Ep+m
−pz
Ep+m

0
1

 ,

−
v(p, 1) =

√
Ep +m

2m

(
pz

Ep+m
, px−ipy

Ep+m
, −1, 0

)
,

−
v(p, 2) =

√
Ep +m

2m

(
px+ipy
Ep+m

, − pz
Ep+m

, 0, −1
)
, (2.13)

para el positrón ([7], p. 43).

La solución con r = 1 contribuye a la proyección s =
1

2
(
∼
s = −1

2
) para

el electrón (positrón), mientras que r = 2 equivale a s = −1

2
(
∼
s =

1

2
) para el
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electrón (positrón)1.

2.2. El campo de espı́n 3/2
Siendo Ji (con i = 1, 2, 3) los generadores de las rotaciones y Ki los genera-

dores de los boosts del grupo de Lorentz homogéneo (SO(1, 3)), podemos hacer
el cambio de variables:

Ni :=
1

2
(Ji + iKi), N †i :=

1

2
(Ji − iKi), (2.14)

donde Ni y N †i satisfacen las siguientes relaciones:

[
Ni, N

†
j

]
= 0, (2.15)

[Ni, Nj] = iεijkNk, (2.16)[
N †i , N

†
j

]
= iεijkN

†
k . (2.17)

Es decir,Ni yN †i obedecen, cada uno, el álgebra de Lie de SU(2). De aquı́ po-
demos plantear que:

Lie(SO(1, 3)) ∼= Lie(SU(2))× Lie(SU(2)) (2.18)

y es posible apelar entonces a la teorı́a de representaciones para SU(2).
Tenemos ası́ dos operadores de Casimir (operadores que conmutan con todos

los generadores): NiNi con autovalores n(n+ 1) y N †iN
†
i con autovalores m(m+

1), donde n,m = 0, 1
2
, 1, 3

2
, .... Podemos entonces etiquetar a las representaciones

del grupo de Lorentz homogéneo a través de la pareja (n,m), mientras que los
estados dentro de la representación serán distinguidos por los autovalores de N3

y N †3 . Como Ji = Ni + N †i , caracterizamos al espı́n de la representación por
J = n+m.

Siguiendo este análisis podemos expresar a la representación de Dirac para

el espı́n J = 1
2

de la forma (
1

2
, 0) ⊕ (0,

1

2
), donde (

1

2
, 0) corresponde al espinor

1En lo adelante omitiremos la notación distintiva (
∼
pi,
∼
si) para el positrón y se entenderá que

los operadores d̂† y d̂ actúan sobre el mismo.
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izquierdo de Weyl y (0,
1

2
) al derecho; mientras que la representación vectorial

para el espı́n J = 1 está dada por (
1

2
,
1

2
) [11].

Teniendo en cuenta el procedimiento para suma de momentos angulares ([12],
p. 206-210), podemos formar estados con espı́n total JT = 3

2
a partir de estados

con J = 1
2

y J = 1 de la siguiente manera:

|1− 1

2
| ≤ JT ≤ 1 +

1

2
, (2.19)

lo que nos da JT = {1
2
, 3

2
}.

Esto es equivalente a generar la representación para el espı́n 3/2 haciendo el

producto tensorial de la representación vectorial (
1

2
,
1

2
) y la representación espi-

norial de Dirac (
1

2
, 0) ⊕ (0,

1

2
). Entonces se obtiene el espinor vectorial ψµ, que

se transforma de acuerdo con la representación del grupo de Lorentz homogéneo
[11, 13, 14]:

(
1

2
,
1

2
)⊗ [(

1

2
, 0)⊕ (0,

1

2
)] = (

1

2
, 1)⊕ (

1

2
, 0)⊕ (1,

1

2
)⊕ (0,

1

2
). (2.20)

y satisface una ecuación tipo Dirac:

(iγα∂α −m)ψµ = 0. (2.21)

Debido a que la cantidad γµψµ se transforma como un campo ordinario de

Dirac (
1

2
, 0)⊕ (0,

1

2
), podemos aislar la representación (

1

2
, 1)⊕ (1,

1

2
) requiriendo

que:

γµψµ = 0. (2.22)

A las condiciones (2.21) y (2.22) se les conoce como la ecuación de Rarita-
Schwinger.

La ecuación de Rarita-Schwinger es la ecuación para el campo relativista fer-
miónico de espı́n 3/2. Fue introducida por William Rarita y Julian Schwinger en
1941 [15]. Es similar a la ecuación de Dirac para el campo de espı́n 1/2. Resul-
ta útil para la descripción de objetos compuestos (si obviamos su estructura en
una primera aproximación), como los constituyentes del decuplete bariónico para
espı́n 3/2+ [16]: ∆++, ∆+, ∆0, ∆−, Σ∗+, Σ∗0, Σ∗−, Ξ∗0, Ξ∗−, Ω−; o para campos
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elementales como el del gravitino. Sin embargo, ninguna partı́cula fundamental
con espı́n 3/2 ha sido encontrada experimentalmente.

Para el espı́n 3/2 (y en general para todos los espines mayores que 1) el proce-
dimiento de la cuantización canónica se vuelve complicado [17]. En particular, el
espinor vectorial ψµ debe ser descompuesto en sus partes irreducibles de espı́n 1/2
y espı́n 3/2, tal como explicamos anteriormente; y como sólo la última parte nos
interesa para someterla a la cuantización canónica, se suele evitar el procedimien-
to canónico en conjunto y se trabaja directamente con los operadores de creación
y aniquilación.

El campo se expande entonces en términos del conjunto completo de solucio-
nes para las ecuaciones de Rarita-Schwinger:

ψ̂µ(x) =

∫
d3p

(2π)3/2

√
m

Ep

4∑
σ=1

(b̂(p, σ)uµ(p, σ)e−ip·x + d̂†(p, σ)vµ(p, σ)eip·x),

(2.23)

−̂
ψµ(x) =

∫
d3p

(2π)3/2

√
m

Ep

4∑
σ=1

(d̂(p, σ)
−
vµ(p, σ)e−ip·x + b̂†(p, σ)

−
uµ(p, σ)eip·x);

(2.24)
y, en concordancia con la conexión espı́n-estadı́stica, se establecen relaciones de
anticonmutación para los operadores de creación y aniquilación:

{b̂(p, σ), b̂†(p
′
, σ

′
)} = {d̂(p, σ), d̂†(p

′
, σ

′
)} = δpp′δσσ′ , (2.25)

{b̂(p, σ), b̂(p
′
, σ

′
)} = {d̂(p, σ), d̂(p

′
, σ

′
)} = 0, (2.26)

{b̂(p, σ), d̂†(p
′
, σ

′
)} = {b̂(p, σ), d̂(p

′
, σ

′
)} = 0; (2.27)

en lugar de ser deducidas a partir de los anticonmutadores para el campo.
Este procedimiento se valida comprobando que la ecuación cuántica del mo-

vimiento:

.̂

ψµ =
1

i
[ψ̂µ, Ĥ] (2.28)

sea consistente con las ecuaciones (2.23), (2.24), (2.25), (2.26) y (2.27).
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Resulta interesante mencionar que al intentar acoplar el campo de Rarita-
Schwinger al campo electromagnético aparecen serias dificultades, como la no
causalidad [18, 19].
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Capı́tulo 3

Simetrı́as discretas

Sea (a, ω) un elemento del grupo de Poincaré P, suma semidirecta de T , las
traslaciones, y L, el grupo de Lorentz, del espacio-tiempo 4-dimensional de Min-
kowski. Si u(x) es un operador de campo lineal en el espacio de Hilbert H, en-
tonces bajo (a, ω), u(x) se transforma como

u′(x′) = Λ(ω)u(x) (3.1)

donde Λ(ω) es la representación matricial n × n de (a, ω) que actúa sobre las n
componenentes de u(x), y x′ = (a, ω) · x = ωx + a. Por otra parte, el vector de
estado ψ ∈ H del sistema de campos, se transforma como

ψ′ = U(a, ω)ψ (2)

donde U(a, ω) es el operador que representa a (a, ω) en el espacio de Hilbert. De
esta manera, el valor medio de u(x) en el estado ψ′ está dado por:

(ψ′, u(x)ψ′) = (U(a, ω)ψ, u(x)U(a, ω)ψ)

= (ψ,U †(a, ω)u(x)U(a, ω)ψ) = (ψ, u′(x)ψ), (3.2)

con

u′(x) = U †(a, ω)u(x)U(a, ω), U †(a, ω) = U−1(a, ω) (3.3)

para U unitario, y
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(ψ′, u(x)ψ′) = (u†(x)V (a, ω)ψ, V (a, ω)ψ)

= (V (a, ω)V †(a, ω)u†(x)V (a, ω)ψ, V (a, ω)ψ)

= (ψ, V †(a, ω)u†(x)V (a, ω)ψ)

= (ψ, (V †(a, ω)u(x)V (a, ω))†ψ) = (ψ, u′(x)ψ) (3.4)

con

u′(x) = V †(a, ω)u†(x)V (a, ω), V †(a, ω) = V −1(a, ω) (3.5)

para U := V antiunitario.
El miembro izquierdo, tanto de (3.2) como de (3.4), es el análogo del valor es-

perado de un operador independiente del tiempo en la representación de Schrödin-
ger de la mecánica cuántica no relativista, mientras que los respectivos miembros
derechos corresponden a la representación de Heisenberg. Comparando (3.1) con
(3.3) y (3.5) obtenemos las condiciones de compatibilidad [20]:

u′(x) = Λ(ω)u((a, ω)−1 · x) = U †(a, ω)u(x)U(a, ω) (3.6)

para U unitario, y

u′(x) = Λ(ω)u((a, ω)−1 · x) = (V †(a, ω)u(x)V (a, ω))† (3.7)

para V antiunitario.
A través de las matrices Λ(ω), (3.6) y (3.7) definen la acción de los operadores

U y V sobre los operadores de campo cuánticos u(x).
La transformación de paridad o inversión espacial, para la cual (a, ω) = (0,Π),

se define como:

Π : xµ = (t,x)→ xµΠ = (t,−x) = ωµνx
ν , (3.8)

con ωµν = diag(1,−1,−1,−1); mientras que para la inversión temporal, donde
(a, ω) = (0, τ), tenemos:

τ : xµ = (t,x)→ xµτ = (−t,x) = ωµνx
ν , (3.9)

con ωµν = diag(−1, 1, 1, 1).
A las transformaciones de paridad e inversión temporal corresponden los ope-

radores U(0,Π) = P̂ (unitario) y V (0, τ) = T̂ (antiunitario), y las matrices
Λ(Π) = P y Λ(τ) = T .
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A la conjugación de carga (C), la cual no es una transformación del espacio-
tiempo, es decir, C /∈ P, corresponde el operador unitario U = Ĉ y la matriz
Λ = C. Es importante señalar que aunque la operación de conjugación de car-
ga no pertenece al grupo de Lorentz, al menos a nivel de la ecuación de Dirac,
la matriz C es un elemento del álgebra de Dirac (∼= C(4)), la cual es la com-
plexificación de una de las dos álgebras de Clifford reales, no isomorfas entre
sı́, del espacio-tiempo de Minkowski: H(2) ( matrices cuaterniónicas 2×2 pa-
ra la métrica diag(1,−1,−1,−1)) y R(4) (matrices reales 4×4 para la métrica
diag(−1, 1, 1, 1)) [21].

Por mucho tiempo se creyó que las tres simetrı́as discretas, C, P y T, no podı́an
violarse en la naturaleza. Por los años 1956-1957 se descubrió que tanto la paridad
[22] como la conjugación de carga [16] eran violadas en las interacciones débiles.
Algunos años después, en 1964, Christenson, Cronin, Fitch y Turlay descubrieron
la violación de CP por los mesones KL en el laboratorio nacional de Brookhaven
[23, 24, 25], lo cual, debido a la conservación de CPT, equivale a una violación de
la inversión temporal. Esto estableció un nuevo paradigma respecto a que, incluso
en el régimen microscópico, no puede asumirse que estas simetrı́as se mantengan
a priori.

La invarianza de CPT parece estar firmemente establecida y cualquier viola-
ción de la misma traerı́a enormes consecuencias para todas las teorı́as de campos
existentes [26]. Este teorema se demuestra con base en primeros principios en la
teorı́a cuántica de campos y establece que una amplia gama de estas teorı́as son in-
variantes bajo la aplicación, consecutiva y en cualquier orden, de las operaciones
C, P y T [2, 3, 4, 5]. El mismo está estrechamente relacionado con la invarianza
bajo el grupo de Lorentz propio [2].

Las consecuencias prácticas más importantes derivadas de este teorema re-
lacionan propiedades de las partı́culas y sus antipartı́culas: como la igualdad de
masas y vidas medias, y que sus cargas eléctricas y momentos dipolares magnéti-
cos sean de igual valor absoluto pero de signo contrario [27].

Tal cual mencionamos en la introducción de este trabajo, nuestro interés fun-
damental respecto a las simetrı́as discretas se basa en el estudio de las estructuras
de grupos CPT para ciertos campos en especı́fico. Además nos interesa el lı́mite
no relativista de la conjugación de carga, el cual resulta ampliamente polémico en
la actualidad.
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3.1. C, P, T clásico
En la fı́sica clásica la trasformación de paridad (P) cambia el sistema coorde-

nado x a −x. Esto es equivalente a una reflexión, seguida por una rotación. El
momento y el momento angular cambian, respectivamente, según:

p
P7−→ −p, l

P7−→ l. (3.10)

En general, podemos distinguir entre:

Vectores polares (cambian su signo bajo paridad): V
P7−→ −V

Vectores axiales (no cambian su signo bajo paridad): A
P7−→ A

Escalares (como p1 · p2): S P7−→ S

Pseudoescalares (como p · l): Ps
P7−→ −Ps

La inversión temporal (T) convierte t en −t, dejando x invariable. Ası́:

p
T7−→ −p, l

T7−→ −l. (3.11)

La conjugación de carga (C) transforma las partı́culas en sus antipartı́culas de
igual masa, momento y espı́n; pero opuestos números cuánticos, como la carga
eléctrica. Es considerado por algunos autores [7] que la noción de antipartı́cula es
introducida de manera ad hoc tanto en la mecánica clásica, como en la cuántica
no relativista.

En la electrodinámica clásica, gobernada por las ecuaciones de Maxwell, estas
tres transformaciones de simetrı́a se definen de la siguiente manera [7]:

C: ρ C7−→ −ρ, j
C7−→ −j, E

C7−→ −E, B
C7−→ −B.

P: ρ P7−→ ρ, j
P7−→ −j, E

P7−→ −E, B
P7−→ B.

T: ρ T7−→ ρ, j
T7−→ −j, E

T7−→ E, B
T7−→ −B;

donde ρ es la densidad de carga, j es la densidad de corriente, E es el campo
eléctrico y B es el campo magnético.
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3.2. C, P, T cuántico
Buscar los criterios que deben satisfacer C, P y T para representar simetrı́as

del espacio de Hilbert, resulta algo más complejo que en la fı́sica clásica [7]. En
este caso, necesitamos que se cumplan dos condiciones simultáneamente:

1. que la dinámica obedezca la simetrı́a,

2. que los estados iniciales sean invariantes ante ella.

Si ambas se satisfacen, entonces los posibles estados finales, serán simétricos
también.

El operador de paridad (P̂ ) cumple las siguientes propiedades:

P̂−1xP̂ = −x =⇒ {x, P̂} = 0, (3.12)
P̂−1pP̂ = −p =⇒ {p, P̂} = 0, (3.13)

P̂−1JP̂ = J =⇒ [J, P̂ ] = 0; (3.14)

donde por J se entiende un momento angular en general.
Mientras que para el de inversión temporal (T̂ ) se satisfacen:

T̂−1xT̂ = x =⇒ [x, T̂ ] = 0, (3.15)
T̂−1pT̂ = −p =⇒ {p, T̂} = 0, (3.16)
T̂−1JT̂ = −J =⇒ {J, T̂} = 0. (3.17)

T̂ es un operador antiunitario y puede ser escrito como T̂ = ÛK, donde Û es
un operador unitario y K es la operación complejo conjugada ([12], p. 251-282).

Para que el operador hamiltoniano sea invariante ante la conjugación de carga
(ĈĤĈ−1 = Ĥ), en la mecánica cuántica relativista es necesario que, simultánea-
mente:

q
C7−→ −q, Aµ

C7−→ −Aµ, (3.18)

siendo Ĉ un operador lineal que además cumple:

Ĉ−1xĈ = x =⇒ [x, Ĉ] = 0, (3.19)
Ĉ−1pĈ = p =⇒ [p, Ĉ] = 0, (3.20)
Ĉ−1JĈ = J =⇒ [J, Ĉ] = 0. (3.21)
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3.3. C, P, T en teorı́a cuántica de campos
Por lo general las teorı́as de campos libres son invariantes bajo estas tres trans-

formaciones, pero esto puede cambiar si las interacciones están presentes rom-
piendo la simetrı́a.

En este caso, necesitamos verificar tres condiciones para decir que la teorı́a de
campos es invariante bajo las transformaciones discretas:

1. que la dinámica obedezca la simetrı́a, es decir que:

[P̂ , Ĥ] = [Ĉ, Ĥ] = [T̂ , Ĥ] = 0; (3.22)

2. que el estado base o vacı́o permanezca invariante:

P̂ |0〉 = |0〉, Ĉ|0〉 = |0〉, T̂ |0〉 = |0〉; (3.23)

3. que las condiciones de cuantización permanezcan invariantes.

3.3.1. C, P, T en el campo de Dirac
En búsqueda de la simplicidad, en algunos textos [7, 28], eligen factores de

fase iguales a uno para el campo de Dirac, al transformarse bajo estas simetrı́as.
En el 2004 se determinó la estructura matemática del grupo CPT de las tres trans-
formaciones para el campo de Dirac [31], tomándose como punto de partida los
estudios realizados en ([32], p. 46-52). Se escogieron los factores de fase de ma-
nera más adecuada y se demostró, en particular, que necesariamente el cuadrado
de P para este campo es -1; lo que implica que para el sistema electrón-positrón,
dos inversiones espaciales sucesivas equivalen a una rotación de 360 grados.

Se demostró que existen dos conjuntos de soluciones consistentes para las
matrices de conjugación de carga (C), paridad (P ) e inversión temporal (T ), las
cuales conducen, respectivamente, a transformaciones para los campos de la for-
ma: ψ̂C(x, t) = C ˆ̄ψT (x, t), ψ̂P (x, t) = Pψ̂(−x, t) y ψ̂T (x, t) = T ψ̂(x,−t)∗.
Estos conjuntos están dados por:

a) C = ±γ2γ0, P = ±iγ0, T = ±iγ3γ1; (3.24)

b) C = ±iγ2γ0, P = ±iγ0, T = ±γ3γ1. (3.25)

Cada uno de estos conjuntos genera un grupo no abeliano de 16 elementos, res-
pectivamente,G(1)

θ yG(2)
θ , los cuales están contenidos en el álgebra de Dirac,D16,
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y son no isomorfos entre sı́. El álgebra de Dirac, siendo un álgebra de Clifford,
da una naturaleza geométrica a los generadores, en particular, a la conjugación de
carga.

Se llegó a que: G(1)
θ
∼= DH8 × Z2 < S6 y G(2)

θ
∼= 16E < S8, donde por <

entenderemos subgrupo.

DH8 es el grupo dihédrico de 8 elementos: el grupo de las simetrı́as del
cuadrado;

16E es una extensión no trivial de DH8 por Z2, isomorfo al producto semi-
directo de estos grupos;

S6 y S8 son los grupos simétricos (de permutaciones) de 6 y 8 elementos,
respectivamente.

En cambio, se demostró que los operadores Ĉ, P̂ , T̂ , generan un único grupo
Gθ̂, el cual podemos llamar el grupo CPT del campo de Dirac. Este grupo, sin
embargo, es compatible sólo con la segunda de las dos soluciones para las matrices
(G(2)

θ ), el cual es llamado el grupo CPT matricial.
Se demostró además que Gθ̂

∼= DC8 × Z2 < S10.

DC8 es el grupo dicı́clico de 8 elementos;

S10 es el grupo simétrico de 10 elementos.

Debido a que DC8
∼= Q, el grupo cuaterniónico y Z2

∼= S0, la 0-esfera,
entonces Gθ̂

∼= Q× S0.
La tabla de multiplicación para Gθ̂ está dada por la tabla 3.1. La misma debe

ser completada agregando a la primera fila y a la primera columna los negativos
−1, −Ĉ, −P̂ , ..., −θ̂, y haciendo los correspondientes productos.

Paridad

Partiendo de la ecuación de Dirac

(iγµ∂µ −m)ψ̂(x) = 0 (3.26)

cambiando x→ −x, multiplicando por la izquierda por P e insertando la unidad,
se obtiene:
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Ĉ P̂ T̂ Ĉ ∗ P̂ Ĉ ∗ T̂ P̂ ∗ T̂ θ̂

Ĉ 1 Ĉ ∗ P̂ Ĉ ∗ T̂ P̂ T̂ θ̂ P̂ ∗ T̂
P̂ Ĉ ∗ P̂ −1 P̂ ∗ T̂ −Ĉ θ̂ −T̂ −Ĉ ∗ T̂
T̂ Ĉ ∗ T̂ −P̂ ∗ T̂ −1 −θ̂ −Ĉ P̂ Ĉ ∗ P̂

Ĉ ∗ P̂ P̂ −Ĉ θ̂ −1 P̂ ∗ T̂ −Ĉ ∗ T̂ −T̂
Ĉ ∗ T̂ T̂ −θ̂ −Ĉ −P̂ ∗ T̂ −1 Ĉ ∗ P̂ P̂

P̂ ∗ T̂ θ̂ T̂ −P̂ Ĉ ∗ T̂ −Ĉ ∗ P̂ −1 −Ĉ
θ̂ P̂ ∗ T̂ Ĉ ∗ T̂ −Ĉ ∗ P̂ T̂ −P̂ −Ĉ −1

Tabla 3.1: Tabla de multiplicación para el grupo CPT de operadores, Gθ̂(ψ̂), del campo
de Dirac.

(i(Pγ0P−1∂0 − PγiP−1∂i)−m)ψ̂Π(x) = 0, (3.27)

donde ψ̂Π(x) = Pψ̂(xπ).
De aquı́ se deducen las restriciones para la matriz 4×4 invertible P :

Pγ0P−1 = γ0, PγkP−1 = −γk, (3.28)

que pueden expresarse de la forma:

PγµP−1 = ωµν γ
ν , (3.29)

donde

ωµν =

{
1, para µ = ν = 0
−1, para µ = ν = i, con i = 1, 2, 3.

(3.30)

Usando la forma estándar para las matrices γ:

γ0 =

(
1 0
0 −1

)
, γk =

(
0 σk
−σk 0

)
(3.31)

y siendo

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
, (3.32)

las matrices de Pauli, se verifica que la única solución posible para (3.29) es:
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P = zγ0, z ∈ C∗ = C− {0}, (3.33)

con P ∈ D16.
Aplicar P dos veces, es decir, dos inversiones espaciales sucesivas, equivalen

a una rotación de 2π para el espinor, quien cambia de signo. A su vez, una rotación
en 4π (equivalente a una rotación en 0◦ grados) mantiene el signo del espinor y
equivale a aplicar P cuatro veces.

Entonces, como

P 4ψ̂(x) = ψ̂(x) ⇒ P 4 = 1 ⇒ P 2 = ±1. (3.34)

Cuando
P 2 = +1 ⇒ z = ±1 (3.35)

y cuando
P 2 = −1 ⇒ z = ±i. (3.36)

Para el primer caso queda entonces:

P = ±γ0, P † = P = P−1 = P T = P ∗, det(P ) = 1, tr(P ) = 0. (3.37)

y para el segundo:

P = ±iγ0, P † = −P = P−1 = −P T = P ∗, det(P ) = 1, tr(P ) = 0, (3.38)

donde P T es la matriz transpuesta.
Podemos encontrar la transformación de paridad para el espinor conjugado de

Dirac partiendo de que ψ̂Π(xΠ) = Pψ̂(x). Tomando el adjunto y multiplicando
por γ0 a la derecha, tenemos

ψ̂Π(xΠ)†γ0 = ψ̂(x)†P †γ0 = ψ̂(x)†γ0P−1 = ˆ̄ψ(x)P−1, (3.39)

de cuyo miembro izquierdo se define ˆ̄ψΠ(xΠ):
ˆ̄ψΠ(xΠ) = ˆ̄ψ(x)P−1. (3.40)

La fórmula (3.6) en este caso queda:

ψ̂Π(t,x) = Pψ̂(t,−x) = P̂ †ψ̂(t,x)P̂ , (3.41)

y entonces,

P̂ †(P̂ †ψ̂(t,x)P̂ )P̂ = P̂ †2ψ̂(t,x)P̂ 2 = P̂ †(Pψ̂(t,−x))P̂

= P (Pψ̂(t,x)) = P 2ψ̂(t,x). (3.42)

Por lo tanto,
P̂ †2ψ̂(t,x)P̂ 2 = ±ψ̂(t,x). (3.43)
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Conjugación de carga

La ecuación para el campo de Dirac con carga eléctrica q = −|e| en un poten-
cial electromagnético Aµ está dada por:

(iγµ∂µ − qγµAµ −m)ψ̂(x) = 0. (3.44)

Tomando el complejo conjugado de esta ecuación, multiplicando por la iz-
quierda porCγ0, dondeC es una matriz enGL4(C), e insertando la matriz unidad,
se obtiene

((i∂µ + qAµ)(Cγ0)γµ∗(Cγ0)−1 +m)(Cγ0)ψ̂∗(x) = 0. (3.45)

Si entonces definimos el espinor de carga conjugado como

ψ̂C = Cγ0ψ̂∗ (3.46)

e imponemos la restricción sobre C:

(Cγ0)γµ∗(Cγ0)−1 = −γµ, (3.47)

ψ̂C obedece la ecuación

(iγµ∂µ + qγµAµ −m)ψ̂C(x) = 0 (3.48)

y describe a partı́culas con la misma masa pero con carga opuesta. Si queremos
completar la operación de conjugación de carga, cambiando además Aµ → −Aµ,
entonces (3.48) se convierte en

(iγµ∂µ − qγµAµ −m)ψ̂C(x) = 0, (3.49)

mostrándose la completa simetrı́a de la electrodinámica cuántica bajo la operación
de conjugación de carga.

Como γ0γµ∗γ0 = γµT , la restricción (3.47) es equivalente a

CγµTC−1 = −γµ. (3.50)

Además, el espinor conjugado de Dirac es ˆ̄ψ = ψ̂†γ0 y por lo tanto ˆ̄ψT =
γ0T ψ̂†T = γ0ψ̂∗; ası́ para el espinor conjugado de carga tenemos

ψ̂C = C ˆ̄ψT . (3.51)
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Puede mostrarse entonces que la única matriz C que cumple con la anterior
restricción, es de la forma

C = ηγ2γ0 = η


0 0 0 i
0 0 −i 0
0 i 0 0
−i 0 0 0

 ∈ D16 (3.52)

con η ∈ C∗; en particular C2 = η21, det(C) = η4 y tr(C) = 0.
Aplicando dos veces la transformación de conjugación de carga tenemos

(ψ̂C)C = ψ̂C2 = C ˆ̄ψTC = C(ψ̂†Cγ
0)T = Cγ0ψ̂∗C = Cγ0C

∗γ0ψ̂ = −CC∗ψ̂
= −|η|2γ2γ0γ2∗γ0ψ̂ = −|η|2(γ2)2(γ0)2ψ̂ = |η|2ψ̂ (3.53)

Como el efecto sobre ψ̂ puede ser, como máximo, la multiplicación por una
fase, entonces η ∈ U(1) y C es unitario. Esto es:

CC† = ηγ2γ0η̄γ0γ2† = |η|2γ2γ2† = −|η|2(γ2)2 = |η|21 = 1. (3.54)

Por lo tanto,
ψ̂C2 = ψ̂. (3.55)

Por otra parte, para la transformación del espinor conjugado de Dirac, tenemos

ˆ̄ψC = (ψ̂†γ0)C = ψ̂†Cγ
0 = (Cγ0ψ̂∗)†γ0 = ψ̂∗†γ0C†γ0 = ψ̂Tγ0η̄(γ2γ0)†γ0

= −η̄ψ̂Tγ2γ0 = −η̄2ψ̂Tηγ2γ0 = −η̄2ψ̂TC (3.56)

y entonces, teniendo en cuenta que ˆ̄ψψ̂ es el operador de densidad de carga,

( ˆ̄ψψ̂)C = ˆ̄ψCψ̂C = −η̄2ψ̂TCC ˆ̄ψT = −η̄2C2( ˆ̄ψψ̂)T = −η̄2C2 ˆ̄ψψ̂

= −(η̄η)2 ˆ̄ψψ̂ = −|η|4 ˆ̄ψψ̂ = − ˆ̄ψψ̂; (3.57)

se obtiene que |η|4 = 1.
Comparando (3.51) con (3.56), por consideraciones de simetrı́a −η̄2 = ±1 y,

por tanto, η2 = ±1, lo cual implica que η = ±1,±i.
Finalmente existen las dos posibilidades:

a) η = ±1⇒ C2 = 1, C = ±γ2γ0 = C−1 = C† = −CT = −C∗, (3.58)

ˆ̄ψC = −ψ̂TC; (3.59)
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b) η = ±i⇒ C2 = −1, C = ±iγ2γ0 = −C−1 = −C† = −CT = C∗, (3.60)

ˆ̄ψC = ψ̂TC. (3.61)

La fórmula (3.6) en este caso es:

ψ̂C(x) = C ˆ̄ψT (x) = Ĉ†ψ̂(x)Ĉ, (3.62)

y por lo tanto,

Ĉ†(Ĉ†ψ̂(x)Ĉ)Ĉ = Ĉ†2ψ̂(x)Ĉ2 = Ĉ†(C
¯̂
ψT (x))Ĉ = Ĉ†(Cγ0ψ̂∗(x))Ĉ

= (Cγ0ψ̂∗(x))C = Cγ0(Cγ0ψ̂∗(x))∗ = Cγ0C∗γ0ψ̂(x)

= γ2γ0γ0γ2∗γ0γ0ψ̂(x) = −(γ2)2ψ̂(x) = ψ̂(x), (3.63)

lo que equivale a
Ĉ†2ψ̂(x)Ĉ2 = ψ̂(x). (3.64)

Inversión temporal

Comenzando de nuevo a partir de la ecuación libre de Dirac

(i(γ0 ∂

∂t
+ γk

∂

∂xk
)−m)ψ̂(t,x) = 0, (3.65)

cambiando t→ −t y tomando el complejo conjugado, se obtiene:

(i(γ0∗ ∂

∂t
− γk∗ ∂

∂xk
)−m)ψ̂(−t,x)∗ = 0 (3.66)

con γ0∗ = γ0, γk∗ = γk para k = 1, 3 y γ2∗ = −γ2.
Multiplicando por la izquierda por T e insertando la unidad, se deduce que T

es la matriz invertible 4× 4 tal que:

Tγ0T−1 = γ0, Tγk∗T−1 = −γk. (3.67)

Entonces
ψ̂τ (t,x) = T ψ̂(−t,x)∗ (3.68)

obedece la ecuación de Dirac

(iγµ∂µ −m)ψ̂τ (x) = 0. (3.69)
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La solución para (3.67) es:

T = wγ3γ1 = w


0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

 , w ∈ C∗. (3.70)

Aquı́ T ∈ D16, det(T ) = w4 y tr(T ) = 0.
Si se aplica τ dos veces, se obtiene

ψ̂(t,x)→ ψ̂τ (t,x) = T ψ̂(−t,x)∗ → T (T ψ̂(t,x)∗)∗ = TT ∗ψ̂(t,x), (3.71)

i.e.,
ψ̂τ2 = TT ∗ψ̂. (3.72)

Pero
TT ∗ = wγ3γ1w∗γ3γ1 = −|w|2(γ3)2(γ1)2 = −|w|21, (3.73)

y ası́ ψ̂τ2 = −|w|2ψ̂ y por lo tanto,

ψ̂τ2 = −ψ̂, (3.74)

por un argumento similar al usado para C. De esta forma TT ∗ = −1, i.e., T ∗ =
−T−1 y w ∈ U(1). Entonces T = eiλγ3γ1 y T † = −e−iλγ3γ1.

La fórmula (3.7) en este caso es:

ψ̂τ (t,x) = T ψ̂(−t,x)∗ = (T̂ †ψ̂(t,x)T̂ )† = T̂ †ψ̂(t,x)†T̂ , (3.75)

y por tanto,

T̂ †(T̂ †ψ̂(t,x)†T̂ )T̂ = T̂ †2ψ̂(t,x)†T̂ 2 = T̂ †(T ψ̂(−t,x)∗)T̂

= (TT ∗)†ψ̂(t,x)† = −ψ̂(t,x)†, (3.76)

o equivalentemente,

T̂ †2ψ̂(t,x)T̂ 2 = −ψ̂(t,x). (3.77)
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Fijando el cuadrado de P

Siendo (ψ̂C)Π(xΠ) la transformación de paridad para el espinor conjugado de
carga, de (3.40) y (3.51) se tiene:

(ψ̂C)Π(xΠ) = C ˆ̄ψΠ(xΠ)T = C( ˆ̄ψ(x)P−1)T = C(P−1)T ˆ̄ψ(x)T

= C(P−1)TC−1C ˆ̄ψ(x)T = C(P−1)TC−1ψ̂C(x), (3.78)

la cual debe ser igual a Pψ̂C(x); entonces C y P deben satisfacer:

C(P−1)TC−1 = P. (3.79)

Considerando las dos posibilidades para C y las dos posibilidades para P :

a)C(P−1)TC−1 = γ2γ0(P−1)Tγ2γ0 =

{
γ2γ0(±γ0)γ2γ0 = ∓γ0 = −P
γ2γ0(∓iγ0)γ2γ0 = ±iγ0 = P,

(3.80)

lo que implica P = ±iγ0.

b)C(P−1)TC−1 = (iγ2γ0)(P−1)T (−iγ2γ0) =

{
γ2γ0(±γ0)γ2γ0 = ∓γ0 = −P
γ2γ0(∓iγ0)γ2γ0 = ±iγ0 = P,

(3.81)

lo que también implica P = ±iγ0.
De esta forma P y C son compatibles si y sólo si P = ±iγ0, lo que implica

P 2 = −1. (3.82)

Entonces
ψ̂Π2 = −ψ̂ (3.83)

y

P̂ †2ψ̂(t,x)P̂ 2 = −ψ̂(t,x). (3.84)

Compatibilidad entre C y T. CPT

Para la inversión temporal del espinor conjugado de Dirac tenemos (con x =
(t,x) y xτ = (−t,x)):

ˆ̄ψτ (x) = ψ̂τ (x)†γ0 = (T ψ̂(xτ )
∗)†γ0 = ψ̂(xτ )

∗†T †γ0 = ψ̂(xτ )
Tγ0T † = ˆ̄ψ(xτ )

∗T †;
(3.85)
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y la inversión temporal del espinor conjugado de carga es:

(ψ̂C)τ (x) = C ˆ̄ψτ (x)T = C(ψ̂(xτ )
Tγ0T

†)T = CT †Tγ0ψ̂(xτ ) = CT ∗γ0ψ̂(xτ );
(3.86)

por otra parte,

(ψ̂C)τ (x) = T ψ̂C(xτ )
∗ = T (C

¯̂
ψ(xτ )

T )∗ = T (C(ψ̂(xτ )
†γ0)T )∗

= T (Cγ0ψ̂(xτ )
∗)∗ = TC∗γ0ψ̂(xτ ). (3.87)

Entonces C y T están relacionados mediante:

CT ∗ = TC∗. (3.88)

Considerando de nuevo las dos soluciones para C:

a)C∗ = −C, ⇒ CT ∗ = −TC ⇐⇒ γ2γ0e
−iλγ3γ1 = e−iλγ3γ1γ2γ0

= −eiλγ3γ1γ2γ0, (3.89)

lo que implica
e2iλ = −1 ⇒ λ = (2k + 1)

π

2
, (3.90)

con k ∈ Z; entonces

eiλ = (−1)ki =

{
i, para k par
−i, para k impar.

(3.91)

Ası́,
T = ±iγ3γ1 = T † = −T ∗ = T−1 = −T T , T 2 = 1. (3.92)

b)C∗ = C, ⇒ CT ∗ = TC ⇐⇒ γ2γ0e
−iλγ3γ1 = e−iλγ3γ1γ2γ0

= eiλγ3γ1γ2γ0, (3.93)

lo que implica
e2iλ = 1 ⇒ λ = kπ, (3.94)

con k ∈ Z; entonces

eiλ = (−1)k =

{
1, para k par
−1, para k impar.

(3.95)
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Ası́,
T = ±γ3γ1 = −T † = T ∗ = −T−1 = −T T , T 2 = −1. (3.96)

En resumen, existen sólo dos conjuntos de soluciones consistentes para las
matrices C, P y T en el caso del campo de Dirac de espı́n 1/2 :

a)C = ±γ2γ0, P = ±iγ0, T = ±iγ3γ1, (3.97)

con
C2 = 1, P 2 = −1, T 2 = 1; (3.98)

y
b)C = ±iγ2γ0, P = ±iγ0, T = ±γ3γ1, (3.99)

con
C2 = P 2 = T 2 = −1. (3.100)

En correspondencia, van a existir dos grupos CPT de dieciséis elementos
cada uno, subgrupos del álgebra de Dirac. La matriz producto θ = CPT es, sin
embargo, la misma para los dos conjuntos y está dada por:

θ = (±γ2γ0)(±iγ0)(±iγ3γ1) = (±iγ2γ0)(±iγ0)(±γ3γ1) = ±γ1γ2γ3

= ±i
(

1 0
0 −1

)(
0 −1
−1 0

)
= ±i

(
0 −1
1 0

)
= ±

(
0 −i
i 0

)
, (3.101)

lo que implica

θ2 = γ1γ2γ3γ1γ2γ3 = −(γ1)2(γ2)2(γ3)2 = 1,

θ† = θ = θ−1 = −θT = −θ∗,
det(θ) = 1, tr(θ) = 0. (3.102)

3.3.2. C, P, T en el campo electromagnético
Para el operador del campo electromagnético, la matriz Λ, mencionada al

inicio de este capı́tulo, disminuye su importancia pues, a diferencia con el campo
de Dirac, aquı́ u(x) no es un espinor. Por tanto, en este caso las relaciones (3.6)
y (3.7) se traducen en las siguientes propiedades de transformación ante C, P y T
para el operador Âµ(x):
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Inversión espacial:
P̂ †Âµ(t,x)P̂ = Âµ(t,−x); (3.103)

Conjugación de carga:

Ĉ†Âµ(x)Ĉ = −Âµ(x); (3.104)

Inversión temporal:

T̂ †Âµ(t,x)T̂ = Âµ(−t,x). (3.105)

Se espera que el término de interacción, jµAµ, de la electrodinámica cuántica
sea invariante bajo las tres simetrı́as discretas. Es por esta razón que aparecen los
signos negativos en las propiedades de transformación (3.103), (3.104) y (3.105).
Ası́, el hamiltoniano de la electrodinámica cuántica resulta invariante bajo estas
simetrı́as; es decir,

Ŵ ĤQEDŴ
−1 = ĤQED, (3.106)

donde Ŵ corre por Ĉ, P̂ y T̂ .
Las relaciones (3.103), (3.104), (3.105) conllevan a la tabla de multiplicación

(tabla 3.2) para el grupo CPT de operadores del campo electromagnético, Gθ̂(Âµ)
[33].

Ĉ P̂ T̂ P̂ ∗ T̂ Ĉ ∗ P̂ Ĉ ∗ T̂ θ̂

Ĉ 1 Ĉ ∗ P̂ Ĉ ∗ T̂ θ̂ P̂ T̂ P̂ ∗ T̂
P̂ Ĉ ∗ P̂ 1 P̂ ∗ T̂ T̂ Ĉ θ̂ Ĉ ∗ T̂
T̂ Ĉ ∗ T̂ P̂ ∗ T̂ 1 P̂ θ̂ Ĉ Ĉ ∗ P̂

P̂ ∗ T̂ θ̂ T̂ P̂ 1 Ĉ ∗ T̂ Ĉ ∗ P̂ Ĉ

Ĉ ∗ P̂ P̂ Ĉ θ̂ Ĉ ∗ T̂ 1 P̂ ∗ T̂ T̂

Ĉ ∗ T̂ T̂ θ̂ Ĉ Ĉ ∗ P̂ P̂ ∗ T̂ 1 P̂

θ̂ P̂ ∗ T̂ Ĉ ∗ T̂ Ĉ ∗ P̂ Ĉ T̂ P̂ 1

Tabla 3.2: Tabla de multiplicación para el grupo CPT de operadores, Gθ̂(Âµ), del campo
electromagnético.

En contraste con Gθ̂(ψ̂) [31, 33, 34], Gθ̂(Âµ), es un grupo abeliano de 8 ele-
mentos y tres generadores. Por tanto, es isomorfo a Z2 × Z2 × Z2 = Z3

2. Si ei



30 Simetrı́as discretas

y ai (para i = 1, 2, 3) representan, respectivamente, la identidad y el menos uno
de cada uno de los grups Z2, entonces, como puede ser fácilmente verificado, el
isomorfismo

Gθ̂(Âµ)→ Z2 × Z2 × Z2 (3.107)

está dado por:

1 7→ (e1, e2, e3)

Ĉ 7→ (a1, e2, e3)

P̂ 7→ (e1, a2, e3)

T̂ 7→ (e1, e2, a3)

P̂ ∗ T̂ 7→ (e1, a2, a3)

Ĉ ∗ P̂ 7→ (a1, a2, e3)

Ĉ ∗ T̂ 7→ (a1, e2, a3)

θ̂ 7→ (a1, a2, a3). (3.108)

Geométricamente, Z3
2 es isomorfo al grupo D2h, el grupo de simetrı́as del pa-

ralelepı́pedo.



Capı́tulo 4

Conjugación de carga a partir de
inversión espacio-temporal en el
campo de Dirac

4.1. Introducción

En un artı́culo reciente [31] se mostró que el grupo CPT, denotado por Gθ̂ (θ̂
para el producto Ĉ ∗ P̂ ∗ T̂ de los tres operadores), del campo cuántico de Dirac
ψ̂, es isomorfo al producto directo del grupo cuaterniónico Q y el grupo cı́clico de
dos elementos Z2:

Gθ̂
∼= Q× Z2. (4.1)

El producto Â ∗ B̂, donde Â y B̂ son algunos de los operadores Ĉ, P̂ , T̂ ,
está dado por (Â ∗ B̂) · ψ̂ = (ÂB̂)†ψ̂(ÂB̂).

El grupo Q consiste de los elementos 1, ι, γ, κ y sus negativos; siendo ι, γ, κ
las tres unidades imaginarias que definen a los números cuaterniónicos. La tabla
de multiplicación del grupo cuaterniónico está dada por la tabla 4.1.

Gθ̂ es uno de los 9 grupos no abelianos del total de 14 grupos con 16 elementos
([35], p. 86); sólo 3 de ellos tienen 3 generadores. En particular, Gθ̂

∼= DC8×Z2,
donde DC8 es el grupo dicı́clico de 8 elementos con generadores x y y, Z2 es
el grupo cı́clico de 2 elementos con generador z; ası́ los generadores de DC8 ×
Z2 son (x, 1), (y, 1) y (1, z). El isomorfismo de DC8 con Q está dado por la
correspondencia x→ ι y y → γ.
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ι γ κ −1 −ι −γ −κ
ι −1 κ −γ −ι 1 −κ γ
γ −κ −1 ι −γ κ 1 −ι
κ γ −ι −1 −κ −γ ι 1
−1 −ι −γ −κ 1 ι γ κ
−ι 1 κ γ ι −1 κ −γ
−γ κ 1 −ι γ −κ −1 ι
−κ −γ ι 1 κ γ −ι −1

.

Tabla 4.1: Tabla de multiplicación para el grupo cuaterniónico.

La tabla de multiplicación para Gθ̂ está dada por la tabla 3.1. La misma debe
ser completada agregando a la primera fila y a la primera columna los negativos
−1, −Ĉ, −P̂ ,..., −θ̂, y haciendo los correspondientes productos.

El isomorfismo Gθ̂ → Q× Z2 está dado por las relaciones (4.2), donde iden-
tificamos a Z2 con la 0-esfera S0 = {1,−1}.

1 7→ (1, 1) − 1 7→ (−1, 1)

Ĉ 7→ (1,−1) − Ĉ 7→ (−1,−1)

P̂ 7→ (ι, 1) − P̂ 7→ (−ι, 1)

T̂ 7→ (γ, 1) − T̂ 7→ (−γ, 1)

Ĉ ∗ P̂ 7→ (ι,−1) − Ĉ ∗ P̂ 7→ (−ι,−1)

Ĉ ∗ T̂ 7→ (γ,−1) − Ĉ ∗ T̂ 7→ (−γ,−1)

P̂ ∗ T̂ 7→ (κ, 1) − P̂ ∗ T̂ 7→ (−κ, 1)

θ̂ 7→ (κ,−1) − θ̂ 7→ (−κ,−1) (4.2)

4.2. Q como subgrupo de SU(2)

Con la correspondencia indicada en (4.3):
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1 7→ I =

(
1 0
0 1

)
ι 7→ ρ1 = −iσ1 =

(
0 −i
−i 0

)
γ 7→ ρ2 = −iσ2 =

(
0 −1
1 0

)
κ 7→ ρ3 = −iσ3 =

(
−i 0
0 i

)
, (4.3)

donde σk (k = 1, 2, 3) son las matrices de Pauli, Q se vuelve isomorfo a un
subgrupo H de SU(2) 1; teniendo en cuenta además que Z2 es isomorfo al centro
de SU(2): {I,−I}, entonces:

Gθ̂
∼= H × (centro de SU(2)). (4.4)

Como SU(2) es la cubierta universal de SO(3):

SU(2)
Φ−→ SO(3), (4.5)

con

Φ

(
z w

−−w −
z

)
=

Re z2 −Rew2 Im z2 + Imw2 −2Re zw
Imz2 − Imw2 Re z2 +Rew2 2Im zw

2Re z
−
w 2Im z

−
w |z|2 − |w|2

 , (4.6)

el número de subgrupos finitos de SU(2) es el mismo que el de SO(3); y si A es
un subgrupo finito de SO(3), entonces Ã = Φ−1(A) tiene dos veces el número de
elementos de A.

Los subgrupos finitos de SO(3) son: los grupos cı́clicosCn, para n = 1, 2, 3, ...
(C2 = Z2); los grupos diédricos Dk (simetrı́as del rectángulo para k = 2 y de los
polı́gonos regulares para k ≥ 3) y los grupos de simetrı́as rotacionales (T del
tetraedro, O del cubo y el octaedro, I del dodecaedro y el isocaedro) [36].

1Notar que ρ†k = ρ−1
k y detρk = +1. Además H no es un subgrupo invariante de SU(2).



34 Conjugación de carga a partir de inversión espacio-temporal en el campo de Dirac

4.3. Φ(H) en SO(3)

Teniendo en cuenta las propiedades de la cubierta universal, Φ(H) tiene 4
elementos y, de esta forma, los únicos candidatos son grupos isomorfos a C4 y
D2
∼= Z2×Z2, el grupo de Klein. Una simple aplicación de Φ sobre los elementos

de H conlleva a:
Φ(H) = {I, Rx(π), Ry(π), Rz(π)}, (4.7)

siendo

Rx(π) =

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 , Ry(π) =

−1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 , Rz(π) =

−1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 ,

(4.8)

las rotaciones en π alrededor de los ejes x, y y z, respectivamente, e I=

1 0 0
0 1 0
0 0 1

,

la matriz unidad en SO(3).
Se verifica inmediatamente entonces que la tabla de multiplicación para Φ(H) <

SO(3) es la misma que para D2 (tabla 4.2).

a b c
a e c b
b c e a
c b a e

Tabla 4.2: Tabla de multiplicación para el grupo D2.

Se cumple la correspondencia a 7→ Rx(π), b 7→ Ry(π) y c 7→ Rz(π). Entonces
tenemos que:

Gθ̂
∼= Φ−1(D2)× Z2. (4.9)

4.4. Paridad e inversión temporal

Dentro del grupo O(1, 3), las transformaciones de paridad e inversión tempo-
ral están dadas por las matrices:



4.4 Paridad e inversión temporal 35

P =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 y T =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , (4.10)

respectivamente.
Estas transformaciones, conjuntamente con la matriz identidad E de 4×4 y el

producto PT , dan lugar a un subgrupo del grupo de Lorentz O(1, 3), denominado
el grupo PT del grupo de Lorentz, al cual corresponde la tabla de multiplicación
4.3.

P T PT
P E PT T
T PT E P
PT T P E

Tabla 4.3: Tabla de multiplicación para el grupo PT .

Comparando la tabla 4.3 con la tabla 4.2, nos percatamos de que el grupo PT
es isomorfo a D2.

Por otra parte, tanto P como T por separado, conjuntamente con la matriz
identidad E de 4×4, dan lugar al grupo Z2.

Entonces:

Gθ̂
∼= Φ−1(< {P , T } >)× < {P} > (4.11)

o
Gθ̂
∼= Φ−1(< {P , T } >)× < {T } > . (4.12)

Ası́, Gθ̂, quien en el actual contexto es un grupo que actúa a nivel del campo
cuántico y que incluye a la operación de conjugación de carga para el campo del
electrón ψ̂, emerge de manera natural a partir del grupo PT y sus subgrupos P
(o T ). Es decir, lo hace a partir de matrices que actúan sobre el espacio-tiempo
clásico de Minkowski.

Este resultado sugiere que la estructura del espacio-tiempo de Minkowski de
la relatividad especial, en particular, la componente no conexa de su grupo de
simetrı́a, el grupo de Lorentz real O(1, 3), conlleva a la existencia del grupo CPT
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del campo de Dirac como un todo y, por tanto, a la transformación de conjugación
de carga y, de este modo, a las antipartı́culas [34].

Esta conclusión (al menos a nivel del campo del electrón) está sustentada en
las siguientes consideraciones:

Aunque la operación de conjugación de carga no pertenece al grupo de
Lorentz, a nivel de la ecuación de Dirac, la matriz C = ±iγ2γ0 es un
elemento del álgebra de Dirac (∼= C(4)), la cual es la complexificación
de una de las dos álgebras de Clifford reales, no isomorfas entre sı́, del
espacio-tiempo de Minkowski: H(2) ( matrices cuaterniónicas 2×2 para la
métrica diag(1,−1,−1,−1)) y R(4) (matrices reales 4×4 para la métrica
diag(−1, 1, 1, 1)) [21].

Existe algún tipo de analogı́a entre nuestro resultado y la demostración del
teorema CPT dada por Jost [4], quien basó su demostración en la existencia
de la transformación PT como un elemento de la componente conexa de la
complexificación del grupo de Lorentz, además de argumentos de continui-
dad analı́tica en teorı́a de campos. Ver también a Greenberg [37].



Capı́tulo 5

Representaciones irreducibles de los
grupos CPT en la electrodinámica
cuántica

5.1. Introducción
Una representación lineal de un grupo G sobre un espacio vectorial V/k (k =

C,R) es un homomorfismo

ϕ : G→ H, H < GL(V )

g 7→ ϕ(g) : V → V

v 7→ ϕ(g)(v) := g · v, (5.1)

con ϕ(g1g2) = ϕ(g1) · ϕ(g2) y

g · (v1 + v2) = g · v1 + g · v2,

g · λv = λg · v; (5.2)

donde g es un elemento de G, v es un elemento de V y λ ∈ R.
Una representación ϕ de G sobre V se dice irreducible si V no tiene ningún

subespacio invariante propio.
En este capı́tulo vamos a calcular las representaciones irreducibles de los gru-

pos CPT en la electrodinámica cuántica.
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Las propiedades de transformación ante CPT de los campos interactuantes,
ψ̂ (campo de Dirac)-Âµ (campo electromagnético), son las mismas que para los
campos libres [26, 28, 29, 30], aunque para construir las expresiones de Ĉ, P̂ y T̂
en término de los correspondientes operadores b̂, b̂†, d̂, d̂† y â, â† a tiempos arbi-
trarios, debe ser usado el hamiltoniano total (parte libre más parte interactuante)
[26, 38].

Se hace evidente entonces que el grupo completo CPT para la QED,Gθ̂(QED),
es el producto directo de Gθ̂(ψ̂) y Gθ̂(Âµ), i.e.,

Gθ̂(QED) = Gθ̂(ψ̂)×Gθ̂(Âµ), (5.3)

el cual resulta ser un grupo de orden |Gθ̂(QED)| = 16× 8 = 128.
Ası́,

Gθ̂(QED) ∼= (Q× Z2)× Z3
2. (5.4)

Debido a que, como mostraremos más adelante, Gθ̂(ψ̂) tiene diez representa-
ciones irreducibles inequivalentes (IIR’s): ocho de ellas 1-dimensionales y dos de
ellas 2-dimensionales, mientras queGθ̂(Âµ) tiene sólo ocho IIR’s 1-dimensionales,
el número total de IIR’s de Gθ̂(QED) es ochenta (10 × 8 = 80): sesenta y cua-
tro de ellas son 1-dimensionales y dieciséis son 2-dimensionales. La suma de los
cuadrados de las dimensiones de las ochenta IIR’s es 128, como debe ser.

Resulta interesante comentar aquı́ sobre la interpretación geométrica de
Gθ̂(QED), la cual consiste en un conjunto de puntos sobre esferas. De hecho,
cada factor Z2 es una 0-esfera S0; mientras que Q, debido al isomorfismo Q →
ϕ5(Q) < SU(2) proveniente de su representación irreducible 2-dimensional ϕ5

(ecuaciones (5.15) y (5.16)), puede ser entendido como un subconjunto de ocho
puntos en la 3-esfera S3. Ası́, topológicamente,

Gθ̂(QED) ⊂ S3 × (S0)4 ∼= SU(2)× (U(1))4, (5.5)

donde por ⊂ entenderemos subconjunto.

5.2. Representaciones irreducibles del grupo cuater-
niónico

La tabla de multiplicación del grupo cuaterniónico está dada por la tabla 4.1.
Ası́, ι−1 = −ι, γ−1 = −γ, κ−1 = −κ y (−1)−1 = −1.
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Si G es un grupo cualquiera y g ∈ G, sus clases conjugadas son

[g] = {hgh−1}h∈G. (5.6)

Por tanto, Q tiene cinco clases conjugadas:

[1] = {1}, [−1] = {−1}, [ι] = {ι,−ι}, [γ] = {γ,−γ}, [κ] = {κ,−κ}. (5.7)

Debido a que |Q| = 8 < ∞, entonces Q tiene cinco IIR’s. Como Q es no
abeliano, al menos una de sus representaciones irreducibles tiene dimensión µ >
2.

Sean ϕα, con µα = dimC ϕα (α = 1, ..., 4), estas representaciones irreducibles
(irrep’s). Sea ϕ1 la representación trivial:

ϕ1 : Q→ C∗, g 7→ ϕ1(g) = 1, (5.8)

donde C∗ = C \ {0} = GL1(C).
Ya que

5∑
α=1

µ2
α = 8 (5.9)

la única posibilidad es que hayan tres irrep’s 1-dimensionales: ϕ2, ϕ3 y ϕ4 y una
irrep 2-dimensional: ϕ5.

Si R es una representación matricial arbitraria de dimensión finita del grupo
G, y g ∈ G, los caracteres de R en g, χR(g), están dados por:

χR(g) = tr R(g). (5.10)

Entonces, en Q, ϕα = χα para α = 1, 2, 3, 4.
Todos los elementos de Q son elementos unitarios en el álgebra cuaterniónica

real 4-dimensional

H = {q = a1 + bι+ cγ + dκ, a, b, c, d ∈ R}, (5.11)

con complejo conjugado
−
q = a1− bι− cγ − dκ.

Si q ∈ Q, entonces
−
qq = 1 y ası́ Q es un subconjunto de H1 = {q ∈

H, ||q||2 = 1}. Pero H1 es un grupo isomorfo a SU(2). De hecho,

q ∈ H1 = (a1 + bι) + (c1 + dι)γ ←→ z + wγ, (5.12)
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con z = a+bi y w = c+di, donde i es la unidad imaginaria de C, |z|2 + |w|2 = 1,
y

(z, w)←→

(
z w

−−w −
z

)
∈ SU(2). (5.13)

Entonces, para los elementos en Q tenemos la correspondencia

1 : a = 1, b = c = d = 0 ⇒ z =
−
z = 1, w =

−
w = 0

−1 : a = −1, b = c = d = 0 ⇒ z =
−
z = −1, w =

−
w = 0

ι : b = 1, a = c = d = 0 ⇒ z = −−z = i, w =
−
w = 0

−ι : b = −1, a = c = d = 0 ⇒ z = −−z = −i, w =
−
w = 0

γ : c = 1, a = b = d = 0 ⇒ z =
−
z = 0, w =

−
w = 1

−γ : c = −1, a = b = d = 0 ⇒ z =
−
z = 0, w =

−
w = −1

κ : d = 1, a = b = c = 0 ⇒ z =
−
z = 0, w = −−w = i

−κ : d = −1, a = b = c = 0 ⇒ z =
−
z = 0, w = −−w = −i. (5.14)

Por lo que ϕ5 está naturalmente dada mediante la inclusión de Q en SU(2):

ϕ5 : Q→ SU(2) < GL2(C), q 7→ ϕ5(q) = M, (5.15)

dada explı́citamente por:

1 7→
(

1 0
0 1

)
= 12×2 − 1 7→

(
−1 0
0 −1

)
= −12×2

ι 7→
(
i 0
0 −i

)
= iσ3 − ι 7→

(
−i 0
0 i

)
= −iσ3

γ 7→
(

0 1
−1 0

)
= iσ2 − γ 7→

(
0 −1
1 0

)
= −iσ2

κ 7→
(

0 i
i 0

)
= iσ1 − κ 7→

(
0 −i
−i 0

)
= −iσ1. (5.16)

La representación es unitaria:M † = M−1, con detM = 1, χ5(1) = −χ5(−1) =
2 y χ5(±ι) = χ5(±γ) = χ5(±κ) = 0. ϕ5 es fiel debido a que Q → ϕ5(Q) es un
isomorfismo de grupos.

La representación ϕ5 es equivalente a la usada en [34], en la cual ι → −iσ1,
γ → −iσ2 y κ → −iσ3. La transformación de similaridad es −iσ1 = Aiσ3A

−1,

−iσ2 = Aiσ2A
−1 y −iσ3 = Aiσ1A

−1, con A =

(
1 −1
−1 −1

)
.
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Las restantes IIR’s 1-dimensionales deQ son fácilmente obtenidas usando que
Q es un grupo hamiltoniano 1 y el conocido teorema mediante el cual si H es un
subgrupo invariante de G y ϕ : G/H → K < GL(V ) es una representación de
G/H sobre el espacio vectorial V , entonces ϕ◦p es una representación degenerada
de G, donde p : G → G/H es la proyección canónica p(g) =< g >= gH [39].
Ası́, tenemos el diagrama conmutativo:

K
ϕ ◦ p↗ ↖ ϕ

G −→
p

G/H
. (5.17)

Q tiene tres subgrupos cı́clicos de cuatro elementos:

C4(ι) = {1, ι,−1,−ι},
C4(γ) = {1, γ,−1,−γ},
C4(κ) = {1, κ,−1,−κ}, (5.18)

con los correspondientes grupos cocientes, todos isomorfos a Z2:

Q

C4(ι)
= {Eι, Aι}, Eι = < 1 >=< −1 >=< ι >=< −ι >,

Aι = < γ >=< −γ >=< κ >=< −κ >;
Q

C4(γ)
= {Eγ, Aγ}, Eγ = < 1 >=< −1 >=< γ >=< −γ >,

Aγ = < ι >=< −ι >=< κ >=< −κ >;

Q

C4(κ)
= {Eκ, Aκ}, Eκ = < 1 >=< −1 >=< κ >=< −κ >,

Aκ = < ι >=< −ι >=< γ >=< −γ > . (5.19)

Z2 = {e, a} tiene dos IIR’s 1-dimensionales (tabla 5.1): la representación trivial
ψ1 y la representación signo ψ2.

Si en el diagrama (5.17) elegimos ϕ = ψ2 y K = {1,−1} 2, entonces las
representaciones ϕ2, ϕ3 y ϕ4 de Q, asociadas a los subgrupos C4(ι), C4(γ) y

1Un grupo hamiltoniano es un grupo no-abeliano donde todos sus subgrupos son normales
(invariantes) ([35], p. 72). Los grupos abelianos son trivialmente hamiltonianos. Por cierto, en este
caso el que Q sea hamiltoniano implica que también Gθ̂(ψ̂) es hamiltoniano.

2La elección ϕ = ψ1 darı́a tres copias de la representación trivial de Q.
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IIR’s Z2 e a

ψ1 1 1
ψ2 1 −1

Tabla 5.1: Tabla de IIR’s de Z2.

C4(κ), respectivamente, están dadas por:

ϕ2(1) = ϕ2(−1) = ϕ2(ι) = ϕ2(−ι) = ψ2(Eι) = 1,

ϕ2(γ) = ϕ2(−γ) = ϕ2(κ) = ϕ2(−κ) = ψ2(Aι) = −1; (5.20)
ϕ3(1) = ϕ3(−1) = ϕ3(γ) = ϕ3(−γ) = ψ2(Eγ) = 1,

ϕ3(ι) = ϕ3(−ι) = ϕ3(κ) = ϕ3(−κ) = ψ2(Aγ) = −1; (5.21)
ϕ4(1) = ϕ4(−1) = ϕ4(κ) = ϕ4(−κ) = ψ2(Eκ) = 1,

ϕ4(ι) = ϕ4(−ι) = ϕ4(γ) = ϕ4(−γ) = ψ2(Aκ) = −1. (5.22)

En correspondencia, la tabla de caracteres de Q está dada por la tabla 5.2.

Car Q [1] [−1] 2[ι] 2[γ] 2[κ]

χ1 1 1 1 1 1
χ2 1 1 1 −1 −1
χ3 1 1 −1 1 −1
χ4 1 1 −1 −1 1
χ5 2 −2 0 0 0

Tabla 5.2: Tabla de caracteres de Q.

Los grupos, Q y D4, el grupo de simetrı́a del cuadrado, tienen la misma tabla
de caracteres. No obstante, Q no es isomorfo a D4.

5.3. Representaciones irreducibles del grupo CPT
de operadores del campo de Dirac

Las irrep’s del producto directo de dos grupos, G × H , son los productos
tensoriales de las irrep’s de cada uno de los factores, entiéndase el conjunto {rG⊗
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rH} 3 para toda rG, irrep’s de G y toda rH , irrep’s de H ([36], p. 75). Entonces,
Gθ̂(ψ̂) tiene diez IIR’s:

φα = ϕα ⊗ ψ1, φα+4 = ϕα ⊗ ψ2, α = 1, 2, 3, 4, (5.23)
φ9 = ϕ5 ⊗ ψ1, φ10 = ϕ5 ⊗ ψ2. (5.24)

φ1, ..., φ8 son 1-dimensionales, mientras que φ9 y φ10 son 2-dimensionales.
Los caracteres correspondientes son las funciones:

κα = χαϕ1 : Q× Z2 → C, κα(q, h) = χα(q)ϕ1(h), (5.25)
κα+4 = χαϕ2 : Q× Z2 → C, κα+4(q, h) = χα(q)ϕ2(h), (5.26)
κ9 = χ5ϕ1 : Q× Z2 → C, κ9(q, h) = χ5(q)ϕ1(h), (5.27)
κ10 = χ5ϕ2 : Q× Z2 → C, κ10(q, h) = χ5(q)ϕ2(h). (5.28)

Si µλ = dimC φλ para λ = 1, ..., 10, entonces
10∑
λ=1

µ2
λ =

8∑
λ=1

12 +
10∑
λ=9

22 = 8 + 8 = 16 = |Q× Z2|. (5.29)

Estas representaciones y caracteres (para las clases conjugadas) están explı́ci-
tamente dadas mediante las tablas 5.3 y 5.4, respectivamente, donde λi = trφi;
mientras que las clases conjugadas están dadas por las relaciones (5.30):

[Î] = [(1, e)] = {(1, e)},
[Ĉ] = [(1, a)] = {(1, a)},

[− Î] = [(−1, e)] = {(−1, e)},
[− Ĉ] = [(−1, a)] = {(−1, a)},

[P̂ ] = [(ι, e)] = {(ι, e), (−ι, e)},
[Ĉ ∗ P̂ ] = [(ι, a)] = {(ι, a), (−ι, a)},

[T̂ ] = [(γ, e)] = {(γ, e), (−γ, e)},
[Ĉ ∗ T̂ ] = [(γ, a)] = {(γ, a), (−γ, a)},
[P̂ ∗ T̂ ] = [(κ, e)] = {(κ, e), (−κ, e)},

[θ̂] = [(κ, a)] = {(κ, a), (−κ, a)}. (5.30)

La tabla de caracteres Gθ̂(ψ̂) es la misma que la tabla de caracteres del grupo
D4h, el grupo de simetrı́a de un prisma de base cuadrada, aunque Q× Z2 � D4h.

3⊗ = ⊗C es el producto tensorial sobre los números complejos.
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5.4. Representaciones irreducibles del grupo CPT
del campo electromagnético

Debido a que Gθ̂(Âµ) ∼= Z3
2 es un grupo abeliano, todas sus irrep’s son 1-

dimensionales. Como |Gθ̂(Âµ)| = 8, entonces Gθ̂(Âµ) tiene ocho IIR’s, las cuales
pueden ser identificadas con los correspondientes caracteres. Usando el isomorfis-
mo entreGθ̂(Âµ) yZ3

2 (ecuación (3.108)), y la tabla de caracteres deZ2 (tabla 5.1),
obtenemos la tabla de representaciones (φijk) o de caracteres (χijk) para Gθ̂(Âµ),
donde φijk = χijk = ψiψjψk. Ver tabla 5.5.

5.5. Representaciones regulares
La información contenida en las IIR’s de los grupos CPT para el campo cuánti-

co de Dirac y el potencial cuántico electromagnético puede ser resumida en sus
respectivas representaciones regulares diagonalizadas:

Dψ̂ : Gθ̂(ψ̂)→ K < C16×16, (5.31)

DÂµ : Gθ̂(Âµ)→ L < C8×8. (5.32)

La representación regular D de un grupo G, con |G| = n, es la representa-
ción de G sobre su grupo o álgebra de Frobenius C[G], definida como el espacio
vectorial de sumas formales

∑n
i=1 zigi con zi ∈ C y gi ∈ G y producto

(
n∑
i=1

zigi)(
n∑
j=1

wjgj) =
n∑

i,j=1

ziwj(gigj). (5.33)

Entonces,

D(g)(
n∑
i=1

zigi) =
n∑
i=1

zi(ggi). (5.34)

Si ϕα, α = 1, ..., s son las IIR’s de G y µα = dimCϕα, entonces D se descom-
pone en la suma directa ⊕sα=1µαϕα, i.e., cada IIR de G está contenida en D un
número de veces igual a su dimensión. Como

∑s
α=1 µ

2
α = n, D(g) son matrices

complejas invertibles n× n, con D(g)−1 = D(g−1).
Para el campo de Dirac:
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Dψ̂ = ⊕10
α=1µαφα = ⊕8

α=1φα ⊕ 2φ9 ⊕ 2φ10. (5.35)

Entonces, tenemos dieciséis matrices de 16× 16.
Se cumple que tr(Dψ̂(g)) = 0 para todo g 6= I . Para Dψ̂(I), tr(Dψ̂(I)) = 16.
Para todo g en

GCT (ψ̂) = {Î , Ĉ, T̂ , Ĉ ∗ T̂ ,−Î ,−Ĉ,−T̂ − Ĉ ∗ T̂}, (5.36)

Dψ̂(g) ∈ SO(16), con dimR(SO(16)) = 120; y para los

l ∈ Gθ̂(ψ̂) \GCT (ψ̂) = {P̂ , Ĉ ∗ P̂ , P̂ ∗ T̂ , θ̂,−P̂ ,−Ĉ ∗ P̂ ,−P̂ ∗ T̂ ,−θ̂}, (5.37)

Dψ̂(l) 6∈ SO(16), pero Dψ̂(l) ∈ SU(16), con dimR(SU(16)) = 255. GCT (ψ̂),
con |GCT (ψ̂)| = 8, es un subgrupo invariante abeliano de Gθ(ψ̂). Claramente
Gθ(ψ̂) \GCT (ψ̂) no es un grupo.

Como GCT (ψ̂) tiene dos generadores, Ĉ y T̂ , GCT (ψ̂) es isomorfo a Z4×Z2.
Los otros dos grupos abelianos con ocho elementos son Z3

2 y Z8, los cuales tienen
tres y un generadores, respectivamente. Si Z4 está dado por la tabla 5.6, y Z2

está dado por la tabla 5.7, entonces el isomorfismo GCT (ψ̂)→ Z4×Z2 está dado
mediante las relaciones (5.38).

Î 7→ (ε, 1), −Î 7→ (β, 1),

Ĉ 7→ (ε,−1), −Ĉ 7→ (β, 1),

T̂ 7→ (α, 1), −T̂ 7→ (γ, 1),

Ĉ ∗ T̂ 7→ (α,−1), −Ĉ ∗ T̂ 7→ (γ,−1). (5.38)

Para el potencial electromagnético:

DÂµ = ⊕8
α=1φα, (5.39)

ya que dimC φα = 1, con α = 1, ..., 8.
Tenemos entonces ocho matrices 8 × 8. Para todo g ∈ Gθ̂(Âµ), DÂµ(g) ∈

SO(8), con dimR(SO(8)) = 28; donde tr(DÂµ(I)) = 8 y tr(DÂµ(g)) = 0 para
todo g 6= I .
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5.6. Representaciones irreducibles del grupo CPT
matricial de Dirac

En [31] fue mostrado que para el campo de Dirac existen dos grupos CPT
matriciales, G(1)

θ (ψ̂) y G(2)
θ (ψ̂), cuyos elementos están formados por productos de

matrices γ de Dirac. Sólo G(2)
θ (ψ̂), el cual es isomorfo al producto semidirecto de

D4 o Z2, donde D4 := DH8 es el grupo diédrico de ocho elementos (el grupo de
las simetrı́as del cuadrado), es compatible con Gθ̂(ψ̂). La tabla de multiplicación
de G(2)

θ (ψ̂) está dada por la tabla 5.8. La misma debe ser completada agregando
a la primera fila y a la primera columna los negativos −1, −C, −P , ..., −θ, y
haciendo los correspondientes productos.

Resulta entonces de interés construir las IIR’s de G(2)
θ (ψ̂), tanto por completi-

tud como para compararlas con las de Gθ̂(ψ̂). Como en este caso no se trata del
producto directo entre dos grupos, no es posible hacer uso del teorema empleado
para el cálculo de las IIR’s del grupo CPT de operadores.

La ley de composición en D4 o Z2 es:

(g′, h′)(g, h) = (g′λ(h′)(g), h′h), (5.40)

donde g y g′ son elementos de D4, y h y h′ son los elementos de Z2 = {1,−1}.
Al sustituir h y h′ por sus valores:

(g′, 1)(g, h) = (g′g, h), (5.41)
(g′,−1)(g, h) = (g′λ(−1)(g),−h); (5.42)

siendo la inversa de (g, h):

(g, h)−1 = (λ(h)(g−1), h). (5.43)

La acción λ de Z2 sobre D4, como subgrupo de S4 (el grupo simétrico de 4
elementos), está dada mediante:
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λ : Z2 → Aut(D4),

1 7→ λ(1) = IdD4 ,

λ(−1)(I) = I,

λ(−1)(1234) = (1234),

λ(−1)(24) = (13),

λ(−1)(13) = (24),

λ(−1)((12)(34)) = (14)(23),

λ(−1)((14)(23)) = (12)(34),

λ(−1)((13)(24)) = (13)(24),

λ(−1)(1432) = (1432). (5.44)

Aquı́

D4 = {I; (1234), (1432); (13)(24); (12)(34), (14)(23); (24), (13)} , (5.45)

donde hemos separado por punto y coma las cinco clases conjugadas.
Siguiendo la ecuación (55) en [31], existe el isomorfismo

D4 → {I,−I, P,−P,CT,−CT, θ,−θ} (5.46)

dado por:

I 7→ I,

(1234) 7→ P,

(1432) 7→ −P,
(13)(24) 7→ −I,

(12)(34) 7→ θ,

(14)(23) 7→ −θ,
(24) 7→ −CT,

(13) 7→ CT. (5.47)

Entonces, como conjunto,
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D4 o Z2 = {(I, 1), (I,−1), (−I, 1), (−I,−1), (P, 1), (P,−1), (−P, 1),

(−P,−1), (CT, 1), (CT,−1), (−CT, 1), (−CT,−1), (θ, 1),

(θ,−1), (−θ, 1), (−θ,−1)} .(5.48)

De la ecuación (60) en [31] y la ecuación (5.45), el isomorfismo entre G(2)
θ y

D4 o Z2,
G

(2)
θ → D4 o Z2, (5.49)

está dado por:

I 7→ (I, 1), −I 7→ (−I, 1),

C 7→ (−θ,−1), −C 7→ (θ,−1),

P 7→ (P, 1), −P 7→ (−P, 1),

T 7→ (P,−1), −T 7→ (−P,−1),

CP 7→ (CT,−1), −CP 7→ (−CT,−1),

CT 7→ (CT, 1), −CT 7→ (−CT, 1),

PT 7→ (−I,−1), −PT 7→ (I,−1),

θ 7→ (θ, 1), −θ 7→ (−θ, 1). (5.50)

Resulta fácil verificar que G(2)
θ tiene diez clases conjugadas, que son:

[I] = = {I},
[− I] = = {−I},

[C] = = {C,−C},
[T ] = = {T},

[− T ] = = {−T},
[P ] = = {P,−P},

[CP ] = = {CP,−CP},
[CT ] = = {CT,−CT},
[PT ] = = {PT,−PT},

[θ] = = {θ,−θ}. (5.51)
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Entonces, siendo un grupo finito, G(2)
θ tiene tantas IIR’s como clases de con-

jugación. Como la suma de los cuadrados de las dimensiones de estas represen-
taciones debe ser 10, un simple cálculo conlleva a la existencia de ocho irrep’s
1-dimensionales, ϕk, con k = 1, ..., 8, y dos irrep’s 2-dimensionales, ϕ9 y ϕ10.

ϕ1 es la representación trivial g 7→ 1, para todo g ∈ G
(2)
θ . Las tres irrep’s

1-dimensionales, ϕ2, ϕ3 y ϕ4, se obtienen teniendo en cuenta el diagrama (5.17)
y el hecho de que D4, C4×Z2 y Q son subgrupos invariantes de D4oZ2; con D4

dado por la ecuación (5.46), C4
∼=< {P} > y Q ∼=< {C,P} >; ası́

C4×Z2 = {(I, 1), (I,−1), (−I, 1), (−I,−1), (P, 1), (P,−1), (−P, 1), (−P,−1)} ,
(5.52)

y

Q = {I, C, P, CP,−I − C,−P,−CP} . (5.53)

En el diagrama (5.17), se escogen nuevamente ϕ = ψ2 (tabla 5.1) y K =
{1,−1}; pero ahora elegimos G = D4oZ2 y H es reemplazado por D4, C4×Z2

y Q, respectivamente. Entonces,

D4 o Z2

H
∼= Z2 = {e, a} , (5.54)

con

e = D4, a = {C, T, CP, PT,−C,−T,−CP,−PT} ,
e = C4 × Z2, a = {C,CP,CT, θ,−C,−CP,−CT,−θ} ,
e = Q, a = {T,CT, PT, θ,−T,−CT,−PT,−θ} , (5.55)

respectivamente. Los elementos en las e’s están representados por el 1, mientras
que los elementos en las a’s están representados por el −1 (ver tabla 5.9). De esta
manera se calculan tres de las IIR’s unidimensionales de G(2)

θ (ψ̂).
Para encontrar las dos IIR’s 2-dimensionales de este grupo, tomamos, como

punto de partida en ambos casos, la irrep 2-dimensional de D4. Como es bien
conocido, D4 tiene cinco IIR’s (una 2-dimensional y cuatro 1-dimensionales). La
irrep 2-dimensional está dada por:
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I 7→
(

1 0
0 1

)
= 12×2 := I

(13)(24) 7→
(
−1 0
0 −1

)
= −12×2 := −I

(1234) 7→
(

0 −1
1 0

)
= −iσ2 := P

(1432) 7→
(

0 1
−1 0

)
= iσ2 := −P

(12)(34) 7→
(
−1 0
0 1

)
= −σ3 := θ

(14)(23) 7→
(

1 0
0 −1

)
= σ3 := −θ

(24) 7→
(

0 1
1 0

)
= σ1 := −CT

(13) 7→
(

0 −1
−1 0

)
= −σ1 := CT, (5.56)

donde en la última identificación fueron usadas las relaciones (5.47).
Con la elección C = iσ1, obtenemos,

T =

(
i 0
0 i

)
= iI, CP =

(
i 0
0 −i

)
= iσ3, PT =

(
0 −i
i 0

)
= σ2, (5.57)

lo cual completa la irrep 2-dimensional ϕ9 de G(2)
θ ; mientras que con la elección

C = −iσ1, obtenemos,

T =

(
−i 0
0 −i

)
= −iI, CP =

(
−i 0
0 i

)
= −iσ3, PT =

(
0 i
−i 0

)
= −σ2,

(5.58)
lo cual completa la irrep 2-dimensional ϕ10 de G(2)

θ . Puede ser fácilmente ve-
rificado que ϕ9 y ϕ10 son inequivalentes, i.e., no existe una matriz S tal que
SMS† = M ′ (o SMS−1 = M ′) para M ∈ ϕ9 y M ′ ∈ ϕ10.

Las restantes cuatro IIR’s 1-dimensionales, ϕ5, ϕ6, ϕ7 y ϕ8, se obtienen de
la ortogonalidad entre las columnas de la tabla de caracteres para las clases de
conjugación (relación de completitud). Entonces, la ortogonalidad entre las filas
de la tabla de caracteres completa puede ser verificada.
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Las IIR’s y caracteres para G(2)
θ (ψ̂) ∼= D4 o Z2 se resumen en las tablas 5.9 y

5.10, respectivamente. Al comparar con las tablas para Gθ̂(ψ̂), podemos notar que
las irrep’s 1-dimensionales coinciden:

φ1 = ϕ1, φ2 = ϕ3, φ3 = ϕ4, φ4 = ϕ2,

φ5 = ϕ8, φ6 = ϕ6, φ7 = ϕ7, φ8 = ϕ5. (5.59)

Sin embargo, φ9 no es equivalente ni a ϕ9 ni a ϕ10 y lo mismo se cumple para φ10.

5.7. Comentarios finales
Resulta de interés preguntarse si, desde el punto de vista de la teorı́a de grupos,

el comportamiento del fotón (campo Âµ) ante las transformaciones C, P, T es in-
dependiente del comportamiento del electrón-positrón (campo ψ̂). La respuesta a
esta pregunta es afirmativa. De hecho, enGθ̂(ψ̂) hay sólo un subgrupo Z2, llámese
el generado por Ĉ : Z2

∼= {Î , Ĉ}. Entonces, Gθ̂(Âµ) ∼= Z3
2 no es un subgrupo de

Gθ̂(ψ̂):

Gθ̂(Âµ) 6< Gθ̂(ψ̂). (5.60)

Lo mismo ocurre en relación a G(2)
θ (ψ̂), aunque en este grupo hay tres subgru-

pos Z2:
Z(1)

2 = {I, CT}, Z(2)
2 = {I, PT}, Z(3)

2 = {I, θ}. (5.61)

Teniendo en cuenta esto, el isomorfismoZ(1)
2 ×Z

(2)
2 ×Z

(3)
2 → Gθ̂(Âµ) está dado

ahora por:

(I, I, I) 7→ I,

(CT, I, I) 7→ C,

(I, PT, I) 7→ P,

(I, I, θ) 7→ T,

(I, PT, θ) 7→ PT,

(CT, PT, I) 7→ CP,

(CT, I, θ) 7→ CT,

(CT, PT, θ) 7→ θ. (5.62)
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No obstante,
Gθ̂(Âµ) 6< G

(2)
θ (ψ̂). (5.63)

Esto puede ser fácilmente verificado, al comprobar que la tabla de Gθ̂(Âµ)

(tabla 3.2) tiene ocho identidades, mientras que la tabla de G(2)
θ (ψ̂) (tabla 5.8)

tiene sólo siete.
El que hayamos demostrado que el comportamiento del fotón es independien-

te del comportamiento del electrón-positrón desde el punto de vista de la teorı́a de
grupos, corrobora el hecho, planteado al inicio de este capı́tulo, de que las propie-
dades de transformación ante CPT de los campos interactuantes son las mismas
que para los campos libres.

Finalmente, en relación con la posible relevancia de las estructuras de gru-
pos CPT en otras áreas de la fı́sica, más allá de la teorı́a de campos, llama-
mos la atención sobre la relación encontrada recientementeentre entre los grupos
Gθ̂(ψ̂) ∼= Q×Z2, G(2)

θ (ψ̂) ∼= D4oZ2 y Gθ̂(Âµ) ∼= Z3
2, y teoremas fundamentales

en el contexto de las paradojas cuánticas, como el teorema de Kochen-Specker
[40, 41].
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Ĉ
∗
T̂

P̂
∗
T̂

θ̂
−
P̂
∗
T̂

−
θ̂

G
θ̂
(ψ̂

)
(1
,e

)
(1
,a

)
(−

1,
e)

(−
1,
a
)

(ι
,e

)
(ι
,a

)
(−
ι,
e)

(−
ι,
a
)

(γ
,e

)
(γ
,a

)
(−
γ
,e

)
(−
γ
,a

)
(κ
,e

)
(κ
,a

)
(−
κ
,e

)
(−
κ
,a

)

φ
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

φ
2

1
−

1
1

−
1

1
−

1
1

−
1

1
−

1
1

−
1

1
−

1
1

−
1

φ
3

1
1

1
1

1
1

1
1

−
1

−
1

−
1

−
1

−
1

−
1

−
1

−
1

φ
4

1
−

1
1

−
1

1
−

1
1

−
1

−
1

1
−

1
1

−
1

1
−

1
1

φ
5

1
1

1
1

−
1

−
1

−
1

−
1

1
1

1
1

−
1

−
1

−
1

−
1

φ
6

1
−

1
1

−
1

−
1

1
−

1
1

1
−

1
1

−
1

−
1

1
−

1
1

φ
7

1
1

1
1

−
1

−
1

−
1

−
1

−
1

−
1

−
1

−
1

1
1

1
1

φ
8

1
−

1
1

−
1

−
1

1
−

1
1

−
1

1
−

1
1

1
−

1
1

−
1

φ
9

( 1
0

0
1)

( 1
0

0
1)

( −1
0

0
−

1)(
−

1
0

0
−

1)(
i

0
0
−
i)(

i
0

0
−
i)(

−
i

0
0

i)(
−
i

0
0

i)(
0

1
−

1
0)(

0
1

−
1

0)(
0
−

1
1

0

)(
0
−

1
1

0

)(
0

i
i

0)
( 0

i
i

0)
( 0

−
i

−
i

0

)(
0
−
i

−
i

0

)
φ

1
0

( 1
0

0
1)(

−
1

0
0
−

1)(
−

1
0

0
−

1)
( 1

0
0

1)
( i

0
0
−
i)(

−
i

0
0

i)(
−
i

0
0

i)(
i

0
0
−
i)(

0
1

−
1

0)(
0
−

1
1

0

)(
0
−

1
1

0

)(
0

1
−

1
0)(

0
i

i
0)(

0
−
i

−
i

0

)(
0
−
i

−
i

0

)
( 0

i
i

0)

Tabla 5.3: Tabla de IIR’s de Gθ̂(ψ̂) para el campo de Dirac.
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Car Gθ̂(ψ̂) [(1, e)] [(1, a)] [(−1, e)] [(−1, a)] 2[(ι, e)] 2[(ι, a)] 2[(γ, e)] 2[(γ, a)] 2[(κ, e)] 2[(κ, a)]

λ1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
λ2 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1
λ3 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
λ4 1 −1 1 −1 1 −1 −1 1 −1 1
λ5 1 1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1
λ6 1 −1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
λ7 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
λ8 1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1
λ9 2 2 −2 −2 0 0 0 0 0 0
λ10 2 −2 −2 2 0 0 0 0 0 0

Tabla 5.4: Tabla de caracteres de Gθ̂(ψ̂) para el campo de Dirac.

IIR’s (Car) Î Ĉ P̂ T̂ P̂ ∗ T̂ Ĉ ∗ P̂ Ĉ ∗ T̂ θ̂

Gθ̂(Âµ) (e1, e2, e3) (a1, e2, e3) (e1, a2, e3) (e1, e2, a3) (e1, a2, a3) (a1, a2, e3) (a1, e2, a3) (a1, a2, a3)

φ111 = Φ1 1 1 1 1 1 1 1 1
φ211 = Φ2 1 −1 1 1 1 −1 −1 −1
φ121 = Φ3 1 1 −1 1 −1 −1 1 −1
φ112 = Φ4 1 1 1 −1 −1 1 −1 −1
φ221 = Φ5 1 −1 −1 1 −1 1 −1 1
φ212 = Φ6 1 −1 1 −1 −1 −1 1 1
φ122 = Φ7 1 1 −1 −1 1 −1 −1 1
φ222 = Φ8 1 −1 −1 −1 1 1 1 −1

Tabla 5.5: Tabla de IIR’s (caracteres) de Gθ̂(Âµ).

α β γ

α β γ ε
β γ ε α
γ ε α β

Tabla 5.6: Tabla de multiplicación para el grupo Z4.

−1

−1 1

Tabla 5.7: Tabla de multiplicación para el grupo Z2.



5.7 Comentarios finales 55

C P T CP CT PT θ

C −1 CP CT −P −T θ −PT
P −CP −1 PT C −θ −T CT
T CT PT −1 θ −C −P −CP
CP P −C θ −1 PT −CT −T
CT −T θ −C −PT 1 −CP P
PT −θ −T −P CT CP 1 −C
θ PT −CT −CP −T −P C 1

Tabla 5.8: Tabla de multiplicación para el grupo CPT matricial, G(2)
θ (ψ̂), del campo de

Dirac.
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Tabla 5.9: Tabla de IIR’s de G(2)
θ (ψ̂) para el campo de Dirac.
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Car G(2)
θ (ψ̂) [I] [−I] 2[C] [T ] [−T ] 2[P ] 2[CP ] 2[CT ] 2[PT ] 2[θ]

χ1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
χ2 1 1 −1 −1 −1 1 −1 1 −1 1
χ3 1 1 −1 1 1 1 −1 −1 1 −1
χ4 1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 −1
χ5 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 −1
χ6 1 1 −1 1 1 −1 1 −1 −1 1
χ7 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 1 1
χ8 1 1 1 1 1 −1 −1 1 −1 −1
χ9 2 −2 0 2i −2i 0 0 0 0 0
χ10 2 −2 0 −2i 2i 0 0 0 0 0

Tabla 5.10: Tabla de caracteres de G(2)
θ (ψ̂) para el campo de Dirac.
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Capı́tulo 6

Lı́mite no relativista de la
conjugación de carga

6.1. Teorı́a λΦ4 en el lı́mite no relativista

En 1984 se buscó el lı́mite no relativista de la teorı́a λΦ4 en [42]. Aunque en
este artı́culo no se estudió el comportamiento de ninguna de las simetrı́as discre-
tas ante este lı́mite, resulta de interés para nosotros pues se estableció una forma
práctica para llevarlo a cabo en las teorı́as de campos: tomando el lı́mite no relati-
vista del hamiltoniano y luego calculando la matriz de dispersión.

Partiendo del lagrangiano:

L =

∫
d3x[∂µφ†∂µφ−m2φ†φ− λ(φ†φ)2], (6.1)

donde φ := φ(x, t) es el campo complejo de espı́n 0, la teorı́a λΦ4 se redujo en
el lı́mite no relativista a una teorı́a de Schrödinger en segunda cuantización con
fuerzas repulsivas entre dos cuerpos, siendo los potenciales funciones δ tridimen-
sionales de la separación entre las partı́culas.

Con base en que dos partı́culas puntuales interactuando a través de un poten-
cial δ repulsivo no tienen permitido percibirse entre sı́, se demostró la trivialidad
del lı́mite no relativista en este caso.
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6.2. La operación de conjugación de carga en el lı́mi-
te no relativista de la ecuación de Dirac acopla-
da a un campo electromagnético externo clásico

En trabajos recientes [43, 44], se mostró la existencia de la operación de conju-
gación de carga en el lı́mite no relativista, es decir, en el contexto de la relatividad
de Galileo. Este hecho contradice la idea de que C sólo existe en el marco de la
fı́sica relativista [6], con el grupo de Lorentz-Poincaré como simetrı́a del espacio
tiempo. Generalmente se cree que el concepto de antipartı́culas sólo puede ser
definido en el marco de la mecánica cuántica relativista, ya que es donde apa-
recen soluciones para partı́culas libres con energı́a negativa viajando hacia atrás
en el tiempo, cuya ausencia es interpretada como partı́culas de momento, carga
y energı́a opuestas, viajando hacia adelante en el tiempo: antipartı́culas. Como
la operación de conjugación de carga es quien hace la transformación partı́cula-
antipartı́cula, se piensa entonces que sólo existe en este régimen.

En [43] se consideró la ecuación de Dirac en interacción con un campo elec-
tromagnético exterior clásico. Para la búsqueda del lı́mite no relativista de la ecua-
ción correspondiente a la antipartı́cula y para definir la operación C en dicho con-
texto, se tuvieron en cuenta los siguientes hechos:

C no pertenece al grupo de Lorentz O(1, 3).

Se pueden dar definiciones ad hoc para C, no sólo en el contexto de la
mecánica cuántica no relativista, sino también en las mecánicas galileana y
lorentziana clásicas [7].

En la teorı́a cuántica relativista existe una simetrı́a entre las partı́culas y las
antipartı́culas. Tanto la ecuación para las unas como para las otras, tienen
un lı́mite no relativista bien definido y no tenemos por qué esperar una con-
tradicción entre ellos. Si tenemos electrones de bajas energı́as (electrones
lentos, podemos esperar tener positrones de bajas energı́as (positrones len-
tos) [45], relacionados entre sı́ por la conjugación de carga.

Por consistencia, cualquier definición que se busque para C debe provenir de
la teorı́a relativista, como un caso lı́mite cuando la velocidad de la partı́cula es
pequeña: |β| � 1.

En concreto, se partió de la ecuación de Dirac (electrón) acoplada a un campo
electromagnético externo:
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(iγµ∂µ − qγµAµ −m)ψ = 0, (6.2)

donde ψ =


ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

 :=

(
ϕ
χ

)
, con ϕ =

(
ψ1

ψ2

)
y χ =

(
ψ3

ψ4

)
.

Se construyó entonces el espinor conjugado: ψC = Cψ̄T , siendo C la matriz
de conjugación de carga dada por:

C = iγ2γ0 =


0 0 0 −1
0 0 1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

 . (6.3)

ψC describe a partı́culas con la misma masa, pero carga opuesta (positrones)
y obedece la ecuación:

(iγµ∂µ + qγµAµ −m)ψC = 0. (6.4)

Se probó que la mencionada prescripción ad hoc para C puede ser obtenida a
partir de primeros principios: la simetrı́a de conjugación de carga de las ecuacio-
nes de onda relativistas (6.2) y (6.4), conlleva en la aproximación no relativista,
a las ecuaciones de Schrödinger-Pauli (en la notación recuperamos c) para el es-
pinor de dos componentes, describiendo, respectivamente, a electrones (6.5) y
positrones (6.6) de bajas energı́as:

i
∂

∂t

( ∼
ψ1
∼
ψ2

)
=

1

2m
(−∇2 +

q2

c2
A2 +

iq

c
∇·A+2i

q

c
A ·∇− q

c
σ ·B+2mqφ)

( ∼
ψ1
∼
ψ2

)
,

(6.5)

i
∂

∂t

(
−
∼
ψ∗2
∼
ψ∗1

)
=

1

2m
(∇2− q

2

c2
A2 +

iq

c
∇·A+2i

q

c
A·∇− q

c
σ ·B−2mqφ)

(
−
∼
ψ∗2
∼
ψ∗1

)
;

(6.6)
las cuales se relacionan entre sı́ a través de la matriz Cnr.

Es importante mencionar aquı́ que la ecuación de Schrödinger-Pauli para el
positrón (ecuación 6.6) se obtuvo en [43] a partir de la ecuación de Dirac para el
positrón (ecuación 6.4), haciendo la sustitución
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ψC = eimt
∼
ψC (6.7)

y tomando el lı́mite no relativista de la ecuación resultante.
Se encontró ası́ una definición natural para la matriz de conjugación de carga

en el lı́mite no relativista:( ∼
ψ1
∼
ψ2

)
C−→

(
−
∼
ψ∗2
∼
ψ∗1

)
:= Cnr

( ∼
ψ1
∼
ψ2

)
, (6.8)

siendo:

Cnr = K

(
0 −1
1 0

)
(6.9)

antilineal y cumpliendo: C2
nr = −1, C−1

nr = −Cnr = CT
nr = −C∗nr = C†nr.

Debemos percatarnos de que, en el lı́mite no relativista, cambiar el espinor( ∼
ψ1
∼
ψ2

)
por el correspondiente espinor conjugado de carga

(
−
∼
ψ∗2
∼
ψ∗1

)
no equivale a

cambiar q por −q, lo cual sı́ ocurre en el caso relativista.
Se mostró además que en el lı́mite no relativista la conjugación de carga existe

en el contexto del grupo galileano de transformaciones (relatividad de Galileo).
Para esto en [43] se comprobó la invarianza de las ecuaciones (6.5) y (6.6), bajo
una transformación galileana de sistemas de referencia inerciales, y en [44] se dis-
cutió en detalle que la transformación pertenece al grupo de Galileo, sin necesidad
de apelar al proceso lı́mite.

Para un estudio más completo aún, quedó pendiente verificar que las ecua-
ciones de Maxwell fueran invariantes ante las aproximaciones realizadas en estos
artı́culos.

Para comprobar esto, partimos de las transformaciones para los campos E y
B a orden 1 de β [46], las cuales fueron usadas en [43]:

E = E
′
+ H

′ × β, H = H
′ − E

′ × β; (6.10)

y las sustituimos primero en las ecuaciones de Maxwell en el vacı́o:

∇× E = −1

c

∂H

∂t
, ∇ ·H = 0, (6.11)

∇×H =
1

c

∂E

∂t
, ∇ · E = 0. (6.12)
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Tuvimos en cuenta que, en esta aproximación:
∂

∂t
=

∂

∂t′
− v · ∇′; ası́ como

las siguientes identidades vectoriales:

∇× (f × g) = f(∇ · g)− g(∇ · f) + (g · ∇)f − (f · ∇)g, (6.13)

∇ · (f × g) = g · (∇× f)− f · (∇× g), (6.14)

donde f y g son dos vectores cualesquiera.
Despreciando los términos superiores a orden 1 de β, ası́ como los de orden

β/c (lo cual corresponde a despreciar los términos proporcionales también a β/c
en las ecuaciones (24 a) y (24 b) de [43]), se llegó a que las ecuaciones de Maxwell
en el vacı́o permanecen invariantes.

Para la parte no homogénea de estas ecuaciones:

∇×H− 1

c

∂E

∂t
=

4π

c
j , ∇ · E = 4πρ, (6.15)

utilizamos la transformación para el tetravector j = (cρ, j) y nuevamente des-
preciamos los términos superiores a orden 1 de β y los de orden β/c; quedando
ası́ también invariantes las ecuaciones de Maxwell en presencia de cargas y co-
rrientes.

Verificamos además que las transformaciones de Lorentz, en la aproximación
a orden 1 de β, dadas por las matrices1:

M =


1 0 0 β
0 1 0 0
0 0 1 0
β 0 0 1

 = M(β), (6.16)

forman un grupo.
Esto es:

1Por simplicidad, analizamos el caso cuando los sistemas de referencia se desplazan uno res-
pecto a otro a lo largo del eje z.
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M1M2 =


1 0 0 β1

0 1 0 0
0 0 1 0
β1 0 0 1




1 0 0 β2

0 1 0 0
0 0 1 0
β2 0 0 1



=


1 0 0 (β1 + β2)
0 1 0 0
0 0 1 0

(β1 + β2) 0 0 1

+O(β1β2). (6.17)

Existe el elemento identidad I =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

.

Existe M−1 =


1 0 0 −β
0 1 0 0
0 0 1 0
−β 0 0 1

, tal que: MM−1 = I +O(β2).

El producto de matrices es asociativo.

En resumen, en esta aproximación, ({M(β)}, ·) es un grupo abeliano, con
detM = 1 +O(β2).

Si además despreciamos los términos de orden β/c, la acción del grupo sobre
el espacio tiempo, dado por el 4-vector (ct, x), equivale a una transformación de
Galileo, dada por la matriz:

M(β) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
β 0 0 1

 . (6.18)
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6.3. Sobre el lı́mite no relativista de la operación de
conjugación de carga en el contexto de la QED

Basándonos en la existencia de estudios anteriores sobre el lı́mite no relati-
vista en teorı́as de campos, como el lı́mite no relativista de la teorı́a λΦ4 [42],
ası́ como también en los trabajos realizados sobre la operación de conjugación
de carga en el lı́mite no relativista de la ecuación de Dirac acoplada a un campo
electromagnético externo [43, 44], vamos a estudiar ahora el lı́mite no relativista
de esta operación acercándonos un poco más a la realidad, esto es, en el contexto
de la electrodinámica cuántica [47].

De la densidad lagrangiana para la QED:

LQED = ψ̄(x)(iγµ∂µ − qγµAµ(x)−m)ψ(x)− 1

4
Fµν(x)F µν(x); (6.19)

se deducen las ecuaciones para los campos de Dirac y electromagnético acoplados
([38], p. 84):

(iγµ∂µ − qγµÂµ(x)−m)ψ̂(x) = 0, (6.20)

∂F̂ µν(x)

∂xν
= q ˆ̄ψγµψ̂(x). (6.21)

En las ecuaciones (6.20) y (6.21), Âµ(x) no es considerado externo y forma
parte de la dinámica del sistema. Si en estas ecuaciones hacemos ψ̂(x) −→ ψ̂C(x)
(equivalente aquı́ a cambiar q por−q), entonces el cambio de Âµ(x) −→ −Âµ(x)
completa la operación de conjugación de carga, demostrándose la invarianza ante
C de la electrodinámica cuántica.

Si pretendemos ahora tomar el lı́mite no relativista de la QED como un todo,
debemos establecer este lı́mite tanto para ψ̂(x) como para Âµ(x). El problema
radica en que no se puede establecer un lı́mite no relativista para Âµ(x) porque la
masa del fotón es cero.

De aquı́ queda descartado que, cuando consideramos a electrones, positrones
y fotones en conjunto, tenga sentido hablar de la conjugación de carga en el lı́mite
no relativista. Como no podemos establecer el lı́mite no relativista para la QED,
nos olvidaremos en lo adelante de la ecuación (6.21) y asumiremos que el campo
electromagnético en (6.20) ahora es un campo externo clásico y de valor perfec-
tamente determinado Âµ(x) = Aµ. Es decir, vamos a estudiar a la operación de
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conjugación de carga en el contexto del campo de Dirac acoplado a un campo
electromagnético externo clásico.

Lo que se determinó en [43] y [44] fue la expresión para la matriz C en el
lı́mite no relativista de la ecuación de Dirac acoplada a un campo electromagnético
externo clásico. Faltarı́a entonces encontrar ahora al operador Ĉ, que representa a
la transformación de conjugación de carga en el espacio de Hilbert y se relaciona
con la matriz C a través de C ˆ̄ψT (x) = Ĉ†ψ̂(x)Ĉ, en el contexto del lı́mite no
relativista del campo de Dirac acoplado igualmente a un campo electromagnético
externo clásico.

Los desarrollos del campo de Dirac en términos de los operadores de crea-
ción y aniquilación están dados por las expresiones (2.7) y (2.8); satisfaciendo los
correspondientes espinores las ecuaciones (2.10) y (2.11), cuyas soluciones son
(2.12) y (2.13).

Invirtiendo las expresiones (2.7) y (2.8), obtenemos los operadores de creación
y aniquilación en términos de los operadores de campo ([32], p. 115):

b̂(p, r) =

∫
d3x

(2π)3/2

√
m

Ep

−
u(p, r)ψ̂(x)eip·x, (6.22)

d̂†(p, r) =

∫
d3x

(2π)3/2

√
m

Ep

−
v(p, r)ψ̂(x)e−ip·x, (6.23)

b̂†(p, r) =

∫
d3x

(2π)3/2

√
m

Ep

−̂
ψ(x)u(p, r)e−ip·x, (6.24)

d̂(p, r) =

∫
d3x

(2π)3/2

√
m

Ep

−̂
ψ(x)v(p, r)eip·x. (6.25)

A bajas velocidades ( |p|
c
−→ 0) los operadores de creación y aniquilación

(b̂†, d̂†, b̂, d̂) continuarán creando o aniquilando partı́culas, según sea el caso. De
esta manera, en el lı́mite no relativista se mantendrá la forma de las ecuaciones
(6.22), (6.23), (6.24) y (6.25), con la diferencia de que en este caso el término√
m

Ep
será igual a 1, ψ̂ será solución de la ecuación de Schrödinger-Pauli y los

espinores se reducirán a:

u(p, 1) =

(
1
0

)
, u(p, 2) =

(
0
1

)
,

−
u(p, 1) =

(
1, 0

)
,

−
u(p, 2) =

(
0, 1

)
, (6.26)
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v(p, 1) =

(
1
0

)
, v(p, 2) =

(
0
1

)
,

−
v(p, 1) =

(
−1, 0

)
,
−
v(p, 2) =

(
0, −1

)
. (6.27)

El operador Ĉ correspondiente al campo libre de Dirac, en función de los
operadores de creación y aniquilación está dado por ([28], p. 314):

Ĉ0 = exp(i
π

2

∫
d3p

2∑
r=1

(d̂†(p, r)b̂(p, r) + b̂†(p, r)d̂(p, r)

−b̂†(p, r)b̂(p, r)− d̂†(p, r)d̂(p, r))); (6.28)

mientras que en presencia de interacciones, el operador de conjugación de carga a
un tiempo t se convierte en ([38], p. 111):

Ĉ(t) = eiĤT tĈ0e
−iĤT t, (6.29)

donde ĤT es el hamiltoniano total (en nuestro caso, el del campo de Dirac aco-
plado al campo electromagnético externo) y Ĉ0 satisface (6.28), quedando los
operadores b̂†, d̂†, b̂, d̂ en la representación de Heisenberg.

Al tomar el lı́mite no relativista, la forma del operador Ĉ(t), dada por (6.29),
no cambia, pero entonces los operadores b̂†, d̂†, b̂, d̂ serán los correspondientes a
bajas velocidades y ĤT , el hamiltoniano de Schrödinger-Pauli.

En resumen, la operación de conjugación de carga en el contexto relativista
equivale a cambiar ψ̂(x) −→ ψ̂C(x) y Âµ(x) −→ −Âµ(x), tanto para Âµ(x)

dinámico como para Âµ(x) = Aµ externo clásico. Esto es equivalente a decir que,
en el contexto relativista, el electrón se mueve en un campo Âµ(x) tal cual lo hace
el positrón en un campo −Âµ(x).

En el lı́mite no relativista, la operación de conjugación de carga sólo tiene
sentido para Aµ externo clásico y se limita nada más a cambiar ψ̂(x) −→ ψ̂C(x).
En este caso hacer también el cambio Aµ −→ −Aµ no convierte la ecuación de
Schrödinger-Pauli para el positrón (ecuación 6.6) en la ecuación de Schrödinger-
Pauli para el electrón (ecuación 6.5). Además, de las fuentes de Aµ externo puede
pensarse que están en el infinito.

Se demostró explı́citamente que no es posible establecer la operación de con-
jugación de carga en el lı́mite no relativista de la electrodinámica cuántica como
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un todo, ya que, debido a que la masa del fotón es cero, no podemos tomar el
mencionado lı́mite al campo electromagnético. Sin embargo, sı́ podemos hablar
del lı́mite no relativista de la conjugación de carga en el contexto del campo de
Dirac en presencia de un campo electromagnético externo clásico y dar las expre-
siones, tanto para la matriz C como para el operador Ĉ, en ese caso.

En relación a si el proceso de renormalización podrı́a alterar el análisis reali-
zado anteriormente, debemos tener presente que no se están estudiando, en cada
aproximación de teorı́a de perturbaciones, los elementos de la matriz de dispersión
en el lı́mite no relativista. En su lugar, se está hablando del lı́mite no relativista
del hamiltoniano, con el cual puede calcularse posteriormente la matriz de disper-
sión. De esta manera, la renormalización no puede afectar el proceso de toma del
lı́mite.



Capı́tulo 7

El grupo CPT del campo de espı́n
3/2

7.1. Introducción

En un trabajo anterior se determinó el grupo CPT para el campo de espı́n 1/2
[31]. En el mismo se encontraron dos conjuntos de soluciones consistentes para las
matrices de conjugación de carga (C), paridad (P ), e inversión temporal (T ), las
cuales conllevan a transformaciones para el campo de la forma: ψ̂C(x) = C ˆ̄ψT (x),
ψ̂Π(xΠ) = Pψ̂(x) y ψ̂τ (xτ ) = T ψ̂(x)∗, donde xΠ = (t,−x) y xτ = (−t,x). Estos
conjuntos están dados por:

a) CD = ±γ2γ0, PD = ±iγ0, TD = ±iγ3γ1,
b) CD = ±iγ2γ0, PD = ±iγ0, TD = ±γ3γ1.

Cada uno de estos conjuntos genera un grupo no abeliano de dieciséis elemen-
tos, respectivamente, G(1)

θ
∼= DH8 × Z2 y G(2)

θ
∼= 16E, donde DH8

∼= D4 y 16E
es una extensión no trivial de DH8 por Z2, isomorfa al producto semidirecto de
estos grupos.

Por otra parte, el grupo de operadores cuánticos Ĉ, P̂ , T̂ , que actúan sobre el
espacio de Hilbert, genera un único grupo Gθ̂

∼= DC8 × Z2, donde DC8
∼= Q.

Teniendo esto en cuenta, decidimos estudiar el grupo CPT para el campo de
espı́n 3/2 (campo de Rarita-Schwinger), tanto para el caso masivo como el sin
masa [48].
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Para describir a partı́culas de espı́n 3/2 resulta necesario el conjunto de ecua-
ciones:

(iγα∂α −m)ψ̂µ(x) = 0, (7.1)
γµψ̂µ(x) = 0, (7.2)

donde ∂µ = ∂
∂xµ

. A este conjunto de dos ecuaciones se le llama la ecuación de
Rarita-Schwinger [15]. La primera de ellas es una ecuación tipo Dirac para cada
componente del vector de espinores ψ̂µ y la segunda es conocida como la condi-
ción subsidiaria.

7.2. Paridad
Si queremos estudiar la invarianza ante paridad de la ecuación de Rarita-

Schwinger, necesitamos recurrir al análisis hecho para la ecuación de Dirac en
[31] y además considerar la invarianza ante paridad de la ecuación subsidiaria.

Multiplicando esta ecuación por la izquierda por P , cambiando x → −x e
insertando la unidad, se tiene:

Pγ0P−1Pψ̂0(t,−x) + Pγ1P−1Pψ̂1(t,−x) + Pγ2P−1Pψ̂2(t,−x)

+Pγ3P−1Pψ̂3(t,−x) = 0, (7.3)

pero debemos tener en cuenta que el vector de espinores cambia ante paridad de
la siguiente manera:

ψ̂µ(t,x) =


ψ̂0(t,x)

ψ̂1(t,x)

ψ̂2(t,x)
ψ3(t,x)

 −→ ψ̂µπ(t,x) =


Pψ̂0(t,−x)

−Pψ̂1(t,−x)

−Pψ̂2(t,−x)
−Pψ3(t,−x)

 ; (7.4)

donde ψ̂µπ(t,x) puede escribirse como ψ̂µπ(t,x) = PPψ̂µ(t,−x), con P ∈
O(1, 3) dado por:

P =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 (7.5)
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y P ∈ D16, siendo D16 el álgebra de Dirac.
Sustituyendo entonces las componentes de ψ̂µπ(t,x) en (7.3) se obtiene:

Pγ0P−1ψ̂0π(t,x)− PγkP−1ψ̂kπ(t,x) = 0, (7.6)

de donde podemos deducir las restricciones para P :

Pγ0P−1 = γ0, PγkP−1 = −γk, (7.7)

o

Pγ0P−1 = −γ0, PγkP−1 = γk. (7.8)

Las relaciones (7.7) coinciden con las que se obtienen de la ecuación de Dirac,
cuya solución ya conocida es PD = ±iγ0, mientras que de las (7.8) se obtiene
P = P

′
= zγ3γ2γ1, con z ∈ C∗ = C− {0}.

Haciendo el mismo análisis que en [31], tenemos dos posibilidades para cada
P :

a) P 2 = +1 ⇒ z = ±1 ⇒ P
′
= ±γ3γ2γ1;

b) P 2 = −1 ⇒ z = ±i ⇒ P
′
= ±iγ3γ2γ1.

En el primer caso:

a)P
′† = P

′
= P

′−1 = −P ′T = −P ′∗, (7.9)

y en el segundo:

b)P
′† = −P ′

= P
′−1 = P

′T = −P ′∗. (7.10)

7.3. Conjugación de carga
Para estudiar la invarianza ante conjugación de carga de la ecuación subsidia-

ria, debemos tomar el complejo conjugado de esta ecuación, multiplicarlo por la
izquierda por Cγ0 e insertar la matriz unidad. Esto es:
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(Cγ0)γµ∗(Cγ0)−1ψ̂µC(x) = 0, (7.11)

donde ψ̂µC(x) = Cγ0ψ̂∗µ(x).
En este caso, las restricciones sobre C son:

(Cγ0)γµ∗(Cγ0)−1 = γµ, (7.12)

o

(Cγ0)γµ∗(Cγ0)−1 = −γµ. (7.13)

Teniendo en cuenta que γ0γµ∗γ0 = γµT , podemos encontrar las soluciones
para las matrices C. La ecuación con el signo negativo es la misma que en el caso
de Dirac y conlleva a C = CD = ηγ2γ0. Sin embargo, de (7.12) se llega a:

CγµTC−1 = γµ, (7.14)

la cual conduce a la solución C = C
′
= ηγ3γ1.

Una segunda aplicación de la transformación de conjugación de carga conlleva
al mismo resultado que en [31] para CD, mientras que para C ′ tenemos:

(ψ̂C)C = ψ̂C2 = C
′ ˆ̄ψTC = C

′
(ψ̂†Cγ

0)T = C
′
γ0ψ̂∗C = C

′
γ0C

′∗γ0ψ̂ = −C ′
C

′∗ψ̂

= −|η|2γ3γ1γ3∗γ1∗ψ̂ = |η|2(γ3)2(γ1)2ψ̂ = |η|2ψ̂. (7.15)

Como el efecto sobre ψ̂ puede ser, como máximo, la multiplicación por una
fase, entonces η ∈ U(1) y C ′ es unitaria. Esto es:

C
′
C

′† = ηγ3γ1η̄(γ3γ1)† = |η|2γ3γ1γ1γ3 = |η|2γ3(γ1)2γ3 = |η|21 = 1. (7.16)

De aquı́ que, para C = C
′ , también se cumpla que ψ̂C2 = ψ̂.

Por otra parte, para la transformación del espinor conjugado de Dirac, tenı́amos:

ˆ̄ψC = (ψ̂†γ0)C = ψ̂†Cγ
0 = (Cγ0ψ̂∗)†γ0 = ψ̂∗†γ0C†γ0 = ψ̂Tγ0η̄(γ2γ0)†γ0

= −η̄ψ̂Tγ2γ0 = −η̄2ψ̂Tηγ2γ0 = −η̄2ψ̂TC (7.17)

y teniendo en cuenta que ˆ̄ψψ̂ es el operador de densidad de carga, para C = C
′ ,

tenemos:
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( ˆ̄ψψ̂)C = ˆ̄ψCψ̂C = −η̄2ψ̂TC
′
C

′ ˆ̄ψT = −η̄2C
′2( ˆ̄ψψ̂)T = −η̄2C

′2 ˆ̄ψψ̂

= (η̄η)2 ˆ̄ψψ̂ = |η|4 ˆ̄ψψ̂ = − ˆ̄ψψ̂; (7.18)

de donde se obtiene en este caso que |η|4 = −1.
Al igual que en [31], debido a consideraciones de simetrı́a, −η̄2 = ±1 y por

tanto, η2 = ∓1, lo que implica que η = ±1,±i.
Finalmente, para el campo de espı́n 3/2 existen dos posibilidades para cada C:

a) C ′
= ±γ3γ1, CD = ±γ2γ0;

b) C ′
= ±iγ3γ1, CD = ±iγ2γ0.

7.4. Inversión temporal
Comenzamos de nuevo con la ecuación subsidiaria, cambiamos ahora t→ −t,

tomamos el complejo conjugado e insertamos la unidad:

Tγ0∗T−1T ψ̂0(−t,x)∗ + Tγ1∗T−1T ψ̂1(−t,x)∗ + Tγ2∗T−1T ψ̂2(−t,x)∗

+Tγ3∗T−1T ψ̂3(−t,x)∗ = 0, (7.19)

pero debemos tener en cuenta que el vector de espinores cambia ante inversión
temporal de la siguiente manera:

ψ̂µ(t,x) =


ψ̂0(t,x)

ψ̂1(t,x)

ψ̂2(t,x)
ψ3(t,x)

 −→ ψ̂µτ (t,x) =


−T ψ̂0(−t,x)∗

T ψ̂1(−t,x)∗

T ψ̂2(−t,x)∗

Tψ3(−t,x)∗

 ; (7.20)

donde ψ̂µτ (t,x) puede escribirse como ψ̂µτ (t,x) = T T ψ̂µ(−t,x)∗, con T ∈
O(1, 3) dado por:

T =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (7.21)

y T ∈ D16.
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Sustituyendo entonces las componentes de ψ̂µτ (t,x) en (7.19) se obtiene:

−Tγ0∗T−1ψ̂0τ (t,x) + Tγk∗T−1ψ̂kτ (t,x) = 0, (7.22)

de donde podemos deducir las restricciones para T :

Tγ0T−1 = γ0, Tγk∗T−1 = −γk, (7.23)

o

Tγ0T−1 = −γ0, Tγk∗T−1 = γk. (7.24)

Las relaciones (7.23) coinciden con las que se obtienen de la ecuación de
Dirac, cuya solución ya conocida es TD = eiλγ3γ1, mientras que de las (7.24) se
obtiene T = T

′
= wγ2γ0, con w ∈ C∗ = C− {0}.

Al aplicar τ dos veces se obtenı́a en [31]:

ψ̂(t,x)→ ψ̂τ (t,x) = T ψ̂(−t,x)∗ → T (T ψ̂(t,x)∗)∗ = TT ∗ψ̂(t,x). (7.25)

Pero para T = T
′:

T
′
T

′∗ = |w|2γ2γ0(γ2γ0)∗ = −|w|2γ2γ0γ2γ0 = |w|2γ2γ2γ0γ0 = −|w|21.
(7.26)

y por lo tanto,

ψ̂τ2 = −ψ̂, (7.27)

por un argumento similar al usado para C. De esta forma T ′
T

′∗ = −1, lo que
implica T ′∗ = −T ′−1 y w ∈ U(1). Entonces T ′

= eiλγ2γ0 y T ′† = e−iλγ2γ0.

7.5. Fijando el cuadrado de P
′

Fue demostrado en [31] que C y P deben satisfacer la relación:

C(P−1)TC−1 = P. (7.28)

Considerando las dos posibilidades para C ′ y las dos posibilidades para P ′ ,
tenemos:

a)C
′
(P

′−1)TC
′−1 = γ3γ1(P

′−1)T (−γ3γ1) =

{
γ3γ1(±γ3γ2γ1)γ3γ1 = −P ′

−γ3γ1(±iγ3γ2γ1)γ3γ1 = P
′
,
(7.29)
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b)C
′
(P

′−1)TC
′−1 = (iγ3γ1)(P

′−1)T (iγ3γ1) =

{
γ3γ1(±γ3γ2γ1)γ3γ1 = −P ′

−γ3γ1(±iγ3γ2γ1)γ3γ1 = P
′
;
(7.30)

lo cual implica P ′
= ±iγ3γ2γ1 y P ′2 = −1.

7.6. Compatibilidad entre C
′ y T

′

De [31] sabemos que C y T cumplen la relación:

CT ∗ = TC∗. (7.31)

Considerando de nuevo las dos soluciones para C = C
′ y T = T

′:

a)C
′∗ = C

′
, ⇒ C

′
T

′∗ = T
′
C

′ ⇐⇒
γ3γ1(−e−iλγ2γ0) = eiλγ2γ0γ3γ1

−e−iλγ3γ1γ2γ0 = eiλγ3γ2γ0γ1

−e−iλγ3γ1γ2γ0 = eiλγ3γ1γ2γ0 (7.32)

lo que implica
e2iλ = −1 ⇒ λ = (2k + 1)

π

2
, (7.33)

con k ∈ Z; entonces

eiλ = (−1)ki =

{
i, para k par
−i, para k impar.

(7.34)

Ası́, T ′
= ±iγ2γ0.

b)C
′∗ = −C ′

, ⇒ C
′
T

′∗ = −T ′
C

′ ⇐⇒
γ3γ1(−e−iλγ2γ0) = −eiλγ2γ0γ3γ1

−e−iλγ3γ1γ2γ0 = −eiλγ3γ2γ0γ1

e−iλγ3γ1γ2γ0 = eiλγ3γ1γ2γ0 (7.35)

lo que implica
e2iλ = 1 ⇒ λ = kπ, (7.36)

con k ∈ Z; entonces

eiλ = (−1)k =

{
1, para k par
−1, para k impar.

(7.37)

Ası́, T ′
= ±γ2γ0.
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7.7. El grupo CPT del espı́n 3/2 con masa
En resumen, se tiene tanto el conjunto de matrices:

a) CD = ±γ2γ0, PD = ±iγ0, TD = ±iγ3γ1,
b) CD = ±iγ2γ0, PD = ±iγ0, TD = ±γ3γ1;

como el conjunto:

a) C ′
= ±γ3γ1, P

′
= ±iγ3γ2γ1, T

′
= ±iγ2γ0,

b) C ′
= ±iγ3γ1, P

′
= ±iγ3γ2γ1, T

′
= ±γ2γ0;

satisfaciendo la condición subsidiaria. Pero sólo las matrices CD, PD, TD satisfa-
cen además las ecuaciones tipo Dirac; por lo que son ellas quienes conforman al
grupo CPT matricial del espı́n 3/2 con masa.

Para encontrar el grupo CPT de operadores se sigue el mismo procedimiento
desarrollado en [31] para el caso del correspondiente grupo CPT de Dirac.

Siendo Â y B̂ alguno de los operadores ĈD, P̂D y T̂D, y ψ̂ cada componente
del vector de espinores ψ̂µ(x), se definen:

Â · ψ̂ = Â†ψ̂Â (7.38)

y
(Â ∗ B̂) · ψ̂ = (ÂB̂)†ψ̂(ÂB̂). (7.39)

Haciendo uso de las anteriores expresiones y con apoyo en el grupo CPT ma-
tricial a través de las fórmulas que vinculan las partes matriciales con las de ope-
radores:

Pψ̂(t,−x) = P̂ †ψ̂(t,x)P̂ ,

C ˆ̄ψT (x) = Ĉ†ψ̂(x)Ĉ,

T ψ̂(−t,x)∗ = T̂ †ψ̂(t,x)†T̂ ; (7.40)

se obtienen en [31] las relaciones:

P̂D ∗ P̂D = −1, ĈD ∗ ĈD = 1, T̂D ∗ T̂D = −1,

T̂D ∗ P̂D = −P̂D ∗ T̂D, ĈD ∗ P̂D = P̂D ∗ ĈD, ĈD ∗ T̂D = T̂D ∗ ĈD; (7.41)
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con las cuales se construye, usando además la propiedad de asociatividad, la tabla
de multiplicación para el grupo CPT de operadores (tabla 3.1).

En [31] fue demostrado además que sólo la segunda de las dos soluciones para
el grupo de matrices (G(2)

θ
∼= 16E ∼= D4 o Z2 ), es compatible con el grupo de

operadores (Gθ̂
∼= Q× Z2).

Entonces podemos resumir que para el espı́n 3/2 con masa, tanto el grupo CPT
matricial como el de operadores coinciden con los obtenidos en el caso del campo
de Dirac.

7.8. El grupo CPT del espı́n 3/2 sin masa
Si hacemos cero la masa en la ecuación tipo Dirac y analizamos en la ecuación

que nos queda,

iγα∂αψ̂(x) = 0, (7.42)

su comportamiento ante paridad, conjugación de carga e inversión temporal, tal
cual lo hicimos para la condición subsidiaria, respectivamente, tenemos:

i(Pγ0P−1∂0 − PγiP−1∂i)ψ̂Π(x) = 0, (7.43)

(i∂µ + qAµ)(Cγ0)γµ∗(Cγ0)−1ψ̂C(x) = 0. (7.44)

i(γ0∗ ∂

∂t
− γk∗ ∂

∂xk
)ψ̂τ (x) = 0. (7.45)

De las anteriores ecuaciones se pueden obtener entonces las correspondientes
restricciones para las matrices C, P y T , siendo las mismas, respectivamente:

Pγ0P−1 = ±γ0, PγkP−1 = ∓γk,
CγµTC−1 = ±γµ,

Tγ0T−1 = ±γ0, Tγk∗T−1 = ∓γk. (7.46)

Estas relaciones generan los mismos conjuntos de matrices CD, PD, TD y
C

′
, P

′
, T

′ que arrojaba la condición subsidiaria. La diferencia radica en que en
este caso no tenemos un criterio evidente para preferir uno de los conjuntos.
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No obstante, sabemos que sólo existen tres grupos no abelianos con tres ge-
neradores de dieciséis elementos: G(1)

θ
∼= D4 × Z2 (con cuatro menos unos en

la diagonal de la tabla de multiplicación del grupo), G(2)
θ
∼= D4 o Z2 (con ocho

menos unos en la diagonal) yGθ̂
∼= Q×Z2 (con doce menos unos en la diagonal).

Entonces, los posibles grupos que se obtengan del conjunto de matrices C ′
, P

′
, T

′

sólo pueden ser algunos de esos tres.
Calculando los elementos de la diagonal, para el primer caso tenemos:

a) C
′2 = −1, P

′2 = −1, T
′2 = −1,

(C
′
P

′
)2 = 1, (C

′
T

′
)2 = 1, (P

′
T

′
)2 = −1, θ

′
= 1; (7.47)

mientras que para el segundo:

b) C
′2 = 1, P

′2 = −1, T
′2 = 1,

(C
′
P

′
)2 = −1, (C

′
T

′
)2 = 1, (P

′
T

′
)2 = 1, θ

′
= 1. (7.48)

De aquı́ podemos concluir que el caso a) corresponde ahora al grupo G(2)
θ
∼=

D4 o Z2 (con 4 × 2 = 8 menos unos en la diagonal), mientras que el caso b)
es G(1)

θ
∼= D4 × Z2 (con 2 × 2 = 4 menos unos en la diagonal). Entonces el

conjunto de matrices CD, PD, TD y el C ′
, P

′
, T

′ generan los dos mismos grupos
CPT matriciales: G(1)

θ y G(2)
θ .

De [31] se sabe que el grupo matricial correcto es el G(2)
θ y al mismo corres-

ponde el grupo de operadores Gθ̂.

7.9. Comentarios finales
Encontramos que para el campo de espı́n 3/2, tanto el grupo CPT matricial

como el de operadores, coinciden con los obtenidos para el campo de Dirac.
Tanto en el caso masivo como en el sin masa, la ecuación subsidiaria arroja un

nuevo conjunto de matrices C ′
, P

′
, T

′ , además del conocido conjunto CD, PD, TD
que sale de las ecuaciones tipo Dirac. Cuando consideramos la masa es fácil des-
cartar el conjunto primado pues no cumple con las ecuaciones tipo Dirac, pero al
no contemplar la misma es necesario demostrar que los conjuntos CD, PD, TD y
C

′
, P

′
, T

′ conducen a los mismos grupos CPT que en el caso de Dirac.



Capı́tulo 8

Conclusiones generales

Nos habı́amos propuesto como objetivos principales de esta tesis doctoral estu-
diar el lı́mite no relativista de la operación de conjugación de carga en el contexto
de la electrodinámica cuántica y determinar el grupo CPT para el campo de espı́n
3/2.

Al realizar la investigación correspondiente llegamos a la conclusión de que
no es posible establecer el mencionado lı́mite en el marco de la QED, por tener el
fotón masa cero. No obstante, fue posible establecer el lı́mite galileano de C para
el campo de Dirac en presencia de un campo electromagnético externo clásico,
dando explı́citamente las expresiones tanto para la matriz C [43], como para el
operador Ĉ y los operadores de creación y aniquilación de electrones y positrones
[47], en este caso.

En cuanto al grupo CPT para el campo de espı́n 3/2 encontramos que tanto el
grupo matricial (G(2)

θ
∼= D4 o Z2) como el de operadores (Gθ̂

∼= Q × Z2) coin-
ciden con los obtenidos para el campo de Dirac. Analizamos también, como caso
particular, al campo de espı́n 3/2 sin masa, debido a su importancia por tratarse
posiblemente del campo del gravitino. Conluimos que nuestros resultados no de-
penden de si el campo posee o no masa. Como en ambos casos estamos tratando
con espines semienteros, para el campo de espı́n 3/2 se obtuvo que P 2 = −1, al
igual que para el campo de espı́n 1/2.

Adicionalmente a estos objetivos demostramos que el grupo CPT de operado-
res para el campo cuántico de Dirac, el cual incluye a la operación de conjugación
de carga, emerge de manera natural a partir del grupo PT y sus subgrupos P (o
T ), es decir, a partir de matrices que actúan sobre el espacio-tiempo clásico de
Minkowski.

Asimismo calculamos las representaciones irreducibles inequivalentes tanto



80 Conclusiones generales

del mencionado grupo operacional para el campo de espı́n 1/2 (Q×Z2), como del
grupo CPT del campo electromagnético (Z3

2). Encontramos que, desde el punto
de vista de la teorı́a de grupos, el campo del fotón ante las transformaciones C, P,
T, es independiente del comportamiento del campo del electrón-positrón. Por esta
razón, el grupo CPT de la electrodinámica cuántica es el producto directo de los
dos anteriores grupos ((Q× Z2)× Z3

2
∼= Q× Z4

2).
En resumen, en este trabajo estudiamos principalmente las estructuras de gru-

pos CPT para los campos libres de Dirac, electromagnético y de Rarita-Schwinger;
ası́ como también para el caso de la electrodinámica cuántica. Calculamos además
las correspondientes representaciones irreducibles de estos grupos.
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[25] G. Bayn, 1990, Lectures on Quantum Mechanics (Addison-Wesley Publis-
hing Company, Inc), 38-45.
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Índice de tablas

3.1. Tabla de multiplicación para el grupo CPT de operadores, Gθ̂(ψ̂),
del campo de Dirac . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3.2. Tabla de multiplicación para el grupo CPT de operadores,Gθ̂(Âµ),
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