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Resumen

En el presente trabajo se estudian las propiedades estadisticas del transporte de
ondas en una guia de ondas desordenada. Las propiedades estadisticas del bloque con-
stitutivo de longitud 0L se derivan a partir de un modelo de potencial y se usan para
encontrar la evolucién con la longitud de los valores esperados de cantidades fisicas. En
el modelo del potencial las unidades dispersoras son rebanadas delgadas, que se ideal-
izan como potenciales delta, perpendiculares a la direccion longitudinal de la guia de
onda; la variacién del potencial en la direccién transversal se considera arbitraria. Los
pardmetros que definen una rebanada se consideran estadisticamente independientes de
los correspondientes a cualquier otra rebanada e idénticamente distribuidos. En el limite
denso de dispersion débil, en el que los potenciales de las rebanadas son muy débiles y
la densidad lineal de éstas es muy grande, de tal manera que los caminos libres medios
resultantes son fijos, las correspondientes propiedades estadisticas de la guia sélo de-
penden de los caminos libres medios y no de otra propiedad de la distribucién de la
rebanada. La universalidad que se obtiene demuestra la existencia de un teorema de
limite central generalizado. Nuestro resultado principal es una ecuacion de difusion en
el espacio de matrices de transferencia de nuestro sistema, que describe la evoluciéon con
la longitud de las propiedades de transporte de interés. A diferencia de trabajos anteri-
ores, en el presente andlisis la energia de la particula incidente se toma en cuenta en la
descripcion. Para un s6lo modo de propagacion, N = 1, hemos sido capaces de resolver
la ecuacién de difusion para un nimero particular de observables y la solucion tiene
un buen acuerdo con los resultados de célculos microscopicos. En general, no hemos
podido hallar una solucién de la ecuacion de difusién, por lo que se desarrollé un méto-
do numérico, llamado “caminante aleatorio en el espacio de matrices de transferencia”,
en el que numéricamente se implementan las propiedades estadisticas de un “bloque
constitutivo”, y entonces varios bloques constitutivos se combinan para encontrar las
propiedades estadisticas la guia completa. Los resultados asi obtenidos (en el cual se
hizo uso de la “aproximacién de longitud de onda corta”) muestran un buen acuerdo
con los correspondientes calculos microscépicos, tanto en el caso de desorden de volumen
como de superficie.

El bloque constitutivo es por si mismo un sistema de interés fisico, ya que sus
propiedades estadisticas también pueden estudiarse experimentalmente en el laborato-
rio. Por esta razén hemos incluido un estudio del bloque constitutivo usando un método
perturbativo basado en la serie de Born, que sélo es valido en el régimen balistico y en
la aproximacion de longitud de onda corta. Este método ha permitido obtener analitica-
mente el comportamiento de observables de interés para los que no hemos podido resolver
la ecuacién de difusién. A diferencia del método de la ecuacién de difusién, en el que la
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contribucion de los canales cerrados se toma en cuenta de manera aproximada, en este
tratamiento la contribucion de los canales cerrados se toma en cuenta explicitamente. En
trabajos anteriores se obtuvo evidencia numérica que muestra que el valor esperado de
ciertos observables (por ejemplo la conductancia e intensidades) es insensible al niimero
de canales cerrados que se consideren en el calculo; mediante este método se pudo de-
mostrar que la contribucién de los canales cerrados es relevante para las amplitudes,
pero despreciable en el caso de las intensidades y la conductancia. Todos los resultados
obtenidos mediante este método muestran un buen acuerdo con los correspondientes
resultados numéricos.

Con la intencion de presentar la tesis de manera pedagogica, hemos incluido, para
el beneficio de expertos e inexpertos, dos capitulos de referencia en los que se pueden
consultar todos los conceptos y herramientas que se utilizardan en la tesis. De igual
manera hemos escrito un conjunto de apéndices en los que se exponen los calculos mas
complicados y material complementario.



Summary

We study the statistical properties of wave scattering in a disordered waveguide.
The statistical properties of a “building block” of length 6 L are derived from a potential
model and used to find the evolution with length of the expectation value of physical
quantities. In the potential model the scattering units consist of thin potential slices,
idealized as delta slices, perpendicular to the longitudinal direction of the waveguide;
the variation of the potential in the transverse direction may be arbitrary. The sets of
parameters defining a given slice are taken to be statistically independent from those of
any other slice and identically distributed. In the dense-weak-scattering limit, in which
the potential slices are very weak and their linear density is very large so that the
resulting mean free paths are fixed, the corresponding statistical properties of the full
waveguide depend only on the mean free paths and on no other property of the slice
distribution. The universality that arises demonstrates the existence of a generalized
central-limit-theorem. Our main result is a diffusion equation in the space of transfer
matrices of our system, which describes the evolution with the length L of the disordered
waveguide of the transport properties of interest. In contrast to earlier works, in the
present analysis the energy of the incident particle is fully taken into account. For one
propagating mode, N = 1, we have been able to solve the diffusion equation for a
number of particular observables, and the solution is in excellent agreement with the
results of microscopic calculations. In general, we have not succeeded in finding a solution
of the diffusion equation. We have thus developed a numerical simulation, to be called
“random walk in the transfer matrix space”, in which the universal statistical properties
of a “building block” are first implemented numerically, and then the various building
blocks are combined to find the statistical properties of the full waveguide. The reported
results thus obtained (in which used was made of a “short-wave-length approximation”)
are in very good agreement with those arising from truly microscopic calculations, for
both bulk and surface disorder.

The building block has a physical interest in itself because its statistical properties
can also be studied experimentally in the laboratory. For this purpose we have included
a studied of a building block using a perturvative method based on Born series, which
is valid only in the ballistic regime and in the short-wave-length approximation. This
method has allowed to find, analytically, the behavior of quantities of interest that
we have not been able to find from diffusion equation. In contrast with the diffusion
equation method, which takes into account approximately the contribution of closed
channels, this method takes them explicitly. In earlier works, numerical evidence was
found that the expectation values of some interesting quantities are insensitive to the
number of closed channels that were used on the calculations; with this method, we
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could show that closed channels are relevant for the expectation values of amplitudes,
but irrelevant for the intensities and conductance expectation values. The results of this
method show a good agrement with numerical simulations.

Since the thesis has a clear pedagogical aim, we have included for the benefit of
experts and nonexperts, two chapters in which we can review the concepts that we
will use through this thesis; analogously, we have written a number of appendixes that
contain the more involved calculations.
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Introduccion

El estudio de fenémenos complejos de dispersion de ondas, como lo son las fluctua-
ciones estadisticas de la transmisién o reflexion, es de gran interés en diversos campos
de la fisica [1-12], por ejemplo: en sistemas electromagnéticos, cudnticos y acusticos.
La complejidad de estos fenémenos proviene de la naturaleza cadtica de la dinamica
clasica, como sucede en una cavidad de microondas y en los puntos cuanticos, o de la
naturaleza aleatoria del potencial dispersor, como sucede en un conductor desordenado
o, en general, en guias de ondas desordenadas. El iltimo caso sera el que estudiaremos
en el presente trabajo. La complejidad del problema no sélo se debe a las fluctuaciones
en el potencial, sino también a que se trata de un problema de dispersion maultiple
y coherente; el problema se estudiara para un sistema cudntico, pero la aplicabilidad
del modelo puede extenderse a sistemas de ondas cldsicas.
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Figura 1: La conductancia de un Si-MOSFET (10um de largo y aproximadamente 0,05um de

ancho) como funcién del voltaje de compuerta para tres temperaturas.

El estudio de la dispersion en sistemas desordenados debe enfocarse desde un punto
de vista estadistico, pues un cambio en algin parametro externo cambia por completo
el patrén de interferencia producido por estos sistemas; por lo tanto, sélo es factible



2 Introduccion

un tratamiento estadistico. Por esta razén el titulo de la presente tesis es: FEstudio
estadistico de la dispersion de ondas en guias de ondas desordenadas.

A continuacién mostramos algunos ejemplos en los que un cambio en un parametro
externo cambia por completo el patron de interferencia:

» En la figura 1 se muestra la conductancia de una muestra especifica de Si-MOSFET
a tres diferentes temperaturas, la cual muestra fuertes fluctuaciones como funcién
del voltaje de compuerta; estos patrones son reproducibles para cada muestra pero
cambian completamente al cambiar la muestra. [4, figura 1 del prefacio.

= La figura 2 muestra los resultados numéricos para el coeficiente de transmision
T de una cavidad cadtica bidimensional como funcién de la energia de inciden-
cia. En la figura se observan fuertes fluctuaciones del coeficiente de transmisién
de la cavidad abierta. Estas fluctuaciones se deben a que las resonancias de la
cavidad se superponen. La superposicién de las resonancias depende del nimero
de canales abiertos siendo més importante conforme el niimero de canales aumen-
ta. Las fluctuaciones del coeficiente de transmisién son reproducibles para cada
muestra [10, figura 6.1].

Figura 2: Solucién numérica de la ecuacién de Schrodinger para el coeficiente de transmision
T como funcién de la energfa de incidencia (k* = 2mFE/h?) de una cavidad cadtica abierta en

dos dimensiones.

En este trabajo estudiaremos la dispersién producida por un potencial aleatorio en
el interior de una guia de ondas bidimensional. Dicho potencial representara el desorden



Introduccion

microscopico en la guia. El patrén de interferencia que produce una muestra diferira de
manera importante al cambiar la muestra, es decir, al cambiar la realizacion del des-
orden microscépico. Simulaciones numéricas muestran que el patrén es tan sensible a
la configuracion del desorden que si se consideran dos configuraciones que son idénticas
salvo una impureza, entonces se observa que los patrones de éstas son completamente
diferentes [13]; por lo tanto, se requiere un tratamiento estadistico.

La descripcion estadistica del problema considera un ensemble de guias de ondas,
todas con longitud L; a cada elemento del ensemble se le asocia una matriz de trans-
ferencia [ver seccién 2.5, ecuacién (2.49)] que representa una posible configuracién del
desorden microscopico. De esta manera, se construye un ensemble de matrices de trans-
ferencia, del cual se obtendran los wvalores esperados de observables macroscopicos. Lo
anterior sugiere aplicar un modelo de matrices aleatorias para el ensemble de matrices de
transferencia. Como se explicara en el Capitulo 4, es conveniente describir la dispersion
en términos de la matriz de transferencia en vez de hacerlo con la matriz de dispersién.

Los estudios previos en este tipo de sistemas han encontrado notables regularidades
estadisticas, ya que la distribuciéon de probabilidad de cantidades macroscopicas sélo
depende de algunos parametros fisicos relevantes (por ejemplo el camino libre medio
¢), siendo intrascendente la mayoria de los detalles microscépicos. Estas distribuciones
limite reflejan la existencia un teorema de limite central generalizado (CLT por sus
siglas en inglés: central limit theorem) que les da un cardcter universal. A continuacién
se resumira la manera en que algunos de estos trabajos han abordado el problema, las
caracteristicas de los modelos utilizados y los resultados mas importantes obtenidos en
algunos de estos trabajos:

» Mello y Shapiro [14] mostraron que en el limite denso de dispersién débil [DWSL
por sus siglas en inglés: dense-weak-scattering limit; ver seccion 4.3.2, ecuacién
(4.32)] se obtiene una distribucidn limite de cantidades fisicas. Dicho resultado
se obtuvo para una clase particular de modelos donde las unidades dispersoras
microscépicas se definen mediante sus matrices de transferencia (ver seccién 2.5)
para las que se supuso una distribucion isotrépica de las fases. Dicha distribucién
limite representa un teorema de limite central asociado con el producto de matrices
de trasferencia. En ese modelo, el tnico parametro fisico relevante que aparece
en el resultado final (en el DWSL) y que estd relacionado con algunos detalles
microscépicos, es el camino libre medio ¢ [ver ecuacién (4.22)].

» El resultado obtenido en [14] es consistente con el resultado que se encuentra
mediante el modelo de mdzima entropia [15], el cual obtiene la ecuacién de difusién
de DMPK (Dorokhov [16] y Mello, Pereyra y Kumar [15]). A pesar de que la
ecuacion de DMPK tuvo éxito en el estudio de la distribucion de la conductancia
6], ésta falla cuando la diferencia entre los modos de propagacion es relevante. Por
ejemplo, para guias de ondas con desorden de volumen, la ecuacién de DMPK da
una descripcién excelente, mientras que para desorden superficial falla [11,17].

= Mello y Tomsovic [18] estudiaron una clase de distribucién limite més amplia que
la estudiada en la referencia [14], donde la suposicién de isotropia de las fases no
se utilizé. Una vez mas el DWSL jugd un papel esencial dando como resultado
un teorema de limite central méas generalizado que el que obtuvieron Mello y
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Shapiro en la referencia [14]. Los pardmetros relevantes en este modelo son los
caminos libres medios relacionados con procesos de dispersion de los diferentes
modos de propagacién que admite la guia. Cuando todos los caminos libres medios
son iguales se recupera la ecuacién de difusién de DMPK [15]. Por esta razoén, el
modelo de Mello y Tomsovic es un candidato para estudiar la influencia que los
diferentes modos tienen en la dispersion en una guia con desorden en la superficie.
Las ideas utilizadas en este modelo son andlogas a las que se utilizan en el estudio
del movimiento Browniano [19]: a una gufa de ondas de longitud L se le afiade
un subsistema de longitud §L < L, que llamaremos bloque constitutivo (BB por
sus siglas en inglés: building block), pequenio a escala macroscépica, pero que ain
contiene muchos dispersores en su interior. La longitud d L del bloque constitutivo
es el andlogo al intervalo de tiempo dt (pequenio macroscépicamente) en el que una
particula Browniana sufra muchas colisiones con las moléculas a su alrededor [20].

» En los modelos de las referencias [14,15,18] se hace la suposicién de que el sistema
es invariante ante inversiones temporales [TRI por sus siglas en inglés: time reversal
invariance; ver ecuaciones (2.72)-(2.73)]. Hay que resaltar que estos modelos son
generales; ya que se hacen para la matriz de transferencia sin hacer mencién del
potencial microscopico; ademas, dichos modelos son vélidos en un régimen de altas
energias en el que el camino libre medio ¢ es mucho mayor que la longitud de onda

A

La motivacion del presente trabajo es obtener la ecuacion de difusién que gobierna
la evolucién (con la longitud L) de los valores esperados de observables fisicos; sin
embargo, a diferencia de los trabajos previos, lo anterior se haréd a partir de un modelo
del potencial, lo que nos permitira relajar algunas de las aproximaciones hechas en otros
trabajos; por ejemplo: la ecuacion de difusiéon que obtendremos no esta restringida al
régimen de altas energias; de hecho, ese régimen se obtendra a partir del modelo que
desarrollaremos en el presente trabajo.

La organizacion de la Tesis es la siguiente:

En el Capitulo 1 presentaremos algunos conceptos bésicos de la dispersién electro-
magnética y cuantica que usualmente se estudian en los libros de texto; por ejemplo: en
ambos casos discutiremos el método de la funcién de Green (ver seccién 1.2), el concepto
de seccion eficaz y la serie de Born; ademas, discutiremos las similitudes y diferencias
entre ambos casos. En el caso electromagnético daremos la explicaciéon elemental del
azul del cielo fendmeno que, como sabemos, se explica al considerar las fluctuaciones en
la densidad de particulas del aire.

En el Capitulo 2 expondremos con todo detalle la dispersion que produce un potencial
arbitrario en una guia de ondas bidimensional. Lo anterior se hara en el lenguaje de la
Mecénica Cuéntica, por lo que partiremos de la ecuacién de Schrodinger bidimensional,
cuyo hamiltoniano no depende del spin y es invariante ante inversiones temporales (TRI).
El objetivo de este Capitulo es plantear de manera general el problema de la dispersion
en guias de ondas bidimensionales e introducir los conceptos que se usaran a lo largo de
toda Tesis; por ejemplo: las matrices de transferencia y de dispersion, las propiedades de
conservacién de flujo [FC por sus siglas en inglés: flux conservation; ver ecuacion (2.54)]
e invariancia ante inversiones temporales (TRI) y la serie de Born; por lo tanto, este
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Capitulo sera una referencia para los capitulos posteriores y no sera necesario que los
lectores familiarizados con los temas ahi expuestos lean en detalle su contenido.

En el Capitulo 3 definiremos el modelo microscopico del potencial como una serie de
dispersores individuales que idealizaremos como potenciales delta. En ese Capitulo se
estudia la dispersién producida por un dispersor individual y se obtienen las matrices de
transferencia y dispersion (ver seccién 3.3.2). Dichas matrices se expresan en términos
del potencial efectivo, Ec. (3.49), el cual jugara un papel trascendental en el resto de
tesis, ya que en el Capitulo 4 se define el camino libre medio £, Ec. (4.22), en términos
de esta cantidad.

El Capitulo 4 es central en el presente trabajo, pues en éste obtendremos la ecuacion
de difusion, la cual gobierna la evolucién de los valores esperados de observables macros-
cOpicos: ver ecuacion (4.41). Para obtener esta ecuacién definiremos un modelo estadisti-
co para el potencial efectivo, Ec. (4.16), a partir del cual derivaremos las propiedades
estadisticas de la matriz de transferencia del bloque constitutivo. Posteriormente se uti-
liza la propiedad multiplicativa de la matriz de transferencia, Ec. (4.4), y la suposicién
de que el bloque (de longitud 6L) y el sistema de longitud L > §L (al que se le anade
el bloque constitutivo) son estadisticamente independientes, lo que permite obtener, en
el DWSL, Ec. (4.32), la ecuacion de difusion.

La ecuacién de difusién (4.41) sélo dependera de los detalles de la distribucién del
potencial microscopico a través de los caminos libres medios £, los cuales estan rela-
cionados con el segundo momento del potencial efectivo, Ec. (4.22). A diferencia de la
ecuacion de difusiéon que obtuvieron Mello y Tomsovic [18], la ecuacién (4.41) es vélida
para una energia arbitraria. En la seccion 4.4.3 definiremos la aprozimacion de longitud
de onda corta (SWLA por sus siglas en inglés: short wave length approximation); esta
aproximacién nos permitirda recuperar el limite de altas energias, obteniendo asi una
ecuacion de difusion, Ec. (4.56), que es casi la misma que la de la referencia [18].

En el Capitulo 5 mostraremos algunos casos particulares en los que pudimos resolver
la ecuacion de difusion. En la seccién 5.2 resolveremos dicha ecuacién en el caso unidi-
mensional (dependiente de la energia) para un observable particular, el cual estd rela-
cionado con la resistencia de Landauer [21]: ver ecuacién (5.24). Posteriormente en la
seccién 5.3 aplicaremos la ecuacion de difusion en SWLA a las amplitudes de transmisién
y de reflexién obteniendo los mismos resultados que Tomsovic [18]: ver ecuaciones (5.27¢c)
y (5.33¢c). Desafortunadamente no hemos podido resolver la ecuacién de difusién para
observables de mayor interés (ni siquiera en en la aproximacién de longitud de onda
corta) como las intensidades de transmisién y de reflexién. Esto dio lugar al desarrollo
de métodos numéricos (ver Capitulo 6) y perturbativos (ver Capitulo 7) que permitiesen
informacion de este tipo de observables. Por 1ltimo, en la seccion 5.3.3 mostraremos la
consistencia de la ecuaciéon de difusién (en el SWLA) con las propiedades de conservacién
de flujo e invariancia ante inversiones temporales.

En el Capitulo 6 se presentard brevemente la simulacién numérica del caminante
aleatorio en espacio de matrices de transferencia (RWTMS por sus siglas en inglés: ran-
dom walk in the transfer matrix space). Luis Froufe realizé esa simulacién numérica,
la cual forma parte del trabajo que publicado en la referencia [22]. Este método per-
mitié obtener numéricamente los valores esperados de las intensidades de transmision
y de reflexién, asi como la funcion de distribucién de la conductancia para desorden de
volumen y superficial: el acuerdo entre el caminante aleatorio y la soluciéon numérica
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de la ecuacién de Schrédinger (basada en un modelo microscopico del potencial prop-
uesto por Luis Froufe) es muy buena en ambos casos. Es oportuno aclarar que este
método numérico no resuelve propiamente la ecuacién de difusiéon, sino que utilizan-
do las propiedades estadisticas del bloque constitutivo, se construye numéricamente un
ensemble de matrices de transferencia del cual se obtienen los promedios estadisticos.
Ademas del método del caminante aleatorio, en ese Capitulo se presentard un modelo
microscopico del potencial alternativo al que propuso Luis Froufe, en el que basaremos
las simulaciones numéricas del Capitulo 7.

Las referencias [23,24] contienen, respectivamente, una versién preliminar y una
resumida del material contenido en los capitulos 3, 4, 5 y 6, mientras el trabajo completo
se publicé en la referencia [22].

El Capitulo 7 es la base de una publicacion futura cuyo tema central es el estudio de la
dispersion en el régimen balistico, es decir, cuando el tamano del sistema es mucho menor
que el camino libre medio; por ejemplo, el bloque constitutivo (BB) cumple con esta
caracteristica: ver ecuacién (4.36). Si bien esta parte del trabajo no se ha concluido ni
ha sido publicada, el método ha proporcionado muchos resultados interesantes (algunos
novedosos) que han requerido verificaciéon numérica, siendo bueno el acuerdo entre las
predicciones tedricas y los correspondientes resultados numéricos; por lo tanto, hemos
dedicado un Capitulo para presentar este método y sus resultados mas importantes. A
diferencia de los capitulos anteriores, en el Capitulo 7 se aborda el problema mediante
el método pertuvativo de la serie de Born (ver seccién 2.6), por lo que este tratamiento
es independiente de la ecuacién de difusion. Las motivaciones que dieron lugar a esta
ultima parte se explican a continuacion:

= Obtener informacion analitica de los valores esperados de cantidades relacionadas
con la matriz de dispersion, es decir, de las amplitudes e intensidades de trans-
mision y reflexion, asi como de la conductancia. Esta motivacién se debe a que,
como veremos en el Capitulo 5, la ecuaciéon de difusién dependiente de la energia,
Ec. (4.41), no se ha podido resolver analiticamente para este tipo de observables,
mientras que la ecuacién simplificada del SWLA, Ec. (4.56), si se puede resolver
para las amplitudes, pero no para las intensidades: ver seccién 5.3.2.

= Estudiar al bloque constitutivo como un sistema de interés fisico por si mismo y no
solo como un paso intermedio para obtener la ecuacién de difusion. Este interés se
debe a que dicho sistema tiene propiedades estadisticas universales (en el DWSL:
ver Capitulo 4). Los resultados teéricos que obtengamos para este sistema balisti-
co buscan motivar la realizaciéon de experimentos en el laboratorio; ademas, este
sistema tiene una gran relevancia pues es la base para el desarrollo del caminante
aleatorio (ver Capitulo 6), método que permite obtener (numéricamente) informa-
cion de los valores esperados para los que no se ha podido resolver la ecuacion de
difusién.

= Obtener informacién analitica, en el régimen balistico de las covarianzas de in-
tensidades y la varianza de la conductancia. Las covarianzas de las intensidades
y la varianza de la conductancia han sido muy estudiadas en el régimen difusivo
(en el que el camino libre medio es mucho menor que el tamano del sistema) y
considerando que el nimero de canales abiertos (modos viajeros), Ec. (2.10), es
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muy grande [25-28]; bajo estas circunstancias se observa el fenémeno de las fluc-
tuaciones universales de la conductancia (UCF por sus siglas en inglés: universal
conductance fluctuations) en el que la varianza de la conductancia es una constante
universal independiente del tamano del sistema, del nimero de canales abiertos
y del valor promedio de la conductancia; sin embargo, el comportamiento de las
covarianzas de las intensidades, asi como el de la varianza de la conductancia, no
han sido muy estudiados en el régimen balistico, lo cual si podemos hacer mediante
el método que propondremos en el Capitulo 7.

= Como veremos en el Capitulo 4, para construir la ecuacion de difusién se utiliza la
matriz transferencia reducida tanto del sistema de longitud L como la del bloque
constitutivo de longitud § L, Ecs. (4.1)-(4.4). Este procedimiento no toma en cuenta
de manera apropiada la contribucion de los canales cerrados (modos evanescentes),
Ec. (2.21); no obstante lo anterior, hay evidencia numérica (por ejemplo los resul-
tados del Capitulo 6) que muestra que los valores esperados de las intensidades
y de la conductancia son “poco sensibles” al nimero de canales cerrados que se
consideren en el calculo; sin embargo, en el Capitulo 7 mostraremos explicita-
mente (en el régimen balistico y en la aproximacién de longitud de onda corta),
que los valores esperados de amplitudes y de intensidades si tienen contribuciones
de canales cerrados y que éstas son relevantes en el caso de las amplitudes, pero
despreciables en caso de las intensidades. Este hecho se corroborara (incluso maés
alld del régimen balistico) con los resultados numéricos.
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Capitulo 1

Dispersion electromagnética y

cuantica

1.1. Introduccion

La manera de estudiar las interacciones que gobiernan las particulas microscépicas
es mediante procesos de dispersion, en los cuales una particula en un estado inicial,
con energia y momento conocidos, incide sobre un blanco e interacciona con éste; como
resultado la particula incidente sufre un cambio en su energia (si la colisién no es eldstica)
y su momento, por lo cual el estado final de ésta diferird de su estado inicial. La dispersion
de la particula incidente se produce por la presencia de un potencial. Para describir el
proceso de dispersién se consideran, tanto antes como después de la dispersion, los
estados asintéticos de la particula incidente los cuales son validos lejos de la region de
dispersion.

El proceso de dispersién puede ser de dos tipos: i) proceso eldstico, el cual se caracte-
riza porque la energia cinética del estado inicial es igual a la del estado final, ii) proceso
ineldstico, el cual se caracteriza por una diferencia entre la energia cinética del estado
inicial y la del estado final. En el presente trabajo sélo se tratard el caso de dispersion
elastica.

Los procesos de dispersién que principalmente nos interesan son: 1) dispersion elec-
tromagnética y 2) dispersion mecdnico cudntica. Estos dos tipos de dispersion tienen
la misma naturaleza ondulatoria (el primero es de caracter vectorial y el segundo es
de cardcter escalar en ausencia de spin); por lo tanto, el método con el que se estudia
ambos casos es el mismo: ver seccion 1.2.

Como ya se menciond en la Introduccion de este trabajo, nuestro interés es estudiar la
dispersién en el interior de una gufa de ondas (ver capitulos 2 y 4), es decir, en sistemas
de dimensionalidad D, los cuales estan acotados en D — 1 dimensiones y abiertos en
una de ellas; sin embargo, en el presente capitulo se hard una revisién general de la
dispersién tridimensional electromagnética (Sec. 1.3) y cudntica (Sec. 1.4) exhibiendo
sus similitudes y diferencias.
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1.2. Ecuaciones integrales y funcion de Green

Para estudiar el problema de dispersion electromagnética o cuantica se transfor-
man las ecuaciones diferenciales de Maxwell o de Schrodinger en ecuaciones integrales,
lo cual requiere el uso de la funcién de Green no perturbada. Estas ecuaciones inte-
grales contienen la misma informacién que las ecuaciones diferenciales de Maxwell o de
Schrodinger. Las ecuaciones integrales son igualmente dificiles de resolver que las ecua-
ciones diferenciales de las cuales se obtuvieron, pero éstas nos permiten aplicar métodos
iterativos para obtener una solucion aproximada.

A continuacién presentaremos brevemente la manera en que se utiliza el método de la
funciéon de Green para obtener las ecuaciones integrales de la dispersién tridimensional
electromagnética y cuantica. Por simplicidad la exposiciéon se hard para una ecuacion
de onda escalar en el espacio tridimensional, pero el método es el mismo para una
ecuacion vectorial. La manera en que presentamos el método sigue la misma légica que
la referencia [29)].

Considérese la siguiente ecuacion escalar

(V2 4+ ) 0 (x) =0 (x) ¥ (x), (1.1)

donde O (x) es, en general, un operador que actia sobre la funcién ¥ (x). Formalmente,
el lado derecho de la Ec. (1.1) se puede considerar como un término de inhomogeneidad
de la ecuacion

(V2+E)p(x) = 0, (1.22)
p(x) = —0((x)7(x). (1.2b)

La solucién méas general de la ecuacién (1.1) es la suma de una funcién ¢ (x) que
es solucién de la ecuacién homogénea (1.2a) més una solucién particular. La solucién
particular se obtiene mediante el método de la funcion de Green, la cual satisface la
siguiente ecuacion diferencial

(VP+E)G(x—x)=-0(x—x); (1.3)

por lo tanto, la solucién “formal” mds general de la Ec. (1.1) se escribe como:

U (x) = (x) - /G (x—x) O (x) U (x) dx. (1.4)

Existen (por lo menos) tres funciones de Green que resuelven la ecuacién (1.1): la fun-
cién de Green saliente G (x — x’), la entrante G~ (x — x') y la estacionaria G' (x — x'):

N ) 1 eiik\xfxﬂ
G (X—X) = Em, (15&)
1 cosk|x — x|

G'(x—x) = (1.5b)

21 |x — x|

Cada una de estas funciones de Green satisface condiciones de frontera diferentes; por
lo tanto, para determinar la funcién de Green que se utilizaré debe fijarse la condicion de
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frontera del problema particular que se esté considerando. La condicién de frontera que
se considera en el problema de la dispersién pide que el comportamiento asintético de
la funcién V¥ (x) sea una onda plana ¢ (x) mas una onda esférica que salga de la regién
de dispersion. La funcion de Green que permite este comportamiento asintético es la
saliente G (x — x’); por lo tanto, la solucién saliente U* (x) se escribe de la siguiente
manera:

1 eik|x7x’\ R

Ut (x) = ¢ (x) O (xX')¥t (x')dx'. (1.6)

A | |x — x|
La expresion anterior es la ecuacion integral de Lippmann-Schwinger tridimensional

que substituye (en el problema de dispersién) a la ecuacién diferencial (1.1). Al consid-
erar el comportamiento asintético de la funcién de onda saliente, Ec. (1.6), se obtiene

eik’r
V)~ o0+ f(00). (172
F(9,6) = —i X G (x) U (x) dx, (1.7b)

donde el vector k = kn es el vector de onda en la direccién de observacién definida por
el vector unitario ny f (¢, ¢) es la amplitud de dispersién, siendo ¥ y ¢ los angulos que
definen la direccién de observacién n.

Un planteamiento analogo conducira a la ecuacién de Lippmann-Schwinger unidi-
mensional, la cual se utilizara en el estudio de la dispersién en guias de ondas bidimen-
sionales: ver seccién 2.4.1. En esa exposicion se hablara de las amplitudes de reflexién r
y de transmisién ¢ en vez de la amplitud de dispersion f (¢, ¢).

1.3. Dispersién electromagnética

Los diferentes enfoques de la dispersion electromagnética dependen de las escalas de
longitud relativas que estén involucradas: la longitud de onda A y el tamano del blanco
dispersor a.

i) Cuando la longitud de onda de la radiacién es grande comparada con las di-
mensiones del obstaculo, se usa una descripcién sencilla en términos de los multipolos
inducidos a orden més bajo, es decir, se toma una aprozimacién dipolar (ver seccién
1.3.1).

ii) Si la longitud de onda y el tamano del obstaculo son comparables, debe usarse un
tratamiento mas sistematico con los campos multipolares.

iii) Si la longitud de onda es corta comparada con el tamano del blanco, se pueden
usar métodos semigeométricos para obtener las correcciones a la dptica geométrica.

Nuestro interés es estudiar el caso en el que la longitud de onda A\ es grande com-
parada con el tamano de los blancos dispersores.

El tratamiento que daremos en esta seccién es, salvo algunas adaptaciones, andlogo
al que presenta Jackson [30].

11
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1.3.1. Dispersion para longitudes de onda grandes: aproximacion

dipolar

Dispersion dipolar producida por un dispersor pequeno

Pensemos en la dispersion de ondas electromagnéticas producida por sistemas cuya
dimensién a cumple la condicion a < A, es decir, que las variaciones espaciales del
campo de la onda electromagnética incidente no son apreciables a la escala a. En estas
interacciones conviene expresar el campo de radiaciéon como un desarrollo multipolar, el
cual oscila con una relacién de fase bien definida entre los multipolos y el campo de la
radiacién incidente. Estos multipolos radiaran energia en todas direcciones produciendo
asi la radiacion de dispersion.

La distribucién angular de la energia radiada se obtiene por la superposicién co-
herente de los multipolos que inducen los campos incidentes y en general depende de
la polarizacién de la onda incidente. Si a < A, sélo los multipolos de orden mas bajo
contribuyen. Bajo estas circunstancias los dipolos pueden calcularse de las condiciones
de frontera estaticas [30].

Si se supone que la radiacién incidente es una onda plana monocromatica con lon-
gitud de onda A > a, polarizacion €, y direccién de propagacién ng, entonces el campo
eléctrico de la onda se escribe como:

Einc (X/, t) — Eoei(kﬁo-x/,wt)/go. (18)

De ahora en adelante se omitird la dependencia temporal e~**. Al incidir la onda elec-
tromagnética plana sobre el dispersor, ésta inducira todos los términos del desarrollo
multipolar en el dispersor, pero los momentos dipolares eléctrico p y magnético m son
los que dan la contribucién mas importante al campo de radiacién; por lo tanto, sélo
consideraremos las contribuciones de éstos. Los momentos dipolares p y m dependen
de la magnitud Ey, de la polarizacién € del campo incidente, Ec. (1.8), asi como de la
posicién del dispersor localizado en x’. La dependencia de los dipolos en la posicién x’
se debe a que éstos son funciones del campo incidente, el cual se evaltia en la posicion
x" del dispersor. Por simplicidad consideraremos que el dispersor estd en x’ = 0.

Los dipolos p y m que induce el campo incidente (1.8) en el dispersor generan el
siguiente campo de radiacion:

k’2 eikr

1
(Mxp)xn——nxm|, (1.9)

Esc -
deg T c

donde n es el vector en la direccién de observacién y r es la distancia desde el dispersor
a un punto de observacion lejano al dispersor.

La seccion transversal diferencial de dispersién se define en términos del campo
dispersado, Ec. (1.9), de la siguiente manera:

do (ﬁ en A) r’ ’?'ESCF
— (n,€ng,6g) = —— .
; &, 110, €0 |/€k0 ] Einc|2

donde € es el vector de polarizacién de la onda dispersada. Si sustituimos el campo de
la onda incidente, Ec. (1.8), y el de la onda dispersada, Ec. (1.9), en (1.10) obtenemos

(1.10)



Capitulo 1: Dispersién electromagnética y cuantica

que en la aproximacion dipolar la seccion transversal diferencial es:

et 1 2
——— € -p+- (0 x€) -m| . 1.11
(ireoEn) - ) (1.11)
La dependencia de la seccién transversal en N, y € estd implicita en p y m pues
estos dipolos inducidos dependen tanto de ny y €, asi como de la intensidad de la
onda incidente Fy. Si ambos momentos dipolares p y m son cero, habra que considerar
multipolos de orden superior.

do
dQ)

~

(ﬁ7€;ﬁ0,€0) =

Dispersion dipolar producida por una colecciéon de dispersores pequenos

Si sobre un sistema compuesto por un nimero grande N de pequenos dispersores
incide una onda electromagnética plana, Ec. (1.8), ésta inducird un momento dipo-
lar eléctrico y uno magnético en cada dispersor; estos dipolos produciran campos de
radiaciéon de dispersion en todas direcciones. En principio, la radiaciéon emitida por el j-
ésimo dipolo puede interaccionar con el k-ésimo, que a su vez dispersara la radiacién del
j-ésimo dispersor y asi sucesivamente. Este proceso se conoce como dispersion maltiple.
Sin embargo, en la exposicion de esta seccion, solo consideraremos dispersion simple.

Los momentos dipolares inducidos son proporcionales a los campos incidentes, los
cuales se evaliian en las posiciones de los diferentes dispersores x;; por lo tanto:

P (%)), m (%)) ~ Bipe (x;) ~ e580% (1.12)

Al suponer que los momentos dipolares p (x;) y m (x;) dependen del campo incidente
evaluado en la posicién x; se tiene que:
ikﬁo-Xj

p (x;) = pje m (x;) = mye o, (1.13)

Andlogamente, los momentos dipolares p; y m; tienen una dependencia no sélo en la
intensidad del campo eléctrico Ejy, sino también en la polarizacién de la onda incidente
€o. Por lo tanto, la superposicién coherente de las amplitudes de dispersién de todos los
dispersores del sistema se escribe como:

k,2 eikr N 1 )
E,. (x) = P ; [(ﬁ X py) X W= —Bxm; | !9 (1.14a)
q=k(fp—n) =k —k, (1.14b)
q=2k sin§ , (1.14c)

siendo q el cambio del vector de onda durante la dispersién y n la direcciéon de obser-
vacién. En (1.14a) sélo se hemos considerado dispersion simple.

La seccion transversal diferencial de todo el sistema se obtiene al introducir la su-
perposicién coherente, Ec. (1.14a), en la ecuacién (1.10); de esta manera se obtiene:

13
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2

99 &, o, 7) i iA ¢ (1.15a)
T2 76; 0> ) j ’ 1] .
Q) (dmeoEo)® |7

1,

La presencia del factor '@ en la ecuacién (1.15a), tiene como consecuencia que la
dispersion dependa sensiblemente de la distribucion espacial de los dispersores. Conside-
remos que los dispersores estan aleatoriamente distribuidos en un volumen V', es decir,
que la probabilidad de que un dispersor esté en el interior de un volumen diferencial en
d®z; alrededor de la posicién x; es p (x;) = d*z;/V. Supongamos que las posiciones x;
son estadisticamente independientes [p (x;, x;) d*z;d>x), = p (x;) p (xx) dz;d>xi] y que
las amplitudes A; satisfacen la siguiente estadistica:

(A)) = (A)£0. (1.16a)
(A7) = (A) (A4 = (A j #k, (1.16b)
(A;4) = (417 = (JAF) 5=k, (1.16¢)

donde el promedio se hace sobre un ensemble de sistemas de volumen V. Al promediar
sobre dicho ensemble el modulo cuadrado que aparece en la seccién eficaz, Ec. (1.15a),
se obtiene lo siguiente:

2 N
[}~ (5 o)
j jk=1

g:Ajeiq'xj
= N(AP) + NNV =1) (4

3 . 2
H S (qﬂszxz/Q)

AN (1.17)

i=1

con V = L,L,L,. El primer sumando de (1.17) corresponde a los términos j = k,
mientras que el segundo corresponde a los términos j # k. Si el nimero de dispersores
N > 1 y se cumplen las siguientes condiciones equivalentes:

gd>> N7Y6 ¢ qv/3 > N6 (1.18a)

entonces se puede despreciar el segundo sumando de la (1.17) con respecto al primero.
En la ecuacién (1.18a) hemos denotado la densidad de dispersores como:

N 1
En el caso unidimensional las ecuaciones analogas son:
gd > N2 ¢ qL> N2, (1.19a)
N 1
- = - (1.19b)

L d
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En conclusién, si el nimero de dispersores N > 1 y se cumple la condicién (1.18),
entonces la seccién transversal es igual (en todas direcciones excepto en 9 ~ 0) a la
suma incoherente de intensidades de cada dispersor, es decir:

do . . . k(AP N
— (N, €;ng, € ~ 1.20
<dQ( 0 °)> (4meo Ep)? (1.20)

Los libros de texto como las referencias [30, 31] obtienen esta tltima conclusién
suponiendo dos cosas: i) que el nimero de dispersores N > 1 y ii) que los dispersores
estan aleatoriamente distribuidos. En estas referencias no se menciona la condicién de
la ecuacién (1.18a), pues ésta se satisface inmediatamente si se cumplen i) y ii).

1.3.2. Teoria perturbativa de la dispersion

Teoria general

Si el medio por el cual pasa la onda electromagnética es uniforme en sus propiedades
electromagnéticas, la onda se propagara sin deflectarse ni perturbarse; sin embargo, si el
medio tiene variaciones espaciales y/o temporales en sus propiedades electromagnéticas,
la onda se dispersara por lo que parte de su energia se desviard de su curso original.
Si las variaciones son “pequenas” se podran usar métodos perturbativos para atacar el
problema.

Consideremos un medio uniforme e isétropo con permitividad eléctrica €, y permea-
bilidad magnética up; €, y pn se suponen independientes de la frecuencia, pero cuando
haya dependencia temporal arménica esta restriccién puede quitarse. Ahora supongamos
que mediante la accién de algin agente externo perturbativo, el medio tiene pequenos
cambios en su respuesta a los campos aplicados de tal manera que en ciertas regiones
del espacio no se satisfacen las relaciones constitutivas:

D +# ¢,E, (1.21a)
B +# 1,H. (1.21Db)

Al considerar las ecuaciones de Maxwell macroscépicas con fuentes:

V.B=0, VXE:—%—]:’, (1.22a)
D
V.D =, VxH:J+aa—t. (1.22h)

Mediante manipulaciones algebraicas de las ecuaciones (1.22a)-(1.22b) (suponiendo que
p=0,J =0y que las cantidades homogéneas ¢, y u; no dependen de la posicién)
se obtiene que el vector de desplazamiento eléctrico D satisface la siguiente ecuacién
diferencial:

3@? = VX[V X (D=5,B)] + 2o [V x (B—pu,H)] (1.23)

2
D-
\% HhER ot

15
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La ecuacién (1.23) tiene la misma estructura que la ecuacién (1.1), por lo que pode-
mos usar el método de la funcién de Green y la condiciéon de frontera descritos en la
seccion 1.2; haciendo lo anterior se obtiene la ecuacién integral de la dispersion electro-
magnética:

D(x) = (1.24)

zk|x x’
T / B G (Y X (D = o) 4 iwen Y % [B — ]}

|x — x|
donde se ha supuesto la dependencia temporal arménica de los campos ~ e~ ™! que
se omitird de ahora en adelante. El vector D (x) es solucién de la ecuacién de onda

homogénea en ausencia del sistema dispersor

(V2 + k) DO = o, (1.25a)
DO (x) = DOgtknox (1.25b)
]{32 = uhehw2. (1250)

Debe mencionarse que la obtencién de la ecuacién (1.24) no usé ninguna aproxi-
macién con respecto a la longitud de onda de la radiacién incidente A, sélo se supusieron
las relaciones de (1.21); por lo tanto, si las relaciones de (1.21) se cumplen en una regién
limitada del espacio y D® (x) describe una onda que incide sobre dicha regién en la
direccion ny, entonces lejos de la regién de dispersién se tiene que:

ikr
D (x) ~ DO (x) +

f(0,0) = % / A3 g e~ knx {[ﬁ x (D—e,E) x 10— ”Tg"ﬁ x (B — th)} . (1.26b)

donde f (9, ¢) es la amplitud de dispersion. Para obtener la Ec. (1.26b) se integré por
partes, lo cual provocé el cambio del operador V' x por el producto vectorial nx, donde
n es la direccién de observacion de la radiacion dispersada.

La estructura del integrando de (1.26b) es similar a la de la Ec. (1.14a) y tiene el
mismo significado fisico pues la cantidad (D — ¢, E) tiene unidades de momento dipolar
eléctrico por unidad de volumen y (B — p;H) las de momento dipolar magnético por
unidad de volumen, es decir, se puede pensar que la Ec. (1.26b) es la versién continua
de la Ec. (1.14a) si se hace la siguiente conexién:

p—D—¢,E, (1.27a)
1 WEepR

- —_— 1.27
¢k (1.27c)

sin embargo, debe mencionarse que la Ec. (1.26b) contiene todos los ordenes multipo-
lares, mientras que la Ec. (1.14a) s6lo contiene la aproximacién dipolar.
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De manera andloga a la ecuacién (1.10), se define la seccién transversal diferencial
de dispersion como:

do _[F-£(0.0)]

1.28
d§) DO (1.28)

donde € es el vector de polarizacién de la radiacién dispersada.

Aproximacion de Born

Considerando el caso de variaciones espaciales en la respuesta lineal del medio, las
ecuaciones constitutivas pueden escribirse de la siguiente manera:

D(x) = [ep+0e(x)|E(x) =D (x) —c,E (x) = de (x) E (x), (1.29a)
B(x) = [un+0p(x)]HX) = B(x) —puH(X) =op(x)H(x), (1.29b)

donde se considera que
Oe(x) Opx) . (1.30)

€h 122
Si se satisface la condicién (1.30), entonces se puede usar la primera aprorimacion
de Born que consiste en tomar la siguiente aproximacién para las expresiones de los
campos de (1.29):

D (x) — e4E (x) ~ 5€8<X)D(0) (x), (1.31a)
B (x) — upH (x) ~ 5“M—S‘)B<O> (x); (1.31b)

por lo tanto, en primera aproximacion de Born la amplitud de dispersién, Ec. (1.26b),
se puede escribir de la siguiente manera:

2 ! !
£ (9, ¢) = L /d%’e_ikﬁ‘xl 9e (x) (A x DY) xn— onlx )ﬁ x (fp x D) ¢
47 En Hh
(1.32)

donde hemos utilizado que el campo magnético B (x) de una onda plana se relaciona
con el correspondiente vector D(® (x) mediante la siguiente expresion:

BO (x) = , /"5, x DO (x). (1.33)
€n

Con ayuda de las ecuaciones (1.25b) y (1.28), se obtiene que, en primera aproximacion
de Born, la seccion transversal se expresa como:

17
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2

® g
do i . (1.34)

a0 1672

€hn Hh

[ e L a2 D G

donde q es el cambio del vector de onda definido en la ecuacién (1.14b). La condicién
de validez para la primera Aproximacién de Born, Ec. (1.30), es independiente de la
cantidad k y s6lo depende de las propiedades ¢ (x), ep,, 0 (X) v pp, del medio dispersor.
En contraste, la condicién de validez de la primera aproximacién de Born en mecéanica
cudntica puede depender del valor k [ver ecuacién (1.70)].

Explicacién del azul del cielo

La explicacion del azul del cielo la traté por primera vez Lord Rayleigh cuyo resultado
es que la seccién transversal de dispersion es proporcional a A™* con A la longitud de
onda de la radiacion incidente. Esta explicacion se basa en el estudio de la dispersion de
la luz que producen las moléculas de los gases. Nuestro objetivo sera calcular la seccion
transversal de dispersion total y con ésta obtener el coeficiente de atenuacion del haz
incidente.

El tratamiento se hard de dos maneras:

i) Un argumento elemental adecuado para un gas ideal diluido de tal manera que las
moléculas estén aleatoriamente distribuidas.

ii) Posteriormente se hard un tratamiento basado en las fluctuaciones de la densidad
del gas. Dicho tratamiento es valido mas en general, es decir, valido no sélo para un gas
diluido.

En ambos tratamientos se supondréa que los multipolos magnéticos son despreciables
con respecto a los eléctricos, por lo que en la ecuacién (1.34) sélo se considerard el
término proporcional a de (X') /ep.

Argumento elemental. Considérese un gas cuyas moléculas estan distribuidas en
posiciones x;. Sobre estas moléculas incide una onda electromagnética plana, la cual les
induce un momento dipolar eléctrico p (X;) = €0VmoEine (X;) (con yme la polarizabili-
dad). Al considerar que la fluctuacion en la permitividad eléctrica se como:

de (x) = &g Z Yimotd (X — X;) (1.35)

J

y usarla en la ecuacién (1.32) se obtiene:

YOI LTS L

W = E (E 'EO)WmOlZQquJ s (136&)

J

do k4 —~ o~
a @’7mol|2|(€ @) F(a), (1.36b)

2
F(q) = Z LR (1.36¢)
J
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Para un gas diluido la polarizabilidad ~,,., se relaciona con la permitividad relativa
g, v la densidad de moléculas ¢ a través de la relacion de Clausius-Mossotti:

3e,—1

mol | = — , 1.37

Ymol 0e, +2 ( a)
1+ 20Ymo

e, = - 3%Tmel (1.37h)
1—39%101

Si el medio es lo suficientemente diluido de tal manera que 07, << 1, entonces se
tiene que:

1
gr =2 14 0Ymol = Vol = 5(6T —1). (1.38)

Como ya se mostré, para una distribucion aleatoria de centros dispersores, el prome-
dio sobre el ensemble del factor de estructura, Ec. (1.36¢), se reduce a una suma incohe-
rente [ver ecuaciones (1.17)-(1.18)]; por lo tanto, al promediar la ecuacién (1.36b) sobre
un ensemble se obtiene que el promedio de la seccién transversal de todo el sistema es
proporcional al nimero de moléculas NV del sistema, es decir,

do Ao mol
siendo
AT mol k4 2| e A2
7 = ey ler = 17|(€" - &))" . (1.39b)

la seccién transversal diferencial molecular. Al integrar la ecuacién (1.39b) sobre todo
el angulo sélido se obtiene la seccién transversal molecular total:

e —1p e 2 p
16702 3mo?

donde n es indice de refraccién y se ha supuesto que cumple con |n — 1| < 1. La seccién
transversal, Ec. (1.39b), representa la potencia dispersada por molécula por unidad de
flujo de energia incidente. En un espesor de gas dz, la fraccion de flujo perdido es
00 medx; por lo tanto, el haz incidente tiene una intensidad [ (x) = Ipe=**, donde I es
la intensidad de la onda incidente y « es el coeficiente de atenuaciéon definido como:

Omol ==

: (1.40)

2k4 9
O = 00me =~ — |n— 1|7,
3mo

Los resultados de las Ecs. (1.40)-(1.41), describen la dispersién de Rayleigh, es decir,
la dispersién incoherente producida por las moléculas de un gas o por dipolos distribuidos
aleatoriamente. Dicha derivacién se hizo en el contexto de la dispersion de la luz por
la atmosfera, obteniendo una dependencia proporcional a k%, lo que significa que en el
espectro del visible el color rojo es el menos dispersado, mientras que el azul es el més
dispersado.

(1.41)

19
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Fluctuaciones de la densidad. Una aproximacién més general a la dispersién y a
la atenuacion de la luz por gases y liquidos considera las fluctuaciones en la densidad y
en la permitividad eléctrica.

Pensemos que la dispersion la produce un fluido, el cual se encuentra en el interior de
un volumen total V' que dividimos en N “celdas pequenas” (comparadas con la longitud
de onda A de la radiacién incidente). Cada celda tiene un nimero macroscépico de
moléculas N; y un volumen fijo v de tal manera que V' = Nw. El ntimero de moléculas
N; en el interior de la j-ésima celda no es fijo, pues entre celda y celda hay intercambio
de particulas; sin embargo, se puede hablar de un ntimero promedio de particulas N,
en el interior de cada celda por lo que N; = N, + AN;, donde AN; es la fluctuacion de
particulas en la j-ésima celda. La manera en la cual fluctiia el niimero de moléculas en
cada celda dependera de las propiedades del fluido.

Pensemos en la permitividad eléctrica local de la j-ésima celda de la siguiente forma:

€j = €p + 0¢j, (1.42)

donde ¢, es la permitividad eléctrica promedio, la cual no tiene fluctuaciones y de; es
la variacion de la permitividad eléctrica de la j-ésima celda. Estas variaciones de la
permitividad se deben a las fluctuaciones en el nimero de particulas AN; en la j-ésima
celda. La cantidad ¢; es resultado de haber tomado un promedio local sobre la j-ésima
celda, de tal manera que en el interior de ésta es valida la siguiente relacion local:

D (x)) = &E (%)), (1.43)

donde x; denota el centro de la j-ésima celda. La variacion de la permitividad eléctrica
(en el espectro visible: ver la referencia [32]) de la j-ésima celda puede escribirse como:

55]-:(?) AN; (1.44)
o) v

donde p es la densidad macroscopica del gas. De la relacion de Clausius-Mossotti,
Ec. (1.37b), se obtiene la derivada parcial que aparece en (1.44), siendo ésta:

88h) 1
— = —(ep—¢€0) (en + 2e¢) = 1.45a
(52) = s (1.450)
(er = 1) (e, +2)
56]' = £y 300 AN] = (145b)
dej _ AN; (e, — 1) (e, +2) (1.45¢)
Eh 3ov o ’ ’

Ahora queremos calcular la contribucion de cada celda a la seccién transversal, para
ello debemos utilizar una versién discreta de la Ec. (1.34), es decir,

|g<.f(1)‘ B k_2

DO 4r

de (x)
Eh

k}2
_) —
A7

/ d3$/€iq-x’ (/gk . AO)

N v (@) L (1.46)
J

por lo tanto se tiene:
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& £ ) (e, = 1) (er +2) ‘

- = Ay r r iq-x;

DO (€ - @) oroe, ‘ zj:e AN;| = (1.47a)
do @) e —1) (e +2) ’
- = k’4 r r eiq-x] AN 7 1.47b
ds2 (12m0) Er z]: ( )

2
F(q) = |) €99AN, (1.47c)
J

La cantidad F' (q) de la Ec. (1.47c¢) es similar al factor de estructura de la Ec. (1.36¢).
Debemos notar que la ecuacién (1.47b) es la seccion transversal diferencial que fluctia,
pues todavia no se ha promediado sobre un ensemble por lo que sigue dependiendo de
las fluctuaciones AN;. Para poder relacionar la Ec. (1.47b) con la seccién transversal
diferencial macroscépica debe tomarse el promedio sobre un ensemble de la cantidad
que aparece en la Ec. (1.47b):

< Z "% AN ;
J

Si suponemos que las correlaciones de las fluctuaciones en diferentes celdas (pro-
ducidas por las fuerzas intermoleculares) son importantes a distancias mucho menores
que la longitud de onda X de la radiacién incidente, entonces el factor de la exponencial
compleja de la Ec. (1.48) puede aproximarse por uno, pues se supuso que A es mucho
mayor que las dimensiones de cada celda; por lo tanto, la seccién transversal diferencial
macroscépica es:

2
> _ Z <€iq-(Xj*Xk)ANjANk> _ (1.48)

kj

do\ L@@ 2 .
<m> ~ k o) ., (AN,)?, (1.49a)
(AN,)* = (AN;ANy) . (1.49b)

Al integrar la seccion diferencial, Ec. (1.49a), sobre el dngulo sélido se obtiene el
factor numérico (87/3), por lo que el promedio de la seccién transversal total vale:

2

K (AN,)*. (1.50)

- 67 02

(er =1 (er +2)
(o) 3.

Para obtener la seccion diferencial total por molécula se divide por el ntimero total
de moléculas en el sistema N = pV', obteniendo asi:

]{?4
67 02

> (AN,)?
oV

mientras que el coeficiente de atenuaciéna = po,,, toma la forma:

(e, —1) (e, +2)
3e,

(1.51)

Omol =

21
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k4

B (e, — 1) (e, + 2)|* (AN,)?
~ 6mo )

3e, oV

Haciendo uso de la Fisica Estadistica [33], la cantidad (AN,)” se relaciona con la
compresibilidad isotérmica [Gr del medio:

«

(1.52)

(AN,)* 1[0V
oV = okpT'Br, Br = v\ap ), (1.53)

donde kg es la constante de Boltzmann. Usando la expresién (1.53) podemos escribir el
coeficiente de atenuacién en términos de las cantidades termodinamicas del medio como:
(51” B 1) (57‘ + 2)

2
oa=—1|—
6o \c 3e,

donde hemos escrito k = w/c para evitar confusién con la constante de Boltzman kp. La
expresion (1.54) fue presentada por primera vez por Einstein en 1910 y se conoce como
la férmula Einstein-Smoluchowski. Para el caso de un gas diluido |e, — 1] < 1 || ~ 1
vy okgT (Br = 1, pues para el gas ideal se tiene que:

2

Qk?BTﬁT7 (154)

p = okgT (1.55)
1 [0V 1
pr = % ((9_]9)T = (1.56)

por lo tanto, para un gas diluido el coeficiente de atenuacion se escribe como:

u e — 1) (1.57)
oa=—1\g — 1|7, .
6o

lo cual coincide con el resultado de Rayleigh.

Las dos explicaciones de la dispersién de Rayleigh arriba expuestas merecen algunos
comentarios. La teoria general de la dispersién obtiene la ecuacién (1.23) partiendo de las
ecuaciones de Maxwell macroscépicas, es decir, en el limite continuo donde los campos
son cantidades promedio y la permitividad eléctrica es una cantidad macroscépica que
no fluctia [que es justo lo que se permite en la ecuacién (1.44)], ni tampoco puede de-
pender de las posiciones de las particulas individuales [como lo supusimos en la ecuacién
(1.35)]; sin embargo, el argumento elemental es claramente un tratamiento en términos
de las ecuaciones de Maxwell microscopicas, mientras que el argumento que se dio en
términos de las fluctuaciones de la densidad representa un “promedio parcial y local”
sobre los campos. Lo anterior hace sospechar que la ecuacién fundamental de la dis-
persién electromagnética, Ec. (1.23), es valida no sélo a nivel macroscépico sino que
también lo es a nivel microscopico. Los dos argumentos de la explicacion del azul del
cielo presentados aqui se obtuvieron de la referencia [30]; sin embargo, una exposicién
mas formal deberia partir del punto de vista de las ecuaciones de Maxwell microscépi-
cas y a partir de éstas obtener las ecuaciones de Maxwell macroscépicas promediando
sobre un ensemble arbitrario. Un tratamiento de este estilo lo presentan de Groot y
Suttorp [34], en el que obtienen las ecuaciones de Maxwell macroscépicas al promediar
las microscoépicas sobre un ensemble mecanico estadistico.
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La razon por la que se expuso la explicacion del azul del cielo en términos de las
fluctuaciones de la densidad es exhibir la necesidad de tomar el promedio sobre ensemble
una vez que obtenida la seccion transversal y no a nivel de las amplitudes de los campos,
pues de lo contrario no se podria obtener el comportamiento con k%, Ec (1.41), de la
dispersién de Rayleigh. Como veremos en el Capitulo 4, en el problema de la dispersién
producida por guia de ondas desordenada (representada por un potencial aleatorio) es
de vital importancia considerar el promedio sobre un ensemble, ya que nuestro interés
es estudiar el comportamiento de los valores promedio de observables macroscépicos. Lo
anterior se debe a que los observables de interés (amplitudes y coeficientes de transmisién
y reflexién) muestran fluctuaciones importantes de muestra a muestra, lo que se debe a
las fluctuaciones en el potencial.

1.4. Dispersién cuantica

Al igual que se hizo para la dispersion electromagnética, aqui se expondra la disper-
sion cuantica tridimensional; sin embargo, en el caso cuantico trataremos brevemente el
caso tridimensional, ya que el tratamiento es, en esencia, analogo al caso caso electro-
magnético.

1.4.1. Dispersion debida a un potencial

El problema de la dispersién cudntica se plantea en términos de una ecuacién integral
que es completamente equivalente a la ecuacién de Schrodinger. Si se define el potencial
U (x) (en unidades de k* = 2mF /h?) como:

Ux)=—V(x), (1.58)

entonces la ecuacién de Schrodinger se escribe de la siguiente manera:

(V24 1) U (x) = U (x) ¥ (x). (1.59)

La expresion anterior tiene la misma estructura que la ecuacién (1.1), por lo que podemos
utilizar el método de la funcién de Green expuesto en la seccién y la condicién de frontera
descritos en la seccién 1.2, obteniendo asi la ecuacion integral de la dispersién cuantica:

1 eik|xfx’\

(%) = ¢ (x) U (x) Wy (x) &', (1.60)

Cdr ) x =X

La funcién representa ¢ (x) la onda incidente, que es solucién de la ecuacién de onda
homogénea

(V2+ k) p(x) = 0. (1.61a)
p(x) = etox, (1.61b)

donde kg representa el vector de propagacién de la onda incidente.
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24 Capitulo 1: Dispersién electromagnética y cuantica

Suponiendo que el potencial U (x) es de alcance finito o a lo més tiende a cero
maés rapidamente que 1/7, entonces el comportamiento asintético de la ecuacién integral
(1.60) se escribe de la siguiente manera:

ikr

\Iji: (X) ~ eiko-x + 67](‘ (197 ¢> ) (1623)
fW,0) = —% e~ R XU (x) U (%) dPa, (1.62D)
T
k = kii, =, (1.62¢)
T

donde la amplitud de dispersién f (v, ¢) definida en (1.62b) es una cantidad indepen-
diente de la coordenada radial 7.

La secciéon transversal diferencial de dispersion se define en términos de la amplitud
de dispersion como:

do
o5 = f @0 (1.63)

La aproximacion de Born

Un método para resolver las ecuaciones integrales es el de aproximaciones sucesivas.
En este método la aproximacién de orden cero desprecia el segundo término (1.60), el
cual involucra una la integral sobre la regién dispersora; es decir, la aproximacién de
orden cero es:

U0 (x) = eox, (1.64)

Para obtener la aproximacion de primer orden se inserta la aproximacion a orden cero,
Ec. (1.64), en el lado derecho de la ecuacién (1.60) obteniendo ast:

' 1 ik|x—x/|
U (x) = el — / —— U ) () & (1.65)

dr | x = x|

Anélogamente, para encontrar la aproximacion de segundo orden se inserta la aproxi-
macién de primer orden, Ec. (1.65), en la ecuacién (1.60) obteniendo asi:

1 6ik|x—x’|

\PI@) (x) = eikox _ U (X/) \I/:(l) (x’) >z’ (1.66)

A | |x — x|
De esta manera se puede obtener la aproximacion a orden n conociendo la aproximacion
de orden n — 1, es decir,

1 6ik\xfx’|

Uy (x) = e U (x) 0" () d. (1.67)

Cdn ) |x— x|

Al sustituir la primera aproximacién de Born, Ec. (1.65), en la definicién de amplitud
de dispersién, Ec. (1.62b), se obtiene, en esta aproximacion:
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D6 = -1 [y (x)dia, (1.68a)

dr

q = ko—k, (1.68b)

donde el vector q, Ec. (1.68b), es el “andlogo” cudntico del cambio del vector de onda
electromagnético, Ec. (1.14b); en el caso cudntico el vector hq recibe el nombre de
transferencia de momento.

En la primera aproximaciéon de Born la amplitud de dispersion, Ec. (1.68a), es el
elemento de matriz del potencial U (x) entre una onda libre incidente e*°*" y una
saliente ¢’**; por lo tanto, el potencial U (x) produce transiciones entre un estado
inicial con momento ky a un estado final con momento k, pero ambos con la misma
energia, pues se esta considerando dispersion elastica.

De las ecuaciones (1.68a) y (1.63) se obtiene, en primera aproximaciéon de Born, que
la seccién transversal diferencial se expresa como:

de™ 1 2

aQ 1672

(1.69)

/ eiq~xlU (X/) d3x/

La ecuacién (1.69) representa una buena aproximacion si el potencial dispersor se
puede considerar como una perturbaciéon (ver referencia [35]), lo cual es posible si se
cumple una de las dos siguientes condiciones:

a?(U) < 1, (1.70a)
a?(U) < ka, (1.70b)

donde a es el alcance del potencial dispersor y (U) es el valor promedio del potencial
dispersor. Los criterios de validez para la primera aproximacién de Born, Ec. (1.70), se
dan en términos de las propiedades fisicas del potencial dispersor, es decir, si el valor
promedio del potencial y su alcance satisfacen la ecuacién (1.70a), entonces la primera
aproximacién de Born serd vélida para toda energia; sin embargo, si la ecuacién (1.70a)
no se satisface entonces la aproximacion solo sera valida para altas energias de tal manera
que el valor promedio del potencial (U), el alcance de éste a y la energia de la particula
incidente F' = h*k?/2m satisfagan la (1.70b). Un caso extremo o de “muy altas energias”
se obtiene si 1/a < k. Si esta tltima relacion se satisface, entonces los dos casos de la
Ec. (1.70) se pueden escribir de la siguiente manera:

(U) < k2, (1.71)

lo cual representa una condicién intuitiva para la validez de la Primera Aproximacion
de Born.

Tanto en la dispersion electromagnética como en la cuantica, la Primera Aproxi-
macion de Born sélo considera procesos de dispersion simple y no de dispersion multiple.
Para considerar los procesos de dispersion multiple debemos obtener érdenes superiores
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26 Capitulo 1: Dispersién electromagnética y cuantica

en la serie de Born. La descripcién de la dispersion que se haremos en el Capitulo 4, no
considera aproximacién alguna (en este contexto), ya que considera todos los érdenes
de la dispersion multiple.



Capitulo 2

Dispersién cuantica en guias de

ondas bidimensionales

2.1. Introducciéon

En el Capitulo 1 se discutié de manera general el problema de la dispersion electro-
magnética y cuantica en tres dimensiones. En este Capitulo se discutira, en detalle, la
dispersién en una guia de ondas, en la cual todas las direcciones estdn acotadas excepto
una. Por simplicidad nos restringiremos a una guia bidimensional, pero la extensién a
una guia de dimension arbitraria D se puede hacer facilmente.

El objetivo del presente Capitulo es establecer las ideas y conceptos generales de la
dispersién que produce un sistema dispersor en el interior de una guia de ondas bidi-
mensional. Dicho sistema dispersor estara representado por un potencial bidimensional
V' (z,y) arbitrario, por lo que las afirmaciones que hagamos en el presente Capitulo seran
generales y directamente aplicables al potencial microscopico que propondremos en el
Capitulo 3. La mayoria de estas ideas y conceptos se extrajeron de la referencia [?] con
excepcion de algunas partes de la seccion 2.5 y toda la seccién 2.6.

Como se expuso en el Capitulo anterior, el estudio de la dispersion tridimensional
se enfoca en obtener la amplitud de dispersién f (¥, ¢), Ec. (1.62b). En el caso de la
dispersién bidimensional en la guia de ondas, el estudio se enfocara en la obtencién de las
amplitudes de transmisién ¢ y reflexiéon r (en la direccion de la guia que no esta acotada).
Las amplitudes t y r de la guia de ondas son las cantidades que nos interesa estudiar; por
lo tanto, uno de los objetivos del presente Capitulo sera obtener la matriz de dispersion
S cuyos elementos de matriz son las amplitudes de transmisién y de reflexion: ver seccion
2.5.

En un problema de dispersién como el que nos interesa estudiar, lo usual es abordar
el problema con el método de la matriz de dispersion S, ya que ésta nos darda de manera
directa las amplitudes t y r; no obstante lo anterior, el problema de la dispersién también
se puede estudiar con el método de la matriz de transferencia M (ver seccién 2.5), la
cual esta intimamente relacionada con la matriz de dispersion S: ver seccion 2.5.2. El
resultado central de la presente Tesis (ver Capitulo 4) se obtendra mediante el método
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28 Capitulo 2: Dispersion cuantica en guias de ondas bidimensionales

de la matriz de transferencia M.

Otro aspecto importante en el estudio de la dispersion es la serie de Born, la cual
discutimos brevemente en el Capitulo anterior para el caso tridimensional. En la seccion
2.6 del presente Capitulo obtendremos la serie de Born para la dispersiéon en una guia
de ondas bidimensional, la cual jugard un papel importante en nuestros tratamientos
perturbativos, ya que representara un resultado tedrico para la prediccién (dentro de los
limites de aplicabilidad de la serie) del comportamiento cualitativo y cuantitativo de los
resultados de nuestras simulaciones numéricas: ver capitulos 6 y 7.

De ahora en adelante, el trabajo se planteara en el contexto de la mecanica cuanti-
ca, es decir, se planteara el problema de la dispersion en términos de la ecuacion de
Schrodinger. Las ideas pueden extenderse a ondas clasicas: ondas electromagnéticas,
elasticas, etc.

2.2. Planteamiento del problema

Consideremos una guia de ondas bidimensional de longitud infinita y ancho W, de
tal manera que la direccién longitudinal de ésta coincide con el eje x y la transversal
con el eje y. Supongamos que en el interior de la guia de ondas se encuentra un sistema
dispersor de longitud L ubicado entre x = —L/2 y x = L/2, el cual esta representado
por un potencial bidimensional V' (x,y) arbitrario: ver figura 2.1; ademads, pensemos que
las paredes de la guia, ubicadas en las posiciones ymm = 0, Ymax = W, se comportan
como barreras de potencial infinito o paredes impenetrables; por lo tanto, si en el interior
de la guia se propaga una onda, no habra transmision a través de las paredes laterales
de la guia y todo el flujo se dard en la direccion longitudinal. Debido a la suposicién de
paredes impenetrables, la solucién de la ecuacién de Schrodinger ¥ (z, y) debe satisfacer
la siguiente condiciéon de frontera:

U (z,0) =¥ (z,W) =0, Vz, (2.1)

Figura 2.1: Guia de Ondas Bidimensional de ancho W y longitud infinita. El sistema dispersor

de longitud L se representa mediante el potencial arbitrario V (z,y).
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Nuestro interés es estudiar la dispersién que este sistema produce cuando una onda
incide por la izquierda o por la derecha del potencial, es decir, nos interesa conocer las
amplitudes de transmisién y reflexion de las ondas transmitidas y reflejadas asi como
sus correspondientes intensidades.

Si bien en el presente Capitulo no diremos nada acerca de la dependencia espacial del
potencial V' (z,y), si se le impondré a éste que satisfaga la invariancia ante inversiones
temporales.

2.3. El caso libre

Primero consideremos el caso libre, es decir, consideremos la ecuacion de Schrodinger
(independiente del tiempo) para el caso V (z,y) = 0 , con una energia E dada:

. I ~
(E - HO) U(r,y)=0 = (k2 - h—?H()) U (z,y) =0, (2.2a)
donde
~ h? 0? 0?
H=——|—+— 2.2b
0 2m (89&2 * 8y2) (2.20)
y
2mFE
kz = ? (22C)

En la ecuacién anterior se ha ignorado el spin. La ecuacién (2.2a) es separable por lo
que la solucién ¥ (z,y) puede escribirse como el producto de una funcién longitudinal
¢ () y una transversal x (y), es decir,

U (z,y) =¢(x)x(y). (2.3)

Debido a la separacién de variables, Ec. (2.3), y a la condicién de frontera, Ec. (2.1),
la funcién transversal x (y) satisface la ecuacién diferencial y condicién de frontera si-
guientes:

0? 9 B
(8_y2 + K ) x(y) = 0, (2.4a)
x(0) = x(W)=0; (2.4b)

por lo tanto, la funcién transversal x (y) tiene la siguiente dependencia:

9
X = Xa(y) = \/WsinKa’y, (2.5a)
K = Ko=g; a¢€ 7" (2.5b)
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30 Capitulo 2: Dispersion cuantica en guias de ondas bidimensionales

Los diferentes valores del nimero entero a de la Ec. (2.5b) se llaman modos o canales
transversales; por lo tanto, x, (y) y K, son la funcién de onda y niimero de onda transver-
sal en el canal a, respectivamente. En términos del niimero de onda transversal K, se
define la energia transversal £, como:

K

Ea = o > 0. (2.6)

Las funciones x, (y) forman un conjunto completo de funciones ortonormales en la
variable transversal y, por lo cual el producto interno entre dos de éstas satisface:

(Xes X6) = / Yo () X0 (9) dy = 6un, (2.7)

Debemos notar que el numero de modos o canales es infinito, ya que cualquier niimero
a € Z* satisface las relaciones de la ecuacién (2.5).

Una vez que se ha discutido lo anterior acerca de la funcién transversal y, (y), en-
tonces la separacion de variables Ec. (2.3) se reescribe de la siguiente manera:

Vo (2,y) = ¢ () Xa (y) - (2.8)

Como veremos a continuacion, la funcién longitudinal ¢ (z) también dependerd del canal
a. Al introducir la Ec. (2.8) en la ecuacién (2.2), se obtiene la siguiente ecuacion difer-
encial para la funcién ¢ ()

82
<@ + kg) ¢ (.Z') = O, (2.9&)
donde hemos definido k2 como:
k2 =k — K2 (2.9b)

Caso k2 > 0. Si la energia total E > &,, es decir, si el indice de canal es tal que k2 =
k* — K2 > 0, entonces la funcién de onda longitudinal es una onda plana normalizada
de la siguiente manera:

eiskam

o(z) = ¢ (Ea;x):\/m,

ko > 0, (2.10b)

(2.10a)

donde ¢5 (E,;x) y k4 son la funcién de onda y nimero de onda longitudinal respectiva-
mente en el canal a. La direccién de propagacién de la onda ¢4 (F,; x) define el valor de
s, el cual toma los valores &+ siendo s = 4 cuando la onda plana viaja de izquierda a
derecha y s = — si la onda viaja de derecha a izquierda. En términos de k, se define la
energia longitudinal FE,:

h?k?

E, : (2.11)

2m
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por lo tanto la energia E y el nimero de onda k pueden expresarse como:

E = & +E,, (2.12a)
K o= kX+ K2 (2.12b)

Todos los canales a que satisfacen la condicién k2 = k* — K2 > 0 se llaman canales
abiertos o modos viajeros; por lo tanto, para un modo viajero o canal abierto la ecuacién
(2.8) se puede reexpresar de la siguiente manera:

Vsa (2,y) = b5 (Bai ) Xa (¥) - (2.13)

Para determinar el niimero de canales abiertos N se pide que para a = N el valor
k% > 0, es decir, que se cumpla la siguiente condicién:

Nt kW
k> —=N<—<N+1; 2.14
2 <— +1; (2.14)
por lo tanto, el nimero de canales abiertos que puede haber en una guia de ondas
depende del nimero de onda k y del ancho de la guia .

Caso k2 < 0. Si por el contrario £ < &,, es decir, que k? = k* — K? < 0, entonces no
hay solucién para la funcién de onda longitudinal, ya que en este caso las soluciones de
la ecuacién (2.9a) son exponenciales reales, positivas o negativas, las cuales divergen en
el intervalo xe (—o0, 00).

Caso k? = 0. El caso particular en el que la energia de incidencia y la geometria de
la guia son tales el niimero de onda k es igual a uno de los numeros de onda transver-
sales, se discute brevemente en el Apéndice A. El analisis que ahi se expone considera
el caso particular de un potencial delta, considerando dos canales abiertos (N = 2)
y despreciando los canales cerrados. Este caso particular es suficiente para exhibir el
comportamiento de la matriz de dispersién cuando k2 = 0.

En conclusion, la solucién mas general de la ecuacion de Schrodinger en una guia
de ondas vacia, Ec. (2.2a), es una combinacion lineal de todos los canales abiertos en
ambas direcciones de propagacion:

U(z,y)=> Y Ay (Eyz)xs (1) (2.15)

s b

2.4. El problema de la dispersion

Ahora consideremos la ecuacién de Schrodinger con un potencial V (x,y), el cual es
diferente de cero sélo en la regiéon = € [—L/2,L/2] y y € [0, W] y cero fuera de dicha
region. Por lo tanto, en el interior de la guia de ondas la Ecuacién de Schrodinger es:
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N T
2mE
k2 = 5 (2.16b)
2m

La funcién de onda W (z,y) sigue satisfaciendo las condiciones de frontera (2.1), por
lo que la soluciéon mas general en el interior de la guia de ondas se escribe como la
siguiente combinacion lineal:

=D W@y (2.17)

b=1
donde las funciones [¢ (x)], ya no son las funciones de la Ec. (2.10a). La suma en la
Ec. (2.17) se hace sobre todos los canales b incluyendo los canales que no satisfacen la
condicién E > &,. Al introducir la Ec. (2.17) en la Ec. (2.16a), tomar el producto interno
con la funcién x, (y) y definir el elemento de matriz del potencial Uy, (x) como:

W
%wzlhwwmmwm (2.18)

se obtienen el siguiente sistema de ecuaciones acopladas para las funciones [¢ ()] :

(s 42 K2) 6 (0 = oV ()0 () (2.19)

Si consideramos la regién en la que el potencial de dispersion es cero, entonces las
componentes [¢ ()], satisfacen las ecuaciones homogéneas desacopladas:

(8‘9_ LR Kg) W (@), = 0, 2] > L/2. (2.20)

Como ya mencionamos, si la diferencia k2 = k? — K? > 0 (k, > 0), se dice que el indice a
corresponde a un canal abierto o modo viagjero, es decir, 1 < a < N y que k, es el nimero
de onda longitudinal. Por otro lado, si la diferencia k? = k* — K2 < 0 con k, = ik,
(ke > 0), se dice que el indice corresponde a un canal cerrado o modo evanescente,
siendo el nimero de canales cerrados infinito, ya que los indices de canales cerrados
satisfacen la relacién @ > N + 1. En conclusidn, si consideramos la regién || > L/2y
en la ecuacién (2.20) el indice a representa un canal abierto, entonces la funcién [¢ ()],
es una combinacién lineal (suma sobre s = +) de las funciones de onda de la ecuacién
(2.10a), de lo contrario, si el indice de canal a representa un canal cerrado, entonces la
funcion [¢ ()], serd proporcional a la funcién de onda longitudinal evanescente definida
como:

.  ina e~ 8Ka®
¢s (—€q;) =€ —\/W’ (2.21a)
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siendo K, (> 0) el factor de atenuacién longitudinal y €, la energia longitudinal, definidas
respectivamente como:

K2 = K-k (2.21Db)
h2 2
€w = 2;?, (2.21c)

Aligual que para los canales abiertos, s toma los valores +, siendo s = + a la derecha
del sistema, es decir, para © > L/2 y s = — a la izquierda del sistema, es decir, para
x < —L/2: en ambos casos la funcién de onda longitudinal decrece conforme los valores
de x se alejan de la regién donde el potencial es diferente de cero.

La funcién ¢ (—€4;x), Ec.(2.21a), es la continuacién analitica de la onda plana, Ec.
(2.10a), cuando se considera

ko — iR, (2.22a)
Ve — €™k (2.22b)

Esta continuacién analitica corresponde al corte ramal, en el plano complejo k, a lo largo
del eje real positivo desde 0 a oo y considerando la primera hoja de Riemann.

En conclusién, para los canales cerrados a > N + 1, entonces (2.8) puede escribirse
de la siguiente manera:

\Ils,a (1:7 y) = ¢s (_Ea; {L‘) Xa (y) . (223)
Una vez definidos los canales cerrados se puede reescribir el conjunto de ecuaciones
acopladas de la ecuacion (2.19) como:

NE

(z+B) W@l = SUs@b@], 150N, @20

(- 2) ol =

para canales abiertos y cerrados, respectivamente. Las soluciones para las funciones
e onda longitudinales T eberan tener el siguiente comportamiento asintético
d da 1 tudinal , deb t 1 t t t tot
cuando |z| — oo:

b=1

NE

Uaw (z) [ (2)],, a > N, (2.24b)

o
Il

1

[ (2)], ~ Aats (Eo, ) + Bag— (Eq, ) (2.25a)

si a es un canal abierto y

()], ~ Awbs(—€a,x) x> L/2 (2.25b)
W (@), ~ Bap-(—€a,x) w<-L)2 (2.25¢)

si @ es un canal cerrado; por lo tanto, asintoticamente, sélo contribuyen los canales
abiertos ya que la contribucién de los canales cerrados decrece exponencialmente.
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2.4.1. Ecuaciones de Lippmann-Schwinger acopladas

Para resolver el sistema de ecuaciones acopladas (2.24) debemos imponer las condi-
ciones de frontera apropiadas, de tal manera que las funciones longitudinales [¢ ()],
representen un proceso de dispersion; es decir, si la onda incidente es una onda plana
en el canal abierto ag, entonces las funciones de onda longitudinales [¢ ()], tendran,
dependiendo el caso, la siguiente estructura:

= si a = ag, entonces [ (x)], serd la onda plana en el canal abierto ay mas una onda
saliente.

» sil <a <N, peroa # ag, entonces [¢ ()], serd una onda saliente.

» sia > N, entonces [¢ ()], serd una onda que decrece exponencialmente conforme

Al igual que en el caso de la dispersién tridimensional, [ver seccién 1.4.1, ecua-
ciones (1.59) y (1.60)], podemos aplicar el método de la funciéon de Green al sistema
de ecuaciones (2.24). De esta manera podremos reemplazar el conjunto de ecuaciones
diferenciales por un conjunto de ecuaciones integrales para las funciones de onda lon-
gitudinales [¢ (x)],. Las funciones de Green que necesitamos son las siguientes [10, ver
ecuaciones (3.27) y (3.29)]:

+ika|z—2|
0 (o —o) = ieT’ 1<a<N, (2.26a)
()
—Kalz—2'|
g(()i) (_Ea; xr — ZE/) = _6 9 , a> Na (226b)
Rg

para canales abiertos y cerrados, respectivamente. Al igual que en la seccién 1.2, Ec.
(1.5a), los signos + y — que aparecen en las funciones g((]i) (Eg;x—a)y g(()i) (—€q;x — ')
determinan si se trata de la funciéon de Green saliente y entrante, respectivamente.
Debido a las condiciones de frontera que estamos considerando, la funcién de Green
con la que debemos trabajar es la de ondas salientes, es decir: g(+) (Eq;x —12'); por lo
tanto, la funcién de onda total, Ec. (2.17), puede escribirse explicitamente al especificar
la direccion de propagacion s = 4 de la onda incidente por el canal abierto ag y con
energia F; es decir:

\I]gtm E T y Z Sao Xb (y) (227)
b=1

siendo las funciones longitudinales [ §a+3 (E; x)] las respectivas soluciones del conjunto
b

de ecuaciones (2.24).
Utilizando el método de la funcién de Green, podemos reemplazar por el sistema de
ecuaciones diferenciales, Ec. (2.24), por el siguiente sistema de ecuaciones integrales:
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[wgat)) (Ea :U)}a = ¢s (Ea; 37) 5aa0

+ Y / 05" (Basw — 2) Uy (o) [0 (B, 2')], da’,  (2.28a)
b=1

(WG (B,x)], = fj / 9" (—€ai = 2') Uny (2') [$3) (E,2")], da’,  (2.28b)
b=1

para canales abiertos y cerrados, respectivamente. El conjunto de ecuaciones (2.28a) y
(2.28b) representa el andlogo para guias de onda bidimensionales de la ecuacién tridi-
mensional de Lippmann-Schwinger: Ec. (1.4).

El planteamiento del problema en términos de un conjunto de ecuaciones integrales
acopladas (2.28a) y (2.28b) puede parecer mas complicado; sin embargo, como veremos
en las siguientes secciones, este planteamiento resulta ser ventajoso, ya que permite
obtener las expresiones de las cantidades de interés: las amplitudes de transmisién y
reflexion.

2.4.2. El comportamiento asintéotico de las funciones de onda:

las amplitudes de reflexion y transmisién

Para los propésitos del estudio de la dispersion, nos interesa la solucién de las fun-
ciones de onda longitudinales en la “region del campo lejano”, es decir, en las regiones
de la guia donde el potencial U (x,y) = 0. Lo anterior sucede para valores de x tales que
|z| > L/2. Es en este momento que podremos mostrar la relevancia del planteamien-
to del problema en términos de las ecuaciones de Lippmann-Schwinger, Ec. (2.28a) y
(2.28b), ya que las funciones de onda longitudinales en la regién en la que Uy, (z) = 0,
pueden obtenerse facilmente de las ecuaciones (2.28a) y (2.28b). Lo anterior se debe a
que los argumentos de las exponenciales de las funciones de Green de las ecuaciones
(2.28a) y (2.28b) se simplifican.

Las regiones en las que Uy, (z) = 0 son: < —L/2y = > L/2.

» Sixz < —L/2 <2/, entonces las funciones de Green se escriben como:

tka|x—2'] —ikox Jikqx'
(+) E-rv—71) = € — € € 2.29
g0 (Eg;x—a') ik ST (2.29a)
—Ka|z—2| KaT ,—Kal'
e e e

» Siz’ < L/2 < x, entonces las funciones de Green se escriben como:

tka|z—2'] ikax ,—ikax’
D (B p_a) = & _c ¢ 2.30
g0 (Eg;x—a") Sk ST (2.30a)
—Ka|z—2| —Ka ,KaX’
g (cemz—7) = S - £ (2.30D)

2K, 2K,
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En el comportamiento asintético sélo los canales abiertos contribuyen a la funcién
de onda, ya que la contribucién de los canales cerrados decrece exponencialmente.

Primero estudiaremos el comportamiento asintotico considerando que se incide de
izquierda a derecha, es decir, el caso con s = +.

Comportamiento asintético para x < —L/2 con s = +

En este caso nos interesa la funcién de onda para valores de x tales que x < —L/2
cuando se incide de izquierda a derecha en el canal abierto ag; por lo tanto, al utilizar
las ecuaciones (2.29a) y (2.29b) podemos escribir las ecuaciones (2.28a) y (2.28b) de la
siguiente manera:

[Qb(fa)o (E,x)} = 04 (Fai %) Gaap + Taag®- (Eas ), 1 <a <N, (23la)
[iﬂ(f;)o (E,x)} = Taa®- (—€a;x), a> N, (2.31b)

donde las cantidades 7,4, son las amplitudes de reflexién en el canal a (abierto o cerrado)
cuando se incide de izquierda a derecha en el canal abierto ag. Las expresiones para las
amplitudes de reflexion r,,, son las siguientes:

- R2U,, (2) (
o L a +) / /
Taay = —270 b§_1/¢+ (Ea,gc)T [¢+ao (E,x)}bda:, 1<a<N, (2.32a)

si a es un canal abierto y

- n*Uq, (2
Taag = —2m Z / ¢+ (_Ea; .’L’l) % [@DSIL)O (Ev l’/)] b d$/7 a > Na (232b)
b=1

si a es un canal cerrado.

Comportamiento asintético para x> L/2 y s =+

Ahora buscamos la funcién de onda para valores de x tales que z > L/2 cuando
se incide de izquierda a derecha en el canal abierto ag; por lo tanto, al utilizar las
ecuaciones (2.30a) y (2.30b) podemos escribir las ecuaciones (2.28a) y (2.28b) de la
siguiente manera:

[ (;;)O (E,:L‘)] = taads (Eg;z), 1 <a <N, (2.33a)
WU (B,2)] = tawds (—euia) @ > N, (2.33b)

donde las cantidades t,,, son las amplitudes de transmisién en el canal a (abierto o
cerrado) cuando se incide de izquierda a derecha en el canal abierto ag. Las expresiones
para las amplitudes de reflexion ¢,,, son las siguientes:
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S hQ i /
towg = Gy 271 Y [ 6= (Euia P l@) 1) (B.0')] ar' 1<a< N, (231a)

si @ es un canal abierto y

taay = 27TZZ/¢ —€a; T h Uab( ) [@/}S:;)O (E,a:')hdx', a> N. (2.34b)

si a es un canal cerrado.
De manera analoga, consideremos que la incidencia se da de derecha a izquierda, es
decir, el caso con s = —.

Comportamiento asintético para z > L/2y s = —

En este caso nos interesa la funcién de onda para valores de z tales que x > L/2
cuando se incide de derecha a izquierda en el canal abierto ag; por lo tanto, al utilizar
las ecuaciones (2.30a) y (2.30b) podemos escribir las ecuaciones (2.28a) y (2.28b) de la
siguiente manera:

[w(+) (E .Z'):| = ¢7 (Ea; [IZ’) 5aa0 + T;a0¢+ (Ea; x) 1 S a S N, (235&)

[1/1(+) (E, x)} = The®+ (—€a;x), a> N, (2.35b)

donde las cantidades 77, son las amplitudes de reflexién en el canal a (abierto o cerrado)
cuando se incide de derecha a izquierda en el canal abierto ag. Las expresiones para las
amplitudes de reflexién 77, son las siguientes:

r;%:—zmz/¢ B, ﬁUab( )W ) (B, x)]bdx’, 1<a<N, (2.36a)

si @ es un canal abierto y

h Ua
Toao = —27?22/(;5 —€a; T b< ) [@D( (E x)]bdas’, a> N, (2.36b)
si a es un canal cerrado.

Comportamiento asintético para x < —L/2y s = —

Por tltimo determinemos la funcién de onda para valores de = tales que x < —L/2
cuando se incide de derecha a izquierda en el canal abierto ag; por lo tanto, al utilizar

37



38 Capitulo 2: Dispersion cuantica en guias de ondas bidimensionales

las ecuaciones (2.29a) y (2.29b) podemos escribir las ecuaciones (2.28a) y (2.28b) de la
siguiente manera:

[1#(130 (E,x)] — ¢ (Bnz), 1<a<N, (2.37a)

+

WO (B.2)] = tyo (—eiz), o> N, (2.37h)
a

donde las cantidades t,, son las amplitudes de transmisiéon en el canal a (abierto o

cerrado) cuando se incide de derecha a izquierda en el canal abierto ag. Las expresiones

para las amplitudes de transmisién t;, son las siguientes:

toag = Oaao 2mZ / b1 (Ea; ') hUab( )W (Ex)}bdx’, 1<a<N, (23%)

si a es un canal abierto y

;ao——zmz [ o1 ey 2D [0 (5,00)] 0= N (238

si a es un canal cerrado.

La solucién mas general y su comportamiento asintético

En toda la seccién anterior supusimos que la onda incidente era una onda plana en
alguno de los canales abiertos ag; sin embargo, debido a la linealidad de la ecuacién de
Schrodinger, la solucién mas general es aquélla en la que la onda incidente W, (z,y) es
una combinacion lineal de las ondas planas de todos los canales abiertos que acepta la
guia (cada una multiplicada por una amplitud de incidencia); ademds, puede ser que de
manera simultanea se incida por la izquierda y por la derecha; por lo tanto, la onda que
incide por la izquierda deberd ser la combinacion lineal:

N
=Y alloy (Bagi®) Xay (v), © < —LJ2, (2:39)

ap=1

mientras que la onda por la derecha debera ser la combinacion lineal:

N
=Y 026 (Bay; ) Xao (), x> L/2, (2.39b)

ap=1

En el presente trabajo adoptaremos la siguiente convencién para denotar las ampli-
tudes de las ondas:

= Las amplitudes de las ondas que viajan o se atenian de izquierda a derecha se
denotan por el simbolo ab 2 donde b denota el indice de canal (abierto o cerrado)
y los nimeros 1 y 2 especifican si la onda esta del lado derecho o izquierdo del
potencial.
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= Las amplitudes de las ondas que viajan o se atentian de derecha a izquierda se
denotan por el simbolo bém) donde b denota el indice de canal (abierto o cerrado)
y los nimeros 1 y 2 especifican si la onda esta del lado derecho o izquierdo del
potencial.

Esta notacion difiere de la convencién estandar en la que las ondas incidentes se denotan
por a&) y ago) mientras que las ondas salientes se denotan por b(bl) y bl(f) (con b un indice
de canal abierto o cerrado). La razon por la cual utilizaremos la convencién definida
arriba se debe a que ésta es muy comoda para describir la dispersion en términos de la
matriz de transferencia (ver seccién 2.5).

Por otro lado, la soluciéon general de la ecuaciéon de Schrodinger debe tener la estruc-
tura de la ecuacion (2.17). En el caso en que la incidencia se realiza en uno de los canales
abiertos, la solucién de la ecuacién de Schrodinger, Ec. (2.17), toma la estructura de la
ecuacion (2.27) con s = + si la incidencia se da por la izquierda, o con s = — si la
incidencia se da por la derecha. Si ahora consideramos que la incidencia se da en todos
los canales abiertos tanto por la izquierda como por la derecha, entonces la solucion
méas general debe escribirse como una combinacién lineal de las funciones definidas en
la ecuacién (2.27) con s = +:

S U, (B = 3 {Z afd) [0 <E;x>}b} (). (2:40)

ap=1 b=1 \ap=1

mas una segunda combinacién lineal con s = —

Z bAv ) (Bi,y) {Z b2 | (B x)}b} o (¥). (2.40b)

ap=1 ap=1

Al sumar las ecuaciones (2.40a) y (2. b), obtenemos la solucién mas general:

ii{ o) [0 (Bso)] +82 [uC) (Bio)] D), (241a)

que al compararla con la solucién més general, Ec. (2.17), obtenemos que la funcién
longitudinal mas general para [¢ ()], se escribe de la siguiente forma:

wnb:i{agy Wl (B)| 82 [0 (o) by b=120 N

(2.41D)

Las cantidades a((m) y b 0) representan las amplitudes de las ondas planas de canales

abiertos con las que se incide por la izquierda y por la derecha, respectivamente.
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Comportamiento asintoético

Con ayuda de los desarrollos asintéticos de las funciones [wﬁ;)o (E, a:)] , due obtuvi-

mos en la seccién 2.4.2, podemos analizar el comportamiento asintotico de las funciones
[¢ ()], definidas en la ecuacién (2.41b).

La regiéon x < —L/2. Para obtener el desarrollo asintético de las funciones [¢ ()],
cuando < —L/2 debemos introducir en la ecuacién (2.41b) las ecuaciones (2.31a) y
(2.37a), si b es un canal abierto, o las ecuaciones (2.31b) y (2.37b), si b es un canal
cerrado. Al hacer lo anterior obtenemos las siguientes expresiones:

W (2)], = alV by (By;z) +0V¢_ (Bpz), 1<b< N (2.42a)
si b es un canal abierto y
W (@), = b0 (—e;z), b> N (2.42b)

si b es un canal cerrado. En las ecuaciones (2.42a) y (2.42b) hemos definido las amplitudes
de onda saliente bl(,l) como:

N
B = 5 [rpapa + th, b2 (2.42¢)
ap=1

donde b puede ser un indice de canal abierto o cerrado.

La regién = > L/2. Para obtener el desarrollo asintético de las funciones [¢ (x)],
cuando x > L/2 debemos introducir en la ecuacién (2.41b) las ecuaciones (2.33a) y
(2.35a), si b es un canal abierto, o las ecuaciones (2.33b) y (2.35b), si b es un canal
cerrado. Al hacer lo anterior obtenemos las siguientes expresiones:

[0 (2)], = b2 (Byiz) +al¢, (Bpz), 1<b< N (2.43a)

si b es un canal abierto y

[ ()], = af by (—eas2), b> N, (2.43D)

si b es un canal cerrado. En las ecuaciones (2.42a) y (2.42b) hemos definido las amplitudes

de onda saliente af) como:

N
= Z thagal) + 1}, b (2.43¢)

donde b puede ser un indice de canal abierto o cerrado.

Al introducir los desarrollos asintéticos para © < —L/2, Ecs. (2.42a)-(2.42b), y
x > L/2, Ecs. (2.43a)-(2.43b) en la solucién general de la ecuacién de Schrodinger,
Ec. (2.17), obtenemos:
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VO (2,y) = U (2,y) + 0L (z,y), < —L)/2, (2.44a)
VO (2,y) = U2 (2,9) + 0 (z,y), ©> L2, (2.44b)

donde las funciones \1/5711) (x,y) y \I/fi) (x,y) son las funciones de onda incidentes (por
la izquierda y por la derecha, respectivamente) definidas en la ecuacién (2.39). Las
funciones de onda \Ilfm)t (x,y)y \I/((m)t (z,y) son las ondas dispersadas que estan dadas por
las siguientes expresiones:

N
out ZU y Z Eb, Z b —€p, T )Xb (y)7 (244C)
1 b=N-+1
parax < —L/2y
N 00
(2) 2
U () =Y ao_ (Bua)xa () + Y a’o (—ew) xe (y), (2.44d)
b=1 b=N+1

para x > L/2. En las ecuaciones (2.44c¢)-(2.44d) se observa, explicitamente, que las fun-
ciones de onda dispersadas tienen contribuciones tanto de las ondas viajeras de canales
abiertos como de las ondas evanescentes de canales cerrados, pero estas tltimas decrecen
exponencialmente; por lo tanto, cuando |z| — oo sélo contribuyen los canales abiertos.

Como veremos en la seccion 2.5, serd de gran ayuda agrupar todas las amplitudes de
las ondas incidentes de canales abiertos, las salientes de canales abiertos y las “salientes”
de canales cerrados en los siguientes vectores:

. ag) y bg) denotan los vectores cuyas componentes son las amplitudes de las ondas
incidentes de canales abiertos, por la izquierda y por la derecha, respectivamente:

agl) ng)
a =1 |, = : |. (2.45a)
aly b\

. bg) y a @ ) denotan los vectores cuyas componentes son las amplitudes de las ondas
salientes de canales abiertos, a la izquierda y a la derecha, respectivamente:

B0 o?

b= |, =] : | (2.45b)
p e
N an

b(Ql) y a ) denotan los vectores cuyas componentes son las amplitudes de las ondas

salzentes de canales cerrados, a la izquierda y a la derecha, respectivamente:
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B ©)

N+1 ANt1
= + |, &= : | (2.45¢)
1) 2)
bS\/+N’ angv/

donde N’ denota el niimero total de canales cerrados, el cual es infinito, por lo
que los vectores bg) y ag ) tienen un nimero infinito de componentes. Los vectores

definidos en la ecuacién (2.45) se ilustran en la figura 2.2

Figura 2.2: Dispersién producida por un potencial. Las ondas incidentes sélo pueden ser ondas
planas viajeras de canales abiertos mientras que las salientes son ondas viajeras en los canales

abiertos y ondas evanescentes en los canales cerrados.

2.5. Las matrices de dispersion y transferencia

2.5.1. Las matrices reductdas

La matriz de dispersion reducida

De las ecuaciones (2.42c) y (2.43c) se observa que las amplitudes de las ondas dis-

persadas bl()l) y @1(72) estan relacionadas con las amplitudes de las ondas incidentes a(%) y

b2 a través las amplitudes de transmision thags the, ¥ de reflexion 7y, y 14, , donde b
puede ser un indice de canal abierto o cerrado. Dichas ecuaciones se pueden expresar
como relaciones matriciales utilizamos los vectores definidos en la ecuacion (2.45) y si
definimos las siguientes matrices:

» Las cantidades tpp, thp, rpp v ' p denotan las matrices de transmisién y reflexién
de abierto a abierto, cuyos elementos de matriz son las cantidades tp,,, tgao, Tbag
y tgao donde 1 < ap < Ny 1<0b< N;por lo tanto, cada una de estas matrices
tiene N x N elementos, es decir:
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ty - tin t,u /1N

tpp = oo o tep= 8 s (246a)
i1 -+ InNN the 0ty
i1 ot TIN oo TN

rpp = oo = 0 st | (246D)
N1 *** TNN TN ottt TN

Estas matrices describen los procesos de dispersion en los que se incide por algin
canal abierto ag y se transmite o refleja en el canal abierto b.

= Las cantidades tgp, tgp, ropr y Top denotan las matrices de transmisién y reflexion
de abierto a cerrado, cuyos elementos de matriz son las cantidades tpq,, thy,: Tbao
Y the, donde 1 < ag < N y b > N; por lo tanto, cada una de estas matrices tiene
N x N' elementos, siendo N’ el niimero de canales cerrados; es decir:

tvyr 0 v tvent 0 Hveow
top = : : , top = : : ,
tinenyr o B(NENON (NeN1 T Uy
(2.46¢)
TN+ T(N41)N Finen 0 T(N4)N
rop = : Tégp _ . . .
T(N+N")1 *** T(N+N')N TEN+N’)1 T T£N+N’)N
(2.46d)

Estas matrices describen los procesos de dispersion en los que se incide por algin
canal abierto ag y se transmite o refleja en algin canal cerrado b.

» Es importante aclarar que formalmente el niimero de canales cerrados N’ es infini-
to, de tal manera que en el resultado final deberemos considerar el limite N/ — oo;
es importante tener siempre presente este hecho, ya que, como explicaremos al final
del Capitulo 3, de no hacerlo no podriamos reproducir que en 2 dimensiones un
potencial delta no dispersa [29]; sin embargo, en la practica, los célculos numéri-
cos (de cantidades relaciona con la dispersién ver Capitulo 7) se realizan con un
numero finito de canales cerrados (tan grande como sea posible).

Utilizando las matrices de las ecuaciones (2.46a) y (2.46b) podemos escribir la si-
guiente relacion matricial entre los vectores de las amplitudes salientes de canales abier-
tos, bg) y ag), y los vectores de las amplitudes incidentes de canales abiertos, agjl) y

bg):
1 1
bED) _ rpp tIPP a;) . (2 47&)
a? |\ tpp 7 AN '
P PP P
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analogamente, podemos utilizar las ecuaciones (2.46¢) y (2.46d) para escribir la siguiente
relacién matricial entre los vectores de las amplitudes “salientes” de canales cerrados,

bg) y ag), y los vectores de las amplitudes incidentes de canales abiertos, ag) y bg):

1) (1)
bo ) = ( Ter for “w); (2.47b)
) top 7! 2 | :
Q QP P
Debido a que nos interesa estudiar la dispersion en la regién asintética, es decir,
lejos de la region de interaccion |z| > |L|, las amplitudes relevantes son las de las ondas

de canales abiertos b%) y ag), ya que en esa region las correspondientes amplitudes de

canales cerrados bg) y ag) tienen un atenuamiento exponencial, lo cual requiere que
|z| > 1/kq; por esta razén pondremos nuestra atencién en la ecuacién (2.47a), la cual

podemos reescribir de la siguiente manera:

b;” b
=S| 5 . 2.48
( ag) bg) (2.43a)

donde S es una matriz de 2N x 2N elementos que llamaremos matriz de dispersion
reducida y se define de la siguiente manera:

r t
S = ( o ) , (2.48D)

siendo ¢, t', r y 1’ las matrices de transmision y reflexién reducidas o de canales abiertos:

r = Tpp, t/ = t/PPv (248(3)

= tpp7 T, = T;DP' (248d)

La matriz de dispersion reducida, S, nos da las amplitudes de las ondas salientes de

canales abiertos b}” y ag) en términos de las amplitudes de las ondas incidentes de

canales abiertos ag) y bg), sin necesidad de conocer las amplitudes transmitidas o refle-

jadas de las ondas salientes de los canales cerrados.

La matriz de transferencia reducida

Hasta el momento siempre hemos planteado el problema de la dispersién suponiendo

que se conocen o controlan las amplitudes de las ondas que inciden en los canales abiertos

a%) y bg) y que nuestro interés es conocer las amplitudes de las ondas salientes en los

canales abiertos, bg) y ag), siendo las amplitudes de las ondas salientes de los canales

cerrados bg) y ag) de poco interés para el comportamiento asintotico de la dispersién.
Bajo estas circunstancias el estudio de la dispersiéon puede hacerse mediante la matriz

de dispersién reducida, la cual se obtuvo en la seccién anterior, Ec. (2.48b). Dicha

matriz nos da las amplitudes de las ondas salientes de canales abiertos bg) y ag) en

términos de las amplitudes de las ondas incidentes de canales abiertos ag) y bg); sin

embargo, podriamos plantear el problema de la siguiente manera: supongamos que se
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conocen las amplitudes del lado izquierdo del potencial, a%) y bg), y que ahora nuestro
interés es obtener las amplitudes del lado derecho del potencial ag) y bg). Bajo estas
circunstancias conviene plantear el problema en el contexto de la matriz de transferencia
reducida M, la cual relaciona las amplitudes de los canales abiertos del lado derecho con

las correspondientes del lado izquierdo mediante la siguiente relacién matricial:

o o
b(2) == M b(l) 5 (249&)
P P
donde la matriz de transferencia reducida M es de 2N x 2N definida como:
_|a p
-l 2], o

con «, 3, vy 0 matrices de N x N.

Como veremos en la seccion 2.5.2, la obtencién de la matriz de transferencia reducida
si requiere trabajar con las amplitudes de las ondas “salientes” de canales cerrados bg)
y a(QQ), lo cual no sucedia para obtener las matriz de dispersién reducida S. De igual
manera, mostraremos que las matrices de dispersién y transferencia reducidas, Ecs.
(2.48b) y (2.49b), pueden obtenerse una en términos de la otra: ver Ecs. (2.87) y (2.88).

La razoén por la cual se introduce la matriz de transferencia se debe a que el estudio
que haremos de la dispersion en guias de ondas desordenadas que presentaremos en el
Capitulo 4 estara basado en la matriz de transferencia M y no en términos de la matriz
de dispersion S.

2.5.2. Propiedades de las matrices reducidas

Relaciones de conservacion de flujo

De la ecuacién de Schrodinger tridimensional dependiente del tiempo

L0 R* _, ~
zha\ll (r,t) = —%V U(r,t)+V(r)V(r,t) = HY (r,1), (2.50a)
~ h2 9

se demuestra que la funcién de onda V¥ (r, ) satisface la ecuacién de continuidad

5 (r,t) +V-j(r,t) =0, (2.51a)
donde la densidad de probabilidad p (r,t) y la densidad de corriente j (r,t) se definen
como:

p(r,t) = |U(r,t)] (2.51b)

jrt) = N (W (r,t) VU (r,t) — U (r,t) VI (r,1)]. (2.51c)

2im
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Si en la ecuacién (2.50a) el potencial no depende del tiempo, podemos trabajar con
la ecuacién de Schrodinger estacionaria:

HV (r) = BV (). (2.52a)

En este caso la densidad de probabilidad p (r) y la densidad de corriente j (r) no depen-
den del tiempo, por lo que la ecuacién de continuidad para el caso estacionario toma la
siguiente forma:

V-j(r)=0. (2.52b)

En nuestro caso particular estamos trabajando con una guia de ondas bidimensional
en la que se cumple la ecuacién de Schrodinger estacionaria, Ec. (2.16a), por lo que la
ecuacion de continuidad es la siguiente:

donde la densidad de corriente bidimensional se define como:
. h * *

Debido a que el nimero de particulas por unidad de tiempo que entra a la region del
potencial debe ser igual al nimero de particulas por unidad de tiempo que sale de esta
region, entonces el flujo del vector densidad de corriente, Ec. (2.53b), debe ser mismo
tanto del lado izquierdo como del derecho del potencial, es decir:

/ iV () - A1) = / i (2,y) - A1 (2.54)
o c?

donde jV) (z, y) representa el vector de densidad de corriente del lado izquierdo, mientras
que j® (z,y) representa el correspondiente vector del lado derecho; andlogamente los
vectores d1V) y d1® representan los elementos de linea de la seccién transversal del lado
izquierdo y del derecho, respectivamente. Las curvas C! y C? sobre las cuales se realiza
la integracion son curvas de forma arbitraria que deben unir las paredes de la guia. Por
simplicidad consideraremos las curvas C! y C? como rectas que unen las paredes de la
guia en una abscisa « tal que |z| > L/2; por lo tanto:

AV = zdy =d1?, = (2.55a)
w w
/ iV (x,y)dy = / i@ (z,y) dy (2.55b)
0 0
donde
2 (2 )—i U™ (z )Q\If(x )=V ( )2\11*(:5 ) (2.55¢)
jx 73/ _22m 7y 8$ 7y 7y ax 73/ ’ .

es la componente = del vector densidad de corriente de la ecuacién (2.53b).
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Para calcular las densidades de corriente del lado izquierdo, j;l) (x,y), y derecho,
i@ (x,y), tenemos que utilizar las ecuaciones (2.41), (2.42), y (2.43), con las cuales

podemos escribir las funciones de onda del lado izquierdo y derecho, respectivamente:

N
VO (@) = 3 [ or (Bse) + 406 (Bya)| o () (2.562)
b=1
+ 3 bl (—e ) xi ()
b=N+1
N
VO (@) = D W6 (Bw) + a6y (o) ) (2.56D)
b=1
+ 3 a6 (—as2) 0 ().
b=N+1

Las expresiones de la ecuacién (2.56) nos permiten calcular las derivadas que necesitare-
mos para obtener la densidad de corriente de la ecuacién (2.55c), de ambos lados del
potencial:

N
D90 (ay) = Yk o0 (Bin) b0 (Bin)] ) (257
b=1
+ 3wt (—aio) )
b=N+1
Dy ay) = —Zmb[ C(Bin) - aPos (Bix)] () (257
- Z ’K”'bab ¢+ —€ps T ) ( )
b=N+1

Flujo del lado izquierdo Para calcular el flujo del lado izquierdo necesitamos utilizar
las ecuaciones (2.56a) y (2.57a) para calcular las siguiente integrales:

v 0

/ T (2, y) — pe —0W (z,9) dy (2.58a)
OW ;

| v ) 0 ey (2.58)
0 ox

que podremos hacer facilmente, ya que las funciones transversales y, (y) son ortonor-
males en el intervalo y € [0, W], Ec. (2.7); por lo tanto, se tiene:

47



48 Capitulo 2: Dispersion cuantica en guias de ondas bidimensionales

w N
0 . 2
/ U (2,y) =00 (2, y)dy =) ik az(,l)’ o4 (Byio)* = (2.59)
0 ox —
2

VN6 (B o)+ 00l 6 (Bw) — | oo (B W]
+ Z /{b‘b(l |¢ —€p; T )| )

b=N+1
/W v (z,y) 9 g (z,y)dy = _iikb a(l)r |64 (B )] = (2.59b)
0 "7 Ox ’ b ’

b=1
2
+ Z Kb‘b ‘ |¢ —€p, T
b=N+1

Al sustituir las ecuaciones anteriores en el lado izquierdo de la ecuacién (2.55b) se obtiene
que el flujo del lado izquierdo es:

/Owji”(fv y) dyihi“

b=1

_ ’b,()l)

2] | (2.60)

Flujo del lado derecho. Utilizando un procedimiento analogo al que realizamos para
calcular el flujo del lado izquierdo obtenemos que el flujo del lado derecho es:

Y o L[l
2

) dy = ——— ‘b -
/ny (z,y)dy 27Thb:1|:b

Al sustituir las ecuaciones (2.60) y (2.61) en la ecuacién (2.55b) se obtiene que la
conservacion de flujo impone la siguiente relacion entre las amplitudes:

EN: Ual()l)‘2 B ‘bgl)ﬂ N i Ubl()g)r B ‘al()z)ﬂ 0 (262
b=1

b=1

5

2} | (2.61)

Relacién de conservacion de ﬂu o para la matriz de dispersién reducida. Si
utilizamos los vectores aED), bED , bP vy a ) definimos en la ecuacién (2.45), podemos
reescribir la relacién de conservacién de ﬂuJo Ec. (2.62), en términos de estos vectores:

es decir, obtenemos la siguiente expresion para la conservacion de flujo:

aWt . ) 4 p@t 5@ — Ot 1) 4 (D2 (2.63)

Con ayuda de la ecuaciéon (2.48) podemos escribir el lado derecho de la ecuacién (2.63)
de la siguiente manera:
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1) (1)
1 1 2 2 Dt (2 b 1)1, (2 a
BT a2 = [oTa2] [ b ] [ st [ ) ] (2,614
P

andlogamente, el lado izquierdo de la ecuacién (2.63) puede escribirse matricialmente
como:

(1)
MO OICI IO [ oWt @1 } [ Z(Jg) ] : (2.64b)
P

Finalmente, al sustituir las expresiones de la ecuacién (2.64) en la ecuacién (2.63) se
obtiene:

(1)
2 [ g ] = 0@ 1 [ e ] (2.650)
P

Debido a que la ecuacién (2.65a) debe cumplirse para cualquier pareja de vectores a%)

y bg), la conservacién de flujo impone que la matriz de dispersion reducida satisfaga la
siguiente relacion.

STS = Ly. (2.66a)

donde la matriz Iy es la identidad de dimensién 2N, es decir,

[ Iy Oy
Ly = { o e } . (2.66b)

Por lo tanto, la conservacién de flujo impone las siguientes relaciones ente los elementos
de la matriz S:

rir +tTt = Iy =t 01, (2.66¢)
i+t = 0y =tTr + 01t (2.66d)

Las matrices S que satisfacen la Ec. (2.66a) forman un grupo llamado el grupo unitario.

Relacion de conservacion de flujo para la matriz de transferencia reducida.
Otra manera en la que podemos reescribir la relacién de conservacién de flujo, Ec. (2.62),

en términos de los vectores ag), bg), bggl) y ag) es la siguiente:

A a) T D BTyt ) (2.6)
Con ayuda de la ecuacién (2.49) podemos escribir el lado derecho de la ecuacién (2.67)
como la siguiente relacién matricial:
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@f @, @f 2 @nhet] [ In O a'?
ap’ -ap —bp -bP:[aP bp}-[ } b

On —In bg)
_ [a(l)Tb(l)T] M. M [ ag) ] (2 68 )
— |%P %P z b -boa
P

donde hemos definido la matriz >, como:

[ Iy 0
zz_( 0 —IN)' (2.68D)

De igual manera, el lado izquierdo de la ecuacién (2.67) puede escribirse de manera
matricial:

(1)
aggl)T . ag) - bﬁi” : bg) = [ ag” bgﬁ } 2 [ Z(q) ] : (2.68¢)
P

Utilizando las expresiones (2.68a) y (2.68¢) en la ecuacién (2.67), se obtiene que:

(1) 1)
a a

[ aggl)T bgj‘l)T } Y, [ bg) ] — [ agDI)T bggl)T } MY M [ b{{) ] 7 (2.69a)
P P

que al igual que la ecuacién (2.65a), debe cumplirse para cualquier par de vectores ag) y

bg,); por lo tanto, la conservacién de flujo impone que la matriz de transferencia reducida
debe satisfacer la siguiente relacion:

M. M =3, (2.70)

Las matrices M que satisfacen la Ec. (2.70) forman un grupo llamado el grupo pseu-
dounitario.

Propiedad de invariancia ante inversiones temporales

Tanto en la mecéanica clasica como en la mecanica cuantica puede suceder que la
dinamica del problema sea invariante ante inversiones temporales. La siguiente discusion
sigue las ideas expuestas por Messiah [36].

Consideremos un sistema clasico cuya solucion de las leyes de Newton es el vector
posicién r (). Supongamos que esta solucién es reversible en el tiempo, es decir, que el
vector de posicion

Irey (t) =r (_t> ) (2713)

también es solucién de las leyes de Newton. La ecuacién (2.71a) quiere decir que el
vector r en el tiempo ¢ es igual al vector r,., en el tiempo —t; ademas, la velocidad 1 en
el tiempo ¢ es opuesta a la velocidad r,., en el tiempo —t. Al igual que la velocidad, el
momento satisface:
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Prev (t) =P (_t) : (271b)

Si el sistema clésico satisface las ecuaciones (2.71a) y (2.71b), entonces la funcién de
Hamilton es invariante ante inversiones temporales, es decir:

H (pa I') =H (p'reva rrev) . (271(3)

Un ejemplo en el que la leyes de Newton no son invariantes ante inversiones temporales,
es el caso de una particula cargada en presencia de un campo magnético. Lo anterior se
debe a que el campo magnético introduce un acoplamiento lineal con la velocidades, lo
cual da como consecuencia que no se cumplan las relaciones de la ecuacién (2.71).

Consideremos ahora el analogo cuantico, es decir, un sistema que obedece la ecuacion
de Schrodinger dependiente del tiempo, Ec. (2.50a). Como el operador Hamiltoniano,
Ec. (2.50b), es real, en la ecuacion (2.50a) podemos hacer el cambio t — —t y conjugar
la ecuacién obteniendo asi:

- 8 * h2 2T * * _ 7T, %
i U (=) = == VP (0, =) 4+ V () U (1, ) = HY (r,~1), (2.720)

lo cual quiere decir que la funcién

U, (r,8) = T (v, —1) (2.72b)

también es soluciéon de la ecuacion de Schrodinger; es decir, si el Hamiltoniano del sistema
es invariante ante inversiones temporales, entonces la solucién W (r, t) es reversible en el
tiempo, ya que W,., (r,t) también es solucién.

Al igual que en el caso clasico si el hamiltoniano depende de un campo magnético,
el hamiltoniano no serd invariante ante inversiones temporales.

Consideremos la ecuacién de Schrodinger en el caso estacionario, Ec. (2.52a). En
este coso, si la funcién W (r) es solucién de la ecuacién (2.52a), y el hamiltoniano es
invariante ante inversiones temporales, entonces la funcién:

\Ijrev (I‘) = v (I‘) (273)

también es solucién de la ecuacién (2.52a).

En nuestro caso particular estamos trabajando con la ecuacion de Schrodinger esta-
cionaria, Ec. (2.16a), cuyo Hamiltoniano es invariante ante inversiones temporales; por
lo tanto, si la funcién ¥ (z,y), Ec. (2.41), es solucién de la ecuacién (2.16a), entonces la
funcion

[e.9]

=> [ (@) xe (), (2.74a)

b=1

también es solucién de la ecuacién (2.16a), donde hemos utilizado la ecuacién (2.41)
para definir la funcién:
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N

0 @)y = > {al [vl (B x)] + 02" [ (B I)L} b=1,2,-- N,

ap=1

De las ecuaciones (2.42) y (2.43) podemos obtener el comportamiento asintético de
las funciones (¢ (z)];, siendo éste:

W@, = b0 (Ba)+ a0 (Bya), 1SH< N (2.75a)

W @) = b (—ayz), b>N (2.75b)
sizx < —L/2y

W (@) = i 6_ (Byz)+ b6, (Byz), 1<b< N (2.76a)

W (@), = ¢ (—ewsw), b> N, (2.76b)

si x > L/2. Debido a que la contribucién de las funciones de onda de los canales cerrados
decrece exponencialmente conforme || — oo, Ecs. (2.75b) y (2.76b), sélo nos interesan
las funciones de onda de canales abiertos, Ecs. (2.75a) y (2.76a).

De las ecuaciones (2.75a) y (2.76a) observamos que las amplitudes de las ondas
que inciden por la izquierda y por la derecha, respectivamente son: bl()l)* y a,()2)*, y que
las amphtudes de las ondas dispersadas a la izquierda y a la derecha, respectivamente

son: abl)* y b . Al igual que en la ecuacién (2.45), podemos agrupar las amplitudes

de las ondas entrantes y salientes en términos de los vectores bg)*, ag)* y a%)*, bg)*,
respectivamente.

Es oportuno recordar que las componentes de los vectores bg)*, ag)*, aPl v bp
son las conjugadas de los vectores definidos en la ecuacién (2.45), pero en este caso,

la solucién W, (x,y) invierte la direcciéon de las ondas entrantes y salientes, es decir:

si al()l) representa la amplitud de una onda incidente en la solucién V¥ (z,y), entonces

all()l)*

(2)*

representa la amplitud de una onda saliente en la solucién W,., (x,y) y viceversa,

si bl()l) representa la amplitud de una onda saliente en la solucién V¥ (z,y), entonces bél)*
representa la amplitud de una onda incidente en la solucién W,., (z,y).

Relacion de invariancia ante inversiones temporales de la matriz de dispersién

reducida. Utilizando la matriz de dispersién reducida S, Ec. (2.48), podemos expresar

5(2)

los vectores de las amplitudes de ondas sahentes a en términos de los vectores

de las amplitudes de ondas entrantes bP ya (2) i

(1) (1)
ap ) _ g bp 9277
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La ecuacion (2.48) también relaciona los vectores de bg) y ag) con los vectores a%) y

bg), por lo que la ecuacién (2.77a) se reescribe de la siguiente manera:

DN WY
P P

por lo tanto, si el hamiltoniano es invariante ante inversiones temporales, la matriz de
dispersién reducida satisface la siguiente relacion:

SS* = ]2]\/‘, (2.78&)

que al combinarla con la relacién de conservacién de flujo, Ec. (2.66a) nos da:

S = ST, (2.78b)

que en términos de las matrices r, t', t y 1’ se expresa como:

r=rT =y =t (2.78¢)

Lo anterior quiere decir que si un sistema tiene un hamiltoniano que es invariante ante
inversiones temporales, entonces la matriz de dispersion del sistema se puede escribir de

la siguiente manera:
rot?
S = < P ) . (2.79)

Relacion de invariancia ante inversiones temporales de la matriz de trans-
ferencia reducida. La matriz de transferencia reducida M, Ec. (2.49), nos permite

relacionar los vectores, bg)* y ag)*, de las amplitudes del lado derecho con los del lado
izquierdo bg) Ty a}”* de la siguiente manera:

bg)* bg)*
a(2)* =M a(l)* 9 (2803‘)
P P

a0\ dD N\
Yo i =M, 4 , (2.80b)
b(z) b(l)
P P

donde hemos definido la matriz ¥, como:

o equivalentemente:

| On In
3, = [ I on 1 : (2.81a)

la cual tiene la propiedad de que su cuadrado es la identidad

Y2 = Ly (2.81b)
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La ecuacién (2.49) también relaciona los vectores ag) y bg), con los vectores ag) yb

por lo que la ecuacién (2.80b) se puede reescribir de la siguiente manera:

MO MORWN
M H =Y. M3, 4 , (2.81c)
b(l) b(l)
P P

donde hemos utilizado la propiedad (2.81b); por lo tanto, si el hamiltoniano es invariante
ante inversiones temporales, entonces su matriz de transferencia reducida debe satisfacer
la siguiente relacién matricial:

1)
P >

M* =S, MY, (2.82a)

que en términos de las matrices «, 3, 7 y 0 se expresa como:

d=ao", y=0" (2.82Db)

Lo anterior quiere decir que si un sistema tiene un hamiltoniano que es invariante ante
inversiones temporales, entonces la matriz de transferencia del sistema se puede escribir
de la siguiente manera:

M:[ﬂo‘* f} (2.82¢)

Las matrices M que satisfacen las ecuaciones (2.70) y (2.82a) satisfacen las siguientes
propiedades:

|det M| = 1, (2.83a)
det M = 1. (2.83b)

Relacién entre las matrices de dispersion y de transferencia reducidas

Las matrices de dispersién y transferencia reducidas nos sirven para describir el
mismo problema: la dispersion; sin embargo, dependiendo de lo que nos interese estudiar
nos convendra plantear el problema en términos de una o de otra. Debido a que ambas
matrices describen el mismo problema, debe haber una relacién que nos permita obtener
una en términos de la otra.

Supongamos que conocemos la matriz de dispersién reducida S y que nos interesa
obtener la matriz de transferencia reducida M. De la ecuacién (2.48) podemos despejar

los vectores ag) y bg) en términos de los vectores ag) y bg) obteniendo asi que:

N T Real) s
b = () ey + ()0 (2.84b)

De la relacién de conservacion de flujo para la matriz de dispersién reducida, Ec. (2.66a),
se obtiene la siguientes relaciones matriciales:
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rir 4+t = 1, (2.85a)
rit -t = 0, (2.85b)

de las cuales se puede mostrar que:

()=t =) (2.85¢)

por lo tanto, la ecuacién (2.84) se simplifica de la siguiente forma:

ap = (i) ap () 0y, (2.862)
b = = () e+ (#) 0} (2.86)

Al comparar la ecuacién (2.86) con la ecuacién (2.49), podemos hacer las siguientes
identificaciones:

a= (tT)_1 : g=r(t)", (2.87a)
y=— e a=) (287

De la ecuacién (2.87) podemos obtener las matrices r,t’, t y r’ en términos de los bloques
de la matriz de transferencia obteniendo asi:

r =

— &)y, =01, (2.88a)
t=(ah)™"

(@), =80, (2.88b)

2.5.3. Las matrices extendidas

Incidencia por canales cerrados

En todo el estudio de la dispersién que hemos hecho en el presente Capitulo siempre
hemos tenido en mente que tanto a la izquierda como a la derecha del potencial la guia
de ondas estd vacia (ver figura 2.2), de tal manera que, tanto por la izquierda como por
la derecha no hay incidencia en los canales cerrados, ya que se tendrian funciones expo-
nenciales que divergirian exponencialmente conforme |z| — oo; sin embargo, pensemos
que nuestro sistema dispersor esta constituido por tres subsistemas como se muestra en
la figura 2.3, y que nos interesa estudiar la dispersién que produce el subsistema que se
encuentra entre las regiones 1 y 2, en las cuales el potencial es cero.

Como observamos en la figura 2.3 la incidencia de ondas planas, cuyas amplitudes

agrupamos en los vectores ag) y bggD), produce en las regiones I y D, ondas dispersadas
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/ 1 9 D

(1) (1) o (2) ey ~ (1)

dp dp —s dap d, —>»
~ 1) ~(2) ~ A1)
dg 2 ag 2 dy —3
T (0 772 7
; by by )" e B
¢ E{(}.’] E:]J B’(ZJ
C ‘0 «—

Figura 2.3: Dispersion multiple producida por tres sistemas. En las regiones 1 y 2 hay ondas

evanescentes de canales cerrados que se atentdan en ambas direcciones.

. : I (D
en canales abiertos y cerrados, cuyas amplitudes agrupamos en los vectores bgg), agg ),

bg) y agD); sin embargo, la dispersion maultiple debida al arreglo de los tres subsistemas,
tiene como consecuencia que en las regiones 1 y 2 haya ondas viajeras de canales abiertos
en ambas direcciones, pero también que haya ondas evanescentes de canales cerrados
que se atenuan tanto de derecha a izquierda como de izquierda a derecha. Definimos los
vectores que agrupan las amplitudes de onda en las regiones 1 y 2 de la figura 2.3 de la

siguiente manera:

= Las amplitudes de las ondas incidentes de canales abiertos, por izquierda y por
derecha respectivamente, se agrupan en los vectores:

’dgl) 552)
ag =1 |, W= : | (2.89a)
ay [

= Las amplitudes de las ondas “incidentes” de canales cerrados, por izquierda y por
derecha respectivamente, se agrupan en los vectores:

~(1 (2

o[ T B

ag = () , by = () : (2.89b)
T(1 7(2
N N DN N

» Las amplitudes de las ondas salientes de canales abiertos, a la izquierda y a la
derecha respectivamente, se agrupan en los vectores:

B =)
o= |, A= : |. (2.89¢)
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= Las amplitudes de las ondas “salientes” de canales cerrados, a la izquierda y a la
derecha respectivamente, se agrupan en los vectores:

7w =)

B N+1 AN

by = : , Ay = : (2.89d)
¢! ~(2
bSVl—N’ aNl—N’

Los vectores de la ecuacién (2.89) son la extension natural de los vectores definidos
en la ecuacién (2.45) con la diferencia que ahora se permite la incidencia por canales
cerrados lo cual da lugar a los vectores 58 ) y Z(QQ); por lo tanto, bajo estas circunstancias
habrd incidencia de canales cerrados sobre el potencial U (x, y).

Para describir la dispersiéon producida por el potencial U (z,y), bajo las circun-
stancias descritas anteriormente, tenemos que extender los conceptos discutidos en las
secciones previas. Uno de éstos que tenemos que extender es el referente al compor-
tamiento asintético de las funciones de onda [¢ (z)],, Ecs. (2.42) y Ecs. (2.43), ya que
ahora debemos permitir que haya incidencia por los canales cerrados. Lo anterior se lo-
gra al reemplazar las ecuaciones (2.42a)-(2.42b) y Ecs. (2.43a)-(2.43b) por las siguientes

extensiones:

W @), = @ 0 (Byz)+b0¢_ (Byz), 1<b< N (2.90a)
[ (z)], = Eil()l)gm (—€p; ) +g£1 O (—ep;x), b>N (2.90b)

en la regién 1y

W (@), = b o (Byz)+a ¢ (Eyz), 1<bS N (2.91a)
W (2)], = b6 (—euiz) +a by (—easz), b> N, (2.91b)

en la region 2. Las amplitudes 'dél) y 522) denotan las amplitudes extendidas de las ondas

incidentes (que agrupamos en los vectores 5531), 58) ) Zg) ygg ), respectivamente), mientras

que las amplitudes gél) y Zil(f) denotan las amplitudes extendidas de las ondas salientes
(que agrupamos en los vectores 5531), ES ), &g) y Zig ), respectivamente), donde b puede ser
un canal abierto o cerrado.

Por otro lado, también tenemos que extender la manera en la que relacionaremos
las amplitudes de las ondas salientes, con las amplitudes de las ondas entrantes, o equi-
valentemente, las amplitudes en la region 2 con las en la region 1; es decir, tendremos
que extender los conceptos de las matrices de dispersion y transferencia reducidas: Ecs.

(2.48) y (2.49), respectivamente.
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La matriz de dispersion extendida

Si queremos relacionar las amplitudes extendidas salientes, Ecs. (2.89¢)-(2.89d), con
las amplitudes extendidas entrantes, Ecs. (2.89a)-(2.89b), debemos generalizar el con-
cepto de amplitudes de transmision y reflexién discutido en la seccion 2.4.2; ya que
ahora debemos permitir la incidencia a través de los canales cerrados; es decir, ahora
tendremos amplitudes de transmision y reflexion extendidas fab, ;fv’ab, Tab ¥ ;’ab donde los
indices a y b pueden ser de canales abiertos o cerrados. Esta extension permitird que
al incidir sobre el potencial en un canal cerrado pueda haber transmisién o reflexion
en un canal abierto o cerrado; por lo tanto, nuestra matriz de transferencia extendida
debera tener amplitudes de transmision y reflexion que permitan incidir por un canal
abierto y salir por un canal abierto o cerrado e incidir por un canal cerrado y salir por
un canal abierto o cerrado.

Podemos escribir la extension de la ecuacién (2.48) de la siguiente manera:

70 (1)
=) )

b ~| a

o | =3 % |, 2.92a
i o e
~(2 T2

agy bo

donde S es la matriz de dispersiéon extendida definida de la siguiente manera:
s-(T 7 (2.92b)
S\t 7)) '
con t, t', ¥y 7, y las matrices de transmisién y reflexién extendidas, las cuales son
de dimensién (N + N’) x (N 4+ N’), por lo que la matriz de dispersién extendida es de

dimension 2 (N 4+ N’) x2 (N + N’). Estas matrices de transmisién y reflexion extendidas
estan constituidas de lo siguientes bloques:

= Bloque PP: describe un proceso de dispersion en el cual se incide en un canal
abierto y se sale en un canal abierto. Este bloque es de dimensiéon N x N.

= Bloque QQP: describe un proceso de dispersion en el cual se incide en un canal
abierto y se sale en un canal cerrado. Este bloque es de dimensién N’ x N.

s Bloque PQ@Q: describe un proceso de dispersién en el cual se incide en un canal
cerrado y se sale en un canal abierto. Este bloque es de dimensién N x N'.

= Bloque QQ: describe un proceso de dispersién en el cual se incide en un canal
cerrado y se sale en un canal cerrado. Este bloque es de dimensién N’ x N'.

Por lo tanto, las submatrices de la matriz de dispersién extendida S, Ec. (2.92b), se
escriben de la siguiente manera:

- ( PP TPQ ) | 7 (N,'PP tro ) , (2.93a)

TP TQQ or log

~ ~ ~
- (ZPP Lpq ) , 7= ( "pp TPQ ) . (2.93b)
tor tQQ Top TQqQ
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Utilizando las ecuaciones (2.93b)-(2.93b) podemos reescribir la matriz de transfer-
encia de la siguiente manera:

Tpp ?PQ ‘PP 'PQ
5 rop T
S=| °F 8¢ er "o |. (2.93¢)
lpp lpq Tpp Tpq
sin embargo, en ocasiones serd conveniente reescribir la ecuacion (2.92a) de la siguiente
manera:

B A
~(2) 7(2)
a ~ b
~C(22) (2)
ag b

donde la matriz de transferencia extendida S se ha reescrito de la siguiente manera:

fPP %V/PP ZPQ PQ
5 S S t Top t g
S=[ 2rF 2 bpelpp TPQPQ (2.94b)
Sor Saq ror lop Toq toq
de tal manera que:

. 7 7 . 7 77

SPP = ( ;11;12 WPP ) ) SPQ = ( ?II:S 'ngQ ) ) (294C)
PP PQ

~ ?QP 17 . fTvQQ 77

SQP = ( Ing ~/QP ) ) SQQ = ( g ’*“/QQ ) : (294d)

En las ecuaciones (2.92a) y (2.94a) hemos abusado un poco de la notacién, ya que
las matrices de dispersion que aparecen en dichas ecuaciones no son la misma matriz:
en la ecuacion (2.92a) la matriz S estd dada por la ecuacién (2.93c), mientras que
ecuacién (2.94a) la matriz S esté dada por la ecuacién (2.94b). La razén por la que
no hacemos ninguna diferencia en la notacién de la matriz S , es evitar que se genere
alguna confusion por usar dos letras diferentes para denotar un objeto que, dependiendo
el caso, expresamos de dos formas que son equivalentes.

Un ejemplo en el que se muestra la ventaja de utilizar la ecuacién (2.94a) en vez de
utilizar la ecuacion (2.92a), es el siguiente: supongamos que queremos obtener la matriz
de dispersion reducida S, Ec. (2.48b), y las expresiones para las amplitudes de las ondas
salientes de las ecuaciones (2.47), en términos de la matriz de dispersién extendida. Para
lograr lo anterior sélo tenemos que suponer que las amplitudes incidentes de los canales
cerrados son cero, es decir: Ei(Ql) =0= b(2); por lo tanto, al utilizar la ecuacién (2.94)
se recuperan las expresiones (2.47), lo cual permite concluir que la matriz de dispersién
reducida S se obtiene de la extendida S simplemente extrayendo el bloque S pp, es decir:
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S = Spp. (2.95)

Como veremos en la siguiente seccién, la obtencion de la matriz de transferencia reducida
en términos de la matriz de transferencia extendida no sera tan sencilla.

En la seccién 2.5.4 veremos, entre otras propiedades, como obtener la matriz de
dispersion S extendida de un sistema constituido por dos subsistemas con matrices de
dispersion extendidas 51 y Sg, respectivamente. En dicha seccién obtendremos la matriz
S en términos de las matrices Sy y SQ, para lo cual convendré expresar las matrices Sy
y Sy con la ecuacién (2.92a) en vez de la ecuacién (2.94a).

La matriz de transferencia extendida

Al igual que extendimos el concepto de la matriz de dispersion reducida, podemos
extender la matriz de transferencia reducida, Ec. (2.49), de la siguiente manera:

)
f)
— M , 2.96a
p2 b( ) (2.96a)
T
Q

72 )
bQ b
donde M es la matriz de transferencia extendida definida como:

M= ( a g ) 7 (2.96b)
)
con a, B VY 5 las submatrices extendidas, cada una de ellas de dimensién (N + N') x

(N + N’). Al igual que las matrices extendidas 7, ¥,y 7 las matrices extendidas &, (3,
7y 0 pueden descomponerse en los siguientes bloques:

5 ( app Qpq ) 3= Oer Dra : (2.97a)
agp 0QQ Bor Bog

§=(§PP VPQ) 5o %rr dra ) (2.97b)
Tor VQQ (5Qp 5QQ

Por lo tanto, al utilizar la ecuaciones (2.97a) y (2.97b) podemos reescribir la matriz de
transferencia extendida de la siguiente manera:

app QapQ QPP QPQ
W_ | dor dee dor fo | -
Ypp APQ Opp OPQ
Top Q@ Yp 0qqQ
Al igual que para la matriz de dispersion, habra ocasiones en las que convendra escribir
la matriz de transferencia, Ec. (2.96a), de la siguiente manera:
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~(2 ~(1

4 )
IR R i)

~(2) =M ~(1) 5 (2.98&)
CLQ a

7(2) 7(1)

bQ bQ

donde la matriz de transferencia extendida M se ha reescrito de la siguiente forma:

. . app EPP apQ éPQ
M= ]L/[/PP %PQ _ ZPP éPP ZPQ ESVPQ : (2.98b)
Mqop Mgq agp Bor agq Poq
Yor dop Q@ dqq
de tal manera que:

Mop — ( app Ppp > 7 MPQ _ ( apq Prq > ’ (2.98¢)

%PP 6PP f’i//pQ 5PQ
MQP _ %QP ?QP : MQQ _ gQQ gQQ . (2.98d)
Tep Oqgp 7RQ  2QQ

Al igual que en la seccién anterior, en las ecuaciones (2.97¢) y (2.98a) hemos abu-
sado de la notacion. La razén por la cual no hacemos diferencia en la manera en que
denotamos las matrices de transferencia extendidas M de dichas ecuaciones es la misma
que explicamos en la seccién anterior.

Para recuperar la matriz de transferencia reducida, Ec. (2.49), debemos suponer que,
tanto por la izquierda como por la derecha, no hay “incidencia” en los canales cerrados,
es decir, en la ecuacion (2.98a) hay que sustituir 58) =0= b(QZ). Al hacer lo anterior se
obtiene la siguiente relacion entre las amplitudes del lado izquierdo y del lado derecho:

ay = appayp + Bppby) + BPQES)7 (2.99a)
ag = dgrip + Borby’ + Fagby’, (2.99¢)
~ ~ N\ -1 ~

by = - (562@) [%Pag) +dgrbp’ | - (2.99d)

La ecuacién (2.99) permite relacionar las amplitudes de las ondas de canales abiertos del
lado derecho ag) y bg) Unicamente en términos de las amplitudes de canales abiertos del

lado izquierdo aﬁi) y bg). Por supuesto, la relacién que se obtiene es la ecuacién (2.49),
donde las matrices «, 3, 7 y 0 se expresan en términos de los bloques de la matriz de
transferencia extendida, Ec. (2.98), como:
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o= [app ~ Bra (5aq) %Qp} . 8= [Bpp ~Bra (5oa) SQP] - (2.1000)

V= {%P —drq <gQQ) B %P} , 0= [EPP —dro @2@) h g@P} . (2.100b)

La ecuacién (2.100) nos deja ver que, a diferencia de la matriz de dispersion reducida
S, la matriz de transferencia reducida no se puede obtener de la matriz de transferencia
extendida unicamente extrayendo el bloque PP, es decir,

M # Mpp. (2.101)

2.5.4. Propiedades de las matrices extendidas

Al igual que en la seccion 2.5.2 obtuvimos las propiedades de las matrices de disper-
sion y transferencia reducidas, en esta seccién obtendremos las propiedades de conser-
vacion de flujo e invariancia ante inversiones temporales de las matrices de dispersién
y transferencia extendidas; ademds, obtendremos la combinacién de dos matrices de
dispersién y de dos matrices de transferencia.

La combinacién de dos matrices de transferencia jugara un papel trascendental en
el modelo que desarrollaremos en el Capitulo 4, mientras que las propiedades de con-
servacion de flujo e invariancia ante inversiones temporales serd una herramienta que
pondra a prueba la consistencia de los resultados analiticos (ver Capitulo 5) y numéricos
(ver capitulos 6 y 7) que obtendremos mas adelante.

Con el fin de no ser repetitivos, las propiedades de conservacion de flujo e invariancia
ante inversiones temporales para las matrices extendidas las obtendremos al hacer las
extensiones adecuadas de las expresiones que obtuvimos en la seccién 2.5.2.

Propiedad de conservacién de flujo

Para obtener la relacion de conservacién de flujo de las matrices extendidas debemos
obtener las expresiones de los flujos en la regiones 1 y 2 de la figura 2.3, es decir, debemos
obtener la expresién andloga a la ecuacién (2.55b), pero ahora las funciones de onda que
debemos utilizar en la ecuacién (2.55¢) para calcular las densidades de corriente en las
regiones 1 y 2 son, respectivamente:
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N
v (zy) = Y [ab 4 (B ) + by - (Eb§93)] Xo (y) (2.102a)
b

I
—

n
[M]¢

@01 (—eio) + 570 (—eim)| o ().

1

I
=

<
=
=
NP
I
[]=
+

W0 (Byio) + 64 (By2)| o (v) (2.102b)

S8
I
—

n
M8

W6 (~aa) + @704 (—ei )] o (9)

b=

=

+1

De la ecuacién (2.55¢) observamos que para calcular las densidades de corriente nece-
sitaremos las derivadas de las expresiones de la ecuacién (2.102), las cuales son:

N

D90 (ay) = Sk [0 (Bir) 0o (Bin)] wl) (2103
b=1
= Y @ s (—asa) =0 (—aia)] o ),
b=N+1
T4 (2,y) = —Zmb[ (Biw) — a0y (Bia)| xe () (2103)
+ > [522)9257 (—€v; ) —6,&2)@(—6,,;:5)} Xs () -
b=N+1

Flujo del lado izquierdo. Para calcular el flujo del lado izquierdo necesitamos uti-
lizar las ecuaciones (2.102a) y (2.103a) para calcular las siguiente integrales:

w
/ W (2, y) 82\11(1) (z,y) dy, (2.104a)
0 T
v 0
/ U (2,y) 500" (2, y) dy, (2.104b)
0 X

que podremos hacer facilmente, ya que las funciones transversales x; (y) son ortonor-
males para y € [0, W], Ec. (2.7); por lo tanto, se tiene:
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w N
0
/ g (D* (z,y) %\II(I) (z,y)dy = Z @]{;b[ (Ey; )‘ (2.105a)
0 b=1
~ ~, ~ 2
~a U0 (Bsw) + 5 62 (B o) — 31 |¢<E@;x>F}

- Z /’vaEiz(,l)‘zWJr (—ep;2)|” — N(l)* ¢+( €0; 1) o (—€p; )

b=N+1

BV E06 (—ai) 04 (—eso) — [0 1o ( euw)F},

e 9 v -
/0 v (x,y)%‘ll (ac,y)dy:—zmbl

b=1

2
o’ loy (B0 (2105D)

_Zél)*~(1)¢ (Eb7 )+ab b(l)¢2 (E .1' ’b 1)

o (i )]

(—e;2)]” = 06 by (—es2) 67 (—eri )

+~1(,1) bél)¢—(—€b;$)¢+ —€ T ‘b ‘|¢ Eb;$)|2]

Al introducir las expresiones de la ecuacién (2.105) en la ecuacién (2.55¢), obtenemos

el flujo del lado izquierdo:
v LS~ (Fop 2 (G0 _ (1))
(1 ~ . ko~ ~(1)%
/0 ]g(c)(xay>dy:% Z(’% )‘H Z (bb a4y — bb) :
b=1 b=N-+1
(2.106)

La ecuacién (2.106) es la expresién andloga de la ecuacién (2.60) con la diferencia de que
la ecuacién (2.106) tiene un término extra que exhibe explicitamente la contribucién de
los canales cerrados.

- [

Flujo del lado derecho. Haciendo un procedimiento analogo al que realizamos para
obtener el flujo del lado izquierdo, obtenemos que el flujo del lado derecho esta dado por
la siguiente expresion:

w N 00
(2) ~(2) T2() _ ~(25(2)
/0 Ja (@y)dy = 5 [Z(‘ ) ‘b ‘)+z > (bb a) —a? by )]

b=1 —N+1
(2.107)
Al introducir las ecuaciones (2.106) y (2.107) en la ecuacién (2.55b), obtenemos
que la conservacién de flujo impone la siguiente relacion entre las amplitudes del lado
izquierdo y derecho:
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N 2 e (2 e |2 2

S (e + i - e - )

b=1

+1 Z (’5{(}1)*61()1) +6£2)*'5£2) _agl)*’gl()l) _’522)*51()2)) —0. (2.108)
b=N+1

Al igual que la ecuacion (2.62) la ecuacién (2.108) es un escalar real, ya que ésta
puede escribirse de la siguiente manera:

N 2 12 a2 2 > - -

S ([a el B ) o] S (@E B =0
b=1 b=N+1

(2.109)

Si en la relacién de conservacién de flujo de la ecuacién (2.108) suponemos que no
hay incidencia por canales cerrados, es decir,

aV=0=0? Vb> N, (2.110)

entonces recuperaremos la relacién de conservacién de flujo que obtuvimos en la ecuacion
(2.62).

Relacién de conservaciéon de flujo para la matriz de dispersion extendida.
La ecuacién (2.108) se puede expresar de manera matricial si utilizamos los vectores
definidos en la ecuacién (2.89). Al hacer lo anterior obtenemos la siguiente expresién:

=

R N St~ ]| 05
[ap bp ] 7o | [ bp” ap ] ~2)
P

b <t ]| dg
+1 |: bQ CLQ } 7(2)

ap 0

wr ot | %)
—i | @y’ b } & | =0. 2.111
[aQ Q i (2.111)

Utilizando la matriz de dispersion extendida, Ec. (2.94), podemos reexpresar la ecuacién
(2.111) dnicamente en términos de los vectores de las amplitudes de las ondas entrantes

W Eﬁf), 58) y gg), ya que esta matriz nos permite expresar los vectores Z(;), 59, o)

P 0 y
Eig) de la siguiente manera:
[ 70 ] _ a0 - a0 ]
~(2) = Spp| oy | +5rq ~(%) ; (2.112a)
L aP _ | bP ] L bQ |
(70 ] _ [z - a0 ]
& | = Ser| 5l |+ | 70 | (2.112b)
L aq ] L bP ] i bQ ]

lo cual permite calcular los correspondientes vectores adjuntos siendo éstos:
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[?5;1” aﬁf”] = [a’gi” ISl ] <§pp)T+ [ awt ot } (§PQ)T, (2.112¢)
S U (§QP>T—|' LAyt | <§QQ)T. (2.112d)

Al introducir las expresiones de la ecuacién (2.112) en la ecuacién (2.111) obtenemos
que la conservacién de flujo, Ec. (2.108), impone que la matriz de dispersién extendida
satisfaga la siguiente relacion:

<§PP>T Spp <§PP>T §PQ _ Ly i <§QP>T (2.113)
(Sra) Ser (Sra) Srg ~iSor 1(S00) ~ iS00 ) |

En la ecuacién (2.113) observamos que la conservacién de flujo impone que el bloque
Spp satisfaga la misma relacién de conservacion de flujo que satisface la matriz de
dispersién reducida, Ec. (2.66a), lo cual era de esperarse, ya que, como se muestra en la
ecuacion (2.95), la matriz de dispersién reducida es igual al bloque de canales abiertos
de la matriz extendida. Las otras tres relaciones de conservaciéon de flujo que involucran
relaciones entre los diferentes bloques de la matriz de dispersién extendida, reflejan
explicitamente la contribucién de los canales cerrados en flujo cuando hay incidencia
por los canales cerrados.

La ecuacién (2.113) es un resultado que obtuvimos en el presente trabajo que se

utilizara como medio de control del calculo numérico que desarrollaremos en el Capitulo
6.4.

Relaciéon de conservacion de flujo para la matriz de transferencia extendida.
Otra manera de expresar la conservacién de flujo, Ec. (2.108), en términos de una relacién
matricial es la siguiente:

B ~(1)

Ot Mt ap
ap P M
P

ot 7ot ]| o
+ [ ag" b } ~(

ot g ] | ik’ o ot ||
+ [ ag" bg ] ia(g - [ ap. bp ] e
Q P

o equivalentemente:
[a«gﬁ pot } 5. [gp

~2)t 7@ )
+[aQ bg ]Ey[E@)
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donde X, es la matriz de 2N x 2N definida en la ecuacién (2.68b) y ¥, es una matriz
de 2N’ x 2N’ definida de la siguiente manera:

_ 0 —uly ).
2, = ( v 0 ) (2.116)
por lo tanto, la ecuacién (2.115) puede reescribirse compactamente de la siguiente man-
era:

~(1
D
MWt 7MW~ Tt gg) @t 7@F ~2)F Tt
ap bP ag bQ ] Y. Flua ag) = | @p bP agq bQ
7(1)
bQ
~(2
3
5
X X Flug a(QQ) ; (2.117)
7(2)
bQ

donde hemos definido la matriz gy, de 2 (N + N’) x 2 (N + N’) elementos como:

>, 0

., . P ~(1
La ecuacién (2.117) puede expresarse unicamente en términos de los vectores a%),

5531), 58) y 68), ya que los vectores 553), 353), 58) y E(QZ) pueden expresarse en términos
de los primeros mediante la matriz de transferencia extendida, Ec. (2.98); por lo tanto,
al hacer uso de la matriz de transferencia extendida se obtiene que la conservacién de

flujo impone que la matriz de transferencia extendida satisfaga la siguiente relacién:

M'SppeM = S (2.119)

A pesar de la semejanza que hay entre las relaciones de conservacion de flujo de la matriz
de transferencia reducida, Ec. (2.70), y de la extendida (2.119) no es posible extraer la
relacion de conservacién de flujo de la matriz de transferencia extendida, ya que como
mostramos en el ecuacién (2.101) la matriz de transferencia reducida M no es igual al
bloque de canales abiertos de la matriz de transferencia extendida M, Pp.

Propiedad de invariancia ante inversiones temporales

Para obtener la relacién de invariancia ante inversiones temporales de las matrices
extendidas debemos obtener la expresion analoga a la ecuacién (2.74a), pero ahora las
funciones [¢ (x)]; que debemos utilizar en las regiones 1 y 2 de la figura 2.3, se obtienen
al conjugar las ecuaciones (2.90) y (2.91) obteniendo as:

W (@) = b6y (Bya)+a 6 (Bya), 1<b< N (2.120a)
W @)y = i, "6y (—e;2) +iby ¢ (—ayx), b> N (2.120D)
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en la region 1y

W@ = a7 6_ (Byz)+ b6, (Byz), 1<b< N (2.121a)
(@) = by 6 (—ewia) +idy by (—eiw), b>N,  (2121b)

en la regién 2. En las ecuaciones (2.120b) y (2.121b) hemos utilizado la siguiente iden-
tidad para las funciones de canales cerrados ¢ (—€p; ),

L (—ep; ) = igs (—ep; 1), (2.122)

que puede obtenerse facilmente de la ecuacién (2.21a).

Relaciéon de invariancia ante inversiones temporales de la matriz de disper-
sién extendida. De las ecuaciones (2.120) y (2.121) observamos que en la solucién
U, (2,7), Ec. (2.74a), las amplitudes de las ondas incidentes de canales abiertos son:

BV adPr 1< <N, (2.123a)

mientras que las de canales cerrados son:

i, i, b> N; (2.123D)
analogamente, se observa que las amplitudes de las ondas salientes de canales abiertos
son:

all BT 1<b< N, (2.124a)

mientras que las de canales cerrados son:

b, i@, b> N. (2.124b)

Si utilizamos la matriz de dispersion extendida, Ec. (2.94) y los vectores definidos en la
ecuacién (2.89), podemos expresar las amplitudes salientes, Ec. (2.124), en términos de
las amplitudes incidentes, Ec. (2.123), mediante la siguiente relacién matricial:

- ok
7(2)* il o ~(2)x
bg;) . Spp SPQ ag;)
S« | T o S ~)x | (2.125a)
ZbQ SQP SQQ a
il i

Q Q

de la cual obtenemos que
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=) ] I < CO I I Ol
i | = See | oy | —iSke | 5B | (2.125b)
L P | P L “Q |
] _ [0 ] . [ ()]
—i| ) | = Sor| - | ~ 50 ”g(%) : (2.125¢)
L ap _ L ap 1 L Q@ |

Con ayuda de las ecuaciones (2.125b) y (2.125¢) podemos expresar las ecuaciones (2.112a)

y (2.112b) tnicamente en términos de los vectores de las amplitudes incidentes 5531), gg),

58) y Zg), obteniendo asi

[§;P§PP - ]N} [ %(%))

( + [§;P§PQ - ig}g@}

a(l)
5<Q2> =0, (2.126a)
Q

S S 3 a
[SépsPP + ZSQP] ,5(1;)
P

+ [Ba0Bra — i (Soq - Su0)] [ %j; ] _o
(2.126b)

De la ecuacién (2.126) podemos obtener que la invariancia ante inversiones temporales
impone que la matriz de dispersion extendida satisfaga la siguiente relacién:

*S%ngp QI:DP%DQ _ .{N e iS;QN : (2.127a)
SQPSPP SQPSPQ —ZSQP 1 (SQQ — SQQ)
donde observamos que el bloque de canales abiertos satisface la misma relacion que

la matriz de dispersion reducida, Ec. (2.78a), lo cual era de esperarse. Al combinar la
ecuacion (2.127a) con la expresién de conservacién de flujo, Ec. (2.113), se obtiene

S=43T (2.127b)
que es la relacion andloga a la que se obtuvo para la matriz de dispersion reducida, Ec.
(2.78b). La ecuacién (2.127b) puede expresarse en términos de las matrices de reflexion
y transmision extendidas obteniendo asi:

~__ ~
T r

r=7r, = ?’J/Tj %7 = %T (2127C)

Relacion de invariancia ante inversiones temporales de la matriz de transfer-
encia extendida. De las ecuaciones (2.120) y (2.121) observamos que en la solucién
U,eo (z,9), Ec. (2.74a), las amplitudes de las ondas en la regién 1 que viajan a la derecha
son:

B 1<b< N, (2.128a)
i, b> N, (2.128b)
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mientras que las amplitudes de la ondas que viajan a la izquierda son:

a, 1<b< N, (2.128c¢)
o b> N; (2.1284)

analogamente, las amplitudes de las ondas en la region 2 que viajan a la derecha son:

b, 1<b<N, (2.129a)
i, b> N, (2.129D)

mientras que las amplitudes de la ondas que viajan a la izquierda son:

a 1<b< N, (2.129¢)
b, b> N. (2.1294)

Si utilizamos la matriz de transferencia extendida, Ec. (2.98), podemos relacionar
las amplitudes de la regién 2, Ec. (2.129), con las amplitudes de la region 1, Ec. (2.128),
mediante la siguiente relacion matricial:

) [
" —~ | ag'b*
o | =M S | (2.130a)
b b
b iV

la cual podemos reescribir de la siguiente manera:

a’ al
e _ 7
Srrr | o = MYXrrr | , (2.130b)
e A
oS B

En la ecuacién (2.130b) hemos introducido la matriz Y7, la cual se expresa de la
siguiente manera:

2y 0 /
Yrrr = [ N }

, 2.131a
Onrsxn iy ( )

donde la matriz ¥, es la matriz definida en la ecuacién (2.81a), mientras que la matriz
In: es la matriz identidad de dimensién N’. Es facil ver de la ecuacién (2.131a) que la
matriz Mgy tiene la siguiente propiedad:
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Utilizando la ecuacién (2.98) en el lado izquierdo de la ecuacién (2.130a) y aplicando
la propiedad de la ecuacién (2.131), obtenemos que la invariancia ante inversiones tem-
porales impone que la matriz de transferencia extendida satisfaga la siguiente relacién
matricial:

M* = S MSrg. (2.132)

Las relaciones de invariancia ante inversiones temporales que satisfacen las matrices
de transferencia reducida y extendida, Ecs. (2.82c) y (2.132), respectivamente, tienen
estructuras similares; sin embargo, la relaciéon de invariancia ante inversiones temporales
que satisface la matriz de transferencia reducida, Ec. (2.82c¢), no puede obtenerse de la
ecuacion (2.132), ya que M # Mpp.

Las matrices de dispersion y transferencia de un sistema compuesto

La ultima propiedad que discutiremos de las matrices de dispersion y de transferencia
es la manera en que se obtienen las matrices de dispersion y transferencia de sistemas
compuestos: es decir, consideremos que el sistema que se encuentra entre la region 1
y 2 de la figura 2.3 es a su vez un sistema compuesto por dos subsistemas: ver figura
2.4. Supongamos que el sistema compuesto tiene matrices de dispersion y transferencia

totales S'y M:
s (77 ~ (& B
S=(~ ), M= 2t 2|, 2.133
(t 7",) (’Yl 51) ( )

respectivamente, mientras que los subsistemas que lo constituyen tienen matrices Sy,
Ml, SQ y M2

= "o —~ & f
S=(2 " M= | & 92.133b
=(F 8, <% 7). (2.133b)

5 Ty th ) v Qs 52
Sy =( " L My=| 2, 2.133
2 ( ty 7% ? < Y2 02 ) ( )

respectivamente. El objetivo es obtener las matrices de dispersion y transferencia totales
en funcion de las individuales, es decir:

S = §<§1,§2), (2.134a)

M o= 1\7(1\71,1\72). (2.134b)

La obtencion de las matrices de dispersién y transferencia del sistema compuesto
debe hacerse en términos de las matrices extendidas y no de las reducidas, ya que debe
tomarse en cuenta la incidencia a través de canales cerrados.
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Figura 2.4: Contribucién de la dispersién multiple (producida en la regién C') a las matrices

de dispersion extendidas totales tNy 7 del sistema compuesto por dos subsistemas .

La matriz de dispersion extendida de dos potenciales. Para calcular la matriz de
dispersién total S del sistema compuesto consideremos que en la regién 1 las amplitudes
de las ondas que inciden, tanto por canales abiertos como por cerrados, estan agrupadas
en los vectores 6531) y Eig3 (ver figura 2.4), que por comodidad agruparemos en el vector

aW siendo éste:

’d(l)
aV =12 (2.135)
aqQ

Como se muestra en la figura 2.4, cuando las ondas, cuyas amplitudes se agrupan en
el vector @M, inciden sobre el sistema 1, se producird un grupo de ondas que se refleja
hacia la regién 1, dado por el vector 7al!), y un grupo de ondas que se transmite a
la regién C', dado por el vector taW. El grupo de ondas que se transmite a la region
C sera el “primer grupo” de ondas que incidird sobre el sistema 2 produciendo asi un
grupo de ondas que se refleja a la region C', dado por el vector ?2?122( ),y un grupo de
ondas que se transmite a la region 2, dado por el vector totiaM Como se muestra en
la figura 2.4 las ondas representadas por el vector 1@ producirdn dispersién multiple
en la region C' lo cual dard lugar a una serie de ondas transmitidas a la izquierda del
sistema 1 y a otra serie de ondas transmitidas a la derecha del sistema 2. El resultado
neto serd que el sistema compuesto por los sistemas 1 y 2 reflejard y transmitira grupos
de ondas dados por lo siguientes vectores:

A = N+ B+ () + () ()R, (26

=
taV) = t[I+ (F7) + (7)) (7)) + - haW. (2.136b)
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Es facil ver de la ecuacién (2.136), que las amplitudes de reflexién 7 y transmisién ¢
del sistema compuesto estan dadas por las siguientes expresiones:

1
I—WJ“’
I—Tﬂlrg

Mediante un procedimiento andlogo se puede mostrar que las amplitudes de reflexién 7’
y transmisién ¢’ del sistema compuesto estdn dadas por las siguientes expresiones:

Fo= ?ﬁ?’ﬁg{ (2.137a)

(2.137b)

~ I ~
1
t =1 L 1%, 2.138b
{ = 8|77 |t (2.138b)
1

por lo tanto, la matriz de dispersion extendida S del sistema compuesto se puede obtener
de las matrices de dispersion individuales Sy y S5 mediante la siguiente relacion:

R 71+ 17 [—1;3?2] t t [—F;ﬂ] th
S = : (2.139)
to [ﬁ} t1 7”72 + tzfﬁ [ﬁ} t’2

La matriz de transferencia extendida de dos potenciales. Obtener la matriz
de transferencia del sistema compuesto es muy facil ya que las amplitudes de las ondas
en la region C' estan relacionadas con las amplitudes de la region 1 mediante la relacion
matricial:

atd) at
=(0) |z
g%> = M, ,58) , (2.140a)
3(0) +)
bq bo

mientras que las amplitudes de las ondas en la regiéon 2 estan relacionadas con las
amplitudes de las ondas de la regién C' a través de la siguiente relacion:

ay ay
a |~ | ay
) o)
by bq

Utilizando la ecuacion (2.140a) en la ecuacion (2.140b) se pueden expresar las amplitudes
de la regién 2 en términos de las amplitudes de la region 1, obteniendo asi:
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a? ay ay

5(2) o a(l) . ’C‘L’(l)

Z;(%) = M, M, E(% =M E(% (2.141a)
P P P

7(2) 7 7

bq bo bo

En conclusién, la matriz de transferencia extendida de un sistema compuesto es el
producto de las matrices de transferencia extendidas de los subsistemas que lo consti-
tuyen, es decir:

M = M, M,. (2.141b)

La forma de combinar matrices de transferencia extendidas, Ec. (2.141b), es mucho
mas sencilla que aquella en la que se combinan las matrices de dispersion extendidas, Ec.
(2.139). Es por esta razén que la parte central del presente trabajo se basa en el método
de la matriz de transferencia, ya que, como veremos en el Capitulo 4 la propiedad de
multiplicatividad de las matrices de transferencia, Ec. (2.141b), nos permitira obtener
el resultado principal del presente trabajo: la ecuacién de Difusién, Ec. (4.41). Por otro
lado, las simulaciones que realizaremos en los capitulos 6 y 7 estaran basadas en la
combinacién de matrices de dispersién, Ec. (2.139), ya que numéricamente la matriz de
dispersién es mas estable.

2.6. La serie de Born

2.6.1. La serie de Born en el caso de una guia de ondas bidi-

mensional

Otro concepto importante en el estudio de la dispersion es la serie de Born, la cual
permite obtener una solucion aproximada del problema de la dispersiéon. Como vimos en
la seccion 1.4 la serie de Born se obtiene al sustituir la expresion integral de la ecuacion
Lippmann-Schwinger, Ec. (1.60), en el integrando de la misma. Como mostramos en las
ecuaciones (1.64)-(1.67), al realizar este procedimiento de manera sucesiva obtenemos la
serie de Born de la funcion de onda. Una vez que se obtiene esta serie para la funcién de
onda, ésta se utiliza para obtener las cantidades de interés: por ejemplo, en la ecuacion
(1.68) obtuvimos la primera aproximacién de Born de la amplitud de dispersion f (19, ¢)
que a su vez utilizamos para obtener la primera aproximacion de Born de la seccion
transversal diferencial (1.69).

En esta ultima seccién obtendremos la serie de Born de nuestro problema particular,
lo cual haremos a partir de las ecuaciones de Lippmann-Schwinger, Ec. (2.28), para

obtener la serie de las funciones de onda longitudinales [ngio) (E; x)] .

En la obtencién de la serie de Born de las funciones de onda [ 5;) (E,x)} que

expondremos aqui, sélo consideraremos la situacion en la que se incide por la izquierda
en un canal abierto ag, por lo que el indice s que determina la direccién en la que se
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incide tomara el valor s = +. Una vez que hayamos obtenido las series de Born de las

funciones de onda longitudinales [ S:;)O (E; x)] , éstas se usaran para obtener las series
a

de Born de las amplitudes de reflexion r,,, y de transmisién ¢,,, de canales abiertos
(con ag y a indices de canal abierto), Ecs. (2.32a) y (2.34a), y sus correspondientes
intensidades. Las series de Born de las amplitudes de transmisién ¢,,, y de reflexion rqq,
de canales cerrados (con ag indice de canal abierto y a indice de canal cerrado), Ecs.
(2.32b) y (2.34b), no nos interesaran, pero éstas podrian obtenerse con el mismo método
que expondremos en esta seccion.

Para obtener la serie de Born de las cantidades de interés es oportuno hacer algunos
comentarios aclaratorios, asi como recordar las algunas cantidades presentadas en la
secciones previas:

» Para obtener la serie de Born de las funciones de onda [ S:;)O (E; x)] , deberemos

hacer la iteracién en las ecuaciones de Lippmann-Schwinger (2.28) tanto para
canales abiertos, 1 < a < N, como para canales cerrados, a > N, ya que el
integrando del lado derecho de las ecuaciones de Lippmann-Schwinger involucra
una suma sobre canales abiertos y cerrados.

= Debido a que sélo nos interesaran las series de Born de las amplitudes de reflexion
Taao, EC. (2.32a), y de transmision t,,,, Ec. (2.34a), de canales abiertos sélo uti-
lizaremos las funciones de canales abiertos ¢4 (E,;z), Ec. (2.10a), mientras que
las funciones de canales cerrados ¢4 (—e€,;x), Ec. (2.21a), no apareceran en la
descripcién que haremos.

» A pesar de que las funciones de canales cerrados, Ec. (2.21a), no aparecerédn en
nuestro tratamiento, las funciones de Green de canales cerrados si lo haran, ya que
al hacer la iteracion de las ecuaciones de Lippmann-Schwinger, Ec. (2.28), debemos

trabajar con las funciones de onda [ S:;)O (E; x)] tanto de canales abiertos como

de cerrados: es decir, necesitaremos utilizar tanto Tas funciones de Green de canales
abiertos g(()+) (Ey;x —a'), Ec. (2.26a), como las de cerrados g((f) (—€q;x — '), Ec.
(2.26b). Lo anterior dard lugar a una contribucién explicita de los canales cerrados
en las series de Born de las amplitudes de canales abiertos raa, ¥ taa,-

= Es facil ver que las funciones de onda longitudinales y las funciones de Green
de canales cerrados, Ecs. (2.21a) y (2.26b), se pueden obtener de sus andlogas
de canales abiertos, Ecs. (2.10a) y (2.26a), haciendo el cambio k, — ir,. Como
veremos mas adelante este hecho nos ayudara a manejar una notacion mas comoda.

Notacién, convencion y definiciones

Por comodidad es conveniente utilizar la siguiente notacién para las funciones de
onda y para las funciones de Green:
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o+ (kp;x) = Gx (Epy ) = =", (2.142a)

~ 2 2

o (B = \/% Wl (Bsa)] L 1<b< N, (2.1420)
T(+) 27Th2il<db (+)

[wm (E;x)]b =\ [wm (E;a:)}b, b> N, (2.142¢)

W7 (k=) = 2ikygl” (Byyw— o) = el (2.142d)
W7 (k= a') = 2i(im) of" (—eiw — ') = e (2.142¢)

De igual manera, es conveniente definir un “potencial” sin unidades de la siguiente
manera;

Vap () =T (ab) Va (2) , (2.143a)

donde V,;, (x) es una cantidad real definida de la siguiente manera:

Vap () = QU“bk(“Z) . 1<a,b<N, (2.143b)
avb

Vap (z) = Z/% a>N,1<b<N, (2.143c)

Vo () = Uap (2) , 1<a<N,b>N, (2.143d)
2 ka/ib

Vap () = Uap (v) , a,b> N, (2.143e)

2./Kakb

mientras que los factores I' (ab) se definen mediante las siguientes reglas:

U(ab) = 1, 1<ab<N, (2.144a)
T(ab) = e ™4 a>N, 1<b<N, (2.144b)
I'(ab) = e ™/* 1<a<N,b>N, (2.144c)
I'(ab) = —i, a,b> N. (2.1444)

Es importante recordar que la cantidad de relevancia fisica es el potencial Uy, (x) que
aparece en la ecuacion (2.24), el cual es una cantidad real; por otro lado, la cantidad
Vo (x), que puede tomar valores complejos [ver ecuacién (2.143)], se definié por conve-
niencia, ya que ésta [y las cantidades definidas en la ecuacién (2.142)] facilita el manejo
de la serie de Born; es decir, en ningin momento hemos considerado un potencial com-
plejo. Es importante tener presente esto, ya que un potencial complejo representa un
sistema que permite absorcién, por lo que no se cumple la conservacion de flujo.
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La Ec. (2.143a) define las cantidades V,; (z) en términos del potencial original Uy, (z),
de los niimeros de onda longitudinal k,, k;, de los factores de atenuacién kg, Ky, Ecs.
(2.143b)-(2.143e) y los factores I' (ab). De la ecuacién (2.144) también se observa que, en
general, los elementos de matriz Vay (x) son cantidades complejas y, debido a la ecuacién
(2.18), simétricas ante el cambio a < b.

Con el objeto de simplificar los calculos y la notacién, de ahora en adelante utilizare-
mos la siguiente convencién: a) si el indice b representa un canal abierto entonces k,
serd una cantidad real positiva definida, b) si b representa un canal cerrado, la cantidad
kp serd una cantidad imaginaria pura cuya parte imaginaria es positiva definida, lo cual
equivale a aplicar la regla k, — ik, (E, — —¢,) en las Ecs. (2.142b) y (2.142d) para
obtener las Ecs. (2.142¢) y (2.142d), respectivamente. Esta convencién nos permite de-
notar las funciones de Green de canales abiertos y cerrados de una misma manera, es
decir:

3 (kyw—2') — ell=l 1 <p<N, (2.145a)
5 i —a) — L ba 2 145

Lo anterior puede parecer intrincado, pero como veremos mas adelante estas definiciones
nos simplificaran la obtencién de la serie de Born de las cantidades que nos interesan.
Utilizando las definiciones que acabamos de introducir reescribiremos las ecuaciones
que seran necesarias para obtener las series de Born de las amplitudes de trasmision
taa, v de reflexion r,,, en el canal abierto a habiendo incidido por el canal abierto ag.
Utilizando las ecuaciones (2.142), (2.144) y (2.145) se obtiene que las ecuaciones de
Lippmann-Schwinger, Ec. (2.28), se reescriben de la siguiente manera:

[TQO (B :c’)} =

a

P+ (ka; ZL‘) 5aa0 (2146&)

0 [ i = o) Voo o) [0 (B
b=1

[?Zfa{) (E;x)} SNE» / 3 (ks — ') YV (2') [Nfai) (E;x’)]bdm/,(2.146b)

“ b=1

mientras que las amplitudes de reflexién r,,,, Ec. (2.32a), y de transmisién t,,,, Ec.

(2.34a), se reescriben como:

Taag = (—i)é/su (ka; @) Vap (2') [~$sz (E; x’)]bdx’ (2.146¢)

fag = Oaag + (=) S / oo (ki) Voo (@) |40, (Bia)] do’. (21460)
b=1

Para facilitar la iteracién de la funcién de onda y por ende de las amplitudes de
interés, escribiremos las expresiones de la ecuacién (2.146) en “notacién de Dirac”, es
decir:
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[E2.E0)] ) = los (k) bua (2.1478)
ig ) (ko)
b=1

) [%;)o (E)L> = Zgo (ko — ma)

taao = 5aao + (_ ) Z <90+ ( )

b=1

o = (=3 (- (k)

[P (B)] ) N <a. (2147)

u| [950 (B)] ). (2.147¢)

Vab

[”'(;1{) (E)} b> . (2.147d)

Debe aclararse que la ecuacion (2.147) no representa el vector de estado, ya que hace
falta tomar en cuenta la funcién de onda transversal, Ec. (2.5). La notacion utilizada en
la ecuacion (2.147) es cémoda para obtener las series de Born de nuestro interés y sélo
la utilizaremos en esta seccién.

2.6.2. Obtencion de la serie de Born

Es relativamente facil hacer la primera iteraciéon de las componentes de la funcion
de onda Ecs. (2.147a)-(2.147b), lo cual da el siguiente resultado:

[Ha®] ) = [%0 (=) (ko) Voo | i (ko) (2.148a)

@], ).

Z 5" (ko) Ve 35" (k) Vi
b1,bo=1

para canales abiertos 1 < b < Ny
[P B)] ) = (=03 () Vi b () (2.148b)

@), ).

para canales cerrados N < b. Después de hacer la segunda iteracién se obtiene la

regla general para la n-ésima iteracion obteniendo asi que la serie de Born del ket

[Nfa)o (E)} b> de canales abiertos se puede escribir compactamente de la siguiente ma-

nera:

Z gO kb Vbblg() (kbl)gbllh

b1,b2=1

|9 ®)] ) = [&ao + (=) 55" (k) Vhay (2.1492)

+Z Z " (kv) Via, (H 9" (Kb, ) 17bn_1bn) 5bpao] lo+ (kap)), 1<HO<N,
p=2

by by
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mientras que la serie de Born del ket ‘ [JS:;)O (E)} > de canales cerrados se escribe como:
b

Hﬁl <E)L> B [H) ' (50) Viay (2.149b)
+§:(_Z) Z ) (k) Vo, (H 3" (ko) m) 5bpa0] log (kay)), b>N.
p=2 b1-+-bp

Al introducir las expresiones de la ecuacién (2.149) en las ecuaciones (2.147¢)-(2.147d)
se obtienen las series de Born de las amplitudes de transmision y reflexion de canales
abiertos, siendo éstas:

taao = 511@0 + (_Z> <90+ (ka) 9aao 90+ (ka0>> (2150&)
+ Z (—i)p Z < a ab1 (H go kbn 1 Vb lbn> 5bpa0 Oy (ka0)> ,
p:2 bl"'bp

o = (=) (o= (ka)

P+ (k:ao)> (2.150Db)

abl (H kbn 1 Vbn lbn> (prao P+ (kaﬂ)> :

Las ecuaciones (2.149a)-(2.150) son las series de Born que estdbamos buscando. Una vez
que tenemos las series de t,4, ¥ Taq, podemos obtener las series de las intensidades T,
R.q, v cualquier otra observable relacionada con los elementos de matriz de la matriz
de dispersion reducida S.

Es importante hacer notar que hasta el momento no se ha supuesto ninguna depen-
dencia del potencial V,;, (x), por lo que las expresiones (2.149a)-(2.150) son expresiones
generales véalidas para cualquier potencial.

Cuarto orden de la serie de Born de las observables t..,, Toays Taay Y Faao-

Aungque las expresiones de la ecuacién (2.150) nos dan toda la serie de Born de las
amplitudes t44, ¥ Taay, €l cdlculo de los diferentes ordenes de la serie de Born se complica
al aumentar el orden, por lo que sélo presentaremos expresiones hasta el cuarto orden
en la ecuacion (2.150). La complejidad del célculo de los diferentes ordenes de la serie de
Born la mostraremos en el Capitulo 7, donde veremos que obtener términos de la serie
de Born que sean superiores al cuarto orden, representara un gran esfuerzo algebraico
que no mejorara la aproximacion de las cantidades de interés.

Escribamos las series de Born de las amplitudes ¢44, ¥ 744, de la siguiente manera:

Zfaao = (5aao + (taao)1 + (taao)Q + (taao)3 + (taao)z; + (taao)c; +oe ) (2-1513)
Taag — (raao)l + (Taao)2 + (Taao)3 + (Taa0)4 + (Taao)ﬁ T (2.151Db)
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donde las cantidades (t4q,),, ¥ (Taao), denotan el orden en el potencial de las amplitudes.
Las expresiones de los diferentes ordenes de la amplitud de transmisién ¢,,, son, hasta
cuarto orden en el potencial, las siguientes:

(taao>1 = (—1i) / o (kq; 1) ]7aa0 (1) @i (Kag; 1) dq, (2.152a)
(taa0>2 = (_i>2 Z /(P (ka;x1> ﬁab1 (xl) X (2152b)
b1=1
G0 (ks 21 — 22) Vyyaq (22) 94 (Kag; 22) dardas,
(taao>3 = (_i>3 Z /90— (a; 1) iabl (1) 9o (kpy; 21 — 22) ﬁble (x9) X (2.152¢)
b1,b2=1

Go (kuy; 22 — 3) Vayay (23) @4 (Kay; #3) daydsdas,

(tasg)s = (=" > /90— (Ka; 1) Vab, (1) Go (v 21 — 22) Vi, (12) x (2.1520)
b1,b2,b3=1

Go (Kby; xo — x3) 171721;3 (x3) go (kby; x5 — 24) 171)3(10 (24) @4 (kay; 24) drr1drodrsday;

analogamente, para la amplitud de reflexion r,,, se tiene:

(Taao)l = (_i)/@+ (ka?xl)vaao (z1) o+ (ka()%xl)dxb (2.152e)
bi=1

(aw)y = (=Y / o1 (ks 21) Vo, (21) X (2.1521)

9o (kby; 1 — x2) Viyag (22) @4 (kag; T2) dzidxs,

[e.e]

(Faag)s = (—i)g Z /90+ (ka;xl)i}am (1) go (Ku,; 21 _~T2)ﬁb1b2 (w2) x (2.152g)
b1,be=1
G0 (ks 23 — 73) Vysao (23) 04 (Kay; 73) dardaadas,
(Faao)y = (—i)4 Z /80+ (ka;xl)i}am (@1) go (kby; 21 — 22) ﬁble (w2) x (2.152h)
b1,b2,b3=1

Go (kby; v2 — x3) 9b2b3 (x3) Go (kby; 3 — x4) ﬁbgao (24) Py (kay; T4) drydrodrsday;

Con ayuda de la notacion definida en la Ec. (2.151) para las amplitudes t.u, ¥ Taaq
obtendremos los diferentes ordenes en el potencial de las intensidades T,,, = |taa0|2 y
Roay = |7“aa0\2, asi como para el producto de intensidades Tya,Ton, ¥ Laa, Fob,, €tc. Las
expresiones de la Ec. (2.152) sélo se utilizardn de manera explicita hasta el Capitulo 7.

Observables relacionadas con t,,,. Para obtener los coeficientes de transmisién 7,
se multiplica la amplitud de transmision t,,,, Ec. (2.151a), por su compleja conjugada,
obteniendo asi:
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Taao = 5aao + (Taao)l + (Taao)Q + (Taao)s + (Taao)4 +eee (21533)

donde hemos definido los diferentes ordenes en el potencial como:

(Taao); = Oaao [(the); + (taa)), (2.153b)
(Taao)Q = |(taao)1|2 + daag [(taa)z + (t:a)2] ) (2.153¢)
(Taao)s = (taao)s (trag)y + (aag) s (faae)1 + Gaao [(taa)s + (£ha)s),  (2.153d)
(Taao)s = Oaao [(taa)s + (toa)a] + |(taan)s|”

+ [(taao)?, (t:;a())l + (taao )1 (t::ao)g} : (2.153e)

De manera analoga se puede calcular, hasta cuarto orden en el potencial el producto
T 0o Thy, Obteniendo asi:

TaaoTbbo - 5aa05bbg [5aa0 (Tbbo) + 6bb0 ( aao)l]
Saao (Tovo)o + Ovbo (Taay)s + (Taag); (Tovy )]

[5aao (T )5 + by (Taao)s + (Taag)1 (Tove)o + (Taae)s (Tove )
+[5bbo wao)a T Oaao (Tong) g + (Taae)s (Tovg)s

+ (Taao) (Tbbo) (Taao)?, (Tbbo)1 +o (2-154)

Observables relacionadas con r,,,. De manera analoga el coeficiente R,,, se obtiene
al multiplicar la ecuacién (2.151b) por su compleja conjugada obteniendo asi

Raao = (Raao)Q + (Raao)g + (Raa0)4 + Tty (2155&)

donde hemos definido la notacién compacta:

(Raao)Q |(7‘aao>1|2 ) (2.155b)
(RGGO)S = (TGCL0>1 (r;:ao)g + (Taao)z (r;:ao)l ) (2155C)
(Raao)4 = (Taao)l (r;ao)g + (Taao)?, (T:;ao)l + |(Taao)2|2 . (2.155d)

Por ultimo, la expresion hasta cuarto orden en el potencial del producto de dos
intensidades de reflexion es:

RaaoRbbo = (Raao)g (Rbbo)g + e (2156)
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Capitulo 3

Modelo microscoépico del potencial

3.1. Introduccion

En el presente Capitulo haremos un modelo para el potencial microscépico V' (x,y)
del sistema dispersor que se encuentra en el interior de la guia de ondas: ver figura 2.1.
Dicho modelo microscépico del potencial serd el que utilizaremos de ahora en adelante.
Por comodidad, el modelo del potencial microscopico se construira en términos del
potencial U (z,y), Ec. (2.16), definido en unidades de k* en vez de hacerlo en términos
del potencial V' (z,y).

Una vez definido el modelo del potencial microscopico estudiaremos la dispersion
que éste produce, para lo cual haremos uso de los conceptos discutidos en el Capitulo
2 donde estudiamos en detalle la dispersiéon que produce un potencial V' (z,y) en una
guia de ondas bidimensional. Todas las propiedades de la dispersién que discutimos en
el Capitulo 2 seran directamente aplicables a nuestro modelo particular, ya que en ese
Capitulo no se hizo mencién alguna a la dependencia espacial del potencial, lo tinico
que se supuso es que es de alcance finito.

Dos de los conceptos del Capitulo anterior que aplicaremos en el presente Capitulo
seran los referentes a las matrices de dispersion y transferencia reducidas y extendidas
(ver seccién 2.5). La razén por la cual aplicaremos estos dos conceptos, sobre todo el
de la matriz de transferencia, se debe a que el estudio de la dispersién que haremos en
los capitulos posteriores, salvo el Capitulo 7, estardan basados en estos conceptos. La
obtencién de la serie de Born (ver seccién 2.6) para el modelo particular del potencial
microscopico que propondremos en el presente Capitulo, se presentara en el Capitulo 7,
pues sera ahi el inico lugar donde se aplicara la serie de Born.

De ahora en adelante nos referiremos a los elementos de matriz del potencial Uy, (),
Ec. (2.18), como el potencial cuasi-unidimensional. Lo anterior se debe a que, si bien
la guia de ondas es un sistema bidimensional, ésta se puede considerar como un sis-
tema cuasi-unidimensional, ya que, como consecuencia de que su direccion transversal
estd acotada, todo el estudio de la dispersién que presentamos en el Capitulo 2 se puede
realizar en términos de los elementos de matriz unidimensionales Uy, ().
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3.2. Definiciéon del modelo microscépico

3.2.1. Descripcion general del potencial microscépico

Para construir el modelo microscopico del potencial consideremos que el sistema
dispersor que ilustramos en la figura 2.1 esta constituido por n unidades dispersoras
a lo largo de la direccién x, cada una de éstas contiene, en su direcciéon transversal y,
uno o muchos dispersores individuales (todos con coordenada longitudinal z,) que en
su conjunto producen un potencial U, (z,y), con r = 1,2,3,---  n. La r-ésima unidad
dispersora esté centrada en la posicién x, y su potencial U, (z,y) tiene un alcance finito
2« de tal manera que:

Ur(z,y) =0, z<z,—a, x>z+a. (3.1)

La distancia que hay entre dos unidades dispersoras la denotamos por d, la cual es fija
y mucho mayor que el alcance de cada unidad dispersora (ver figura 4.2), es decir,

a < d; (3.2)

la longitud L del sistema es entonces:

L = nd. (3.3)

En conclusion, la estructura general del modelo microscépico del potencial con el
que trabajaremos es la siguiente:

Uz,y) =Y U (z,y). (3.4a)

Al introducir la dependencia general del potencial microscépico, Ec. (3.4a), en el
lado derecho la ecuacién (2.18) se obtiene que el potencial cuasi-unidimensional Uy, (x)
tiene la siguiente estructura:

Uap (2) = Y [Ur (2)],. (3.4b)
r=1
donde hemos definido el potencial cuasi-unidimensional de la r-ésima unidad dispersora
como:

U (@)], = /0 Xa () Ur (2,9) X6 (v) dy. (3.4¢)

De la ecuacién (3.4c) vemos que, para cada pareja de indices a y b, el potencial cuasi-
unidimensional U, (x) tiene una estructura muy parecida a la del potencial unidimen-
sional Kronig-Penney, salvo que los potenciales de las unidades dispersoras [U, (z)],, no
son constantes, ya que dependen de la coordenada .
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3.2.2. Idealizacién de la unidad dispersora: el potencial delta

Fijemos nuestra atencion en la r-ésima unidad dispersora, la cual esta centrada en
x, y representada por el potencial U, (z,vy).

Nuestro objetivo es hacer algunas idealizaciones para modelar el potencial cuasi-
unidimensional [U, (x)], como un potencial delta, lo cual quiere decir que la unidad
dispersora en cuestién (una barrera o pozo de potencial), debe ser lo suficientemente
delgada para que la dependencia de su potencial cuasi-unidimensional [U, (z)],, se pueda
considerar constante en el intervalo x € [z, — a, z, + &, siendo este valor constante:

(Ur)ap = [Ur (€1)] - (3.5)

Definiendo la funcién O, (x — z,) como:

O (x—2,) = 1, €z, —a,z, +qf (3.6a)
O (x—2,) = 0, ¢ [x, —a,z,+q] (3.6b)

podemos escribir el potencial cuasi-unidimensional de una unidad dispersora de la si-
guiente manera:

Oy, (x — x,
U @) = () O (& — ) = (u), =) (3.72)
donde hemos definido las cantidades (u,),, como:
() =20 (Uy) (3.7b)

las cuales tienen unidades de k y su valor puede ser tanto positivo como negativo. Como
veremos en el Capitulo 7 estas cantidades jugaran un papel central en la implementacion
de la serie de Born que haremos en ese Capitulo; ademas, estas cantidades se utilizaran
para definir el potencial efectivo, Ec. (3.49).

Por otro lado, para que el potencial cuasi-unidimensional de la unidad dispersora
se pueda modelar mediante un potencial delta, también es necesario que el nimero de
onda k que aparece en la ecuacién de Schrodinger, Ec. (2.16), sea tal que la longitud
de onda A asociada a éste, k = 27 /A, sea mucho mayor que el alcance del potencial
2a, lo cual nos permite suponer que las funciones de onda longitudinales [¢ (x)], son
aproximadamente constantes en el intervalo = € [z, — a, 2, + «]. Lo anterior ocurre si
se satisfacen las siguientes relaciones:

ka < 1, (3.8a)
(K < 1, (3.5b)

donde hemos definido

(Kr)ib = (UT)ab| : (3.8¢)
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Si se cumplen las condiciones anteriores podemos modelar el potencial cuasi-unidi-
mensional [U, (x)],, como un potencial delta tomando el siguiente limite matematico:

(Ur)| = 00, (3.92)
a — 0, (3.9b)

pero manteniendo fijo el valor de (u,),, Ec. (3.7b). Lo anterior nos permite modelar al
potencial cuasi-unidimensional [U, (x)] , como un potencial delta:

[U; (x)]ab = (ur)ab5 (. — ). (3.10a)

Por lo tanto, el potencial de la r-ésima unidad dispersora se idealiza como el siguiente
potencial separable:

U, (l‘, y) = Up (y) 0 (:L' - xr) ) (310b)

donde la funcién u, (y) tiene una dependencia arbitraria en la coordenada y.
Al introducir el potencial de la r-ésima unidad dispersora, Ec. (3.10b), en la ecuacién
(2.18), obtenemos la relacién entre las cantidades (u,),, v la funcién u, (y), siendo ésta:

() = / Yo ) (4) X0 (9) . (3.100)

Podemos agrupar las cantidades (u, ), en la siguiente matriz simétrica:

o (e (vna ), (3.11)

(UT)QP (UT’)QQ

donde hemos utilizado la convencion que definimos en la seccién 2.5 para definir los
bloques PP, PQ), QP y QQQ de las matrices de dispersién y transferencia.

3.2.3. Modelo microscopico del potencial cuasi-unidimensio-

nal Uy ()

Una vez que hemos definido el modelo de la r-ésima unidad dispersora, Ec. (3.10),
obtenemos que el potencial microscopico de todo el sistema, Ec. (3.4a), consiste de una
secuencia de n unidades dispersoras separadas una distancia fija d cuyos potenciales
tienen una dependencia en las coordenadas x y y que es separable en una funcion delta
en la coordenada x, mientras que en la coordenada y el potencial de cada unidad dis-
persora tiene una dependencia arbitraria: es decir, el potencial microscépico del sistema
se modela mediante la siguiente expresion:

Ul(z,y) = ZuT (y)o (z — ), (3.12)

donde z, es la posicion del r-ésimo potencial delta.
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Al utilizar la expresién (3.12) en la ecuacién (2.18) obtenemos la dependencia del
potencial cuasi-unidimensional Uy, () de todo el sistema, siendo ésta la siguiente:

Un () =D (ur) 0 (z — 7). (3.13)
r=1
donde las cantidades (u,),, se definieron en la Ec. (3.10c).

El potencial cuasi-unidimensional (3.13) sera la base para el trabajo que presentare-
mos en los capitulos posteriores. Por esta razén es conveniente que apliquemos las ideas
discutidas en el Capitulo 2 al potencial (3.13). En particular, si aplicamos la ecuacién
(2.143) al potencial cuasi-unidimensional, se obtiene la siguiente dependencia del poten-
cial sin unidades V, (2):

Va (x) = T (ab) Va (), (3.14a)
Vo (2) = D (0)yd(x—2,), (3.14D)

donde hemos definido los “potenciales sin unidades” de la r-ésima unidad dispersora
(vr),, de la siguiente manera:

(V) = 2\1;Tab_kb’ 1<a,b<N, (3.15a)

Uab

(Ur)ab = 2\/%’

(o) = Q;Tab_,%’ I1<a<N,b>N, (3.15¢)
(UT)ab = 2\;1;57—/%7 CL,b> N7 <315d)

a>N,1<b<N, (3.15b)

las cuales son nimeros reales. Al igual que para las cantidades (u,),, definimos la matriz
u,, Ec (3.11), para las cantidades (v, ),, definimos la siguiente matriz.

o — ( (0 )pp (0r)pg ) _ (3.16)

(UT>QP (UT)QQ

Si utilizamos los factores I' (ab) definidos en la ecuacién (2.144), podemos definir los
correspondientes “potenciales” complejos (vy),;:

(5T')ab =T (ab) (UT)ab = (UT)ab> 1 S a, b S N, (317&)
(,/Ijr)ab = F (ab) (vr)ab = 6_7:71—/4 (U"")ab7 a > N; 1 S b S N, (317b)
@), = D(ab)(v.), =¢ ™" (v,)y, 1<a <N, b>N, (3.17c)
(O)y, = T'(ab)(vr)y = —i(v)y, ab>N, (3.17d)
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que permiten escribir el “potencial” complejo Vb (x), Ec. (3.14a), [ver comentario hecho
justo después de la ecuacion (2.144)] de la siguiente manera

n
Vap (2) =D (0) 0 (z — 7). (3.18)
r=1
Los elementos de matriz (v,),,, Ec. (3.17), se usardn en la siguiente seccién para obtener
las matrices de dispersion y transferencia de un potencial delta. Al igual que en las ecua-
ciones (3.11) y (3.16) definimos las matrices u, y v,, respectivamente, aqui agruparemos
las cantidades (v,),, en la siguiente matriz v,:

- ( (%) pp E@ip@ ) | (3.19)

3.3. Estudio de la dispersion de un potencial delta

Para estudiar la dispersion que produce un potencial delta debemos sustituir la
expresién (3.10a) en la ecuacién (2.24). Al hacer lo anterior obtenemos el siguiente
conjunto de ecuaciones acopladas

M]3

(% + ki) W (@) = (ur)p 0 (x =) [ (2)],, 1<a <N, (3.20a)

(52— ) @l =

donde (3.20a) se refiere a canales abiertos, mientras que (3.20b) se refiere a los canales
cerrados.

Debido a que el potencial es una delta, podemos resolver el conjunto de ecuaciones
acopladas (3.20), para lo cual debemos especificar las condiciones de frontera de las
funciones [ (x)], y sus primeras derivadas.

La condicién de frontera que se impone para las funciones [¢ (z)], es que éstas sean
continuas, es decir, que las soluciones a la derecha y a la izquierda del potencial sean
iguales en x = x,. Si denotamos las funciones del lado izquierdo del potencial como
[t ()] v a las del lado derecho como [t (z)]'?), entonces las condiciones de frontera

a a

para las funciones [ (x)], las expresamos de la siguiente manera:

b=1

WE

(U)o 8 (2 — ) [ (2)], @ > N, (3.20b)

b=1

[ ()] = [ (2P (3.21a)

siendo a un indice de canal abierto o cerrado.

Debido a que el potencial de la unidad dispersora es una delta, las derivadas de
las funciones [¢) (x)], no son continuas. Para obtener las condiciones de frontera de
las derivadas se integran las expresiones de la ecuacién (3.20) en el intervalo x €
(x, — €,x, — €) y posteriormente se toma el limite ¢ — 0. Como resultado de lo an-

terior se obtiene la siguiente condicion de frontera para las derivadas de las funciones

[ ()],
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)@ 2 s 1
[ ()], _0[wéxr>]a =" (w) g [¢ ()5 (3.21b)

ox
b=1

donde a puede ser tanto un indice de canal abierto como cerrado.

Como vimos en la seccion 2.5.3, la manera mas general en la que debemos describir
la dispersion que produce un potencial en el interior de una guia, es aquella en la que hay
incidencia a través de canales cerrados; por lo tanto, las expresiones de las funciones de
onda [¢ ()], tanto del lado izquierdo como del derecho, las obtenemos de las ecuaciones
(2.90) y (2.91), respectivamente.

Para abreviar la notacién en el desarrollo que haremos a continuacién, definimos las
siguientes cantidades:

(4,), = 2(7TT—71)2/m (B,), = \/gr;hﬁ 1<a<N, (3.22a)
), = e‘”ML (Dy), = 6_”/Zlﬂ a> N, (3.22Db)

2mh2 /m

donde las fases

(@), =, (), = 1<a<N, (3.22¢)
(T'I‘)a = e_ﬁamf" (T_l)a - eﬁazT7 a > N (322d)

definen la matriz diagonal:

T, = ( (Tp O ) : (3.23a)

siendo (7,)p v (13), las matrices diagonales que nos permiten transladar las matrices
de dispersion y transferencia (ver seccién 3.3.1); éstas se expresan de la siguiente forma:

eiklazr 0 . 0
(T)p = 0 -0 9 (3.23b)
: 0o . :
eil{N-‘rle O e O
(Th)g = O -0 (_) (3.23¢)
: 0o . :
0 0 ceo e BN4N/Tr

Haciendo uso de las definiciones (3.22) y de las ecuaciones (2.90)-(2.91), podemos
expresar las condiciones de frontera, Ec. (3.21b); de esta manera obtenemos que las
condiciones de frontera de las funciones de onda se escriben como:
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’V(l)( T)a _‘_’5(1) (B’f')a — ’5(2) (Br)a + Cl(2) (Ar)a 1<a<N
A N N A
(3.24a)
~(1) (OT)Q +’5(1) (DT)a — 3@ (D"")a Jr5(2) (CT)a a> N
a \/"‘f_a a \/,{—a b \/’{_a b \//{—a ) ’
(3.24b)
mientras que las derivadas se expresan como
Ar B, i (A, ~1 (B,
ik, [a \/k_)a )(\/k_)“] =ik, [agl)( Jo — b(l)( )“] (3.25a)

Al realizar algunas manipulaciones algebraicas de las ecuaciones (3.24) y (3.25)
obtenemos las siguientes ecuaciones equivalentes:

N N
i = 3 (7Y), B — i @) (T, = Y (T7), 8 (0 (T7), 5 (3.262)
b=1 b=1
= D (17, i@ (T = 3 (171,10, (17,5, 1<a < N,
b=N+1 b=N+1
N N ~
a® = = (), i @) (T ay) =3 (T7Y), i (@) (T71), 05 (3.26D)
b=1 b=1
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N N
b = 3 (1)1 (@) (1), + Y (1), s + 8 (@) ) (1), B (3.26¢)
b=1 b=1
+ > (D), i (0) (T, + D (1), (@), (171,07, 1<a <N,
b=N+1 b=N+1
B = Y (1), i (8) (1), + Y (1), i (@), (1,7, B (3.26d)
b=1 b=1
+ > (1) i (@) (T + D (1), [0+ (@) (171,55, a > N,
b=N+1 b=N+1

donde hemos utilizado los elementos de matriz (v,),,, Ec. (3.17), y las fases (T,),, Ec.
(3.22). Si utilizamos los vectores definidos en la ecuacién (2.89) y las matrices definidas en
las ecuaciones (3.19) y (3.23), podemos expresar la ecuacién (3.26) de manera matricial,
obteniendo asi:

5532) —1 o~ 55:1) —1 i~ -1 ggpl)

=) = T [I -] T, (1) + T [—iv,] T e (3.27a)
Q | Q Q

b [ ay I

s | = LoD o |+ LI+ T ) | (3.27b)
Q | Q Q

donde hemos definido a I como la matriz identidad de dimensién N + N':

I = ( Iév ]?v' ) : (3.28)

Como veremos mas adelante, las relaciones de la ecuacién (3.27) nos permitiran
obtener las matrices de dispersién y transferencia extendidas|ver ecuaciones (3.30) y
(3.34) respectivamente]

3.3.1. Matrices de dispersiéon y de transferencia extendidas de

un potencial delta

La matriz de dispersion extendida de un potencial delta

La ecuacién matricial (3.27) relacionan los vectores que agrupan las amplitudes de

las ondas del lado derecho del potencial, 553), 68) 3532) y Zg)’ con aquellos que agrupan las

amplitudes de las ondas del lado izquierdo |, 'd%), Zi(Ql ) B}” y E(Ql ) A partir de la ecuacién

(3.27), podemos expresar los vectores de las amplitudes salientes 3331) , ES) 553) y 68) en
términos de los vectores de las amplitudes entrantes aﬁi), Ei(Ql ) ng) y 58 ), obteniendo asi:
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i
by
ay
%

Al escribir
matricial:

T+, ' T,

0
b(l)

—T, [+, [iv,] T,
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aly , 72
Oy |+ LI+ T o) | (3:29)
ag bQ
ay X 7@
Oy | =T [ T T | ) | (3.200)
CLQ bQ

la ecuacién (3.29) de manera compacta obtenemos la siguiente relacién

ay
ay’
B |
72
bQ

=S, (3.30a)

donde S, representa la matriz de dispersién extendida de un potencial delta ubicado en
la posicién arbitraria x,., la cual se escribe de la siguiente manera:

= (5 ) (I ) (5 ) e

Pensemos por un momento que la posicién del potencial delta es z, = 0; en ese caso

T, = I, [ver ecuaciones (3.22) y (3.23)],
toma la siguiente estructura:

y la matriz de dispersién extendida, Ec. (3.30b),

T
o (3.31a)
t T,

donde hemos definido las matrices de reflexion y transmision extendidas de la siguiente

manera.:

o
Ty
o

= —

— [T+,
[i0,] [T + 0,7,

o

=1+ W (3.31b)

v, =[I+iv,]".

[Z:Er] )

La ecuacién (3.31) permite reescribir la ecuacién (3.30b) como:

R

(

0
0 T

7. 0

0 7o (3.32)

)3(% )

La ecuacién (3.32) da la regla de transformacién de la matriz de dispersién extendida.
Esta regla de transformaciéon muestra que si un potencial se translada de un punto a
otro, entonces la matriz de dispersion de dicho potencial diferira de punto a punto por
fases dadas por la matriz T,., Ec. (3.23); por lo tanto, las amplitudes de reflexién y de
transmisién extendidas de un potencial delta en una posicién x, arbitraria son:



Capitulo 3: Modelo microscopico del potencial

o TET t.=T Y%T
TT‘ T‘r’l" T tT’ Id tr T (333)

o) o
Po=T7 T, =T4, T
Las expresiones de las amplitudes de reflexién y de transmisién, Ec. (3.33), se us-
aran en el calculo numérico que presentaremos en la seccién 6.4 y en el Capitulo 7,
donde usaremos la regla de combinacién para las matrices de dispersién, Ecs. (2.137) y
(2.138), para obtener la matriz de dispersion de un sistema formado por una secuencia
de potenciales delta.

La matriz de transferencia extendida de un potencial delta

La ecuacién matricial (3.27) relacionan los Vectores que agrupan las amplitudes de
las ondas del lado derecho del potencial, aED), EiQ b(z) y b(2), con aquellos que agrupan
las amplitudes de las ondas del lado izquierdo , agg), Zié) b(l) b . Al escribir dicha

ecuacion de manera compacta obtenemos la siguiente ecuacion matrlclal

aP) P
5(2) | =
P P
b(2) 58)

donde MT es la matriz de transferencia extendida de un potencial delta ubicado en la
posicion arbitraria x,. Esta matriz extendida se escribe de la siguiente manera:

— (Tt 0N\ [(I-i@, - \(T 0
M’“‘( 0 T)( iw, I+i@,)( 0 Trl)' (3.34b)

Al igual que hicimos en el caso de la matriz dispersién extendida pensemos por un
momento que el potencial delta estd ubicado en z, = 0. En este caso la matriz de
transferencia extendida toma la siguiente estructura:

M, = O‘g : (3.35a)
5

donde henos definido las matrices extendidas:

o 2

Q O: I —v,, Oﬁ = —iU,, (3.35b)
v =iy, o0 =1+1iv,;

por lo tanto, la regla de transformacién para la matriz de transferencia extendida es:

~ T 0N\N=<> /(T 0
MT_( p TT>MT(O Tﬁ)' (3.36)
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Esta regla de transformacién, Ec. (3.36), nos permite expresar las submatrices de la ma-
triz de transferencia extendida de un potencial delta ubicado en una posiciéon arbitraria
x, de la siguiente manera

a =T [ —iv)|T,, B =T'][-iwv,]T 1, (3:37)
3 =T, [i0,] T,, 6, =T, [I +iv,] T '

3.3.2. Las matrices de dispersion y transferencia reducidas de

un potencial delta: el potencial efectivo

Como vimos en la seccion 2.5.3 si conocemos las matrices de dispersién y de trans-
ferencia extendidas, de éstas podemos extraer las matrices de dispersiéon y transferencia
reducidas, Ecs. (2.95) y (2.100). La matriz de transferencia si la obtendremos utilizan-
do la ecuacién (2.100), pero la matriz de dispersién reducida se obtendra utilizando la
ecuacién (2.88) que da la matriz de dispersién reducida en funcién de la de transferencia
reducida. Hay dos razones por las que decidimos obtener las matrices reducidas de la
manera que acabamos de explicar. Estas son:

= La primera razon tiene que ver con la presentacién del trabajo, ya que el resultado
principal se basa en la matriz de transferencia reducida de tal manera que del
Capitulo 4 al 6 todo el trabajo estara basado en la matriz de transferencia reducida.

= [La segunda es una razoén técnica, ya que, como veremos a continuacion, la matriz
de transferencia reducida se obtiene facilmente en términos de la matriz del poten-
cial efectivo (u), Ec. (3.49), mientras que la obtencién de la matriz de dispersién
reducida en términos del potencial efectivo es més complicada.

Matriz de transferencia reducida del potencial delta

Para obtener la matriz de transferencia reducida del r-ésimo potencial delta se uti-
lizan las expresiones de la ecuacién (2.100); por lo tanto, necesitamos la dependencia
explicita de las matrices extendidas que aparecen en dicha ecuacion, las cuales pode-
mos extraer de la ecuacion (3.37). Del bloque PP, Ec. (2.98), necesitamos las siguientes
matrices:

(@)pp = (T7)p JP—i(’ﬁr)pp] (T )p (3.384)
@)PP = (T7)p =i @) ppl (T,71) (3.38b)
(V)pp = (TT)P[Z(UT>PP]( "p (3.38¢c)
(3),, = @)plle+i@)pel (1Y), (3.384)

(BT)PQ = (Tr_l)P [_i (GT)PQ] (Tr_l)Qa (3.38¢)

(5:) = @ [ @)0e] (1) (3.381)
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La tnica matriz del bloque () que usaremos sera:

(5:) o, = (Ta [Ta i @)aq] (T, (3.389)

por 1ltimo, las matrices del bloque QP que necesitaremos son:

Gar = (T)g i @)gp]| (T)p. (3.38)

(ST)QP — (T), [z (@)QP} (1), (3.381)

Como ejemplo calculemos la matriz «, de la matriz de transferencia reducida M,.,
que podemos expresar en términos de las matrices extendidas (&) pp, (@) , ((L)
PQ QQ

Y (r)gp de la siguiente manera:

o=@~ (5),,| () 0 " o (3.302)

Al utilizar las dependencias explicitas de las matrices extendidas que aparecen en la
ecuacién anterior obtenemos que la matriz reducida «, se expresa en términos de la
matriz v,, Ec. (3.19), de la siguiente manera:

1

a, = (T7), [IP — () pp +1(0r) pg (m) i(Or)gp | (Tr)p- (3.39D)

De la ecuacién (3.17) podemos relacionar los diferentes bloques de la matriz v, con
los bloques de la matriz v,, obteniendo asi:

Upp = vpp, (3.40a)
tpg = e ™upg, (3.40b)
Top = e ™ugp, (3.40c)
Too = —ivgo. (3.40d)

La ecuacion (3.40) nos permite escribir la matriz a, en términos de los bloques de la
matriz v, de la siguiente manera:

-1

= (1) [ 1= 0+ 101) g (T + (00)ag) ()| (T 1)
Realizando el mismo procedimiento podemos encontrar las expresiones de las matrices
Bry v v 6. Como resultado obtenemos que las submatrices de la matriz de transferencia
reducida se escriben de la siguiente manera:
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a = (T7Y), [Ip— 0] (T7)p (3.42a)
6 = (T, =0 (T, (3.42b)
Ve = (T)p i (T)p, (3.42c)
6 = (T)pllp+iw) (T,"),, (3.42d)

donde hemos definido la matriz del “potencial efectivo sin unidades” v, como:

% = ()pp — (0 [Ta + ()gq]  (wr)gr- (3.43)

Como era de esperarse la matriz del “potencial efectivo sin unidades” v,., es de N x N, ya
que los bloques de la matriz de transferencia reducida deben ser de N x N. En la seccién
3.3.2 haremos una breve discusién del potencial efectivo y la relevancia que tendra en el
presente trabajo.

De ahora en adelante denotaremos la matriz de transferencia reducida M, de un
potencial delta de la siguiente manera:

MM
MT = ( M21 M22 ) ) (344&)

siendo

11 12
b iy (3.44D)
r = Mr = 0p.
Es facil ver que las submatrices de la matriz de transferencia reducida, Ec. (3.42),
cumplen con la relacién de invariancia ante inversiones temporales de las matrices de
transferencia, Ec. (2.82); por lo tanto, la matriz de transferencia reducida del r-ésimo
potencial delta M, es invariante ante inversiones temporales, y puede escribirse de la
siguiente manera

Mll M12
Mr = |: [M'{Q]* [M{I]* :| = IQN + €r, (345)

donde hemos definido la matriz €, como una matriz de dimensién 2N cuyos elementos
tienen la siguiente estructura:

()i = (@)ay ()l (3.46a)
(W3 = (0 (@) =i (=1 e ke R (3.46D)

con a y b indices de canales abiertos.
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La matriz de dispersion reducida de un potencial delta

Una vez que hemos obtenido las submatrices de la matriz de transferencia reducida,
podemos aplicar la ecuaciones (2.88) para obtener las matrices de transmisién y reflexién
de la matriz de dispersiéon reducida, obteniendo asi:

re = —(T)p [Ip+i0,) " [0, (T,) p, (3.47a)
. = (T)plp+iv] " (T, ,, (3.47b)
te = ("), Ip+io] " (T)p, (3.47¢)
o= — (T, o] [Ip + 0] (T, (3.474d)

Es facil ver que las amplitudes de transmisién y reflexién de la ecuacién (3.47) satisfacen
la relacién de invariancia ante inversiones temporales, Ec. (2.78).

El potencial efectivo

Como vimos en la seccion 3.3.2 las matrices de transferencia y de dispersién reducidas
se pueden expresar en términos del potencial efectivo sin unidades v, Ec. (3.43). Dicho
potencial efectivo se puede expresar de la siguiente manera:

pol2 12
~ P ~ hp
Uy = Uy , 3.48
NCRRNG 3.4

donde hemos definido la matriz

_ _ _ -1 _
~ 1/2 12 HQ1/2 12

Ur = (ur) pp — (U’T)PQ % Io + % (U’T)QQ 2 /32 (uT>QP g (3.49)

como el potencial efectivo, el cual tiene unidades de nimero de onda k; ademéds, hemos
utilizado las matrices diagonales kp y kg que denotan las matrices de los nimeros de
onda y de los factores de atenuacién longitudinales, respectivamente:

ke 0 0
kp = o . o |, (3.50a)
0 0 kn
kny1 0 0
Kp = 0o - 0 . (3.50b)
0 0 KEnin

Si bien en la definicién del potencial efectivo, Ec. (3.49), aparecen tanto los bloques
PQ, QP y QQ de la matriz u, como las matrices de los factores de atenuacién g,
los elementos de matriz del potencial efectivo (u,),, s6lo pueden tener indices a y b de
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canales abiertos, es decir, la matriz u, es de N x N. Lo anterior es de esperarse, pues
la matriz de transferencia reducida [cuyos bloques son lineales en el potencial efectivo,
Ec. (3.42)] relaciona las amplitudes de canales abiertos del lado derecho del potencial
con las del lado izquierdo [ver ecuacién (2.49)]; no obstante que los elementos de matriz
del potencial efectivo (%,),, sélo pueden tener indices a y b de canales abiertos, éstos
si toman en cuenta transiciones virtuales a canales cerrados.

Los elementos de matriz del potencial efectivo , (o en su caso v,) tendréan una gran
relevancia en el Capitulo 4, donde se estudiara la dispersién que produce un sistema
desordenado. La importancia del potencial efectivo se deberda a que el desorden del
sistema se expresara en términos de un modelo estadistico para los elementos de matriz
del potencial efectivo, Ec. (4.16). En dicho estudio estaremos interesados en el régimen
de dispersion débil que, en términos del potencial efectivo de un dispersor individual,
quiere decir que el valor absoluto de la cantidad

-~ (ar)ab
(UT)ab - 2\/%7 (351)
debera mucho menor que uno.

De la ecuacién (3.49) nos damos cuenta que para obtener el potencial efectivo debe-
mos multiplicar matrices que en principio son infinitas, ya que los bloques PQ y QQ
involucran canales cerrados, los cuales son una infinidad. Podriamos pensar que es su-
ficiente si consideramos algunos canales cerrados para realizar nuestros calculos; sin
embargo, si hacemos lo anterior no podremos mostrar el conocido resultado de que un
potencial delta en dos dimensiones no dispersa [29]. Este tltimo hecho lo verificamos
mediante una simulacién numérica en la que consideramos un dispersor cuya depen-
dencia u, (y) también es una delta, que la guia sélo admite un canal abierto (N =1) y
tomamos en cuenta dos mil canales cerrados (N’ = 2000). Calculando el potencial efecti-
vo para este dispersor obtuvimos que Re (t11) =~ 0.9998, I'm (t11) ~ 107° Re (r11) ~ 107°
y Im (r;) ~ 107°.



Capitulo 4

Dispersién cuantica en guias de

ondas desordenadas

4.1. Introduccion

El presente Capitulo es la parte central de la tesis y del articulo publicado en Physical
Review E [22]. El objetivo es estudiar las propiedades estadisticas de la dispersién en
una guia de ondas desordenada; es decir, queremos obtener, como funcion de la longitud
de la guia L, los valores esperados de observables macroscopicos relacionados con la
dispersion: por ejemplo, las amplitudes t,4, ¥ Taay, 1as intensidades Tyo, v Raq,, €tc.

El desorden de la guia de ondas se representara mediante un potencial aleatorio
basado en el modelo microscépico definido en el Capitulo 3 para el potencial cuasi-
unidimensional Uy, (x) para el que definiremos un modelo estadistico en la seccién 4.3.2.

Supongamos que nos interesa medir el observable F' a cada muestra de un ensemble de
guias de ondas desordenadas que macroscépicamente tienen las mismas caracteristicas.
Debido a la naturaleza aleatoria del potencial, cada guia del ensemble representa una
posible realizacién del desorden microscopico; por lo tanto, la medicion de F' diferira de
manera importante de muestra a muestra dando lugar asi a las fluctuaciones en la
medicion de F'. Por esta razon el estudio de los observables requerira un tratamiento
estadistico que nos permita conocer el valor esperado de F' como funcién de la longitud
L y de los pardmetros microscopicos relevantes, que como veremos en este Capitulo,
seran los caminos libres medios £, Ec. (4.22). El valor esperado de una observable F se
denotard por (F);, donde ( ), significa promedio sobre el ensemble de guias de ondas
de longitud L.

Para obtener (F'), se construird una ecuacién diferencial que dé la evolucion con
la longitud L; dicha ecuacién serd la ecuacion de difusion, Fc. (4.41). La ecuacién de
difusion sélo dependera de los detalles microscopicos a través de los caminos libres medios
L4 que unicamente dependeran del segundo momento de la distribucién del potencial
microscépico, ver Ec. (4.22); por lo tanto, la ecuacién de difusion serd insensible al resto
de detalles de la distribucion del potencial microscépico, lo que le da el caracter de
universal. La universalidad de la ecuacion de difusion serd consecuencia de un teorema
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de limite central generalizado vélido en el limite denso de dispersion débil (DWSL por
sus siglas en inglés): Ecs. (4.32)-(4.32d).

Modelos previos [15] al que expondremos en el presente Capitulo dieron lugar a la
ecuacion de DMPK, la cual daba una buena descripcion para el desorden volumétrico,
no asi para la descripcién de desorden superficial. La no muy buena descripcion que da la
ecuacion de DMPK en el caso de desorden de superficie se debe a que ésta considera que
todos los caminos libres medios son iguales. Como veremos en el Capitulo 6, al aplicar
el modelo de este trabajo al desorden superficial se obtendra una mejor descripcion: ver
figuras 6.5 y 6.6. Mello y Tomsovic [18] desarrollaron un modelo con el que obtuvieron
una ecuacion de difusién para los valores esperados que considera la diferencia entre
los caminos libres medios; dicha ecuacion es muy parecida a la que obtendremos en el
presente Capitulo y reproduce la ecuacion de DMPK al considerar el modelo de canales
equivalentes; sin embargo, al igual que la ecuacion de DMPK, en la ecuacién de Mello
y Tomsovic no aparece la energia de manera explicita, lo cual se debe a que ambas
ecuaciones representan una descripcion valida en el limite de altas energias. La ecuacion
de difusiéon que se obtendra en el presente Capitulo, ademas de considerar diferentes
caminos libres medios, es valida para valores arbitrarios de la energia que satisfagan el
DWSL. El régimen de altas energias de Mello y Tomsovic se recuperara (salvo algunas
diferencias que existen entre los dos modelos) al tomar la aproxzimacion de longitud de
onda corta (SWLA por sus siglas en inglés): ver seccion 4.4.3.

4.2. Transporte en sistemas cuasi-unidimensionales.

Consideremos un sistema dispersor de longitud L en el interior de una guia de ondas
entre x = 0y x = L. La dispersion de este sistema se estudiara mediante su matriz de
transferencia reducida M), Ec.(2.49) cuya estructura es la siguiente:

Mll M12 Q
M(L):[Mm ]\422]5{7 §:|7 (4.1a)

donde las submatrices M7 (con j,l = 1,2 ) o equivalentemente las matrices o, 3, v y &
de la ecuacion (4.1a) son matrices de N x N [ver ecuacién (2.49)], con N el niimero de
canales abiertos que admite la guia de ondas. Debido a que el operador hamiltoniano de
nuestro sistema es invariante ante inversiones temporales (TRI), Ec. (2.82), la matriz
de transferencia reducida M) se puede escribir de la siguiente manera:

Mll M12 Mll M12
ML) — [ M2 A2 } = [ (M2 (MY 1 - (4.1b)

Supongamos que a la derecha del sistema de longitud L se anade un “pequeno bloque”
de longitud 0L < L (ver figura 4.1) cuya matriz de transferencia M (%%5) se expresa de
la siguiente manera:

MESD) — [y (10D, (4.2)

donde la matriz (X9 representa la diferencia entre la situacién en que no hay sistema
dispersor, en cuyo caso e90) = 0, y la situacién en que hay sistema dispersor, es decir,
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a) a<d<{\JIL, 1}

by
b) a<d< A< {dL, L} v,

Figura 4.1: Representacién esquemética del sistema desordenado (de longitud L) y el bloque
constitutivo (de longitud 0L). (a) y (b) definen los regimenes (ver seccién 4.4) definidos en las

desigualdades de la ecuacién (4.37)

el - (. Se hace notar que este bloque pequeiio lo hemos colocado en la posicién L,
por lo que su matriz de transferencia tendra fases que dependeran de L. Por esta razén
en la ecuacién (4.2) hemos escrito M98 y o(B9L)  Este bloque recibe el nombre de
bloque constitutivo o bloque constitutivo (BB), el cual jugard un papel trascendental en
la obtencién de la ecuacion de difusion. En la seccion 4.3 estudiaremos en detalle este
sistema.

La dispersion del sistema de longitud L+0dL se describe mediante la matriz de trans-
ferencia extendida M) [ver ecuacion (2.96)], que debido a la regla de combinacién
de las matrices de transferencia, Ec. (2.141), se puede expresar de la siguiente manera:

ML) — N(sD) () (4.3)

donde las matrices M (£:95) y M® son las matrices de transferencia extendidas del bloque
constitutivo y del sistema de longitud L, respectivamente; sin embargo, la cantidad que
nos interesa es la matriz de transferencia reducida ML) ya que ésta da la relacién
de las amplitudes del lado derecho en términos de las amplitudes de canales abiertos del
lado izquierdo [ver ecuacién (2.49a)]. La matriz M *+95) puede obtener de la extendida
ML) mediante el procedimiento que explicamos en la seccién 2.5.3 [ver ecuaciones
(2.100) y (2.101)]; no obstante lo anterior, en el presente trabajo aprozimaremos la
matriz reducida MEHL) como el producto de las matrices reducidas del sistema de

longitud L M® y del bloque constitutivo M98 es decir:

NLASL) — p(LSL) g (L) (4.4)

Por supuesto, la regla de combinacion es valida para la matriz de transferencia extendida
M que incluye explicitamente la contribucion de canales cerrados y no para la matriz
de transferencia reducida M; por lo tanto, la ecuacién (4.4) es una aproximacion de
la ecuacion (4.3) que no considera de manera apropiada la contribucién de los canales
cerrados; sin embargo, debemos recordar que las matrices de transferencia reducidas
MEAL) v M) sf tienen informacién de los canales cerrados, ya que como se muestra
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en la ecuacion (2.100):

M=M (M) . (4.5)

Antes de continuar con la discusion justificaremos la razén por la que usaremos la
ecuacién (4.4) en vez de la ecuacién (4.3). Recordemos que el presente Capitulo es la
parte central del articulo publicado en Physical Review E [22], en el cual nos interesaban
las propiedades estadisticas de las intensidades Ti;, Ry v la conductancia g. Para ese
entonces se sabia, de simulaciones numéricas, que para una realizacion especifica del
desorden microscépico la inclusién de los canales cerrados en el calculo de los valores
de T,,, Rap y g era importante; sin embargo, de las simulaciones numéricas también se
observo que las propiedades estadisticas de estas cantidades son, en muy buena aproxi-
macién, independientes del nimero de canales cerrados que se consideren en el calculo
numérico. Por esa razén, en el articulo publicado en Physical Review E [22] se utiliz6 la
aproximacién de la ecuacién (4.4). Posteriormente a la publicacién de dicho articulo
se busco la forma de tomar en cuenta adecuadamente la contribucién de los canales
cerrados, lo que dio lugar a la implementacién de la serie Born (ver Capitulo 7), méto-
do que solo es aplicable en el régimen balistico. Dicho método predice, en el régimen
balistico, que las propiedades estadisticas de las amplitudes de transmisién t,, y de re-
flexion ry, si dependen de los canales cerrados mientras que las propiedades estadisticas
de las intensidades T, R4 v la conductancia g no dependen de los canales cerrados
(al menos en los primeros 6rdenes de la serie de Born). En las figuras 7.17, 7.18, 7.21
y 7.22 se muestran el resultado de la simulacién numérica para las partes real e imag-
inaria de (t11) yym ¥ (711) Nvum TeSPectivamente, en el caso de un canal abierto (N = 1)
y considerando N’ = 0, 1,2 canales cerrados; analogamente en las figuras 7.26, 7.27 y
7.31 se muestran, respectivamente, los resultados numéricos para (Tua) yum: (Lab) Num
Y (Rab) Num €1 €l caso de dos canales abiertos (N = 2) y considerando y considerando
N"=0,1,2,3 canales cerrados. En esas figuras se observa que los valores esperados de
las amplitudes si son sensibles al nimero de canales cerrados que se consideren en el
calculo, mientras que las intensidades son insensibles al niimero de canales cerrados.

Regresando a la discusién, al implementar la aproximacién de la ecuacién (4.4) se
obtiene que la matriz de transferencia del sistema de longitud L + L es:

ML) — Ap@) | (L) (D), (4.6a)
M L 50 (4.6b)

donde hemos definido
SMESL) — (LSL) pr(L) (4.6¢)

De ahora en adelante nos referiremos a la matriz de transferencia reducida o de
canales abiertos M como la matriz de transferencia.

Debido a que hemos elegido la matriz de transferencia para describir los procesos de
dispersion, el observable F' deberd expresarse como funcién de ésta, es decir, F' = F (M),
donde F' (M) podria ser una amplitud ¢4, una intensidad T}, o bien la conductancia g.
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Recordemos que nuestro interés es obtener los valores esperados de observables
macroscopicos como funcion de la longitud L. Para obtener el valor esperado de F' (M)
del sistema de longitud L+ d L consideraremos los siguientes ensembles estadisticamente
dependientes:

= El primero de estos ensembles contiene sistemas, todos de longitud L, donde cada
uno representa una realizacién diferente del desorden microscépico. A cada muestra
de este ensemble se le asigna una matriz de transferencia M%) generando asi un
ensemble de matrices de trasferencia aleatorias.

= De manera andloga, el segundo ensemble contiene bloques constitutivos de longitud

0L < L. A cada muestra de este ensemble se le asigna una matriz de transferencia
M(LSL)

Con estos dos ensembles de matrices de transferencia construimos el ensemble de
sistemas de longitud L + 0L, en el cual a cada muestra se le asigna una matriz de
transferencia M + dM: ver ecuacién (4.6); por lo tanto, F' (M + §M) se puede expresar
de la siguiente manera:

OF (M)
F(M+5M) = (5M2) (6M2) (5Mh“> LR
( + ) Z aM’L)\ 2] Z}\Zhu 8MZ)‘ Mhu
aacf
_|_ .
OF (M OF (M)
o zg FA ij _hl J)\ m
— )+ E eaMps " 8MM B g €apEed M, dﬁ_@M”‘Mh“
g ighip
aba abedaf
_|_ . ,
(4.7a)

donde hemos utilizado la ecuacién (4.6¢) y omitido los superindices L y 6L de las ma-
trices M) y ell9L) (o §MESD)), Los indices de bloque (ver ecuacién 4.1a) i, j, h, [, \, 1
toman valores de 1 y 2, mientras que los de canal a,b,c,d,«a, 3 lo hacen de 1 a N. Al
promediar la ecuacién (4.7a) sobre el ensemble y recordar que las matrices M5 y £(00)
(equivalentemente M (“91)) son estadisticamente independientes se obtiene:

OF (M)
A
<F(M)>L+6L = "‘Z ab L,SL <M,fa aMz)\ >
ijA L
ag)a
1 . oF (M)
+— £ gizl M A 4+, (4.7b
2! ij%;,u e L6L< " dﬁaMééMch; L ( )
abedaB

t) ~hl

donde las cantidades <eab>L75L y <5ab5cd Lol

son los valores esperados de los elementos

de matriz e9%) La dependencia de estos momentos en L se debe a que el Building
Block se coloc a la derecha del sistema de longitud L: ver ecuaciones (4.38)-(4.39b).
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Al usar la ecuacién (4.7b) y el modelo estadistico del bloque constitutivo (ver seccién
4.3.2) obtendremos la ecuacion de difusion que gobierna la evolucién con la longitud L
de (F'(M)),, siendo ésta:

0 oF (M

< Ej D&M, (k, <M”M —,( ) > : (4.8)
ighip L
abcdaB

/j,hl : P P :
donde D" (k, L) es el coeficiente de difusion, el cual estd intimamente relacionado con

tj _hl

el segundo momento < EabCed) [ 51

4.3. Construccion del bloque constitutivo

4.3.1. Matriz de transferencia del bloque constitutivo

El objetivo de esta seccién es construir la matriz de transferencia M(#9%) del bloque
constitutivo. Para hacer lo anterior utilizaremos el modelo microscépico expuesto en
el Capitulo 3, es decir, consideramos que el potencial del bloque constitutivo es una
secuencia de m potenciales delta en la coordenada x separados entre si una distancia
fija d (ver figura 4.2), de tal manera que la longitud del bloque es § . = md; por lo tanto,
el potencial cuasi-unidimensional Uy, (x) del bloque tiene la estructura de la ecuacién
(3.13), que reescribimos a continuacion:

U (2) = D0 (@)= D ()6 (2 — ), (4.92)
Ur 0]y = (0)6 (2 = 2,). (4.9b)

Los elementos de matriz del potencial “desnudo” (u,),, seran las cantidades aleatorias
del problema; sin embargo, el modelo estadistico que definiremos en la seccién 4.3.2 no
serd para el potencial (u,),,, sino para el potencial efectivo (1,),,: ver ecuacion (3.49).

La matriz de transferencia M, del r-ésimo potencial delta se obtuvo en la seccién
3.3.2, Ecs. (3.45) y (3.46). Dicha matriz de transferencia es proporcional al potencial
efectivo sin unidades (0,),,, Ec. (3.43), o equivalentemente al potencial efectivo (a,),,
Ec. (3.49). Para construir la matriz de transferencia del Building Block M (505 Ec. (4.2),
aplicaremos la aproximacion de la ecuacion (4.4) a toda la secuencia de potenciales delta,
es decir:
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Figura 4.2: Representaciéon esquematica de la secuencia de potenciales delta.

MESLD = M- My = (Ioy + €m) - (Ioy + €1) (4.10a)
= Lyt Y 6t > ey oo (4.10b)
r T1>T2
+ Z 67”1 e 67‘“ + e (410C)
r1>>T),
= Iy + D), (4.10d)

La Ec. (4.10) define la matriz e°5) de la Ec. (4.2); ésta se reescribe de la siguiente
manera

S(LOL) Z€T+ZET1€T2+...+ Z €ry vy (4.11a)

T r1>T2 T1> Ty

= ) &, (4.11b)
m
e = Z €ryt Erys (4.11c¢)

rI>e>Ty

donde € define la contribucién a orden p en €’s individuales. De ahora en adelante
omitiremos la dependencia en L y en L de la matriz €.
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4.3.2. Propiedades estadisticas del bloque constitutivo

Para obtener la ecuacién de difusién, Ec. (4.8), a partir de la ecuacién (4.7b) hace
falta conocer los valores esperados de la matriz € del bloque constitutivo que aparecen en
la ecuacién (4.7b). Para obtener esos valores esperados debemos obtener la estadistica
de la matriz €, lo cual conseguiremos al proponer un modelo estadistico para el potencial
efectivo, ya que la matriz € del bloque constitutivo depende de las matrices €, de los
dispersores individuales, Ec. (4.11), y éstos a su vez de los elementos de matriz del
potencial efectivo (v,),, [ver ecuacién (3.46)].

Modelo estadistico del potencial efectivo

El modelo estadistico que propondremos para el potencial efectivo (u,),, (o equiva-
lentemente (v,),) tiene las siguientes caracteristicas:

= Considera que los m potenciales que constituyen el bloque constitutivo son es-
tadisticamente independientes y estan idénticamente distribuidos.

= Por simplicidad imponemos que todos los momento de orden impar de la dis-
tribucion del potencial efectivo son cero, es decir, que la funcién de distribucién es
simétrica; de igual manera supondremos que la distribucion de los potenciales efec-
tivos es tal que todos los momentos pares son proporcionales al segundo momento;
es decir,

sy (ab) ~ [ug’) (ab)} g (4.12a)
(@)l ~ (@) ]))" - (4.12b)

Lo anterior se logra al considerar cualquier funcion de distribucién que se pueda
escribir de la siguiente manera:

£l | (4.13)
w5 (ab)

Existen muchos ejemplos de funciones de distribucion que se pueden escribir de esta
manera; Por ejemplo, si la distribucion de una variable aleatoria x es gaussiana,
entonces los momentos pares de esta variable satisfacen siguiente relacién:

(z) = (2p — DI (z)” (4.14)

» La distribucion del potencial efectivo debe ser tal que los valores que éste tome
satisfagan la siguiente condicion:

(W) ] < V kaks, (4.15)
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es decir, que los dispersores sean débiles. El régimen definido por la ecuaciéon
(4.15) sera fundamental para definir el limite denso de dispersion débil, en el cual
obtendremos la ecuacién de difusion.

El p-ésimo momento del potencial efectivo lo denotaremos de la siguiente manera

MSL) (albla a2b27 e apbp) = <(ar)a1b1 (a’r‘)ang o (ar>apbp> ’ (416&)
,uj(gv) (a1b1, agba, -+ - apby) = <@")a1b1 (i]\r)azbg o @")apbp> : (4.16b)

Debido a que todos los momentos de orden impar son cero tenemos:

M%?H (a1br, arby, -+ - agpy1bapir) = 0, (4.16¢)
/’Lg;)-i-l (albl, Cllbl, s a2p+1b2p+1> = 0. (416d)

Como veremos mas adelante el resultado final sélo dependerd de los dos primeros
momentos de la distribucién del potencial efectivo. De acuerdo con las ecuaciones (4.16a)
y (4.16¢), podemos escribir estos dos momentos de la siguiente manera:

(@) = w4 (ab) =0, (4.16¢)
(U)o (W) o) = 15" (ab,cd) by; (4.16f)

donde hemos utilizado que los dispersores son estadisticamente independientes. Debido
a que en general tendremos un segundo momento del estilo de (4.16f) con a,b,c y d
arbitrarios, es conveniente introducir los coeficientes de correlacion entre los elementos
de matriz (u,),, y (ur),, (que son idénticos a los coeficientes de correlacién entre (v,),,

Y (Ur)ea):

(u) b.cd (v) b. cd
Clane =t i D
ps (ab) po (Cd)} [H2 (ab) pi " (cd)

donde se ha definido la cantidad

ps” (ab) = ") (ab, ab), (4.18a)
18 (ab) = 1S (ab, ab) . (4.18b)

Una vez que hemos definido el modelo estadistico de los elementos de matriz del
potenciales (), podemos encontrar la estadistica de los elementos de matriz (¢,)?, y
con estas la estadistica de la matriz del bloque constitutivo. De las ecuaciones (3.46a),
(4.16e) y (4.16f) se obtiene:

<(6r)ﬁf;> = 0, (4.192)
(@) )y = u8” (ab,cd) [(9)% 0)04] 0 (4.19b)
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Los caminos libres medios ¢,

De la ecuacién (4.11) se puede ver que los valores esperados de los elementos de
matriz € que aparecen en la ecuacién (4.7b) dependeran de los valores esperados de
productos de matrices €, de los dispersores individuales como los que se ilustran en la
ecuacion (4.19); por lo tanto, de la ecuacién (4.19) nos damos cuenta que los momentos
de la distribucién del potencial efectivo (v, ),, apareceran en la estadistica de la matriz
e. Por esta razon es importante que relacionemos los momentos del potencial efectivo
con cantidades microscépicas relevantes, las cuales seran los caminos libres medios £.

El inverso del camino libre medio 1/¢,, se define como la suma incoherente de la
reflexiones del canal b al canal a de una secuencia de dispersores individuales por unidad
de longitud; es decir:

= WlaP), (120)

donde v es la densidad de dispersores que en nuestro caso es v = 1/d. El camino libre
medio {45, Ec. (4.20), es el andlogo (en esta geometria) del coeficiente de atenuacion «,
Ec. (1.52), discutido en el caso tridimensional.

En el modelo del potencial microscépico que presentamos en el capitulo 3, un dis-
persor individual es un potencial delta, por lo que podemos usar la ecuaciéon (3.47) para
expresar la amplitud de reflexion de canales abiertos del r-ésimo dispersor de la siguiente
manera:

| 1 .
(TT)ab = _e’kawr Z |:] + Zﬁ’l‘:| [i@T]cb elkbxr’ (421&)
c=1 ac
De la ecuacién (4.21a) vemos que la amplitud de reflexién r,, depende de k, ya que
el potencial efectivo sin unidades (v,),, Ec. (3.51), depende de los nimeros de onda
longitudinales k, y k;, que a su vez dependen de k, Ec. (2.9b); por lo tanto, como
expresa en la ecuacién (4.20) el camino libre medio /,;, depende de k. Para simplificar la
notacion, de ahora en adelante omitiremos la dependencia en k del camino libre medio.
Una de las suposiciones que hicimos para el modelo estadistico del potencial efectivo
es que los dispersores son débiles, es decir, que la distribucién de (a,),, es tal que éste
satisface la ecuacién (4.15) o equivalentemente que |(?,),| < 1. Tomando en cuenta
esta suposicion, podemos aproximar la amplitud de reflexién del r-ésimo dispersor de la
siguiente manera:

(rr)ab ~ _eika%« [i@T]ab eikme’ (421b)

por lo que el camino libre medio se aproxima de la siguiente manera:

1 <[(67“)ab]2>

— o —" 4.22

- y (4.22a)
_ o (ab) _ g (ab) (4.22b)
B d 4k, kyd '
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La ecuacién (4.22) da el valor que debe tomar el segundo momento de la distribucién
del potencial efectivo (0,),, en funcién de la densidad de dispersores y del camino libre
medio, es decir:

i (ab) = ([(8,),,)%) = gi (4.23)

por lo tanto, usando las ecuaciones (4.17) y (4.23) obtenemos la expresion en general de
un segundo momento uY (ab, cd) siendo ésta:

C (ab, cd)
V gabgcd
Debido a las suposiciones que hemos hecho para la distribucion del potencial efectivo

(0r) 4, Ec. (4.12), los momentos de orden par superiores al segundo cumplen la siguiente
relacion:

v v v 1/2
,ug ) (ab,cd) = C (ab, cd) [ug ) (ab) ué ) (cd)] = d. (4.24)

(v) d\"
Haop (a’b) ~ g_b ) (425&)

()™ ~ (gi) (4.25b)

La suposicion que hacemos para los momentos del potencial efectivo de orden superior al
segundo, Ec. (4.25), tendrd como consecuencia que, en el limite denso de dispersion débil
(DWSL) [ver ecuacién (4.32)], la ecuacién de difusién, Ec. (4.41), s6lo dependera del
segundo momento de la distribucion de los potenciales microscépicos. Si la ecuacién
(4.25) no se cumpliera, todos los momentos superiores al segundo contribuirfan en el
limite denso (DWSL) y no obtendriamos la ecuacién de difusién, ya que no tendriamos
un teorema de limite central.

Para discusiones futuras es conveniente definir el inverso del camino libre medio de
transporte 1/¢ como la reflexién total por unidad de longitud de los canales salientes a
(habiendo incidido por algin canal abierto b) y promediada sobre todos los canales de
incidencia b, que de acuerdo con las ecuaciones (4.20)-(4.22) se expresa como:

N
1 1 1
TN, (4:26)
a,b=1 @

Primero y segundo momentos de la matriz de transferencia del bloque cons-

titutivo

Recordemos que nos interesa obtener el primero y segundo momentos de la matriz ¢
del bloque constitutivo que aparecen en la ecuacién (4.7b). Con el objeto de simplificar
el calculo, por el momento consideraremos que el bloque constitutivo estd centrado en
x = 0, de tal manera que ocupa el espacio entre —0L/2 y §L/2. Las expresiones para
la matriz € cuando el bloque constitutivo esta entre L y L + L se obtienen al hacer la
translacion correspondiente: ver seccién 4.4 ecuacion (4.38).
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Supongamos que el nimero m de dispersores que forman el Building Block es impar
(lo cual serd irrelevante en el resultado final), de tal manera que las posiciones de los
dispersores las expresamos de la siguiente manera:

T, = rd, (4.27a)
m—1 m—1
- 0. = 4.2
r 2 Y 707 Y 2 Y ( 7b)
0L = (m—1)d. (4.27¢)

Debido a que las matrices individuales €,’s heredan la independencia estadistica de
los potenciales efectivos, al ser proporcionales a éstos, al promediar la ecuacién (4.11)
obtenemos el primer momento de la de la matriz € del bloque constitutivo, siendo éste:

(e) = Z<6“‘)> (4.284)
- Z €r "‘Z €ri€ry) -t Z <6T1' EW

r1>72 r1>>Ty

= 0, (4.28b)
por lo que

(e85, = 0. (4.28c)

De igual manera el segundo momento de la matriz de € que aparece en la ecuacion
(4.7b), resulta ser igual a:

(el ey Z<[ w1 [g(#')]h;> 7 (4.292)
! “/ 5L

que al desarrollar hasta cuarto orden en las matrices de los dispersores individuales e,
se obtiene:

(heti)s, = (10 1), (4.290)
H(EL ), +(EPTL ), (42%)
([0 ), (4.29d)
+ < [g(S)]Z) [5(1)}Z>6L + <[ (1)};31] [ (3)Ld>5 (4.29¢)
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Debido a que los momentos de orden impar del potencia efectivo son cero y que los
dispersores son estadisticamente independientes, Ec. (4.16), en la ecuacién (4.29) sélo
contribuyen los términos de orden par en las [¢,]” individuales de las ecuaciones (4.29b)
y (4.29d); por lo tanto, el segundo momento se escribe, hasta cuarto orden en las [er]sz
individuales, como

e = (L VY, + (EI L), +e o

Limite denso de dispersién débil (DWSL)

Pongamos nuestra atencion en el primer término de la ecuacién (4.30), el cual pode-
mos expresar en términos de las matrices individuales [¢,]?, de la siguiente manera:

(V) [ ]),, = (@i tet) = (@hl), . (@31

T,8

donde hemos utilizado que los dispersores son estadisticamente independientes. Utilizan-
do las ecuaciones (4.19b) y (4.24) se obtiene que el término de segundo orden en matrices
individuales [¢,], de la ecuacién (4.30) se escribe como:

(5 [0 >§L = (abed) 3 [0 (9,1 (4.31b)

_ Gl gy @] 31

Como mencionamos al inicio del presente Capitulo, nuestro interés es obtener una
ecuacion diferencial que de la evolucién con la longitud L de los valores esperados;
por lo tanto, debemos tomar el limite continuo, es decir, considerar que el niimero de
dispersores en un bloque constitutivo es muy grande y que la distancia entre ellos es
muy pequena, pero siempre manteniendo fijo el tamano del bloque constitutivo dL:

d — 0, (4.32a)
m — oo, (4.32D)
0L = md, (4.32¢)

sin embargo, ademas de mantener fijo el tamano del bloque constitutivo, debemos man-
tener fijo el camino libre medio, Ec. (4.22). Para lograr lo anterior se toma el caso
extremo de la condicién de dispersion débil, Ec. (4.15), de tal manera que para una
energia fija el potencial efectivo (4, ) , es extremadamente débil, por lo que:

1 (ab) — 0. (4.32d)
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En este limite denso (continuo) y de dispersion débil tanto la separacién entre disper-
sores d como el segundo momento del potencial efectivo ugu) (ab) tienden a cero pero
manteniendo fijo el camino libre medio ¢4, Ec. (4.22), para una energia fija. El conjunto
de expresiones de la ecuacién (4.32) definen limite denso de dispersion débil (DWSL por
sus siglas en inglés: dense weak scattering limit).

En el limite DWS, la suma de la Ec. (4.31c) se sustituye por la siguiente integral:
A (,0L) = T S [00)% 0)04] - d

sLj2
- / 99 (2) 01 (2) da, (4.33)

donde la cantidad 9", () es la versién continua de la Ec. (3.46) y la funcién Agbhcld (k,0L)
tiene la siguiente dependencia:

sipy Keb.cadL
AN (K, 6L) = (—1)™"H K—2 (4.34a)
a2,c
siendo
ijhl i j+1 h I+1
Kipea= (1) ko + (=1 ky + (=1)" ke + (1) ka, (4.34b)

una cantidad con unidades de longitud de onda que es simétrica ante el intercambio de
indices ab < cd e 17 < hl, es decir:

Koea = Keda (4.34c)
Por lo tanto, en el DWSL:
, (1) ij (1) hl> _ C((Zb, Cd) ij,hl
glVIVIlS < [5 ]ab [6 }cd sL m Aab,cd (k7 5‘[’) . (435)

El cuarto orden de la ecuacién (4.30) no contribuye en la ecuacién de difusién, ya
que, en el DWSL, el término relevante es el de segundo orden en potencias de L.

4.4. Coeficientes de difusién y ecuacion de difusién

4.4.1. Los regimenes

Cuando introdujimos el sistema bloque constitutivo en la secciéon 4.2 supusimos que
este sistema tenia que ser pequeno comparado con el sistema original, de tal manera que
0L < L; sin embargo, como nos interesa describir al sistema como un continuo, en la
secci6én anterior definimos el limite denso de dispersién débil (4.32), en el que el niimero
de dispersores del bloque constitutivo tiende a infinito, mientras que la distancia entre
éstos tiende a cero, y la longitud del sistema se mantiene constante; por lo tanto, si bien el
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Building Block es pequeno comparado con el sistema de longitud L, es lo suficientemente
grande para que en su interior hayan muchos dispersores. Por otro lado, como veremos
en esta seccion, también necesitaremos que el tamano del bloque constitutivo sea mucho
menor que los caminos libres medios £, Ec. (4.22), y el camino libre medio total ¢, Ec.
(4.26). Lo anterior se debe a dos razones:

= El paso previo para obtener la ecuacién de difusién consistira en tomar el limite
0L — 0, pero manteniendo ¢ finito.

= Como veremos en el Capitulo 7, cuando el sistema es muy pequeno comparado con
el camino libre medio, es decir, cuando consideramos el régimen balistico, podemos
obtener el valor esperado de un observable como una serie de potencias en §L//;
sin embargo, tenemos evidencia de que, en general, dicho desarrollo es una serie
asintética (ver Apéndice D), vélida unicamente cuando 6L/¢ < 1.

Lo anterior quiere decir que el bloque constitutivo se considera como un sistema
balistico, es decir, que satisface la relacion:

L < L. (4.36)

Como mencionamos en la introduccién de este Capitulo, en trabajos previos a éste
[15,18], la longitud de onda A no aparece en la descripcion, ya que los modelos que se
usaron en dichos trabajos son validos en el limite de altas energias, k — 00, 6 equivalen-
temente de longitudes de onda corta A — 0. En este trabajo se ha considerado un modelo
en el que el nimero de onda k es arbitrario, siempre que cumpla con el régimen de dis-
persién débil, (4.15). En el caso general, es decir, en el que consideraremos un valor de k
arbitrario obtendremos el resultado mas importante del presente trabajo: la ecuacion de
difusion cuyos parametros fijos seran los caminos libres medios £, y los niimeros de onda
longitudinales k,: ver seccién 4.4.2. Posteriormente, en la secciéon 4.4.3 obtendremos la
ecuacion de difusién en la aproximacién de longitud de onda corta k& — oo (SWLA),
en la que la ecuacién de difusién sera independiente del niimero de onda k. Estos dos
regimenes representan, respectivamente, la idealizacién de las siguientes desigualdades
(ver figura 4.1)

= El régimen arbitrario:

a<d<{0L <\ }, (4.37a)

en el que la ecuacién de difusién resultante depende del nimero de onda k.

» Aproximacién de longitud de onda corta (SWLA):

a<<d< A< {0L <}, (4.37b)

en el que la ecuacién de difusién resultante no depende del nimero de onda k.
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4.4.2. Ecuacion de difusion el régimen general: dependiente de

la energia

Los coeficientes de difusion

En la seccién 4.3.2 se obtuvieron las propiedades estadisticas del bloque constitutivo
que, por conveniencia, se centro en el origen; sin embargo, como mostramos en la seccion
4.2, el bloque constitutivo se anade a la derecha del sistema de longitud L, el cual
colocamos entre x = 0 y = = L; por lo tanto, el resultado de la ecuacién (4.35) debe
modificarse de tal manera que se considere al bloque constitutivo ubicado entre x = L y
x = L+ JL. Lo anterior se puede hacer de dos formas: 1) realizando la integral (4.33) en
el intervalo (L, L 4+ dL) o 2) aplicando la regla de transformacién de la referencia [10].
Ambos procedimientos dan como resultado que el segundo orden del segundo momento
Ec. (4.35) toma la siguiente forma:

’ (1) i (1) hl> _ C(ab, Cd) ij,hl z’Kij‘Zl (L+@)
glvans<[e o EW)ea) = g Db k0L bl 450, (4.38)

Al desarrollar, en el DWSL, el segundo momento del bloque constitutivo, Ec. (4.30),
en potencias de dL se obtiene que el unico término que tiene contribuciéon de orden
0L es el de segundo orden, Ec (4.38); por lo tanto, dicho desarrollo tiene la siguiente
estructura:

lim (et sr = 2D5 (k, L) 6L + O (3L)*, (4.39a)

donde se han definido los coeficientes de difusion

ij,hl it € (ab, cd) KM
Diyea (kL) = (=1) N e abed™ (4.39b)
los cuales dependen de la longitud L y de la energia, ya que dependen de los caminos
libres medios £y, y de Kffb}zﬁl ver ecuaciones (4.21), (4.22) y (4.34b), respectivamente;
ademas, los coeficientes de difusién inicamente dependen de la distribucién del potencial
microscopico a través de los caminos libres medios £,
De las ecuaciones (4.34c) y (4.39b) nos damos cuenta que los coeficientes de difusién

son simétricos ante los intercambios ab < cd e ij <> hl, es decir:

Dyl (k, L) = Doyt (k, L) (4.39¢)

La ecuacién de difusién

Al introducir las ecuaciones (4.28¢) y (4.39a) en la Ec. (4.7b), se obtiene a orden ¢ L

y : O*F (M)
F (M = (F(M)), + DM (g LY { MMM ——" 5[
< ( )>L+6L < ( ))L i]%;\“ ab,cd( ) ba dﬁaMégaMchﬁu .
abed, a3

+0 (6L)*. (4.40)
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Al pasar el primer término de la ecuacién (4.40) del lado izquierdo, dividir por dL y
tomar el limite 6L — 0 [lo que requiere que se cumpla la ecuacién (4.36)] se obtiene:

0 <F ( ké L ij,hl jA 1 azF (M)
= Z D;:b ca (k. L) MJbaMéuB AMIA 8M_h” ) (4.41)
ijhl,Ap ax cB
abed, a3

que es la ecuacion de difusion. Esta ecuacion gobierna la evolucién con la longitud L de
(F'(M)); 01 v es el resultado central del presente trabajo. Los valores esperados
que describe la (4.41) satisfacen la siguiente condicién inicial en L = 0:

(E (M) = F(I), (4.42)

ya que en L = 0, las matriz de transferencia vale M = I.

La ecuacién de difusion, Ec. (4.41), sélo depende de los detalles del potencial mi-
croscopico a través de los caminos libres medios £, es decir, sélo depende del segundo
momento de la distribucién del potencial efectivo, ya que los momentos de orden superi-
or no contribuyen en el DWSL; esto indica la existencia de un teorema de limite central
generalizado (CLT por sus siglas en inglés), pues la ecuacién sélo depende del segundo
momento de la distribucion de los potenciales microscopicos, es decir, de los caminos
libres medios; por lo tanto, una vez especificados los caminos libres medios la ecuacién
de difusién (4.41) es universal, es decir, independiente de los detalles de la estadistica
microscopica.

4.4.3. Ecuacién de difusion: la aproximacion de longitud de

onda corta (SWLA), 6 de desorden débil

En la seccién anterior obtuvimos la ecuacién de difusion en el caso general, Ec. (4.41),
es decir, dependiente del niimero de onda k. Esta nueva ecuacion es mas general que las
ecuaciones que se obtuvieron en los trabajos [15,18], pues en dichos trabajos el niimero
de onda k no aparece en la ecuacion de difusién resultante.

En la presente seccion estudiaremos el régimen en el que podemos recuperar la de-
scripcién que hacen Mello y Tomsovic [18], en la que el nimero de onda k no entra en la
descripcion. Para hacer lo anterior debemos considerar un régimen al que nos referire-
mos como la aprozimacion de longitud de onda corta (SWLA por sus siglas en inglés:
short wave length approximation), que definimos en la ecuacién (4.37b). La razén por
la que este régimen recibe dicho nombre se debe a la analogia que tiene con el limite de
la 6ptica geométrica en el que A — 0 [37]. En este régimen se supone que en un bloque
constitutivo hay muchas longitudes de onda, es decir,

A< 0L, 6 k6L > 1, (4.43a)

pero manteniendo la longitud de onda mucho mayor que la distancia entre dispersores
A > d. En términos del nimero de onda k y del camino libre medio ¢ este régimen se
expresa como:
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k> 1, (4.43b)

donde hemos usado que el bloque constitutivo es un sistema balistico, Ec. (4.36). La
ecuacion (4.43b) se conoce en la literatura con el nombre de desorden débil (weak dis-
order).

Si en la ecuacién (4.7b) tomamos en cuenta la ecuacién (4.28¢c) obtenemos:

(F (M) — (P}t Y (elhel MM
k0, L+6L kLT 9 L ab~cd/ k0 L,5L ba *"dp 8Mgg8Mhﬁ“
it Co

T (4.44)

"oy

Analicemos los sumandos que aparecen en el segundo término del lado derecho de
la ecuacién (4.44). Al igual que en la seccién 4.4.2, en esta seccién la contribucién
relevante del segundo momento de la matriz ¢ del bloque constitutivo, Ec. (4.30), sera la
de segundo orden en las matrices individuales €, Ec.(4.38); por lo tanto, al considerar
unicamente dicha contribucién en el segundo término de la ecuacién (4.44) se obtiene:

1 ij hl ijhiA
21 iJ§H <[8(1)}ab [6(1)]Cd>L,6L,k <( N )“]de;ﬁ>L,k
abcd’aﬁ

ab Cd i,hl i L ijhIA
! Z m Aajb,cd (k,0L)e (%) <( o )djbcd:ﬁ>L k
ijhl, A\ abre ’

abed, a3
(K 0)

ab Cd ij,hl i SL ijhIN
| Z m Aajb,cd (k7 6L) € K(L+ 2 ) <( o )a]bcdoclfﬁ>L K (445)
ighl,A\pn abe ’

abed, a3
(K#0)

donde se uso la siguiente abreviatura

; s OPF (M)
ijhiX Al
<< o )ajbcdal,g>k 0L = <Ml£oc Md/,é aMi)\aMhu ) (4463)
" ax cB [ kel
K = Ki". (4.46Db)

La primera suma del lado derecho de la ecuacién (4.45) considera las combinaciones
de indices que hagan K = 0, mientras que la segunda considera las combinaciones de
indices que hagan K # 0: ver ecuacién (4.34b). Serd conveniente tomar el valor del
numero de onda k£ como

(N+1/2)7

k=
W 9

(4.47a)
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es decir, a la mitad del umbral entre el iltimo canal abierto y el primer canal cerrado,
de tal manera que los nimeros de onda longitudinales de los canales abiertos, Ec. (2.9b),

Se expresen comao:
a 2
ko=k\/1— | —— ] . 4.47b
<N 1 /2> (4.47b)

Analicemos las consecuencias que tiene la ecuacién (4.43) en la expresion (4.45),
que hasta el momento es exacta. De la Ec. (4.34b) se observa que para K # 0, K
es proporcional a k (el coeficiente de proporcionalidad sélo depende de los indices de
canal); por lo tanto, al considerar la ecuacién (4.43b) obtenemos que los términos con
K = 0 dan la contribucién més importante (proporcional a dL), ya que los términos con
K # 0 son inversamente proporcionales a k¢, es decir, despreciables con respecto a los
primeros. Lo anterior quiere decir que en SWLA la ecuacion (4.45) se puede aproximar
de la siguiente manera:

. W19 1_(1) hl> N (_1)ithHL C (ab, cd) )
i (V5 [E]L) & (=) T S0 0L, (4.48)
~ 2D%M 5L, (4.49)

ivht1 C (ab, cd) Sko
2 \% gabgcd ’

1si K=0
OK0 = {OsiK#O}’ (4.51)

donde se han definido los coeficientes de difusién en el SWLA de la siguiente manera:

Dty = (-1 (4.50)

~ 1 C' (aa, cc) 1
Dl B s 5o+ Ls 5
abed 1 + 6GC gaagcc P * 2€ab a7
- ppx (4520)
= 1 C (aa, cc) 1
plL2 _ €0 Byt 5,6
Pl T G | 2Vl T 2
= Dipea- (4.52b)
~ 0acObd + 0aqlpe 1 -
P22t _ 9acObd + dadObe _ 2L 459
ab,cd 1+ 5ab 2€ab ab,cd? ( C)
Doyed = Dapea = Dapied =0, (4.52d)
Davea = Diyed = Dapea = 0. (4.52¢)

Del analisis anterior obtenemos que en el SWLA el segundo momento de la matriz ¢ del
bloque constitutivo se expresa como:

(et | sy~ 2D - 0L+ O (SL)?, (4.53)
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es decir, independiente del niimero de onda y de la longitud L.
Antes de continuar debemos hacer la siguiente suposicion acerca del comportamiento
de los valores esperados en el régimen SWLA:

(- >k,e,L ~ (e >g)/)e ’ (4.54)

donde el lado derecho representa una funcién suave para toda escala de L/{, cuya de-
pendencia en la energia sélo aparece a través del camino libre medio /. De esta manera,
el Uinico parametro del problema es el camino libre medio ¢. Como veremos en los capitu-
los 5y 7, la ecuacién (4.54) representa una buena aproximacién al valor esperado de
observables cuando k¢ > 1.

Usando las ecuaciones (4.53) y (4.54) obtenemos que la ecuacién (4.44) se aproxima
de la siguiente manera:

(0) (0) =ight [ sy OPF (M) Y 2
<F (M>>L+6L = <F (M)>L + Z Dajl;,cd MgaMdgaMi,\aMhM 0L+0 (5L) )
ijhl,Ap ax B/ L
abed, a3
(4.55)
Al realizar el mismo procedimiento que se hizo para obtener la ecuacion (4.41), obten-

emos que la ecuacién de difusion en el SWLA es:

(0)
d(F (M) Z:MM<-Alawwn
= D;jl; cd Mga Mdfé . h ; (456)
oL iihfj A% oM ;gaMC; .

con la condicion inicial:

(F (M), =F(I) (4.57)

La ecuacién de difusién (4.56) es la ecuacién que obtuvieron Mello y Tomsovic [18]
salvo una sutil diferencia en los coeficientes de difusion, Ec. (4.52), ya que en el modelo
de Mello y Tomsovic los coeficientes de correlacién del C' (aa, bb) son cero cuando a # b
y uno cuando a = b; por lo tanto, para recuperar la ecuacién de difusion de Mello y
Tomsovic a partir de la ecuacién del SWLA, Ec. (4.56), debemos suponer que los co-
eficientes de correlacién C (aa,bb) que aparecen en los coeficientes de difusion (4.52a)
y (4.52b) son cero si a # b. Esta diferencia entre los dos modelos podria parecer poco
importante, pero como veremos en el Capitulo 7, de no ser por estos coeficientes de cor-
relacién no podriamos obtener una explicacién tedrica para la covarianza C'ov (Ry1, Ra2)
en el régimen balistico: ver figura 7.38.



Capitulo 5

Aplicacion de la ecuacion de

difusion

5.1. Introducciéon

La ecuacién de difusion que obtuvimos en el Capitulo 4 (ver seccién 4.4) no se ha
podido resolver para la mayoria de los obsevables de interés ni en el régimen general
(dependiente del nimero de ondak) ni en la aproximacién de longitud de onda corta:
por ejemplo, para las intensidades 7/, = [t |* v Ry = |1, |>. Esta dificultad se debe
a que, para estos observables, la ecuacion de difusion genera un sistema de ecuaciones
acopladas que no cierra; es decir, el sistema de ecuaciones tiene mas incégnitas que
ecuaciones, por lo que no se puede resolver (ver seccién 5.3.2). La razén por la que
en general sucede esto es el operador diferencial que aparece en el lado derecho de la
ecuacién de difusién genera observables que son diferentes a la del lado izquierdo.

En este Capitulo aplicaremos la ecuacion de difusién a algunos observables par-
ticulares para los que si es posible resolverla. Los observables y el régimen en el que
resolveremos la ecuacion de difusién se explican a continuacion:

= En la seccién 5.2.1 resolveremos la ecuacién de difusion para las cantidades aa™ y
af3; lo anterior se hard en el régimen general [ver ecuaciones (4.37a) y (4.41)] y en
el caso de un canal abierto. Las soluciones que se obtendran para estas cantidades,
Ec. (5.7), se compararan con los resultados obtenidos de una simulaciéon numérica,
obteniendo un acuerdo excelente (ver figuras 5.1 y 5.2). Para estas mismas canti-
dades, resolveremos la ecuacién de difusién en el SWLA [ver ecuaciones (4.37b) y
(4.56)], obteniendo los resultados que ya se conocian en este régimen para estas
cantidades [15, 18]: ver seccién 5.2.1, ecuacién (5.19).

= En la seccién 5.3.1 resolveremos, en el SWLA, la ecuacion de difusién para las
amplitudes ¢/, y r1,,,. Los resultados que obtengamos para estas cantidades seran
consistentes con los resultados que previamente se obtuvieron en el mismo régimen

18].
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En la seccién 5.3.2 veremos que al aplicar la ecuacion de difusion a las intensidades
1), v R, se generan sistemas de ecuaciones que no cierran aun en el SWLA, por
lo que no se pueden resolver: ver ecuaciones (5.35a) y (5.37a), respectivamente; sin
embargo, estas ecuaciones nos serviran para mostrar que la ecuacién de difusion es
consistente con las propiedades de conservacién de flujo (FC), Ec. (2.66), e invariancia
ante inversiones temporales (TRI), Ec. (2.78). Por tltimo obtendremos los primeros
términos del desarrollo en serie de potencia de L de las cantidades (T7,,,); ;v (Rp0) 1 /i
este desarrollo inicamente es valido en el régimen balistico, Ec. (4.36).

5.2. Solucién exacta de la ecuacion de difusion para

un observable particular con un canal abierto

En esta seccién resolveremos la ecuacién de difusién en el régimen general, Ec. (4.41),
para dos observables particulares y en el caso en que la guia admite un canal abierto
(N =1). Los observables que estudiaremos seran los siguientes:

M11M22 — OZO{* — i

=i -

(5.1a)

*

, (5.1b)

r

tt*
MUM? — af=— (t2

N———

En la ecuacién (5.1) hemos usado la relacion entre la matriz de transferencia y la de
dispersién, Ec. (2.88), asi como la notacién (4.1).

Debido a que estamos considerando el caso N = 1 s6lo hay un camino libre medio /1,
y un numero de onda k;. Con el objeto de simplificar la notacion en este caso omitiremos
los indices de canal en estas dos cantidades, por lo que estas cantidades se denotaran de
la siguiente manera:

611 = g, (52&)

Anilogamente, omitiremos los indices de canal en las cantidades M3 y DZ;’]ZZd (k,L) que
aparecen en la ecuacién de difusién (4.41).

5.2.1. El régimen general: k¢ arbitrario

En el caso en el que la guia s6lo admite un canal abierto (N = 1) la ecuacién de
difusién (4.41) se escribe de la siguiente manera:

8<F(M)>k:,€,L ijhl Gl OF (M)
e _'Z DM (kL) <M M W> . (5.3)
ighip k,t,L
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Los coeficientes de difusién que aparecen en (5.3) se muestran explicitamente en la
ecuaciéon (B.1).

Al introducir las cantidades de (5.1) en la ecuacién de difusién (5.3) se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones acopladas:

8<aa*>x0,s 108 * * % —ix0S
—— = (o), @+ (2000, — 1) + (@B, (54a)
a <aﬁ>xo’s * —ixoS * %k —2iz0s
0s - = <aﬂ>xo7s - (2 <aa >:v0,5 o 1) € B <a 5 >3€075 e’ ’ (54b)

donde hemos usado las siguientes cantidades adimensionales:

s= L/t (5.5a)

Para fijar las condiciones iniciales del sistema (5.4) debemos considerar que para s = 0,
es decir, en ausencia de sistema dispersor, la matriz de transferencia es la identidad [ver
ecuacién (4.2)], lo que impone que « = 1 y 3 = 0; por lo tanto, las condiciones iniciales
del sistema de ecuaciones (5.4) son:

<aa*>x0,5:0 - )

(af) =0 = 0, (5.6b)

Antes de resolver el sistema (5.4) es conveniente hacer los siguientes comentarios:

= Cuando se aplica el operador diferencial que aparece del lado derecho de la ecuacion
difusién (5.3) a un observable F' (M), en general, se obtienen cantidades que son
diferentes a la cantidad inicial F' (M); por lo tanto, es necesario obtener la ecuacién
de difusién de estas nuevas cantidades. En general, este procedimiento genera
un sistema de ecuaciones que no cierra, ya que en cada paso aparecen nuevos
observables. Esta es la razon por la que no hemos podido resolver la ecuacion de
difusion para la mayoria de los observables.

= Para las cantidades que estamos considerando, la ecuacion de difusién genera un
sistema de ecuaciones, Ec. (5.4), que si cierra, pues tanto del lado derecho como
del izquierdo de (5.4), sélo aparecen las cantidades (aa™), . v (a3), . por lo
tanto, se puede resolver.

» La ecuacién de difusién (5.3) en realidad genera un sistema de cuatro ecua-
ciones acopladas: las dos que se muestran en (5.4), una para (33%), . v otra para
(a*ﬁ*)mo’s; sin embargo, como se explica en el Apéndice B, el sistema se puede
resolver al considerar las dos ecuaciones de (5.4).
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Como se muestra en el Apéndice B, la pareja de ecuaciones (5.4) se puede escribir
como un sistema de tres ecuaciones acopladas para cantidades relacionadas con (aa™),
(que es una cantidad real), Re (af), , e Im{(af), , [ver ecuaciones (B.2)-(B.3)]. Dicho
sistema se resuelve mediante el método de la transformada de Laplace, obteniendo asi:

oS 2 (p1 — p2) (P1 — p3) (p2 — p1) (P2 — p3)
2 2
ot 2p3 + %o ers®, (5.7a)
(p3 —p1) (p3 — p2)
<Oéﬁ> - _ [ D1 + 120 e(pl*’ixo)s P2 + 120 e(P2*iCL‘0)S
o (p1 — p2) (1 — p3) (p2 — p1) (P2 — p3)
TR (5.7b)
(p3 - pl) (PS - P2)
donde py, p2, vy p3 son las raices del polinomio de tercer grado
P(p) =p’ + xip — 213, (5.8)

siendo p; € R, po, p3 € Cy p3 = ph. Las raices del polinomio cibico (5.8) se expresan en
funcién del pardmetro x [ver ecuaciones (B.10)-(B.11)], es decir, en funcién del nimero
de onda k y del camino libre medio /.

La solucion analitica (5.7) la obtuvieron P. A. Mello y el autor de la presente tesis
a principios de 2006 y se publicé en la referencia [22] a principios de 2007. Estas solu-
ciones son exactas, validas para L, { y k arbitrarios. Como veremos a continuacién estas
soluciones concuerdan cuantitativamente con los promedios estadisticos que se obtienen
de simulaciones numéricas de la ecuacién de Schrodinger unidimensional: ver figuras 5.1
y 9.2.

Comparacion con la simulacion numérica de un modelo unidimensional del

potencial

Antes de que se publicase la referencia [22], la solucién exacta (5.7) representaba
un resultado nuevo que necesitaba ser comparado con algun resultado que fuese inde-
pendiente a la ecuacién de difusion. Dicha comparacion se hizo mediante la simulacion
numérica de un potencial desordenado unidimensional, la cual realizé Luis Froufe, quien
también es autor de dicho trabajo. En esta seccion describiremos brevemente el mode-
lo microscépico con el que se realizé dicha simulaciéon y compararemos los resultados
numéricos con la solucién analitica (5.7).

Una version estrictamente unidimensional del potencial cuasi-unidimensional U, ()
definido en el Capitulo 3, Ec. (3.13), se obtiene al considerar un canal abierto (N =1) e
ignorar los canales cerrados (ver recuadro de la figura 5.1). El potencial unidimensional
se construye con n dispersores individuales separados entre si una distancia d, de tal
manera que la longitud del sistema es L = nd. El r-ésimo dispersor esté en la posicion
z, =rd (r =1,2,---,n) cuyo potencial individual es U, () = u,d (x — x,). Debido a
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que el modelo es unidimensional, es decir, no hay canales cerrados, el potencial efectivo
U, Ec. (3.49), es igual al potencial u,: ambos en unidades del nimero de onda k.

El modelo estadistico del potencial considera que los valores de u, estan uniforme-
mente distribuidos en un intervalo [—uy, ug|, de tal manera que la funcién de distribucién
es la siguiente:

por lo tanto, los dos primeros momentos del potencial u, valen, respectivamente:

((up)) = 0 (5.10a)
((w)?) = Zug; (5.10b)

andlogamente, los dos primeros momentos del potencial sin unidades v,, Ec. (3.48),
valen:

(5) = 0 (5.11a)
(0)?) = %(;L—z) :%vg. (5.11b)

y los valores de las cantidades v, se distribuyen uniformemente en el intervalo [—uvy, vg]
siendo:
Uo
v = o (5.12)
Para poder comparar los resultados de la simulacion numérica con los resultados
obtenidos mediante la ecuacién de difusién, Ec. (5.7), debemos tomar los parametros
relevantes de la simulaciéon numérica de tal manera que sean consistentes con el DWSL,
Ec. (4.32). Por supuesto, numéricamente no podemos tomar el limite idealizado

d— 0, (5.13a)
{(v,)?) =0, (5.13b)
n — 0o; (5.13¢)

lo que si podemos hacer es tomar los dispersores suficientemente débiles para cumplir
la ecuacion (4.15), de tal manera que podemos usar la ecuacién (4.23) para escribir el
cociente de d/¢ de la siguiente manera:

<(vr)2> = %v% = %l < 1. (5.14)

La ecuacion (5.14) nos permitird simular numéricamente el DWSL, ya que fijando el
valor de d/¢ < 1 conocemos el valor de vy y con éste se fija el intervalo [—uvg, vg] en el
que los potenciales individuales v, toman wvalores aleatorios. En la simulacién numérica
se utilizo:
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d
7= 1073 (5.15a)
De la solucién exacta, Ec. (5.7), vemos que las cantidades (aa®), vy (a8), , de-

penden del pardmetro k¢ a través de las raices pj, p2 y p3 del polinomio ciibico (5.8);
por lo tanto, para evaluar la expresién analitica (5.7) se debe especificar el valor de k¢.
En la simulacién numérica se utilizo:

kl =100 (5.15b)

Los resultados numéricos de (aa”), .y (af), ., se obtuvieron al promediar (para
cada valor de L /() los valores de aa* y a8 de 107 realizaciones diferentes del desorden
microscopico. La comparacion de los resultados numéricos y la solucién analitica (5.7) se
muestran en las figuras 5.1 y 5.2, respectivamente, donde se observa que los resultados
numéricos son indistinguibles de las soluciones analiticas.

4 T I T I T T T

L
o]

80 100

Figura 5.1: (M''M?*?) = (aa*) vs kL = kl(L/(). Los resultados numéricos (circulos) del
modelo unidimensional son indistinguibles de los resultados analiticos (linea continua), Ec.
(5.7a). Los resultados corresponden a x¢ = 2k{ = 200, d/¢ = 1073 y 107 realizaciones del

desorden microscopico.

5.2.2. La aproximacién de longitud de onda corta: k¢ — oo

Antes de que obtuviésemos la solucién (5.7a) para (aa®), . mediante la ecuacién

de difusién (5.3), se conocia un resultado analitico [15, 18] péra <ﬁﬁ*>L/£ qué, como
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Figura 5.2: Partes real (arriba) e imaginaria (abajo) de (M M'?) = (af) vs kL = k((L/().
Los resultados numéricos (circulos) del modelo unidimensional son indistinguibles de los re-
sultados analiticos (linea continua), Ec. (5.7b) Los resultados corresponden a xg = 2k¢ = 200,

d/f =103 y 107 realizaciones del desorden microscépico.

explicaremos a continuacién, se puede expresar en términos de (o), Je- En el caso
N =1 la conservacién de flujo, Ec. (2.70), y la invariancia ante inversiones temporales,
Ec. (2.82), imponen la siguiente relacién entre « y (3

aa” — (8" =1, (5.16)

de tal manera que

<55*>L/é = (OCO‘*>L/Z - L (5.17)

El resultado que se obtuvo en las referencia [15, 18] predice un crecimiento expo-
nencial para (G5%) 100 equivalentemente para (aa™), /- Dicho resultado es vélido en la
aproximacién de longitud de onda corta (SWLA) [ver seccién 4.4.3 ecuaciones (4.43) y
(4.56)], ya que los modelos que se usaron en las referencias [15, 18] son validos en dicha
aproximacion. Utilizando esos mismos modelos se obtiene que cantidades como (af3) /0
(es decir, cantidades que contienen fases) son cero.

Para comparar el resultado de (5.7) con el resultado obtenido en [15, 18] debemos
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obtener (aa”); , v (aB) ), en el SWLA, es decir, cuando k¢ > 1. Lo anterior se hard de
dos maneras:

1. A partir de la solucién exacta: ecuacién (5.7).

El comportamiento de {aa*); , v (@3),,, en el SWLA se obtiene de la solucién
exacta (5.7) suponiendo que el valor de s = L/{ es fijo y que el de xy = 2k{ > 1.
Estas suposiciones permiten construir un desarrollo en potencias inversas de kf
para las cantidades (aa®); , v (@), obteniendo ast:

1
(@07, = 5 (1+ /%) (5.18a)
1 LN onje —rop
—|—2 (k€)2 —( 1+ QZ e +e cos 2k L
1 3
o=
0 ()
(@B, = ﬁ (efL/Z _ eQL/éef%kL) (5.18D)
1 3L . 1 4
1= 22 oL/t _ p2r/t =2kl _ b —Lje (| _ ,—4ikL
T K M)e pust=tt _ L gmiir (1 gt

1 3
10 ()

donde hemos hecho uso de las ecuaciones (B.3) y (B.14). Las soluciones (5.18a) y
(5.18b) satisfacen, a cada orden en el desarrollo de potencias 1/k¢, las ecuaciones
diferenciales (5.4) y las condiciones iniciales (5.6). Finalmente, la dependencia de
las cantidades (aa™), ; v (af), ; en el SWLA, se obtiene al despreciar las con-
tribuciones de orden 1/ (k)" con p > 1y conservar las de orden 1/ (k) 6 equiv-
alentemente al tomar el limite idealizado k¢ — oo; por lo tanto, en el SWLA se
tiene:

’ * o %\ (0) 1 2L/¢

S%I?Ama o = f(aa >L/Z—§(1+e ", (5.19a)
y _ © _

S%A <Oéﬁ>k,L = <Ozﬁ>L/£ = 0. (5.19b)

La ecuacién (5.19) verifica explicitamente la suposicion hecha en la ecuacién (4.54)
para los valores esperados en esta aproximacion.
2. Resolviendo la ecuacién de difusién de difusiéon en el SWLA: ecuacién (4.56).

Al introducir las cantidades de (5.1) en la ecuacién de difusion del SWLA, Ec.
(4.56), se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones acopladas:
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9 (aa*)
<88>W = (2(a0")f), - 1), (5.20a)
2 (),
5 = —(aB)). (5.20b)
con las condiciones iniciales:
(")), = 1, (5.21a)
(@), = 0. (5.21b)

Como es de esperar, las soluciones de (a&*}f/)e y <Oéﬁ>(LO/)Z del sistema (5.20) son,
respectivamente, las expresiones de (5.19).

Sustituyendo la expresion (5.19a) en la ecuacion (5.17) obtenemos que en el SWLA
el valor esperado de 33" tiene la siguiente expresion:

(BB, = % (e —1). (5.22)

Antes de concluir esta seccién discutiremos la relevancia del observable 55*. Con-
sideremos un alambre unidimensional desordenado de longitud L (en nuestro caso una
guia de ondas que admite un canal abierto) que une dos reservoirs de electrones. La
resistencia {2 de este alambre es proporcional al cociente R/T [21,38], es decir:

R
Q~—. 2
. (523

Usando las relaciones entre la matriz de transferencia y la de dispersién, Ecs. (2.87)-
(2.88) y la propiedad de invariancia ante inversiones temporales de éstas, Ecs. (2.78)
(2.82), se puede mostrar que el observable R/T se expresa en términos 33* de la siguiente
manera:

R *
== 00" (5.24)

Debido a que el alambre es un sistema desordenado la cantidad R/T es una cantidad
aleatoria. En la aproximacién de longitud de onda corta, podemos calcular el promedio
(sobre un ensemble de muestras) de esta cantidad utilizando las ecuaciones (5.24) y
(5.22), obteniendo asi:

La expresion (5.25) concuerda con el conocido crecimiento exponencial de la resisten-
cia obtenido por primera vez por R. Landauer [21].
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5.3. La ecuacion de difusiéon en la aproximacién de

longitud de onda corta: el caso multicanal

A diferencia de los observables que estudiamos en la seccién 5.2, en general, la
ecuacién de difusién, Ec. (4.41), no se puede resolver debido a que el sistema de ecua-
ciones diferenciales que se genera no cierra. Lo anterior se debe a que los observables que
aparecen del lado derecho de la ecuacion, en general, no son los mismos que los del lado
izquierdo. Esta dificultad sucede atin en el modelo simplificado del SWLA (ver seccién
4.4.3). Debido a esta dificultad se han desarrollado métodos numéricos para obtener los
valores esperados de observables cuya ecuacién no cierra; sin embargo, esos métodos
numeéricos no resuelven propiamente la ecuacion de difusiéon: ver Capitulo 6.

En la presente seccién obtendremos la ecuacién de difusion de las amplitudes ¢/ v
. asi como la de las intensidades T, y R,,,,. Para simplificar la exposicién, lo anterior
se hard en el SWLA, Ec. (4.56), ya que en este régimen las ecuaciones resultantes son
mas simples, pero aun asi, nos permitiran exhibir los siguientes puntos:

/

o Y T sl se pueden resolver en el SWLA.

1. Las ecuaciones de las amplitudes ¢

2. Las ecuaciones de las intensidades 7, y R, . no cierran, por lo que no se pueden
resolver.

3. La consistencia de la ecuacién de difusién con las propiedades de conservacion de
flujo (FC) y la invariancia ante inversiones temporales (TRI).

4. El comportamiento de los valores esperados de T, v R. = cerca de L = 0.

Por comodidad del autor del presente trabajo, la exposicion de los puntos anteriores
se hard en términos de las cantidades t,,,, 7., T, v R, en vez de las cantidades
tins Tmns Lmn ¥ Rmn, ya que la obtencion de las ecuaciones de las cantidades primadas
requiere menos pasos algebraicos que los necesarios para obtener las cantidades no pri-
madas.

En la seccién 4.4.3 obtuvimos la ecuacién de difusién (4.56) que da la evolucién del
valor esperado de un observable F' (M) en el SWLA, el cual denotamos por (F (M ))f/)é
Debido a que en lo que resta del presente Capitulo trabajaremos en el SWLA, de ahora
en adelante omitiremos el superindice (0) al denotar un valor esperado en este régimen.

Obtener las ecuaciones de difusién de las cantidades (¢,,,) 100 (Thnd /00 (Tond e ¥
(Ryn) 1 /¢ Tepresenta un procedimiento muy complicado; por lo tanto, en la presente
seccion sélo presentamos los resultados finales, pero en el Apéndice B mostramos los

pasos mas importantes mediante los cuales se obtienen tales ecuaciones.

5.3.1. La ecuacion de difusién para las amplitudes

. s . .2 /
La ecuacién de difusién para (t;,,);

Usando la expresion de la matriz de dispersién en términos de la matriz de trans-
ferencia, Ec. (2.88), la propiedad de invariancia ante inversiones temporales (2.82) y la
notacion (4.1) para M, podemos expresar t/  de la siguiente manera:
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= [(0) 7], = ()] (5.26)

mn

Al introducir la expresién (5.26) en la ecuacién de difusiéon del SWLA, Ec. (4.56), se
obtiene la siguiente ecuacién de evolucién para (t7,,), -

0 <t;nn>L ¢ 1
8—L/ = (o) 105 (5.27a)

cuya condicién inicial es:

{tan)o = Omn; (5.27Db)

por lo tanto, el valor esperado de /. en el SWLA es:

<t;nn>L/£ = eiL/an(smn; (527C)

en donde hemos hecho uso de la definicion del camino libre medio del canal n:

1 1
— = 2

1 1
i e

La ecuacién de evolucién, Ec. (5.27a), y su solucién, Ec. (5.27¢), coinciden con las
correspondientes expresiones obtenidas por Mello y Tomsovic [18] para (), - El éxito
obtenido al resolver la ecuacién de difusiéon para esta cantidad se debié a que (5.27a)
representa un sistema de ecuaciones que s7 cierra; sin embargo, si en vez de haber usado
la ecuacién de difusion del SWLA, Ec. (4.56), hubiésemos usado la ecuacién de difusién
en el régimen general (que depende explicitamente del nimero de onda k), Ec. (4.41),
hubiésemos encontrado que el sistema de ecuaciones para (¢! ) k.e.r, 10 cierra, por lo que
no se puede resolver.

En el Capitulo 7 usaremos la serie de Born (ver seccién 2.6) para obtener los valores
esperados de algunos observables; los resultados con la serie de Born sélo seran validos
en el régimen balistico y en el SWLA: ver ecuacién (7.23). Mediante la serie de Born
(que es una serie en potencias inversas de ¢) se construye una serie en potencias inver-
sas de k(, de tal manera que en el SWLA el término dominante es el de orden (k¢)°.

Como veremos en la seccién 7.4.1, en el caso particular de (tmn);, (0 equivalentemente
0
)

n_

N N
b=1 b=

1

(tyn)1/0), Obtendremos una serie de potencias en L para la contribucién de orden (k()
la cual contendra contribuciones de todos los érdenes de la serie de Born y sera vali-
da no sélo en el régimen balistico; dicha serie sera la serie de Taylor de la expresion
(5.27¢): ver ecuacién (7.89). Las correcciones de orden superior en potencias inversas
de kf representaran correcciones al SWLA y tnicamente seran validas en el régimen
balistico.

Ademas de la ecuacién de evolucion (5.27a), y la serie de Born, podemos obtener la
expresion (5.27¢) mediante el siguiente argumento:

» Consideremos un sistema constituido por la cadena de r7 (no confundir este indice
de dispersor con la amplitud de reflexién) dispersores separados entre si una dis-
tancia d (ver seccién 3.2.3), de tal manera que la longitud del sistema es L = rpd.
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Figura 5.3: Los procesos de transmisién directa en el n-ésimo canal abierto.

= Supongamos que sobre el sistema incide, de izquierda a derecha, una onda plana
en el canal abierto n.

= De los muchos procesos de dispersiéon multiple que ocurren en el sistema pongamos
nuestra atencién en el que se muestra en la figura 5.3, es decir, la contribucién a
la amplitud de transmisién de todo el sistema t,, que no contiene reflexiones
multiples entre dispersores ni transmisiones a otro canal que no sea el canal n. La
amplitud de transmision t,,, la podemos escribir de la siguiente manera:

tun = [ [ (&) + -+ (5.29)

donde el primer sumando representa la contribucion del proceso que estamos con-
siderando y los puntos suspensivos representan otro tipo de procesos de dispersion
multiple, como reflexiones entre los dispersores y transmisiones a otros canales
abiertos, que por el momento no nos interesa discutir.

= De la ecuacién (3.47c) obtenemos que la amplitud de transmisién (t,),,,, del r-ésimo
dispersor se expresa como:

(t ) = [ +30) 7], (5.30a)

que en el régimen de dispersién débil, Ec. (4.15), se puede aproximar, hasta se-
gundo orden en el potencial efectivo, de la siguiente manera:

N
() =1 =0 (D), Z Dby (T )y + 7 - (5.30D)

= Por lo tanto, al considerar que los dispersores son estadisticamente independientes
(ver seccion 4.3.2), usar el modelo estadistico del potencial efectivo, Ec. (4.16), y
las ecuaciones (4.23) y (5.28) se obtiene que el promedio de (5.29) se escribe de la
siguiente manera
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(tnn>:ﬁ<(t,n)m)+---:ﬁ(1—%)+---: (1—%;)W+---. (5.31a)

r=1 r=1 -

» Al considerar el DWSL, Ec. (4.32), (rr — o0) obtenemos:

/ _ L
Jim (f) = e/ (5.31b)

Al comparar las ecuaciones (5.27¢) y (5.31b) podemos concluir que para este ob-
servable particular hemos encontrado que el SWLA no toma en cuenta los procesos de
reflexiones multiples ni transmisiones a otros canales diferentes al de incidencia.

. » . . » /
La ecuacién de difusién para (], ), /e

De la misma manera en que expresamos t/, =~ en términos de la submatriz M??) Ec.
(5.26), podemos expresar 7/, de la siguiente manera:

- [0 e

omn

oo [ﬁ (O‘*)_l]mn _ [Mu (M22)—1] N

Al introducir la expresién (5.32) en la ecuacién de difusién del SWLA, Ec. (4.56), se
obtiene la siguiente ecuacién de evolucién para (), :

oL R —— o ) L (5.33a)

cuya condicién inicial es:

a<r;,m>L__l 11 +%+<C(mm,nn) 5m>] .

(Tran)o = 0 Vm,n, (5.33b)

mn

por lo tanto, el valor esperado de r/ . en el SWLA es:
(Pmn)r, = 0. (5.33¢)

La ecuacién de evolucién para (1], ), Ec. (5.33a), difiere un poco de la correspon-
diente ecuacién de evolucién que obtuvieron Mello y Tomsovic [18]. Como explicamos al
final del Capitulo 4, lo anterior se debe a que dicho modelo no contempla los coeficientes
de correlacién [ver ecuacién(4.17)]. Para recuperar la expresién de MT debemos suponer
C (mm,nn) = 0 m # n; sin embargo, en ambos modelos el resultado para (r],,);, Ec.
(5.33¢), es el mismo.

Al igual que en el caso de (t,,,);, la ecuacién de difusién de (r,,); sélo puede
resolverse en el SWLA, ya que en el régimen general, Ec. (4.41), el sistema de ecuaciones
que se genera no cierra.

La serie de Born que usaremos en el Capitulo 7 dard un resultado consistente con

(5.33c), ya que la contribucién de orden 1/ (kf)° es cero: ver seccién 7.4.2, ecuacién
(7.98).
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5.3.2. La ecuacién de difusion para las intensidades

Obtener las ecuaciones de evolucion para los valores esperados de las intensidades
T! v R, esun procedimiento muy complicado, que omitiremos en el presente Capitulo,
pero los pasos mas importantes a partir de los cuales se pueden obtener estas ecuaciones
se muestran en el Apéndice B; ver seccién B.2.

Para obtener la ecuacién de evolucion de (7},,),; debemos expresar la intensidad de

. .7 / /* / . .
transmision T, =t 1. de la siguiente manera

Thu = bt = | (1)) [ (5.34)

e introducirla en la ecuacién (4.56), obteniendo asi:

O (L) L 2 Al
_\mn/ L — o Tl - TI
oL gn, < mn>L + ; ebn < mb>L
Al
Y2 Lt Z 7 ol i)y - (5:358)
a,b=1 ab a,b=1
(a#b)

Las condiciones iniciales para las cantidades que aparecen en la ecuaciéon (5.35a) son las
siguientes:

(Thndo = Omns (5.35Db)
(T!.Ry)y = 0, (5.35¢)
<t/r:,atmb?ng;r;n>0 = 0. (535d)

De la misma manera en que obtuvimos la ecuacién (5.35) para (7),,,); obtendremos

la ecuacién para (R],,),. Para hacer lo anterior debemos expresar R, de la siguiente
manera:
N
o B _ 12 22\ 1 21 11
R o mnrmn o Z_l [M ]mol [(M ) ]Uln [M ]mag [(M ) ]gzn' (5'36)

Al introducir (5.36) en (4.56) se obtiene la siguiente ecuacién de evolucién para (R, ), :

Y1 1 5
30 (o (Bt g (b + 207 (), )

N 1 N ]
> 7,,<R;m SIEDD E%meé&rém. (5.37a)
ab=1 "7 ab=1 a
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Las condiciones iniciales para las cantidades que aparecen en la ecuacién (5.37a) son las
siguientes:

(Rp)o = 0, (5.37b)
<R;na gm>[) = 07 (537C)
(FmaTmpTonTan)o = 0. (5.37d)

Las ecuaciones (5.35a) y (5.37a) muestran la dificultad con que nos hemos enfrentado
al querer resolver la ecuacion de difusion: del lado derecho de ambas ecuaciones aparecen
cantidades diferentes a las del lado izquierdo, por lo que habria que obtener las ecuaciones
de evolucién de estas nuevas cantidades; sin embargo, este procedimiento generard (en
el lado derecho de las ecuaciones de estas nuevas cantidades) otras cantidades diferentes
a las primeras y a las segundas. Por esta razon, el sistema de ecuaciones nunca cerrara.

Los términos que evitan que (5.35a) y (5.37a) cierren son, respectivamente, los sigu-
ientes:

N
1 1
g_ <T/ ;m>L + Z g_ <t;’TLat;ang:’Lr£Ln>L ) (538&)
a,b=1 ab a,b=1 ab
(ab)
A Mo
Z g_b <R;na én>L + Z E_b <T;Za7,;nbrg;1rém>L : (538b)

ab=1

Q
o

~— =

a#b

—~

5.3.3. Consistencia de la ecuacion de difusion

Hasta el momento hemos mostrado, en el SWLA, que la ecuacién de difusién si se
puede resolver para las amplitudes, Ecs. (5.27¢) y (5.33¢), mientras que esto no es posible
para las intensidades, aun en el SWLA. Otros observables para los cuales podriamos
intentar resolver la ecuacién de difusién son los relacionados con las propiedades de
conservacion de flujo (FC), Ec. (2.66) e invariancia ante inversiones temporales (TRI),
Ec. (2.78). En esta seccién obtendremos las ecuaciones que gobiernan la evolucién de
los valores esperados de dichos observables. Desafortunadamente, como veremos méas
adelante, las ecuaciones de estas cantidades no cierran excepto para la propiedad de
TRI de las amplitudes, por lo que tampoco podremos resolver la ecuacion de difusion
de esas cantidades; sin embargo, para estos observables sabemos la respuesta.

Lo que haremos en esta seccion serd verificar la consistencia de la ecuacion de di-
fusion (4.56) con los resultados que fisicamente esperamos para los valores esperados
de cantidades relacionadas con la conservacion de flujo y la invariancia ante inversiones
temporales. Para hacer lo anterior usaremos el hecho de que cada muestra del ensemble
(sobre el cual se calculan los valores promedio (F'(M)),) satisface ambas propiedades;
por lo tanto, los promedios estadisticos también deben satisfacerlas.
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Consistencia de la ecuacién de difusién con la propiedad de conservacion de
flujo
La conservacién de flujo, Ec. (2.66), impone la siguiente relacién para los bloques de
la matriz de dispersién S:
' = Iy, (5.39a)

que en términos de los elementos de matriz se escribe

N
(10 M), =D Hotn + TomTin] = Oun. (5.39b)

a=1
Si en la ecuacién (5.39b) se toma el caso m = n se obtiene:
T +R,=1, (5.40)

donde hemos definido la intensidad de transmision total en el canal n como la suma
(sobre todos los indices de canal abierto a) de las probabilidades 7, de que una onda
que incide por el canal n se transmita en el canal a, es decir:

N
T, => Ti. (5.41a)
a=1

analogamente, la intensidad de reflexion total en el canal n se define como:

N
R,=> R,. (5.41D)
a=1

Por otro lado, si en la ecuacién (5.39b) se toma el caso m # n se obtiene:

(t’Tt')mn + (T’Tr’)mn =0 m#n. (5.42)

Cada muestra del ensemble debe satisfacer la ecuacién (5.39b) o equivalentemente
las ecuaciones (5.40) y (5.42); por lo tanto, lo que se esperaria para (1", + R',); es que
cumpliese la siguiente ecuacion diferencial:

i<T' +R ), =0 (5.43a)
8L n n/L ’ .

con la condicion inicial:

(T", + R,), = 1. (5.43b)

Para obtener la de ecuacién difusién de las cantidades (17,); v (R',,); se debe sumar
sobre el indice m las ecuaciones (5.35a) y (5.37a), obteniendo asi:



Capitulo 5: Aplicacién de la Ecuacion de Difusion 135

(T, 2 N I Y R
oL - 2T — (T — (T
aL gn, < ,n>L +bz;€bn < ,b>L +(§:1£ab < _a bn>L
o
+y — ™ b (1) T (5.44a)
a,b=1 a
(aib)
d(R), 12, N1 1,
NVl = 2R — (R — —
aL g,n g,n < JL)L + Zl gbn < ,b>L gb, < bn>L
N
1 / .
+y — ™ L+ Z o TonTan), - (5.44b)
ab=1 ab a,b= 1
(a#’)

Al sumar las expresiones (5.44a)-(5.44b) se obtiene la ecuacién de evolucién que estabamos
buscando:

a / / ]‘ / / ! / 1 /

o7 (Tt By _ﬁn_,<T +R, bZ: (T, + R,) :E
Yo Yo

+Y — (T, +R,)R,), + Z g_ (Y +017) ), - (5.44c)
ab=1 ab a,b

En la obtencién de la ecuacién (5.44¢) no se hizo ninguna suposicién ni aproximacién,
por lo que ésta es un resultado exacto en el SWLA. Desafortunadamente, al igual que
las ecuaciones de evolucién de (T},.),; v (R...) ., Ecs. (5.35a) y (5.37a), la ecuacién de
evolucién de (I", + R',,);, Ec. (5.44c), tampoco se puede resolver, pues ésta genera un
sistema de ecuaciones que no cierra.

Como ya hemos mencionado, de la propiedad de conservacién de flujo, Ec. (5.40) se
espera que (1" + R', ), cumpla con la ecuacién (5.43a). Por otro lado, de la ecuacién de
difusién hemos obtenido que esta cantidad satisface la ecuacion (5.44c). Si la ecuacién
de difusién es consistente con la propiedad de conservacién de flujo, entonces el lado
derecho de la ecuacién (5.44c) debe ser idénticamente cero. Para mostrar que lo anterior
es cierto escribiremos el lado derecho de (5.44c) de la siguiente manera:

1 2 ol N1
<———T’+R’ Z T’b+R’ —

ln L, .
b= —
Ny N
+ Z o (T',+R,) Z ' + ), Tg’;r;n> . (5.45a)
ab=1 ab a,b 1 a L

Si en la ecuacién (5.45a) usamos que cada muestra del ensemble satisface la propiedad de
conservacion de flujo, Ecs. (5.40)y (5.42), entonces las cantidades que aparecen dentro
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del simbolo de promedio (---); se simplifican, de tal manera que el lado derecho de
(5.44c) toma la siguiente estructura:

§ : I
rbn an >
ab L

a,b=1
a;éb)

N N
12 1 1 1
YL ~RY =0 4
<€n R ;6 ZébR”">L 0 (5.45D)

donde hemos usado la definicién del camino libre 4,,_, Ec. (5.28).

Debe aclararse que no hemos resuelto la ecuacién de evolucién (5.44c), lo que hemos
hecho es mostrar que la ecuacién de difusion (4.56), como era de esperarse, es consistente
con la propiedad de conservacién de flujo, es decir, que la cantidad (7", + R’,,); es
constante para todo valor de L.

Consistencia de la ecuacién de difusion con la propiedad de invariancia ante
inversiones temporales

La invariancia ante inversiones temporales, Ec. (2.78), impone las siguientes rela-
ciones entre los elementos de la matriz de dispersion:

t =t (5.46a)
o= T (5.46b)

que en términos de los elementos de matriz se expresa de la siguiente manera:

t = twm, (5.47a)
T = Tho (5.47Db)

mn nm

De la pareja de ecuaciones (5.47a)-(5.47b) se obtiene que las intensidades cumplen las
siguientes relaciones:

T = Toum, (5.484)
R = R . (5.48b)

De igual manera que mostramos la consistencia de la ecuacién de difusion con la
propiedad de conservacion de Flujo mostraremos que la ecuacion de difusiéon es consis-
tente con la invariancia ante inversiones temporales. Debido a que la exposicion la hemos

s / / ! / 702
hecho para las cantidades (), (7000, (Do) V (RL,.) . Unicamente mostraremos
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la consistencia de la ecuacién de difusion con la propiedad de TRI para las cantidades
(o) ¥ (Rin) . pues con el objeto de abreviar la presentaciéon no presentamos las
ecuaciones de las cantidades (¢],,.); ¥ (Tr..) 1.-

Cada muestra del ensemble sobre el cual se calculan los promedios estadisticos tiene
un Hamiltoniano que es invariante ante inversiones temporales, por lo que los elementos
de la matriz de dispersién deben cumplir la ecuacién (5.46) o equivalentemente las ecua-
ciones (5.47) y (5.48); por lo tanto, en el caso particular de las cantidades (r/,,, —1,.)}

y (R;,, — R.,.); se esperarfa que cumpliesen, respectivamente, las siguientes ecuaciones
de evolucién:

Y (o =Ty, = 0, (5.49a)
8
< —R,), = 0. (5.49b)
La ecuacién de evolucién para (r,,, — 7). La ecuacién de difusién de (r},,),

se obtiene al reemplazar m — n y n — m en la ecuacién (5.33a); por lo tanto, las
ecuaciones de difusién de las cantidades (r7,,,); v (71,,,); son, respectivamente:

o(r )t B 1 1 1 C (mm,nn)  Omn ,
—grt = {— +—+ —+ ( —— . (A (5.50a)

O(rmmn 1 1 1 C (nn,mm)  dpm ,
oL = [f + + + ( —gnngmm . (Tnm>L . (5.50b)

Al considerar la definicién del camino libre medio de un canal especifico (m o n), Ec.
(5.28) y que tanto C'(mm,nn) como £, son simétricos ante el intercambio m — n,
n — m [ver ecuaciones (4.17) y (4.22)], obtenemos que la resta de las ecuaciones (5.50a)-
(5.50b) da la siguiente ecuacién:

n- Knm g,m

J , B 1 1 1 (C(mm,nn) dmn , ,
8_L <rmn Tnm>L - E_m, + % + Z ( émmgnn gnn <Tmn Tn >L )
(5.51a)
que se debe resolver con la condicién inicial:
(T = Trmdo = 0. (5.51b)

Debido a que la ecuacién (5.51a) genera un sistema que si cierra, podemos resolver la
ecuacion de difusién (5.51a) obteniendo que para todo valor de L se tiene:

(T = T, = 0- (5.51c)

T — Trm) g, Demos encontrado que la ecuacién de
difusién no sélo es consistente con la propiedad de TRI, Ec. (5.49a), sino que pudimos
resolverla encontrando el resultado que se esperaba.

En conclusién, para la cantidad (r]  —r
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La ecuacién de evolucién para (R, , — R/, ),. Mediante un procedimiento anélogo
al que realizamos en el parrafo anterior se obtiene, a través de la ecuacién (5.37a), las
. . - : , R

siguientes ecuaciones de evolucién para las cantidades (R),,); v (R.,.) 1

O (Rt 1 1 1 1 .
mn _ _o( 1 B 1
oL o 2\ T T T ) il
N
1 , 1 , Omn ) )
— RE— 2_
+bz; (Emb < bn>L + gbn < mb>L + gmb < mb>L
> lw (Rrnalt) + D " (i o) s (5.52a)
ab=1 "¢ ab=1 a
(a£b)
O (Rym) 1 1 1 1 1 )
nm _ _o( L 1
oL o~ 2\ G G T ) e

* Z Cab Lt Z 0 (PraTmb b am) 1 - (5.52b)

Al considerar la definicién del camino libre medio de un canal especifico (m o n), Ec.
(5.28) y que el camino libre medio ¢,,, es simétrico ante el intercambio m — n, n — m,
Ec. (4.22), obtenemos que la resta de las ecuaciones (5.52a)-(5.52b) da la ecuacién de
evolucién que se buscaba:

9 1 11
R, — R/ — —2 - - . R/ . Rl
. ! / / / / / /
D3 (7 B~ R+ o (R = ) 3 R = ),
- 1 1% 1% 1%t

+ Z ‘g_b <Tmarmbrbn an Z g T' nb?”bmram>L . (552C)

a,b a

(a#b) (et

Por su puesto, la ecuacién (5.52¢) genera un sistema de ecuaciones que no cierra, por
lo que no se puede resolver; sin embargo, si en el lado derecho de (5.52¢) usamos que
cada muestra del ensemble satisface la propiedad TRI, Ecs. (5.47b) y (5.48b), entonces
se obtiene la Ec. (5.49b).

En resumen, lo que hemos hecho es mostrar que la ecuaciéon de difusion es consistente
con las propiedades de conservacion de flujo e invariancia ante inversiones temporales.
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Comportamiento de los valores esperados (T, ), vy (R.,); para longitudes
pequenas

Si bien ain no hemos podido resolver las ecuaciones (5.35a) y (5.37a), si podemos
obtener informaciéon analitica de ellas, en particular, podemos conocer el comportamien-
to de los valores esperados (T).,.); v (R,,.); cerca del origen (L ~ 0). Para hacer lo

anterior se utilizan las condiciones iniciales (5.35b)-(5.35d) y (5.37b)-(5.37d) para poder

evaluar, en L = 0, las primeras derivadas de las cantidades (7),.); v (R},.);:

oL=0 — 4. (55%0)
O(R,.)0 1

e = : .b3b

0L =0 Conm, (5.53b)

Las expresiones de la (5.53) describen cualitativamente bien los resultados numéricos
que presentaremos en la figuras 6.2 y 6.3 (ver seccién 6.3), en las cuales se observa lo
siguiente:

» En la figura 6.2 se observa que si m = n, la derivadaen L = 0 de (7)), es negativa
al igual que lo predice la Ec. (5.53a), ya que

N
2 1 1
_ﬁ_ + a = —% - bg_ e— (5.54)
()

= En el recuadro de la figura 6.2 se observa que si m # n la derivada en L = 0 del
valor esperado (17,,); es positiva al igual que lo predice la Ec. (5.53a).

= En la figura 6.3 se observa que, tanto en el caso m = n como en el caso m # n, la
derivada en L = 0 del valor esperado (R es positiva al igual que lo predice la

Ec. (5.53b).

nn>

Las expresiones de (5.53) también nos permiten conocer los respectivos desarrollos
(a primer orden) en potencias de L de las cantidades (1},.); v (R,,,); alrededor de
L = 0, siendo éstos:

(Ryn)y = (ZL +0(L?). (5.55b)

Pensemos un momento que nos interesa conocer el término de orden L? del desa-
rrollo en potencias de L de la cantidad (R}, > Si hubiésemos calculado las ecuaciones
de difusion de las cantidades (R, ,R;,); V (7o ol onTwn) 1, ¥ hubiésemos definido ade-
cuadamente las condiciones iniciales de todas las cantidades que apareciesen en dichas
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ecuaciones, podriamos conocer el valor las derivadas de estas cantidades en L = 0. Cono-
cer dichas derivadas en el origen nos ayudaria a conocer el valor de la segunda derivada
de (R),,); en L =0, ya que al derivar la ecuacién (5.37a) y evaluar el resultado obten-
driamos la siguiente relacién

o = 2 )
Py (AL L e L
b=1 gmb gbn ébn gmb gmb émb
N
1 8<R/ "ma mb,rg;r:zn>0
2D D e Z 7 - . (5.56)

ab=1

()

De esta manera obtendriamos el coeficiente de la potencia L? del desarrollo en potencias
de L. Este procedimiento iterativo lo hicieron por primera vez Mello y Tomsovic [18].
Podriamos pensar que al iterar una y otra vez la ecuacion de difusién podriamos obtener
todo el desarrollo en potencias de L de la cantidad (R],,),; desafortunadamente, esto
representaria un gran esfuerzo cuyo resultado sélo seria vélido en el régimen balistico,
L < ¢, pues el resultado que obtendriamos seria un desarrollo asintotico: ver Apéndice
D. Como veremos en el Capitulo 7 mediante la Serie de Born, que también es un método
iterativo (ver seccion 2.6), también obtendremos desarrollo asintéticos para los observ-
ables de interés.

Al sumar sobre el indice de canal saliente m las expresiones de (5.55) obtenemos (a
orden L) las intensidades de trasmisién y reflexién total, Ec. (5.41), siendo éstas:

("), = 1-— ££ +0 (L%, (5.57a)
(R,), = €£ +0 (L?), (5.57b)

las cuales son consistentes (al menos a orden L) con la Conservacién de Flujo, Ec. (5.40),
pues al sumar dichas expresiones sobre el indice m se obtiene:

(T',+R,), =1+0(L%. (5.57¢)

Como veremos en el Capitulo 7, el comportamiento de los valores esperados en la
aproximacién de longitud de onda corta, corresponden a la contribucién de orden 1/ (k€)0
en un desarrollo de potencias inversas de kf. En ese capitulo mostraremos que la con-
tribucién de orden L? de la ecuacién (5.57), también satisface conservacion de flujo.



Capitulo 6

El Caminante Aleatorio vs Modelo

Microscopico.

6.1. Introduccion

Como mostramos en el Capitulo 5 s6lo hemos podido resolver la ecuacion de difusion
para algunos observables particulares (ver seccién 5.2); sin embargo, como exhibimos en
la seccién 5.3.2, al aplicar la ecuacion de difusion a cantidades de mayor interés como
los son las intensidades promedio (Tu), ; © (Rab)y 1, nos enfrentamos al problema de
que el sistema de ecuaciones que se genera no cierra, por lo que no podemos resolver el
problema. Debido a esta dificultad se han desarrollado métodos numéricos para obtener
informacion de los valores esperados; estos métodos no resuelven propiamente la ecuacion
de difusién, sino que representan métodos alternativos a ésta.

Los primeros resultados numéricos que presentaremos (ver seccién 6.3) utilizan el
método del “caminante aleatorio en el espacio de matrices de transferencia” (RWTMS).
Estos resultados se basan en las propiedades estadisticas del bloque constitutivo en
el régimen de longitud de onda corta [ver seccién 4.4.3, ecuaciones (4.52)-(4.53)]. Los
resultados obtenidos mediante el RWTMS se compararan con calculos microscépicos
basados en un modelo del potencial (ver seccién 6.2). El acuerdo que obtendremos entre
ambas simulaciones es excelente en casi todos los casos excepto en un caso (ver figura
6.6). Estos célculos se realizaron a finales del 2005 por Luis Froude y posteriormente se
publicaron en Physical Review E [22]. Debido a que los estos resultados numéricos los
obtuvo Luis Froufe en su tesis doctoral [39] y que ya estan publicados, sélo esbozaremos
el método y mostraremos los resultados.

Posteriormente a la publicacién de la referencia [22] se continué la investigacién te-
niendo el mismo obstaculo: la imposibilidad de resolver la ecuacién de difusion para
observables de mayor interés; por esta razon, el autor del presente trabajo desarrollé un
método basado en la serie de Born (ver seccion 2.6), que de manera independiente a la
ecuacién de difusién, Ec. (4.41), obtiene, en el régimen balistico, el comportamiento de
las cantidades de interés: ver Capitulo 7. Estas nuevas predicciones motivaron al autor
del presente trabajo a realizar una verificacién numérica, lo que dio lugar a un mod-
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elo alternativo del potencial microscépico: ver secciéon 6.4. Al comparar los resultados
numéricos (para dos observables particulares) obtenidos mediante los dos modelos del
potencial se observa que son indistinguibles: compare las figuras 6.2-6.3 con las figuras
6.7-6.8. Todos los resultados numéricos que presentaremos en el Capitulo 7 usaran el
modelo microscépico de la seccién 6.4.

6.2. Un modelo microscépico del potencial

Consideremos el modelo microscépico del potencial que se esquematiza en la Fig. 6.1.
En este modelo se considera una guia bidimensional de ancho W con paredes laterales
impenetrables, en cuyo interior hay un potencial dispersor que ocupa laregion 0 < x < L
en la direccion longitudinal, mientras que en la transversal W — W < y < W con
oW < W. Fuera de esta region el potencial es nulo.

Figura 6.1: Representacion esquematica del modelo microscépico basado en potenciales
aleatorios. Cada cuadro, o “celda”, representa una regién de potencial aleatorio cons-

tante.

La region en la que se encuentra el potencial se divide en “celdas” de dimensiones
o0x X 0y, de tal manera que éstas cumplen las siguientes relaciones:

dz, by < A (6.1a)
oz, 0y < W < W. (6.1b)

En el lenguaje de la seccién (3.2), el potencial de la r-ésima unidad dispersora, Ec.
(3.7), se reemplaza por una delta finita

U, (.9) =, () B,

donde 65, (x — x,.) toma el valor 1 en el intervalo (x, — dx/2,z, + dz/2) y cero fuera
de éste. La dependencia en la direcciéon transversal del potencial de la r-ésima unidad
dispersora es la siguiente:

(6.2)
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ur () =S by (0 ). (6.3)

donde s representa el nimero de celdas en la direccion transversal; por lo tanto, el
potencial de la r-ésima unidad dispersora se expresa de la siguiente manera

Ur ($7 y) = Z Us‘gzim (CL’ - xr) eéy (y - ys) ) (64&)
s=1
Us

U = = (6.4b)

Los valores U, tienen unidades de niimero de onda k y toman valores aleatorios que
se muestrean de una distribucién uniforme en el intervalo [—Uy, U).

Por comodidad, en este modelo aproximaremos los caminos libres al aplicar la defini-
cién (4.22) al potencial “desnudo” (u,),, en vez del efectivo (4,),,, es decir, desprecian-
do el acoplamiento de los modos evanescentes. Como mostraremos en el capitulo 7, la
contribucién de los canales cerrados a los observables que estudiaremos aqui (las inten-
sidades de transmisién y reflexién) no es apreciable. Usando esta aproximacién, y las
expresiones de (6.1) obtenemos la siguiente expresién para el camino libre medio:

1 _ (leal”) _ U3 sy /W_W Xa () X (v) dy, (6.5)

Cap ox 3 4k, ky

donde y, (y) son los modos transversales definidos en la ecuacién (2.5a).
En el caso de desorden de volumen, 0W = W, el potencial desordenado ocupa toda
la region 0 < y < W, por lo que el camino libre medio toma la siguiente dependencia:

(1) U2 a8y 2+ Ou
Volum .

lap 3 Ak, 2W

Por otro lado, en el caso de desorden superficial, dW < W, tenemos que el camino libre
medio toma la siguiente expresion:

(6.6)

(i) _ Ug dwdy 1 {(WV N sin 2am (1 — 577) _ sin [2(a—b)m(1—%7)]
Lop Super 3 4k W | W 2am 4(a—0b)m
sin [2bm (1 — 57 )] _ sin [2(a+b)7(1- %Vﬂ} (6.72)
20w 4(a+Db)m ’ '

si a # b, mientras que si a = b el camino libre medio superficial toma la siguiente
dependencia:

1 _ U_gém‘éyi 30W  sindar (1—27) N sin [2ar (1 — 2%)]
laa ) Super 3 4k2 W |2 W Sar am ’
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6.3. Caminante aleatorio en el espacio de matrices

de transferencia

La ecuacién de difusién, Ec. (4.41), nos da la evolucién con la longitud L de los
valores esperados. La tnica dependencia m icroscopica de esta ecuacion es a través de
los caminos libres medios £, por lo que una vez que se han especificado éstos, las
propiedades estadisticas de los observables son universales, es decir, independientes de
los detalles de la estadistica microscépica. Sin embargo, no hemos podido resolver la
ecuacion de difusion, ya que en general es un reto dificil. Por esta razén hemos atacado
el problema mediante un método alternativo, que en esencia es una generalizacion del
caminante aleatorio en el espacio de matrices de transferencia, por esta razén el método
recibe el nombre de “Random Walk in the Transfer Matriz Space”, el cual resumimos
de la siguiente manera:

1. A partir de un modelo de potencial microscopico de la seccion 6.2 se obtiene un
conjunto de caminos libres medios.

2. Una vez que conocemos los caminos libres medios, Ecs. (6.6)-(6.7), se genera un
ensemble de matrices de transferencia, cuyos primero y segundo momento son
iguales a los correspondientes momentos del bloque constitutivo en la aproximacion
de longitud de onda corta: ver seccién 4.4.3, ecuaciones (4.52)-(4.53).

3. La matriz de transferencia del sistema de longitud L = PJL se obtiene al combinar
P [ver ecuacién (4.4)] matrices de bloques constitutivos las cuales se obtienen
aleatoriamente de un ensemble de bloques constitutivos. Este procedimiento se
repite una y otra vez para obtener la distribucién estadistica de cualquier cantidad
fisica. Como se demuestra en el Apéndice G de la Ref. [22], existe un teorema de
limite central (CLT por sus siglas en inglés) asociado a la composicién de bloques
constitutivos. Este teorema demuestra que los momentos de orden superior al
segundo de las matrices de transferencia del bloque constitutivo no tienen ninguna
relevancia en la estadistica final.

En el presente trabajo tinicamente presentaremos los resultados obtenidos mediante
el RWTMS para desorden volumétrico y superficial; los detalles del método se explican
con mayor profundidad en la referencia [22].

Simultaneamente al método del RWTMS se resolvié numéricamente la ecuacién de
Schrodinger para el modelo microscépico expuesto en la seccion 6.2. Las comparaciones
entre ambas simulaciones se muestran simultaneamente y se grafican contra la variable
L/l donde ¢ es el camino libre medio de transporte definido en la ecuacién (4.26), que
reescribimos aqui:

N

1
-5 = 6.8
N 20y (6.8)

=1

1
14
A diferencia del método “Random Walk in the Transfer Matriz Space”, la solucién

numérica de la ecuacién de Schrodinger toma en cuenta de manera explicita la con-
tribucién de los canales cerrados, por lo que podemos decir que los resultados de estas
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simulaciones son exactos; sin embargo, en el caso de los observables que presentaremos
aqui, los valores promedio que se obtienen numéricamente son insensibles al niimero de
canales cerrados que consideremos, ya que se observo que los resultados microscépicos
convergian al tomar a lo mas tres canales cerrados; sin embargo, como mostraremos
en el Capitulo 7, lo anterior se debe a que en este Capitulo inicamente estudiamos los
valores esperados de las intensidades o de la conductancia, observables que en efecto no
dependen fuertemente de los canales cerrados. Por otro lado, en el Capitulo siguiente
mostraremos tanto teéricamente como numéricamente que los canales cerrados son de
gran importancia en el cdlculo de las amplitudes promedio.

Para ejemplificar las simulaciones numéricas consideraremos el caso en el que la guia
admite cinco canales abiertos N =5

0.08

Figura 6.2: Desorden volumétrico en guias de ondas: valores promedio (73;) (canal de entrada
igual al de salida), como funcién de L/¢. El recuadro muestra el resultado analogo para (T5;)
con i # j para un conjunto representativo de indices de canal. Los resultados basados en
la solucién numérica de la ecuacién de Schrédinger (célculos microscépicos; simbolos) y el
caminante aleatorio (linea continua) son indistinguibles. Los resultados se obtuvieron con cinco
canales abiertos (N = 5, kW = 5.57), UyW? = 100, §x/W = dy/W = 1/50, y 10° realizaciones

del desorden microscopico.

6.3.1. Valores esperados en el caso de desorden volumétrico

Las intensidades de transmisién

El comportamiento del valor esperado de las intensidades (T3;) en el caso de desorden
volumétrico (en el caso en que el canal de salida es el mismo que el de incidencia), se
muestra en la figura 6.2 como funcién de L/¢. El recuadro de la misma figura mues-
tra el resultado para (T;.;) (en el caso en que el canal de salida es diferente que el de
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incidencia). Los resultados obtenidos mediante el método del caminante aleatorio son in-
ditinguibles de los que se obtienen al resolver numéricamente la ecuacién de Schrodinger.

Las intensidades de reflexién

Los resultados del caminante aleatorio para el valor esperado (R;;) (lineas continuas)
se muestran en la figura 6.3, donde se observa que éstos y los céalculos microscopicos
tienen un excelente acuerdo, al igual que con trabajos numéricos previos [40]. El conjunto
de intensidades de reflexién correspondientes a la retrodispersién, es decir, (R;;) son
consistentes con el factor (R;;) / (Riz;) =~ 2 del reforzamiento de la retrodispersién (EBS)
que predice la ecuacién de DMPK [15].

=
N

0.3

Y

0.2

<R .>

0.1

<
O 0 0 00D 0 O 0 D0

e g

o
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SN
()}

Figura 6.3: Desorden volumétrico en gufas de ondas: intensidades de reflexiéon promedio (R;;)
como funcién de L//. El grupo de curvas superiores (simbolos huecos) corresponden a procesos
en los que se incide por un canal y se refleja en el mismo canal (i = j), mientras que las curvas
inferiores (simbolos llenos) corresponden (para un conjunto de indices representativos) a pro-
cesos en los que se incide por un canal y se refleja por otro diferente (i # j). Los resultados
basados en la solucién numérica de la ecuacién de Schrédinger (célculos microscépicos repre-
sentados por los simbolos) y los del Caminante Aleatorio (lineas continuas) son indistiguibles.
Los resultados se obtuvieron con cinco canales abiertos (N = 5, kW = 5.57), UgW? = 100,

Sx/W = 6y/W = 1/50, y 10° realizaciones del desorden microscépico.

Distribucion de la conductancia

La funcién de distribucién P (g) de la conductancia adimensional [38]

g=>Y_ Ty (6.9)

ij=1
para desorden volumétrico se muestra en la figura 6.4. En esta figura se muestran varias
funciones de distribucién correspondientes a diferentes valores promedio de la conduc-
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tancia (g). El recuadro de esta figura muestra la conductancia promedio como funcién
de L/¢.

Los resultados de la solucién numérica de la ecuacién de Schrodinger para la dis-
tribucién P (g) (histograma) son indistinguibles de los resultados del caminante aleato-
rio (circulos); ademads, en la figura 6.4 se muestra el resultado exacto de la ecuacién de
difusién de DMPK (linea continua) [15], la cual se obtuvo mediate una simulacién de
Monte Carlo [41]. El acuerdo entre las tres curvas es excelente.

3.0

25

20

P(9)

15
1off

0.5

Figura 6.4: Desorden volumétrico en guias de ondas: distribucién de la conductancia adimen-
sional P(g), para diferentes promedios de la conductancia, (g). Las tres curvas, basadas en
diferentes tratamientos son inditiguibles. Los circulos corresponden al caminante aleatorio en
la aproximacion. La linea continua representa los resultados de la simulacién de Montecarlo.
El histograma representa los resultados basados en la solucion numérica de la ecuacion de
Schrodinger. El recuadro de la figura representa el promedio de la conductancia como funcién

de L/¢

6.3.2. Valores esperados en el caso de desorden superficial

En el caso de desorden de superficie, los caminos libres medios que se obtienen de
una distribucion uniforme de dispersores son muy diferentes entre si a diferencia de los
correspondientes caminos libres que se obtienen en el caso de desorden volumétrico:
ver ecuaciones (6.6)-(6.7). Los caminos libres del caso superficial muestran una fuerte
anisotropia en los canales. Esto puede ser el origen entre las diferencias entre las dis-
tribuciones de desorden volumétrico y superficial.
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Distribucién de la conductancia

La distribucién de la conductancia adimensional P (g) obtenida con el método del
caminante aleatorio (circulos) se muestra en la figura 6.5. En esta figura se muestran
varias funciones de distribucion correspondientes a diferentes valores del promedio de la
conductancia (g). Los resultados de la solucién numérica de la ecuacién de Schrodinger
(histograma) nuevamente muestran un buen acuerdo con los resultados del Caminante
Aleatorio y con trabajos numéricos previos [11,17].

0 o e e R L B B B L B B B
25 (g)=4/5 (g)=1/2 (g) =1/3_|
2.0
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Figura 6.5: Desorden superficial en guias de ondas: distribucién de la conductancia adimen-
sional P(g), para diferentes promedios de la conductancia, (g). Los circulos corresponden a
las simulaciones del caminante aleatorio. El histograma corresponde a los resultados basados
en la solucién numérica de la ecuaciéon de Schrodinger. El resultado basado en la ecuacion de

DMPK (linea continua) no muestra un buen acuerdo con los otros dos tratamientos.

Las intensidades de transmision

Aunque en el caso de la distribucion de la conductancia, Fig. 6.5, los calculos numéri-
cos basados en el caminante aleatorio muestran un buen acuerdo con los resultados
obtenidos mediante la solucién numérica de la ecuacién de Schrodinger (resultado exac-
to), no hay un buen acuerdo para el promedio de las transmisiones totales (T,), donde

N
To=> Th. (6.10)
b=1

En la figura 6.6 se muestra el comportamiento de (T',) como funcién de L/¢. En esta
figura se comparan los resultados del caminante aleatorio (lineas de segmentos) con los
célculos microscopicos (lineas continuas). La razén por la que el método del caminante
aleatorio no da una buena descripcién para este observable no la conocemos, pero se
sospecha que puede deberse a las aproximaciones hechas al calcular la expresién (6.5).
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<T >

Figura 6.6: Desorden Superficial en Guias de Ondas: Coeficientes de transmisién promedio
(T',) como funcién de L/¢. El acuerdo entre los resultados basados en una solucién numérica de
la ecuacién de Schrodinger (célculos microscépicos: lineas continuas) y la simulacién del método
del caminante aleatorio (lineas punteadas) no es tan buena como lo es para las distribuciones

de la conductancia

6.4. Un modelo microscépico alternativo

Como ya hemos anticipado en el Capitulo 7 haremos un estudio de la dispersiéon
en el régimen balistico. Los resultados tedéricos que ahi presentemos se compararan con
simulaciones numéricas que realizaremos con un modelo microscépico un poco diferente
al que presentamos en la seccion 6.2. Esta serie de simulaciones numéricas las realizd en
2008 el autor del presente trabajo sin haber visto el método ni el cédigo del programa de
Luis Froufe. Las simulaciones que haremos en el Capitulo 7 sélo consideraran desorden
volumétrico, por lo que el modelo microscopico que propondremos en la seccién 6.4.1
solo considerard este caso.

La manera en que abordaremos el problema sera con el método de la matriz de disper-
sion extendida, es decir, nuestro objetivo es construir la matriz de dispersion del sistema
de longitud L, haciendo uso de las matrices de dispersion de cada unidad dispersora.

En este modelo alternativo usaremos explicitamente que la r-ésima unidad dispersora
en efecto es un potencial delta, de tal manera que el potencial de la r-ésima unidad
dispersora tiene la estructura de la ecuacién (3.10b), que reescribimos a continuacion:

Ur(z,y) =u, (y)d(x — ). (6.11)
Debido a que la matriz de dispersion extendida de un potencial delta depende de la
matriz v, Ecs. (3.30)-(3.33), que a su vez depende de la matriz u,, Ecs. (3.15)-(3.19),

debemos proponer un modelo microscépico para la dependencia transversal w, (y) del
r-ésimo potencial delta.
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6.4.1. Modelo para la dependencia transversal del potencial

Para construir la ecuacién de difusién, Ec. (4.41), supusimos que la dependencia
transversal de los potenciales individuales u, (y) era arbitraria, pero aleatoria, de tal
manera que lo inico que necesitamos para obtener dicha ecuacién era el modelo estadisti-
co del potencial efectivo; sin embargo, si queremos realizar una simulacién numérica con
base en un modelo microscépico del potencial debemos especificar dicha dependencia
transversal. El modelo que propondremos para la cantidad w, (y) se basa en las sigu-
ientes suposiciones:

1. El ancho de la guia de ondas W se subdivide en un arreglo de s; segmentos cada
uno de longitud:

oy =W/sr (6.12)

2. Cada segmento se identifica por el indice s, el cual toma los valores enteros s =

1, 57,

3. El s-ésimo segmento estara centrado en la posicién ys = (s — 1/2) dy, por lo que
dicho segmento esta definido por lo valores de y € [(s — 1) dy, sdy].

4. Para todo valor de y en el interior del intervalo [(s — 1) dy, sdy], la funcién w, (y)
toma el valor constante (u,),. Este valor constante se muestrea aleatoriamente del
intervalo [—ug, ug].

Las suposiciones anteriores pueden resumirse a través de la siguiente expresién para la
funcién u, (y):

sT

ur () =D (), Osy (y — us) (6.13)

s=1

donde la funcién O, (y — y,) toma los siguientes valores:

. 6 5

Osy(y—ys) = 1siye [ys—gy,ys—i—?y}, (6.14)
. ) 5

Osy(y—ys) = 0siyé [ys—gy,yswL?y}, (6.15)

por lo tanto, el modelo microscopico de la r-ésima unidad dispersora toma la siguiente
dependencia:

U (2.y) = w ()6 (x — ). (6.16)

Una vez que tenemos el modelo microscépico de u, (y), podemos construir la matriz
de dispersion extendida del r-ésimo dispersor, lo que requiere que apliquemos todo el
procedimiento presentado en la seccion 3.3.1, cuyo primer paso es obtener los elementos
de matriz (u,),, definidos en la ecuacién (3.10). Al introducir la ecuacién (6.13) en
(3.10), obtenemos la siguiente expresién para los elementos de matriz (u,),,:
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(r)gy = D _ (), Iup (5) | (6.17)
s=1
donde se ha definido la cantidad
soy
o= [ @ (6.150)
(s—1)dy

siendo x, (¥) ¥ x» (v) las funciones de onda transversal definidas en la ecuacién (2.5). Si
en la ecuacion (6.18a) a = b, entonces:

1 sin <2asi7r> — sin <2a@7r>
T ST

I = — — .18b
aa (5) st 2am ’ (6.18)

por otro lado, si en la ecuacién (6.18a) a # b, entonces:

1 rsin <(a —b) £W> — sin ((a —b) (SS_TI) 7T>
I, = —
4 (s) - [ @)
sin <(a +b) éﬂ') — sin ((a +0) (SS_TI)W>
— . (6.18c¢)
(a+Db)

Los elementos de matriz (u,),, de la expresién (6.17), son las cantidades fundamen-
tales que nos permitiran obtener la matriz de dispersién extendida de cada potencial
delta, de tal manera que al aplicar sucesivamente las reglas de combinaciéon para las
matrices de dispersién extendidas, Ecs. (2.137)-(2.138), podremos obtener la matriz de
dispersiéon extendida del sistema de longitud L.

6.4.2. El modelo estadistico

El modelo estadistico que propondremos a continuacién busca ser consistente con
el modelo estadistico que propondremos en el Capitulo 7 para los elementos de matriz
(ur),, del potencial “desnudo”: ver ecuacién (7.1). Esto se logra suponiendo lo siguiente:

= El primer momento de las cantidades (u,),, de be ser cero, es decir,

((ur)gp) =0, (6.19a)

que se cumple [ver ecuacién (6.17)] si:

((u,),) = 0. (6.19b)

» Las unidades dispersoras son estadisticamente independientes, de tal manera que
debe cumplirse la siguiente relacion:

((Wr)ap (Ur)og) = Orre ((Ur)gp (tr) ) - (6.19¢)
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= Andlogamente, cada segmento en la direccién transversal del r-ésimo dispersor
debe ser estadisticamente independiente de los demaés; por lo tanto, las cantidades
(ur), seran cantidades aleatorias que cumplan la siguiente relacién:

<(ur)s (ur’)s/> = 67'7"’553’ <(Ur)§> . (619d)

» Las cantidades aleatorias (u,), tomardn valores aleatorios en el intervalo [—uy, u,
de tal manera que el segundo momento (6.19d) toma el siguiente valor:

((w)?) = éug. (6.19€)

Utilizando el modelo estadistico (6.19), podemos expresar los coeficientes de correla-
cién C (ab, cd) y los caminos libres medios generalizados £, [ver ecuaciones (7.3) y (7.8)
respectivamente| que necesitaremos para calcular las curvas teéricas del Capitulo 7. Las
expresiones de estas cantidades son, respectivamente, las siguientes:

ST ST ST _1/2
C (ab,cd) = [ZIab(s)ch(s)] [(Z[@(@) (ngd(s')>] . (6.20a)

s'=1

2

1 Yo - 2
— = — E 1 .20b
gab 3d77a [Sl ab (S>] nb7 (6 0 )

donde d es la distancia entre cada unidad dispersora, v3 = u3/4k?* y las cantidades 7, se
definen de la siguiente manera:

1
na == 27 1§CLSN7 (6218“)
1- (%)
1
Na = , a>N. (6.21b)

6.4.3. Breve discusion de la simulacién numérica

Utilizando el modelo microscépico de la seccion 6.4.1 y el estadistico de la seccion
6.4.2 desarrollamos un programa en FORTRAN que genera numéricamente, para cada
valor de L/¢, un ensemble de guias, del cual obtendremos los promedios estadisticos
de observables macroscépicos. Para construir cada muestra del ensemble se hicieron las
siguientes consideraciones:

1. Cada muestra de longitud L consiste de ry potenciales delta U, (z,y), [ver Ecs.
(6.13) y (6.16)], los cuales estan separados entre si una distancia d.

2. Cada dispersor se identifica con el indice r, el cual toma los valores entre 1y rp.
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3. El r-ésimo dispersor delta esta situado en la posicion x, = rd.

4. La longitud de la muestra se relaciona con el nimero total de dispersores a través
de la relacién

L = ryd. (6.22)

5. Por convencion supondremos que el primer dispersor esta ubicado en x; = d, es
decir, que en el origen no hay dispersor. Como veremos més adelante, lo anterior
nos permitird definir las condiciones iniciales para los valores esperados de las
observables de nuestro interés.

Para estudiar el problema de la dispersion producida por una muestra especifica de
longitud L haremos uso del método de la matriz de dispersién extendida S en vez de la
matriz de transferencia extendida M. La razén por la cual se hace lo anterior se debe
a que, numéricamente, es mas estable generar matrices de dispersion que matrices de
transferencia.

El procedimiento consistira en generar, numéricamente, la matriz de dispersion ex-
tendida de una muestra especifica de longitud L que contiene rp dispersores en la direc-
cion longitudinal x. Para lograr lo anterior habra que generar las matrices de dispersion
de los r¢ dispersores delta, cada uno de ellos ubicado en la posicién x, = rd a lo largo de
la direccién longitudinal z. La notacién que utilizaremos para referirnos a la matriz de
dispersién extendida del sistema constituido por los ry dispersores serd S,,.. Por otro la-
do, para referirnos a la matriz de dispersién del r-ésimo dispersor delta usaremos s,; por
lo tanto, para generar numéricamente la matriz de dispersion extendida deberemos
hacer lo siguiente:

T

» Generar numéricamente la matriz de dispersion extendida s; del primer dispersor
ubicado en x; = d.

» Generar la matriz de dispersion extendida s, del segundo dispersor ubicado en
X9 = 2d, combinar las matrices de dispersion extendidas s; y S de los dos primeros
dispersores para obtener la matriz de dispersion del sistema compuesto por dos
dispersores S5. La manera en que se combinan las matrices de dispersion de dos
dispersores la describiremos mas adelante.

= Al repetir sucesivamente lo anterior el r-ésimo paso consistira en generar la matriz
de dispersion del r-ésimo dispersor s, ubicado en x, = rd y combinarla con la
matriz de dispersién del sistema compuesto de los » — 1 dispersores previos, los
cuales se ubican en las posiciones 1 = d, 9 = 2d, v3 =3d, -+, v,y = (r — 1)d.
De esta manera se obtiene la matriz de dispersion ng del sistema compuesto por
rr dispersores.
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Figura 6.7: (Tpa,)vsL/¢: En la figura se muestran los resultados numéricos para (T,,) uti-
lizando el modelo alternativo del potencial. En recuadro se muestra el resultado analogo para
(Tytay)- Los célculos se realizaron en el caso de cinco canales abiertos (N = 5), despreciando la
contribucién de los canales cerrados (N’ = 0), k¢ = 100 y para 10° realizaciones del desorden

microscépico.

6.4.4. Resultados numéricos del modelo microscépico alterna-
tivo

Utilizando el programa descrito en la secciéon anterior, se realizé una simulacion
numérica considerando que la guia de ondas admite cinco canales abiertos (N = 5) e
ignorando la contribucion de los canales cerrados. Bajos estas condiciones se obtuvieron
numéricamente los valores promedio para las intensidades de transmisién (Tp,,) v de
reflexion (R4, ). La realizacién de este calculo buscé comparar los resultados de nuestro
programa (basado en el modelo alternativo del potencial) con los resultados que obtuvo
Luis Froufe en sus simulaciones numéricas para este caso: ver figuras 6.2 y 6.3. Los re-
sultados obtenidos mediante nuestro programa se muestran en las figuras 6.7 y 6.8. Al
comparar las curvas de las figuras 6.2-6.3 con las correspondientes curvas de las figuras
6.7-6.8, nos damos cuenta que son idénticas; es decir, las simulaciones numéricas hechas
para estas obvservables por dos programas diferentes basados en modelos microscépi-
cos diferentes, pero con modelos estadisticos semejantes, dieron los mismos resultados.
Ademas de esta verificacién el nuevo programa tuvo mas verificaciones, dentro de las
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cuales destaca que en cada paso el programa verificé que la matriz de dispersion exten-
dida de los dispersores individuales y la del sistema completo cumpliesen las relaciones
de conservacién de flujo e invariancia ante inversiones temporales: ver ecuaciones (2.113)
y (2.127), respectivamente. Estas y otras verificaciones de nuestro programa, nos dieron
confianza en que el programa estaba trabajando de manera adecuada; por lo tanto,
estabamos listos para realizar nuevas simulaciones numéricas para poder comparar los
resultados tedricos que la serie de Born predice en el régimen balistico: ver Capitulo 7.
Entre las predicciones que se obtienen de la serie de Born destaca que, en el régimen
balistico, los valores esperados de las amplitudes dependen fuertemente de las contribu-
ciones de los canales cerrados, mientras que las intensidades son insensibles a éstas; sin
embargo, las simulaciones numéricas basadas en el modelo alternativo mostraran que
estas predicciones son ciertas mas alld del régimen balistico.

Figura 6.8: (Raq,) vsL/¢: Resultados numéricos para (R,,,) utilizando el modelo alternativo
del potencial. Los célculos se realizaron en el caso de cinco canales abiertos (N = 5), despre-
ciando la contribucién de los canales cerrados (N’ = 0), k¢ = 100 y para 10° realizaciones del

desorden microscépico.
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Capitulo 7

Estudio de la dispersion en el

régimen balistico

7.1. Introducciéon

La redaccién del presente Capitulo tiene tres motivaciones principales. Las primeras
dos son diferentes entre si, pero ambas relacionadas con la ecuaciéon de difusién, Ec.
(4.41).

La primera motivacién se debe a la imposibilidad que hasta el momento hemos
tenido de resolver la ecuacién de difusién, Ec. (4.41), para observables relacionados con
la matriz de dispersién, en especial con las intensidades de transmision 7, y de reflexion
R4, Por esta razon el autor del presente trabajo buscé obtener informacion de este tipo
de observables y otros, a través de un método que fuese independiente de la ecuacion
de difusion. Lo primero que se intentd fue aplicar un método que permitiese manipular
cada observable de interés por separado, es decir, evitar que de alguna manera esos
observables se acoplasen como sucede con el método de la ecuacién de difusién.

La segunda motivacion tiene que ver con el manejo adecuado de los canales cerrados,
ya que, como vimos en el Capitulo 4, la ecuacion de difusiéon se construyé multiplicando
las matrices de transferencia reducidas del sistema de longitud L y del bloque constitu-
tivo de longitud 0L, Ecs. (4.1)-(4.4), que a su vez se obtienen multiplicando las matrices
de transferencia reducidas de los dispersores individuales, Ecs. (3.44)-(3.46); sin embar-
go, este procedimiento es una aproximacion, pues la regla de combinacién de matrices
de transferencia es vialida para las matrices extendidas [ver la ecuacién (2.141) de la
seccién 2.5.4 y la ecuacién (4.3) de la seccién 4.2]. Si bien la matriz de transferencia
reducida de un dispersor individual tiene informacién de los canales cerrados [a través
del potencial efectivo, Ec. (3.49)], la aproximacién antes mencionada no toma en cuenta
de manera apropiada la contribucién de los canales cerrados al multiplicar matrices de
transferencia; sin embargo, los resultados numéricos (que resuelven numéricamente la
ecuaciéon de Schrodinger, por lo que toman en cuenta los canales cerrados) obtenidos en
trabajos previos e incluso los que presentamos en el Capitulo 6, muestran que los valores
esperados de los observables de interés son insensibles a la contribucion de los canales

157



158 Capitulo 7: Estudio de la Dispersion en el Régimen Balistico

cerrados. Dichos trabajos se enfocaron a estudiar los promedios de las intensidades 7,,,,
R4, v de manera muy especial al de la conductancia g, sin prestar atencién a las am-
plitudes (promedio) taa, ¥ Taao; Sin embargo, mediante el método que desarrollaremos
aqui, demostraremos teéricamente (al menos en el régimen balistico) que la contribu-
cién de los canales cerrados es de gran relevancia en las amplitudes (promedio) (faa, ) 1
Y (Taao)y - Por otro lado, demostraremos que las intensidades (promedio) (Toe,),; ¥
(Raao) 1 L7 si tienen contribuciones de los canales cerrados, pero éstas son despreciables
con resi)ecto a la contribucién dominante de los canales abiertos.

Estas dos motivaciones se pueden abordar mediante el método perturbativo de la
serie de Born (ver seccién 2.6), que de manera natural expresa las amplitudes t4q, ¥ 7aa,
en potencias del potencial; por lo tanto, inicamente necesitamos un nuevo planteamien-
to del modelo estadistico del potencial. Por supuesto, al igual que todos los métodos
perturbativos, el que aplicaremos aqui tiene su limite de validez, pues el método sélo
sera valido en el régimen balistico y en la aproximacién de longitud de onda corta:
ver ecuacion (7.23). La razon de esto se debe a que tenemos fuertes indicios, y la de-
mostracién en un caso particular, de que las series que se obtienen son asintdticas (ver
Apéndice D), las cuales en general divergen, pero son ttiles para aproximar funciones
en un punto especifico y a lo méas con nimero éptimo de términos.

La tercera motivacion se debe a que el blogue constitutivo [que es un sistema balistico:
ver ecuacion (4.36)] tiene interés fisico en si mismo y no sélo como un mecanismos para
obtener la ecuacion de difusion, ya que éste tiene propiedades estadisticas universales y
su estudio teorico puede motivar experimentos reales en el laboratorio, quiza en guias de
onda electromagnéticas u otro tipo de ondas cldsicas (eldsticas). De manera particular
nos interesa estudiar las covarianzas de las intensidades, Ec. (7.69), y la varianza de la
conductancia, ya que estas cantidades solo se han estudiado en el régimen difusivo.

Los resultados tedricos basados en la serie de Born se compararan, en el régimen
balistico, con resultados obtenidos mediante simulaciones numéricas basadas en el mod-
elo microscopico que presentamos en la secciéon 6.4. El acuerdo entre los resultados
tedricos y numéricos sera excelente en la mayoria de los casos. Si bien los resultados
tedricos solo tendran validez en el régimen balistico, de ellos podremos inferir informa-
cién sobre el comportamiento de los valores esperados fuera del régimen balistico, lo que
verificaremos con resultados numéricos.

El material que se presenta en este Capitulo aun no esta concluido, pero representa
la base de una futura publicacién.

7.2. Modelo estadistico del potencial cuasi-unidimen-

sional

Debido a que vamos a obtener los valores esperados de las amplitudes de transmision
taa, v de reflexion r,,, de canales abiertos mediante el método de la serie de Born (ver sec-
cién 2.6) debemos definir un modelo estadistico para el potencial cuasi-unidimensional
complejo ]7,11, (x), Ec. (7.16), ya que la serie de Born depende directamente de éste.
Obtendremos dicho modelo estadistico del que propongamos para los elementos de ma-
triz (u,), de los potenciales delta individuales, a los cuales nos referiremos como los
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potenciales “desnudos”.

Por simplicidad, propondremos un modelo estadistico analogo al que propusimos
para el potencial efectivo (u,),,, Ec. (4.16), ya que este modelo ha resultado cémodo de
manejar. El modelo estadistico que propondremos para el potencial desnudo, Ec. (7.1),
no reproduce el modelo estadistico del potencial efectivo, Ec. (4.16); sin embargo, este
ultimo se podra reproducir a partir del modelo del potencial desnudo, en el limite denso
de dispersién débil, Ec. (7.5), identificando adecuadamente los pardmetros.

Debemos notar que el potencial desnudo (u,),, es méas fundamental que el potencial
efectivo, pues este ultimo se obtiene del primero: ver ecuacién (3.49).

7.2.1. El modelo estadistico de los potenciales delta

De la ecuacién (3.13) vemos que el potencial cuasi-unidimensional U, (x) es una serie
de n potenciales delta cada una de éstas con un factor (u,),,. Debido a que las cantidades
(ur),, son las variables aleatorias con las que modelaremos el desorden microscépico, el
potencial cuasi-unidimensional Uy, (z) también es una cantidad aleatoria; por lo tanto,
el modelo estadistico del potencial U, (z) se obtendra al definir el modelo estadistico
que propongamos para los elementos de matriz (u,),, (que tienen unidades de k). Dicho
modelo estadistico es el siguiente:

((ur)e) = 0, (7.1a)
<(ur)ab (US)cd> = <(ur)ab (ur)cd> Ors; (7.1b)
<(uT)a1b1 (Ur)a252 T (ur)a2p71b2p71> =0 (7'10)

() asty W)agty* ()) # 0. (7.1d)

El modelo de la ecuacién (7.1b) considera a los dispersores estadisticamente independi-
entes con segundo momento diferente de cero:

((r) gy (tr)cq) 7 0. (7.1e)

Como vemos de la ecuacién (2.150) la serie de Born de las amplitudes de canales
abiertos t,q, y Tm, se expresan en términos de los elementos de matriz del potencial
cuasi-unidimensional complejo Voo (x), Ec. (3.18), por lo que de ahora en adelante nos
enfocaremos a obtener el modelo estadistico para estas cantidades. Para obtener un
modelo estadistico del potencial cuasi-unidimensional V,;, (z) debemos expresar el de los
potenciales (u,),,, Ec. (7.1), en términos de los potenciales (v,),, o equivalentemente de
los potenciales (v,),, [ver ecuaciones (3.15) y (3.17)]:
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(@) = T (ab) ((vr)y5) =0, (7.2a)
() T)a) = T ()T ed) (o) 47)s) B (7.2b)
(@) an gy ) = T(@ab1) T (1o 1) (@), Oy, ) =0,

)
(7.2¢)
)

() an gy ) = Tlarbi) T (azpbap) (@)aysy Oy, ) # 05 (7:2)

((0r)ap) = 0, {(0r)gp (vr)eq) # 0. (7.2¢)

Al igual que en el caso del potencial efectivo, definimos los coeficientes de correlacién
para el potencial desnudo de la siguiente manera:

C (CLb, Cd) — <(u2>ab (U’T)cd>2 7 — <(U7;)ab (UT>cd>2 73 (73)
[<[(ur)ab] ><[(ur)cd] >} [<[(UT)ab] ><[(Ur)cd] >]

donde los indices a, b, ¢ y d pueden ser de canales abiertos o cerrados. Debemos recordar
que las cantidades (u,),, ¥ (v,),, son cantidades reales, mientras que las cantidades (2,),,
en general son complejas (ver seccién 3.2.3); por lo tanto, los coeficientes de correlacién
de la ecuacién (7.3) son cantidades reales para cualquier combinacién de los indices a,
b, cyd.

El limite denso de dispersién débil

Al igual que en el Capitulo 4, estamos interesados en obtener los valores esperados
de las series de Born de las observables de interés en el limite denso de dispersion débil
(DWSL); por lo tanto, tenemos que definir lo que entendemos por dispersién débil en
el contexto del potencial desnudo (u,),, o equivalentemente del potencial (v,),,. Por
dispersién débil entendemos que la distribucién de los elementos de matriz (u,),, es
tal que para toda pareja de canales a y b, sean abiertos o cerrados, se satisfacen las
siguientes relaciones:

= () <1, (7.4a)

= () < 1, (7.4b)

= (v), < 1, (7.4c)

(r)op - _ (vy), < 1. (7.4d)
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Por lo tanto, el limite denso de dispersién débil equivale a tomar los siguientes limites
matematicos:

(W) — 0, (7.5a)
d — 0, (7.5b)
n — 09, (7.5¢)
pero manteniendo fijas las cantidades
2
<(U1;i)ab> — fijo (75d)
nd = L. (7.5¢)

La ecuacién (7.5d) requiere que supongamos que el segundo momento del potencial
desnudo (v,),, sea proporcional a d.

Por otro lado, si utilizamos las ecuaciones (3.48) y (3.49) podemos expresar los
elementos de matriz del potencial efectivo (v,.) en términos de los elementos de matriz
del potencial desnudo (v,.) de la siguiente manera:

== > e [(lot0eg) ] 0due  @9)

c,d=N+1 cd

donde a y b son indices de canal abierto. Utilizando la ecuacién (7.6) en la expresién del
camino libre medio, Ec. (4.22), obtenemos que, en el limite denso de dispersién débil, el
camino libre medio se expresa en términos del potencial desnudo como:

1 <[(@\r) b]2> <[(UT) b]2>

— = a = a 1<a,b<N. 7.7

la d d =®= -7
De la ecuacion (7.7) vemos que, en el limite denso de dispersién débil, el modelo es-
tadistico del potencial efectivo (u,),,, Ec. (4.16), se puede recuperar a partir del modelo
del potencial desnudo (u,),, Ec. (7.3), ya que el segundo momento de ambos potenciales

es igual al camino libre medio.

Extension de los caminos libres medios

En el modelo estadistico del potencial efectivo, Ec. (4.16), los indices a y b de los
potenciales (u,),, sélo pueden ser indices de canales abiertos; sin embargo, el modelo
estadistico del potencial desnudo, Ec. (7.1), permite que los indices a y b de los poten-
ciales (u,),,, puedan ser abiertos o cerrados: lo anterior exhibe un punto importante a
considerar.

De la ecuacién (7.7) concluimos que, cuando a y b son indices de canales abiertos,
el segundo momento del potencial desnudo (u,), es igual al segundo momento del
potencial efectivo (u,),, v por ende al inverso del camino libre medio £4; sin embargo,
no hemos dicho nada acerca del segundo momento del potencial desnudo (u,),, cuando
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alguno de los indices o los dos son de canales cerrados. Lo anterior es importante, pues
cuando calculemos el valor esperado de la serie de Born de alguna cantidad de interés,
tendremos que evaluar momentos de éste estilo; por lo tanto, tenemos que “extender”
el concepto de camino libre medio de la siguiente manera:

Lo ey
L <[L<;;2>gbb§> U)oy ycpzn 7sb)
6_; qi‘;;t:? = <[(”T3;”]2>, 1<a<N, b>N (7.8¢)
6_15 _ <[Z(;;2):£> _ <[(Urc)zab]2>’ ab> N, (7.8d)

Si bien las tdltimas tres expresiones de la ecuacion (7.8) no representan un camino libre
medio como si lo hace la primera, [ver ecuacién (4.22)], éstas jugaran el papel de un
camino libre medio en los valores esperados de la serie de Born; ademas, como veremos
méas adelante, seran estos segundos momentos los que daran contribuciones explicitas de
canales cerrados en los valores esperados de observables macroscopicas.

Utilizando la extension del camino libre medio, Ec. (7.8), y los coeficientes de cor-
relacion, Ec. (7.3), podemos expresar la cantidad real ((v,),, (vr).,) /d, en el limite denso
de dispersion débil, de la siguiente manera:

9 2 1/2
() 0)ed _ 3, [<[<vrc>;bJ ) () >] Clbed ay

donde de a, b, ¢ y d pueden ser indices de canales abiertos o cerrados.

7.2.2. Modelo de ruido blanco generalizado

Una vez que hemos definido el modelo estadistico del potencial desnudo (u,),,
veamos cOmo se aplica para obtener el valor esperado de la serie de Born de una cantidad
de interés.

Para ilustrar cémo obtener el valor esperado de la serie de Born de un observable
calculemos, en el limite denso de dispersion débil, el valor esperado de la serie de Born
de la amplitud de transmisién de canales abiertos t,q, (con a y ay indices de canales
abiertos): ver seccién 2.6.2. La serie de Born de t,,, la escribimos de manera compacta
en la ecuacién (2.151a), donde las cantidades (%44, ),, representan el orden en el potencial
de cada uno de los términos de las series de Born; por lo tanto, al promediar ambos lados
de la ecuacién (2.151a), utilizando el modelo estadistico de la ecuacién (7.2), obtenemos:

<taao> = 5aao + <<taao)1> + <(taao)2> + <(taao)3> + <(taao>4> + (7-10)

Pongamos nuestra atencion en el primer orden de la ecuacién (7.10): ((taq,);). Uti-
lizando las ecuaciones (2.152a) y (3.18) obtenemos que ((t4q,),) e expresa de la siguiente
manera:
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() = ) [ o Ghaan) (B o)) 1 O (7113

= (—i)/o ¢ (ka; 1) <Z (1) gy 0 (21 — l‘r)> P+ (Kag; x1) dy

r=1
n

= (0 [ e (i) D () (01 =) 4 i) d

r=1
Pero del modelo estadistico, Ec. (7.2), sabemos que el primer momento <(5T)aa0> €s cero;
por lo tanto:
((tage)) = 0; (7.11b)

mediante un procedimiento analogo es facil darse cuenta que los términos de la serie
de Born que sean de orden impar en el potencial, promediaran a cero; por lo tanto, la
ecuacion (7.10) toma la siguiente estructura:

(taas) = Oaao + ((taag)e) + ((taao)y) + - (7.12)

Consideremos ahora la contribucién de segundo orden (en el potencial) ((taq,),), la cual
obtenemos al promediar la ecuacién (2.152b)

(faa)s) = (iSO /0 " /0 o (10,) (Vi (1) Vo (22)) dradrs, (7.130)

bi=1

donde hemos definido la funcién de dos puntos:
Fratnao (21:22) = o (ka; @) Go”) (koys 21 — 2) 01 (Kagi 2) (7.13b)

Observemos que en la ecuacién (7.13) la suma sobre el indice by se realiza sobre los
canales abiertos y los cerrados, de tal manera que en esta ecuacién hemos utilizado la
convencion definida en la ecuacion (2.145) para las funciones de Green.

Si utilizamos el modelo microscépico del potencial cuasi-unidimensional, Ec. (3.18),
y el modelo estadistico, Ec. (7.2), obtenemos que la ecuacion (7.13a) se expresa de la
siguiente manera:

() = PSS [ [ o (@1022) (@, @)
X0 (3311: x.) 0 (g — x,) drydzy (7.14a)
_ 2 — <<v7’)ab1 <v7’)b1a0>
= (—1i) blz_l ; J2:a.61,00 (zr, ) T (aby) T (brao) d d,

(7.14b)
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que en el limite denso de dispersion débil toma la siguiente forma:

lfm ((taa0)2>:(—z’)QZF(abl)F(blao)C(abl’blao) /O Fraas (z1,21)dzy (7.14c)

DWS b1 \/ gablgblao

De manera analoga, se puede mostrar que el promedio de la contribucion de cuarto
orden, en el limite denso de dispersién débil, ((t4q,),) tiene la siguiente forma:

lim ((faag),) = (—i)* i T (aby) T (b102) T (boby) T (bsap)
s b1b2bz=1 \/éab1€b1b2€b2b3£b3a0

(7.15a)

L /L
X [C (abb 5152) C (5253, b3ao)/ / f4;a,b1b2,b3,ao (xl, xy, 51727332) dzydxs
o Jo
L /L
+C (abh b2b3) C (b1b27 bsao)/ / f4;a,b1b2,b3,ao ($1, T2, $1,$2) dzydxs
o Jo

L /L
+C (ab17b3a0) 0(5152752193)/ / f4;a,b1b2,b3,ao (I1,$2,$U27331) dzdxs |,
o Jo

donde hemos definido la funciéon de cuatro puntos:

s (2,25 20) = o (s e) B i — 2937 (23— 23
Xg(()ﬂ (kb3§ T3 — 1'4) P+ (k’ao; 334) , (7.15b)

pues al igual que en la funcién de dos puntos la de cuatro puntos utiliza la convencion
definida en la ecuacién (2.145) para las funciones de Green.

De las ecuaciones (7.14) y (7.15) podemos ver que, en el limite denso de dispersién
débil, el valor esperado de la serie de Born de la amplitud de transmision, sélo depende
de los detalles del potencial microscépico a través de los caminos libres medios £y, €s
decir, sélo depende de los segundos momentos del potencial microscépico, siendo los
momentos de orden superior irrelevantes en el limite. Lo anterior no es caracteristico
solamente del valor esperado (t,q,), sino que sera caracteristico del valor esperado de
cualquier observable en limite denso de dispersion débil.

Obtener el valor esperado de la serie de Born como lo hicimos para las expresiones
(7.14) y (7.15) es muy tedioso; sin embargo, es facil ver que esas expresiones se pueden
obtener mas facilmente si definimos un modelo de ruido blanco generalizado de la sigu-
iente manera:



Capitulo 7: Estudio de la Dispersion en el Régimen Balistico

Vs (x1)> —0, (7.16a)
~ > _ T (ab) T (cd)

22 b, ed)d (x4 — a3) | 7.16b
\/gabgcd (a C) (‘Tl m2) ( )

Vi (1) Vea (22) Veg (5) ) =0, (7.16¢)
~ ~ > _ [(ab)T (ed)T (ef)T (gh)

\V4 gabgcdgefggh

X {C(ab, cd)Cl(ef, gh)d (x1 — x3) 0 (x5 — x4) + C(ab,ef)C(cd, gh)d (1 — x3) 0 (x9 — x4)

]7(117 (l’1> Vcd (l’g) Vef (-1'3) Vgh (‘7:4)

(7.16d)

+C(ab, gh)C(cd, ed)d (x1 — x4) 6 (22 — xg)l .

Los indices de canal que aparecen en la ecuacién (7.16) pueden ser de canales abiertos
como de canales cerrados. La ecuacién (7.16) es el modelo estadistico del potencial cuasi-
unidimensional V,, () que utilizaremos de ahora en adelante para obtener los valores
esperados de la serie de Born de las cantidades de nuestro interés. Los resultados que
obtengamos de aplicar el modelo estadistico de la ecuacién (7.16) seran validos en el
limite denso de dispersion débil, por lo que, de ahora en adelante, omitiremos el simbolo
lmews.

En conclusion, lo que hemos mostrado es que obtener el valor esperado de la serie
de Born de un observable en el limite denso de dispersiéon débil utilizando el modelo
microscopico del potencial cuasi-unidimensional V,, () junto con el modelo estadistico
de los elementos de matriz (v,),, es equivalente a utilizar un modelo estadistico de ruido
blanco generalizado, Ec. (7.16), que, a menos de que se diga lo contrario, serd el que
usaremos de ahora en adelante para hacer nuestros calculos.

7.3. Valores esperados: caso unidimensional

En esta seccién aplicaremos una version unidimensional del modelo estadistico de la
ecuacién (7.16) para obtener el valor esperado de la serie de Born de las amplitudes ¢ y r,
asi como sus intensidades 7'y R en el caso unidimensional. Por ser el caso unidimensional
el mas sencillo de tratar, discutiremos éste lo més posible tratando de exhibir tanto
la implementacién del método de la serie de Born como el comportamiento del valor
esperado de ésta, lo cual es muy dificil de hacer para el caso multicanal.

La serie de Born de las amplitudes de transmision ¢ y de reflexién r del caso unidi-
mensional se obtienen de las expresiones del caso multicanal poniendo N = 1 e ignorando
las contribuciones de canales cerrados, es decir, hay que considerar que las sumas que
aparecen en las expresiones de la ecuacion (2.152) sélo tienen un sumando.
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Del modelo estadistico definido en la ecuacién (7.16) para el potencial cuasi-unidi-
mensional V;, (7), podemos obtener el modelo estadistico para el potencial unidimen-
sional V (z) de la siguiente manera:

(V (1)) =0 (7.17a)
V@)V () = 70 (01— 22 (117b)
(V(z1)V (x2)V(x3)) =0 (7.17¢)
V00V (22)  (22) V(@) = 35 |3 o1 = 22) 3 2 = )

+0 (1 — w3) 0 (X2 — x4) + 0 (1 — 24) § (29 — 13)} , (7.17d)
(V (1) V(22)V(23)V (24) V (25)) =0 (7.17e)
(V(21) V (22) V (23) V (24) V (35) V (26)) = %{5 (z1 — 22) X

6 (3 —x4) 0 (x5 —x6) + 0 (23 — x5) 0 (x4 — x6) + 0 (T3 — x6) 0 (x4 — 5)

+todas las combmaciones}, (7.17f)
V(21)V(@2) -V (29p-1)) = 0 (7.17g)
(V(z1)V(2) -V (22p-1) V (29p)) = glp{(Qp — D!IY combinaciones  (7.17h)

de productos de p deltas de Dz'rac},

donde hemos omitido la tilde, ya que en el caso unidimensional V () no puede ser una
cantidad compleja.

Utilizando la versién unidimensional de la notaciéon compacta de la Ec. (2.152) y
el hecho de que el promedio de un término de la serie de Born de orden impar en el
potencial es cero, obtenemos que a cuarto orden en el potencial los valores esperados de
las cantidades ¢, r, T', y R se escriben de la siguiente manera:

~ —~
~
~— N
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S~
5
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b(
+
~— -/~
—
= ~
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< ~
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7.3.1. Valor esperado de la amplitud de transmisién: (t),

El valor esperado (t) re.r €8 el ejemplo que estudiaremos con el mayor detalle posible,
ya que nos permitira exhibir la manera en que se aplica la serie de Born y los resultados
que podemos obtener de ésta; ademas, el resultado que obtendremos para (t), ,, con el
método de la serie de Born se podra comparar con el resultado analitico que obtuvimos
al resolver la ecuacién de difusién en limite de longitud de onda corta (k¢ > 1): ver
ecuacion (5.27).

Como ya hemos mencionado, obtener el valor esperado de la serie de Born mas alla del
cuarto orden en el potencial es muy complicado; sin embargo, sélo en el caso unidimen-
sional y para (t) ke, obtendremos el valor esperado del sexto orden en el potencial,
ya que esto nos permitira dar una mejor interpretacion al resultado que obtendremos
mediante la serie de Born.

Para calcular el valor esperado de los diferentes érdenes de la amplitud de transmision
de la serie de Born utilizaremos la versién unidimensional de las expresiones (2.152a)-
(2.152d), junto con la versién unidimensional del modelo estadistico del potencial, Ec
(7.17). Al hacer lo anterior obtenemos las siguientes expresiones:

(e = 0 [ o (i) Go (ki - a2) s (ki)
OV (@) V (@) doydas, (7.198)
(D)o = (=) / — (ks 1) go (ks w1 — @2) go (ki w2 — x3) go (ks 3 — 34) o4 (K 4) X
WV (21) V (22) V (w3) V (22)) dvrdvadasdaa; (7.19b)
(O = (0 [ oo (i) Go ki = a2)Fo (ks oa = ) o (ki — )

go (ks x4 — x5) Go (k3 w5 — 26) P4 (K3 26) X
(V(z1)V(22) V(23) V (24) V (25) V (26)) drr1drodrsday; (7.19¢)

Los detalles del calculo de las expresiones de (7.19) se muestran en el Apéndice C, de
tal manera que aqui solo escribiremos los resultados, siendo éstos:

1L
(Odees = —T7 (7-20a)
1[L2 9L 1 /17 i 1y
<(t)4>k,€,L -2 [ * Ik * k2 (16 e Ee4 kL)} (7:200)
L[ > 17L* L (165 2ikL 9 sikL
(De)er = 5_3{ §_Z§?+E <_6+7 86 )
(41 . 33 ;
_% (Z (1 — ¥y — o (1- e‘“kL))}; (7.20c)

por lo tanto, hasta sexto orden en la serie de Born el valor esperado de la amplitud de
transmision se escribe de la siguiente manera:
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1L 1[L? 9L 1 /17 ‘ 1
t et 1 _ —— - | — y _ - 21kL_ _ 43k L
<>k,e,L 51!+€2[2!+Z4k’+k‘2(16 e 166

I[P ATLE L (165 ..., 9.
= _ — | == 7 2ikL Y 4ikL
Us[ 3] Z8k+k2(16+6 T3¢

_k% <% (1 —e¥F) — 2—2 (1- 64"“))1 +0 (614) . (7.21)

La ecuacién (7.21) expresa a (t), , , como una serie de potencias inversas en camino
libre medio ¢, es decir, como una serie de potencias en la interaccién. Cada una de las
potencias inversas del camino libre medio ¢ multiplica a una suma finita de términos
que dependen del nimero de onda £ y de la longitud L.

Una vez que tenemos la dependencia explicita la serie de Born de (t) ke, Dasta sexto
orden, Ec. (7.21), podemos preguntarnos bajo que circunstancias esta serie de Born es
una buena aproximacién de dicho valor esperado? Para responder esta pregunta debemos
recordar que nuestro interés en describir la evolucién con la longitud L del valor esperado
(t) 1.0, manteniendo fijos el camino libre medio £ y el nimero de onda k. Por esta razén
denotaremos a (t), ; como una funcién de L /¢ con pardmetro k¢ fijo. Tomando en cuenta
lo anterior reescribimos la serie de Born de () koL EC (7.21), de la siguiente manera:

D= (1 -0 BB FB
)

)
-7 | (2 +om)
> ,

4
+0 (z2)

Si en la ecuacién (7.22) comparamos el orden 1/ (k€) con el orden 1/ (kf)* nos damos
cuenta que los factores numéricos de las potencias de L/¢ del orden 1/ (k¢)* son grandes
comparados con los correspondientes factores del orden 1/ (kf). Esta misma tendencia
la observamos al comparar el orden 1/ (k€)* con el orden 1/ (k¢)®; por lo tanto, para que
la serie de Born de (t) k., Tepresente una buena aproximacion se necesita que de manera
simultanea se cumplan las siguientes condiciones:
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L/t < 1 (7.23a)
kO > 1 (7.23b)

Las expresiones de la ecuacién (7.23) nos dicen que el valor esperado de la serie de Born
de la amplitud de transmisién, Ec. (7.21), es una buena aproximacién en el régimen
balistico, Ec. (7.23a), y en la aprozimacion de longitud de onda corta, Ec. (7.23b).

Analicemos la estructura de la ecuacién (7.22). Si bien la ecuacién (7.22) es idéntica
a la ecuacién (7.21), no es la forma natural de escribir la serie de Born ya que la serie
de Born es un desarrollo en potencias inversas en el camino libre medio, Ec. (7.21),
mientras que la ecuacién (7.22) es un desarrollo doble, ya que expresa a (t),, 1 /¢ COMO
un desarrollo en potencias inversas del pardmetro k¢ donde cada una de las potencias
de 1/k¢ multiplica a una o varias series en potencias de L/¢, que a su vez pueden tener
como factor a una exponencial compleja con argumento 0ik L, 2¢k L o 4ik L. Los diferentes
6rdenes del desarrollo en 1/kf se construyen al extraer ciertos términos especificos de
cada orden en la serie de Born: por ejemplo, el orden 1/ (k¢)° [primer renglén de la
ecuacién (7.22)] tiene las contribuciones

L4t 5 (55 55 (7.242)

que corresponden a orden cero, orden dos, orden cuatro y orden seis en la serie de Born,
respectivamente; analogamente, el orden 1/ (kzﬁ)1 tiene las contribuciones

i2 (L), —ikZ (%)27 (7.24Db)

1 \7 8
que corresponden a orden cuatro y orden seis en la serie de Born, respectivamente.

En conclusién las series de potencias en L/¢ que aparecen en la ecuacién (7.22)
se construyen a partir de la serie de Born seleccionando de cada orden de ésta, las
contribuciones a los diferentes érdenes en potencias de 1/k¢. La manera en que escribimos
la serie de (t),, ; en la ecuacién (7.22) tiene la estructura que propusimos en el Apéndice
F de la referencia [42] para los valores esperados del caso unidimensional en el limite
de longitud de onda corta no idealizado: k¢ > 1. Dicha estructura la discutiremos mas
adelante.

El término dominante de (t), ;

Como ya hemos mencionado, la razén por la que estamos presentando con todo
detalle el método de la serie de Born para (t), ; se debe a que en este caso particular
podemos extraer mucha informacion a través de la serie de Born.

Consideremos el primer renglén de la ecuacién (7.22). La serie en potencias de L//¢
que aparece en dicho renglén difiere notablemente de las otras series: no esta multiplicada
por ninguna funcién que dependa del niimero de onda £ ni por una potencia inversa de
ke, es decir, sélo depende de L/¢; ademés, los factores de las potencias de la variable
L/l nos hacen pensar que se trata de una serie convergente bien conocida, la serie de la
exponencial decreciente e /!, Para mostrar que esta sospecha es cierta consideremos el
valor esperado de la serie completa de la amplitud de transmision:
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Orerse =1 +Z —i) / / — (k;21) go (k521 — w2) - (7.25)
9o (ks xop—1 — 952;)) P (ks w2p) (V (1) V (w2) -+ V (w2p-1) V (3p)) dwy - - - dwy,.

El momento de orden 2p en el potencial (V (x1)V (xg) -V (x9p)) tiene (2p — 1)! térmi-
nos, cada uno de los cuales es el producto de p deltas de Dirac, es decir:

(V(z1) V(2) -+ V(22p-1) V (22)) = gip 0 (21— w2) 0 (w3 — 24) 6 (25 — @) - -~

0 (Top—3 — Tap—2) O (T2p—1 — Tap) + todas las combinaciones |. (7.26)

Al introducir la ecuacién (7.26) en la ecuacién (7.25) obtenemos la serie de (t),,
siendo ésta:

(O eerse = 1+Z 17 [/ / — (k1) go (ks 21 — @2) -+ Go (k3 2p—1 — @)
+(k;a:p)dw1---dxp+---]. (7.27)

Los puntos suspensivos que aparecen después del simbolo + en el segundo renglén de la
ecuacion (7.27) quieren decir que hay maés integrales como la que escribimos explicita-
mente en el primer renglon, las cuales provienen de evaluar los productos de deltas de
Dirac que agrupamos en la frase “todas las combinaciones” de la ecuacién (7.26).

No es casualidad que hayamos escrito de manera explicita la integral que aparece en
el primer renglén de la ecuacién (7.27), ya que ésta dard el p-ésimo término de la serie
que estamos buscando. Debido a que las funciones de Green g (k; x — 2’) dependen del
valor absoluto |z — 2/|, la integral en cuestién se rompe en varias integrales, cada una
de las cuales se realiza en una region diferente dependiendo de las relaciones que haya
entre todas las z;’s del integrando. Una de esas regiones es aquélla en la que las z;’s
cumplen la relacion: xy > x9 > x3 > -+ > x,_; > x,. La integral sobre esa region es la
siguiente:

/ / / —1k501 Zk (x1—22) z'k:(:cg—xg) . eik(l’p—2_1’p—1)eik(xp—l_wp)eikxpdxl e dl'p
1 p
=) T day-d 2y = L7 (7.28)

cuyo valor no depende de k ni esta multiplicado por alguna potencia inversa de k{; por
lo tanto, este tipo de contribuciones deben agruparse en el primer renglén de la ecuacion
(7.22). Las demds contribuciones de la integral del primer renglén de la ecuacion (7.27)
y todas las contribuciones de las integrales que indicamos con los puntos suspensivos
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del segundo renglén de la misma ecuacion, dependeran en potencias inversas de k/, las
cuales multiplicardn a potencias de L/¢ y posiblemente a exponenciales complejas con
argumentos 2ik L y 4ik L tal como se muestra en la ecuacién (7.22). Utilizando este ltimo
argumento, las ecuaciones (7.27) y (7.28) y el hecho de que la serie de la exponencial
decreciente e /¢ es:

x p p

e~~~ DL

e L/t = Z—p! ( 7)o (7.29)
p=0

obtenemos que la serie de Born predice que (t) .o, tiene la siguiente estructura general

o0

_ 1
Orerse =+ X o O (7.30)
p=1

En la ecuacién (7.30) hemos agrupado en la serie de e =%/* todos los términos de orden

1/ (k0)°, Ec. (7.28), los cuales se genera a diferente orden en la serie de Born. Por otro
lado, en las cantidades (t>,(f’ 3: hemos “agrupado” todos los términos de orden 1/ (k£)”
con p > 1, los cuales se generan a diferentes érdenes en la serie de Born; sin embargo, a

diferencia del orden 1/ (k) no conocemos toda la dependencia de las cantidades (t>§€p )L,

pero si podemos inferir que la estructura de las cantidades <t>§€p )L es una o varias series

de potencias en la variable L/¢ las cuales pueden estar multiplicadas por exponenciales
complejas: ver ecuacion (7.22).
En conclusién, para el caso particular de (t), ;, pudimos identificar y sumar las

contribuciones de orden 1/ (k£)° que se generan a todo orden en la serie de Born repro-
duciendo asf el conocido comportamiento exponencial [18] para este valor esperado;
Cuando comparemos el resultado tedrico de (t), ;, Ec. (7.30), con el resultado numéri-
co para el mismo valor esperado, Fig. 7.1, veremos que el término dominante de la serie
de Born de (t), ;, en el régimen k¢ > 1, es la exponencial decreciente e~ 2/, siendo las
demés contribuciones correcciones de orden superior en potencias inversas de k.

Comportamiento de (t), ; en el limite idealizado de longitud de onda corta:

kl — oo

De las ecuaciones (7.21) y (7.22) se observa que a partir de la serie de Born de (t), ;,
que es una serie de potencias inversas en el camino libre medio, se puede construir una
serie en potencias inversas de 1/ (k) como se abrevia en la ecuacién (7.30). La estructura
que se muestra en la ecuacién (7.30) coincide con la estructura general que supusimos
para los valores esperados en el caso unidimensional y en limite de longitud de onda
corta (SWLA) k¢ > 1 (ver Apéndice F de la referencia [42]). En el caso particular de
(t);,, dicha estructura es la siguiente:

[e.9]

s = 00 + 3 G 2 8,0, (731a)

p=1

m=—00

donde las cantidades (t)S:O) y (t}g)L It dependen de L/¢, pero no de k¢, por lo que al hacer
las siguientes identificaciones
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By = et (7.31b)
[e9) A .
W = > O, e p>, (7.31¢)

podemos expresar las cantidades () ,f 3-4 que introdujimos en la ecuacién (7.30) en térmi-

nos de las cantidades (t>f§?L I

Si bien en la ecuacién (7.22) s6lo tenemos los primeros términos de las cantidades
<t>$:0) y (t>£ﬁ?L J¢» €sta ecuacion junto con la expresion del término dominante, Ec. (7.29),
nos dejan ver que (t), ; si satisface la estructura propuesta en la ecuacién (7.31), ya que

podemos hacer las siguientes identificaciones:

= A orden 1/ (M)O tenemos toda la serie, por lo que:

2 3 4
o_(y_LtL 1/(L\ _1/(L A
(e _(1 1!£+2!(e si\z) TO\g) )=

= A orden 1/ (k)"
(-5 o)) o

—~

7.32a)

L L\?

7 z) ) , (7.32¢)
(onse =~ (1 -7 (%) +0 (%) ) C0%=0 (T320)

% %) ) S 0B =0 (732)

= A orden 1/ (kf)*:

(623 L

<t>§f’£/g = (6_4 +0 (?)) ; (7.32f)
41 L

(rse =i (Z +0 (z)) » ) 0 =0, (7.32g)
(33 L

() =—i (@ +0 <Z)) : )% L0 =0. (7.32h)
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Para el caso particular de la contribucién de orden (k¢)°, Ec. (7.32a), fuimos capaces
de obtener todo el desarrollo en serie de potencias de la variable L/¢ obteniendo asi la
serie de la exponencial decreciente e~%/¢, la cual converge para todo valor de L /L. Por
otro lado, de los pocos términos con los que contamos para las contribuciones de or-
den superior en potencias de 1/k¢, Ecs. (7.32b)-(7.32¢), vemos que los factores de las
potencias de L/¢ muestran una tendencia a disminuir muy lentamente, Ec. (7.32b), o
a aumentar muy rapidamente, Ec. (7.32¢), lo cual nos hace pensar que dichas series
ipueden ser divergentes! Como mostraremos en la siguiente seccién, la serie de Born de
(t)y., generard series asintdticas (ver Apéndice D) para los diferentes ordenes en 1/k(
excepto el orden 1/ (k0)°.

La cantidad (t)(LO) de la ecuacién (7.31a) tiene una gran relevancia, ya que ésta es
la solucién de la ecuacién de difusién en el limite de longitud de onda corta (SWLA)
en el caso unidimensional: ver ecuacién (5.27). La ecuacién de difusién en el limite
de longitud de onda corta k¢ > 1, Ec. (4.56), da la evolucién con la longitud L de
la contribucién de orden 1/ (k¢)" despreciando las contribuciones de orden superior en
potencias inversas de 1/k¢, ya que para obtener dicha ecuacién de difusién se tomé el
limite idealizado k¢ — oo; por lo tanto, el tinico término que contribuye al valor esperado
de una observable en el limite de longitud de onda corta es el de orden 1/ (kf)". Si
tomamos el limite de longitud de onda corta k¢ — oo el en caso particular de (t),, Ec.
(7.31a), obtenemos:

lm (t), , — &) = e /" (7.33)

kl—o0 ’

En este limite de longitud de onda corta consideramos que k¢ — oo pero manteniendo
fijo el camino libre medio, es decir,

IR T,

que quiere decir que la distribucion de los potenciales delta, Ec. (3.10), debe ser tal que el
segundo momento de las cantidades <(u,,)2> crezca tan rapido como lo hace k%, logrando

asi que el segundo momento de las cantidades <(vr)2>, Ec. (3.15), siga escalando como
d. De esta manera conseguimos que en el limite denso de dispersiéon débil, Ec. (7.5), el
camino libre medio se mantenga fijo.

El resultado de la ecuacién (7.33) coincide con el resultado que obtuvimos al resolver
la ecuacién de difusién en el limite de longitud de onda corta, Ec. (5.27), que a su vez
obtuvieron Mello y Tomsovic [18] con una ecuacién de difusién que, salvo los coeficientes
de correlacion, Ec. (4.17), es idéntica a la ecuacién (4.56). En conclusién, mediante dos
métodos independientes, la ecuacion de difusién en el limite de longitud de onda corta
por un lado y la serie de Born por el otro, pudimos obtener el mismo resultado para

(05

Comparacién de la serie de Born de (t), ; con la simulacién numérica

En esta secciéon compararemos el valor esperado de la serie de Born de la amplitud de
transmision que obtuvimos en las secciones previas con el valor esperado de una simu-
lacién numérica basada en la versiéon unidimensional del potencial cuasi-unidimensional
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definido en la ecuacion (3.13). Dicha comparacion la haremos para un valor finito del
parametro k¢, pero mucho mayor que uno.
Utilizando la contribucién de orden (k¢)° de (t) k.0 ¢ (7.32a), junto con los términos

que conocemos de los érdenes 1/ (k€)', 1/ (k€)* y 1/ (k€)?, Ec. (7.22), podemos expresar
la parte real e imaginaria de (t), ;. Para la parte real obtenemos

Rer),, = ¢ b/ (7.352)
l e (7)o (1)) - (17 (F) vo (7)) ese
() o) e
(i vo (7))o (G0 (7)) ma]
+o(kl€)4,
tmientras que para la parte imaginaria
o= (3 (7) -5 (F) +o(2))] 739
() o 4 n (oo
o) (oo ess- (30(2)rsd]
+0(2e)4-

Para poder comparar los resultados numéricos con las expresiones que obtuvimos a
partir de la serie de Born, Ec (7.35), debemos cumplir las condiciones de la ecuacién
(7.23), por lo que el programa se ejecuté tomando k¢ = 100.

Parte real del valor esperado de (t), ;. Como ya habfamos anticipado en la
ecuacién (7.30), el término dominante de la parte real de (t), ; es la contribucién de orden

1/ (k0)°, es decir, (t>,(€O)L = e I/t Por esta razén en la figura 7.1 comparamos el término

dominate <t),(€)L con la parte real del valor esperado de la amplitud de transmisién que

obtuvimos de la simulacién numérica. De la figura 7.1 observamos lo siguiente:

» E] término dominante (t),gO)L y la simulacién numérica son indistinguibles en todo el
intervalo L/¢ € [0, 2.5], no sélo para valores pequenos del cociente L/¢. Lo anterior
se debe a que la serie de e~%/¢ converge para todo valor de L /¢ no sélo para valores
pequenos de esta cantidad.
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= También observamos que la dependencia oscilatoria que predice la serie de Born
(para valores L/¢ < 1), Ec. (7.35a), es imperceptible. Lo anterior se debe a que
las contribuciones oscilatorias mas importantes de la ecuacién (7.35a) son inver-
: 2 ) : ;
samente proporcionales a 1/ (k¢)”, por lo que son 4 6rdenes de magnitud més
pequenos que la contribucién de la exponencial e %/¢, ya que k¢ = 100.

Figura 7.1: Re (t) vs L/{. El resultado numérico (curva continua) es indistinguible del resulta-
do tedrico del término dominante <t>(LO) = ¢ L/% (curva de segmentos) para todo valor de L//.

Los resultados corresponden al valor k¢ = 100 y 107 realizaciones del desorden microscépico.

Para averiguar si las contribuciones oscilatorias que predice la serie de Born, Ec.
(7.35a), realmente se manifiestan en el calculo numérico, al valor esperado del célculo
numérico le restaremos la exponencial e~ %/? y la comparamos con su analogo teérico, es
decir, con:



176 Capitulo 7: Estudio de la Dispersion en el Régimen Balistico

el (E S G 0t)) o
D Yeoarn - (115 (2 0 () ) st
%)) sin 2k L + ( (%)) sin 4kL]

Figura 7.2: Re (t) — e /¢ vs L/¢. El resultado numérico (curva continua) y los resultados
tedricos Re [(M)f2 (t),(f)L} (curva de segmentos) y Re [(l{:ﬂ)f2 <t>,(€2)L + (k0)? (t),(f)L] (curva de
puntos) sélo muestran un acuerdo muy cerca del origen. Los resultados corresponden al valor

k¢ =100 y 107 realizaciones del desorden microscépico.

La comparacion entre la curva numérica y la tedrica, Ec. (7.36), se muestra en la figura
7.2, donde observamos lo siguiente

= La curva tedrica y la numérica sélo muestran un acuerdo cuantitativo al inicio de
la grafica (aproximadamente para 0 < L/¢ < 0.01).
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s Al ver la figura 7.2 podemos pensar que para obtener un mejor acuerdo entre
ambas curvas necesitamos calcular la contribucion de octavo orden! de la serie de
Born y de ésta extraer los términos del estilo

(/{;12)2 (%)2 @2 <%)2COS%L’ (kz)2 (%)QCOSML’ o

los cuales contribuirian en el primer renglén de la ecuacién (7.36); sin embargo,
también podemos pensar que la figura 7.2 es una manifestaciéon del comportamiento
asintotico de la serie de Born de (), ;, el cual discutiremos mas adelante.

= No obstante que en la figura 7.2 no vemos un buen acuerdo cuantitativo entre la
curva teédrica y la curva numérica, si vemos un buen acuerdo cualitativo, ya que
los méaximos y minimos de las oscilaciones que presentan ambas curvas suceden
aproximadamente en los mismos puntos.

= Por tdltimo, en la figura 7.2 observamos que las tltimas oscilaciones de la curva
numérica que se aprecian comienzan a presentar un comportamiento que ya no
es suave como las primeras oscilaciones, esto es una manifestacion debida a las
fluctuaciones del célculo numérico. Dichas fluctuaciones las observamos de mejor
manera en la figura 7.3, en la cual sélo graficamos la curva numérica en un intervalo
mas grande.

De las figuras 7.1, 7.2 y 7.3 podemos concluir lo siguiente:

= En el limite £¢ > 1 la diferencia entre el resultado de la simulacién numérica
Re (t) xrym v €l término dominante <t)(LO) solo es perceptible cerca del origen, ya que
al alejarnos del origen dicha diferencia da las fluctuaciones del célculo numérico.

» La diferencia entre Re (t)y,., ¥ (t}f) tiene el comportamiento cualitativo que

predice la serie de Born, Ec. (7.36).

Parte imaginaria del valor esperado de (t), ;. La ecuacién (7.35b) muestra los

primeros términos de las contribuciones de orden 1/ (k0)", 1/ (k€)* y 1/ (k£)* que pudi-
mos obtener para la parte imaginaria de (¢), ;. A diferencia de la parte real de (t), ,

la contribucién dominante de la parte imaginaria es de orden 1/ (/{:6)1 siendo nula la
contribucién de orden 1/ (kf)°. Ademds, para la parte imaginaria sélo conocemos los
primeros términos de la contribucién dominante. En la figura 7.4 comparamos el resul-
tado tedrico de la ecuacién (7.35b) con la parte imaginaria de la amplitud de transmisién
que obtuvimos de la simulacion numérica, de la cual observamos lo siguiente:

= Las tres curvas tedricas y la numérica muestran un muy buen acuerdo desde el
origen hasta valores de L/¢ ~ 0.3, de tal manera que para esos valores de L// la
ecuacién (7.35b) es una buena aproximacién para I'm (t), ;.

= Por otro lado, las curvas tedricas difieren notablemente de la curva numérica si
L/l > 0.3 siendo malas aproximaciones para esos valores de L /(.
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Figura 7.3: Re(t)

fluctuaciones del calculo numérico de la cantidad Re (t) n,,, — e L/t las cuales a partir de

Num — € /% ws L/E. El resultado numérico (curva continua) muestra las

L/t ~ 0.3 dominan el comportamiento de la curva. Los resultados corresponden al valor

k¢ =100 y 107 realizaciones del desorden microscépico.

» En la regién de la figura 7.4 en la que las curvas tedricas son buenas aproxima-
ciones para Im (t), ; no podemos identificar cual de éstas representa una mejor
aproximacion.

= La curva que contiene las contribuciones de orden 1/ (k€)' y 1/ (k¢)* al igual que la
curva que contiene las contribuciones de orden 1/ (k¢)', 1/ (k)* y 1/ (k¢)* oscilan
alrededor de la curva que sélo tiene la contribucién de orden 1/ (k¢)". Lo anterior
se debe a que la curva que sélo contiene la contribucién de orden 1/ (kf)' no tiene
funciones trigonométricas, mientras que las otras dos si.

Para saber cual de las tres curvas tedricas de la figura 7.4 es una mejor aproximacion
a la curva numérica, en la figura 7.5 mostramos una ampliacién de la regién L/¢ € [0, 0.3]
de la figura 7.4 donde observamos lo siguiente:

= La curva tedrica que sélo contiene la contribucién de orden (k€)' es la curva que
menos se parece a la curva numérica, ya que ésta no tiene funciones trigonométricas
que puedan reproducir las pequenas oscilaciones que la curva numeérica tiene cerca
del origen; sin embargo, esta curva tedrica no es una mala aproximacion de la
curva numérica cerca del origen.
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Figura 7.4: I'm (t) vs L/{. El resultado numérico (curva continua) y los resultados tedricos
Im [(M)*l <t),(€1)L} (curva de segmentos), I'm [(kﬁ)fl (t),(cl)L + (ko)? <t>,(€2)L (curva de puntos)
y Im [(kﬂ)_l <t>,(§1)L + (k)2 <t>§€2)L + (k6)~3 <t>,(€33;] (curva de segmentos y de puntos) muestran
un muy buen acuerdo al inicio de la grafica. Los resultados corresponden al valor k¢ = 100 y

107 realizaciones del desorden microscépico.

. : I 1

» La segunda curva tedrica, la cual contiene las contribuciones de orden (k¢)" y de
orden (kf)”, es una excelente aproximacién a la curva numérica, ya que al inicio
de la grafica se encima ésta tultima.

= Al afladir la contribucién de orden 1/ (k¢)* a la contribucién de orden 1/ (kf)!
se obtienen las oscilaciones alrededor de la contribucién de orden 1/ (/fé)1 de tal
manera que la suma de ambas contribuciones nos da la segunda curva de la figura
7.5 que cerca del origen se encima a la curva numérica; por lo tanto, para obtener
una buena aproximacién de I'm (t), ; necesitamos la contribucién de orden 1/ (ko)"
y la primera correccién de orden 1/ (kf)*.

= Debido a que k¢ = 100 la contribucién de orden 1/ (kf)* da correcciones que son
cuatro ordenes de magnitud menores que la contribucién de orden 1/ (k)" y dos
ordenes de magnitud menor que la contribucién de orden 1/ (k€)?, por lo que en la
figura no se aprecia diferencia entre la segunda y la tercera curva. Lo anterior nos
deja ver que para aproximar la curva numérica Im (t) . es suficiente conocer la
contribucién de orden 1/ (kf)" y la correccién de orden 1/ (kf)°.
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Figura 7.5: Im (t) vs L/{. El resultado numérico (curva continua) y los resultados tedricos
Im [(sz)*1 <t>,(cl)L} (curva de segmentos), Im [(kzﬁ)*l (t),(cl)L + (ko)—? <t>,(€2)L (curva de puntos) e
Im [(kzﬁ)_l <t>,(€1)L + (k6)~2 (t),(f)L + (ko)™3 <t>,(j)L} (curva de segmentos y de puntos) muestran
un muy buen acuerdo al inicio de la grafica. Los resultados corresponden al valor k¢ = 100 y

107 realizaciones del desorden microscépico.

Como mostramos en la ecuacién (7.32¢), todas las contribuciones de orden (1/kf)°
de (t); ; generan la serie del término dominante (t}g)) = ¢ %% por lo que la parte

imaginaria de (t), ; no tiene contribuciones de orden (1/ k0)°. Lo anterior es consistente
con el resultado obtenido mediante la ecuacion de difusiéon en el limite de longitud de
onda corta, Ec (5.27), la cual predice que el valor esperado de la contribucién de orden
(1/ k:E)O es puramente real; por lo tanto, la ecuacién de difusién en el limite de longitud
de onda no puede darnos el comportamiento de la parte imaginaria de (), ,, lo cual
si pudimos hacer mediante la serie de Born obteniendo un buen acuerdo en el régimen
balistico y para k¢ > 1 grandes pero finitos.

Discusién de la convergencia de la serie de Born de (t), ;: el limite idealizado

de bajas energias: k/ — 0

Hasta el momento hemos visto que mediante la serie de Born de (t), ;, Ec. (7.21), se
pueden construir las contribuciones del desarrollo en potencias de 1/kf¢ de esta cantidad
[ver ecuacién (7.22)]; ademads, en el caso particular de este valor esperado obtuvimos
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toda la serie de la contribucién de orden 1/ (k:K)D, que resulté ser una serie convergente
[ver ecuacién (7.32a)]; sin embargo, no hemos estudiado las propiedades de convergencia
de la serie de Born, pues no sabemos obtener de manera general la contribucion de
orden 2p de esa serie para un valor de k arbitrario. En el limite idealizado de k¢ — 0
podemos estudiar las propiedades de convergencia de la serie de Born, ya que en este
limite podremos obtener explicitamente todos los 6rdenes de la serie.

El limite de bajas energias se obtiene al tomar k¢ — 0 en las funciones de Green y
las ondas planas de la ecuacién (7.25), pero manteniendo fijo el camino libre medio ¢,
es decir,

<(ur)2> <(UT)2> 1 .
Ii = = — = fijo. .
koo 4k2d a ¢ (7.38)
La ecuacién (7.38) quiere decir que para considerar el limite de bajas energias la dis-
tribucién de los potenciales delta, Ec. (3.10), debe ser tal que el segundo momento de las

cantidades <(ur)2> vaya, tan rapido a cero como lo hace k2, logrando asi que el segundo

momento de las cantidades <(UT)2>, Ec. (3.15), siga escalando como d. De esta manera
conseguimos que en el limite denso de dispersién débil, Ec. (7.5), el camino libre medio
se mantenga fijo.

Si bien en las secciones previas hemos utilizado la serie de Born como herramienta
para construir las contribuciones de orden 1/k¢, debemos recordar que la manera natural
de escribir la serie de Born es en potencias inversas del camino libre medio ¢, Ec. (7.21),
y no en potencias de 1/k¢ [compare las ecuaciones (7.21) y (7.22)]. Hacemos notar lo
anterior, pues para obtener (t), ; en el limite de bajas energias, tomaremos el siguiente
limite: 7

li L 7.39
k0 <(t)2p>k,L o (7.39)

donde <(t)2p>k representa el valor esperado de un orden par de la serie de Born: ver
L

ecuaciones (7.19) y (7.25).
Al tomar el limite k¢ — 0 en la ecuacién (7.25) obtenemos la siguiente expresion
para el valor esperado de la amplitud de transmision:

HmamLH1+§j«o%/ommnm@»~vmmwmr~mm. (7.400)

k—0

Utilizando la ecuacién (7.26) en la ecuacién (7.40a) obtenemos la siguiente serie para
(t) e 1y €n el limite de bajas energias:

i (1), — 1+ S (1) (2p - DU (%)p (7.40b)

La ecuacién (7.40b) predice que en el limite de bajas energias la contribucién de segundo
orden en serie de Born [sustituyendo p = 1 en la ecuacién (7.39)] toma el siguiente valor:

i (0, =~ (7). (7.41)

k£—0 )
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que coincide con lo que obtenemos al tomar el limite £¢ — 0 en la ecuacién exacta del
segundo orden, Ec. (7.20a). De igual manera, la ecuacién (7.40b) predice que en el limite
de bajas energias la contribucién de cuarto orden en serie de Born [sustituyendo p = 2
en la ecuacion (7.39)] toma el siguiente valor:

, L\*
klc}r—r}o (D) =3 (Z) . (7.42a)
que coincide con lo que obtenemos al tomar el limite £ — 0 en la expresion exacta del

cuarto orden, Ec. (7.20b), es decir:

, L[1,,
klz}ino <(t)4>’“vL o kler—>n0 2|2 L k2 + 16k2

z )
(7.42b)
por lo tanto, de los érdenes de la serie de Born de (t), ; que pudimos obtener exactamente
observamos que al tomarles el limite de bajas eneréias las expresiones coinciden con lo
que la ecuacién (7.40b) predice en dicho limite.
Desafortunadamente, la serie de la ecuacion (7.40b) es divergente, ya que no cumple
el criterio de convergencia. En efecto:

1+ 2ikL — ¥kt 1+4ikL—e4““L] _a(L 2

2p+ DI L
2p—17¢
No obstante que la serie de la ecuacién (7.40b) es divergente, ésta es de utilidad, ya que
representa la serie serie asintdtica (ver Apéndice D) en potencias inversas de ¢/L de

una funcion definida en términos de una integral. Para mostrar lo anterior, expresamos
el doble factorial del nimero impar 2p — 1 de la siguiente manera:

lim
p—00

— 00. (7.43)

(2p — DI = Pe=2dy, p >0, (7.44)

)

que al sustituir en la ecuacién (7.40b) nos da la siguiente expresion:

. L 2 ! —u?/2
’lclin O rerse — © (€> \/ﬁ/ Z@ (—Zu> e du, (7.45a)

donde hemos definido la funcion

( ) \[/ 1+ L quu= YL/ > 0. (7.45b)

que se evaliia numéricamente para cada valor de L /(.

La funcién © (%) definida en (7.45b) como una integral, da el valor esperado de t en
el limite de bajas energias como una funcién de L/¢ acotada para todo valor de L/¢, que
satisface la condicién inicial (¢),,, = 1; entonces ;jpor qué la serie de la ecuacién (7.40Db)
es una serie divergente para todo valor de L/¢? Para responder esta pregunta notemos
que la ecuacién (7.40b) se obtiene de la ecuacién (7.45b) realizando el procedimiento
inverso, es decir, desarrollando el denominador del integrando que aparece en la ecuacion
(7.45b) e integrando los términos de dicho desarrollo, como se muestra en la ecuacién
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(7.45a); sin embargo, para que dicho desarrollo sea vélido se necesita que uL/{ < 1,
lo cual no sucede en todo el intervalo de integracién, ya que u € [0,00). Realizar la
integraciéon de la ecuacién (7.45a) sobre regiones del intervalo u € [0,00) en los que
no es vélido el desarrollo del binomio (1 + u?L /6)_1 origina que la serie de la ecuacién
(7.40b) sea divergente, pero asintotica.

La integral de la ecuacién (7.45b) da como resultado [43, ver ecuacién 3.466]

@(%) NG —ezLErfc <\/%> L/t >0, (7.45¢)

@(%) — 1, L/t=0. (7.45d)

Si en la ecuacidn (7.45¢) usamos el desarrollo asintético de la funcién Erfe (z) para z < 1
o equivalentemente para 1/z > 1 [44]

Erfe (z) ~

(2p — D! 14
1—1—2 ])2,22 ) ] con z=4\/gr, (7.46)

recuperamos la serie de la ecuacién (7.40b).

Figura 7.6: Comparacién entre las sumas parciales pares S (L/¢), Ss(L/l), Se(L/l) y

Re (t)pg_o = © (L/0).
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De la ecuacién (7.45) observamos que, al igual que en el limite de longitud de onda
corta en el que kf — oo, Ec. (7.33), en el limite de bajas energias el valor esperado de
la parte imaginaria de (t),  es cero.

Lo que hasta el momento hemos mostrado es que, en el limite de bajas energias, la
serie de Born de (), ;, Ec. (7.40b), da una serie divergente, pero asintdtica, que podemos
identificar como la serie asintética de la funcién © (L/¢), Ec. (7.45b), que a su vez es
proporcional a la funcién de Erfe(/¢/2L), Ec. (7.45¢).

Discutamos el comportamiento asintético del valor esperado (t), ; en el limite de
bajas energias k — 0.

En general las series asintoticas son divergentes, pero son de gran utilidad para
aproximar el valor de una funcién en una regién cercana a un punto singular, fuera de
la cual la aproximacién es mala [45]. En nuestro caso particular la funcién es © (L/{),
Ec. (7.45b), cuya serie asintética es la ecuacién (7.40b) y el punto singular es L/¢ = 0;
por lo tanto, la serie asintética (7.40b) nos permitird aproximar la ecuacién (7.45¢) en
una regién cercana al origen, es decir, L/ < 1.

La manera en que se utiliza una serie asintética para aproximar el valor de una
funcién en un punto dado, es mediante las sumas parciales de dicha serie: por ejemplo,
las sumas parciales de la serie de la ecuacién (7.40b) son:

S (%) =1 (7.47a)

S (%) = 1—% (7.47D)
s(H) - Las(t) o
(1) = 1 (D) (B s (2 s

En la figura 7.6 comparamos las sumas parciales Sy (L/), Sy (L/€) y Sg(L/{) con
(t); en el limite de bajas energfas [ver ecuacién (7.45)]; andlogamente, en la figura 7.7
comparamos las sumas parciales Sy (L/{), S5 (L/{) y S5(L/¢) con (t), ; en el mismo
limite. En ambas figuras vemos que mientras més términos tenga la suma parcial ésta
deja de ser una buena aproximacion a la curva real de (t), ; para valores de L/¢ cada
vez mas pequenos, lo cual no sucede para una serie converé;ente, pero es caracteristico
de una serie asintodtica.

Una caracteristica de las series asintoticas es que para un punto dado existe una
suma parcial que es la mejor aproximacién a la funcion en dicho punto. Dicha suma
parcial es aquélla que tiene el niimero dptimo de términos [46,47]. El nimero éptimo de
términos n para un punto dado se obtiene cuando el cociente entre los términos n+1y n
de la serie asintética en cuestion es del orden de 1: por ejemplo, pensemos que queremos
aproximar (t), ;, Ec. (7.45), en el punto L/¢ = 0.1 con el menor error posible, es decir,
con la suma parcial que tiene el niimero 6ptimo de términos, que determinamos de la
siguiente manera [ver ecuacién (7.40b)]:
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Figura 7.7: Comparacién entre las sumas parciales impares Sy (L/¢), Ss(L/¢), S5(L/¢) y

Re (t) 0 = © (L/0).

@D (5™ L
Gn = D (5" = (2n+1) (Z) ~1 (7.48a)

n o~ % (LL/E — 1) ; (7.48Db)

por lo tanto, al sustituir L/¢ = 0.1 en la ecuacién (7.48b) se obtiene que n ~ 4.5, es decir,
que el nimero 6ptimo de términos es 4 o 5. En las figuras 7.6 y 7.7 observamos que, en
efecto, las sumas parciales que més se parecen a la curva de (7.45) en el punto L/¢ = 0.1
son Sy (L/l) y S5(L/f). En la figura 7.8 observamos que las sumas parciales Sy (L//)
y S5 (L/0) difieren de la curva real en L/¢ = 0.1 casi por el mismo error; ademds, para
valores de L/¢ < 0.1 ambas sumas parciales son buenas aproximaciones de la curva real.

Para concluir la discusién de (t), ; hagamos conexién entre los resultados obtenidos
para este caso particular, es decir, entre la estructura general que obtuvimos para (t) kL
en potencias de 1/k¢, Ec. (7.30), en la aproximacién de longitud de onda corta, Ec.
(7.33), y el limite de bajas energias, Ec. (7.45).

Las ecuaciones (7.33) y (7.45) dan los dos comportamientos limite del valor esperado
de (t), ;, que comparamos en la figura 7.9. En dicha figura observamos que la curva de
e cuando k¢ — 0 siempre estd por encima de la curva de (t)y,,, cuando k¢ — oo. Lo
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Figura 7.8: Comparacién entre las sumas parciales Sy (L/€), S5 (L/{) y Re (t),_.o0 = © (L/{).

anterior puede parecer contraintuitivo, ya que es natural pensar que al aumenta el valor
de k (de la energfa) haya una mayor transmision, pues de esta manera el electrén inter-
accionaria menos con el potencial dispersor que si el valor de £ disminuye. El argumento
anterior seria cierto si hubiéramos considerado en ambos casos la misma distribucion
de los potenciales delta, es decir, el mismo valor para el segundo momento <(ur)2>; sin
embargo, recordemos que en ambos limites conservamos fijo el camino libre medio [ver
ecuaciones (7.34) y (7.38)], lo cual se consiguié de la siguiente manera:

= En el caso del limite de longitud de onda corta k¢ — oo la distribucion de po-
tenciales delta fue tal que el segundo momento de los potenciales delta <(uT)2>
creciera tan rdpido como k%, es decir, si bien el ntiimero de onda (la energia) del
electron k crece, también lo hace el potencial dispersor; por lo tanto, el electréon
si interacciona de manera importante con potencial, disminuyendo asi la trans-
mision.

= En el caso del limite de bajas energias k¢ — 0 la distribucién de potenciales
delta fue tal que el segundo momento de los potenciales delta <(ur)2> decreciera
tan rapido como k2, es decir, si bien el nimero de onda (la energfa) del electrén k
decrece, también lo hace el potencial dispersor; por lo tanto, el electron interacciona
poco con el potencial, permitiendo asi una mayor transmision.

Estos dos casos limite nos permiten afirmar que para un valor de ¢ fijo y un valor de k
arbitrario, la parte real de (t), ; tendra una dependencia en L/¢ cuya curva debera estar
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Figura 7.9: Comparacién de la parte real de (t), ; en el limite de longitud de onda corta

k¢ — oo (linea continua) y en el limite de bajas energias k¢ — 0 (linea de segmentos).

en la region encerrada por las curvas continua y punteada de la figura 7.9. Debido a que
en el limite de bajas energias mostramos que la serie de Born genera una serie divergente
pero asintdtica, es razonable sospechar que para un valor de k arbitrario la serie de
Born que obtendremos sera asintética y que el inico caso en que obtendremos una serie
convergente es cuando kf — oo.

Como mostramos en la ecuacién (7.30) la serie de Born nos permitié construir la
estructura general en potencias de 1/k( de (t); ; como:

_ (0) —~ 1 p _ L — 1 P
<t>k,L - W <t>L + pz_; W <t>k,L =€ /t + ; W <t>k,L ) (7-49)

siendo el camino libre medio ¢ y el nimero de onda k parametros fijos y en principio
arbitrarios. Como veremos mas adelante esta estructura no es caracterfstica de (t), ; ni
del caso unidimensional, sera la estructura general que generara la serie de Born para
cualquier observable.

Una vez que hemos mostrado la manera que utilizamos la serie de Born para calcular
(t) ke.Le» aplicaremos este método para construir la serie de otras observables y no sélo
en el caso unidimensional.
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7.3.2. Valor esperado de la amplitud de reflexién: (r),

Utilizando el método de la serie de Born que describimos con todo detalle para (t), ,
en la seccion 7.3.1, ahora obtendremos, hasta cuarto orden en serie de Born, el valor
esperado de la amplitud de reflexién.

Para obtener (r) ., hasta cuarto orden de la serie de Born utilizamos la version uni-
dimensional de la expresiones (2.152e)-(2.152h) junto con la versién unidimensional del
modelo estadistico del potencial, Ec. (7.17); por lo tanto, las contribuciones de segundo
y cuarto orden de la serie de Born de (r), ; son las siguientes:

(s = 0 [ oo ()T (himy = ) s (kiza)
(V(21) V (22)) dards, (7.50a)
(Vs = (0 [ e (i) Go oy = 22)Go ks 02 = ) o (ki — ) . (i)
(V(21)V(22) V (23) V (24)) dxydxodasdry; (7.50Db)

Al igual que en el caso de (t), ;, los detalles del calculo de las expresiones de la ecuacién
(7.50) se muestran en el Apéndice C, de tal manera que aqui sélo escribiremos los
resultados, siendo éstos:

1 l.

(s = 7|35 (-1 )], (7.510)
1 3L 1 | |

(Midper = 2 [ ;ke2lkL + = 12 <_§ + ;esz - ge“kL)}. (7.51Db)

por lo tanto, la expresién (r), ; hasta cuarto orden en serie de Born es la siguiente:

1| - 1| 3L 1 9 3. 3 4
— S| Y (g 4 2k L 2ikL _J 9 2kl _ O 4ikL
<T>k,L / {Qk ( +e )} + 72 [ t57¢ + = 2 3 + 5€ gc

w0 (1) -

Utilizando la ecuacién (7.52) podemos construir las primeras contribuciones de la
serie en potencias de 1/k¢ siendo ésta la siguiente:

W= & (-3 0@ )

2 ¥
TR RO E
vl ( - w0y ) (759
+ % +O(%) 2ikL
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La ecuacién (7.53) nos da las primeras correcciones al resultado de Mello y Tomsovic
[18] para (r), ;, Ec. (5.33), ya que este valor esperado no tiene contribucién de orden

1/ (k0)° siendo su primera contribucién de orden 1/kf. La ecuacién (7.53) serd una
buena a aproximacion en el limite de longitud de onda corta y en el régimen balistico,

Ec. (7.23).

El término dominante de (r), ;

A diferencia de (t), ; para (r), ; no hay contribucién de orden 1/ (k0)° siendo la

primera contribucién diferente de cero la de orden 1/ (M)l, por lo que, en el régimen
de longitud de onda corta no idealizado, es decir, k¢ > 1, esta contribucién sera la
dominante. Desafortunadamente no sabemos obtener la serie de la contribucién de orden
dominante de (r) kL, Y& que no hemos identificado, a cada orden en la serie de Born,
las integrales cuyo resultado es proporcional a 1/kf, a potencias de L/¢ y posiblemente
a exponenciales complejas como e?*¥: por ejemplo en los primeros dos renglones de la

ecuacién (7.53) tenemos los primeros términos de esta contribucién siendo los términos

i1 i1 or
K2 K2 (7.54a)
de segundo orden en la serie de Born, mientras que el término
T .54b
k(20 (7:54b)

es de cuarto orden en la serie de Born.
Debido a que (r), , no tiene contribucién de orden 1/ (kf)°, la estructura general en
potencias de 1/k¢ para (r), , es la siguiente:

o0

p =S @ ", (7.55)

p=1

que es la expresion andloga a la ecuacién (7.30) del (¢), ;.

Comportamiento de (r), ; en el limite de longitud de onda corta idealizado
kl — oo

De la serie de Born de (r), ; logramos construir los primeros términos de las con-

tribuciones de orden 1/k¢ y 1/ (k€)*, Ec. (7.53). Al construir esa serie notamos que en
este caso no hay contribucién de orden 1/ (k€)° por lo que la ecuacién (7.55) da la es-
tructura general de (r), ; en potencias 1/k(. La estructura de esa ecuacién la podemos
conectar con la estructura que propusimos en la referencia [42] para los valores esperados
en el limite de longitud de onda corta, que en el caso de (r) k. ©s la siguiente:

o0

<r>k,L = <r>(L()) + Z (kZp Z <T>£5?L/g eimu%- (7.56&)

p=1

m=—0o0
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donde las cantidades (r)(LO) y <7“)f£?L It

ecuaciones (7.55) y (7.56a) podemos hacer las siguientes identificaciones:

dependen de L/¢, pero no de kf. Al comparar las

Ny = o, (7.56b)

; L
(E, = > W p> (7.56¢)

m=—00

Para los valores de p =1y p = 2 podemos identificar los siguientes contribuciones:

= A orden 1/ (k0)":

) , (7.57a)

L
‘
) +0 (%)2> : (7.57Db)

= A orden 1/ (k0)*:

)) , (7.57¢)

L
;
3 L
(r)site = <§ +0 <g)) . mBL=0 (7.57d)
L
;

)) . (L =0. (7.57e)

Al considerar el limite idealizado del limite de longitud de onda corta en la ecuacién
(7.56¢) obtenemos:

lim (r), , — (r>g)) = 0. (7.58)

kl—o00

El resultado de la ecuacién (7.58) coincide con el resultado que obtuvimos al resolver la
ecuacion de difusion en el limite de longitud de onda corta, Ec. (5.27), que previamente
habian obtenido Mello y Tomsovic [18].

Comparacién de la serie de Born de (r), ; con la simulacién numérica

Al igual que lo hicimos para (f), ;, en esta seccién compararemos (r), ; que obtu-
vimos con la serie de Born con el valor esperado de una simulacién numérica basada
en la version unidimensional del potencial cuasi-unidimensional definido en la ecuacién
(3.13). Dicha comparacién la haremos para un valor finito del pardmetro k¢, pero mucho
mayor que uno.
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Figura 7.10: Re (r) vs L/{. El resultado numérico (curva continua) y los resultados tedricos
Re [(k0)™! <r>,(§13;} (curva de segmentos) y Re [(k:ﬁ)*l (7’>§:)L + (k0)™2 (r),(f)L} (curva de puntos)
muestran un buen acuerdo al inicio de la grafica. Los resultados corresponden al valor k¢ = 100

y 107 realizaciones del desorden microscépico.

De la ecuacién (7.53) obtenemos que la parte real de (r), ; es:

s = H( 2(F)+o (%)) sk (7.59%)
<k2(>1{)(3*@(5))+<3+0(’2))mm+(2+0(L)>COS4“]

mientras que para la parte imaginaria

~
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Figura 7.11: Im (r) vs L/¢. El resultado numérico (curva continua) y los resultados tedricos
m | (k0) <7’>§€1)L (curva de segmentos) y Im | (k€)™ <r),(€1)L + (k0)™? <r>,(€2)L] (curva de puntos)
muestran un buen acuerdo al inicio de la grafica. Los resultados corresponden al valor k¢ = 100

y 107 realizaciones del desorden microscépico.

Im (1), , = é —% + (% 2 ( ) +0 %) ) cos2k:L] (7.59b)
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En las figuras 7.10 y 7.11 comparamos la parte real e imaginaria, respectivamente,
del calculo numérico del valor esperado de r con los correspondientes resultados tedricos,
Ec. (7.59). En estas figuras se observa que en el régimen balistico, 0 < L/¢ ~ 0.1, el
acuerdo entre las curvas tedrica y numérica es cuantitativamente (excepto en las regiones
cercanas a los mdximos y minimos de la oscilacién de Re (r), ;) y cualitativamente bueno
siendo notable el acuerdo en la fase de la oscilacion tanto para la parte real como para
la imaginaria. También podemos observar en dichas figuras que tanto para la parte real
como para la imaginaria la contribucién dominante en potencias de 1/kf es la de orden
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uno, ya que al considerar la contribucién de orden 1/ (k’f)2 la curva tedrica no se modifica
de manera apreciable en la regiéon 0 < L/¢ ~ 0.1, lo que se debe al valor de k¢ = 100.

Figura 7.12: Re (r) vs L/{: Resultado numérico de la parte real del valor esperado de r (curva
continua) mas alld del régimen balistico y la solucién de la ecuacién de difusién en el limite
de longitud de onda corta idealizado k¢ — oo (curva de segmentos): ver ecuacién (5.33).
Los resultados numéricos corresponden al valor k¢ = 100 y 107 realizaciones del desorden

microscépico.

A diferencia del (t), ;, para (r), ; no pudimos obtener toda la expresién de la con-
tribucién dominante de (r), ;; el inico resultado tedrico que tenemos para (r); ;, mas
alla del régimen balistico, es el que obtuvimos mediante la ecuacién de difusion en el
limite de longitud de onda corta, Ec. (5.33).

En las figuras 7.12 y 7.13 observamos que los resultados numéricos de Re (7) vy, v
Im (r) y,,,,, Muestran un comportamiento oscilatorio, pero atenuado, ya que al aumentar
el valor de L /¢ la amplitud de la oscilacién decrece de tal manera que, tanto la parte real
como para la imaginaria, tienden a un valor constante: aproximadamente 5 x 10~* para
la parte real y 5 x 102 para la parte imaginaria. Por otro lado, del resultado teérico
que obtuvimos para la parte real e imaginaria, Ec. (7.59), nos damos cuenta que para
valores de k¢ > 1, tanto la parte real como la imaginaria de (r) vz, Se pueden escribir
como potencias de 1/kf; por lo tanto, mientras més grande sea el valor de k¢ > 1
las amplitudes de las oscilaciones disminuiran hasta que ambas tiendan a cero como lo
predice la ecuacion de difusién en el limite de longitud de onda corta.
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Figura 7.13: Im (r) vs L/¢: Resultado numérico de la parte imaginaria del valor esperado de
r (curva continua) mas alld del régimen balistico y la solucién de la ecuacién de difusién en el
limite de longitud de onda corta idealizado k¢ — oo (curva de segmentos): ver ecuacién (5.33).
Los resultados numéricos corresponden al valor k¢ = 100 y 107 realizaciones del desorden
microscépico.

7.3.3. Valor esperado de las intensidades de transmisién (7)), ;

)

y de reflexién (R), |

El resultado tedrico

Para obtener las cantidades (T'), ; v (R), ; hasta cuarto orden en el potencial, se
utiliza el mismo procedimiento con el 7que se obtuvieron las amplitudes promedio (t)k Ly
(r)g.p; es decir, al considerar la versién unidimensional de las ecuaciones (2.153), (2.155)
y el modelo estadistico del potencial, Ec. (7.17), se obtienen las siguientes expresiones:
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(7.60a)

<R>k,L =

% _ (%)2 Lo (%)3] (7.60b)
+(k2)2 { {—1 +0 (%)} sin? kL + {—}1 +0 (%)} sin” 2er} :

En la ecuacién (7.60) [al igual que lo hicimos en el caso de las amplitudes: ver ecuaciones
(7.22) y (7.53] hemos expresado los valores esperados de las intensidades como series en
potencias inversas del pardmetro k¢, siendo las contribuciones de orden 1/ (M)O

(0 = 1- % + (%)2 +0 (%)3 (7.61a)

(R = % - (%)2 +0 (%)3 (7.61Db)

las relevantes en el limite de longitud de onda corta (SWLA) y en el régimen balistico:
ver ecuacién (7.23).

De la ecuacién (7.60) podemos observar que las intensidades promedio no tienen
contribucién de orden 1/ (kf)', es decir, la primera correccién al SWLA es de orden
1/ (k£)2; por lo tanto, las expresiones de (7.60) se pueden escribir en serie de potencias
inversas de k¢ de la siguiente manera, respectivamente:

M = D+ 7 (D (7.620)
(B = B+ G (B (7.62b)

de tal manera que de la ecuacién (7.60) podemos identificar los primeros términos de la
contribucién de orden 1/ (kf)* siendo éstos:

(1)) = { {1 +0 (%)] sin? kL + E +0 <%)] sin? QkL} (7.63a)

(R)) = { {—1 +0 (%)] sin? kL + [—i +0 (%)} sin? 2kL} (7.63Db)
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Las expresiones de (7.62) deben ser consistentes con la propiedad de conservacién de
flujo, Ec. (2.66), es decir, que la suma de éstas satisfaga la expresion siguiente:

(Y + (R + i

p=2

(kt)p (D) + (R =1, (7.64)

de la cual podemos concluir que las contribuciones de orden 1/ (k¢)” (es decir, de orden
1) deben cumplir:

()Y + (R =1, (7.654)

mientras que las contribuciones de érdenes superiores deben cumplir:

(D)), + (R}, =0, p>2 (7.65b)

Las expresiones tedricas de las ecuaciones (7.61) y (7.63) satisfacen, hasta cuarto orden
en el potencial, las condiciones anteriores.

Figura 7.14: (T, (R) vs L/¢. Comparacién entre el resultado numérico (lineas continuas) y la
serie de Born (lineas de segmentos). Los resultados numéricos corresponden al valor k¢ = 100

y 107 realizaciones del desorden microscépico.



Capitulo 7: Estudio de la Dispersion en el Régimen Balistico

Comparacion con el resultado numérico

En la figura 7.14 se muestra la comparacion entre la contribucién dominante (en el
SWLA) del resultado tedrico obtenido para las intensidades promedio, Ec. (7.60), y la
correspondiente simulacién numérica en el limite de longitud de onda corta, Ec. (7.23).
De esta figura observamos que:

» El resultado tedrico, Ec. (7.61), muestra un buen acuerdo con el correspondiente
resultado numérico, por lo menos en el régimen balistico.

= Las curvas numéricas, validas mas alld del régimen balistico, son consistentes con
la propiedad de conservacion de flujo, ya que para todo valor de L/¢ cumplen la

condicion:
(T)

+(R) yy = 1 (7.66)

Num Num

en particular para L/¢ ~ 0.8 ambas curvas valen 0.5, lo que es consistente con la
ecuacién (7.66).

7.4. Valores esperados: caso multicanal

En la presente seccion utilizaremos el método de la serie de Born para estudiar
los valores esperados de observables macroscépicos de un sistema balistico en el caso
multicanal (N > 1y N’ # 0). Al igual que en el caso unidimensional los resultados que
obtengamos en el caso multicanal inicamente seran validos en el régimen balistico y en
la aproximacién de longitud de onda corta (SWLA) k¢ > 1: ver ecuaciones (4.37b) y
(4.43), respectivamente.

Los resultados que obtengamos mediante la serie de Born se compararan con los
resultados de una simulaciéon numérica basada en el modelo microscopico del Capitulo
3y en el modelo propuesto en la seccién 6.4.1 para la dependencia transversal u,. (y) del
r-ésimo dispersor, Ec. (6.13). Por supuesto, la comparacién entre el resultado tedrico y
la simulacion numérica inicamente tendra sentido en el régimen balistico, pues la serie
de Born sélo es valida en dicho régimen.

Todos los resultados que presentemos en esta seccion, tanto teéricos como numéricos,
se graficardn contra la cantidad L//¢; ademds, tanto los resultados tedricos como numéri-
cos, requeriran que se especifique el valor del pardmetro adimensional k¢ (k¢ > 1),
de tal manera que los nimeros de onda y factores de atenuacion se calcularan de las
ecuaciones:

2
ke = k 1—( ¢ 1), 1<a<N (7.67a)
N+1

2
a
. = k 1, a>N 7.67h
" \/<N+§) ¢ (7.67b)
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Aplicar la serie de Born en este caso es mas complicado que en el caso unidimensional,
ya que no soélo debemos tomar en cuenta la contribucién de los N canales abiertos,
sino que ademads debemos considerar las contribuciones de los canales cerrados, lo que
complica las expresiones de los diferentes observables: ver ecuacién (2.152); sin embargo,
el procedimiento es andlogo al que usamos en la seccién 7.3 donde ilustramos (con el
mayor detalle posible) la manera en que se utiliza la serie de Born para obtener el valor
esperado de un observable en el caso unidimensional. A continuacién comentaremos
algunos puntos importantes del caso multicanal:

= Debido a la complejidad que representa obtener la serie de Born en el caso mul-
ticanal, inicamente calcularemos el valor esperado de un observable hasta cuarto
orden en el potencial.

= Al igual que en el caso unidimensional, de las expresiones que obtengamos a partir
de la serie de Born construiremos la contribucion dominante en potencias inversas
de k(¢ de los diferentes valores esperados. Por supuesto, en el caso multicanal
habrd varios numeros de onda k, ( k), factores de atenuacion k, (o k) y caminos
libres medios /4, (tanto de canales abiertos como de cerrados); sin embargo, en el
caso multicanal, diremos que un término es de “orden 1/ (k€)”” (con p > 0) cuando
el producto de ntimeros de onda k, y/o factores de atenuacién k, que aparecen
en el denominador sea de orden p y el producto de caminos libres medios que
aparecen en el mismo denominador sea de orden p o mayor. Para ejemplificar lo
anterior consideremos el siguiente término:

1 1 1— efz‘(kafkao)L .\ 1— 67i<kafkb2)L (7.68a)
: .68a
gabg ‘gaa‘gaao kao kb2 _ka + kao k:a - kbg

si en (7.68a) consideramos que a # ag, a # by, ag # be, entonces diremos que
(7.68a) es de orden 1/ (kf)>. Por otro lado, si en (7.68a) consideramos que a = ag,
a # by, entonces dicha ecuacion se simplifica, obteniendo ast:

i I 1 — o ilka—hy )L
Ly : 7.68b
gabz (ka - ka) (gaa) gaagabQ (ka - kbz)z ( )

en este caso diremos que el primer sumando de (7.68b) es de orden 1/kf y lineal
en L/l4,, mientras que el segundo es de orden 1/ (k¢)*. Finalmente si en (7.68b)
a = by, esta expresion se simplifica dando como resultado el siguiente término

1 (LY

del cual diremos que es de orden 1/ (k¢)" y cuadratico en en L/l,,

= La razén por la que nos interesa construir la contribucién a orden més bajo en po-
tencias inversas de £/, es que en el SWLA ésta sera la que domine el comportamien-
to del valor esperado, siendo las contribuciones de orden superior correcciones al
orden mas bajo.
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» Salvo el en caso del valor esperado de la amplitud de reflexién (ver seccién 7.4.2),
la contribucién dominante de los observables que estudiaremos serd 1/ (kf)°.

» De las expresiones que se muestran en la ecuacién (2.152) para los primeros cuatro
6rdenes en serie de Born de las amplitudes t,4, ¥ 7aq,, Podemos anticipar que los
valores esperados de estas cantidades y sus correspondientes intensidades tendran
contribuciones tanto de canales abiertos como de canales cerrados.

Las cantidades que estudiaremos mediante la serie de Born serdn las amplitudes t,,,
Y Taay, 10s de las intensidades Ty, v Raa, de canales abiertos, es decir, con 1 < a,a9 < N
y las covarianzas de las intensidades:

Cov (Rtlaov Rbbo)k,L = <Raa0Rbbo>k,L - <Raa0>k,L <Rbb0>k,L ) (7693)
C'ov (Taq, Tbbo)k,L = <TaaoTbbo>k,L - <Taao>k,L <Tbbo>k,L , (7.69b)

que en el caso particular Ry, = Raay Y Tho, = Tua, s€ reducen a las correspondientes
Varianzas:

aag

Var (Taao)k,L = <Tc?a0>k7L - <Taao>z,L : (7.70b)

Var (Raao)k,L = <R2 >k,L - <Raao>zyL, (7.70&)

Por comodidad en la notacion, en lo que resta del presente Capitulo usaremos los
indices a, ag, b y by para denotar exclusivamente los canales abiertos de los observables
de interés, mientras que los indices by, b, b3, etc., denotaréan indices de suma que podran
representar tanto canales abiertos como canales cerrados.

7.4.1. Valor esperado de la amplitud de trasmision: (t,q,), ;

Haciendo uso de la notacién compacta de la serie de Born de t,,,, Ec. (2.151a), y del
modelo estadistico del potencial definido en (7.16), obtenemos que, hasta cuarto orden
en el potencial, el valor esperado (faq,); ; toma la siguiente expresion:

<taao>k,L = 5aao + <<taao)2>k,L + <(taao>4>k7L + e (7'71)

A continuacién obtendremos los valores esperados ((faao)a)y; ¥ ((taao)a)y, p» 10 que re-
quiere hacer uso de la dependencia explicita de las contribuciones de segundo y cuarto
orden de t,q,: ver ecuaciones (2.152b) y (2.152d). Algunos detalles de la obtencién de
estas dos contribuciones se muestran en el Apéndice C.

Segundo orden ((taq)s);

Usando el segundo momento (7.16b) en ecuacién (2.152b) y realizar la integral cor-
respondiente se obtiene:
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ka—kaq |

. T (ab)) T (bia ka—kag ; SIN
<(taao>2>k,L - _Z b L O)C(abl,blao) et

ka—Kag

b1=1 V gab1€b1ao —

Como es de esperar la ecuacién (7.72) se reduce a la ecuacién (7.20a) en el caso unidi-
mensional.
Si en la ecuacién (7.72) consideramos a = ay obtenemos:

<(taa)2>k,L = _{Z El —1 Z 61 }L, (7.73a)

T R S

(7.72)

mientras que al considerar a # aq se obtiene:

N

C(Gbl, b1a0 abl, blao)
Lasa = - -
<( # 0)2>k,L |:b1221 /Eabl gblao XN:JA /Eabl fblao

k
ke kaOlen u T,
ka—kao
2

(7.73D)

donde hemos utilizado las ecuaciones (2.144) para evaluar los factores gama y la ecuacién
(7.3) para simplificar los coeficientes de correlacién de (7.73a).
De las expresiones de (7.73) nos damos cuenta de lo siguiente:

» Tanto en el caso a = ap como en el caso a # ag la ecuacién (7.73) muestra una
contribucion explicita de los canales cerrados, que, como veremos mas adelante, es
de gran importancia en el valor esperado de las amplitudes no sélo en el régimen
balistico, sino mas alla de éste.

= El valor esperado del segundo orden ((Z44),), ; es de orden 1/ (k0)°, mientras que

<(ta7ga0)2>k7 ; es de orden 1/ (k0)'; ademds, como resultado de las simulaciones
numéricas basadas en el modelo descrito en la seccién 6.4.1 sabemos que los co-
eficientes de correlacién que aparecen en (7.73b) son mucho menores que los que
aparecen en (7.73a); por estas dos razones (toxa,); ;, Serd despreciable con respecto

a <taa>k,L‘

Usando las siguientes cantidades:

(7.74a)

1 N
Z:Z_abl

1 1
= Z : (7.74b)

1
bi=N+1 b1

podemos escribir la ecuacién (7.73a) de la siguiente manera:
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((taa)a)pr = — (%) +i (;) (7.75)

La ecuacién (7.74a) tiene el mismo significado que la definicién hecha en (5.28), mientras
que (7.74b) es la correspondiente extension de canales cerrados.

Cuarto Orden ((Yfaao)4>k,L

Usando el cuarto momento (7.16d) en ecuacién (2.152d) y realizar las integrales
correspondientes se obtiene:

i T (ab) T (b1bo) T (bobs) T (bsao)

(7.76)
b1,b2,b3=1 \/gabl gbl b2 €b2 b3 fbgao

<(taao)4>k7L =

{C (abl, blbg) C (bgbg, bgag) X

[ 1 1 — o i(ka—kag)L . 1 — g~ ilka=hv, )L
kao - k:bg _ka + kao ka - kbg

1 (1 _ o i(ka—ka)L 4 +€i(ka0+kb2)L>:|

+

kg + ko, [

+C' (abl, b2b3> C (blbg, bgao) X
1 1— efi(kafkao)L 1— efi[kafkblfkbsz%]L
|:_ka0 + kb1 + kb2 + kb3 < ko — kao " —ko + kbl + kb2 + kbs )
1 1— efi(kafkaO)L 14 ei(ka0+kb1+kb2+kb3)L
+ka + kbl + kbz + kbs ( ko — kao - kao + kbl + kb2 + kbs )1
+C' (abl, b36L0> C (blbg, bgbg) X

[ 1 (1 o efi(kafkao)L 1 +ei(kb1+kb3)L)

ko — kag + ko, + ks, N

1 (1 _ o i(ka—kag)L  q _ ei(kakaokblkb3)L>:| }
+ + .
kbl + kb3 ka - kao _ka + kao + kbl + kb3
Como es de esperar la ecuacién (7.76) se reduce a la ecuacién (7.20b) en el caso unidi-
mensional.

En la ecuacién (7.76) hemos usado la convencién definida en la seccién 2.6.1, de tal
manera que si by es un indice de canal cerrado, entonces k,, — ikp,. Al igual que la
contribucién de segundo orden, Ec. (7.72), la contribucién de cuarto orden, Ec. (7.76),
tiene contribuciones de canales cerrados, pero ahora esta contribucion no sélo aparece a
través de los caminos libres medios sino también a través de los factores de atenuacion

Ry, -
Es importante hacer notar los siguientes puntos con respecto a la contribucién de los

canales cerrados en ((faaq),), ; ¥ €0 general a cualquier orden par <(taa0)2p> ;
’ ]{?,L
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» Es facil verificar que todas las exponenciales complejas que involucran algtin indice
de suma b; (i = 1,2, 3) son de la forma e**L, Cuando estos indices de suma son de
canales cerrados debemos reemplazar k;, por ikp,, lo que tiene como consecuencia
que las exponenciales complejas e se reemplacen por ezponenciales reales de-
crecientes e "% por lo tanto, estas contribuciones de canales cerrados decrecen
exponencialmente con la longitud del sistema L.

» Ademds de aparecer en las exponenciales decrecientes e " los factores de a-
tenuacion kp, aparecen en los denominadores que divide a dichas exponenciales.
Debido a que estos denominadores (que involucran factores kp,) nunca se anulan,
el orden mas bajo en potencias inversas de kf de este tipo de términos es a lo
menos 1/ (k¢)"; por lo tanto, las contribuciones de canales cerrados que involucran
factores kyp, no sélo decrecen exponencialmente con la longitud L sino que también
son de orden 1/ (k0)' o 1/ (k0)>.

» Por otro lado las contribuciones de canales cerrados que involucren factores x,
tiene por factores coeficientes de correlacién, que por evidencia numérica, sabemos
que son mucho menores que uno.

= Debido a los tres puntos anteriores toda contribucion de canales cerrados al cuarto
orden ((faa,)y);, , due involucre factores de atenuacién ky, serd despreciable con
respecto a las contribuciones de canales cerrados que no dependan de la cantidad
kp,; dicha contribucién la obtendremos a continuacion.

De nuestras simulaciones numéricas sabemos que todos los coeficientes de correlacién
que aparecen en (7.76) son muy pequenos comparados con uno, excepto cuando a = ay,
pues en este caso hay algunos que valen 1. Por estas razon pondremos nuestra atencion
en este caso. Por otro lado, de las discusiones hechas en el parrafo anterior sabemos que,
aun en el caso a = ag, las contribuciones de canales cerrados al cuarto orden son por lo
menos de orden 1/kf; sin embargo, lo anterior también es cierto para la mayoria de las
contribuciones de canales abiertos excepto la contribucién de orden 1/ (k€)°, que serd la
contribuciéon dominante.

La contribucién de orden 1/ (k¢)° del cuarto orden ((tsq)) k.1 Se obtiene al considerar
a = ap en la ecuacién (7.76) y de la primera suma sobre los indices by, by y b3 extraer el
término by = a. Al hacer lo anterior obtenemos:

(o) )y = [ZZ(WI)(LWQ‘WZ > () (o)

14 0.
abs bi—1 by=N-+1 abs

o ZN+1Z)21( ab1) ( ab3> by ZN+1 b3ZN+1< “bl) (i)}
" ( l;) (7.77)

donde hemos utilizado las ecuaciones (2.144) para evaluar los factores gama y la ecuacién
(7.3) para simplificar los correspondientes coeficientes de correlacién. Sien (7.77) usamos
las definiciones de (7.74) obtenemos:
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O RGN
" (é) (7.78)

La ecuacién (7.78) nos da la contribucién dominante en potencias de 1/k¢ del cuarto
orden ((tea)y)y - A diferencia del segundo orden, Ec. (7.75), en (7.78) hay una contribu-
cion explicita de los canales cerrado no sélo en la parte imaginaria sino también en la
parte real.

Comparacion de la serie Born con la simulacién numérica

Al sustituir las ecuaciones (7.72) y (7.76) en la ecuacién (7.71) se obtiene la se-
rie de Born, hasta cuarto orden en el potencial, del valor esperado de la amplitud de
transmision (taq);:

> F (abl) F (bla()))
(taao) p = aao — { C (aby, byag)| X (7.79)
t blzzl \/ Eablfblao
ka2 510 kot .\ i [ (aby) T (b1ba) T (babs) T (Bsao)
ka_Qkao b1,b2,b3=1 \/gab1£b1b2£b2b3€b3a0

1 1
by, b1b babs, b
{C<a’ 1, V1 2>C( 253 30,0) |:]{2a0 - kbz ( _ka+kao - ko — kbz

1 1 — o—ilka=kag)l  _q X o (kag ko, ) L
* ko + kbg ko — kao - kao + kbz :|
+C (abl, bgbg) C (blbg, bga()) X

|: 1 (1 _ efi(ka*kao)[/ 1— ei[kakblkbgkb3][/)

- efi(kafkaO)L 1— ei(kaka)L>

+
_kao + kbl + kbg + kbg ka - kao _ka + kbl + kbg + kbg
1 1 - e—i(ka—ka())L _1 + ei(kao-i-kbl +k2b2+kb3)L
_l’_ —
ko + kbl + kbz + kbs ( ko — kao kao + kbl + kbz + kbs >:|

+C (CLbl, bgao) C (ble, bgbg) X
{ 1 (1 . efi(kufkao)L 1 +ei(kb1+kb3)L)
k

a kao + kbl + kb3 ka - kao kbl + kbg
1 1_ e—i(ka—k:ao)L 1— e—i(ka—kao—kbl—kb3)L
Tl ; )]}
kbl + kbg ka - kao _ka + kao + kbl + kbg

_|_

Por los argumentos que expusimos anteriormente, la ecuacién anterior da un resul-
tado para (fq.q,), ; cuya contribucion dominante es de orden 1/k¢, mientras que la
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de (tea), ; €s de orden 1/ (k0)°; por lo tanto, la ecuacién (7.79) se puede escribirse en
potencias inversas de k¢ de la siguiente manera:

(tago)p.p = 5%0{{1 - %) +%[(é)2_<fﬂ L.
+i[ (;) _<€A> (éA L } (7.80)

+0 ()

/N

donde hemos utilizado las expresiones (7.75) y (7.78). En el dltimo renglén de la ecuacién
(7.80) hemos agrupado contribuciones tanto de canales abiertos como de canales cer-
rados. A diferencia del caso unidimensional, Ec. (7.22), la contribucién dominante en
potencias inversas de k¢ de la parte imaginaria de (faq,); ; es de orden 1/ (k0)°, 1o que
se debe a la contribucién explicita de los canales cerrados.

Consideremos el caso en el que la guia admite un canal abierto N = 1. Por supuesto,

el nimero de canales cerrados es infinito, pero con el objeto de hacer una compara-
cién con resultados numéricos, consideremos dos canales cerrados. En la figura 7.15
comparamos la contribucién dominante (en potencias inversas de kf) que obtuvimos
tedricamente para Re (t11), ; [primer renglén de ecuacién (7.80)] con el resultado de
la simulacién numérica. En este caso observamos que los términos que hemos utilizado
para la curva tedrica son suficientes para dar un buen acuerdo con la curva numérica en
el régimen balistico.
Anadlogamente, en la figura 7.16 comparamos el resultado tedrico Im (t11),, 1, [segundo
renglén de ecuacién (7.80)] con el resultado de la simulacién numérica. En este caso
observamos las dos curvas tiene un buen acuerdo cerca de L = 0, pero conforme el valor
de L aumenta se empiezan a separar; esto se puede deber a dos razones:

1. Que no estemos considerando en suficiente niimero términos en la contribucién
dominante y que la primera correccién sea relevante. Recordemos que en el caso
unidimensional [ver ecuaciones (7.20)-(7.22), (7.35b) y figuras 7.4-7.5 | obtuvimos
un buen acuerdo entre la curva tedrica y la numérica hasta que incluimos el sexto
orden de la serie de Born e identificamos los primeros términos en potencias de L /¢
de la contribucién dominate 1/k¢ y los correspondientes términos de la primera
correccién de orden 1/ (k€)°.

2. Que pueda tratarse de una manifestacién del comportamiento asintotico de la
serie.

La contribucién dominante en el SWLA sin canales cerrados

Al igual que el caso unidimensional, en el caso multicanal podemos obtener toda la
serie de potencias en L de la contribucién de orden 1/ (M)O del valor esperado (ta,), ;-

Usando el modelo estadistico (7.16) y la ecuacién (2.150a), obtenemos toda la serie
de (toa) r.1» Siendo ésta:



Capitulo 7: Estudio de la Dispersion en el Régimen Balistico

[curva

Figura 7.15: Re (ti1), ; vsL/¢. Comparacién entre el resultado tedrico Re (t11) gy,

punteada, primer renglén de (7.80)] y la simulacién numérica Re (t11) y,,, (curva continua),
en el caso de un canal abierto (N = 1) y considerando dos canales cerrados (N’ = 2). Los
resultados corresponden al valor kif1; = 100, d/¢ = 1072 y 107 realizaciones del desorden

microscépico.

(taa) L_1+Z< wa 2p> (7.81)

donde hemos definido el valor esperado del término de orden 2p como:

<(taa)2p>kL: (=1)” Z / / Jopabrbop 1,0 (T1,Ta -+ Tap 1, Tap) X

b1,b2,--bap_2bop_1=1

<1~7ab1 (1) Vorto (22)*+ Vigyaby—1 (@2p-1) Vigy_1a ($2p)>di€1 +diop (7.82)
siendo fopia,by,bap—1,a0 (21, -+ ,xg,) la funcién de 2p coordenadas definida de la siguiente
manera:

fopabybap_1,a0 (T1, 00+ T2p) = (ka3 1) Go (Kuy; 1 — T2) Go (Kby; 12 — 23) -+

90 (Kbsy 13 Top1 = 2p) 9 (K’ 2p) (7.83)
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[curva

Figura 7.16: Im (t11);, ; vsL/¢. Comparacién entre el resultado tedrico Im (t11) gy,

punteada, segundo renglén de (7.80)] y la simulacién numérica I'm (t11) y,,, (curva continua),
en el caso de un canal abierto (N = 1) y considerando dos canales cerrados (N’ = 2). Los
resultados corresponden al valor k1f1; = 100, d/¢ = 1073 y 107 realizaciones del desorden

microscépico.

Usando el modelo de estadistico del potencial obtenemos:

<gab1 (331) ]751172 ('7:2) T i\}172;;—217219—1 ($2pfl) 9bzp—la ($2p)> (784)

r (abl) r (blbg) r (bgbg) - (bgp_lbgp_l) r (bgp_la) {
\/gabl €b1b2€b2b3 e €b2p72b2p71£b2p71a

C (abh blbz) C (5253; bsb4) - (b2p72b2p717 bzpfﬂl) {

O (1 —22) 6 (3 —x4) -+ O (T2p_1 — Tap) ] +todas las combinaciones}.

En la ecuacién (7.84) unicamente hemos escrito explicitamente la contribucién que nos
interesa analizar, pues serd de ésta que obtendremos la contribucién de orden 1/ (M)O.
Los términos que hemos agrupado en la frase “todas las combinaciones”, daran lugar a
contribuciones que serdn de orden 1/k¢ o superior. Al sustituir la expresién (7.84) en la
ecuacién (7.82) obtenemos:
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(o)

<(t ) > _ (_1>p Z I (abl) I (blbg) . (b2p—2b2p—1) I (bgp_la)
i kL \/Eab1£b1b2£b2b3 t ‘€b2p72b2p71€b2p71a

b1,b2,:+-bap—2b2p—1

{C (abh ble) C (b2b37 bsb4) O (b2p72b2p717 b2p71a> [

L L
/ -I-)-/ Jopapr,bop_r,a (T1, L1 T, 1) dvg - - - dxp} + - } (7.85)
0 0

Como resultado de evaluar las funciones delta, el nimero de variables de integracion en
(7.85) se reduce de 2p a p, que por comodidad hemos renombrado.

Usando la definicién (7.83), obtenemos que la funcién de 2p coordenadas (ahora de
p coordenadas) que hemos escrito en (7.85) toma la siguiente forma:

f2p;a,b1,---b2p_1,a (951: T 7xp) = p- (ka; 9131) :qvo (/‘CbQ; Ty — 302) 50 (kb4§ To — 953) T
:(70 (kb2p72; Tp—1 — xp) P+ (ka; xp) (786)

Notemos que en (7.86) sélo aparecen indices de suma b; cuyos subindices son pares, ya
que al evaluar las funciones delta, los argumentos de todas las funciones de Green en las
que aparecian indices de suma con subindices impares se anularon.

Debido a que en (7.86) aparecen funciones de Green cuyos argumentos dependen de
valores absolutos, la regiéon de integracion de

L L
/ 2 / Fomatroota, 10 (@021 Ty 1) day -+~ da (7.87)
0 0

se rompera en varias subregiones dependiendo de las relaciones de orden que haya entre
las p variables de integracion. La relacién de orden que es de nuestro interés es x; >
Tg > -+ > xp, ya que estd dard la contribucion buscada.

Una vez discutidos los puntos anteriores, identifiquemos la contribucion deseada. Lo
anterior se hace al ignorar la contribucion de los canales cerrados en la suma que hemos
escrito explicitamente en la ecuacién (7.85) (por lo que todos los factores gama son uno
y los indices de suman toman valores de 1 a N), tomar los términos en los que todos
los indices de suma by, by, - -+ , bayp_2 = a (por lo que todos los coeficientes de correlacién
son uno) y considerar la subregion de integracion definida por la siguiente desigualdad
X1 > T > 0 >0y De esta manera obtenemos:

N

<@mg%>hL::c-np{ 3 ! x (7.88)

1 gabl gabg o gabgp_1

b1,b3,-bap_1=

L 1 Tp—2 Tp—1
|:/ / / / dajpdxp_l...dajzdxl+...:|+...}
0 0 0 0

1L 1
— (_1\p = — _
_(D£2w+0<m>
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Todas las contribuciones que no hemos considerado explicitamente en (7.88) son
por lo menos de orden 1/k¢, ya que al menos una exponencial compleja aparece en la
correspondiente integral. Al sustituir la ecuacién (7.88) en (7.85) y lo que resulte en
(7.81), se obtiene:

_ 1
(taa)pr, = € Pl (ﬁ) ; (7.89)

por lo tanto, al tomar el limite k¢ — oo se recupera el resultado que predice la ecuacion
de difusién del SWLA: ver ecuacion (5.27¢).

Hay que aclarar que, tanto (5.27c¢) como (7.89) desprecian la contribucién de los
canales cerrados: por un lado, la ecuacién (5.27¢) es solucién de la ecuacién de difusion,
la cual se construyé multiplicando matrices de transferencia reducidas o de canales
abiertos, Ec. (2.49b), en vez de las extendidas, (2.96b), procedimiento que no toma
en cuanta transiciones a canales cerrados: ver secciones 2.5.1 y 2.5.3, respectivamente;
por otro lado, en la ecuacién (7.89) hemos despreciado la contribucién de los canales
cerrados.

Si bien, mediante la serie de Born, hemos reproducido el resultado que obtuvi-
mos para este valor esperado mediante la ecuacion de difusion, hasta el momento
hemos mostrado que los canales cerrados si contribuyen en este observable, pues co-
mo mostramos en las ecuaciones (7.75) y (7.78), el segundo ((tsa)y), , ¥ cuarto or-
den ((faa)y) ., tiene contribuciones explicitas de los canales cerrados a orden 1/ (k0)°;
ademas, como mostramos en la figura 7.15 al tomar en cuenta la contribucién de canales
cerrados, el acuerdo entre el resultado tedrico de la serie de Born y los resultados numéri-
cos es muy bueno. Por 1ltimo, en la figura (7.17) se observa que la contribucién de canales
cerrados es muy importante no sélo en el régimen balistico, sino mas alla de éste.

Contribucion de los canales cerrados mas alla del régimen balistico

Si bien la serie de Born tnicamente es valida en el régimen balistico, los resultados
numéricos que obtuvimos son véalidos mas alla de éste, ya que son el resultado de resolver
la ecuacién de Schrodinger para cada realizacién del desorden microscépico, obteniendo
asi la matriz de dispersién de cada realizacion. Lo anterior nos permitié conocer, numéri-
camente, el valor esperado de cantidades relacionadas con los elementos de la matriz de
dispersién.

En el caso particular de un canal abierto (N = 1) obtuvimos, més alla del régimen
balistico, el comportamiento numérico de Re (t11)y,,,, ¥ de Im (t11) y,,, considerando
N' =0, N =1y N' = 2 canales cerrados. Los resultados se muestran en las figuras
7.17 y 7.18, respectivamente.

Valor esperado numérico Re (t11) y,,,- En lafigura 7.17 graficamos el valor esperado
Re (t11) yyum considerando N’ = 0, 1 y 2 canales cerrados. De dicha figura observamos
los siguientes puntos:

= De la figura 7.17 nos damos cuenta que al considerar més canales cerrados la
cantidad Re (t11) ., decrece mds rapidamente que el atenuamiento exponencial
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Figura 7.17: Re (t11) vsL/¢. Comparacion entre Re (t11) sin canales cerrados (N’ = 0,

Num Num

linea continua), con un canal cerrado (N’ = 1, linea de segmentos) y con dos canales cerrados
(N" = 2, linea de puntos). Los calculos se realizaron con un canal abierto (N = 1), k1¢1; = 100,

d/¢ = 1073 y 107 realizaciones del desorden microscépico.

que predice la ecuacion de difusion, el cual corresponde a la curva continua con
N =0.

» La curva continua no toma en cuenta los canales cerrados (N’ = 0), por lo que
es la misma curva que la del caso unidimensional, Fig. 7.1. Esto es cierto, pues la
simulaciéon unidimensional se realizé usando el pardmetro k¢ = 100, mientras que
la simulaciéon multicanal con N = 1 “que ignora canales cerrados (N’ = 0)”, se
realizé con k1f1; = 100 (en este caso ¢ = {17 = {1_). Ambas curvas coinciden con
la prediccién tedrica en el SWLA [ver ecuaciones (5.27¢) y (7.89)], pues en ambos
casos la contribucién dominante es independiente de k.

= La curva de puntos de la figura 7.17 corresponde a la misma simulacion que pre-
sentamos en la figura 7.15, pero en un intervalo mas grande de L/¢. En aquélla
figura mostramos que al tomar en cuenta el mismo nimero de canales cerrados
(N" = 2), tanto teéricamente como numéricamente, obtenemos un buen acuerdo
entre el resultado tedrico, Ec. (7.80), y la curva numérica, es decir, que la serie
de Born predice correctamente la contribucion de los canales cerrados, al menos
en el régimen balistico. Si bien la serie de Born tinicamente da predicciones en el

régimen balistico, si permite inferir que el comportamiento de Re (t11) y,,, tam-
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bién tendra contribuciones importantes de los canales cerrados fuera del régimen
balistico, lo cual es consistente con los resultados numéricos de la figura 7.17.

= De estos resultados podemos concluir que las contribucion de los canales cerrados
en Re (t11) y,,, Son importantes para todo valor L/{ y no se pueden despreciar
para este observable.

Figura 7.18: I'm (t11) vsL/{. Comparacién entre I'm (t11) sin canales cerrados (N’ = 0,

Num Num

linea continua), con un canal cerrado (N’ = 1, linea de segmentos) y con dos canales cerrados
(N' = 2, linea de puntos). Los cdlculos se realizaron con un canal abierto (N = 1), k1¢1; = 100,

d/f = 1073 y 107 realizaciones del desorden microscépico.

Valor esperado numérico Im (t11) y,,,- En la figura 7.18 graficamos el valor esper-
ado Im (t11) y,,, Para N’ = 0, 1 y 2 canales cerrados. De dicha figura observamos los
siguientes puntos:

» De la figura 7.18 nos damos cuenta que la contribucion de los canales cerrados es
de gran relevancia, pues la curva que no considera canales cerrados (linea continua,
N’ =0) y las dos curvas que si consideran canales cerrados (linea de segmentos,
N’ =1y linea de puntos N’ = 2) difieren en un orden de magnitud. Lo anterior
se entiende cualitativamente, al menos en el régimen balistico, ya que en el caso
unidimensional demostramos que la contribucién dominate es de orden 1/k¢ [ver
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ecuacion (7.35b) y figuras 7.4-7.5], mientras que en el caso multicanal la contribu-
cién dominante es de orden 1/ (kf)" y ésta se debe a la contribucién de los canales
cerrados [ver ecuacién (7.80) y figura 7.16].

= Por las mismas razones que explicamos para la parte real, Fig 7.17, la curva con-
tinua de la figura 7.18 (N’ = 0) es la misma curva que la del caso unidimensional:
ver figura 7.4.

= La curva de puntos corresponde a la misma simulaciéon que presentamos en la figura
7.16, pero en un intervalo més grande de L/¢. En aquélla figura comparamos el
resultado tedrico, Ec. (7.80), y el numérico para dos canales cerrados (N’ = 2). A
diferencia de la parte real, la curva tedrica de la parte imaginaria no muestra un
acuerdo tan bueno con la correspondiente curva numérica. Lo anterior se puede
deber a que no tenemos el suficiente nimero de términos de la contribucion de
1/ (k£)° ni las primeras correcciones de orden 1/kf, pues en el caso multicanal
solo calculamos la serie de Born hasta cuarto orden. Recordemos que en el caso
unidimensional sélo logramos un buen acuerdo entre la curva tedrica y la numérica
hasta que obtuvimos el sexto orden, lo que nos permitié tener los primeros términos
de la contribucién de orden 1/kf y las primeras correcciones de orden 1/ (kf)*; atn
asi, la serie de Born, s nos permite inferir que el comportamiento de Im (t11) y.,,,,
no so6lo tendra contribuciones importantes de los canales cerrados en el régimen
balistico, lo cual es consistente con los resultados numéricos de la figura 7.18.

» En la figura 7.18 observamos que I'm (t11) y,,,, crece con L/¢ hasta llegar a un valor
maximo y posteriormente decrece. Mientas més canales cerrados consideremos
Im (t11) yy, Crece més rapidamente y alcanza un maximo mds grande; sin embargo,
al comparar el maximo de I'm (t11) y,,,, con N’ =0 con el de N' =1y éste a su vez
con el de N/ = 2, nos damos cuenta que la diferencia entre maximos de una curva
a la siguiente disminuye conforme aumenta el niimero de canales cerrados que se
consideran. Lo anterior nos hace pensar que al aumentar el nimero de canales
cerrados la curva numérica tendera a una “curva ideal” en la que el ntimero de
canales cerrados es infinito.

= De los punto discutidos anteriormente podemos concluir que las contribuciéon de
los canales cerrados en Im (t11) y,,,, son importantes para todo valor L/{ y no se
pueden despreciar para este observable.

Como verificacion realizamos la simulacién numérica del caso unidimensional toman-
do k¢ = 100 y la del caso cuasi-unidimensional tomando k1¢;; = 100 obteniendo, tanto
para la parte real como para la imaginaria, que los resultados de ambas simulaciones
son indistinguirbles.

7.4.2. Valor esperado de la amplitud de reflexién (rq); 1

La manera en que se aborda el célculo del valor esperado (r,q,), ; €s andloga a la que
usamos para (tqq,), 7, POr lo que usaremos los mismos argumentos de la seccién 7.4.1.

211
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A diferencia del valor esperado de la amplitud de transmision para (raq,);, ; N0 sabe-
mos obtener toda la serie de la contribucién dominante en potencias inversas de k¢; por
lo tanto, para este observable s6lo obtendremos el valor esperado de la serie de Born has-
ta cuarto orden. Usando la notacién compacta (2.151b) y el modelo estadistico definido

n (7.16) se obtiene:

<7"aao>k7L = <(Taao)2>k71; + <(raao)4>k,L +oee (7'90)

Para calcular las cantidades ((Taqg)s)y; ¥ ((Taao)s)y , S€ Necesitan las expresiones ex-
plicitas del segundo y cuarto orden: ver ecuaciones (2.152f) y (2.152h).

Segundo orden ((ruq)s);, ,

Al usar la ecuacién (7.16b) en la ecuacién (2.152f), obtenemos que el valor esperado
del segundo orden es:

i(katkag )L _

ko + kq

<(7”aao)2> = - Z L (ab1> L (51(10) C (abla blao) ie

bi=1 \V4 gablgblao

Como es de esperar la ecuacion (7.91) se reduce a la ecuacién (7.51a) en el caso unidi-
mensional.
Si en la ecuacién (7.91) consideramos a = ay obtenemos:

<(Taa)2>:_<z ! —1 Z L )iela _1, (7.92&)
b

2k
1=1 bi=N+1 abs a

(7.91)

mientras que si a # ag se obtiene:

C' (aby, byag) C' (aby, brag) ,e i(kathao )L _ 1
{(Taao ) T — (7.92b)
0 bz:—l Eablgblao b1 z]\;—‘rl Eablgblao ka ‘I’ k:aO
donde hemos utilizado las ecuaciones (2.144) para evaluar los factores gama y la ecuacién

(7.3) para simplificar los coeficientes de correlacién de (7.92a).
De las expresiones de (7.92) nos damos cuenta de los siguientes puntos

» Tanto en el caso a = ag como en el caso a # ag la ecuacién (7.92) muestra una
contribucion explicita de los canales cerrados, que, como veremos mas adelante,
sera importante no sélo en el régimen balistico.

= Tanto en el caso a = ap como en el caso a # ag la contribucién dominante es de
orden 1/k¢; sin embargo, por las mismas razones que explicamos para la amplitud
de transmision, (rasa,),, , serd despreciable con respecto a (raq)y, ;-

Usando las cantidades definidas en (7.74), podemos escribir (7.92a) en potencias
inversas de k¢ de la siguiente manera:
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1 ) 1 '62ik:aL -1
(o = (i)

7 0, e¥kal 1
= 17 (1 —ZF) — (7.93)

La ecuacién (7.93) se ha expresado como una serie en potencias inversas de k,/,_, que
de acuerdo con la convencién definida al inicio de la seccién 7.4 [ver ecuacién (7.68) y
su correspondiente explicacién|, podemos decir que es de orden 1/k(. Este serd el orden

dominate en potencias inversas de k¢, pues este valor esperado no tiene contribucién de
orden 1/ (k0)° de este observables.

Cuarto orden ((74a0),);

La obtencién del valor esperado del cuarto orden ((7aq,),), ; €s analoga a la de
((taae)s)y 1 Ec. (7.76); es decir, debemos utilizar el cuarto momento del potencial (7.16d)
y la ecuacién (2.152h) obteniendo asi:

oo

r (abl) r (b1b2> r (bgbg) r (bgao)
((raao)a)y = (7.94)
0/)4/k,L bl,b2§1 \/ﬁablﬁblbzgwbg,gbgao
C (abl, ble) C (bgbg, b3CLO) X |:
1 14 gilkathag)L 4 o (Fathy, )L
—~ +
kag kbz < ka + kao ka + kbg )
1 -1 + ei(k?a"!‘kao)L -1 4 ei(ka0+kb2>L
+ - +
ka kbz ( ka + kao kao + ka ):|
+C (abl, beg) C (blbg, bgao) X |:
1 _1 + ei(ka+kaO)L _1 + ei(ka+kbl -‘rka-‘rka)L
—%%+km+%ﬁ%%( kot ke hﬁ%@+k@+%3)
1 14 pilkathag)L 4 i o (FagHhb, o, g ) L
_|._ —
—ko + kb1 + kbz + kb:a ( ko + kao kao + kbl + kbz + kb3 )]

+C (abl, bga,()) C (blbg, bgbg) X |:

1 1 4 eilkathag) Ly il ey )L
Fo + Fow — ko — o, <_ T )
1 _1+6i(ka+ka0)L _1+6i(ka+ka0+kb1+kb3)L
+%+@( Fat by at g+ o+ Ry H}

Como es de esperar la ecuacién (7.94) reduce a la ecuacién (7.51b) en el caso unidimen-
sional.

De la ecuacién (7.94) nos damos cuenta de los siguientes puntos:
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» Al igual que en la ecuacién (7.76) en la ecuacién (7.94) hemos utilizado conven-
cién definida en la seccién 2.6.1, es decir, si b; es un indice de canal cerrado,
entonces Ky, — ikyp,, lo que tiene como consecuencia que las contribuciones de
canales cerrados que involucren factores de atenuacion ky, sean de orden 1/ (k€)2
y/o decrezcan exponencialmente con la longitud L del sistema; por esta razén, este
tipo de contribuciones de los canales cerrados seran despreciables con respecto a
la contribucién dominante, que en este caso es 1/k(.

= Sien la ecuacion (7.94) consideramos el caso a # ag todos las contribuciones, tanto
de canales abiertos como de canales cerrados, son de orden 1/ (kf)*; ademés, los
coeficientes de correlacién que aparecen son despreciables con respecto a uno; por
estas dos razones, la cantidad (raza.), ;, Serd despreciable con respecto a (rasag)y, 1,
por lo que solo analizaremos el caso a = ag.

Por las razones que que acabamos de explicar las que explicamos al inicio de la
seccién 7.4, del cuarto orden (7.94) s6lo nos interesa la contribucién de orden 1/k¢, la
cual obtenemos de la siguiente manera:

1. En el primer paréntesis cuadrado consideramos el caso a = ag, by = a y sumamos
sobre los indices by y b3, obtenemos la siguiente contribucién:

. L 1 o1 1 2ikq L
—Zk—a (ET — 22&7 — 672) e (7953)

2. En el tercer paréntesis cuadrado consideramos el caso a = ag, by = b3 = a y
sumamos sobre el indice b.

L 1< ! ! >e2“faL (7.95b)

T2\l
3. Cualquier otro término es de orden 1/ (kf)”

Utilizando la ecuacién (7.95) podemos escribir el cuarto orden (7.94) en potencias
inversas de k¢ de la siguiente manera:

LI/ 1 1N 1/ 1 | |
S St I Y _ + o koL ‘
((raa)ay " Kﬁ T ) *3 (zaaza Zéaaég)} ¢ (7.96)

a-

—1 1/4, ly 2 e v Ly ly L ko L
= kaza[”a(a)‘(z) — (Z)‘é(a) (z)} (z)e

Como es de esperar si en la ecuacién (7.96) nos restringimos al caso unidimensional se
obtiene el término dominante en potencias inversas de k¢ de la ecuacién (7.51b).
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Al igual que en el segundo orden, Ec. (7.93), el cuarto orden, Ec. (7.96), tiene con-
tribucién de los canales cerrados de orden 1/k¢, que es el orden dominante. El resto de
las contribuciones de la ecuacién (7.94), tanto de canales abiertos como de canales cer-
rados, son de orden 1/ (k€)2, por lo que son despreciables con respecto a la contribucion
de orden 1/k¢ cuando k¢ > 1

Comparacién de la serie de Born con la simulacién numérica

Al sustituir las ecuaciones (7.91) y (7.94) en (7.90), obtenemos la expresion de
(Taao) i, hasta cuarto en la serie de Born:

. T (aby) T (byao) eilkathag)L g
(Taao)pp = — C (aby,brag) (7.97)
o blZ:l V éabl eblao ka + kaO
1 i T (abl) r (blbg) T (bzbg) T (bgag) {
b1,b2,b3:1 \/gablgblbnggbg‘gbgao
C (abl, blbg) C (beg, bgao) X [
1 ( 14 oi(katkag )L .\ 1+ ei(ka+kb2)L>
kay — kb, ko + ka, ko + kb,
1 1+ pilkathag)L 4 4 oi(kag+huy )L
+ - +
ka kb2 ( ka + kao kao + kb2 ):|
+C (abl, beg) C (blbg, bgao) X |:
1 _1 + ei(ka+ka0>L _1 + ei(ka+kb1+kb2+kb3)L
—Fag + ko, + K, + i ( Fatha kot ko, + ko, + b )
1 _1 _'_ ei(k‘a"t‘k‘uo)L _1 _'_ ei<kao+kbl+kb2+kb3)lf
_|_ —
—ka + kbl + kbz + kbs < ko + kao kao + kbl + kbz + kbs ):|

+C ((Ibl, bgao) C (blbg, bgbg) X |i

1 ( -1 +ei(ka+kao)L N -1 +€i(kbl+k53)L)
ka + kao - kbl o kb?’ ka + kao kb1 + kb3
1 (_1+ei<ka+kao)L _1+ei<ka+ka0+kb1+kb3)L)}}

b + Kby a

_l’_
k K + Fay Ko + ay + Ky, + ks,
+ .

Por las mismas razones que explicamos para (taq,), 7, la ecuacién (7.97) da un resul-
tado para (rqzq,), ; Cuya contribucion dominate en potencias inversas de k¢ es de orden

1/ (k¢)?, mientras que la de (rq,), , es de orden 1/kf; por lo tanto, la ecuacién (7.97)
puede escribirse en potencias de la siguiente manera:
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7 .ga, e2ikaL_1
<Taao>k,L = 5aaoka€a {(1_ZE)T (798)
1/¢ 0o\’ 1/¢ / LY\ . L\?
1222 ) ) g2+ 2 22 e [ =) e%hel =
() (2) e (@)e] () o) )
1\2
0 (ﬁ) |

La ecuacién (7.98) es la contribucién dominante de la serie en potencias inversas de k¢
cuando k¢ > 1. La parte real de la ecuacién (7.98) es:

5aa0 1 ‘ga,
Retrans = 2-{ -5 () (7.992)
1 (5 [l L L\’
2= (5+(2)) () +o (i) Jeos2iar
e Y (Y (2 o (L) sman i
2 2 Eaa E:l, Ea, €a7 SIN 2K,

o = o (7.990)
(45 () o] s
()G (&) (@) vo i) Jsmr)

Si nos restringimos al caso unidimensional la ecuacién (7.99a) se reduce a la contribucién
de orden 1/k¢ de la ecuacién (7.59a); andlogamente, (7.99b) se reduce a (7.59b).
De las expresiones de la ecuacién (7.99) nos damos cuenta de lo siguiente:

» Al comparar las expresiones de (7.99) con las correspondientes expresiones de
(7.59), se observa que la contribucién de los canales cerrados no sélo modifica
la amplitud de la oscilacién, sino también la fase; por ejemplo, el orden 1/k¢
de la parte real del caso unidimensional, Ec. (7.59a), s6lo tiene una funcién seno,
mientras que en el caso multicanal, Ec. (7.99a), la parte real depende de la funcién
sin 2k, L, pero también de la funcién cos 2k, L.
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» En el caso unidimensional, Ec. (7.59a), el término independiente de la parte real es
cero, mientras que en el caso multicanal, Ec. (7.99a), hay un término independiente

Ly

TR (7.100)

Este término se debe a contribucién de los canales cerrados; por otro lado, tanto
en el caso unidimensional como en el multicanal, el término independiente de la
parte imaginaria inicamente tiene contribuciones de los canales abiertos, siendo
para el caso unidimensional

11

- 7.101
mientras que para el caso multicanal es:
1 dqqq
_Z _Zado 7.101b
2koly (7.101b)

Con el objeto de comparar el resultado numérico que se obtiene para (rq,) con el
resultado tedrico que predice la serie de Born, consideraremos, en el SWLA no idealizado
(kl > 1), el caso en que la guia admite un canal abierto N = 1 y tomaremos en cuenta
dos canales cerrados (V' = 2); por supuesto la comparacién sélo tiene sentido en el
régimen balistico (L/¢ < 1). Debido a que la comparacién se hard en el SWLA no
idealizado, tinicamente consideraremos la contribucién dominante en potencias inversas
de k¢ del resultado tedrico, es decir, la pareja de ecuaciones (7.99).

En las figuras 7.19 y 7.20 se comparan, respectivamente, las curvas tedricas (lineas
de segmentos) para Re (r11), ;, Ec. (7.99a), y Im (ri1), ;, Ec. (7.99a), con las correspon-
dientes curvas numeéricas (h’heas continuas). De estas7ﬁguras se observa los siguientes
puntos:

» Tanto cuantitativamente como cualitativamente el acuerdo entre las curvas tedricas
y las numéricas es aceptablemente bueno.

» En las figuras del caso unidimensional 7.10 y 7.11, observamos que conforme el
valor de L aumenta la amplitud de la curva tedrica difiere cada vez mas de la
numérica, pero la fase de la oscilacién sigue no se altera. Esto se debe a que la
contribucién de orden 1/k¢ de Re (r), ;, Ec. (7.59a), es una serie de potencias en
L/t que multiplica a la funcién sin 2kL, mientras que la de Im (r), ;, Ec. (7.59b),
es una serie de potencias en L/¢ que multiplica a la funcién cos 2k L. Lo anterior
tiene como consecuencia que los siguientes términos de las respectivas series de
potencias en L// s6lo afecten a la amplitud de la oscilacién; sin embargo, en el caso
multicanal (N = 1, N = 2), Figs. 7.19 y 7.20, nos damos cuenta que al aumentar el
valor de L no sélo la amplitud de la curva tedrica difiere de la numérica, también
la fase de la oscilacién. Esto se debe a que tanto Re (raq); , Ec. (7.99a), como
Im (aa)y. p, Ec. (7.99b), dependen de las dos funciones trigonométricas cos 2k, L
y sin 2k, L y que cada una de estas funciones esta multiplicada por una serie de
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Figura 7.19: Re (r11),, ; vsL/{. Comparacién entre el resultado tedrico Re (r11) g,,., [curva de
segmentos, ecuacién (7.99a)] y la simulacién numérica Re (r11) y,,,,, (curva continua), en el caso
de un canal abierto (N = 1) y considerando dos canales cerrados (N’ = 2). Los resultados

corresponden al valor kif1; = 100, d/¢ = 1073 y 107 realizaciones del desorden microscépico.

potencias de L/{,_; por lo tanto, la fase de las oscilaciones es sensible a dichas
series de potencias.

= Al comparar las figuras 7.10 y 7.19 nos damos cuenta que la oscilacién de la parte
real se ha desplazado en la direccion negativa del eje de las ordenadas, lo que se
debe al término independiente (7.100), es decir, a la contribucién de los canales
cerrados. Por otro lado al comparar las figuras 7.11 y 7.20, nos damos cuenta que
la oscilacion de la parte imaginaria no se ha desplazado en el eje de las ordenadas,
lo que es consistente con los términos independientes de la ecuacién (7.101).

Contribucion de los canales cerrados mas alla del régimen balistico

Las simulaciones numéricas que realizamos para contrastar con las predicciones de
la serie Born nos permitieron obtener numéricamente el comportamiento de los valores
esperados de observables de interés més alla del régimen balistico donde la serie de Born
no da una buena descripcién. Con el objeto de comparar con la serie de Born, dichas
simulaciones también las realizamos en el SWLA no idealizado, por lo que se uso un
valor de kf > 1.
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[curva

Figura 7.20: Im (ri1), ; vsL/¢. Comparacién entre el resultado tedrico Im (ri1) gy,

de segmentos, ecuacién (7.99a)] y la simulacién numérica Im (r11) y,,, (curva continua), en el
caso de un canal abierto (N = 1) y considerando dos canales cerrados (N’ = 2). Los resultados

corresponden al valor kif1; = 100, d/¢ = 1073 y 107 realizaciones del desorden microscépico.

En el caso particular de un canal abierto (N = 1) obtuvimos resultados numéricos
mas alld del régimen balistico para Re (111) yym € 1M (r11) Ny cOonsiderando N’ = 0,
N’ =1y N’ =2 canales cerrados. Los resultados se muestran en las figuras 7.21 y 7.22,
respectivamente.

Valor esperado numérico de Re(ri1)y,,,- En la figura 7.21 graficamos el valor
esperado Re (r11) y,,,, considerando N’ =0, N’ =1y N’ = 2 canales cerrados. De dicha
figura observamos los siguientes puntos:

= La curva continua no toma en cuenta la contribucién de canales cerrados, por lo
que es la misma curva que la del caso unidimensional, ya que la curva continua
de la figura 7.12 se obtuvo fijando el parametro k¢ = 100, mientras que la curva
continua de 7.21 se obtuvo con k;¢1; = 100.

= La curva de puntos de la figura 7.21 representa la misma simulacién numérica que
la curva continua de la figura 7.19, pero en un intervalo mas grande de L/¢. En
aquella curva se observa que hay un buen acuerdo entre el resultado teérico de la
serie de Born, Ec. (7.99a), y la simulacién numérica; es decir, la serie Born predice
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Figura 7.21: Re (r11) vsL/¢. Comparacién entre Re (r11) sin canales cerrados (N’ = 0,

Num Num

linea continua), con un canal cerrado (N’ = 1, linea de segmentos) y con dos canales cerrados
(N’ = 2, linea de puntos). Los calculos se realizaron con un canal abierto (N = 1), k1¢1; = 100,

d/¢ = 1073 y 107 realizaciones del desorden microscépico.

correctamente la contribucion de los canales cerrados, al menos en el régimen
balistico. A pesar de la serie de Born sdlo es valida en el régimen balistico, ésta
nos permite inferir que la contribucién de los canales cerrados es importante en
este observable.

= Cualitativamente se observa que las tres curvas tienen un comportamiento seme-
jante; es decir, todas muestran un comportamiento oscilatorio con una envolvente
que atenua la amplitud de la oscilacién conforme el valor de L/¢ aumenta hasta
tender a un valor constante.

= Cuantitativamente se observa que las curvas difieren notoriamente, ya que al au-
mentar el numero de canales cerrados la oscilacion se desplaza en la direccion
negativa de las ordenadas. Esto se puede entender si ponemos nuestra atencion
en la contribucién dominante en potencias de 1/k¢ que obtuvimos en la ecuacién
(7.99a); por su puesto, dicha expresién es valida en el régimen balistico, pues atin
si conociéramos las series de potencias en L/{,_ que aparecen en dicha ecuacion, es
muy probable que se trate de series asintdticas (ver Apéndice D); sin embargo, de
la ecuacion (7.99a) podemos inferir que Re (r11),, ; se puede escribir de la siguiente
manera;
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1 1 /¢
Re (ri1), , = —— (=) + P (L) cos 2k, L + QL) (L) sin 2k, L
k1€17 2 €17

+0 (é)Q (7.102)

donde hemos definido las series de potencias

PY(L) = (%) B - ; (é) +0 (%ﬂ (7.103a)
QY (L) = {—% - (; = (%)j (%) +0 (éﬂ (7.103b)

y hemos tomado en cuenta que en este caso particular (N = 1):

byp =10 =1 (7.104)

Debido al comportamiento que observamos en la figura (7.21) las series de poten-
cias de (7.103) tienen el caracter de envolventes que atentan las oscilaciones de
las funciones cos 2k1 L y sin 2k, L, respectivamente, de tal manera que al considerar
valores de L/¢ > 1 las oscilaciones son despreciables; por lo tanto:

1 [l 1\°
R€<T11>k7L—>—2k1€1 E +O E (7105)

En las simulaciones numéricas usamos el valor k;£;; = 100 y obtuvimos que cuando
el nimero de canales cerrados es diferente de cero (N’ # 0), el cociente ¢1_/¢ vale:

" ~563x107" N =1, (7.106a)
(

= ~850x 107 N =2. (7.106b)
El,

Por otro lado, cuando el nimero de canales cerrados es cero (N’ = 0) se tiene:

i
FL =0 N =0. (7.106¢)
1

Usando la ecuacién (7.106), obtenemos que la serie de Born predice que, para
valores de L/ > 1:
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1 2
Re(ru),, — O <@> , N'=0 (7.107a)
1 2
Re <T11>k,L — —2,8 X 1073 +0 <H> , N =1 (7].07b)
1 2
Re(rin),, — —42x107°+0 <ﬁ) , N'=2 (7.107c¢)

que es consistente con lo que observamos en la figura 7.21, pues como vemos en
ésta al aumentar el nimero de canales cerrados el desplazamiento aumenta.

» De la figura también observamos que con forme aumentamos el nimero de canales
cerrados el desplazamiento de la curva en la direccion negativa de las ordenadas
aumenta; sin embargo, la diferencia entre el desplazamiento de una curva con
N" =1y la curva con N’ = 2 es menor que el correspondiente desplazamiento
entre la curva con N’ = 0 y la curva con N’ = 1, es decir, la diferencia de
desplazamientos entre un curva y la anterior disminuye al aumentar el nimero de
canales cerrados que se consideran en el calculo. Lo anterior nos hace pensar que
al considerar un ntumero suficientemente grande de canales cerrados, la curva de
Re (r11),, ; convergerd a una curva ideal; es decir, una en la que se considera que
el nimero de canales cerrados es infinito.

s Ademas del desplazamiento de la oscilacién también notamos que al aumentar
el nimero de canales cerrados la amplitud maxima de la oscilacién aumenta. Lo
anterior se puede explicar a la luz de la ecuacién (7.99a), pues en esta vemos que
los canales contribuyen en la amplitud de la oscilacién.

= De los puntos discutidos anteriormente podemos concluir que las contribuciones
de los canales cerrados en Re (r11), ; son importantes y no se pueden despreciar
para este observable.

Valor esperado numeérico de Im (ri1)y,,,- En la figura 7.22 graficamos el valor
esperado Re (711) y,,,, considerando N’ =0, N’ =1y N’ = 2 canales cerrados. De dicha
figura observamos los siguientes puntos:

= La curva continua no toma en cuenta la contribucién de canales cerrados, por lo
que es la misma curva que la del caso unidimensional, ya que la curva continua
de la figura 7.13 se obtuvo fijando el pardmetro k¢ = 100 mientras que la curva
continua de 7.22 se obtuvo con k1¢;; = 100.

= La curva de puntos de la figura 7.22 representa la misma simulacién numérica que
la curva continua de la figura 7.20, pero en un intervalo més grande de L/¢. En
aquella curva se observa que hay un buen acuerdo entre el resultado teédrico de la
serie de Born, Ec. (7.99a), y la simulacién numérica; es decir, la serie Born predice
correctamente la contribucion de los canales cerrados, al menos en el régimen
balistico.
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Figura 7.22: Im (r11)

0, linea continua), con un canal cerrado (N’ = 1, linea de segmentos) y con dos canales cerrados

vsL/¢. Comparacién entre Im (ri1) sin canales cerrados (N’ =

Num Num

(N" = 2, linea de puntos). Los calculos se realizaron con un canal abierto (N = 1), k1¢1; = 100,

d/¢ = 1073 y 107 realizaciones del desorden microscépico.

= Cualitativamente se observa que las tres curvas tienen un comportamiento seme-
jante; es decir, todas muestran un comportamiento oscilatorio con una envolvente
que atenua la amplitud de la oscilacién conforme el valor de L/¢ aumenta hasta
tender a un valor constante. A diferencia del valore esperado de la parte real, Fig.
7.21, en la figura 7.22 observamos que al aumentar el niimero de canales cerrados
las oscilaciones no se desplazan, sino que las tres curvas oscilan y posteriormente
tienden aun mismo valor. Esto se puede entender si ponemos nuestra atencion
en la contribucién dominante en potencias de 1/kf que obtuvimos en la ecuacién
(7.99b), pues de ésta podemos inferir que I'm (r11), ; se puede escribir de la sigu-
iente manera:

1 1
Im(ri), = m{—§ — Q,(Qle) (L) cos 2k L + PIS) (L) sin 2k1L}

+0 (5)2 (7.108)

donde hemos usado las series de potencias P,S) (L)y Qﬁ) (L) definidas en (7.103),
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que representan las envolventes que atenuian las oscilaciones de las funciones
cos 2k1 L y sin 2k; L; por lo tanto, al considerar valores de L/¢ > 1 las tres curvas
de la figura 7.22 tienden al mismo valor, es decir:

1 1\’
1 — O|— N =0,1,2 7.109

m <T11>k,L - 2]{31617 + (ké) ’ ) ( )
Tomando en cuenta que las simulaciones se realizaron con un valor de k£, = 100,
entonces el valor constante al que deben tender las tres curvas es 5 x 1072, que es
consistente con lo que observamos en la figura 7.22.

= Al igual que Re(ri1), ; si aumentamos el ntimero de canales cerrados la ampli-
tud maxima de la oscilacién aumenta muy lentamente, lo que nos hace pensar
que al tomar un nimero de canales cerrados suficientemente grande la curva de
I'm (ry1),, ; convergera a una “curva ideal” en la que el nimero de canales cerrados
es infinito.

= De los puntos discutidos anteriormente podemos concluir que las contribuciones
de los canales cerrados en Re (r11), ;, son importantes y no se pueden despreciar
para este observable.

Antes de concluir la discusién del valor esperado (raq,);, ;, notemos lo siguiente. De
la prediccién que obtuvimos mediante la serie de Born (véalida en el régimen balistico),
Ecs. (7.98)-(7.99), la evidencia numérica, Figs. 7.22-7.22, y siguiendo la ideas que dieron
a las ecuaciones (7.102) y (7.108), podemos inferir que este valor esperado se expresar
en potencias inversas de kf de la siguiente manera:

1 5(1@ Ea, . 6&& . 7
(Facodie = ~57 5> [F—l—z] + e [P (L) = iQf) (D)] - (7.110)

1 2
+0 ()

donde las cantidades Pk(l}) (L) y Q,Ei,) (L) “juegan el papel” de envolventes que atentian
las oscilaciones de la exponencial compleja e?*s’ cuyo desarrollo en potencias de L
sospechamos que es una serie asintotica.

7.4.3. Valor esperado de la intensidad de trasmision: (Ty4,); 1

Para obtener el valor esperado de las intensidades se sigue el mismo procedimiento
que presentamos para las amplitudes. Comencemos con el célculo del valor esperado
de la intensidad de transmision (Tya,),, 1, que de igual manera lo haremos hasta cuarto
orden en el potencial. Usando la notacién compacta de Tp,,, Ec. (2.153), y el modelo
estadistico definido en (7.16) obtenemos:

<Taao>k,L = 5aao + <(Taao)2>k,L + <(Taao)4>k,L + (7-111)
por lo tanto, tenemos que obtener las contribuciones de segundo ((T4q,),), ; ¥ cuarto

orden en el potencial ((T,q,) 4> L
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Segundo orden ((Tya,)s),

Utilizando el segundo momento (7.16b) y la ecuacién (2.153c) obtenemos que el se-
gundo orden ((7tq,),), ; se puede escribir en términos de valores esperados de productos
de amplitudes, es decir:

(Taan)s)pr, = oo | ((Faa)pp + ((Faa)obi ] + ((Faao )y (Faao) D (7.112)

La contribucién de los primeros dos términos la podemos obtener de la ecuacién
(7.75) obteniendo as:

5aao [((taa)2>k,L + <(t2a)2>k,L] = _25&10%' (7-1133)

Debido a la manera en que los canales cerrados contribuyen en la ecuacién (7.75), la
expresion (7.113a) no tiene contribucion de los canales cerrados. El tercer término se
obtiene usando la expresién (2.152a), su compleja conjugada y el segundo momento
(7.16b), obteniendo as:

(taso s (face) 1)y = - (7.113b)

gaao

Al introducir las expresiones de (7.113) en la ecuacién (7.111) tenemos que el segundo
orden es:

L
gaao

L
<(Taao>2>k:,L - _2(5aao€_ + (7.114)
Debemos notar que en la obtencién de la ecuacién (7.114) no se desprecié ningin
término, es decir, la ecuacién (7.114) es exacta y no tiene contribucion de los canales
cerrados; ademas, los dos términos de ((T,q,)5),, ; son de orden 1/ (k0)°, por lo que serén
parte de la contribuciéon dominate en potencias inversas de k/.

Cuarto orden ((T,4,),)

Para obtener la cantidad ((T,q,),), ; e usa el cuarto momento del modelo estadistico

(7.16d) y la ecuacion (2.153e), de esta manera obtenemos:

(Tuao) s, = oo ()b + (o) D] + (s (i) (7115)
+ [<(taao)3 (t2a0)1>k,L - <(taa0)1 (t2a0)3>k;,L]

Los diferentes términos que aparecen en la ecuacién (7.115) tendran expresiones con
una estructura semejante a la del cuarto orden ((faa,)y), 1, Ec. (7.76), que es muy com-
plicada; sin embargo, al igual que en ese caso, s6lo nos interesan los términos de la
contribucién dominante en potencias inversas de k¢, que en este caso es 1/ (k£)°; por lo
tanto, a continuacién obtendremos las contribuciones de orden 1/ (k£)° de los términos
que aparecen en la ecuacion (7.115).
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Contribucién dominante de d,,, [((taa)4>k (), L] . La expresion en poten-

cias inversas de k¢ de estos términos se puede obtener de la ecuacién (7.78), siendo
estd:

S [((ae) s+ {(E) ] = [(;)—(;) vo(y). @

Notemos que la contribucién de orden 1/ (kf)° de (7.116) si tiene contribuciones de los
canales cerrados.

Contribucién dominante de <(taa0)2 (t:a0)2> .- FPara obtener las contribuciones

dominates del tercer término de (7.115) hay que hacer un procedimiento analogo al que
se hizo para obtener la ecuacién (7.76), de lo cual obtenemos la siguiente expresién:

> r (CLbl) r (blao) r= (abg) = (bgao)
(taao)s (taa = (7.117)
< 2 ( 0)2>k,L bthFl \/Eablfblaofalugbwo
. ka—k 2
sin =0 [,
C (&bl, blao) C (CLbQ, bg&o) [ﬁ]
-

1— i(koy —k5 )L b k) I
+C (aby, aby) C (byag, baag) X {2 c e ( 2b1 bz) }
<kb1 - k;Z)

+C (abl, bgao) C (blao, abg) X |:

1 — ¢i(ha+hag+he, k7, )L |, (Ka + kao + Ky, — k7)) L
(ko + kag + kb, — k??;z)Z
1 e_z'(ka+kao—kbl+k§2)L +1 (ka + koo — Ky, + k;)kz) L
(b + kay — by + K,) H

donde hemos usado la misma convencién que en la ecuacién (7.76), es decir, si by y by
son indices de canales cerrados, entonces ky, — iky, y kj, — —ikp,. Los términos de

orden 1/ (k)" de la ecuacién (7.117) se obtienen de la siguiente manera:

= Del primer paréntesis cuadrado se considera el caso a = ag y se suman los indices
by y by sobre todos los canales, de esta manera se obtiene:

| () + ()] (s

= Del segundo paréntesis cuadrado se considera que b; = by y se hace la suma sobre
los canales abiertos, obteniendo asi:
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> L (7.118b)

Utilizando las expresiones de la ecuacién (7.118), podemos expresar la ecuacién (7.117)
en potencias inversas de k¢ de la siguiente manera:

((taan)s (Frag )3y 1 = O [(;)2 N <;)2

Notemos que el término de orden 1/ (k£)° de (7.119) tiene contribucién de los canales
cerrados.

N 2

L 1
— A1
- Zl i O (M) (7.119)

by =

Contribucién dominante de [<(taa0)3 (t:a0)1>k ;T ((taao) (t;a0)3>k L} . Los tltimos
dos sumandos de (7.115) son uno el conjugado del otro, por lo que es suficiente que
calculemos uno de éstos. Usando el mismo procedimiento que en el parrafo anterior

obtenemos que:

<(taao)3 (t* ) >k . _ Z T (abl) T (blbg) T (bgao) * (aao) { (7'120)

aao/ 1/ k,
byt vV Laby Loy, U Laa

C (abl, blbg) C (bg&o, CLCL()) X |:

1— e—i(ka—ka)L i (ke —ky,) L . 1 — i(kathy, )L + i (ko + ky,) L]
(kfa - k/lbz)2 (ka + kb2>2

+C (&61, bgao) C (blbg, a(lg) X |:
1 — eilka=kagtho, +h2)L | (ku — Ky + ko, + ki2) L
(ka = kao + Ky, + ko)’

1 — €_i<ka_ka0_kb1 _kb2>L + Z (_ka + kao + kbl _'_ ka) L:|
(—ko + kag + Ky, + kp2)’

+C (abl, CLao) C (ble, bQCL(]) X |:

1 — e ilkag=ho )L _ (Kag — kb, ) L n 1 — ei(kaothn, )L + i (Koo + ) L} }
(oo — Fr)? (kay + kon)

Los términos de orden 1/ (k¢)° de la ecuacién (7.117) se obtienen de la siguiente manera:

= Del primer paréntesis cuadrado consideramos el caso b, = a y sumamos sobre el
indice b;, de esta manera obtenemos:
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L1 (E (7.121a)
looe L.~ o |\ 2 el

» Andlogamente, si del tercer paréntesis cuadrado consideramos el caso by = ag y
sumamos sobre el indice by, obteniendo asi:

1 1 o1 L?
_&mo {éao —iy } (7) (7.121b)

ag-

Con ayuda de la ecuacién (7.121) podemos escribir la suma de los dos dltimos términos
de (7.115) en potencias inversas de k¢ de la siguiente manera:

[ty () D+ s (Bradibys] =7 (4 ) 220 (37) (7122

aag

Una vez que hemos expresado los diferentes términos de la ecuacién (7.115) como
serie de potencias inversas de k¢, podemos expresar el cuarto orden ((Tyq,),), ; de la
siguiente manera:

L 2 N L2 1 1
(Ton)ibs, = 2o (1) + > - (L

=1 gabl gblao gaao
1
10 (ﬁ) .

Notemos que al igual que el segundo orden, Ec. (7.114), la contribucién dominante
del cuarto orden, Ec. (7.123), tampoco tiene contribucion de los canales cerrados.

Contribucién dominante de (T,4,);, ;

Para este observable no sabemos calcular toda la serie de la contribucion dominate
en potencias inversas de k¢ y aunque pudiésemos hacerlo, es muy probable que la serie
sea asintética. Lo que si pudimos fue obtener la contribucién de orden 1/ (k¢)® del
segundo y cuarto orden, Ecs. (7.114) y (7.123), que al introducirlas en la ecuacién
(7.111) obtenemos el siguiente desarrollo en potencias inversas de k¢:

1ol (L 2+0 LY
Ca la. l
N

L L2 1 ( 11 ) (L)3
—+ - —+ L*+0 (-
Eaao blzl Eablgbuzo gaao Ea, an, l

(%)

<Taao>k,L = 5aao

+
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La ecuacion (7.124) predice, al menos hasta cuarto orden, que la contribuciéon domi-
nante del valor esperado <T<la0>k,L no tiene contribucion de los canales cerrados, pues
la primera contribucién de éstos es, por lo menos, de orden 1/k¢; ademds, por las mis-
mas razones que explicamos para (tua,),, ; [ver explicacién abajo de la ecuacién (7.76)],
algunas contribuciones de los canales cerrados ademés de ser de orden 1/k¢ decrecen
exponencialmente con la longitud L.

Si bien la ecuacién (7.124) la construimos mediante la serie de Born y como conse-
cuencia su validez se restringe al régimen balistico, esta expresion nos permite inferir
que, en el régimen balistico, (T,4,) k.o €S poco sensible a la contribucién de los canales
cerrados; sin embargo, como veremos mas adelante, la evidencia numérica muestra que
lo anterior es cierto incluso més alla del régimen balistico.

Figura 7.23: (Th1) vsL/¢. Comparacién entre la contribucién dominante del resultado tedrico

para (Th1) [curva de segmentos, ecuacién (7.124)] y el resultado numérico (T11) (curva

Born Num

continua). Los célculos se realizaron con dos canales abiertos (N = 2), tres canales cerrados

(N" =3), kf =100, d/¢ = 1073 y 10° realizaciones del desorden microscépico.

Comparacién de la serie de Born con la simulacién numérica

La ecuacién (7.124) predice los canales cerrados son irrelevantes en la contribucién
dominate de (Th4,), ;- Para averiguar si esta prediccién es correcta compararemos (en
el SWLA, k¢ > 1) el resultado teérico de (7.124) con una simulacién numérica, en la
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que consideramos dos canales abiertos (IV = 2) y tres canales cerrados (N’ = 3). En este
caso tendremos dos numeros de onda k; y ko, y tres caminos libres medios de canales
abiertos £11, 1o = lo1, £29; por lo tanto, para realizar la simulacién numérica deberemos
fijar el parametro k¢, donde k es el nimero de onda total de la ecuacién de Schrodinger,
Ec. (2.16), y £ es el camino libre medio de transporte definido en (4.26), que en este caso
particular vale:

1 1 1
;=5 > " (7.125)
a,b=1
Al considerar dos canales abiertos tendremos cuatro intensidades: 111, Tio, To1 v
T5,. Sabemos que para cada realizaciéon del desorden microscopico las intensidades 75 y
T51 no son iguales, sin embargo, tanto teéricamente, Fc. (7.124), como numéricamente
hemos encontrado que los promedios sf lo son, es decir, (T12),, ; = (T21),, ; por lo tanto,
inicamente presentaremos los resultados para (Ti2);, ;.

Figura 7.24: (Ts2) vsL/¢. Comparacién entre la contribucién dominante del resultado teérico

para (T22) g,,,, [curva de segmentos, ecuacion (7.124)] y el resultado numérico (Tr2) (curva

Num

continua). Los célculos se realizaron con dos canales abiertos (N = 2), tres canales cerrados

(N' =3), kf =100, d/¢ = 1073 y 10° realizaciones del desorden microscépico.

La comparacion entre las curvas tedricas y las simulaciones numéricas se muestran
en las 7.23, 7.24 y 7.25, de las que podemos obtener las siguientes conclusiones:
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Figura 7.25: (T12) vsL/¢. Comparacién entre la contribucién dominante del resultado tedrico
para (Th2) g, [curva de segmentos, ecuacion (7.124)] y el resultado numérico (T'2) v, (curva
continua). Los célculos se realizaron con dos canales abiertos (N = 2), tres canales cerrados

(N' =3), kf =100, d/¢ = 1073 y 10° realizaciones del desorden microscépico.

= De las tres figuras nos damos cuenta que en el régimen balistico la prediccion
tedrica y los resultados de la simulacion numérica tienen un excelente acuerdo,
siendo notable en el caso de (T15), Fig. 7.25, ya que la curva tedrica (linea de
segmentos) y la numérica (linea continua) muestran un buen acuerdo incluso para
valores de L/¢ ~ 0.5, mientras que las correspondientes curvas tedricas de (T1) y
(Tyy), Figs. 7.23-7.24, s6lo muestran un buen acuerdo hasta valores de L/¢ ~ 0.3
y L/l ~ 0.2, respectivamente.

» Eventualmente la curva teorica difiere importantemente de la curva numérica, lo
que se puede deber a dos cosas:

e QQue es necesario considerar los términos de orden superior en potencias de
. . 0 . . .,
L de la contribucién de orden 1/ (kf)”, en particular la contribucién de sexto
orden de la serie de Born que darfa lugar al término L3.

e También podria tratarse de una manifestacion del comportamiento asintotico
que sospechamos tienen estas series de potencias: ver Apéndice D.

= Debido a que las curvas tedricas que mostramos en las figuras 7.23-7.25 sélo tienen
contribuciones de canales abiertos y que éstas tienen un buen acuerdo con las
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232 Capitulo 7: Estudio de la Dispersion en el Régimen Balistico

correspondientes curvas numéricas, podemos concluir que las contribuciones de las
canales cerrados (al igual que muchas otras de canales abiertos) son despreciables,
al menos a este orden.

Contribucion de los canales cerrados mas alla del régimen balistico

Como ya hemos mencionado el resultado tedrico, (7.124), predice que en el régi-
men balistico la contribucién dominante de los valores esperados de las intensidades de
transmisién no tiene contribucion de los canales cerrados. En el caso de dos canales
abiertos(/N = 2), comparamos dicha prediccién con una simulacién numérica en la que
consideremos tres (N’ = 3) canales cerrados (ver figuras 7.23, 7.24 y 7.25) encontrando
un buen acuerdo; por esta razon sospechamos que mas alld del régimen balistico los
canales cerrados no contribuyen de manera importante mas alla del régimen balistico.
Para saber si esto es verdad en las figuras 7.26 y 7.27 comparamos los resultados numéri-
cos obtenidos para (111) yum> (122) Num ¥ (112) Num tomando en cuenta N’ = 0,1,2,3
canales cerrados. De esas figuras nos damos cuenta que las curvas numéricas que toman
en cuenta canales cerrados (N’ = 1,2, 3), son indistinguibles de la curva que no los con-
sidera (N = 0). Lo anterior es cierto para valores de L/¢ mds alld del régimen balistico;
por lo tanto, de la evidencia tedrica y numérica que hemos mostrado, se puede concluir
que los canales cerrados no contribuyen de manera importante en el comportamiento de
(Tuan) 1

Los resultados que muestran las figuras 7.26 y 7.27 son consistentes con la evidencia
numérica que obtuvimos en el Capitulo 6, donde nos dimos cuenta que los resultados
numeéricos del caminante aleatorio en el espacio de matrices de transferencia, método
que no considera de manera adecuada la contribucion de los canales cerrados, coinciden
(para las intensidades) con los cdlculos microscépicos en los que se consideraron N’ =0
y N’ = 3 canales cerrados (ver figuras 6.2 y 6.7).

7.4.4. Valor esperado de la intensidad de reflexion: (Ru,); 1

Para obtener el valor esperado de la intensidad de reflexién (Rq,,), ; se usa la no-
tacion compacta de la ecuacién (2.155a) y el modelo estadistico definido en (7.16), de
esta manera obtenemos

<Raao>k,L = <(Raao)2>k,L + <(Raao)4>k,L to (7.126)

por lo tanto, para obtener (R,,,) ., hasta cuarto orden en el potencial, debemos calcular
las contribuciones de segundo ((Raa,)y), ; ¥ cuarto orden ((Raqy)y), 1

Segundo orden ((R4u)s)),

Utilizando el segundo momento (7.16b) y la ecuacién (2.155b) obtenemos que el se-
gundo orden ((Ruq,)5),, ; € puede escribir en términos de valores esperados de productos
de amplitudes, es decir:

<(Raao)2>k7L = <(raao)1 (Taao)pk,/;' (7‘127)



Capitulo 7: Estudio de la Dispersion en el Régimen Balistico

Figura 7.26: (T11) Ny, 5 (T22) vsL/¢. La curva superior muestra la comparacién entre

Num
(T11) N Sin canales cerrados (N’ = 0, linea continua), con un canal cerrado (N’ = 1, linea
de segmentos), con dos canales cerrados (N’ = 2, linea de puntos) y con tres canales cerra-
dos (N’ = 3, linea de segmentos y puntos). La curva inferior muestra la comparacién entre
(T92) Num Sin canales cerrados (N’ = 0, linea continua), con un canal cerrado (N’ = 1, linea
de segmentos), con dos canales cerrados (N’ = 2, linea de puntos) y con tres canales cerrados

(N" = 3, linea de segmentos y puntos). Los cédlculos se realizaron con dos canales abiertos

(N =2), kf =100, d/¢ =102 y 10° realizaciones del desorden microscépico.

Este valor esperado se obtiene al usar la expresién (2.152¢), su compleja conjuga y el
segundo momento (7.16b), obteniendo asi:

((Taao)r (Tao) 1 ) = gi; (7.128)

aag

por lo tanto, el segundo orden toma la siguiente expresion:

L

((Raao)a)y = (7.129)

éaao

Notemos que la ecuacién (7.129) es de orden 1/ (k0)° y no tiene contribucidn de los
canales cerrados.
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Figura 7.27: (T19)

cerrados (N’ = 0, linea continua), con un canal cerrado (N’ = 1, linea de segmentos), con
) ) ) )

vsL/l. La curva muestra la comparacién entre (T72) sin canales

Num Num

dos canales cerrados (N’ = 2, linea de puntos) y con tres canales cerrados (N’ = 3, linea de
segmentos y puntos). Los cédlculos se realizaron con dos canales abiertos (N = 2), k¢ = 100,

d/f =103 y 10° realizaciones del desorden microscépico.

Cuarto orden ((Rqa),); 1

Para obtener la cantidad ((Raq),), ;, e usa el cuarto momento del modelo estadistico

(7.16d) y la ecuacién (2.155d), de esta manera obtenemos:

<(Raao < Taao ( aao) >kL (7.130)

[ T““O aao >kL +< 705“10 (r2a0)3>k,L]

Al igual que el cuarto orden ((Raqg)y), ;, Ec. (7.115), solo nos interesa las contribu-

ciones dominantes en potencias inversas de k:é de la ecuacién (7.130), que en este caso
serd 1/ (k0)°.

Contribucién dominante de <(7’aa0)2 (rzao) 2> Haciendo un procedimiento analo-

k,L°
go con el que obtuvimos la ecuacién (7.117), obtenemos la siguiente expresién para el

primer término de la ecuacion (7.130):
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T (aby) T (brao) T* (aby) T* (baay)
) TZGO _ (7.131)
< 2 ( )2>k,L bl,bzz—l \/eabl gblaogabQ‘gbﬂlo
2(—1+ cos (kg + kay) L)
C (aby, brag) C (aba, byag) [_ (ko + kao>2

1 — ilbo ki)l (koy — k7.) L}
(ko — k)"
1_ ei(kafkaOJrkbl*k;})L 4 (ka — Koy + Kb, — k;;g) L
(ka — koo + ki, — k32)2
| — oi(ka—hag—ky, +7, )L _ (ko = kay — ki, + k7)) L
(ka — Fa — by + k3,)” H

donde hemos usado la misma convencién que en la ecuacién (7.117), es decir, si by y
by son indices de canales cerrados, entonces ky, — iy, y kj, — —ikp,. Los términos de

+C (abl, Cbbg) C (blao, bgao) X |:2

+C (abl, bgao) C (blao, GbQ) X |i

+

orden 1/ (k0)° de la ecuacién (7.131) se obtienen de la siguiente manera:

= Del segundo paréntesis cuadrado se considera el caso by = by y ambos indices
de canales abiertos; por lo tanto, la contribucién de orden 1/ (k) del segundo
paréntesis cuadrado es:

N L2

—1 gabl gbl ao

(7.132a)
by

= Si en el tercer paréntesis cuadrado se considera el caso a = ag y los indices de
b1 = by y ambos indices de canal abierto se obtiene la siguiente contribucion:

Saa XN: < L )2. (7.132b)

b—1 aby

» Por ltimo, si en el tercer paréntesis cuadrado consideramos los casos; i) by = a,
by = ag e ii) by = a, by = ap, se obtiene la siguiente contribucién:

C' (aa, agag) 12

gaao V éaaéaoao

Usando las expresiones de (7.132) podemos expresar la ecuacién (7.131) en potencias
inversas de k¢ de la siguiente manera:

(7.132c)

N

((Paao)s (Foa) o)y = S N EN: L)', Clama) ra (1
T’aao)g raaO)Z kL = gab1€b1a0 + aag Eabl m + k?_g

bi=1
(7.133)

De la ecuacion (7.133) debemos notar dos cosas:
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= La contribucién dominate en potencias inversas de k¢ no tiene contribuciones de
canales cerrados.

» En la contribucién dominante de (7.133) aparece el coeficiente de correlacion
C' (aa, apap): ver ecuacién (7.3). Este coeficiente de correlacion vale uno si a = ao,
pero es diferente de uno cuando a # ag; en el Ultimo caso sabemos, por evidencia
numérica, que el valor del coeficiente de correlacién es de orden uno, por lo que
no es despreciable.

Contribucién dominante de [<(7’aa0)3 (r;a0)1>k .t ((Taao)1 (r2a0)3>k L} . Los ulti-

mos dos sumandos de (7.130) son uno el conjugado del otro, por lo que es suficiente
que calculemos uno de éstos. Usando el mismo procedimiento que en el parrafo anterior
obtenemos que:

o0

% r (abl) r (blbg) r (bQCL()) r* (CLCL()) {
Faao)s (Toae _ 7.134
<( )3 ( )1>k,L bl’bZFl \/gabl €b1b2£b2a0£aa0 ( )

C (abl, blbg) C (bgao, Gao) X |i

1 — ¢~ ilka=kn)L _ (ko — ky,) L " 1 — eilkatho )L g (ko + kb,) L}
(ko — og)? (ka -+ hi,)”
+C (aby, baag) C (b1b2, aag) X [
1 — g—ilkakag—ho,—ko, )L _ (kg + kay — Kk, — k,) L
(ka + kag — kb, — kb2)2

1 — i(kathagthu, +hv, ) L + i (ko + kao + ki, + Ksy) Ll
(Ko + kay + Ky + kp,)”

+

+C (abl, CLao) C (blbg, bgao) X |:

1o mo)! —i(hyy = k) L 1= Conth0)! ik, + ) L] }
(kao - kb1)2 (kao + kbl)?

Los términos de orden 1/ (k)" de la ecuacién (7.134) se obtienen de la siguiente manera:

s Del primer paréntesis cuadrado consideramos el caso by = a y sumamos sobre el
indice by, de esta manera obtenemos:

1 [1 .1]/[/L?
- — i (= 1
el (5) (2250

» Si en el segundo paréntesis cuadrado consideramos los casos; i) by = a, by = ag e
ii) by = a, by = ayp, se obtiene la siguiente contribucién:
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C 1\ L?
(a0 aos) | 1) L7 (7.135b)
gaao V éaaéaoao gaao 2
= por ultimo, si del tercer paréntesis cuadrado consideramos el caso by = ag y

sumamos sobre el indice by, se obtiene:

1 1 1 L?
— ) NI
Eaao {an %0} ( > (7 35C)

Con las expresiones de la ecuacién (7.135), podemos escribir la suma de los dos tltimos
términos de (7.130) en potencias inversas de k¢ de la siguiente manera:

(s () + (s (a)ihes] = [ (5 ) + o

E(MIO aaq

ma%%)kﬂ+O(M> (7.136)

gaao gaagaoao

Al igual que la ecuacién (7.133), la ecuacién (7.136) tampoco tiene contribuciones de
los canales cerrados y depende del coeficiente de correlacién C (aa, agap). Sustituyen
las ecuaciones (7.133) y (7.136) en el cuarto orden, Ec. (7.130), obtenemos que éste se
escribe en potencias inversas de k¢ como:

N N
1 1 1 1 1 1
<(Raao)4>k7L = { E — + (5aa0 E 52_ — (6_ + + ; )] L2
b1 a- ap-

-1 ‘eabl €b1a0 bi=1 aby gaao

+o<;> (7.137)

Contribucién dominante de (Ru,), 1

Una vez que tenemos las contribuciones dominantes del segundo y cuarto orden, Ecs.
(7.129) y (7.137), podemos expresar la ecuacion (7.126) de la siguiente manera:

N
1 1 1
Raa = -, aa - L2
< 0>k,L {gaao + |:b2: gablgblao 0 z:l £§b1 aao (ga - gaao - gao):|

10 (%)3} Lo ( klf) (7.138)

La ecuacion (7.138) predice, al menos hasta cuarto orden, que en la contribucién
dominante de (R,4,) k. los canales cerrados no contribuyen, ya que la primera con-
tribucién de éstos es de orden 1/kf. Si bien la ecuacién (7.138) tnicamente es valida
en el régimen balistico (L/¢ < 1), ésta nos hace sospechar que la contribucién domi-
nante de (Ryq,) r,r, 10 dependerd de manera importante de los canales cerrados, lo que
confirmaremos con la evidencia numérica que presentaremos mas adelante.

L
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Comparacion de la serie de Born con la simulacion numérica

La prediccién de la ecuacién (7.138) es un resultado importante que requiere ser
comparada con una simulacién numérica. Al igual que para (Tqq,), ; (seccién 7.4.3),
consideraremos el caso de dos canales abiertos (N = 2) y tres cerrados (N’ = 3).

Figura 7.28: (Ry1)vsL/¢. Comparacion entre la contribucién dominante del resultado teérico
para (R11) g, [curva de segmentos, ecuacion (7.138)] y el resultado numérico (R11) y,,, (curva
continua). Los célculos se realizaron con dos canales abiertos (N = 2), tres canales cerrados

(N' =3), kf =100, d/¢ = 1073 y 10° realizaciones del desorden microscépico.

En este caso de dos canales abiertos debemos considerar los valores esperados de las
cuatro intensidades de reflexion Ri1, Ri2, Ro1 v Roo; sin embargo, debido a que nuestro
potencial es invariante ante inversiones temporales (TRI) [ver ecuacién (2.78)], se debe
cumplir que Ri5 = Rs;. Al realizar nuestras simulaciones numéricas, verificamos que esta
propiedad se cumpliese para cada realizacién del desorden microscopico; ademas, tanto
tedricamente, Ec. (7.138), como numéricamente obtuvimos que los valores esperados
(Raao),, son consistentes con la propiedad de TRI.

La comparacion entre la contribucién dominante de la prediccién teérica, Ec. (7.138),
y los resultados numéricos se muestran en las figuras 7.28, 7.29 y 7.30, de las cuales
podemos observar lo siguiente:

= El acuerdo entre la curva tedrica y la numérica es muy buena en el régimen balisti-
co, destacando el caso del valor esperado (Ry1), ;, €l cual muestra un buen acuerdo
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Figura 7.29: (Rgg) vsL/¢. Comparacion entre la contribucién dominante del resultado tedrico

para (R22) g, [curva de segmentos, ecuacién (7.138)] y el resultado numérico (R22) y.,,, (curva

continua). Los célculos se realizaron con dos canales abiertos (N = 2), tres canales cerrados

(N' = 3), kf =100, d/¢ = 1073 y 10° realizaciones del desorden microscépico.

con el resultado numérico hasta valores de L/¢ ~ 0.4, mientras que las canti-
dades (Ri2), ; v (Ra2), ; tiene un buen acuerdo con la simulacién numérica hasta
L/l ~0.2.

= Eventualmente la curva tedrica difiere importantemente de la curva numérica, lo
que se puede deber a dos cosas:

e QQue es necesario considerar los términos de orden superior en potencias de
. ., 0 . . .,
L de la contribucién de orden 1/ (kf)", en particular la contribucién de sexto
orden de la serie de Born que daria lugar al término L3.

e También podria tratarse de una manifestacién del comportamiento asintético
que “sospechamos” que estas series de potencias tienen, ya que, como dis-
cutimos en el caso unidimensional, el valor numérico de los coeficientes de
las potencias de L aumentan con el orden de la potencia, lo que hace pensar
que las series no sean convergentes; sin embargo, a pesar de que estas series
pudiesen ser divergentes, a lo largo de este Capitulo hemos visto que estas
series tiene un buen acuerdo con las correspondientes curvas numéricas al
menos en un pequeno intervalo de L/¢. Estos dos hechos son caracteristicos

239



240 Capitulo 7: Estudio de la Dispersion en el Régimen Balistico

de las series asintoticas: ver Apéndice D

= Debido a que las curvas tedricas que mostramos en las figuras 7.28-7.30 sélo tienen
contribuciones de canales abiertos y que éstas tienen un buen acuerdo con las
correspondientes curvas numéricas, podemos concluir que las contribuciones de las
canales cerrados (al igual que muchas otras de canales abiertos) son despreciables,
al menos a este orden.

Figura 7.30: (Rj2) vsL/{. Comparacion entre la contribucién dominante del resultado teérico

para (Rj2) [curva de segmentos, ecuacién (7.138)] y el resultado numérico (R12) (curva

Born Num

continua). Los célculos se realizaron con dos canales abiertos (N = 2), tres canales cerrados

(N =3), kf =100, d/¢ = 1073 y 106 realizaciones del desorden microscépico.

Contribucion de los canales cerrados mas alla del régimen balistico

Como ya hemos mencionado el resultado tedrico, Ec. (7.138), predice que en el régi-
men balistico la contribucién dominante de los valores esperados de las intensidades de
reflexion sélo dependen de los canales abiertos. Las comparaciones que hicimos en el
régimen balistico entre la prediccién teérica, Ec. (7.138), y la simulacién numérica (ver
figuras 7.28, 7.29 y 7.30) muestran un buen acuerdo, sospechamos que més alld del régi-
men balistico los canales cerrados no contribuyen de manera importante en la contribu-
cién dominante de estas cantidades. Para saber si lo anterior es cierto, en la figura 7.31
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compararemos los resultados numéricos obtenidos para (Ri1) xum: (R22) Num ¥ (B12) Num
tomando en cuenta N’ = 0, 1,2, 3 canales cerrados. De esa figura nos damos cuenta que
las curvas numéricas que toman en cuenta canales cerrados (N’ = 1,2, 3), son indistin-
guibles de la curva que no los considera (N = 0). Lo anterior es cierto para valores de
L/l més alld del régimen balistico; por lo tanto, de la evidencia tedrica y numérica que
hemos mostrado, se puede concluir que los canales cerrados no contribuyen de manera
importante en el comportamiento de (Raao)y, -

Figura 7.31: <R11>Num s <R22>Num s <R12>Num USL/K. Las curvas <R22>Num7 <R11>Num y
(R12) Ny due no consideran canales cerrados (N’ = 0) son inditinguibles de las correspondi-
entes curvas que si consideran canales cerrados (N’ = 1,2, 3). Los célculos se realizaron con dos

canales abiertos (N = 2), k¢ = 100, d/¢ = 10~ y 10° realizaciones del desorden microscépico.

7.4.5. La conservacién de flujo: (T'4,), ; + (Ru)pp =1

Hasta el momento hemos encontrado un buen acuerdo entre el tratamiento tedrico
y numérico entre los valores esperados que hemos calculado, lo que nos hace pensar
que los resultados de ambos tratamientos son correctos; sin embargo, en el periodo de
tiempo en el que se obtuvieron los resultados, se realizaron diversas verificaciones, tanto
tedricas como numeéricas, que nos permitieran saber la confiabilidad de los resultados.
Una de estas verificaciones consistiéo en mostrar que los resultados fuesen consistentes
con la conservacién de flujo: ver ecuacién (2.66).
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Verificacion numeérica

En las figuras 7.32 y 7.33 se muestra, respectivamente, las curvas numéricas de
(T1) Num> (B2 vum Y (T 2) Nums (B2) xums junto sus correspondientes relaciones de Con-
servacion de Flujo; en dichos calculo consideramos dos canales abiertos cero cerrados.
En esas figuras nos damos cuenta que las simulaciones numéricas son consistentes con
la conservacion de Flujo, como debe ser.

Figura 7.32: (T1) vum + (B1) Num » (L 1) Num + (B1) Num V8L/ €. Verificacién numérica de la
conservacién de Flujo para (T'1)y,,, (curva continua), (R1)y,,, (curva de segmentos) y
(T1) N + (R1) yum (curva de puntos). Los célculos se realizaron con dos canales abier-
tos (N = 2), cero canales cerrados (N’ = 0), k¢ = 100, d/¢ = 1072 y 10° realizaciones del

desorden microscopico.

Verificacion tedrica

Para cada realizacion del desorden microscopico la matriz de dispersién debe satisfac-
er la propiedad de Conservacién de Flujo, Ec. (2.66), que en términos de las intensidades
Thay V Raq, se escribe de la siguiente manera:

N
Z (Taao + Raay) = Toag + Ray = 1. (7.139)

a=1
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Figura 7.33: (T2) vum » (B2) Num + (T2) Num T+ (B.2) Num VSL/C. Verificacién numérica de la
conservacién de Flujo para (1'1)y,,, (curva continua), (R_1)y,,, (curva de segmentos) y
(T'1) Num + (R.1) Num (curva de puntos). Los calculos se realizaron con dos canales abier-
tos (N = 2), cero canales cerrados (N’ = 0), k¢ = 100, d/¢ = 1073 y 10° realizaciones del

desorden microscopico.

Si cada realizacion satisface la conservacion de flujo (7.139), entonces en promedio
también debe cumplirse, es decir:

<Tfao>k,L + <R7€L0>k,L =L (7.140)

De las contribuciones dominates (7.124) y (7.138) es facil mostrar que:
1

s = [ () (2 + ()] w0 (L), mas

| oh):

Haules = (€L>‘(6L)+(%>

por lo tanto, al sumar las expresiones de (7.141) obtenemos:

L 3
1+O(Z>

+0 (é) , (7.142)

<Tfa0>k,L + <R7ao>k,L =
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es decir, que los términos de las contribuciones dominantes, Ecs. (7.124) y (7.138), son
consistentes con la conservacion de flujo, en el régimen balistico.

7.4.6. Covarianzas: caso multicanal

Para concluir este Capitulo aplicaremos el método de la serie de Born para calcular,
al orden mas bajo, las Varianzas y Covarianzas de las Intensidades de Reflexién en
el régimen balistico. Las definiciones de varianza y covarianza las introdujimos en las
ecuaciones (7.69) y (7.70), que en el caso de las intensidades de reflexién reescribimos a
continuacion:

Cov (Raam Rbbo)k,L - <RaaoRbbo>k,L - <Raa0>k,L <Rbbo>k,L : (7143)

En el caso particular Ruq, = R, la ecuacién (7.143) se reduce a la varianza. Al usar
la notacién compacta de las ecuaciones (2.155)-(2.156), podemos expresar la covarianza
(7.143) al orden més bajo en el potencial de la siguiente manera:

Cov (Raam Rbbo)k,L - <(Raa0)2 (Rbbo)2>k,L - <(Raa0)2>k7L <(Rbbo)2>k’L o (7144)

Cuarto orden ((Raa)s), 1 ((Bobo)2)y 1

Las cantidades ((Raag)9)y, 1 ¥ ((Rbby)o), 7, de la ecuacion (7.144) las podemos obtener
de la ecuacion (7.129); por lo tanto:

= 7.145
gaag gbbo ( )

Cuarto orden ((Ru,), (Rbb0)2>k,L

Para calcular el cuarto orden ((Raq,)s (Rbby)s), ; e utiliza la notacién compacta
(2.155), lo que no permite expresar la cantidad deseada como:

((Raao)2 (Ron)2) 1, = {I(Faao)il” 1)1 ), (7.146)

El valor esperado que aparece del lado derecho de la ecuacién (7.146) se obtiene uti-
lizando la expresién (2.152¢) y el cuarto momento del potencial, Ec. (7.16d), de esta
manera, se obtiene:

ka+ka0+kb+kb0 L 2
2
ka +ka0 +kb+kb0
2

1 sin
P |:L2 + C2 (CLCL(), bbo)

gaao gbbo

<(Raao)2 (Rbbo)2>k,L =

2

ka "rkao —kp _kbo
2

+C? (aag, bby) (7.147)

2
S]n <ka+ka0_kb_kb0 L) :|
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Contribucién dominante de la covarianza Cov (R, Rup,)

Al sustituir las expresiones (7.145) y (7.147) en (7.144) obtenemos que, a orden mas
bajo en el potencial, la covarianza toma la siguiente dependencia:

COU (Raaou Rbbo) =

2
. ( katkag kot
C? (aag, bby) [ [ S <—2 L
ka+ka0+kb+kb0
2

2
Sin <ka+ka0_kb_kb0 L) :|

Eaao ébbo

2
ka +k‘a0 —k‘b—kbo
2

_|_

T (7.148)

Notemos que al igual que las contribuciones dominantes de las intensidades, Ecs. (7.124)
y (7.138), la contribucién dominante de la covarianza, Ec. (7.148), tampoco depende de
los canales cerrados, al menos a este orden en la serie de Born y que el orden dominate
en potencias inversas de k¢ depende de las posibles combinaciones de los indices.

» Sia=>by ay = by, 0 equivalentemente si a = by y ag = b, entonces la ecuacion
(7.148) toma la siguiente forma:

Cov (Raay, Raay) = Cov (Raag, Raga) = Var (Raa,) (7.149a)
L\? in[(k, + k. ) L]\
= (BabOagby + OabyOags — GaayOagpyObus) [(z_) I (sln (ko + kKap) ]> +]

aag (ka + kao) gaao

» Sia=ap#b= by, entonces la ecuacion (7.148) toma la siguiente forma

Con (R ) — Czeajzbbbb K mE: jkkb:b ]) i (sin E(kk_—klz;) L])Z]
o erh (7.149b)

Los coeficientes de correlacién de la ecuacién (7.149b) no son uno, pero por evi-
dencia numérica sabemos que no son despreciables con respecto a la unidad.

= Cualquier otra combinacién de indices diferente a las dos anteriores generard coefi-
cientes de correlacién que, por evidencia numeérica, sabemos que son despreciables.
Cuando comparemos el resultado tedrico, Ec. (7.148), con las simulaciones numéri-
cas, veremos que en efecto las covarianzas que no sean las de la ecuacion (7.149),
seran despreciables al orden mas bajo en la serie de Born.

De las ecuaciones (7.148) y (7.149) se observa que hay dos posibles comportamiento
en potencias inversas de k(-
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» En el caso de la ecuacion (7.149a), la contribucién dominate, al menos cerca L = 0,
es de orden 1/ (k£)°; sin embargo, cuando comparemos con los resultados numéricos
veremos que el término de orden 1/ (k’é)2 es importante para valores de L ~ 0, ya
que para estos valores de L el seno cuadrado que aparece en (7.149a) es de orden
L.

» En cualquier otro caso diferente a (7.149a), incluso (7.149b), las covarianzas serdan
de orden 1/ (k¢).

Varianza de la conductancia

La conductancia adimensional g se escribe en términos de las intensidades de trans-
misién como:

N N
g = T= Z Taao = Z T,ao; (7150)

a,ap=1 ap=1
sin embargo, debido a la propiedad de conservacién de flujo, Ec. (7.139), podemos ex-
presar la conductancia de la siguiente manera:
g=T=N-R (7.151)

siendo

N N
R= )" Ruy= Y Ra, (7.152)

a,ap=1 ap=1

y N es el nimero de canales abiertos. Usando lo anterior se puede expresar el cuadrado
del primer momento de la conductancia y el segundo momento de la misma de la siguiente
manera:

<9>i,L = <T>i,L = N?—2N <R>k,L + <R>i,L ] (7.153)
(9 )p = <T2>k,L = N? 2N (R), ; + <R2>k,L ) (7.154)

por lo tanto, se satisface la siguiente relacion:

Var (g) =Var(T) =Var(R), (7.155)

La varianza de la intensidad de reflexién total Var (R) se calcula de la siguiente
manera:
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N N N N
Var (R>k,L = < Z Raao:l Z Rbb0> —< Z Raa0> < Z Rbbo>
k,L k,L k,L

a,ap=1 b,bp=1 a,ap=1 b,bp=1
N N
= Z Z |:<Raa0Rbbo>k,L - <Raa0> <Rbbo>k,L:|
a,ap=1 b,bg=1
N N
= > ) Cov(Raay Ry - (7.156)
a,ap=1 b,bg=1

Las ecuaciones (7.155) y (7.156) nos permiten expresar la varianza de la conductancia
como la suma de las covarianzas de las intensidades de reflexion, es decir:

N N
Var (g)k;,L = Z Z Cov (Raao; Rbb())kl/ (7157)
a,ap=1 b,bp=1

Figura 7.34: Cov (Rap, Red) Num ¥ V ar (Rab) Ny VS L/€. Curvas numéricas de las Varianzas
y Covarianzas en el régimen balistico. Los cédlculos se realizaron con dos canales abiertos,
N = 2, cero canales cerrados N’ = 0, k¢ = 100, d/¢ = 1073 y 10° realizaciones del desorden

microscépico.

Utilizando las ecuaciones (7.148), (7.149) y (7.157), podemos escribir la varianza de
la conductancia en potencias inversas de k¢ de la siguiente manera:
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Var (g)k’L =

(2 > EQL - Zl %) L*+0 <%) ] (7.158)

a,ap=1 220

1 2
+0(55)

El resultado tedrico (7.158), tinicamente es vélido en el régimen balistico.

Comparacién con la simulacion numérica

Para comparar el resultado tedrico de las covarianzas en el régimen balistico, Ecs.
(7.148)-(7.149), con los resultados numéricos, consideraremos nuevamente el caso de dos
canales abiertos (N = 2), cero canales cerrados (N' = 0), y tomaremos el parametro

kl =100

Figura 7.35: Var (R11)vs L/¢. Comparacién entre la curva tedrica (linea de segmentos) y la
numérica (linea continua) de la varianza Var (Ri11). Los célculos se realizaron con dos canales
abiertos, N = 2, cero canales cerrados N’ = 0, k¢ = 100, d/¢ = 1073 y 10° realizaciones del

desorden microscépico.

En la figura 7.34 mostramos las curvas numéricas en el régimen balistico de todas
las covarianzas que se obtienen al considerar el caso de dos canales abiertos. De dicha
figura observamos las siguientes caracteristicas:
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Figura 7.36: Var (Ra2)vs L/¢. Comparacién entre la curva tedrica (linea de segmentos) y la
numérica (linea continua) de la varianza Var (Ra2). Los célculos se realizaron con dos canales
abiertos, N = 2, cero canales cerrados N’ = 0, k/ = 100, d/¢ = 1073 y 10 realizaciones del

desorden microscépico.

» Todas las varianzas crecen rapidamente con L, siendo notable el crecimiento de
Var (RQQ)

» La tunica covarianza relevante en este régimen es Cov (Ry1, Ro2), pues las covari-
anzas Cov (Ry1, R12) y Cov (R, Ry2) comienzan a alejarse del cero para valores
de L/l ~ 0.1, regién en la que ya no podremos comparar nuestro resultado teéri-
co, Ec. (7.148), con el numérico. El hecho de que las covarianzas Cov (Ry1, R12) v
Cov (Ry2, Reg) sean despreciables en este régimen se puede entender al combinar el
resultado tedrico y la evidencia numérica, el resultado tedrico, Ecs. (7.148)-(7.149),
predice que al orden més bajo en la serie de Born estas covarianzas son propor-
cionales, respectivamente, al cuadrado de los coeficientes de correlacion C' (11, 12)
y C'(12,22). De la simulaciones numéricas sabemos que estos dos coeficientes
de correlacién son muy pequenos comparados con el coeficiente de correlacién
C'(11,22) = 0.66685, que es el factor de la covarianza Cov (Ry1, Ras); por lo tanto,
el primer término relevante de las covarianzas C (11,12) y C'(12,22) se obten-
dra del sexto orden de la serie de Born.

» Las varianzas Var (Ry1) y Var (Rj3) muy parecidas en gran parte del intervalo;
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analogamente, esto se puede entender al combinar el resultado tedrico y la eviden-
cia numérica, pues la ecuacién (7.149a) nos damos cuenta que las dos curvas tiene
la misma estructura y de las simulaciones numéricas sabemos que 11 /¢15 ~ 0.98

En las figuras 7.35-7.38 comparamos, en el régimen balistico, las curvas numéricas
relevantes de la figura 7.34 con las correspondientes curvas tedricas, las cuales obten-
dremos de la ecuacién (7.149). De estas figuras observamos lo siguiente:

Figura 7.37: Var (R12) vs L/¢. Comparacién entre la curva tedrica (linea de segmentos) y la
numérica (linea continua) de la varianza Var (Ri2). Los célculos se realizaron con dos canales
abiertos, N = 2, cero canales cerrados N’ = 0, k/ = 100, d/¢ = 1073 y 105 realizaciones del

desorden microscépico.

= En el caso de las varianzas, Figs. 7.35-7.37, el acuerdo entre el resultado tedrico
y el numérico es cuantitativamente bueno para valores muy pequenos de L//,
siendo bueno hasta L/¢ ~ 0.04 para Var (Ryy), L/l ~ 0.02 para Var (R) y
0.03 para Var (Ry2). Para valores de L/¢ superiores a los anteriores se observa
que las contribuciones de orden superior en la serie de Born son importantes, sin
embargo, el comportamiento cualitativo sigue siendo bueno hasta este orden, pues
la contribucién de orden L? sigue siendo importante.

= En el caso de la covarianza, Fig 7.38, el comportamiento cuantitativo sélo es bueno
para valores de L/¢ ~ 0.025, lo que se debe a que sélo tenemos los primeros
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términos de la serie; sin embargo, el comportamiento cualitativo es muy bueno,
ya que la “joroba” que logramos apreciar para esta curva se logra reproducir, por
una parte con la combinacion de las dos funciones seno que predice la ecuacién la
ecuacién (7.149b) y por otra con el adecuado coeficiente de correlacion C (11,22),
que obtuvimos de nuestro model microscopico. Esta curva tedrica no la hubieramos
podido obtener con el modelo de Mello y Tomsovic [18], pues en ese modelo el
coeficiente de correlacién C' (11,22) es cero [ver ecuacién (7.149b)].

Figura 7.38: Cov (R11, Ra2) vs L/f. Comparacién entre la curva tedrica (linea de segmentos) y
la numérica (linea continua) de la covarianza Cov (R11, Ra2). Los célculos se realizaron con dos
canales abiertos, N = 2, cero canales cerrados N’ = 0, k¢ = 100, d/¢ = 10~3 y 10° realizaciones

del desorden microscépico.

Por 1ltimo, en la figura 7.39 comparamos el resultado teérico para el valor esperado
de la conductancia, Ec. (7.158) [incluyendo las primeras correcciones de orden 1/ (kf)?],
con el correspondiente resultado numérico. Al igual que en el caso de las varianzas y
covarianzas del las intensidades individuales el acuerdo entre la curva tedrica y numérica
sélo se da hasta valores de L/¢ ~ 0.02; sin embargo, el acuerdo cualitativo es aceptable-
mente bueno.
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Figura 7.39: Var (g)vs L/¢. Comparacién entre la curva tedrica (linea de segmentos) y la
numérica (linea continua) de la varianza Var (g). Los célculos se realizaron con dos canales
abiertos, N = 2, cero canales cerrados N’ = 0, k/ = 100, d/¢ = 1073 y 105 realizaciones del

desorden microscopico.

Las varianzas y covarianzas mas alla del régimen balistico

La simulacién numérica nos permite obtener resultados méas allé del régimen balistico,
ya que ésta resuelve el problema de la dispersion de manera exacta mediante el método
de la matriz de dispersion: ver seccién 2.5. Desafortunadamente mas alla del régimen
balistico no tenemos un resultado tedrico con el que podamos comparar.

En la figura 7.40 mostramos las curvas numéricas de las varianzas Var (Ry) v las
covarianzas Cov (Rap, Req) en el intervalo L/¢ € [0, 8], es decir, més alld del régimen
balistico. Los célculos se realizaron considerando dos canales abiertos (N = 2) y cero
canales cerrados N’ = 0.

De la figura 7.40 observamos las siguientes caracteristicas:

= En el caso de las varianzas observamos al aumentar el valor de L/¢ éstas tienden
a un valor constante, siendo aproximadamente 0.09 para Var (Ry1) y Var (Ras),
mientras que Var (R;s) tiende aproximadamente a 0.085. Por otro lado, las co-
varianzas Cov (Ry1, Ri2) y Cov (Ry2, Res) son negativas para todo valor de L//,
mientras que la covarianza Cov (Ry1, Raa) es positiva para todo valor L/¢. Al igual
que las varianzas, las covarianzas también tienden a un valor constante siendo
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Figura 7.40: Cov (Raag, Ribo) Num ¥ Var (Raa) vs L /L. Covarianzas y varianzas numéricas

Num

de las intensidades de reflexién més alld del régimen balistico. Los célculos se realizaron con
dos canales abiertos, N = 2, cero canales cerrados N’ = 0, k¢ = 100, d/¢ = 1073 y 10°

realizaciones del desorden microscépico.

aproximadamente —0.08 para Cov (R, R12), —0.082 para Cov (Ri2, Ra2) v 0.085
para Cov (R, Rag).

» En la figura 7.34 observamos que las varianzas Var (Ry;) y Var (Ry2) son muy
parecidas en el régimen balistico, pero en la figura 7.40 nos damos cuenta que al
alejarnos de este régimen las curvas comienzan a separarse.

= En la figura 7.34 ya habiamos observado, en el régimen balistico, que la curva de
Var (Rsy) crece muy rapidamente comparado con las otras varianzas y covarianzas.
En la 7.38 se observa que ese crecimiento se sigue dando fuera del régimen balistico
hasta que la curva tiende aun valor fijo.

» De las figuras 7.34 y 7.38 observamos que la covarianza Cov (Ryq, Rag) tiene un
comportamiento oscilatorio en el régimen balistico; sin embargo, de la figura 7.34
nos damos cuenta que al considerar valores de L/¢ fuera de dicho régimen el
comportamiento oscilatorio deja de ser relevante, dando lugar a una curva suave
que crece hasta un valor asintético.

Una vez que tenemos los resultados numéricos para todas las varianzas y covarianzas
de las intensidades de reflexién, mediante la ecuacién (7.157) se obtiene la curva de
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Figura 7.41: Varianza de la conductancia mdas alld del régimen balistico. Los cdlculos se
realizaron con dos canales abiertos, N = 2, cero canales cerrados N’ = 0, k¢ = 100, d/{ = 1073

y 10 realizaciones del desorden microscépico.

la varianza de la conductancia, la cual se muestra en la figura 7.41. En esta figura
observamos que Var (g) tiene diferentes comportamientos dependiendo del régimen en
el que estemos. En la regién que separa el régimen balistico, L/¢ < 1, del régimen
aislante, L/¢ > N, la derivada de la varianza Var (g) cambia de signo, dando lugar a
una pequena region en la que la pendiente de la curva no difiere mucho de cero. Cuando
el nimero de canales abiertos aumenta esa pequena region se hace cada vez més grande
dando lugar a la regién difusiva.

Durante los anos ochentas se observé que en sistemas conductores a muy bajas
temperaturas, con una longitud grande comparada con el camino libre medio (L > ¢) y
para un numero de canales muy grandes (N > 1), tenfa lugar el fenémeno conocido con
el nombre fluctuaciones universales de la conductancia (UFC por sus siglas en inglés).
Este fenémeno se observé en la region difusiva, es decir, para sistemas que cumplieran
la siguiente condicion:

L
L< ;<N (7.159)

En este fendmeno se observa que la varianza de la conductancia no depende del niimero
de canales, ni del tamano del sistema ni del valor promedio de la conductancia y el
valor numérico de ésta es 2/15. En la referencia [25] Pier Mello obtiene tedricamente el
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término dominante de la varianza de la conductancia siendo este 2/15. Por su puesto,
la figura 7.41 no exhibe el fenémeno de las fluctuaciones universales de la conductancia,
pero si observamos en ésta que el méximo no estd muy lejos del valor 2/15 ~ 0.13. Lo
que esperamos es que al aumentar el niimero de canales abiertos en las simulaciones, el
méximo de esta curva se aproxime a 2/15 y que la regién difusiva aumente.
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Conclusiones

El resultado principal del presente trabajo es la ecuacién de difusién, Ec. (4.41).
Esta ecuacién describe la evolucién con la longitud (del sistema desordenado) de un
observable macroscépico que podemos expresar como funcién de la matriz de transfer-
encia del sistema desordenado. El punto de partida es un potencial constituido por una
secuencia de unidades dispersoras colocadas en la direccion longitudinal de la guia. Cada
unidad dispersora se idealizé como un potencial delta en la direccion longitudinal de la
guia, pero su dependencia transversal se supuso arbitraria: ver ecuacién (3.12). Como
vimos en la seccién 4.3.1, la matriz de transferencia (reducida o de canales abiertos) del
Bloque Constitutivo (BB) se construy6 multiplicando las correspondientes matrices de
los dispersores individuales, Ec. (4.10), las cuales se expresan en términos del potencial
efectivo [ver seccién 3.3.2 ecuaciones (3.42)-(3.46)]; por esta razén, el modelo estadistico
se definié en términos del potencial efectivo [ver ecuaciones (3.43), (3.49) y (4.16)]; en
dicho modelo consideramos que los dispersores son estadisticamentes independiente, Ec.
(4.16f), por lo que tinicamente trabajamos con desorden descorrelacionado. Utilizando
este modelo estadistico del potencial y el limite denso de dispersion débil (DWSL) [en el
que cada potencial delta representa un dispersor débil y la densidad lineal de los disper-
sores individuales es muy grande, de tal manera que los caminos libres medios £, fijos,
ver ecuaciéon Ec. (4.32)], derivamos las propiedades estadisticas del bloque constitutivo
(BB) de longitud L. Una vez obtenidas las propiedades estadisticas del bloque consti-
tutivo anadimos éste a un sistema de longitud L y utilizando la regla de combinacién
de las matrices de transferencia, Ec. (4.4), y que ambos sistemas son estadisticamente
independientes, obtuvimos la ecuacién de difusién (4.41). Mediante un procedimien-
to analogo, se obtuvo la ecuacién de difusion en la aproximacion de longitud de onda
corta (SWLA), Ec. (4.56), que representa un modelo simplificado que permitié hacer
conexion con algunos trabajos previos, en los que la energia no aparecia explicitamente
en el analisis.

En el DWSL, las propiedades estadisticas del BB y del sistema completo, iinicamente
dependen del los caminos libres medios /., que a su vez sélo dependen del segundo
momento del potencial efectivo, Ec. (4.22); por lo tanto, los momentos del potencial
efectivo superiores al segundo son irrelevantes en el DWSL; esto sugiere la existencia
de un Teorema de Limite Central Generalizado, ya que al especificar los caminos libres
medios la ecuacién de difusion es universal, es decir, independiente de otros detalles de la
estadistica microscopica. Una caracteristica importante del presente andlisis, comparado
con trabajos previos, es que la energia se toma en cuenta en la descripcion, pues la
ecuacién depende de ésta a través de los coeficientes de difusion generalizados, Ec.
(4.39b), los cuales dependen explicitamente de los niimeros de onda longitudinales, Ec.
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(4.34c), y de la longitud L del sistema.

Desafortunadamente no hemos podido resolver la ecuaciéon de difusién para observ-
ables de interés fisico (por ejemplo las intensidades de transmision y de reflexién) ni
siquiera en el régimen simplificado SWLA (ver seccién 5.3.2). La razén por la que no
hemos podido resolver la ecuacion de difusién se debe a que los sistemas de ecuaciones
que ésta genera no cierran, es decir, obtenemos menos ecuaciones diferenciales que can-
tidades por resolver [ver ecuaciones (5.35a) y (5.37a) y la discusion al final de la seccién
5.3.2]; por lo tanto, ni analitica ni numéricamente hemos podido abordar el problema;
solamente en el caso de un canal abierto (N = 1) y para un observable en particular,
pudimos resolver la ecuacién de difusién, ya que es en ese caso el sistema de ecuaciones
st cerro.

Debido a que no hemos podido tratar la ecuacion de difusion, se desarrollé un método
numérico alternativo a la ecuacion de difusion: el “Random Walk in the Transfer Matrix
Space” (ver Capitulo 6). Los resultados obtenidos con este método muestran un acuerdo
excelente con los correspondientes calculos microscopicos: ambas simulaciones numeéricas
se realizaron en el SWLA. Este método se utilizé para obtener los valores esperados de
las intensidades de transmision, y de reflexién, Figs 6.2-6.3, asi como la funcién de
distribucién de la conductancia, Figs. 6.4-6.5.

En el contexto de la ecuacién de DMPK [16] se desarrolld, para N > 1 (siendo
N el nimero de canales abiertos que admite la gufa), un procedimiento iterativo que
permitié obtener el valor esperado de la conductancia como un desarrollo en potencias
inversas de N. En la referencia [18] se demostré que al considerar el modelo de canales
equivalentes (en el que todos los caminos libres ¢,, medios son iguales) la ecuacién de
difusién de Mello y Tomsovic se reduce a la ecuacion de DMPK. Tomando en cuenta
lo anterior se intentd hacer, en el SWLA, un tratamiento perturbativo de la ecuacion
de difusion alrededor del modelo de canales equivalentes; desafortunadamente no pudi-
mos justificar algunas de las suposiciones que este tratamiento requiere, por lo que no
incluimos ese material en el presente trabajo.

En el material presentado hasta el Capitulo 6, los canales cerrados o modos evanes-
centes, Ec. (2.21), sélo se tomaron en cuenta a través del potencial efectivo (u,),,, Ec.
(3.49), pues como vimos en la seccién 4.3.1 la matriz de transferencia reducida del BB se
construyé multiplicando las matrices reducidas de los dispersores individuales, las cuales
se expresan en términos del potencial efectivo. De igual manera, cuando anadimos el BB
al sistema de longitud L, calculamos la matriz de transferencia del sistema de longitud
L + 0L aplicando la propiedad multiplicativa (4.4); sin embargo, esto representa una
aproximacién que no considera de manera apropiada las transiciones a canales cerrados,
pues la propiedad multiplicativa es valida para la matriz de transferencia extendida y
no para la reducida: ver seccién 2.5.4, ecuacién (2.141b); no obstante lo anterior, los
resultados obtenidos mediante el método del caminante aleatorio, que no considera de
manera apropiada los canales cerrados, muestran un excelente acuerdo con la solucion
numérica de la ecuacién de Schrodinger que si considera transiciones a canales cerrados.
Este acuerdo sugiere que las contribuciones de los canales cerrados a los promedios es-
tadisticos de los observables mencionados no son apreciables; sin embargo, interesados
en profundizar el estudio de las propiedades estadisticas del bloque constitutivo, en el
capitulo 7 desarrollamos un método perturbativo basado en la serie de Born, sélo es
valido en el régimen balistico y en la aproximacién de longitud de onda corta. Este
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método permitié tomar en cuenta la contribucion de los canales cerrados en los prome-
dios estadisticos. Los resultados tedricos basados en este método demostraron que, en
el régimen balistico, los valores esperados de las amplitudes tienen contribuciones ez-
plicitas de los canales cerrados que no son despreciables; ademés, mediante simulaciones
numéricas se exhibe que las contribuciones de los canales cerrados son relevantes para
estas cantidades incluso més alld del régimen balistico (ver figuras 7.17, 7.18, 7.21 y
7.22). Por otro lado, los resultados tedricos obtenidos para las intensidades promedio
mostraron que, en el régimen balistico, estas cantidades si tiene contribuciones de los
canales cerrados, pero que son despreciables con respecto a la contribucién dominante
de canales abiertos; ademas, las simulaciones numéricas exhiben que lo anterior es cierto
més alld del régimen balistico (ver figuras 7.26, 7.27 y 7.31), lo cual es consistente con
los resultados obtenidos mediante el método del caminante aleatorio del Capitulo 6.

La razén por la que nos interesa profundizar en el estudio de las propiedades es-
tadisticas del bloque constitutivo es que este sistema es de interés en si mismo, pues
su estudio puede motivar la realizacion de experimentos en laboratorio, no sélo en sis-
temas electronico sino también en sistemas de ondas clasicas como en guias de ondas
electromagnéticos o sistemas elasticos.

Con el objeto de comparar los resultados tedricos obtenidos en el régimen balistico
(capitulo 7) se realizacién simulaciones numéricas con las que pudiésemos comparar esos
resultados. Como ya mencionamos, el acuerdo entre el resultado teérico y las simula-
ciones fue bueno. Los resultados que obtenemos mediante las simulaciones numéricas
son validos fuera del régimen balistico, ya que el programa resuelve de manera exacta el
problema; por lo tanto, este programa puede utilizarse para justificar, mediante eviden-
cia numérica, aproximaciones a nivel de la ecuacion de difusion, que permitan obtener
un sistema de ecuaciones que si cierre y que se preste a un tratamiento analitico, pues
dada la dificultad que en repetidas ocasiones hemos mencionado, esta ecuacién no se ha
podido resolver.
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Apéndice A

Las matriz de dispersiéon de un
potencial delta: N =2, N =0y
E — 52+

A.1. La matriz de dispersiéon

Consideremos que en la guia de ondas s6lo hay un potencial delta [ver ecuacién Ec.
(3.10)]. Mediante el procedimiento que se expuso en la seccién 3.3.2 se obtiene que las
amplitudes de reflexion se expresan de la siguiente manera:

rio =7l = _%2\;‘%7 (A.1b)
oy = 7 = _%’2;%, (A.lc)
e = & [ (1) - ] (a0

mientras que las expresiones de las amplitudes de transmisién son:
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th=t, = % (1 - 2“2—222) , (A.2a)
to =1, = —%2\;‘%, (A.2D)
tor =t} = —%'2;%, (A.2¢)
oy = thy = % (1 — ;Z—z) : (A.2d)
donde hemos definido la cantidad
A= (1 - ;Z—;;) (1 - ;Z) + lejf;; (A.3)

A.2. El limite ky — 0"

Debido a que estamos considerando dos canales abiertos, de la ecuacién (2.14) se
obtiene que el nimero de onda k de la particula incidente y el ancho de la guia W deben
satisfacer la siguiente relacion:

9 < M0 (A4)

Supongamos que el ancho de la guia es fijo y disminuimos el valor de k£ hasta que
éste tome el valor 2w /TV, entonces en la ecuacién (A.4) se cumplird la igualdad, lo que
propiciard que ko = 0. Para estudiar el comportamiento de las amplitudes de reflexién
y transmisiéon debemos considerar el limite ky — 07 en las ecuaciones (A.1) y (A.2). Al
hacer lo anteior se obtiene que las amplitudes de reflexion se comportan de la siguiente
manera

‘U12‘2 — U1U22

/
B (|u12|2 - U11U22) + 2ik1U22’ (A5
re =711 = 0, (A.5D)
ro1 =14 = 0, (A.5¢)
Toy =T9y = —1, (A.5d)

mientras que las de transmision

=t i 21k1u99 . ’ (A.6a)
(’U12’ - U11U22) + 2ik1ug

tip =1t = 0, (A.6D)

toy =1ty = 0, (A.6¢)

tae =ty = 0, (A.6d)
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De las expresiones (A.5) y (A.6) obtenemos que conforme k se aproxima al umbral
(por arriba) se da el siguiente comportamiento:

= En el canal 2 hay una reflexién total en el mismo canal; es decir, conforme £ se
acerca al umbral el valor de la amplitud de reflexién 79 tiende a la unidad y el de
t99 tiende a cero.

» Cuando la incidencia se da en el canal del umbral, no hay reflexién ni transmisién
al canal abierto 1.

» Si se incide en el canal abierto 1 hay transmisiéon y reflexién en el mismo canal,
pero no al canal 2.

En conclusion, cuando la energia es tal que k estd muy cerca del umbral, entonces
el canal del umbral “se desacopla ” del resto de los canales siendo imposible que haya
trasmisiéon o reflexion a dicho canal.
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Apéndice B

Algunos detalles de los resultados

analiticos

B.1. Detalles de la solucion exacta en el caso N =1

B.1.1. El régimen general: ecuacién (4.37a)

En esta seccion presentaremos los detalles mds importantes relacionados con la solu-
cién exacta en el caso N = 1 que presentamos en la seccién 5.2. La cantidad K;jblzil (k,L),
Ec. (4.34b), y los coeficientes de difusion que se utilizan en la ecuacion de difusion en el

caso N = 1 son, respectivamente:

KM = (—1)i+(—1)j+1+(—1)h+(—1)l“] k, (B.1a)
y (=)
DM (kL) = Te“”’ L. (B.1b)

En las expresiones de (B.1) hemos omitido los indices de canal, pues todos toman el

valor 1.
Si multiplicamos la ecuacién (5.4b) por la cantidad e™®°* podemos reescribir la pareja
de ecuaciones (5.4) como el siguiente sistema de tres ecuaciones acopladas:

10A

0b,
aS + .Z‘()bi = —A-— Qbm (sz)
0b;
95 xob, = 0, (B.2¢)
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donde hemos definido la funcion real:

(B.3a)

y la funcién compleja

b(s) = b, (s) +ib; (s) = ™ (af3) (B.3b)

x0,S ?

siendo b, (s) y b; (s) la parte real e imaginaria, respectivamente, de la funcién b (s). De
las condiciones iniciales (5.6) obtenemos que las condiciones iniciales para el sistema
(B.2) son las siguientes:

A(0) = 1, (B.4a)
b-(0) = 0, (B.4b)
bi (0) = 0. (B.4c)

El sistema (5.6) se resuelve mediante el método de la transformada de Laplace. Al
aplicar la definicién de la transformada de Laplace obtenemos que las cantidades A (s),
b, (s) y b; (s) se obtienen de la siguiente manera':

Ap) = /000 e PA(s)ds, (B.5a)
by (p) = /000 e b, (s)ds, (B.5b)

b (p) = /000 e P%b; (s) ds. (B.5¢)

Haciendo uso de las propiedades de esta transformada, podemos expresar las transfor-
madas de las derivadas de (B.2) en términos de las correspondientes transformadas de
(B.5) y de las condiciones iniciales (B.4), es decir,

/000 e P 0/(;58) (s)ds = pA(p)— A(0), (B.6a)
| e P s = ph -0, (B.61)
/000 e P? 86528) ds = pbi(p)—b; (0): (B.6¢)

por lo tanto, al aplicar este método al sistema (B.2) se obtiene el siguiente sistema de
ecuaciones algebraicas:

'Para evitar confusién con nuestra variable s = L /¢, Ec. (5.5a), denotaremos la variable en el espacio

transformado de Laplace con la letra p en vez de la letra s, que es la notacién usual.
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1/ - .
5(@4—0 — A+2b, (B.7a)
pb; — b, = 0 (B.7c¢)

del cual podemos despejar las cantidades A (p), b, (p) vy bi (p), obteniendo asi:

2 2

3 p°+ 2p + a5

A = B.
(») PP+ x3p — 223 (B.8a)

- p

b = — B.8b

bi(p) = @ (B.8c)

p® 4+ adp — 2x3

Una vez que tenemos las cantidades A (p), b, (p) v b; (p) usamos la férmula de Mellin
[48] para invertir la transformada de Laplace y obtener las funciones deseadas A (s),
b (s) y b; (s), siendo estas:

Afs) = PHIAT e P2t as
(p1 - pz) (p1 - P3) (PQ - Pl) (P2 —P3)

P2+ 2ps + a3

(ps —p1) (p3 — pg)ems’ (B.9a)
= - P eP1s b2 e
)= {(Ih —p2) (P1 — Pp3) + (p2 — p1) (p2 — p3)
P3 s
+(p3 —p1) (p3 — 102)6 ] (B.9b)
e (pr = p2) (p1 — p?»)epls i (p2 — p1) (P2 —p3)6p25
" (p3 —p1) (p3 — p2) 6p3s] ' (B.9¢)

donde p1, ps v ps son las raices del polinomio ciibico? que aparece en el denominador de
las tres cantidades de (B.8). Estas raices estdn dadas por las siguientes expresiones

o= utv, (B.10a)

P2 = —% (u+wv)+ z? (u—wv), (B.10b)
1 V3

p3 = _E(U—FU) —ig (u—v), (B.10c)

2La obtencién de estas rafces se realizé mediante el método de Tartaglia-Cardano [49]

267



268 Apéndice B: Algunos detalles de los Resultados Analiticos

con

1/3

u = X0 1+(ﬁ§>+§@ : (B.11a)

\/§ Zo Zo

1/3

, (B.11b)

Vo= =

Zo m@Q 3v3

Zo Zo

Con las expresiones de (B.9) y las definiciones de (B.3) se obtiene la solucién exacta

(5.7).

B.1.2. La aproximacién de longitud de onda corta (SWLA):
ecuacion (4.37b)

Cuando el nimero de onda k y el camino libre medio ¢ son tales que la cantidad
xo = 2k¢ > 1, podemos desarrollar las cantidades u y v de (B.11) en potencias inversas
de xg. Los desarrollos que obtenemos, respectivamente, son los siguientes:

3 3 43 105
u = ﬂ 1_{_\/___{__2__{__4 , (B.12a)
V3 To 27§ xp 8x;
3 3 44/3 105
b - _To | V3 = _{__4+... , (B.12b)
V3 To 27§ xg 8x;

con los que podemos aproximar las raices py, ps v p3, Ec. (B.10), de la siguiente manera:

8 1
b~ 2—x—%+0<$—3), (B.13a)
~ (<l tizg) + (S ti) 1o (2 (B.13b)
Pz = o x3 ZQ:L‘O )’ '
4 3 1
~ (=1—1 — — 11— ol —=]. B.13
mo Crmm (o) vo () (513

Los desarrollos en potencias inversas de xy de (B.13) nos permiten escribir las solu-
ciones exactas (B.9) como series de potencias en 1/z, obteniendo asi:
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A(s) = e*+ % [— (14 2s)e* + e ®cosmps| + O (%) , (B.14a)
by (s) = _xioe_s sin zys + wi% [(2 — %) e cosxps — 2625:| +0 (xig) ,
(B.14b)
bi(s) = 1 [—€* + e coswos| + LS <3 - §s> e “sinzos + O (i) . (B.14c)
' T xd 2 x}

Las expresiones aproximadas de las cantidades A (s), b, (s) y b; (s), Ec. (B.14), junto
con las definiciones de la ecuacién (B.3) nos permiten escribir la ecuacién (5.18).

B.2. Detalles de la ecuacién de difusién en la aprox-

imacién de longitud de onda corta

B.2.1. Obtencion de las cantidades basicas

En esta seccion presentaremos el procedimiento que se siguié para obtener las ecua-
ciones de evolucién de las cantidades (t/,,,,) ;. (1) 1o (Do) 1 ¥ (Binn) 1 €1 la aproximacion
de longitud de onda corta SWLA: ver ecuaciones (5.27a), (5.33a), (5.35a) y (5.37a), re-
spectivamente®. Si bien el procedimiento que expondremos a continuacién sirve para
obtener las cuatro ecuaciones antes mencionas, inicamente exhibiremos el procedimien-
to para las cantidades (t,,,,,); v (I,.); - Para obtener estas ecuaciones debemos expresar
las amplitudes ¢/ . 7y sus correspondientes cantidades conjugadas, en términos de

los elementos de la matriz de transferencia [ver ecuaciones (2.88) y (4.1)], es decir:

{o = [(M”)‘l]mn, T [(M“)‘l}mn, (B.15a)
o= 207 =y L @y

Debemos notar que en todos los observables de la ecuacién (B.15) aparece la matriz
inversa de alguno de lo bloques de la matriz de transferencia; por esta razén al aplicar
el operador del lado derecho de la ecuacion (4.56) a las cantidades t],, v t/* . habra que
calcular las siguientes derivadas:

3Al igual que en la seccién 5.3, aqui denotaremos los valores esperados en el SWLA con (---); en

vez de hacerlo con (- - - )g)).
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oo™ ol
3]\/[6}%‘ - aMChét o (B.16a)

o[t o]
oM o OM40 M (B.16b)

Para obtener las derivadas de (B.16) consideremos una matriz arbitraria A (z,y) cuya
matriz inversa A~ (z,y) existe. Por definicién el producto de estas matrices satisface la
siguiente relacion:

AAT =T (B.17a)
Al derivar (B.17a) con respecto a x se obtiene:
0A 0A~!
Ox * Ox ’ ( )
de donde podemos despejar la derivada de A=, obteniendo as:
0A~! 0A
= At =—A B.1
ox ox (B.17c)

Si ahora se aplica la derivada con respecto a la variable y a la ecuacién (B.17¢) se obtiene
la siguiente expresiéon para la segunda derivada

2 A—1 2
PAT [aAA_laA_ 024 9A _18A} - (B17d)

dydxr 8_y or 0yox + or 8_y

Al aplicar las ecuaciones (B.17¢) y (B.17d) a nuestro caso particular, obtenemos para

o]

mn

) [(M??)*l]
oM

5 [(Mzz)—l]mn ) 5?5,’23{[(M22>_1]ma [(Mzz)—l]

oML OME)
+ [(M”)‘l}mc [(M”)‘l]ﬁa [(M”)*LJ (B.18b)

mn g2 [(Mzz)*l} [(MQQ)I]M’ (B.18a)

mientras que para [(Mu)_l}
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ooy ]
oM

> (Mll)_l 11,11 11\ 1 11y —1 11\ —1
0 b ey ] o),

o™ Jom™], [(M”)_ILJ (B.184)

mn  _ _511 [(MH) l}mc [(M11>_1]an (B.18¢)

(678

En el grupo de expresiones de (B.18) hemos abreviado la notacién al hacer las siguientes
definiciones:

0ply =G GpadR = 0ph (B.19)
6, = O, SO = i (B.19b)

Una vez que tenemos las expresiones de (B.18)podemos obtener las ecuaciones de

{trn) ¥ (Do)

B.2.2. Obtencién de la Ecuacién de Difusién de (t/,,);.

Para obtener la ecuacién de difusién de (¢,,); sustituimos F' (M) = t, . en la
ecuacion (4.56) y hacemos uso de la expresion (B.18b), obteniendo asi:

9 (tyn) ~ijhi N Ot
oL L = Z Dajb,cd <Mlza Mdl;} aMi)\aMhu (B20a)
i wOMeE /
= 3 oan s o], [0, [0m7],)
ma ac n L
abcdaﬁ
+Z%%mmwMﬂ[MWLW%1)
mc a an L
abcdozﬁ

Al sumar sobre los indices de canal o y # obtenemos

el — b (o) )|

o],

be L
abcd
2;,21 22\ —1 12 22\ —1 32 22 *1} >
+Z%AMM}MWMM]AMMM )
abcd

(B.20b)
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Si en el ultimo renglén de la ecuaciéon anterior se hace el intercambio de indices
a < ¢, b dyj < [, yusamos las propiedades de simetria de los coeficientes de
difusién, Ec. (4.39¢), obtenemos:

=2 3B ([ ] ey

abcd

()7 )L B2y

be L

Aunque este tratamiento estd pensado para el SWLA, si en la ecuacién (B.21) reem-
plazaramos Ezljb}éld (k) — ng}zld (k, L), entonces esta ecuacién serd valida en el régimen
general, Ec. (4.37a), ya que hasta este momento, no hemos sustituido la dependencia
de los coeficientes de difusién del SWLA, Ec. (4.52). Si nos restringimos al SWLA, nos
damos cuenta que el dnico coeficiente de difusién que contribuye en (B.21) es 52?023 Al
tomar en cuenta lo anterior la (B.21) se simplifica, dando como resultado: 7

0 <gan>L — 2y P <[ Mzz)fl]ma [Mzz (Mgz)ﬂ]

e )

abed be L
722,22 22\ —1 ©)
= 2 Z Dab:cd < [(M ) ] 5bc(5dn>
abed ma L
= QZD(%iliz ma 7 (B22)

por lo tanto, al sustituir la ecuacién (4.52a) en (B.22) se obtiene la ecuacién (5.27a).

B.2.3. Obtencion de la Ecuacién de Difusién de (7)),

Al introducir el observable F' (M) = T, = tynth,, en la ecuaciéon (4.56) obtenemos
la siguiente expresién:

8 <Tl >L ~ i ) . aQt/* aQt/
mn — Dl], Mj M 1 t,/'nn : mn + t,/':;n ‘ mn
oL 2 i Min M OMAOM oMpoMY | [

ijhipn
abcdaB
- ot ot otx ot
DU MJAM“L mn . B.23
s abvcd< oM oM DM A (2
K s 0 L

Las derivadas que aparecen del lado derecho de la ecuacion anterior deben expresarse
en términos de los elementos de la matriz de transferencia, lo cual se logra al utilizar la
expresion (B.15a) y el grupo de expresiones de (B.18).

Para seguir adelante trataremos por separado las cuatro contribuciones de la ecuacién

(B.23):

= Del primer renglén de (B.23) definimos las siguientes cantidades:
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~.. i aQt/*
-y D’@%<Mgkwgtf —> B2
- ab, « m”aMiAaMhu
% ao cf
i .
= 3 g (s ) (pan
2 ea o

» Del segundo renglén de (B.23) definimos las siguientes cantidades:

~ : ot ot
nr = ), D;ﬂl;f;fi<Mg§Mjlg i m,j> (B.25a)
ijhipn aMaa aMcﬁu L
abeda3
~ : o, ot
o= > D”l;hfi<MgAMég s m,j> (B.25b)
ab,c o 7 m
z%h[li)\% OMgs aMcﬁ L

Comencemos con /: Usando las ecuaciones (B.15a) (B.18d) en (B.24a) obtenemos:

o~ A O?'*
I = Y Di <t§nan,’2Mi’é—. mn_ > (B.262)
ighizu 8M;g8MC; L
abeda B
Nig,hl 11,11 -1 i -1 ! ~1
= Z Da]b,cd(si)\,hu <t;7m |:<M11) :| Mga |:(M11) :| Mdlé |:(M11) :|5 >
1jhl)\u ma ac n L
abeda
w3 Dot (s [0 7] a7 aa [ee7] )
@]hl)\“ mc a an L
abeda
(B.26b)
Al sumar sobre los indices de bloque 7, A\, h y p obtenemos
= X B (etnant (e ] [ ],)
. ac n L
abc]éozﬁ
+ 3 Bty [ ] [0 ) s
. a an L
abcjdlozﬁ

Finalmente al sumar sobre los indices de canal o y § obtenemos:
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ZD% iil< mntma [Mﬂ (MH) 1] be [Mll (Mll)il}dn>L
:%: Dl (Bonte | M ()] 2 ()7 ) (B26d)
abed

Si en el ultimo renglén de la ecuacién anterior renombramos los indices de suma
como a < ¢, b« dy j <« [, y usamos las propiedades de simetria de los coeficientes de
difusién, Ec. (4.39¢), obtenemos:

I= 22 Dbt (Bt | M7 (M) 1L6 K& (M“)*Ln>L (B.27)

abcd
Mediante un procedimiento andlogo encontramos:

I1=2 Z D224 (tota | 7% (002) 7] [0 (2172)7'] dn>L (B.28)

abcd

Ahora obtengamos la contribucién /7. Usando las ecuaciones (B.15a), (B.18a) y
(B.18c¢) en (B.25a) obtenemos:

= Y B [0 ][] (.29)
iih(li)\% ma an

<[] Jam ™, )
= o[, [ oy

abcd

7], ey, ),

bn

Al realizar las sumas sobre los indices de bloque y de canal

11 = Y B (i [ 0] ] Y o
agid
De manera analoga obtenemos:

W'Zmﬁmm¢www1

abcd

a2 ()7 ) (B.31)

bn L

Si en la ecuacién (B.30) el intercambio de indices a < ¢, b < dy j < [, y nuevamente
hacemos uso de la ecuacién (4.39¢), obtenemos:

I =1V = ZDcltzzil<ma mc |:Mj1 (MH) 1:|

gl
abed

a2 ()7 ) (B.32)

bn L
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Al introducir en la ecuacién (B.23) los resultados obtenidos en las ecuaciones (B.27)-
(B.28) y (B.30)-(B.32) obtenemos:

ot = ex bt 0 07, 07, ), e

L
abcd
+22D2{)32< 1 b [sz (M22)71Lc [Mzz (M22)71Ln>L
abcd
230 2 (tathne [T ()7 [ (a7
abcd

Al igual que la ecuacién (B.21), la ecuacién (B.33) es vélida en el régimen general,
Ec. (4.37a), ya que hasta este momento, no hemos sustituido la dependencia de los
coeficientes de difusiéon del SWLA, Ec. (4.52). Si nos restringimos al SWLA | nos damos

. , . . e . 11,11
cuenta que en el primer renglén el tnico coeficiente de difusion que contribuye es D ",

722,22 =11,22 712,21
en el segundo solo contribuye D, ;% v en el tercero contribuyen D07y D,;%y; por lo

tanto, en el SWLA la ecuacién (B 33) se simplifica de la siguiente manera:

a <T1;"m ~11 11 1%
= 2 Z Dab bn mn ma>L + <tmntma>L) (B34)

§ : 11,22 /* 2 : 12, 21 /* Ix !
+2 Dan ,cn ma mc + 2 Dab cd matmcrlmrdn>L ’
abed

donde hemos utilizado las ecuaciones (4.52a) y (B.15b). Al sustituir los coeficientes de
difusién que aparecen en (B.34) obtenemos la ecuacion (5.35a).
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Apéndice C

Detalles de los valores esperados de

la serie de Born

En el Capitulo 7 se realizo el estudio de la dispersiéon en el régimen balistico. Todos
los resultados tedricos de ese Capitulo se obtuvieron a través de la serie de Born, lo
que requirié obtener los valores promedio del érdenes relevantes de las serie de Born. Lo
anterior se realizé implementando la notacién compacta definida en la seccién 2.6.2 [ver
ecuaciones (2.152)-(2.156] y el modelo estadistico de ruido blanco generalizado definido
en la seccién 7.2.2 [ver ecuacién (7.16)]. Al aplicar el modelo estadistico definido en
(7.16), obtuvimos que sélo las contribuciones de orden par en el potencial son relevantes.

El célculo de los diferentes érdenes en el potencial requirié que calculasemos una
serie de integrales dependiendo del orden en el potencial. A continuaciéon presentamos
brevemente la manera en que se aplica el método, para lo cual tomaremos como ejemplos
el segundo y cuarto orden de la la amplitud de transmision %,

Si usamos las expresiones (2.152b) y (2.152d) y el modelo de ruido blanco general-
izado, Ec. (7.16), se obtiene que el promedio del segundo y cuarto, respectivamente, se
expresan de la siguiente manera:

2T (ab)) T (bia L
((taao) Z ) : O)C(abl,blao)/o foaa0m (T1,21) dy, (C.1a)
by

\V4 gabl gblao

i": T (aby) T (byby) T (bobs) T (bsaq)
b1,b2,b3 \/Eabl £b1b2€b2b3 Ebgao

L /L
X [C(abl, 5152)0(5253, bgao)/ / f4;a,a0;b1,b2,b3 (901,331, T2, 902) dzydxs
o Jo

<(taao)4>L = (C.lb)

L L
+C(ab1,bes)C(b1bQ,b3ao)/ / f4;a,ao;b1,b2,b3 ($17$2,$1,$2)d$1d$2
o Jo
L /L
+C(Gb1,b3ao)c(51b27bzbs)/ / f4;a,ao;b1,b2,b3 (9517%2,33’2,561)673%16156'2
o Jo
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donde hemos definido la funcién de dos puntos:

Fraaotn (@1,22) = @ (ka3 21) Go7 (ks 21 — 22) @1 (Kay; 72)
— e—ika:’cl eikbl ‘:l?l —$2|€ika0:c2 (023)
y la de cuatro puntos:
f4;a,a0;b1,62,b3 (I1,$2,$3,I4> = Y- (ka,I1)~(()+) (kbl;xl - .ZUQ) g(()+) (kbz;IQ - .ZU3)

Xg(()Jr) (kb3§ T3 — x4) Oy (Kag; 1‘4) )

o efzkaml ezkbl |11*fl32|61kb2 |x2713|€zkb3|:cgfa:4|ezka0:134. (C2b)

Con ayuda de las funciones definidas en (C.2), se evaluaréan las integrales del segundo
y cuarto de (C.1), obteniendo asi:

L —i(ka—kay )L : ka—ka
1—e (“ “0) il —k sin ———= [,
i fé’;’ao (x1,21) dxy = —i k) — (ke ao)L/Q—ka_:aO 7 (C.3)
a ag _—

2

para la integral del segundo orden, mientras que para las del cuarto orden se obtiene:

L L
/ / f4;a,a0;b1,b2,bg (.731,331,.’172,1'2) dxlde (C4a)
0 0

1 1— 67i(kafka0)L . 1— efi(kaflcbz)L
kay — kb, —kq + kqq ko — kb,

1 1 — eilka—ha)L 4 +€i(kao+kb2)L
+ —
ko + Ky, ko — Eqq Koy + kb,
L L
/ / frsa,a01b2.bs (71, Ta, 21, T2) dv1das (C.4b)
0o Jo
1 1 — e ilka—hag)L | _ p=i[ka—hu, —kv, —kpg]L
= +
_kao + kbl + kbz + kbg |: ka - kao _ka + kbl + ka + kbg :|
1 1 — e ilka=ka)L 4 +€i(ka0+kb1+kb2+kb3)L
+ —
ka + kb1 + kbz + kb3 [ ka - kao kao + kbl _l_ kbz + kbg :|
L (L
/ / f4;a,a0;b1,b2,b3 (x17$27x27x1) dxlde (C4C)
0o Jo
1 {1 _ oi(ka—kag)L  q _ ei(kbl+kb3)L]
= +
_ka + kao + kbl + kbg _ka + kao kbl + kb3

1 {1 — oika=kag)L 1 _ ei[k“k“0+kb1+kb3]L]

+ +
kbl + kbg _k(l + kao ka - kao + kbl + kb3
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Al sustituir la integral (C.3) en (C.la) se obtiene la expresién del segundo orden
(7.72); andlogamente, al sustituir las expresiones de (C.4) en la ecuacién (C.1b) se
obtiene la expresion del cuarto orden (7.76).

Todas las expresiones tedricas del Capitulo 7 se obtienen aplicando el mismo método.
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Apéndice D

Series asintoticas

D.1. Discusion general

Antes de hablar de las series asintéticas recordemos brevemente la manera en que
una serie de potencias convergente representa a una funcién F'(z). Consideremos una
funcion F' (z) analitica en el punto z = 0, la cual tiene el siguiente desarrollo en serie
de potencias alrededor de x = 0:

F(z)=) ca*, |z < (D.1)
k=0
donde 7 es el radio de convergencia de la serie (D.1). La n-ésima suma parcial de la serie
(D.1) se define de la siguiente manera:

Sn(x) = Z cpa” (D.2)
k=0
La serie de la ecuacién (D.1) representa a la funcién F' (x) en el sentido de que:

lim [F (z) — S, (z)] =0 Vaztal que |z| <. (D.3)

n—oo

Lo anterior quiere decir que para cada x fija la serie de la ecuacién (D.2) puede aprox-
imarse a la funcién F' (z) tanto como se desee al considerar un nimero de términos
suficientemente grande.

Una representacion asintdtica en serie de potencias de x de una funcién f (x), para
valores de = cercanos a cero e incluso cero, se define de la siguiente manera:

f(x)~ Zakxk, r — 0& (D.4a)
k=0
|z|—0 ‘ill"
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para cada n fija. Al igual que en la ecuacién (D.2) s, (x) representa la n-ésima suma
parcial:

n
sp () = Z apx®. (D.4c)
k=0
La serie asintética, Ec. (D.4a), representa la funcién f (z) en el sentido de que para
cada n fija la n-ésima suma parcial se aproxima a f (z) més rdpidamente que |x|" se
aproxima a cero para valores de x cercanos a 0.
De manera andloga una representacion asintotica en serie de potencias inversas de
x de una funcién g (x), para valores de x > 1 e incluso x — o0, se define de la siguiente
manera;

g(a:)wkz_;%, r — 00, & (D.5a)
m |z|"|g(z) = sn (z)] = 0, (D.5b)

|z|—o0

para cada n fija. Andlogamente la n-ésima suma parcial se define como:

Sp (x) ~ Z b—k (D.5¢)

La serie asintética, Ec. (D.5a), representa la funcién g (x) en el sentido de que para cada
n fija la n-ésima suma parcial se aproxima a ¢ (r) méas rdpidamente que |z|" tiende a
infinito para valores de z — oo.

En las definiciones de serie asintética, Ecs. (D.4a) y (D.5a), no se pide que la serie
asintotica converja, de hecho la mayoria de las series asintéticas son series divergentes,
sin embargo, a pesar de la naturaleza divergente de las series asintoticas, éstas son de
gran utilidad para aproximar funciones cuyos argumentos sean préximos a un valor
singular, lejos del cual la serie asintética difiere notablemente del comportamiento de
la funcién. Los puntos singulares mas comunes alrededor de los cuales se considera
una representacion asintética son: el origen e infinito. En las referencias [45], [47] y
[50] se discute el desarrollo asintético alrededor de un punto arbitrario zg; ademds, la
representacion asintotica no tiene que ser, forzosamente, en potencias de x o inversas de
x: por ejemplo Erdélyi [45] define el desarrollo asintético de una funcién f () como:

fx)~) angy (x), (D.6)

donde las funciones ¢ (z) no son, necesariamente, las funciones z*¥ o 1/2*, pero si
cumplen relaciones andlogas a las ecuaciones (D.4b) y (D.5b). Para fijar ideas, en la
presente discusion sélo trataremos con series asintéticas en potencias de z e inversas de
x, es decir, con punto singular en el origen o infinito respectivamente.

Como ya mencionamos, la utilidad de la serie asintética es aproximar una funciéon
f (z) mediante una de las sumas parciales s, (x) de su desarrollo asintético; sin embar-
go, como exhibiremos en los ejemplos de este Apéndice, si una funcién f (z) tiene un
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desarrollo asintético la suma parcial que mejor se aproxima al valor f (x), depende del
valor de g, es decir, la suma parcial que mejor se aproxima al valor f (xg) es aquella que
contiene el niumero dptimo de términos: ni uno mas ni uno menos. Lo anterior contrasta
con las ideas que se tienen de las series convergentes cuyas sumas parciales S, (x) se
aproximan cada vez més a la funcién F'(z) en el punto x = z, conforme el nimero de
términos de la suma parcial crece.

D.2. Un ejemplo de serie asintética: la funcion de

Bessel Jj ()

Una funcion con la que se puede ejemplificar la idea de serie asintética es la funcién
de Bessel J, (z), la cual tiene el siguiente desarrollo asintético para valores grandes de
x [44]:

2

J,(z) = — [P (v,z)cosx — Q (v, z)sin x| (D.7a)
donde
X=x— <%V—|—i) T (D.7b)

y las funciones P (v, z) y Q (v, x) tienen los siguientes desarrollos asintéticos para valores
grandes de x:

= 2k)
P(v,z) ~ —1)F W, D.7c
ma) ~ B0 (D.70
= (v,2k+1)
Q(% l‘) ~ Z(_l)k 2k+1 (D7d)
k (2x)
siendo (n, k) el simbolo de Hankel, el cual esté definido de la siguiente manera:
r(: k
(n, k) = (21+ ntk) (D.7¢)
KT (5 +n—k)

Como podemos en las expresiones (D.7c¢) y (D.7d) las representaciones asintéticas de las
funciones P (v,z) y @ (v, z) son series en potencias inversas de x, por lo que el punto
singular es el infinito.

Para fijar ideas el ejemplo que consideremos serd la funcién de Bessel Jy (z); por lo
tanto, al utilizar la ecuacién (D.7a) para v = 0 se obtiene:

Jo (x) = 2 [P (0,2)cosx — Q (0, z)sin x| (D.8a)

T
con
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-0.25¢

Figura D.1: Funcién de Bessel superpuesta con las primeras tres sumas parciales

1
x=o-7 (D.8b)

y las funciones P (0,z) y @ (0, x) tienen los siguientes desarrollos asintéticos:

PO,5) ~ 3 (-1 ((2;)’;3 (D.8c)
Q(.0) ~ Y (-1 G2 (D.5d)
(0,k) = % (D.8¢)

Es facil darse cuenta que los desarrollos asintdticos de las funciones P (0, x) y Q (0, z)
representan series divergentes ya que al aplicarles el criterio de convergencia entre el n-
ésimo sumando y el n + 1-ésimo sumando se obtiene respectivamente:

(0,2(n+1) 22)™  (2n+1)*(2n+3)
nbe (22)20 D (0,2n) A B 1) (20 + 2) (22 (D-9)

Si definimos las n-ésimas sumas parciales SP, (0,z) y SQ, (0,x) de las funciones

P(0,z) y Q(0,x), Ecs. (D.8¢)-(D.8d), como:

SP,(0,z) = Y (-1) e (D.10a)
5Q,(0.0) = S (-1 22hrl) (D.10b)
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y la n-ésima suma parcial Sy, (x) del desarrollo asintético de la funcién de Bessel Jp (),
Eq. (D.8a), como

2
T

Son (z) = [SP, (0,2)cos x — SQ, (0, z)sin x| (D.10c¢)

Consideremos las primeras tres sumas parciales del desarrollo asintético de la funcién
de Bessel, es decir, las sumas parciales Sp; (), So2(x) y Sos(z). En la figura D.1
mostramos el comportamiento de estas tres primeras sumas parciales junto con la curva
real de la funcién de Bessel Jy (x). En dicha figura se observa que las tres sumas parciales
se aproximan muy bien a la curva real de Jy (x) para valores de x que sean de x > 2.

Figura D.2: Primera ampliacién de la superposicién de la Funcién de Bessel con las primeras

tres sumas parciales

-0.396 «
-0. 3965
-0.397

.. -0.3975
-0.398
-0.3985

-0.399

Figura D.3: Segunda ampliacién de la superposicion de la Funcién de Bessel con las primeras

tres sumas parciales
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Abstract

The statistical theory of certain complex wave interference phenomena, like the statistical fluctuations of transmission
and reflection of waves, is of considerable interest in many fields of physics. In this article, we shall be mainly interested in
those situations where the complexity derives from the quenched randomness of scattering potentials, as in the case of
disordered conductors, or, more in general, disordered waveguides.

In studies performed in such systems one has found remarkable statistical regularities, in the sense that the probability
distribution for various macroscopic quantities involves a rather small number of relevant physical parameters, while the
rest of the microscopic details serves as mere “‘scaffolding”. We shall review past work in which this feature was captured
following a maximum-entropy approach, as well as later studies in which the existence of a limiting distribution, in the
sense of a generalized central-limit theorem, has been actually demonstrated. We then describe a microscopic potential
model that was developed recently, which gives rise to a further generalization of the central-limit theorem and thus to a
limiting macroscopic statistics.
© 2006 Elsevier B.V. All rights reserved.

Keywords: Disordered waveguides; Quantum transport; Random processes

1. Introduction

Complex scattering of waves has captured the interest of physicists for a long time [1]. For instance, the
problem of coherent multiple scattering of waves, which has long been of great importance in optics, has seen
a revived interest in relation to the phenomenon of localization.

The present article fits in the general topic of “‘statistical theory of complex wave-interference phenomena™.
In particular, we shall study the statistical fluctuations of transmission and reflection of waves, which are of
considerable interest in mesoscopic physics. Complexity in wave scattering may derive from:

(1) the chaotic nature of the underlying classical dynamics, as in microwave cavities and quantum dots, or
(i1) the randomness of the scattering potentials in a disordered medium, as a disordered conductor, or
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a disordered waveguide carrying classical waves (electromagnetic, elastic, etc.), on which we shall
concentrate here.

Why do statistics on the results of a scattering process? The point is that the interference pattern resulting
from the coherent multiple scattering of waves from the systems described above is so complex (a small
variation in some external parameter changes it completely) that only a statistical treatment is meaningful.

We shall find a recurrent theme in our presentation: the statistical regularity of the behavior, which involves
a relatively small number of relevant physical parameters, while the rest of details serves as mere
“scaffolding”. This feature was captured in the past following a maximum-entropy approach, within the
powerful, non-perturbative, framework known as random-matrix theory (RMT): Shannon’s information
entropy is maximized, subject to the symmetries and constraints that are physically relevant [2,3]. Later,
generalized central-limit theorems (CLT) have been demonstrated [4,5]. Here we shall revisit past and recent
efforts towards discovering universal features in the statistical scattering of waves in disordered waveguides.

The paper is organized as follows. We first indicate the various physical regimes to be encountered in the
problem of disordered conductors. We then mention how the statistical regularities in the problem have been
captured in the past within a maximum-entropy approach: we briefly mention the transfer-matrix method that
was used and the RMT model that was constructed, giving rise to a diffusion equation in transfer-matrix
space. We then indicate a CLT that was proved, thus showing that the maximum-entropy approach captures
the universal features found in the CLT. We then describe a microscopic potential model that was developed
recently, which gives rise to a further generalization of the CLT and thus to a limiting macroscopic statistics.
We then give our conclusions.

2. The maximum-entropy approach

The fundamental physical process occurring in the system under study, the disordered waveguide shown
schematically in Fig. 1(a), is coherent multiple scattering of waves. The length of the disordered section of the
waveguide is L, W is its width (the system being assumed two-dimensional) and N is the total number of
running modes supported by the waveguide; the mean-free-path (mfp) is denoted by £. The system might as
well be a disordered conductor with the same dimensions. In the transport of waves through the system one
encounters various physical regimes, indicated in Fig. 1(b): (i) the ballistic regime, for 0 <L <¢; (ii) the
diffusive, or metallic regime, for £ <L < N¢; (iii) the insulating regime, for N¢< L.

The aim is to calculate the transport properties of waves through this system. One important quantity is, of
course, the conductance of the disordered quasi-one-dimensional (q-1d) system, which is given by Landauer’s
formula:

2¢?

G="-9. (1)
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Fig. 1. A disordered waveguide and the various physical regimes.
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where a, b denote the N transverse (running) modes: a,b = 1,..., N. Landauer’s relation allows calculating the

conductance—a transport quantity—from the scattering properties of the system. In microwave systems, one
can actually measure the individual transmission coefficients 7', = ltwl?, as well as T = Ziv bl 1|,
experimentally.

The main approaches to the problem have been [1,6]: (i) perturbation theory in the disordered potential; (ii)
supersymmetry methods, giving rise to a non-linear sigma model and (iii) RMT models of the scattering
matrix S, or the transfer matrix M of the system. Here we shall concentrate on these latter non-perturbative
models.

One has observed remarkable statistical reqularities, in the sense that the probability distribution for various
macroscopic quantities involves a relatively small number of relevant physical parameters (essentially the m/fp
¢). Within a RMT scheme, this feature was captured in the past following a maximum-entropy approach [2],
which we now describe.

To a waveguide of length L we assign the transfer matrix M” (see Fig. 2), which has the property that acting
on the wave amplitudes a") on the left gives the amplitudes ¢® on the right:

M"adV = a?. (3)

For every configuration of disorder we have one transfer matrix M”. If we assign a probability density p, (M")
to our transfer matrices, what results is a RMT of transfer matrices.

To the waveguide of length L we now add a “‘building block™ (BB) of thickness 6L which is much shorter
than L, but still contains many weak scatterers (the so-called dense-weak-scattering limit (DWSL)), as shown
schematically in Fig. 2.

The transfer matrix M’ associated with the BB will be considered to be statistically independent from M”;
we write its probability density as ps; (M’). The transfer matrices M” and M’ are combined as

M=MM (4)

to obtain the total transfer matrix of the combined system, while the probability density of the latter,
Prysp(M), is obtained from the individual ones by the “‘convolution”

Prisr(M) = / pL(M') ' M)ps (M) dp(M') = pp*psy. ®)

where du(M’) is the invariant measure associated with the group of transfer matrices. Eq. (5) has the structure
of the Smoluchowski equation in Brownian motion theory [7].

Expecting the results to be largely independent of the details of the BB, the distribution ps; (M) for the BB
was modelled, in Ref. [2], by maximizing the Shannon entropy

o=~ [ 1) 0 p(H) (', ©)
subject to the constraints
/ psp(M)du(M’) =1 (normalization condition), (7
777777777777 M" M’
777777777777 0 L s L

Fig. 2. A waveguide of length L and a BB added to it.
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¢ being the elastic mfp. The only physical information conveyed by p;s; (M’) is the mfp £.
Following the procedure developed in the theory of Brownian motion, we can convert the integral equation
(5) into a differential equation, with the result [2,3]:

w(ﬁ)()) 2 Zai { 0 wh(a) ©)

5 S INTI F a1+ 20)T0 (A)fj(ﬁ)()

This is a diffusion equation in transfer-matrix space, known as the DMPK equation (after Dorokhov [8] and
Mello et al. [2]), which governs the “‘evolution” with the length L of the waveguide of the probability
distribution wP(1) of our transfer matrices. This equation has been written in terms of new variables as
follows: (i) s = L/¢ denotes the length in units of the mfp; (11) Ao (@=1,...,N) are “radial” variables in terms
of which the conductance can be written as g = Za 1/ + ),,) (111) we have used the Jacobian
Jp(2) = Hycplha — Jp|P. Finally, Eq. (9) has to be solved with the initial condition W(ﬁ)(i) = 6(4). The
quantity f (= 1,2,4) denotes the universality class of RMT [9].

The distribution P(g) of the conductance is known to evolve from a Gaussian (deep in the diffusive, metallic
regime) to a log-normal distribution (deep in the localized, insulating regime) [6]. Although P(g) cannot be
easily obtained algebraically from the above expressions, various approximations show that this behavior is
well described by the DMPK equation (9). In the crossover regime, Ref. [10] found the main statistical
properties of P(g) arising from the DMPK equation using a Monte Carlo calculation. The results are shown in
Fig. 3, where P(g) is plotted (solid lines) for both f =1 and 2 for different values of (g). The results of
extensive g-1d tight-binding-model calculations (symbols), carried out for bulk disorder, are also shown. We
see that the agreement between the two types of results is excellent. In contrast, the results for surface disorder
and f = 1, also shown in the figure for comparison, are not described properly by the DMPK equation.

3. Central-limit theorems

It was shown later [4] that a limiting distribution for wy(A) arises when the individual, microscopic,
scattering units are combined in the so-called DWSL and within a particular class of models. The DWSL
corresponds to a large density of weak scatterers, with a fixed mfp £. In the particular model that was studied,
the individual scattering units were defined through their transfer matrices M, and an “isotropic” distribution
of their phases was assumed. The limiting distribution that arises depends only on ¢ and is insensitive to other
details of the microscopic distribution: it thus constitutes a generalized CLT. The result turns out to be
identical to the DMPK equation (9) found in the maximum-entropy model described above. We can thus say
that the maximum-entropy model selects the limiting distribution, in the sense of the DWSL, within a class of
models for the transfer matrices of the individual scattering units.

A class of limiting distributions wider than that of Ref. [4] was studied by one of the present authors (PAM)
and Tomsovic in Ref. [5], in which the isotropy assumption of Ref. [4] was relaxed to a large extent. In Ref. [5],
the DWSL plays again an essential role and the result is a more general CLT than that of Ref. [4]. The
evolution with L is described by a generalized diffusion equation, in which the diffusion coefficients are the
inverse mfps for the various scattering processes that may occur in the problem. When the various mfps can be
represented by a single one, one encounters the DMPK equation that was described above. Thus the model of
Ref. [5] appears as a possible candidate to study the influence of the specific scattering properties of the various
modes, which seem to be relevant, for instance, for the problem of waveguides with surface disorder, where
DMPK does not give a proper description.

4. A potential model for the evolution of expectation values. A central-limit theorem

We first present a general way of expressing the expectation value of an observable when we add a BB to an
already existing waveguide of length L, as shown in Fig. 2. The transfer matrix of the two pieces is combined
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Fig. 3. Conductance distribution from the DMPK equation and from numerical simulations for bulk and surface disorder, as explained in
the text (after Ref. [10]).

as in Eq. (4), which can also be written as

M=M'+6M=M"+ecM", (10)
where we have expressed the transfer matrix of the BB as

M =1I+e. (11)
Consider now a function F(M) of the transfer matrix M, whose statistical properties we want to study: it
might be, for instance, the conductance G studied earlier, the transmission coefficient 7'y, or any other

quantity of physical interest. Its average for the enlarged piece can be written in terms of that for the original
one as

OF (M) 62F(M)> 12
L

1

— (¢ MM
oM >L TR )L’5L< oM M
To simplify the notation, we have indicated symbolically with dots the relevant summations over channel and
block indices (see Ref. [5] for more details).

It is clear that we now need an expression for the various moments of the quantities ¢ associated with the
BB. Recently [11], such an expression has been obtained from a potential model, which we now outline.

(F(M)) 151 = (F(M)) + (8'>L,5L<M
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We construct the BB as a sequence of m> 1 random J-potential slices, such that
d<oL<{/ ¢}, (13)

as shown schematically in Fig. 4.
The rth J-slice potential, defined as

Ur(x,p) = u,(y)o(x — x,), (14)
has matrix elements with respect to channels given by

[Ur()]ap = (W) p0(x — x;), (15)
in terms of which we specify the statistical model. The m potentials u,, r =1,...,m, are assumed to be
statistically independent, identically distributed, with zero average and, for simplicity, zero odd moments, so that

((Wr)gp) = 0, (16)

(Wr) gy, Wry) gy, ) = 12(a1D1, @202)01,1, 5 (17)

(@), b, Wry) sty Ury) gy Wry) gy, ) = 12(a1D1, a2b2)ica(azbs, asha)dy, vy 01y,
+ 12(a1by, azbs)ia(arb, asba)oy v, 61y,
+ K2(a1by, asba)ka(azba, azbz)oy, 1,0y, 1,
+ wk4(ar1by, azbs, azbz, asbs)or oy,

. (18)

where x2(a1b1, a2by), ka(a1by, axba, azbs, asby), etc., denote the second, fourth, etc., cumulants of (u,),,. From
these expressions we can calculate, in the DWSL, the various moments of ¢ needed in Eq. (12). One finds that
the first moment vanishes, the second moment behaves linearly with 6L and higher moments behave as higher
powers thereof. Also, the very important result emerges that the dependence on the cumulants of the potential
higher than the second drops out in the DWSL. The diffusion coefficients D’alzlj,’;, or inverse mfps £y, defined as

(eelmy ;5. = 2Dl (ke LYSL + - - -, o

depend only upon the second cumulants of the potential. They are energy dependent and also length
dependent.

Finally, we take the first term on the r.h.s. of Eq. (12) to the 1.h.s., divide both sides by dL and take the limit
oL — 0. The result is the Fokker—Planck equation:

UFM) . iim |+ on gy O°F
oL - Dizb,cd Mbe Ma'f aM{,”éaMgﬁ L' (20)

The fact that cumulants of the potential higher than the second are irrelevant in the end signals the existence of
a generalized CLT: once the mfp’s are specified, the limiting equation (20) is universal, i.c., independent of
other details of the microscopic statistics.

One of the main difficulties in solving Eq. (20), both analytically and numerically, is that it involves averages
of different quantities on the L.h.s. and on the r.h.s. So far, that equation has been solved analytically for the

oL

Fig. 4. Construction of the BB using d-potential slices in the regime defined by the inequalities (13).
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one-open-channel case (N = 1) and a restricted number of ““observables” only: the results thus obtained are in
excellent agreement with microscopic calculations [11]. Numerically, we have found no “direct” way of solving
Eq. (20). Recently, a numerical algorithm which was called “random walk in transfer-matrix space’ has been
implemented [11,12], in which a BB is constructed with the property given in Eq. (19), and then combined with
successive BBs to construct a waveguide of finite length L. The results have been compared with those arising
from microscopic calculations, in which the entities that are combined are, literally, individual potential slices.
For situations in which we have bulk disorder, the comparison is excellent, even for quantities which are not
described properly by DMPK. For surface disorder, preliminary results indicate a reasonable agreement for
the observables examined so far.

5. Conclusions

In this paper, we have first revisited some earlier results which seem to indicate that a maximum-entropy
approach to the problem of transport in disordered waveguides works well when there is a central-limit
theorem (CLT) “behind the scenes”.

We have briefly described a rather general CLT that was obtained in the past, in Ref. [5].

Recently, we have shown that a CLT arises in a model consisting of a random distribution of J-potential
slices. The parameters on which the result depends are the mfps ¢,,—which depend on the variances of the
potential slices matrix elements—and the correlation coefficient of these matrix elements. Other details of the
potential distribution are ““washed out” in the dense-weak-scattering limit (DWSL). The result is expressed in
terms of a generalized diffusion equation for the evolution with length of expectation values of physical
observables.

Numerical results based on the “random walk in transfer-matrix space” method indicate an excellent
agreement with microscopic calculations with bulk disorder, and a reasonable one for the problem with
surface disorder.

More effort is needed towards an analytical, as well as a numerical, treatment of the diffusion equation.
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We study the statistical properties of wave scattering in a disordered waveguide. The statistical properties of
a “building block™ of length &L are derived from a potential model and used to find the evolution with length
of the expectation value of physical quantities. In the potential model the scattering units consist of thin
potential slices, idealized as delta slices, perpendicular to the longitudinal direction of the waveguide; the
variation of the potential in the transverse direction may be arbitrary. The sets of parameters defining a given
slice are taken to be statistically independent from those of any other slice and identically distributed. In the
dense-weak-scattering limit, in which the potential slices are very weak and their linear density is very large,
so that the resulting mean free paths are fixed, the corresponding statistical properties of the full waveguide
depend only on the mean free paths and on no other property of the slice distribution. The universality that
arises demonstrates the existence of a generalized central-limit theorem. Our final result is a diffusion equation
in the space of transfer matrices of our system, which describes the evolution with the length L of the
disordered waveguide of the transport properties of interest. In contrast to earlier publications, in the present
analysis the energy of the incident particle is fully taken into account. For one propagating mode, N=1, we
have been able to solve the diffusion equation for a number of particular observables, and the solution is in
excellent agreement with the results of microscopic calculations. In general, we have not succeeded in finding
a solution of the diffusion equation. We have thus developed a numerical simulation, to be called “random walk
in the transfer matrix space,” in which the universal statistical properties of a “building block” are first
implemented numerically, and then the various building blocks are combined to find the statistical properties of
the full waveguide. The reported results thus obtained (in which use was made of a “short-wavelength ap-
proximation”) are in very good agreement with those arising from truly microscopic calculations, for both bulk
and surface disorder. Since the paper has a clear pedagogical aim, we have included, for the benefit of experts

and nonexperts, a number of appendixes that contain the more involved calculations.
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I. INTRODUCTION

The statistical theory of certain complex wave interfer-
ence phenomena, such as the statistical fluctuations of trans-
mission and reflection of waves, is of considerable interest in
many fields of physics [1-12]. In the literature one has con-
templated situations in which such a complexity derives
from the chaotic nature of the underlying classical dynamics,
as in the case of chaotic microwave cavities and quantum
dots, or from the quenched randomness of scattering poten-
tials, as in the case of disordered conductors or, more in
general, disordered waveguides. It is the latter domain that
will interest us here.

In studies performed in such systems one has found re-
markable statistical regularities, in the sense that the prob-
ability distribution for various macroscopic quantities in-
volves a rather small number of relevant physical
parameters, or scaling parameters, while the rest of the mi-
croscopic details serves as mere “scaffolding.” In Ref. [13] it
was shown that a limiting distribution of physical quantities
indeed arises in the so-called dense-weak-scattering limit
(DWSL) and within a particular class of models: the indi-
vidual, microscopic, scattering units were defined through
their transfer matrices and an “isotropic” distribution of their
phases was assumed. The limiting distribution that was
found constitutes a generalized central-limit theorem (CLT).
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Within this model only one relevant physical parameter oc-
curs: the mean free path (MFP), which is the only property
arising from the individual scattering units that survives in
the DWSL. This is consistent with the scaling hypothesis
proposed by Abrahams et al. [14]. (When abandoning the
DWSL, two parameters were needed in Ref. [15] to describe
the conductance distribution.) The result found in Ref. [13]
coincides with that of the maximum-entropy model that had
been developed in Ref. [16], which gives rise to a diffusion
equation known as the DMPK equation (after Dorokhov [17]
and Mello, Pereyra and Kumar [16]), which can thus be in-
terpreted as capturing the features arising from a CLT. CLT’s
associated with products of matrices had been studied earlier,
as, for instance, in the well-known Oseledec theorem [6,18];
the results of Refs. [13,16] are consistent with this theorem
in the localized regime.

An alternative approach to the study of disordered con-
ductors goes back to the work by Efetov and Larkin [19,20].
One uses a microscopic Hamiltonian with a white-noise ran-
dom potential as a starting point and reduces the problem, in
some well-controlled approximations, to the investigation of
an effective field-theoretic model describing diffusion modes
(the so-called nonlinear sigma model). In the quasi-one-
dimensional (Q1D) case this method allows for quite a few
properties of the system to be investigated in detail [20,21].
It is interesting to note that if the system is characterized
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by a single microscopic length scale—the mean-free-path
I—which is, for example, the case for bulk disorder with
isotropic scattering, the supersymmetry method described in
this paragraph and the DMPK approach are known to be
equivalent [22]. Frequently, however, one is interested in
situations when the scattering is not isotropic, as in samples
with rough surface and no bulk disorder. In principle, the
supersymmetry approach is able to deal with the problem;
however, in practice the calculations in that case are much
more involved and not that much was done in this direction.

In spite of the successes of the DMPK equation of Ref.
[16] in the study of the conductance distribution [6], that
equation fails to give the proper description when the differ-
ence in behavior of the various modes becomes relevant. A
clear example was given in Ref. [23], where the conductance
distribution was studied in the crossover region (G)=e?/h.
For waveguides with bulk disorder the description is excel-
lent, whereas for waveguides with surface disorder it is not
satisfactory [11,24].

A class of limiting distributions wider than that of Ref.
[13] was studied by one of the present authors and Tomsovic
in Ref. [25] (to be referred to as MT), in which the isotropy
assumption of Ref. [13] was relaxed to a large extent. The
DWSL played an essential role and the result was a more
general CLT than that of Ref. [13], expressed in terms of a
generalized diffusion equation. The scaling parameters that
appear in MT are the MFP’s for the various scattering pro-
cesses that may occur in the problem. When the various
MFP’s can be represented by a single one, one encounters
the same diffusion equation that was studied in Ref. [16]
using a maximum-entropy model. Thus the MT model ap-
pears as a possible candidate to study, in the problem of
waveguides with surface disorder, the influence of the spe-
cific scattering properties of the relevant modes.

The ideas of MT are further developed in the “Brownian-
motion” model of Ref. [26]: a waveguide of length L is en-
larged by adding a piece of thickness SL [to be called a
“building block™” (BB)], small on a macroscopic scale but
still containing many scatterers, which is likened to a Brown-
ian particle which, in a time interval ét, small on a macro-
scopic scale, still suffers many collisions from the molecules
of the surrounding medium. The transfer matrix for a BB is
written as M =1+¢ and the independent parameters which M
depends upon are chosen so that ¢ for the BB satisfies a
number of properties, reminiscent of those of a Brownian
particle:

(e)s. =0+ 0(L), (1.1a)

(eg)a = 0(dL), (1.1b)

while higher moments of & behave as higher powers of SL
[see Egs. (3.73) and (3.74) of Ref. [26]]. The result of this
analysis is the same diffusion equation as that of MT.
Though appealing the assumptions behind the Brownian-
motion model of Ref. [26] for the BB may be, they are,
nevertheless, arbitrary. Of course, they can be deduced from
the MT model for the more microscopic scattering units.
However, even these have a certain degree of arbitrariness. It
would be satisfactory if these models could be obtained in a
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unified way from a maximum-entropy “ansatz:” this, how-
ever, is not known to the present authors at this time.

The motivation of the present paper is to derive from a
potential model the statistical properties of the BB and use
them to find the “evolution” with length of the expectation
value of physical quantities. Since the potential model will
be introduced at the level of the individual scattering units,
the approach to be presented here is, in a way, hybrid be-
tween the methods of MT and Ref. [26]. We shall see that
within the present model it is not strictly true that the indi-
vidual transfer matrices (resulting from the individual poten-
tials) for the various scatterers are identically distributed [see
Eq. (3.24) below], as was assumed in MT, and this fact will
be taken into account. The continuous limit is also treated
here in a more satisfactory way than in MT, and the energy
appears explicitly in the following presentation, in contrast to
earlier publications. We believe that the present model is
physically more complete than that of Ref. [16]; it is also
better founded than that of MT and Ref. [26], in the sense
that there is a lesser degree of arbitrariness in the assump-
tions, although the resulting diffusion equation has a “struc-
ture” similar to the one obtained in MT and Ref. [26]. Our
diffusion equation will be found suitable to study wave-
transport problems in which the physics of the various modes
is relevant, as is the case of waveguides with surface disor-
der, instead of bulk disorder; we shall also find a good de-
scription of the statistical properties of quantities that involve
phases, which were not described at all in previous models.
The reader is referred to Ref. [27] for a preliminary account
of the results of the present paper.

The paper is organized as follows. In the next section we
derive a Fokker-Planck equation for the “evolution” with the
waveguide length L of the expectation value of the physical
quantities of interest. That equation represents the central
result of the present paper and is given in Eq. (2.10), which
we reproduce here for convenience:

a(F(l\/l»L: D DQghc'd(k,L)<M£}M{{g &Z_E(M)h >
oL ijhine M, MG [

abcdapB
(1.2)

We notice that Eqg. (1.2) contains no drift term and is thus a
diffusion equation. The physical observable is denoted by
F(M), M being the transfer matrix of the sample of length L.
The quantities DJ%;(k, L) play the role of “diffusion coeffi-
cients,” which are defined in terms of the second moments of
¢ for the BB in Eq. (3.51) below (see the term linear in L)
and are given explicitly in Eq. (3.52) in terms of the mean
free paths. Notice that the diffusion coefficients depend on
the energy (~k?) and also on the length L of the sample. The
mean free paths depend only on the second moments of the
potential intensity of the individual impurities [see Eq.
(3.36)], higher moments being irrelevant for the diffusion
equation: this is precisely what signals the existence of a
CLT. In order to derive the diffusion equation (1.2) we need
a statistical model for the building block (BB): this is derived
in Sec. 11 using a potential model for the random impurities.
Although the treatment of Sec. Il is applicable to the or-
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thogonal as well as to the unitary symmetry classes of
random-matrix theory (8=1 and 2, respectively [28]), the
potential model developed in Sec. Il assumes time-reversal
invariance, i.e., B=1. Some of the specific relations derived
there would have to be properly modified for the unitary case
B=2. The results of Sec. Il which are needed for the deri-
vation of the diffusion equation (1.2) have an intrinsic inter-
est as well, since they can be used to describe the statistical
scattering properties of thin slabs. The diffusion equation
(1.2) is first derived for arbitrary energy, and only later the
short-wavelength approximation (SWLA) is contemplated; it
is in this latter limit that some of the results obtained earlier
can be recovered. Needless to say, we have no general way
of finding either analytically or numerically the solutions of
the above diffusion equation. We thus give in Sec. IV A
some simple examples in which the analytic solution could
be found; in Sec. IV B we develop a procedure to simulate
numerically the diffusion process in transfer-matrix space,
and present some of the results that we have been able to
obtain so far. The conclusions of this work are given in Sec.
V. Since some of the calculations tend to be somewhat in-
volved, we have included most of them in a number of ap-
pendixes in order not to interrupt the general reasoning in the
main text. This is done for pedagogical purposes, for the
benefit, we hope, of both experts and nonexperts in the field.
The calculations not contained in this paper can be found in
Ref. [29].

II. TRANSPORT IN Q1D DISORDERED SYSTEMS:
THE COMBINATION LAW, THE SMOLUCHOWSKY
EQUATION AND THE DIFFUSION EQUATION

Consider a Q1D disordered system of uniform cross sec-
tion, connected, at both ends, to clean waveguides that sup-
port N open channels each. In the disordered region there is
an underlying random potential to be specified later. In some
applications we shall be concerned with a 2D waveguide
with a width to be denoted by W.

The scattering properties of the system will be described
by means of its transfer matrix M, which can be written as

Mll Mlz a B
M= [le MZZ] B [7 5]
Each block M (i=1,2; j=1,2) in (2.1) is N-dimensional, so
that M is 2N-dimensional. (The block M*? will occasionally
be denoted by B, a symbol not to be confused with the index
for universality classes in random-matrix theory.) One par-

ticular matrix element of the ij block will be designated as
M}, where a,b(=1,...,N) denote the channels. Some of the

(2.1)

al owewd-n oA af
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properties of the M matrix and its relation with the more
conventional reflection and transmission amplitudes, which
are elements of the S matrix, are summarized in Appendix A.

The transfer matrix M will be considered to belong to one
of the basic symmetry classes introduced by Dyson in quan-
tum mechanics [28]. Here we shall be only concerned with
scalar waves, so that, in applications to quantum mechanics,
we shall only have “spinless electrons.” In the “unitary”
case, also denoted by B=2, the only restriction on M is flux
conservation (FC), which is expressed by the pseudounitarity
condition (A2). In the “orthogonal” case (B=1), time-
reversal invariance (TRI) imposes the restriction given by
Eq. (A3). The “symplectic” case (8=4) associated with half-
integral spin will not be considered here.

If the underlying potential has non-zero matrix elements
between open and closed channels, the 2N-dimensional M
matrix depends on an “effective potential” which contains
information on closed channels, as explained in Appendix B.

Consider now two nonoverlapping scatterers. Their ex-

tended transfer matrices M, and M, (which include open and
closed channels, are infinite dimensional and depend on the
bare potential, as opposed to the effective one), have the
multiplicativity property
M = M,yM;. (2.2)

In past publications by one of the authors (P.A.M.) (see, for
instance, Ref. [10]), closed channels have been neglected in
the matrix multiplication of successive scatterers. In numeri-
cal simulations [11,30] one sees that for individual configu-
rations of the disordered system and in the calculation of the
mean free path, the inclusion of closed channels is important.
(In this paper, the expressions “closed channels” and “eva-
nescent modes” will be taken as synonymous.) On the other
hand, for the statistical fluctuations the conditions for ne-
glecting the evanescent modes do not appear to be very strin-
gent. For a given mean free path, the statistical properties of
the different transport coefficients are found to be roughly
independent of the number of evanescent modes (see also the
discussion of the numerical simulations given in Sec.
IV B 3). In this article we shall thus follow the earlier ap-
proximation and write the resulting transfer matrix as the
product of the individual open-channel transfer matrices.

Suppose we start with a system containing n scattering
units (to be defined at the beginning of Sec. II1) and enlarge
it by adding, on its right-hand side, say, a slab, to be called a
building block (BB), containing m scattering units. Designat-
ing by MM the transfer matrix of the original system and by
M) that of the BB, the resulting transfer matrix is

FIG. 1. Schematic representation of a disor-
dered wire and the building block (BB); (a) and
(b) correspond to the different regimes (see Sec.
I11) defined by the inequalities given in Egs.
(3.1a) and (3.1b) [short-wavelength approxima-
tion (SWLA)], respectively.
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M (L+8L) —

=MEMD, (2.3)

We assume the BB to be of arbitrary thickness 6L, and to
contain many weak scatterers (see Fig. 1).
Its transfer matrix M(® will be written as

MY =, +e. (2.4)

The combination law for M, Eq. (2.3), can be written as

ML = MU+ 5M (2.5a)

=MV + MO (2.5b)

Consider now a function F(M) of the M matrix, which we
shall call an “observable:” it could be, for instance, the trans-
mission amplitude t,,, or the conductance G, which is pro-
portional to the total transmission coefficient T. We are in-
terested in the expectation value (F(M)), of such an
observable for a system containing n impurities. We first find
below a recurrence relation with n for that expectation value
and then, in the continuous limit, we shall find the equation
that governs the “evolution” of (F(M))_ with increasing
length L.

We first analyze the restrictions imposed on the M matrix
elements by the presence of TRI alone, a property which is
relevant to the orthogonal universality class S=1. If we write
a particular M matrix element as M =¢} +in} the TRI
relation, Eq. (A4), implies that only the real and imaginary
parts of the blocks M and M'? are relevant. Alternatively,
we may consider F(M) as a function
F(ML, (MP)* M2 (M'?)"), a procedure which will be
found more convenient in what follows; however, for conve-
nience in the notation, we shall write M?? as a shorthand for
(M) and M2 for (M12)" and thus consider F(M) as a func-
tion F(M,M?2 M12 M?Y), enforcing (A4) at the end of the
calculation. With this procedure, TRI is exactly fulfilled. The
orthogonal case is the one we shall restrict to in what fol-
lows. For the unitary case =2, we just mention that one
would need to consider the real and imaginary parts of the
four blocks or, alternatively, the four blocks and their com-
plex conjugates.

Writing the composition law for the M matrix as in Eq.
(2.5), the expressions for the observable F(M) before and
after adding the building block are related by the Taylor ex-
pansion (in terms of the variables discussed in the previous
paragraph)

FM™M) = F(M™ + M) = F(M™) + > (SM)
in

aa

FM LS vt yomny
MLy, Tvemm 2V i
aacpB
_PFM) ‘ 2.6)
(9M|)\ ﬁMEg M=M M ' .

on each M indicate chan-
,N, while the upper indices

where the lower indices a, «, ...,
nels and run over the values 1, ...
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i,\,..., identify the block in Eq. (2.1) and take on the values
1,2.

In Eqg. (2.6), the s , occurring in each 51\/I , is a function
of the m potentials deflnlng the BB, as will be explained in
the next section. Similarly, MY, depends implicitly on the n
potentials defining the original waveguide. Multiplying both
sides of Eq. (2.6) by the appropriate probability
distributions—assuming the two pieces n and m to be statis-
tically independent—we find

FM)pam = FM)y+ S (&) m<Mi,zﬁF(M)>

ij\ aM:a}:y
aba
1 aZF(M) >
+= > (el ( MM ————
abcdaB
+ o (2.7)

Here, (---), denotes an average evaluated with the probabil-
ity density for the transfer matrix of the original sample con-
taining n scattering units, i.e.,

(G(M))y = (G(MM)). (2.8)

The next step is to describe the problem in the dense-
weak-scattering limit (DWSL) briefly described in the Intro-
duction [and defined in Egs. (3.39a)—(3.39d) below], so that
we can speak of the continuous length L of the system and
the length &L of the BB. Eq. (2.7) becomes

. - IF(M
(FM)ep = (FIM)) + <sgb>L,&<Mgzﬁ>
ijx aa [ L
aba
#F(M)
+ 21 ”h% <8ab8cd>L 6L<MbaMdB0,)M|)\ aMc,B >L
abcdapB

+ o (2.9

To proceed, we need a statistical model for the BB. For
this purpose, a potential model is discussed in Sec. I, in
which the BB is constructed as a collection of m individual
scattering units represented by delta-potential slices. It is
found that the first moment of & for the BB vanishes [see Eq.
(3.29)], the second moments, in the DWSL, admit an expan-
sion in powers of SL starting with &L itself [see Eq. (3.51)],
while higher moments behave as higher powers thereof [see
the discussion following Eq. (D19)]. Also, the very important
result emerges that the dependence on the cumulants of the
potential higher than the second drops out in the DWSL.
These results are reminiscent of the statistical behavior of the
velocity increment of a Brownian particle during a time in-
terval &t during which many collisions from the surrounding
medium have occurred [31].

When the moments of the BB, evaluated in the DWSL,
are substituted in Eqg. (2.9), we obtain, on the RHS of that
equation, a power series in L. We also perform, on the LHS
of Eq. (2.9), a Taylor expansion of (F(M)), .4 in powers of
oL around the “initial” value (F(M))_. We can then identify
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the coefficients of the various powers of 6L on the two sides
of the equation. In particular, the coefficients of SL give the
diffusion equation

KF(M)), = > DMk L)<Mf3\M:f§ 92_|§(M)h >
, ' a i )
oL ijhin MgodMcg [

abcdaB
(2.10)
ij,hl

The quantities Dyq(k, L) play the role of “diffusion coeffi-
cients:” they are defined in Eq. (3.51) below as proportional
to the coefficient of the linear term in an expansion in powers
of SL of the second moment of ¢ for the BB and are given
explicitly in Eqg. (3.52) in terms of the mean free paths. The
diffusion coefficients depend on the energy (~k?) and also
on the length L of the sample.

We remark that, just as the coefficients of oL in Eq. (2.9)
are expressible in terms of the MFP’s, the coefficients of
higher-order terms in 6L have a similar property, because the
contribution of higher moments becomes irrelevant in the
DWSL. Equating the coefficients of such higher-order terms
on both sides of Eq. (2.9) we obtain results which could be
derived from the diffusion equation (2.10) by successive dif-
ferentiations. [See comment right after Eq. (3.56).]

In the potential model discussed in the next section only
the orthogonal case B=1 is contemplated. We expect a simi-
lar behavior for the unitary class =2, although we do not
have at the present moment the specific expression for each
diffusion coefficient in this case.

Equation (2.10) represents the central result of the present
paper. It depends only on the mean free paths which, in turn,
depend only on the second moments of the individual delta-
potential strengths [Eq. (3.36)]. The fact that cumulants of
the potential higher than the second are irrelevant in the end
signals the existence of a generalized CLT: once the MFP’s
are specified, the limiting equation (2.10) is universal, i.e.,
independent of other details of the microscopic statistics.

The transfer matrix M must fulfill the properties (A2) and
(A3)—(A4) arising from FC and TRI, respectively. These re-
lations are satisfied for the individual scatterers to be intro-
duced in the next section, so that they must be satisfied for a
system of any length. That (A4) is satisfied is obvious from
our construction explained right above Eq. (2.6). The diffu-
sion coefficients appearing in Eq. (2.10) will be calculated in
the next section in terms of the potentials: they will thus be
fully consistent with FC and TRI. As explained right above
Eq. (2.7), the last average appearing on the right-hand side of
the diffusion equation (2.10) is evaluated with the probability
distribution for the potentials inside the waveguide of length
L. Although this average is never evaluated explicitly, it
should be consistent with FC: provided the initial condition
L=0 satisfies FC, and since the diffusion coefficients of Eq.
(2.10) satisfy FC exactly, Eq. (2.10) “propagates” that infor-
mation as the length evolves starting from L=0. As an illus-
tration, this general assertion has been verified explicitly for
the N=1 case.

I11. STATISTICAL PROPERTIES OF THE BUILDING
BLOCK

In the present section we investigate the statistical scatter-
ing properties of the BB which was used in Sec. Il to build a
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FIG. 2. Schematic representation of the construction of the
building block (BB) as a collection of “thin potential slices.”

disordered system with a Q1D geometry (see Fig. 1).

Suppose that we model the scatterers constituting the BB
by a sequence of thin slices [the scattering units referred to
right above Eq. (2.3)] of cross section WP~ (D being the
dimensionality of the waveguide). From now on we denote
the thickness of the slices by 2« and their separation by d.
(See Fig. 2. Notice that in Fig. 1 the same symbols refer to
individual scatterers; here, a slice may contain one or more
of the individual scatterers shown in Fig. 1.) The statistical
properties of the potential slices will be specified below (see
Sec. 11 B 1). Inside 2«, the rth scattering slice is described
by the potential V,(x,y). We denote by x the coordinate along
the waveguide and by y the coordinates in the transverse
direction. The distance d between slices is taken to be much
larger than «, but much smaller than the wavelength \ of the
incident wave and the thickness éL of the BB. Initially we do
not specify the ratio of the wavelength X\ to 6L or the mean-
free-path | (to be defined later), so we shall start out con-
structing the BB as a collection of m thin slices satisfying the
inequalities

a<d<<{\ LI} (3.1a)

Later on, in Sec. Il D, we shall find it advantageous to study
a second regime, in which &L (and hence any final L) and |
contain many wavelengths, i.e.,

a<d<<\<{dLl}, (3.1b)

corresponding to what we shall call the short-wavelength
approximation (SWLA).

In principle we have no restriction on the dimensionality
D of the waveguide; however, to be specific, we shall restrict
the discussion to two-dimensional waveguides with uniform
width W. As we already indicated, in the potential model to
be presented below we shall be concerned with the orthogo-
nal, or =1, symmetry class only.

A. Properties of a single scattering slice

Consider a single scattering slice with potential V(x,y)
=A2U(x,y)/(2m), centered at the origin of coordinates x=0,
and let [U(x)],, be the matrix elements of U(x,y) with re-
spect to the “transverse” states y,(y) of the waveguide, i.e.,
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W
[UX) Jap = f Xa(Y)U(X,Y) xp(y)dy, (3.2)
0
with
_ |2 . may
Xa(y) = \/W sin =" (3.3)
a being an integer. Under the conditions
ka<1, (3.4a)
Kaba < 1, (34b)
where k=27/A=+v2mE/#A and
K= Uapl = [[U(0) ], (3.5)

we speak of a thin scatterer (a thin barrier or well) and the
dependence of the potential across the thickness 2« is ne-
glected. On the other hand, the quantity

ZaUab = Uyp (36)

(which has dimensions of k) is arbitrary. Such a scatterer can
be well approximated by the “delta potential”

U(x,y) = u(y)éx), (3.7a)
[U(X)]ap = Uap&(X), (3.7b)
obtained formally taking the limits
[Uap| — =, (3.82)
a—0, (3.8b)

in such a way that the quantity u,, of Eq. (3.6) stays fixed.
From the inequalities (3.1) we see that the range 2« of the
potential is the smallest length scale in the problem: the limit
(3.8b) is the extreme idealization of this situation.

Equations (3.7) define a delta-slice potential centered at
the origin of coordinates. The potential produced by the rth
delta slice, centered at x=x,, is written as

PHYSICAL REVIEW E 75, 031113 (2007)

Ur(X,y) = ug(y) 8(x = ), (3.9a)

[Ur(x)]ab = (ur)aba(x - Xr)- (3-9b)

We remind the reader that U,(x,y) has dimensions of k?,
whereas u,(y) and (u,),, have dimensions of k.

A particle scattered by the potential of Eq. (3.7) inside the
waveguide is described by the wave function

P(x,y) = 2 [0 Taxaly), (3.10)
a=1

which satisfies Schrddinger’s equation;
[(x)], satisfy the coupled equations

its components

(92 o]
(g + ki)w(x)]a = 3 [0 h(uadx—x), 1=a=N,
b=1

(3.11a)

(92 oo
(ﬁ - K§>[¢(X)]a: 2 [P0Tb(U)apdx = x,),  a=N+1.
b=1

(3.11b)

Equation (3.11a) refers to open channels and Eq. (3.11b) to
closed ones. The quantity k,, defined by the relation

ma 2
o

W (3.12)

is the “longitudinal” momentum for the open channel a, with
the replacement k,=ix, for closed channels [10]. Notice
that if Nr<kW <(N+1)7r, the problem admits precisely N
open channels.

The open-channel 2N-dimensional transfer matrix M (that
relates open-channel amplitudes on both sides of the poten-
tial) for the rth slice, to be designated by M,, will be written
as

) [ ML MR

COLIMAT IMET
Since, eventually, we shall be interested in the limit of weak
scatterers in which M, is close to the unit matrix, we have
introduced the difference ¢ between M, and the
2N-dimensional unit matrix l,y. In the above equation we
have taken into account explicitly the fact that our system

obeys time-reversal invariance [see Eq. (A7)]. The 11 and 12
blocks of the matrix e, are given by

(Er);% =~ i(lﬁ)r)abe_i(ka_kb)Xr = (ar)ab(ﬁr)ié

1 E|2N+€r. (313)

(3.14a)

(€)== 1(0)ape M™% = (§,),5(9,) 2, (3.14b)

where a and b label the open channels and thus run from 1 to
N. We have defined

(O = [ L =i(- el Pt (— )Ly I,

and we have introduced the real quantities

(3.15)
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(Ur)ab
2 AY kakb

where, as explained in Appendix B, ({,),, is an “effective”
potential strength that takes into account transitions to closed
channels [see also Ref. [10], Eq. (3.134)].

In the above equations the strength of the various scatter-
ers is arbitrary. As we already indicated, we shall be inter-
ested in the situation of weak scatterers, defined by the in-
equality

(Ur)ap = (3.16)

[GRMERTS (3.17)

which has to be added to the inequalities (3.1a) and (3.1b) in
order to complete the specification of the physical regime.

B. Construction of the building block: The regime
(3.1a)

1. The statistical model

The BB is assumed, for the time being, centered at x=0.
For the application to Eq. (2.9) the BB will have to be trans-
lated to the interval (L,L+6L); this will be done in Sec.
111 C. The BB is constructed from m delta slices located at
the positions X, (see Fig. 2), i.e., assuming m to be odd,

Xp=rd, (3.18a)
m-1 m-1
r:__l '501 . v A (3'18b)
2 2
oL=(m-1)d, (3.18¢)

where d denotes the distance between successive slices and
oL the thickness of the BB.

The m potentials G,(y), r=1,...,m, are assumed to be
statistically independent and identically distributed. We indi-
cate the pth moments of the individual G,(y)’s and ,(y)
[which are related by the definition (3.16)] as

1y (813,855, +++ aghp) = ()b, (Ur)ayn, *+* [r)ap,),
(3.19a)

1) @gbs, by, -+, aghg) = (Br)ayp, (Baye, * (Brap)-
(3.19b)
We assume, for simplicity, that all odd moments vanish, i.e.,
o1 (arby, 8505, ... Bpu1br) = 0. (3.20)

We thus have
((0)ap) = py(ab) =0 (3.21a)
((0)ap(09)ca) = 113" (@b, cd) Srs

(3.21b)

and similarly for the v,’s. It is useful to introduce the corre-
lation coefficient between the matrix elements (0,),, and

PHYSICAL REVIEW E 75, 031113 (2007)
(0p)cq [which coincides with the correlation coefficient be-
tween (0,),, and (0,)cq] as

p(ab,cd)
[y (ab) uy” (cd) ]2

) (ab, cd)

[,LL(U)(ab),u,(U)(Cd)]llz !
(3.22)

C(ab,cd) =

where ,u(”)(ab) ,u(”)(ab,ab) denotes the variance of (0,)ap
[recall that ,u(” (ab)=0]. For even moments higher than the
second we do not make, at this point, any special assump-
tion; a particular scaling law will be assumed in Eq. (3.40)
below.

From the statistics of the (0,),,’s [and (0,)a’S] We can
find the statistics of the (er)ab, using the relations (3.14). For
instance, we find that the first moment of ()}, vanishes, i.e.,

((e)ihy=0

and that the second moments can be written as

(&) (e = u (@b, cd)[ (9, (916,  (3.24)

where (ar)i;'b was defined in Egs. (3.14) and (3.15). The in-
dividual transfer matrices depend on the slice position x, and,
as a consequence, they are not identically distributed.

(3.23)

2. The transfer matrix for the building block:
Its first and second moments

The transfer matrix for the total sequence of m delta slices
is given by

M™ =M Mg M, (3.25a)
=(Ion+ €n)(Ion+ €p-1) - (Ion + €1) (3.25b)
_|2N+26r E €r €r2

ri>ry
D e (3.25¢)
r>..>r, ®
E|2N +e. (325d)

The last line defines the matrix e [that was already intro-
duced in Eq. (2.4)] by which the total transfer matrix M of
the BB differs from the unit matrix |,y; it is given by

S—Eer E Ererz cee 4 2 Erl'“er#'l""

r>ry ri>>r,

(3.26a)
(3.26b)

—E

=
where the last line defines the contribution to & of order w in
the individual €’s. Our aim is to find the statistical
properties—in particular the moments—of the matrix . In
the future we shall use the notation {---)5 to indicate an
average associated with the BB, i.e.,

(G(M)) .= (G(M™M)), (3.27)
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just as in Eq. (2.8). For the average of M we trivially find,
from Eqgs. (3.25a) and (3.25b) and the fact the various e, are
statistically independent and average to zero [Eq. (3.23)],

(MYa=(Mp) -+ (M) = Iy (3.28)

()= 2 (eW)y
n=1

_E (&) + E <€rl€r2>+ E

ri>ry r1>...>rﬂ

For the second moments of & we have, from Eq. (3.26b)

2 (TR Tara = (e eV o

o' =1

ij .hl
<8ab80d L=

+ (V[P T a + [Tl e a

(&,

PHYSICAL REVIEW E 75, 031113 (2007)

Thus Eq. (3.25d) implies that the first moment of & vanishes,
i.e.,

(e)a =0,

as could also have been obtained by averaging Eqg. (3.26)
directly

(3.29)

(3.30a)

&)+ =0. (3.30b)

(3.31a)

(3.31b)

+([e@Th @ T a + (e ThleV o + (e Thle®P s + (3.31c)

The second line (3.31a) is second order in the individual
[ ], and hence in the potentials (0,),, and the successive
lines are higher order in these quantities.

a. The second-order term in the second-moment expan-
sion, (3.31a). The second-order term (3.31a) in the second
moment expansion can be written using Egs. (3.26) and
(3.24) as

eV eV s = E«er) (€50 (3.32a)
= > (00 ap(0) e (91) (9 (3.32b)

(v)
12 ELCD Cd)E[ oo, (3.320)

From the definition of the correlation coefficient between
pairs of matrix elements, (3.22), we can write the fraction in
Eqg. (3.32¢) as

,u(z")(ab,cd)
d

15 (@b) uf(cd) } 12
d d

= C(ab,cd)[

_ C(ab,cd)
\’ylab(k)lcd(k) '
Here we have used the standard definition of the mean free

(3.33)

path (MFP) |, associated with the incoherent sum of reflec-
tions from channel b to a from a sequence of »=1/d scatter-
ers per unit length, i.e.,

= 1{|[r1(K) Jan|?), (3.34)

1
ab(k)

together with the fact that the average reflection coefficient
for a delta slice is r independent and approximately given, in
the weak-scattering regime, (3.17), by [see Egs. (A5), (3.13),
and (3.14)]

(|(r)ap?) = (@D

We can write the following equivalent expressions for the
inverse MFP:

(3.35)

_ B@n)
Akzky
(3.36)

:U~2 (ab)
4k k,d

(v)
(u) - Mo (ab)
(o 2 @)=y

where the energy dependence of the MFP is exhibited explic-
itly. It will be convenient to make the change of variables

ﬁab:ﬁab\"a (337)

and consider the distribution of T, to be independent of
d, with a variance ,u(”)(ab) [which was introduced in Eq.
(3.36)], related to ,uz (ab) by
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p5”(ab) = 725" (ab)d. (3.38)

Since our delta slice is spatially symmetric in the x direction,
we have the same result for the MFP for the transmission,
out of the incident flux, from channel b to channel a. Within
the present model there is thus no distinction between the
so-called transport and scattering MFP’s [32].

We now turn to the summation in Eq. (3.32c). We shall
evaluate it in the dense-weak-scattering limit (DWSL) which
we now define [see Egs. (3.39) below]. This limit was al-
ready referred to in Secs. | and Il. Within the regime defined
by the inequalities (3.1a) we have already considered « as
the smallest length scale occurring in the problem and sim-
plified the situation by literally taking the limit «—0 [Eq.
(3.8b)]. With regards to the next length scale in our regime,
i.e., the distance d between successive scattering slices, we
shall again be interested in a simplifying limit. For a fixed
energy (and hence fixed \), fixed 6L and MFP’s, it will be
convenient to take the continuous limit

d—0, (3.39a)

m — oo, (3.39h)
in such a way that

md = 6L (3.39¢)

remains fixed. From Eq. (3.37), in the limit d— 0 each indi-
vidual scatterer becomes infinitely weak and, from Eqg.
(3.38),

W(ab) — 0, (3.39d)

while the MFP’s |, of Eq. (3.36) remain fixed (for a fixed
energy). The DWSL can be considered as the extreme ide-
alization of the inequality (3.17) and of the inequality d
<{\,68L,1} of (3.1a) for fixed energy, &L and
MFP’s.

We have already assumed in Eq. (3.20) that all the odd
moments of G and v vanish. From Eq. (3.19) with p=2t and
the change of variables (3.37) we see that the even moments
scale with d as

yapihy),
(3.40)

:U“(Zlg)(albln -yaghy) =d ﬁ(zl: (ashy, ...

,uZt Y(a;by, ..., axb,) being independent of d, with a similar
expression for ,u(Zt (ajby, ... ,a5by). Equation (3.38) is the
particular case of this last equation for t=1.

In the DWSL, the =, appearing in Eqg. (3.32c) tends to an
integral, which we denote by

AN (k,oL) = lim E [(9)(9,)M1d

L2

= f 9 () 9 (x)dx,
-oL/2

(3.41)
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where 9}, (x) is given by Eq. (3.15) with x, replaced by x.
We find explicitly
sin —224— Kgb';cld&
Aa(k, 8L) = (=)™ K
ab,cd
2

(3.42)

a quantity with dimensions of length, K"t being given by

KUM= (= 1)lkg + (= )7k, + (= 1)k, + (- 1)Ky,
(3.43)

From Eg. (3.43), and using the notation of Eq. (A8), we
readily find the symmetry relations

o _ o hlij — il
Ko = Kiio == K:a\b cd» (3.44)

so that

AN (k, L) = AMYT (k, 8L) = AR (K, L), (3.45)

We thus have, for the expression (3.32) in the DWSL.:

C(ab,cd) Al

i (1) ) =
||3|Vr\p5<[8 ] ble ]cdal_ \m ab.cd(K, oL),

(3.46)

a result valid for arbitrary k and L.

For the application to Eq. (2.9) we shall need the expan-
sion of the moments of ¢ in powers of oL, with the BB
translated to the interval (L,L+ 6L); this will be done in Sec.
I11 C below. For the time being we perform that expansion,
for simplicity, with the BB centered at the origin. We see
from Eq. (3.42) that the leading term of AL (k,dL) in an
expansion in powers of &L is linear in 5L [as is obvious from
the integral definition itself, Eq. (3.41)], i.e.,

ALYk, 6L) = (=)*™18L + O(6L)2. (3.47)
As a result, Eq. (3.46) shows that the leading term in an
expansion in powers of 8L of the second-order contribution
to the second moments of ¢ for the BB behaves, in the
DWSL, as

. o ' C(ab,cd)
()i (D)7 — (—)ith+l 2
.';'Wms<[8 JaleTead o = (=) V,—Iab(k)lw(k)éﬁo(&).

(3.48)

b. The fourth-order term in the second-moment expansion,
Eqg. (3.31c). A similar analysis is performed in Appendix C,
Eq. (C2), for the fourth-order contribution to the second mo-
ments of &, Eq. (3.31c): it is shown that the leading term of
such a quantity, in an expansion in powers of éL, behaves, in
the DWSL, as (8L/1)%, where | denotes a typical MFP [see
Eq. (C6)]. From this result and Eq. (3.48) we thus have
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C(ab,cd) S+

——— (8L)2.

)|+h+1
VIap(K)eq(K)

I”“(‘?ab8 >§L (-

(3.49)

The analysis of the two above particular cases is general-
ized to arbitrary moments in Appendix D. For an even mo-
ment (p=2t) in the DWSL, the lowest-order term in Eq. (D1)
(this term is of order 2t in the 0,’s) has a leading term in an
expansion in powers of SL which behaves as (SL/1)%. Higher-
order terms in (D1) are higher order in SL. Also, the depen-
dence on the cumulants of the potential higher than the sec-
ond drops out in the DWSL. The contribution to the second
moments obtained above, Eq. (3.49), represents, for t=1, a
particular case of this general result. For an odd moment
(p=2t+1), the corresponding term behaves as (SL/1)'*. In
conclusion, this proves the behavior of the moments of ¢ that
was mentioned in Sec. Il, right after Eq. (2.9).

C. The diffusion coefficients and the diffusion equation

We now generalize the above analysis to the situation in
which the BB lies in the interval (L,L+6L). The integral in
Eq. (3.41) has to be performed in that interval [the notation
(-*La in Eq. (2.9) and in some of the following equations
indicates this fact] and Eq. (3.46) becomes

I|m<[8(l)]”b[8 l)]cd Lol

_ C(ab,cd) gbhéd(k ﬂ_)elK;bcd(L+5L/2) (3 50)

Viap(K)leg(k)

while the expansion in Eq. (3.49) [taking into account Eq.
(C8)] is now

tim (el =203k (kLo + {m;ﬂ&'d i)

2 > D;i;,hc’;',(k,L)DZCLgf;','d(k,L)}
a/ﬁ,,)\,ﬂ/

X (8L)% +O(8L)3, (3.51)

where KU}, was defined in Eq. (3.43). In Eq. (3.51) we have

defined the “diffusion coefficients” D™ (kL)

C(ab,cd)
2\“Jlab(k)|cd(k)

ij,hl
eIK

gbhéd(k L) ( )|+h+1 L, (3.52)

which depend on the energy (through the energy dependence
of the MFP’s and through K%,) and also on the length L.
Notice that the diffusion coefficients are, in general, complex
numbers; this, however, should not worry the reader, because
the evolution of real observables will always turn out to be
real [see, for instance, Eq. (4.5a) below].
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From the relations (3.44) we readily find for the diffusion
coefficients the symmetry properties

DM (kL) = DI (k,L) = [DI"L(k, L), (3.53)

We introduce the expansion (3.51) and a similar one for
higher moments of ¢ on the right-hand side (RHS) of Eq.
(2.9), thus obtaining a power series in &L:

2 Dk, L)al
ijhl A u
abcd,aB

1 .
+ [?Kgﬁhéd gbhcld(k L)

(FIM) s =(F(M)) +

+ X D;*a;f‘;;,(k,L)Dt,,{;f;,'d(k,u}<5L>2
a'ﬁ’,)\’,u,'

FPF(M) >
MEMYs—=———) +0(8L)%. (3.54)
< P MR M

The curly bracket in this last equation corresponds to the BB
second moment of Eq. (3.51); the contribution [which starts
with (8L)?] of the third and higher moments is just indicated
in the last line. We also perform on the left-hand side (LHS)
of Eq. (2.9) a Taylor expansion of (F(M)) .5 in powers of
AL around the “initial” value (F(M)),, i.e.,

M& + iﬂLl\z/l»L(éL)Z
L 2! 4L

+ o (3.55)

(F(M)D)ea = (F(M)) +

We then identify the coefficients of the various powers of 5L
in (3.54) and (3.55). In particular, the coefficients of SL give
the diffusion equation, (2.10), derived in Sec. Il, which we
reproduce here:

KF(M))L ij,hl FF(M)
TR Dajb°"(k'L)< M s M'”ﬂM““> |
abcdap
(3.56)

Equating the coefficients of higher powers of oL in Egs.
(3.54) and (3.55) we obtain results which could be derived
from the diffusion equation (3.56) by successive differentia-
tions. We have verified this statement explicitly for the coef-
ficients of (L)? in the specific one-channel case treated in
Sec. IV A below.

The diffusion equation (3.56) governs the evolution with
length of the expectation value of physical observables. The
expectation values appearing in Eq. (3.56) must fulfill, for
L=0, the “initial condition”

(F(IM)) =0 =F(l),

obtained by setting M =1 in the expression F(M) for the ob-
servable, since for L=0 the scattering system is absent. More
general initial conditions are discussed in Ref. [6].

(3.57)
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As was indicated earlier, the cumulants of the potential
higher than the second are irrelevant in the end; this signals
the existence of a generalized central-limit theorem (CLT):
once the MFP’s are specified, the limiting equation (3.56) is
universal, i.e., independent of other details of the micro-
scopic statistics.

Since the structure of the present diffusion equation is
essentially the same as the structure of the one derived in MT
[Ref. [25], Eq. (3.18)], it is worthwhile, for the sake of com-
parison, to summarize, at this point, the MT model. In MT
the statistical assumptions are made at the level of the indi-
vidual scattering units, just as in the present paper (the same
units that were also contemplated in Ref. [13]); however, the
assumptions are not made for the potentials, but rather for
the corresponding transfer matrices. In MT, the transfer ma-
trix for each scattering unit is close to the unit matrix and is
written as M, =1 +¢,, just as in our Eq. (3.13) above; it is
further expressed in terms of independent parameters (in the
Pereyra representation [33]), for which various statistical as-
sumptions are made:

(i) The first moment and some of the second moments of
the independent parameters are chosen so that the resulting
(&)=0 [see Egs. (3.15) and (3.16) of MT; with this feature,
there is no drift term in the resulting Fokker-Planck equa-
tion], while the remaining second moments of the indepen-
dent parameters are kept arbitrary.

(ii) The individual scattering units are statistically inde-
pendent and identically distributed.

(iii) The energy does not appear explicitly, but only as the
energy at which the resulting MFP’s have to be evaluated.

(iv) In order to obtain explicit expressions for the diffu-
sion coefficients, in the analysis that follows from Eq. (3.18)
of Ref. [25] a more explicit model was postulated for the
second moments mentioned in (i) above.

In the present paper, assumption (i) is a consequence of
the vanishing of the first moment of the individual potentials,
Eqg. (3.21a), thus giving Eq. (3.23). Assumption (ii) has to be
contrasted with Eq. (3.24) above, which shows that, here, the
transfer matrices for the individual scattering units are not
identically distributed. As it has already been stressed, in
contrast to assumption (iii) the energy appears now explic-
itly. Finally, the additional assumptions mentioned in (iv)
are, to some extent, arbitrary; they are compared below with
those arising from the short-wavelength approximation of the
present model.

D. The short-wavelength approximation: The regime (3.1b)

In the DWSL the above expressions are exact for all en-
ergies. We now turn to a different regime, to be called the
short-wavelength approximation (SWLA), defined by the in-
equalities (3.1b). The regime to be studied is analogous to
the geometrical optics limit studied in optics [34]. Essen-
tially, we shall assume that we can fit many wavelengths
inside a BB, i.e.,

N<dL or kéL>1, (3.58)

so that in this regime only lengths much larger than the
wavelength actually enter the description.
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To this end we go back to Eq. (2.9) which, after setting
<s JLa=0 because of (3.29), we rewrite here for conve-
nience

(FIM)ss k= <F(M)>Lk+ E <8ab8cd>L5Lk
! ijhl
a;cd
FPF(M)
2< MM dBaMn\&Mh,u>
ap

(3.59)

We have indicated explicitly the k dependence of the various
expectation values. We first analyze below the BB factors
appearing on the RHS of the above equation, and then the
remaining expectation values.

(1) The BB factor (gl s s can be written, from Eq.
(3.31), as

<8iajb32:i>L,5L;k = <[8(1)]2b[8(1)]2:j>L,5L;k + <[8(2)]gb[8(2)]2:1>|_,51_;k
+ oo (3.60)

The first term on the RHS of this last equation is given by
Eg. (3.50), and its contribution to (3.59) is given by

-2 ([eP1hLe T >L§Lk2 (-
|th

abcd a,B
_1 _C(ab,cd) Al

_2 YT abcd

ijhl V Iab k)lcd(k)
abcd

(K=0)

) C(ab,cd)

XDy 4 Y

= abcdap 2 ijhi \/lab(k)lcd(k)
B abcd
(K#0)

X ARk, SL)EK D (.
A
aB

Ijh|)\,u>

( 51_) iK(L+4L/2)

1

Ijhl)\M

abcdaB>L k- (3-61)

In this equation, K is an abbreviation for K"\, which was
defined in Eq. (3.43), and A;‘Bf‘éd(k,éL) was given in Eq.

(3.42). We have also used the notation

i #F(M
() hedbphn= <MbaMdﬁaMmE9M)hu> , (3.62)

as an abbreviation for the last factor appearing on the RHS of
Eq. (3.59). In the second line in Eq. (3.61) the sum is over
the combinations of indices that make KI};=0, while in the
third line it is over those combinations that make K, # 0.

The second term on the RHS of Eq. (3.60) is given in Eq.
(C7) and, using a similar convention as in the last equation,

its contribution to Eq. (3.59) can be written as
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5 E (e 2)] [8(2)]2:1>L,5L;k2 (- a‘é‘c'ﬁa,;h k
A

Ijh|
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abcd aB
1 Claa’,c8) Cla'd,B'd) v n/inw it
== X A et [k R (8L) el KK 0U2 ST (. yiam
a'a! rpr af Lk
2 i Vlaa (01eg () VLK)l grg) 2 "7 20 e
abcda’ B’ ap
(KI:KZ:O)
N S .0y .S Caa’,c8) C(a'b,B'd)
/
2 ijhIN ' ijhIN ' ijhIN ' \’Iaa’(k)lcﬁ(k) \/Ia’b(k)lﬁ’d(k)
abcda’ B’ abcda’ B’ abcda’ B
(Kl:#O Kz#O) (K]_:O,KZ:#O) (Kl¢O,K2=O)

XAI)\ Nijhw' w1l [k 'R(ﬁL)]e K1+K2)(L+§L/2)E <(

aa’,a’b,cp’.B

Dtﬁ

We recall that K; and K, are defined in Eq. (C4).
Higher-order contributions occurring on the RHS of Eg.
(3.60) can be obtained from the analysis of Appendix D.
We now analyze the consequences of the inequality (3.58)
for the above expressions (3.61) and (3.63), which so far are
exact. It will be convenient to take the wave number k as

_ (N + 1/2)77, (3.64)

W
i.e., halfway between the threshold for the last open channel
and that for the first closed one, so that the longitudinal mo-
menta are given by k,=k+/1-[a/(N+1/2)]%. From Eq. (3.43)
we see that when K;thc'd;éo KUy is proportional to k (the
coefficients only depending on channel indices), so that
KINoL>1. As a result we have the following:

(i) In Eqg. (3.61) the sum with K=0 gives the largest con-
tribution (proportional to &L, as we now analyze in detail),
while the sum with K# 0, which contains K in the denomi-
nator of AL (k, 8L), will be neglected. Let us be more spe-
cific about the combination of indices ab, cd and ij, hl that
give rise to K=0 in Eq. (3.61). Take, for instance, i=j=h
=1=1. Since k,,Kp ke, kg are incommensurate, Kl ig=ky
-k, +kg—k. [see Eq. (3.43)] can only vanish if a=b and ¢
=d, or a=d and b=c. On the other hand, K t3==(k,+k
+k.+kg) never vanishes. We thus have, for A (k, 5L), de-
fined for arbitrary k and éL in Eq. (3.42), the approximate
result

Ak, 8L) = (- 1)L g6l (3.65a)
(here, ko is Kronecker’s delta which takes on the value 1
when K=0 and vanishes otherwise) or, more explicitly,

SapBed + O,
ALk, oL) ~ - et * Oaadhe o)

3.65b
1+ 6, ( )

) dbentes k- (3.63)
|
Sug + 8
AL2Z(k oL) = a9 * Sacdb bd 51, (3.65¢)
1+ 8,
8acBog + Sagy
Al22L Pac%d T %ad%c
Agpca(k, L) = 143y s, (3.65d)
Aok, o) = Ak, oL) = Apci(k, oL) ~
(3.65¢€)

We can thus write (e V] [e]%) 5 in the DWSL, followed
by the SWLA, as

) C(ab,cd) -
D)7ij 1.0 _ AT PR (o q)ith+l
I')m<[8 ] ble ]cd oL \’—Iab(k)lcd(k)( 1) SkoOL .
(3.66a)

One finds explicitly in the various cases [C(a,c) being an
abbreviation for C(aa,cc)]:

- 11 11
lim (e gleM T a
DWS

1 {C(ac)L S 51'5 5,3}
1+5ac ) mab ed + ab ad“be |1
(3.66b)

- 11 22
lim([ele VD a
DWS

oL
5ab50d + |_5ac5Dd )
ab

(3.66¢)

{ oL
1+ 5ad \*’laa(k)lcc(k)

5ac 5bd + 5ad 5bc oL
148 lak)
(3.66d)

lim (s 35[e M Tog) o =
DWS
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lim([e D]V s =~ lim[eW eV D
DWS DWS
12 12
Y ab[g(l)]cd>6L ~ 0.

(3.66€)

Other combinations can be found from TRI, Egs. (A7). The
result is that in the DWSL, followed by the SWLA, the
second-order contribution to a second moment of ¢ for the
BB is either negligible or behaves as 6L/1, | denoting a typi-
cal MFP.

One can write Egs. (3.66) as

~ lim([&'
DWS

lim (s T4le M pa = 2Dk M00L, (367

where we have defined the diffusion coefficients in the
SWLA as

~ . C(ab,cd)
Dlj,h| - (_ 1)|+h+1 (368)
. 21 (K)legk)
which, from Eq. (3.66), take the explicit form
~ 1 C(a,c) 1
Dk = - - +—35 ,
ab,cd( ) 1+5ac 2\”|aa(k)|cc(k) b 2|ab adﬁbc
(3.69a)
~ 1 C(a,c)
D23y = { : +—30 ]
P07 1 sl 2Vl 7 21y, e
(3.69b)
BacBod + OagOhe 1
12 21 ac “%bd ad “bc
k , 3.69c
Pl e a0 %
Dibea(k) = Dy = Diii) =0, (3.690)

These diffusion coefficients depend on the energy through
the MFP’s only.

(if) Equation (C3) shows that in the DWSL, followed by
the SWLA, the fourth-order contribution (C2) to a second
moment of & for the BB is either negligible or behaves as
(8L/1)?, 1 denoting a typical MFP. Thus in Eq. (3.63) we
keep only the sum for K;=K,=0 and neglect the other sum-
mations, the result being thus proportional to (SL/1)2.

We finally obtain, for the BB second moments of Eq.
(3.60) in the SWLA [see also Egs. (3.68) and (C8)]:

|im<82b82:j>L,5L;k ~ ZDLJb cld(k)a-
DWS

+2 3 DD b (KAL)
CM,BI,)\/,LL,
+0(8L)3. (3.70)

(2) Similar arguments applied to the analysis of Appendix
D lead to the result that a (2t)-th moment of ¢ for the BB can
either be neglected because it contains k,’s in the denomina-
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tor, or it gives a contribution to Eq. (3.59) which is porpor-
tional to (SL/1)!, whereas a (2t+1)-th moment contributes as
(SL/1)tL,

(3) We need some knowledge about the behavior of the
averages (- -+)_x appearing in Eq. (3.59) in the SWLA. We
shall assume that, for large enough k, we can approximate

= ¢, (3.71)

where the RHS represents a function smooth to all scales of
L and whose energy dependence only appears through the
MFP’s 1,,(k). This ansatz, which seems merely reasonable at
this point, is verified in a particular case in Sec. IV A below.
In the analysis that follows we shall assume that the energy
is kept fixed, so that the MFP’s will be taken as fixed param-
eters and will be written as I,,. Likewise, we shall write
DI, for the diffusion coefficients.

We now make use of Eq. (3.70) and the result (2) above,
as well as the assumption (3.71), to write Eq. (3.59) in the
SWLA as

FIMNQy = FMPO+ > {Bys?c'dét
ijhl A
abcd, a8

+ X D “gg,Dw;,'d((SL)z}

a'ﬂ',)\’/./,'
FPF(M)
|
<MbaMd%aMlh aMhM 0(51‘)2
(3.72)

The square bracket in this last equation corresponds to the
BB second moment appearing in Eq. (3.59); the contribution
of the third and higher moments is just indicated in the last
line, in accordance with (2) above.

We now assume that the quantity <F(M)>L+ 5. appearing
on the LHS of Eq. (3.72) can be expanded in a Taylor series
around the value L, and that L is smaller than the radius of
convergence R of the expansion, i.e., A\ <<SL <R, so that

KF(M))"
(FIM)Ely = (FMD + =— =4l
, LAEM)Y
2. L2

Comparing the coefficients of L in Egs. (3.72) and (3.73)

we finally find
A g < PFM) >
—_— DI; M .
ab,cd dﬁc?M')‘Mh’u .
(3.74)

(8L)% + (3.73)

L ijhInu
abcdaB

In the SWLA we have thus ended up with an evolution equa-
tion for the “smooth” quantities defined in Eq. (3.71).

We need to fix the initial conditions appropriate to Eq.
(3.74). If we require Eq. (3.57) for the exact expectation
values, i.e., (F(M)) ox=F(l), and F(I) is k independent,
then Eq. (3.71) implies
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(FIMNZ=F(). (3.75)

More detailed assumptions than Eq. (3.71) on the struc-
ture of the expectation value (- --)_ \ appearing in Eq. (3.59)
in the SWLA are presented in Appendix F of Ref. [29] for
the one-channel case, N=1. There, a rederivation of Eq.
(3.74) using such assumptions is also discussed.

The derivations given above of both diffusion equations
(3.56) valid for arbitrary energies, and Eq. (3.74), valid in the
SWLA, use, as a starting point, Eq. (3.59) which describes
the result of adding a BB to an already existing waveguide of
length L. This is also the starting point of the derivation
given in Appendix F of Ref. [29]. We believe that it would be
very instructive to rederive the diffusion equation in the
SWLA, Eq. (3.74), starting directly from the more general
one, Eqg. (3.56), since such a derivation would shed more
light on the nature of the various approximations involved.
However, we have succeeded in fulfilling this goal only in
the one-channel case N=1; the derivation is presented in
Appendix F of Ref. [29].

IV. APPLICATIONS OF THE DIFFUSION EQUATION
A. Analytic examples

In this section we study a simple example in which the
diffusion equation (3.56) can be solved exactly. We restrict
the analysis to a one-channel geometry (N=1) and consider,
as examples of the observable F(M), the quantities

M11M22=aa*=ti*5%, (4.1a)
r *
M“MlZ:aB:—(t—Z) , (4.1b)

where we have used Eq. (A5) to establish the connection
with reflection and transmission amplitudes. We shall give
only the main results of the calculation, some of the details
being presented in Appendix E.

For the one-channel case, the diffusion equation (3.56)
can be written as

‘9<F(M)>L_ ij.hl iNpa 82F(M)
oL _%MDJ (k‘L)<MJ M M oMb [

(4.2)

where the diffusion coefficient DI"(k, L) is given explicitly
in Eq. (E1). For simplicity, we have suppressed all channel
indices, which would take the value 1. We emphasize that in
the DWSL this equation is exact, in the sense that it is valid
for all energies.

The MFP is energy dependent. However, in the present
calculation we keep the energy fixed and so the MFP is taken
as a fixed parameter and will be written as I. One can write
all the evolution equations in terms of the ratio of the length

L to the MFP |
s=L/I, (4.3)

and essentially the ratio of the MFP to the wavelength A
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Xo = 2KI. (4.4)

Using the diffusion coefficients of Eq. (E1) one finds the pair
of coupled equations

% = <a18>seixos + (2<aa'*>s - 1) + <a*,3*>se_ixos,
(4.5a)
H9Be —(ap). - (2t - Ve (o),

(4.5b)

which have to be solved with the initial conditions at s=0:

(aa" Y =1, (4.6a)

<aﬂ>s=0 =0.

The second derivatives of the observable F(M) appearing on
the RHS of the diffusion equation (4.2) produce, in general,
quantities which are different from the observable F(M) it-
self, whose average we wish to study. One then needs to
compute the evolution of these other quantities and this, in
turn, generates still new ones. In the example considered
here, Eq. (4.5) shows that the evolution of {(aa”) involves
(aa”y and (aB), and similarly for the evolution of (afB): we
thus find a pair of coupled equations which “close,” in the
sense that the quantities occurring on the RHS are the same
as on the LHS.

The evolution equations (4.5) for the real quantity {(aa™),
and the complex quantity (a8), can be written as the triplet
of coupled equations (E2), which can be solved using the
method of Laplace transforms, with the initial conditions
(4.6), with the result

. 1 1
=—+=
<aa>s 2 2|:

(4.6b)

p2+2p, + X5
(p1 = pP2)(PL—P3)
p5+2p, + X5

ePs®

p3+2ps + X5

P2s 4+ ep35 ,
(p2 = p2)(p2 = P3) (ps = p2)(p3 = P2)
(4.7a)
P11+ iXo —i
(af) =~ |:—e(p1 iXp)s
) (p1 = P2)(P1 - P3)
P2 + iXO e(Pz‘iXo)S
(P2~ P)(P2— P3)
Ps*D0__orios | (4.7h)

(p3 = P)(P3—Po)

In this equation, p;, p,, and ps are the roots of the third
degree polynomial P(p)=p3+x3p—2x3, with p,eR, p,,pseC
and ps=p;.

The solutions (4.7) are exact, being valid for arbitrary
length L, MFP |, and wavenumber k. Moreover, as shown
below, the solutions of the diffusion equation are in full
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2 4 7] 0 106
kL.

FIG. 3. (Color online) {M'*M?%)=({aa”) versus kL. Numerical
results (circles) from the one-dimensional model sketched in the
inset are indistinguishable from the analytical results (bold line),
Eq. (4.7a). The results correspond to x,=2kl=200 and d/1=1073.

quantitative agreement with the statistical averages obtained
from numerical solutions of the one-dimensional wave equa-
tion.

A one-dimensional version of the delta-slice model dis-
cussed in Sec. Il B 1 is sketched in the inset of Fig. 3. No-
tice that in a 1D problem there are no evanescent modes.

The system of length L is constructed from “delta po-
tentials” U,(x)=u,8(x—x,) [recall that U.(x) and u, have di-
mensions of k? and k, respectively], located at the positions

L |
{7 20

kL

FIG. 4. (Color online) Real (top) and imaginary (bottom) parts
of (MIM12)=(ap) as a function of kL. Numerical results (circles)
are indistinguishable from the analytical results (bold line). The
parameters are the same as in Fig. 3.
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x,=rd (r=0,1,2...); u, is assumed to be uniformly distrib-
uted over the interval [=Upmay, +Umax]. The mean free path,
obtained from Eq. (3.36), is simply given by

d_ 1(umax>2
I 3\ 2k /°
The results of the numerical calculations for (aa™) and (a/3)
versus L are shown in Figs. 3 and 4, respectively. Averages
were obtained from 107 different microscopic realizations.
Numerical results are indistinguishable from the analytical
solution of the diffusion equation [Egs. (4.7a) and (4.7b)].
It will be interesting to see what these results reduce to in
the SWLA discussed in Sec. Il D above. In preparation for
this, we first consider a fixed value of s=L/l and take x,
=2kl>1. From Eqg. (E8) one can expand the functions
(aa”)s, {aB)s in powers of 1/x,; in terms of the original
variables k, I, and L they take the form

(4.8)

o Lo . 2| ( E) 2L
(aa)s_2(1+e )+(2k|)2 1+2| e

e2ikL + e—2ikL 1 3
+ e—L/'T +o| ] (4.92)
L
i 2 278
= (e = g2Wg-2ikiy 4 -/
(@B)s= ) k2| 4
_ <e2(L/|)e—2ikL + le—L/Ie—4ikL) + O(1>3
4 ki
(4.9b)

The solutions (4.9) satisfy the differential equations (4.5) to-
gether with the initial conditions (4.6) to every order in the
expansion in powers of 1/2kl.

Notice that the ansatz made in Eq. (3.71) is verified ex-
plicitly in this example, with the result

" 1
(aa”)? =2 (1+e*th), (4.10a)

(ap? =0, (4.10b)

which represents, in this particular case, the SWLA dis-
cussed in Sec. 111 D. The result (4.10a) agrees with what had
been obtained earlier as a solution of the diffusion equation
of Ref. [16] for N=1, also known as Melnikov’s equation.
Notice that

@y w0 g RNYZL o
(B8O = (@a) - 1=( 2) = 2 -1)

(4.11)

represents the well known exponential increase of Landau-
er’s resistance [35].

If, in Eq. (4.9), we further expand the exponentials e-/!,
e in powers of 1/1, we end up with an expansion of
(aa”)s, (aB)s in powers of 1/1. The result found in Eq.
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& x

L

FIG. 5. Schematic representation of the microscopic model
based on random potentials. Each square of the plot, or “cell,”
represents a region of constant random potential.

(3.50), setting L=0 and interpreting &L as L, is precisely the
term proportional to 1/1 in such an expansion; we have veri-
fied the consistency of the two results up to O(1/1).

B. Random walk in the transfer matrix space:
Numerical simulations

As we have shown, the diffusion equation (3.56) deter-
mines the statistical properties of transport for any physical
observable and it only depends on the mean free paths I,.
Once the various |, are specified, the statistical distributions
are universal, i.e., independent of other details of the micro-
scopic statistics. However, in order to know the exact shape
of the distribution of a given observable we have to solve the
diffusion equation. This is a challenging problem even in the
isotropic case [16] (where all the MFP’s are equivalent, I,
=1). Here, instead of a direct solution of the multidimen-
sional diffusion equation we have followed an alternative
way that can be seen as a generalization of a random walk in
the transfer matrix space (Ref. [36]). The method, based on
our previous theoretical description, can be summarized as
follows.

(1) We first obtain a set of mean free paths from a given
microscopic potential model for the building block or, even-
tually, from specific experiments on very thin slabs.

(2) We generate an ensemble of transfer matrices having
their first and second moments equal to those corresponding
to a BB of a certain length éL.

(3) The transfer matrix for a system of length L=PéL is
obtained by combining P building-block matrices randomly
chosen from the ensemble. This procedure can be repeated
again and again in order to obtain the statistical distribution
of any physical quantity. As predicted by the CLT associated
with the composition of BB’s explained in Appendix G of
Ref. [29], higher order moments of the BB matrix elements
play no role in the final statistics.

The statistical distributions of different physical quantities
will be shown to be in full agreement with the results of
exact microscopic numerical calculations for a model sys-
tem. This shows that validity of the diffusion equation given
in Eq. (3.56) goes beyond the various formal limits discussed
in Sec. II.

1. Microscopic potential model and mean free paths

Let us consider the potential model sketched in Fig. 5. In
this model, a 2D waveguide with perfectly reflecting walls
has a region of length L which is divided into small “cells”
of dimensions &x X &y. The working wavelength is chosen to
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be such that &, 8y <<\. In the language of Sec. Il A, the
potential in the rth slice, Eq. (3.9), is replaced here, for finite
X, by

0 ~ Ar
Uiy = uy) 28250,

(4.12)
where 65(x—X,) takes the value 1 inside the interval (x,
= Ox12,%.+ 6x/2) and 0 outside. Should &x tend to zero, the
expression in Eq. (4.12) would tend to that of Eq. (3.9a).
Inside the rth slice, the potential is taken to be constant
within each cell, i.e.,

Ur(y) = 2 UsBs (Y = V), (4.13)

so that

U (xY) = 2 Uls(X—X) 05y =Yy, (4.14)

with Ug=u,/ dx. The constant values Ug of the potential in-
side each cell located in the region W—sW<y<W s
sampled from a uniform distribution within the interval
[-Up,Up]. Outside the region defined by W—6W <y <W,
the potential is taken to be zero.

In order to get the mfp’s corresponding to our model sys-
tem, we follow the same steps leading to Eq. (3.36) in Sec.
111 above. In the limit &, 8y < éW, and neglecting the cou-
pling to evanescent modes, i.e., using the “bare” potential u
instead of the “effective” one (i [see text following Eq. (3.16)
and Appendix B], we obtain

1 (uanl) _Ug ey [
lab X 3 4kaKy Jw-sw

Xo)xa(y)dy, (4.15)

where x,(y) are the transverse eigenfunctions of the clean
waveguide [Eqg. (3.3)]. The MFP’s for bulk disordered sys-
tems, i.e., when the disordered potential covers the whole
section of the waveguide (SW=W) are simply given by

1

Iab

_ UG xSy 2+ oy

= (4.16)

In order to analyze a surface disordered waveguide, we shall
also consider the limit W <W,

_U_gaxay(w‘ )

1 2|2
= —a‘h oW |.
surface 3 4kakb

Iab

e (4.17)

2. Random transfer matrices for a building block

In order to generate an ensemble of random transfer ma-
trices whose first and second moments are given, it is useful
to describe the transfer matrix elements of the BB as a func-
tion of the 2N?+N independent parameters of the Pereyra
representation (see Ref. [33]). The matrix ¢ of Eq. (3.25d)
can be expressed (in that representation) as

gil=e™1+ 9y -1, (4.18a)
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e?=ely, (4.18b)

where h is an arbitrary N X N Hermitian matrix (thus contrib-
uting N? parameters) and % is an arbitrary N XN complex
symmetric matrix (thus contributing N>+N parameters).

Applying successive approximations to Eqgs. (4.18) it is
possible to invert them to express the matrices h and # as
functions of the blocks &', i.e.,

[
h=-igt+ 5(812821 +elley +0(e%), (4.19a)

=% -2+ 0(e%). (4.19b)
The aim is to derive the statistical properties of the matri-
ces h and # in terms of those of the blocks &" which we
derived in the previous section; we shall do this in the
SWLA (see Sec. Il D). We can use Egs. (4.19), (3.69), and
(3.70) to obtain (in powers of &L) the first and second mo-
ments of the matrix elements 7, h,,. For the first moments
we obtain

(hapya. = O(8L)?, (4.20a)
(Mab)a = O(8L)?, (4.20b)
and for the second moments
oL C(aa,cc)
(haphegd s = = (eltelly 4 + :—{55—
ab''cd/sL ab®cd rSL 1+ 5ac ab “cd \"@
0,46}
+ M} +0(8L)2, (4.21a)
ab
. C(aa,cc)
<habhcd>(5L =- <8;%Sg§>5L o= —|:5ab5cd?
1+ 6 Vlaalee
ac%} +0(dL)?, (4.21b)
Iab
(hapMead oL = — {emteam)a + - =O(8L)?,  (4.21c)
(oo e o =~ egpecaa + - =O(SL)?,  (4.21d)
(MavMead oL = (EapeaqdaL + =+ =0(8L)2,  (4.21e)
Sbd + 0a2d 6
<77ab77cd>§L <8ab8 >&1_ =w +0(8L)%
1+ 5ab Iab
(4.211)

To generate the ensemble of random transfer matrices for
n and h in the SWLA, we need to know the statistical prop-
erties of the real and imaginary parts of the matrix elements
nap and hyy, to be denoted as

1 *
ab = R€ 772p = E(ﬂab + 77ab)’

7/ab Im 7, = i(77ab - 77;;), (4.22a)
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1 « 1 *
hgb =Rehy, = E(hab +hyp), h;b =Imhg, = E(hab = hyy).
(4.22b)
Using Egs. (4.20) and (4.21) we find
oL
(73)?a = (7D = T 0(8L)?, Vab,
(4.23a)
2 2 oL 2
(h)? s =((hip)? s = 2 +0(oL)°, a#b,
(4.23b)
(hee)a= = + O(ALY, (4.230)
haahia = 22 5 4o, (4.230)
v Iaa bb
<h >51_ <h bhcd>51_ <h d>51_:o(5|-)2,
a#b#c#d, (4.23e)
<h >a_ (h! bhad>é1_ (h d)Lﬂ_:O(aL)Z, a#b+#d,
(4.23f)

<h§b77§d>5L = <h|ab77lcd>5|_ = <h§b 77ch>5L = <h|ab 775(1)51_ = 0(51—)2'

(4.239)
(Mo hada = (MEhtda =O(8L)2,  (4.23h)

(B mbd o = (Mwmgda =O(L)%, a#cb+#d,
(4.23i)
(RoRya = (Moo = (M mhada = O(8L)%,  a#b #d.
(4.23))

We recall that the diagonal elements h,, are real since h is a
Hermitian matrix.

From now on, to generate the ensemble we shall consider
a potential which is delta correlated in the transverse direc-
tion; in that case we have

C(aa,bb 1
% = —’ (4.24)
Vlaalop lap

which allows rewriting Egs. (4.23c) and (4.23d) as one equa-
tion:
+0(8L)2.

oL
<haahbb>5L = |_ (4-25)

ab
Therefore, in the SWLA, real and imaginary parts of the
matrix elements of » and off-diagonal matrix elements of h
are, to order &L, uncorrelated, with zero mean, Eq. (4.20),

031113-17



FROUFE-PEREZ et al.

and with variance 6L/2l,,, Egs. (4.23a) and (4.23b). For
these elements we have used two different distributions giv-
ing the same variances:

1
P.(x) = ——[0(x + \30) - 8(x = V30)], (4.26a)
4\3o

Py(x) = %5(x -0)+ %5(x +0), (4.26b)
6(x) being the usual step function and o?=var(x). As we can
see from the CLT of Appendix G of Ref. [29], the final
results only depend on the coefficients proportional to L,
while the rest of the details of the distributions do not play
any role.

In contrast, the diagonal elements of the h matrices are
correlated, Eq. (4.25). In order to generate numerically a set
of uncorrelated variables from the diagonal elements of the h
matrices we have performed an orthogonal transformation on
the diagonal terms h,,,

hea = % Oaphpp, (4.27)
in such a way that the covariance matrix C,,=<(hzhpp)
= 0L /1y, is diagonalized, to obtain

(hyahip) = 83575 (4.28)

Hence we can numerically generate a set of N uncorrelated
variables h/, with zero mean and a variance given by the
eigenvalues of the C,,=6L/l,, matrix and, after that, obtain,
by the change of coordinates (4.27), the h,, variables which
are properly correlated.

3. Random walk in the transfer-matrix space:
Statistical conductance distributions

Once we have numerically generated an ensemble of
transfer matrices with its first and second moments correct
up to order &L, we can obtain a transfer matrix correspond-
ing to a system of length L=P &L by multiplying P transfer
matrices of the ensemble of BB’s taken at random. Numeri-
cally this procedure is unstable because the pseudounitary
group, to which the transfer matrices belong, is noncompact
[10]. This property leads to numerical instabilities as the
norm of the transfer matrix elements can grow without limit.
Instead of using the product of transfer matrices, we obtain
the scattering matrix associated with each transfer matrix
[Egs. (A5)], and then combine different scattering matrices
to obtain the scattering matrix for the system of length L
[Egs. (A16) of Ref. [29]].

For a given set of mean free paths Iy, we choose the
length 6L of the BB in such a way that éL/l,,<<1 for all
channels. With this, we generate random transfer matrices as
explained above and, for each one, we obtain the correspond-
ing scattering matrix. Applying P times the Egs. (A16) of
Ref. [29] we obtain the scattering matrix corresponding
to a system of length L=PéL. This procedure can be re-
peated as many times as needed to obtain the desired statis-
tical properties.
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FIG. 6. (Color online) Bulk disordered waveguides. Average
transmittances (T;;) (channel in=channel out), as a function of L/I.
The inset shows the equivalent results for (T;;) with i+ for a
representative set of indices. The results based on the numerical
solution of the Schrédinger equation (microscopic calculation; sym-
bols) and the random walk simulation of the diffusion equation
(bold line) in the SWLA overlap.

A detailed numerical analysis of the statistical properties
is beyond the scope of the present work and will be dis-
cussed elsewhere. Here we just focus on the statistical distri-
bution of the conductance and the intriguing discrepancies
between surface and bulk disordered systems [23,24].

a. Bulk disorder. The behavior of the average transmit-
tances (T;) (channel in=channel out), for bulk disordered
wires, is plotted in Fig. 6 as a function of L/I, | being the
averaged transport mean free path

(4.29)

The inset shows the equivalent results for (T;;) with i+ j.
The random-walk simulation was performed in the SWLA.
We have also solved numerically the Schrodinger equation
for the same model system (sketched in Fig. 5). We followed
an implementation of the so-called generalized scattering
matrix (GSM) method (see, for example, Ref. [30]). The first
step consists in the calculation of the set of transverse eigen-
functions and the scattering matrix for each slice of length
S&X. The combination of two consecutive slices is done by
mode matching at the interface. After that we combine scat-
tering matrices to obtain the scattering matrix of the whole
system. It is important to mention that this calculation is
performed using both propagating and evanescent modes and
hence, this method can be considered as exact. The statistical
properties of any transport parameter obtained from 10° dif-
ferent realizations were found to converge for three evanes-
cent modes. The calculations have been done starting from
the set of mean free paths I, given by Eq. (4.16) for kW
=5.57r (corresponding to five propagating modes), Uy,W?
=100 and &&/W=48y/W=1/50. The exact numerical results
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FIG. 7. (Color online) Bulk disordered waveguides. Average
reflectance (R;j) as a function of L/1. The upper curves correspond
to i=j (open symbols) and the lower curves to i # j (filled symbols)
for a representative set of indices. The results based on the numeri-
cal solution of the Schrédinger equation (microscopic calculation)
and the random walk simulation of the diffusion equation (bold
line) in the SWLA overlap.

for the average transmission coefficients are indistinguish-
able from the random-walk simulations.

The random-walk results for the average reflection coef-
ficients (R;;) for bulk disorder (shown in Fig. 7) are also
in good agreement with our numerical results as well as
with previous numerical work [37] (using a two-dimensional
tight-binding model with Anderson disorder). The set of
reflection coefficients corresponding to backscattering
((R;;) are consistent with an enhanced backscattering
factor (R;)/(Rjj)=~2, as expected from the DMPK
equation.

The distribution of the dimensionless conductance, P(g)
[with g=tr(tt")], for bulk disordered wires is plotted in Fig. 8
for different conductance averages (g). The inset shows the
average conductance as a function of L/I.

The exact numerical results for the conductance distribu-
tion (histogram lines in Fig. 8) are indistinguishable from the
random walk simulations (open circles). For comparison we
also plot (continuous line) the exact result of the diffusion
equation of Ref. [16] (DMPK equation) obtained from a
Monte Carlo simulation [23]. Despite the slight channel an-
isotropy of transport, the results are compatible with those of
the DMPK equation.

b. Surface disorder. In the case of surface disorder, the
mean free paths are very different from those obtained for a
uniform (bulk) distribution of scatterers. In particular, the
dependence of 1, on ah? [see Eq. (4.17)] reflects the strong
channel anisotropy of transport in surface disordered

PHYSICAL REVIEW E 75, 031113 (2007)

Museolonaclas

FIG. 8. (Color online) Bulk disordered waveguides. Distribution
of the dimensionless conductance P(g) for different conductance
averages (g). The three different curves based on different ap-
proaches overlap. Circles correspond to the random walk simulation
of the diffusion equation in the SWLA. The continuous line repre-
sents the results of the Monte Carlo simulation of Ref. [23]. The
histogram lines are the results based on the numerical solution of
the Schrodinger equation (microscopic calculation). The inset
shows the average conductance as a function of L/I.

waveguides [11,38-42]. This could be the origin of the dif-
ferences between bulk and surface distributions. Previous
numerical calculations for surface disordered waveguides,
showed that close to the onset of localization, the conduc-
tance distributions presented an unexpected sharp cusplike
shape [24]. The distribution of the dimensionless conduc-
tance for surface disordered wires obtained from the random
walk simulation in the SWLA is plotted in Fig. 9 (open
circles) for different conductance averages. The exact solu-
tion of the Schrédinger equation (microscopic calculation;
histograms) is again in full agreement with the diffusion
equation and with previous numerical work [11,24]. The cal-
culations have been done starting from the set of mean free
paths I, given by Eq. (4.17) for sW=0.1W, Uy=100/W?,
kW=5.57 (N=5), &x=108y=W/50.

It is worth noticing that when the disordered region is
confined close to the surface, the mean free paths can be
extremely large (for example, for the present calculation, |
~1.50 X 10°W). The exact numerical solution of the wave
equation is then extremely expensive in terms of computa-
tion time compared to the random walk simulations based on
the statistical properties of the BB.
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FIG. 9. (Color online) Surface disordered
waveguides. Distribution of the dimensionless
conductance P(g) for different conductance aver-
ages (g). Circles correspond to the random walk
n simulation of the diffusion equation in the
SWLA. The histogram lines are the results based
on the numerical solution of the Schrédinger
= equation (microscopic calculation). The equiva-
' lent results for bulk disorder (continuous line,
DMPK) are also shown for comparison.

g =173 ]
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FIG. 10. (Color online) Surface disordered waveguides. Average
transmittances (T,) as a function of L/I. The agreement between
results based on the numerical solution of the Schrodinger equation
(microscopic calculation; continuous lines) and the random walk
simulation of the diffusion equation in the SWLA (dashed lines) is
not as good as for the conductance distributions.

Although the random walk in the SWLA accurately repro-
duces the exact conductance distributions, it is not in full
agreement with the statistical properties of the different
transmittances. As an example, Fig. 10 shows the behavior of
(T =2,(Tpa Vversus L/ for both the exact numerical results
(continuous lines) and the random walk (dashed lines). The
disagreement could be associated to the use of an approxi-
mate expression (4.17) for the mean free paths. For small
lengths compared to the mean free paths, the average reflec-
tance is given by [see also Eq. (3.34)]

Ra)= 1+ . (4.30)

ab

We could then have obtained the different mean free paths I,
for all modes by performing a linear fitting of the numerical
results to Eq. (4.30). However, as long as the energy is not
very close to the onset of new propagating channels, we
found that the numerical MFP’s are well described by Eqgs.
(4.16) and (4.17) within the numerical accuracy. The discrep-
ancy could then be associated to the limitations of the
SWLA. The generalization of the random walk method be-
yond the SWLA is in progress.

In summary, we have implemented a numerical method to
obtain the statistical properties of the transport coefficients
using the diffusion equation derived in this work. We have
extensive numerical evidence of the suitability of our model
to describe the statistics of wave transport in disordered
waveguides. It is worth noticing that our model exactly re-
produces the conductance distributions obtained from the mi-
croscopic model even though this one contains as many eva-
nescent modes as needed to perform the calculation in an
exact manner. The only parameters needed to obtain the sta-
tistics of any transport coefficient are the mean free paths I,
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as it is implied by the diffusion equation, all the statistical
properties being fixed at any length once all I, parameters
are fixed.

V. CONCLUSIONS AND DISCUSSION

The central result of the present paper is the Fokker-
Planck equation, (2.10), which describes the evolution with
the length L of a disordered waveguide of transport proper-
ties which can be expressed in terms of the transfer matrix M
of the system. Our starting point is a potential model in
which the scattering units consist of thin potential slices
(taken as delta slices for convenience) perpendicular to the
longitudinal direction of the waveguide, the variation of the
potential in the transverse direction being arbitrary. A statis-
tical law for the potential slices is specified, as detailed in
Sec. 11 B 1: in particular, the parameters of a given slice are
taken to be statistically independent from those of any other
slice, so that we are dealing here with the situation of uncor-
related (at least in the longitudinal direction) disorder. Our
result is obtained in the so called dense-weak-scattering
limit, denoted by DWSL in the text, in which each potential
slice is very weak and the linear density of slices is very
large, so that the resulting mean free paths (MFP’s) are fixed
[see Eq. (3.39)]. The statistical properties of a building block
(denoted by BB) of length 6L, say, are first derived; the BB
is then added to a waveguide of length L to obtain a compo-
sition law, from which the diffusion equation is eventually
derived. In the DWSL, the statistical properties of the BB,
and hence of the full system, depend only on the MFP’s
which, in turn, depend only on the second moments of the
individual delta-potential strengths. Cumulants of the poten-
tial higher than the second are irrelevant in the limit, signal-
ling the existence of a generalized central-limit theorem
(CLT): once the MFP’s are specified, the limiting equation
(2.10) is universal, i.e., independent of other details of the
microscopic statistics. One important characteristic of the
present analysis, compared with previous ones, is that the
energy of the incident particle is fully taken into account, a
consequence being that the generalized diffusion coefficients
appearing in the diffusion equation (2.10) depend on the
wavenumber k of the incident wave and on the length L.

The diffusion equation (2.10) for expectation values is
very difficult to solve, the main reason being explained in the
text, right below Eq. (4.6). The original DMPK equation [16]
for the probability distribution of certain parameters of the
transfer matrix was solved exactly for the unitary symmetry
class only [43], whereas for the evolution of expectation val-
ues arising from that same equation for a large number of
open channels N> 1, an iterative procedure was developed to
find the result as an expansion in powers of 1/N [10]. In the
present case, in Sec. IV A we have been able to solve Eq.
(2.10) exactly for N=1, but only for a few particular observ-
ables: the solution is in excellent agreement with the results
of a microscopic calculation. However, not even for N>1
have we been able to develop an analytic iterative procedure
like the one we mentioned above; even numerically we have
not succeeded in developing a method to solve Eq. (2.10).
We have thus tackled the problem of extracting information
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from the analysis of the present paper from a different point
of view, based on the study of the BB itself, which was
shown to have universal statistical properties. First, we
should remark that the BB is useful not only as an interme-
diate step to obtain the diffusion equation; it is interesting as
a physical system in itself, i.e., a slab. In the paper we ob-
tained its statistical properties up to order SL only, with some
extension to order (SL)2. In principle, although it represents a
tedious task, the procedure could be carried on to at least a
few more powers of SL. A similar expansion was performed
in an earlier publication [25]. Second, the BB was used in
Sec. IV B to develop the method that we called “random
walk in the transfer matrix space,” which was essential for
the numerical analysis based on the results of the present
work. The results reported in that section showed excellent
agreement with the corresponding microscopic calculations.
Efforts towards an analytical and/or numerical treatment of
the diffusion equation (2.10) itself would be very important.

In Sec. 111 D we develop the short-wavelength approxima-
tion, denoted as SWLA in the text, which bears resemblance
to the geometrical optics limit studied in optics. The results
of this approximation allow us to make a connection with
some of our previous work, in which the energy did not
appear explicitly in the analysis. We should remark that the
numerical results of the random walk in the transfer matrix
space reported in Sec. 1V B were performed within this ap-
proximation.

In the analysis presented in this paper, the presence of
evanescent modes for a single slice appears in the effective
potential ()4, that occurs in Eg. (3.16) and is used to con-
struct the open-channel transfer matrix; the effective poten-
tial takes into account transitions to evanescent modes. Our
statistical law is thus postulated for the matrix elements of
the effective potential. However, as we mentioned in Sec. Il
around Eqg. (2.2) and in Sec. IV B 3, the transfer matrix for a
sequence of scatterers was constructed multiplying open-
channel transfer matrices, i.e., ignoring the presence of eva-
nescent modes in the combination law. Nonetheless, the final
agreement with microscopic calculations is very good. An
important question for future investigation is thus to under-
stand the effect of evanescent modes when combining sub-
systems to form the whole waveguide.

In the potential model developed here the property of
time-reversal invariance is satisfied and the treatment is also
restricted to scalar waves. In the language of random-matrix
theory, we are dealing with the orthogonal symmetry class,
or B=1. For possible applications to electronic systems, it
would be interesting to extend the analysis to the unitary and
symplectic cases, f=2 and B=4, respectively.

As explained in the Introduction, in earlier publications
(such as Refs. [10,16]) the notion of maximum entropy in
conjunction with a number of physical constraints played an
important role in selecting the distribution of the BB: in a
way, that selection captured the features arising from a CLT.
We think that it would be very interesting to investigate the
question whether the results presented here can be obtained
within such a framework. Finally, since the results of our
model have been compared successfully only with micro-
scopic computer simulations, we think that it would be very
challenging to measure these same quantities in the labora-
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tory, in order to make comparisons with real-life experi-
ments.
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APPENDIX A: SOME PROPERTIES OF THE TRANSFER
MATRIX

The N-dimensional blocks of the M matrix are related to
the reflection and transmission matrices r,t for left incidence
and r’,t’ for right incidence as

r=-8ty, t'=51 (Ala)

t=(ah, (Alb)

The physical property of flux conservation (FC) requires
the M matrix to satisfy the pseudounitarity condition

MTS.M=3,.

r'=p5"

(A2)

This is the only condition that M satisfies in the unitary, or
B=2, case. If, in addition, the system is time-reversal invari-
ant (TRI), i.e., in the orthogonal case =1, we have the extra
condition

M* =3 M3,, (A3)
which implies
MZ= (MB)', M= (M), (A4)

so that in Eq. (2.1) only the two blocks M and M*?, or «
and B, need be considered. The relation with the reflection
and transmission matrices is now

r=-(a)*g, t'=(a)™ (Aba)

t=(a), =g (A5b)

If the system is time-reversal invariant the matrix & for the
BB, defined in Eq. (2.4), must satisfy the relations

g =383, (AB)
so that

el = (%", (A7a)

2= (", (A7b)

Introducing the notation
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1=2, 2=1, (A8)
the TRI relations (A7b) can be written as
el = (ell)", (A9)

APPENDIX B: EVANESCENT MODES
AND THE EFFECTIVE POTENTIAL

In this appendix we define the effective potential for a
delta slice that was introduced in Egs. (3.14) and (3.16).
Consider a problem admitting N open channels and N’
closed ones. We shall eventually be interested in the limit
N’ —oco, The total number of channels will be denoted by
N+=N+N’. It will be convenient to define projection opera-
tors P and Q (with P+Q=1) unto open and closed channels,
respectively, i.e.,

N
P=2 [xaXXal, (Bla)
a=1
Nt
Q= > IxaXxal, (B1b)
a=N+1

where |x,) represents the “transverse” state defined in Eq.
(3.3). The most general solution of the Schrédinger equation
on either side of the scattering system contains the following:

(i) Incoming- and outgoing-wave amplitudes for all the
open channels. We denote by E(Pl), E(PZ) the N-component vec-
tors of incoming open-channel amplitudes on the left and

right of the system, respectively, while B(F,l), B(pz) denote the
corresponding outgoing open-channel amplitudes.
(ii) “Outgoing” closed-channel amplitudes, denoted by

the N’-component vectors b, b2, on the left and right of
the system, respectively: these are the components that de-
crease exponentially at infinity. The N’-component vectors
58), "eig) represent the “incoming” closed-channel ampli-
tudes, i.e., the components that increase exponentially at in-
finity. In order to have a normalizable (in the Dirac delta-
function sense) wave function, closed channels can only give
an exponentially vanishing contribution at infinity, so that the
components 3P, 3@ which we keep for convenience in the
following equation, will eventually be set equal to zero. We
shall also use the notation app=PaP, etc. The wave ampli-
tudes on the two sides are then related by the “extended
transfer matrix” [10] as follows:

s gy Epg | ¥ep ey || Gp

B | e oo | For Foo || 3

& Bop Bog | e Segp || P

_‘}{g;:: i Ejt_ﬂ’ .I'I}Q{_J 3{3:* ;’1@@ __IrJ'IQI '_ (BZ)
Here we are using the notation of Ref. [10], which was de-
veloped in terms of incoming-and outgoing-wave ampli-

tudes, both for the S matrix and for the M matrix. This re-
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sults in an asymmetry in the notation in the two vectors
appearing in Eqg. (B2). Perhaps a more common notation
expresses the M matrix in terms of waves that travel to the
right and to the left, giving a more symmetric definition.
The extended transfer matrix of Eq. (B2), which will be

denoted by M, contains four N1 X Nt matrix blocks. When

we set, as we already mentioned, the amplitudes a(l):ag)

=0 and consider, as given data, the 2N amplitudes ag), b<P

we obtain a set of 2(N+N’) equations in the same number of
. 42 K@) KK

unknowns: ag”, by, b3'bd". _

The “open-channel transfer matrix” of Eq. (2.1), that re-

lates the open-channel amplitudes on the two sides as

][ a]e
a? Ly s b |’

can be obtained from the extended transfer matrix of Eg.
(B2) by eliminating the closed-channel amplitudes bg)bg), to
obtain the four N X N blocks

(B3)

-~ 1 _
= app ~ Bp= Yop: (B4a)
200
-~ 1~
B = Bpp ~ Bro=— Sop. (B4b)
200
- ~ 1 _
Y= "Ypp ~ Opo= YoP: (B4c)
QQ
-~ 1~
0= 6pp ~ Spo=— Sgp- (B4d)

%
For a delta slice centered at x=0 and described by the

potential of Eq. (3.7), one finds the following extended trans-
fer matrix:

L 11111 1
-~ @ | | o2k vk 2ivk K
11 1 | 11 1

—U—=
NT 2i \J;K \\"K
(B5)

In this equation, I, denotes the Nt-dimensional unit matrix;
u is the Nt X N+ matrix constructed from the matrix elements
Usp Of Eq. (3.7b); K is the diagonal N;XN; matrix Ky,
=k, J,p; for open channels (a=1,---,N), k, is defined as the
real positive square root of the RHS of Eq. (3.12); for closed
channels (a=N+1,---,Ny), we define ky=ix,, k, being real
and positive. It will be convenient to write

Kpp =Kp,

- Uu—r—
2i K K

(B6a)

Substituting the extended transfer matrix of Eq. (B5) into Eq.
(B4) we find, for the blocks of the open-channel transfer
matrix
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11 1
o= IN+_-,’__GPP,’__7 (B?a)
2i Vkp \kp
1 1 J 1
P (B7b)
"2 \’kP VkP

where Upp is the “effective potential” referred to in the text,
Eqg. (3.16), and defined as

A 1 1 1
Upp = Upp ~ UpgT— —Ugp-
V2K 1 1 2k
Uy + U T — Q
\’ZKQ \,“ZKQ

(B8)

For the present scattering problem associated with the po-
tential of Eq. (3.7), the reflection and transmission ampli-
tudes to open channels are to be obtained from Eq. (A5),
where a and g are given in Eq. (B7) in terms of the effective
potential of Eq. (B8).

APPENDIX C: THE FOURTH-ORDER TERM IN
THE SECOND-MOMENT EXPANSION (3.31c)

We go back to the expression for the second moments of
e for the BB, Eq. (3.31). The terms in the line (3.31b) vanish,
being third order in the individual [e]}, and hence in the
potentials (0,)4, [See EQ. (3.20)]. The fourth-order terms are
given in the line (3.31c): only the first of these three terms
survives; in the other two there is no way to pair the scatterer
indices so as to get a non-vanishing result (remember that the
various ¢,’s are statistically independent and have zero aver-
age). For the nonvanishing term we have [see Eq. (3.14)]

(PN P

= 2 ([eelblaall (Cla)
t>u
:2 2 <(i}r)aa’(as)a’b(i}t)cﬁ’(i}u)ﬂ’d>
t>u o’
X 2 L9 (0N b0 (98] (C1b)
A
:E 2 <(ar)aa’(ar)cﬁ’>
r>s o' g’
X{(V) o ’b(Us)B’d>E [(ﬁ (ﬂr) (ﬂs)‘g/d
Nt
(Clo)

paa’,cp) uy(a'b, B'd)
d d

arB/

{2 S [0

)\,U, r=s

(OIA O (994 ]d } (C1d)

PHYSICAL REVIEW E 75, 031113 (2007)

We now take the DWSL and find [see Eq. (3.33)]

. i C(aa’,cB’) C(a'b,B'd)
2)7ij 1 .(2)70l -
Sl = 2 S ol

X 3 ARk K R(AL)],

}\/’u’r

(C2)

in analogy with Eq. (3.46). We have defined

AI)\ N jhe!, Ml[k R((SL)]

aa’,a'b,cp’,B
_ f J O 000N L) 81 (00 9% (x e,

(C3a)

(o yisna | SN .
= - -e

(C3b)

Here, R(SL) denotes the region of integration {x>x'}, i.e.,
half a square of size SL. Egs. (C3a) and (C3b) are analogous
to the earlier definitions in Egs. (3.41) and (3.42). Equation
(C3b) is valid for K; #0 and K, # 0. The other possibilities
are

AI)\ N ijhe!, /.Ll[k R((SL)]

aa’,a'b,cp’ B
H ! ’ d_ 2
= (=) _2) , Ki=K;=0 (C3c)
K
sin —2
_( )|+h+)\ ' 1 2 _ e—iKzéleéL ’
iK, Ks
i 2
Ki=0, K,#0 (C3d)
K
sin ——
=(- )|+h+)\ T 1 eiKidl2 g _ 2 :
iKy Ky
i 2
K;#0, K,=0. (C3e)
We have defined
Ki=KN™, (C4a)
Ko= KO (C4b)
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We see from Egs. (C3b)—(C3e), or directly from the inte-
gral definition (C3a), that in an expansion in powers of 4L,
the leading term is quadratic in 4L, i.e.,

,(8L)?

NN jhe wl _ ithen'+u/ X927
At KT RO = (=) N =

(C5)

so that the leading term, in a similar expansion, of the fourth-
order contribution to the second moments of ¢ in the DWSL,
Eqg. (C2), behaves as

C(aa’,cB')

o' B’ \Iaa’(k)lcﬁ’(k)
C(a'b,B'd) i+h+N"+u/
X —— - I
NI

)}\’,u’

|im<[g(2)]2b[g(2>]*c‘('j sL=
DWS

2
X {% + 0(51_)3]. (C6)

This is the result mentioned at the end of Sec. 111 B 2 b, right
above Eq. (3.49).

In the above analysis, the BB lies in the interval
(=6L/2,6L12). If it is shifted to the interval (L,L+4L), Eq.
(C2) is modified as

[|)in5 <[8(2)]2b[8(2)]2(|1>L,é1_
S C(aa’,c8') C(a'b,p'd)
w5 Va0l () V1K) grg(K)

X 3 AMNIN L (G R(AL)EKHIAD,(c7)

)\/,u,

[y ke = 2 (e

>,

>ty

"2

f u A 1

ety Y0 Yt

N
x 2 [0l
)\1'. . .’)\#1‘1
Lz ",Vﬂp_l
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in analogy with Eqg. (3.50), while Eq. (C6) becomes
lim <[8(2)]2b[8(2)]2:1 Lol
DWS

C(aa’,cB’) C(a'b,p'd)
o Vlaw (0l (0) V1K)l (k)

2
% 2 (- )i+h+)\'+,u.' ei(K1+K2)L%+O(5L)3 . (C8)
N

APPENDIX D: ANALYSIS OF THE GENERAL
TERM OCCURRING IN THE CALCULATION
OF THE pth MOMENT OF £ FOR THE BB

Equation (3.31) which gives the expansion of a second
moment of ¢ in terms of the £*’s, and hence to various
orders in the individual ¢’s, can be generalized to an arbi-
trary pth moment as

m
i1 ... lplpy L = (w71 ... T o (kp)Tiplp
<8a1b1 Sapbp>é1. ulz,u (e ]albl [e p]apbp>é1_-
g

(D1)

In the analysis that follows the BB will be centered at the
origin. The term under the summation sign in this last equa-
tion is of order wy+---+u, in the individual [€]3,’s, and
hence of the same order in the potential matrix elements
(0p)ap’s; it survives only if it is of even order in these quan-
tities, i.e., if uy+- - +uy=2q, say.

Using, for convenience, a simplified notation for the indi-
ces, we express the term of order 2q under the summation
sign in Eq. (D1) as

Erul]gb T [ftl o ft#p]g]fn>

S (rany O, D, o Grdey, B, ), 0
M ',O(Ml_

v [ﬁrﬂl]);#fllb v [ﬁtl]myl e [ﬂt ]vﬂpfln

e
=1 n Hp yup-lf

XN(rp=rg)--h(r, 1 =r,)-hty—t) -+ h(tp,p—l - tﬂp)

= 2 2

age a1 Mty

YU V=1 V1

aay,

ing, .-,)\Ml_ljg.- A;r.nyl,- Vﬂp_lnf )
1 ,~~~,ey1,~--,yﬂp_1

(D2)
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We have introduced the step function h(r-s) (=1 for r>s
and =0 for r=<s) to implement the correct range of summa-
tion of the scatterer indices. The function F defined in the
last line can be read off from the equation itself; it has w,
+- -+ +u,=2q pairs of upper and lower indices and has the
structure

sy = 2 <(vr1>alb1 (Bry)aggpyy)
X f'al;ll g (rerg), (DY)
where the function leljl 'nggz (ry, -+, Taq) is given by
f;‘lljél I%"qzquz (ry, - rzq)z[ﬂ ]alljél' '[ﬂrzq]lazijggq
< I12 hir=rip), (D)

where the prime in the product sign means i+# uq,uq
+up, t pat e+ up-g. Two particular examples of the
structure (D3) were already encountered earlier, in Egs.
(3.32b) and (C1b) above.

The expectation value appearing in Eg. (D3) can be
written in terms of the cumulants of the various blocks
of (v,)a’s into which one can partition the product
(z”;,l)alb1 ‘(0 Uryg )az byg: We first give a few examples, and then
the general expressmn

(i) g=1. One can write [see Eq. (3.21b)]

((Dr,)agp,Dr)a,p,) = K5 (aby,8502) & (D5)

12’

where a second cumulant coincides with the corresponding
second moment, i.e.,

k¥ (aghy,a,b,) = uy(ashy,a5b,), (D6)

due to the vanishing of the first moments [Eq. (3.21a)].
(ii) For g=2 we have

<(i> rl)albl(arz)azbz(a r3)a3b3(i} r4)a4b4>

= [k (aby, 8507) 5 (aghz, a404) 8 O, 0rr,

(U)(alblvafsb )K(z )(azb2,a4b4) rlr3 r2r4

+ Kk (agby, a4b4) kY (a5h5, a303) & r 1 (D7a)

Tq r2r3

+ ki (a3hy, 850, a3b3,a404) 5, (D7b)

1M2f3ra?
where a fourth cumulant is defined in the usual way, i.e.,

Kiv)(albbazbz:asbsl azb,) = ,uE(’)(albl,azbz,a3b3,a4b4)
~ 15 (ashy, a,b,) 5 (aghs, aghy)
) )(albl: asba)Mz )(azbz,a4b4)

) )(31b1|a4b4),u2 (azh,,azbg).
(D8)
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In Eq. (D7), the three lines ending in (D7a) contain all pos-
sible pair contractions, i.e., 3!!'=3 terms altogether: this par-
tition of four elements can be represented by the Young dia-
gram

oo

— (DY)

The last line (D7b) contains the only possible quartet (the
Kronecker delta with more than two indices is defined to be
nonzero only when all the indices are equal). It can be rep-
resented by the Young diagram

oooo. (D10)

(iii) For q=3 we have

<(ﬁ rl)albl(i} rz)azbz(a r3)a3b3({1 r4)aAb4(ar5)a5b5(i} "s)aeb6>
= [k (aby, a,0,) k5 (aghs, asb,)
X k(asbs, agbe) .. &1, &,

M1 T3l Tslg

+ all possible combinations] (D11a)

+ [Ki”)(albl,azbg,a3b3,a4b4)

X 1 (agbs, aghe) Orryrar, Oror

+ all possible combinations] (D11b)

+ i§(ashy, @by, a3hs, abs, ashs, agh) Ot 1ottty

(D11c)

The three lines ending in Eq. (D11a) of this last equation
contain all possible pair contractions, i.e., 5!'=15 terms al-
together: this partition of 6 elements can be represented by
the Young diagram:

0o
Og. (D12)
oo

The two lines ending in Eq. (D11b) contain all possible com-
binations of one quartet plus one-pair contraction, i.e., (5)
=15 terms altogether: this partition of six elements can be
represented by the Young diagram

Oooo
. (D13)
0o
The last line (D11c) contains the only possible sextet. It can
be represented by the Young diagram

oooooo. (D14)

It seems plausible that the particular examples given
above can be generalized to arbitrary g, so that we can write
F Jgg of Eq. (D3) as
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Fihy 2 = 2 (Bragp, " Ory)apipy)
i1, iggl
X f 1111 %(lzngzq(rl, <1 Tog) (D15a)
2 {[K(zv)(albbazbz)"‘
Iyl
X K(ZU)(a2q-1b2q—1' 82q02q) 5f1r2 o 5’2q—1r2q
+ all possible combinations] (D15b)

+ [Kglv)(alblvazbZ!a3b3134b4)
K(v)(asbs,aebe) T
X & 0,

rirorars Orsre

K(Zv)(an—leq—laanqu)

§r2q—lr2q
+all possible combinations] (D15c)

F+ e+ K(Zla)(albl’azbz’ e ,aquzq) 5r1r2u.r2q}

X it (ry o). (D15d)

ashy,. a22

Again, the partition of 2q elements contained inside each
square bracket can be represented by a Young diagram. The
first square bracket ending in (D15b) contains all possible
pair contractions, of which there are (2q-1)!! altogether.

Equation (D15) shows that we can write Fit-"~}2a [omit-
ting, for simplicity, the lower and upper indices, as well as
the index (v) in the cumulants] as

- [ Ky(ay0q,8,b,) K(Bpq-1D2q-1,824D2q)
d d

x 2

Foly ‘I’zq

f(r2| er e 1r2q1r2q)dq

+ all possible combinations (D16a)

. d{ K4<a1b1.azt;22, aghs,ash,)

% K5(8sbs, aghg) K(@pq-1024-1,82¢0q)
d d

x X

T4Te  Toq

f(r 04,10, 4, 6 g, ..., T2q,T2g)d%

+ all possible combinations (D16h)

L

,8q050)
T DR (P

I'Zq

+d9?

Tag)d.

(D16¢)

The cumulants «,, appearing in Eq. (D16) are defined, for
t=1,2, in Egs. (D6) and (D8), respectively.

At this point we take the DWSL defined by Egs. (3.39).
The various fractions «,/d appearing in Eq. (D16) are finite
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because of the scaling assumed in Eq. (3.40). Also, the vari-
ous summations in Eq. (D16) tend to finite integrals, and all
the terms with factors of d “left over,” i.e., from Eq. (D16b)
up to (D16c), vanish. As a consequence, the cumulants
Ky, ", Kaq 00 not contribute in the DWSL: this is the
central-limit theorem (CLT) that was discussed at the end of
Sec. I, at the end of Sec. Ill B and in Sec. I1l C. The second
cumulants «, enter through the various mfp’s, as we see from
Eqg. (3.36).
In the DWSL we thus write Eq. (D3) as

lim 2 <(Url)a1b1

DWS p, -
B C(a1b1vazbz) -+ C@pq-10pq-1,82¢02q)
\/Ial Jagh, " Iazq—leq—llanbzq

X Al wlzal20 [ R(51);12,34, ...

aghy,.. .. 8qbaq

~ i1J1s - miogl
(erq)anb2q>fa11€).1v- X _yzangl:()qzq(rly ey r2q)

120~ 12q]
+ all possible combinations.

We have used Eq. (3.33) and we have defined

Alvwizglza TR (81);12, ...,29 - 1 2q]

agby,..ayqbaq

'111 '212

:f f Lﬂé (X, )13'212 (X,) - -
RC(oL) !

i2ql2 ...
Xﬂazqu;q(xzq)dxz dXyq-

(D17)

IXquXZq)dXZ Tt dXZq

i2g- 1J2q 1
{}az -1P2q 1(X2q)

(D18)

Here, 93, (x) is the continuous version of the function [ 9, ]},
of Eq. (3.15). The region of integration R C(8L)Y arises
from the appropriate step functions, (D4), that implement the
correct range of summation of the scatterer indices, and from
the type of pair contraction. We have added, in a symbolic
fashion, in the argument of A, the information about the
scatterer indices that have been contracted: in the above
cases, the contraction was ry=r,r3=ry, -+, 1 =rzq. Equa-
tion (D17) [inserted in Eq. (D2)] and Eqg. (D18) generalize
the earlier expressions (3.46) and (3.41). One of the “pos-
sible combinations,” i.e., the one arising from the contraction
ri=rs, r,=ry, that would be indicated symbolically as 13, 24,
generalizes Egs. (C2) and (C3). In an expansion of the inte-
gral (D18) in powers of &L, the leading term clearly behaves
as

Alljl% lquzq [k;R(SL)]~ (8L)%+ ---

a1hy.. . aygbaq

(D19)

Consider now the particular case of an even moment of
the BB &. For this purpose we set p=2t in the above analysis,
starting from Eq. (D1). The lowest-order term in the expan-
sion of Eqg. (D1) corresponds t0 u;=---=ux=1 and thus
to 2q=2t, in the notation introduced right after Eq. (D1)
(i.e., this term is of order 2t in the 7,’s); in the DWSL it is
found, by setting gq=t in Egs. (D17) and (D19), that its lead-
ing term in an expansion in powers of oL behaves as
(&)‘/\/Ialbl---laabﬂ. Higher-order terms in the expansion
(D1) for the same moment are higher order in SL. The con-
tribution to a second moment obtained above, Eq. (3.49),
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represents, for t=1, a particular case of this general result.

For an odd moment with p=2t+1, the first term in the
expansion of Eq. (D1), i.e., the one with w;="""=up1=1,
vanishes, because it is of odd order in the v,’s. The next-
order terms in the expansion (D1) have one of the u;=2 and
all the other w;’s equal to 1 [for instance, w;=2, u,="--
= o1 =1]. For these terms, 2q=2t+2, so that from Egs.
(D17) and (D19) we see that these terms are of order
(L)t v Ialbl. ' 'Iaznzbzuz'

The conclusion of the last two paragraphs is not altered
when we translate the BB to the interval (L,L+6L). We have
thus proven, for the moments of ¢, the behavior that was
mentioned at the end of Sec. Il B.

APPENDIX E: SOME USEFUL DETAILSFOR SEC. IV A

In the one-channel case, the quantity K%, of Eq. (3.43)
and the diffusion coefficient D" (k, L) of Eq. (3.52), to be
used in the diffusion equation (3.56), are given by

KM =[(- 1)+ (- DI+ (- )"+ (- )"k, (Ela)
_ q)\i+h+1 .
Dij,hl(k,L):% R (Elb)

respectively. We have omitted the channel indices, which
would take the value 1.

We can rewrite the pair of Egs. (4.5), after multiplying the
second one hy e, as

10A
Ea—S—A+2br, (E2a)
b
Er+x0bi =-A-2b,, (E2b)
b
g‘ - Xb, =0, (E2¢)
where
A(s)=2(aa’y -1, (E3a)
b(s) = be(s) + ibj(s) = ()€™, (E3b)

The quantities p;, p, and p; appearing in Eq. (4.7) are the
roots of the third degree polynomial P(p)=p®+x3p—2x3 and
are given by

p;=u+uv, (E4a)
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[
/

pzz—é(u+v)+i§(u—v), (E4b)

[
/

1 /3
p3=—§(u+v)— i\?(u-v).

R\2]12 L [z ]3
V3 Xo Xo
X 3\3\2]¥2 33|13
v=——£ﬂ1+<L)] e (=5
V3 Xo Xo

When xq>1, we expand u and v as

(E4c)

with

5 o
X /3 3 4y3 105
:%[1+L+7_%_7+...], (E6a)
V3 Xo  2X5 Xy 8%
[2 [2
X 3 3 4Yy3 105
u:—fﬂ[l—\— P, L } (E6b)
V3 Xo 2X5 Xy  8Xp
and the roots are given approximately by
8 1
plzz——2+o—4 , (E7a)
Xo Xo

4 3 1
=(-1+ixg)+|—5+i—|+0| =, E7b
P2 ( 0) (XS 2X0> (Xg) ( )
P3 = 5. (E7c)
We can thus write the exact solution (4.7) as a power series
in 1/x, as

4 1

A(s) = e + [~ (1 +25)e® + €7 cos Xos] + O<—3> :
Xo Xy

(E8a)

1 2 3s
be(s) = — —e ™S sin xos + —2[(1 - —)e's COS XoS — ezs]
Xg Xo 4
+ O<l>
x3)

1 3 1

bi(s) = —[— e® + e~ cos X8| — —(s—1)e™*sin xes + O(—3>.
Xo X§ X5

(E8c)

(E8b)
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Abstract

We study the statistical properties of wave transport in a disordered waveguide. We first derive the properties of a
“building block” (BB) of length oL starting from a potential model consisting of thin potential slices. We then find a
diffusion equation—in the space of transfer matrices that describe our system—which governs the evolution with the
length L of the disordered waveguide of the transport properties of interest. The latter depend only on the mean free paths
and on no other property of the slice distribution. The universality that arises demonstrates the existence of a generalized
central-limit theorem. We have developed a numerical simulation in which the universal statistical properties of the BB
found analytically are first implemented numerically, and then the various BBs are combined to construct the full
waveguide. The reported results thus obtained are in good agreement with microscopic calculations, for both bulk and
surface disorder.
© 2007 Elsevier B.V. All rights reserved.

PACS: 05.60.Gg; 73.23.—b; 05.40.—a; 84.40.Az

Keywords: Disordered waveguides; Quantum transport; Random processes

1. Introduction

The complexity of the wave interference phenomena that occur when a wave propagates through a
disordered medium containing a random distribution of scatterers is of considerable interest in many fields of
physics. The problem has seen a revived interest in relation to the phenomenon of localization [1].

Remarkable statistical regularities have been found in such systems, in the sense that the probability
distribution for various macroscopic quantities involves a rather small number of relevant physical parameters
only. In Ref. [2] it was shown that a limiting distribution of physical quantities indeed arises in the so-called
dense-weak-scattering limit (DWSL) and within a particular class of models, the relevant physical parameter
being the mean free path. This result constitutes a generalized central-limit theorem (CLT) and coincides with
that of the maximum-entropy model of Ref. [3], which gives rise to a diffusion equation known as the DMPK

*Corresponding author.
E-mail address: mello@fisica.unam.mx (P.A. Mello).

0378-4371/$ - see front matter © 2007 Elsevier B.V. All rights reserved.
doi:10.1016/j.physa.2007.08.052


www.elsevier.com/locate/physa
dx.doi.org/10.1016/j.physa.2007.08.052
mailto:mello@fisica.unam.mx

604 P.A. Mello et al. /| Physica A 386 (2007) 603—610

equation (after Dorokhov [4] and Mello et al. [3]). The maximum-entropy approach can thus be interpreted as
capturing the features arising from a CLT. For waveguides with bulk disorder the statistical description of the
conductance given by DMPK is excellent, whereas for waveguides with surface disorder it is not satisfactory [5].
An alternative approach to the study of disordered conductors is the supersymmetry method [6]. This method is
able, in principle, to deal with problems with surface disorder; however, not much has been done in this direction.

The motivation of this presentation is to review recent work in which the statistical properties of a “‘building
block” (BB) of length 6L are derived starting from a potential model and are then used to find the “evolution”
with length of the expectation value of physical quantities. As we shall see, in the analysis to be presented the
energy appears explicitly, in contrast to earlier publications. Our model is also suitable to study wave-
transport problems in which the physics of the various modes is relevant, as is the case of waveguides with
surface disorder, instead of bulk disorder. We shall also find a good description of the statistical properties of
quantities that involve phases, which were not described at all in previous models. The reader is referred to
Ref. [7] for a detailed discussion of the model presented here.

The paper is organized as follows. In the next section we find the statistical properties of a BB using, as a
potential model, thin slices perpendicular to the direction of the waveguide, admitting an arbitrary variation of
the potential in the transverse direction. In Section 3 these results are used to find a Fokker—Planck equation for
the “evolution” with the waveguide length L of the expectation value of the physical quantities of interest. It
turns out that the cumulants of the potential higher than the second are irrelevant in the end. This signals the
existence of a generalized CLT: once the mean free paths are specified, the limiting diffusion equation is
universal, i.e., independent of other details of the microscopic statistics. The results obtained for a BB have an
intrinsic interest as well, since they can be used to describe the statistical scattering properties of thin slabs. We
indicate in Section 4 a numerical procedure that was developed to simulate numerically the diffusion process in
transfer-matrix space. We present some of the results that we have been able to obtain so far and compare them
with microscopic solutions of the Schrédinger equation. The conclusions of this work are given in Section 5.

2. Statistical properties of the building block

We construct the BB as a sequence of m> 1 é-potential “slices” which are assumed to be equidistant, their
separation being d, while their strength obeys some statistical distribution, as will be explained below. The
physical regime in which we shall work is such that the separation d between slices is much smaller than the
wavelength A of the incident wave, the thickness 0L of the BB and the mean free path ¢, i.e.,

d<{4,0L,}, (1)
as shown schematically in Fig. 1. The rth J-slice potential is defined as
Ur(x,p) = u;(»)o(x — x;). )

Since the Schrédinger equation has to be solved with Dirichlet boundary conditions at the lateral boundaries,
we introduce the “transverse” states

() = 1| sin ™Y
1) = \/;sm TR (3)

A2

L

Fig. 1. Construction of the BB using J-potential slices in the regime defined by inequality (1).
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which vanish for y = 0 and W if the “‘channel” or “mode” index « is an integer. The potential of Eq. (2) has
matrix elements with respect to channels given by

[Ur(O]ap = (ur)p0(x — ;). (4)

The scattering properties of the system will be described by means of its transfer matrix which, by definition,
relates the wave amplitudes (traveling to the right and to the left) on the right-hand side (r.h.s.) of the system
to those on the left-hand side (L.h.s.). If the number of open channels, or traveling modes, is &, the transfer
matrix has dimensionality 2N. In particular, the transfer matrix of the rth o slice is given by

611 612
r r
M, =Iy+e¢=Dy+ , (%)
" ("
with
(Cr)(llé - i ( r)ab e—l(kb—k,,)x, (Cr)ii — _j ( I)ab e—l(kh-ﬁ-k,,)x,-’ (6)

2V kakp ’ 2V kaky

where a,b = 1, ..., N label the open channels; (#,),, is an “effective” potential strength that takes into account
transitions to closed channels (see Ref. [7, Appendix B]). The quantity k, denotes the “longitudinal” wave
number in channel q, i.e.,

5 5 na\ 2
2=k (W) . %
The transfer matrix of the BB can be written in terms of the transfer matrices of the individual slices as

M =M, - - MyM,=(on~+ ) (Ioy+€1)

= Iy +e, (®)
8:26,+Z€r16r2+--~. 9)

r r>r
In terms of the (4,),, we specify the statistical model. The m potential matrix elements (%), r = 1,...,m, are

assumed to be statistically independent, identically distributed, with zero average and, for simplicity, zero odd
moments, so that, for example,

((ﬁr)ab> =0, (10)
((ﬁh )albl (ﬁrz)g2b2> = Kz(albl > a2b2)5r1r2 B (1 1)

((ﬁl‘l )albl ({’\lrz )azbz (LAl” )a3b3 (ﬁm )a4h4>
= Kka(a1 by, axbr)xa(aszbs, asbs)dy r, 0ryr, + 12(a1b1, azbs)s(arbyr, asba)or,r,or,r,
+ a(a1by, asba)ks(arba, azb3)or, 01y, + Kalaiby, arby, azbz, asbs)dy, ryryr, (12)

where x2(a1by, axby), ka(a1by, axby, azbs, asby), etc., denote the second, fourth, etc., cumulants of (#,),.

From these expressions we can calculate the various moments of ¢ for the BB. These will be evaluated in the
so-called DWSL, in which the various scatterers are assumed to be very weak, their linear density v = 1/d very
large, in such a way that the quantities £,;, which can be identified with channel-dependent mean free paths,
are fixed, i.e.,

(G
a = W A V((Fr ) gp)- (13)

One readily finds (even without the DWSL) that the first moment of & vanishes
(eor = 0. (14)
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The second moments of ¢ are given by (the upper indices designate the matrix blocks, as in Eq. (5), and the
lower indices denote the channels)

lim (e300 o1 = 2D (k, L)SL

. p-ij,hl D hl iZ hy' i
+ IK;b cd ;b cd(k L) +2 Z Daoc’,c!;f/(k’ L)D;’jb,’;}/d(kﬂ L) (5L)2 + 0(5L)3) (15)
o' B W
where we have defined the ““diffusion coefficients”
C(ab,cd i
thid(k L) — ( )l+/1+] (a 5, C ) elKub/,de’ (16)
\/ fab(k)gm'(k)

in analogy with the behavior of the spatial increment of a Brownian particle during a time interval J¢ [8]. Here,
the diffusion coefficients depend on the mean free paths, they are energy dependent and also length dependent.

In Egs. (15) and (16) we have used the symbol K%" = (=1)k, + (=1Y*'ky + (=1)"k. + (=1)"" k4, and the

ab,cd
quantity C(ab, cd) in Eq. (16) is the correlation coefficient of the matrix elements (%,),, and (&) 4-
In the DWSL, the moments of arbitrary order have the structure

, .y SL\'  /sL\"!
U 24)2 ~ = i e
(Sall;jl o 8‘;[2’2’)&1 (Zub) * (&tb) * ' (17)
- SL\™'  /50\'"*?
iij Dit 12041 i e
(8a11171 o 8‘1pbp ) (fab> - <€ab> " ' (18)

The very important result emerges that the dependence on the cumulants of the potential higher than the second
drops out in the DWSL. The diffusion coefficients depend only on the second cumulants x; of the potential
through the mean free paths £,; higher-order cumulants x4, etc., do not contribute in the DWSL. This is a
generalized CLT.

3. Transport in q-1D disordered systems: the diffusion equation

We first present a general way of expressing the expectation value of an observable when we add a BB to an
already existing waveguide of length L, as shown in Fig. 2.
The transfer matrix of the two pieces, with transfer matrices M” and M’, respectively, can be written as

M=M"+06M=M"+cM", (19)
where ¢ is related to the transfer matrix M’ of the BB as in Eq. (8). Consider now a function F(M) of the
transfer matrix M, whose statistical properties we want to study: it might be, for instance, the conductance G

studied earlier, the transmission coefficient 7';, or any other quantity of physical interest. Its average for the
enlarged piece can be written in terms of that for the original one as

i OF (M
(F(M)) 151 = (F(M)) + E (SZb>L,6L<MM ( )>
L

br M

ijl

aba

O’F(M)
Iy

YZ St LOL<M M 5y g7 oM™/ e (20)
abeds ao cf
___________ M Mo
"""""" 0 L sL

Fig. 2. A waveguide of length L and a BB added to it.
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When the moments of the BB, evaluated in the previous section in the DWSL, are substituted in Eq. (20), we
obtain, on the r.h.s. of that equation, a power series in dL. We also perform, on the L.h.s. of Eq. (20), a Taylor
expansion of (F(M)); sy in powers of L around the “initial” value (F(M));. We can then identify the
coefficients of the various powers of 0L on the two sides of the equation. In particular, the coefficients of oL
give the diffusion equation

d(F(M . ; O*F(M
(7& e > Diieatk, L)<M’zf; M, 7,,,( ),,‘,> : 1)
ijhlip 6MW6M(,5 I
abedaf
Eq. (21) represents the central result of the present paper. Once the mean free paths are specified, the limiting
equation (21) is universal, i.e., independent of other details of the microscopic statistics.

4. Applications of the diffusion equation

One of the main difficulties in solving the diffusion equation (21), both analytically and numerically, is that
it involves averages of different quantities on the L.h.s. and on the r.h.s. So far, that equation has been solved
analytically for the one-open-channel case (N = 1) and the “observables™
1

— 22
i’ (22)

M11M22 —

7

MllMIZ - _ [_2 , (23)

which we have also written in terms of the more familiar reflection (r) and transmission (¢) amplitudes. The
evolution with L of (M'' M??); only involves (M M??), itself and (M'' M'?); and its complex conjugate, and
similarly for the evolution of the latter: we thus obtain a triplet of coupled equations which “close”, in the
sense that the quantities occurring on the r.h.s. are the same as those on the 1.h.s. These equations can be
solved using the method of Laplace transforms, with the initial conditions (M'"M?*),_,=1,
(M"Y M), _, = 0. The results are plotted in Fig. 3 as continuous lines. The dots represent the numerical
solutions of the Schrodinger equation, obtained using a one-dimensional version of the delta-slice model
discussed below and sketched in the inset of the left panel of Fig. 3. We see that the analytical results
are in excellent quantitative agreement with those obtained from microscopic calculations (for more details,
see Ref. [7]).
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Re< Mll M12>

Im<M M12>

Fig. 3. Left panel: (M'' M??) versus kL. Right panel: real (top) and imaginary (bottom) parts of (M"'' M'?) as a function of kL. Numerical
results (circles) from the one-dimensional model sketched in the inset of the left panel are indistinguishable from the analytical results (bold
line). The results correspond to 2k = 200 and d/¢ = 1073,
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Numerically, we have found no “‘direct” way of solving the diffusion equation (21). Recently, we
implemented a numerical algorithm which was called “random walk in transfer-matrix space” [7,9]. It can be
summarized as follows: (i) we first obtain a set of mean free paths from a given microscopic potential model
(like the one described below) for the BB or, eventually, from experiments on very thin slabs; (ii) we generate
an ensemble of transfer matrices having their first and second moments equal to those corresponding to a BB
of length 0L, in accordance with Egs. (14) and (15); (iii) the transfer matrix for a waveguide of finite length
L = PoL is obtained by combining P BB matrices randomly chosen from the ensemble. The procedure is
repeated in order to obtain the statistical distribution of the physical quantities of interest. The results have
been compared with those arising from microscopic solutions of the Schrédinger equation. The latter have
been obtained from the potential model sketched in Fig. 4. In this model, a two-dimensional waveguide of
length L and width W and with perfectly reflecting walls has a region of width é W which is divided into small
“cells” of dimensions dx - dy, with dx,d0y </, W. The potential across one individual cell is constant and
randomly chosen in an interval of energies [— Uy, Uy]. This model was solved numerically using propagating
and evanescent modes, so that the solution can be considered essentially exact.

For situations in which we have bulk disorder (6 W = W) the comparison is excellent, even for quantities
that are not described properly by DMPK. As an example, the behavior of the average transmittances (7;;)

ENSEEEN L] |

EEEN [ |
| | | [ 1]

HEENENTENTSE EEESN y
HEN BN NENEEN L
W
X
L

Fig. 4. Schematic representation of the microscopic random potential model described in the text. Each square of the plot, or “cell”,
represents a region of constant potential.

Fig. 5. Bulk disordered waveguides. Average transmittances (7;) (channel in = channel out), as a function of L/¢. The inset shows the
equivalent results for <T,-j> with i#j for a representative set of indices. The results based on the numerical solution of the Schrédinger
equation (microscopic calculation; symbols) and the random-walk simulation of the diffusion equation (bold line) in the short-wavelength
approximation overlap (after Ref. [7]).
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Fig. 6. Surface disordered waveguides. Distribution of the dimensionless conductance, P(g), for different conductance averages, (g).
Circles correspond to the random-walk simulation of the diffusion equation in the short-wavelength approximation. The histogram lines
are the results based on the numerical solution of the Schrodinger equation (microscopic calculation). The equivalent results for bulk
disorder (continuous line, DMPK) are also shown for comparison [7].

(channel in = channel out), for bulk disordered wires, is plotted in Fig. 5 as a function of L/¢, ¢ being the
averaged transport mean free path

11 1
==Yy 24
¢ szab (24)

The inset shows the equivalent results for (T;) with i#;. The random-walk simulation was performed in the
short-wavelength approximation: in this approximation, which is analogous to the geometrical optics limit
studied in optics, we essentially assume that we can fit many wavelengths inside a BB, i.e., A <L (for details,
see Ref. [7]). The exact numerical (microscopic) results for the average transmission coefficients are
indistinguishable from the random-walk simulations.

In the case of surface disorder, the mean free paths are very different from those obtained for a uniform
(bulk) distribution of scatterers [10,11]. The distribution of the dimensionless conductance for surface
disordered wires obtained from the random-walk simulation in the short-wavelength approximation is plotted
in Fig. 6 (circles) for different conductance averages. The exact solution of the Schrédinger equation
(microscopic calculation; histograms) is again in full agreement with the diffusion equation.

5. Conclusions

The central result of the present paper is the Fokker—Planck equation (21), which describes the evolution
with the length L of a disordered waveguide of those transport properties which can be expressed in terms of
the transfer matrix M of the system.

Our starting point is a potential model in which the scattering units consist of delta-potential slices
(perpendicular to the longitudinal direction of the waveguide) for which a statistical law is specified. Our result
is obtained in the so-called dense-weak-scattering limit (DWSL), in which each potential slice is very weak and
the linear density of slices is very large, so that the resulting mean free paths are fixed (see Eq. (13)). The energy
of the incident particle is fully taken into account in our analysis.

The statistical properties of a building block (BB) of length JL are first derived. These results have an
interest of their own, because they describe the properties of a slab, which can be measured in the laboratory.
The BB is then added to a waveguide of length L to obtain a composition law, from which the diffusion
equation is eventually derived. In the DWSL, the statistical properties of the BB, and hence of the full system,
depend only on the mean free paths which, in turn, depend only on the second moments of the individual
delta-potential strengths. Cumulants of the potential higher than the second are irrelevant in the limit,
signaling the existence of a generalized central-limit theorem (CLT): once the mean free paths are specified, the
limiting equation (21) is universal, i.e., independent of other details of the microscopic statistics.
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We have been able to solve Eq. (21) exactly for N = 1 and a few particular observables, the solution being in
excellent agreement with microscopic calculations.

For other cases, a BB was constructed with the properties that were derived analytically and then combined
with successive BBs to construct a waveguide of finite length L. The results reported in Section 4 show
excellent agreement with microscopic calculations for waveguides with bulk disorder. For waveguides with
surface disorder the conductance distribution is also described very well by our diffusion equation. The
agreement for average transmittances is not as good, probably because of the use of the short-wavelength
approximation; this point has to be investigated further. Efforts toward an analytical and/or numerical
treatment of the diffusion equation (21) itself would be certainly very important.

Finally, since the results of our model have been compared successfully only with microscopic computer
simulations, we think that it would be very challenging to measure these same quantities in the laboratory, in
order to make comparisons with real-life experiments.
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