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Capitulo 1

Justificacion

El motivo del presente trabajo es mostrar a alumnos de primeros semestres
de las carreras impartidas en la facultad de ciencias, la importancia de los
cursos de célculo diferencial para la geometria diferencial, nos hemos enfoca-
do a la parte de las curvas y en concreto a las curvas planas, entenderemos
por curvas planas a aquellas que viven en un plano , con la finalidad de que
los conocimientos adquiridos durante los cursos introductorios de célculo sean
suficientes para poder comprender este material, con la intencién de invitar a
los alumnos que se sientan atraidos por esta rama de la matemética a formar
parte de los profesionistas que se interesan en el estudio de esta rama de las
matematicas llamada geometria diferencial.
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Capitulo 2

Preliminares

El objetivo de esta seccion es presentar algunos resultados que serdan de
gran ayuda a lo largo del presente trabajo, en caso necesario se podra acud-
ir a libros especializados que profundicen mas en cada uno de los temas,
aqui unicamente damos lo mas esencial a fin de poder comprender el tra-
bajo aqui presentado. Los intervalos utilizados en el presente trabajo, son
los mismos intervalos que se han estudiado en cursos previos de calculo, y
son tomados en un sentido general, en el cual no se excluyen los casos en
que alguno o ambos extremos del intervalo sean infinitos. Ejemplos de los
intervalos son los siguientes:

(a,b), (00,b), (a,00), (00,b], [a,0), [a,b), (a,b], [a, b]

2.1. Algunos resultados de funciones

Definicion 2.1. Si A y B son conjuntos,una funcion f : A — B es una regla
que asigna a cada elemento a € A un elemento unico b € B. Es costumbre
denotar al elemento b = f(a)

Al conjunto A se le llama Dominio de la funcién.
Al conjunto B se le llama Codominio de la funcién.

Definicién 2.2. Una funcion f : A — B se dice que es inyectiva en A (o
uno a uno) st para todo par de elementos ay,as € A con a; # ay se tiene que
flay) # f(az), o equivalentemente tenemos lo siguiente: Si f(a) = f(az),
entonces a; = as
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Definicién 2.3. Una funcion f : A — B se dice que es suprayectiva si para
todo b € B existe una a € A tal que f(a) =0

Definicién 2.4. Una funcion f : A — B que es simultdneamente inyectiva
y suprayectiva se llama biyectiva.

Definicién 2.5. Una funcion f : A — B es derivable en un punto x,
st existe la derivada de la funcion en el punto xg, es decir existe el

lm f(xo+h) — f(xo)
h—0 h

2.2. R? como espacio vectorial

Recordaremos que R? es el conjunto de las parejas ordenadas

{(z,y) |2,y € R}

para este conjunto de parejas ordenadas tenemos definida una suma y una
multiplicacion por escalares de la siguiente forma:

Definicién 2.6. dados dos elementos i = (z1,y1),V = (9, 92) en R? ya € R

1. U+ 7 = (x1,51) + (z2,y2) = (21 + x2,y1 + Yo2) suma coordenada a
coordenada.

2. a(u) = a(zy,y1) = (a(x1), a(y1))

El elemento 0 = (0,0) sera llamadé elemento neutro de R?, y al elemento
—¥(—x, —y) se llamard elemento inverso aditivo de ¥ = (x,y). Al conjunto R?
junto con las dos operaciones de suma y multiplicacion por escalares, tiene es-
tructura de espacio vectorial ya que satisface las siguientes ocho propiedades.

Definicién 2.7. Dados @, 0 € R? y o, 8 € R

1. Para toda @, UenR* @+ 0 = v + u (conmutatividad)

2. Para toda U, U, WenR? (4 + 0) + @ = 4+ (0 + @) (asociatividad)
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3. Exziste un elemento en R llamado0 tal que U+ 0=10

~_k

Para cada elemento U en R? existe un elemento en R? con la siquiente
propiedad U+ —v =0

Para todo elemento venR? 1(7) = 0.
Para cada o, BenR y cada UenR? aB(7) = a(B0).

Para cada aenRy i, 0enR? a(id + 0) = a(d) + a(?)

N D> O

Para o, BenRyvenR?, (a + 3)7 = a(7) + 3(v)

2.3. Distancia y sus Propiedades fundamen-
tales

Un concepto dentro de la matematica que juega un papel muy importante
es el de distancia que, en términos matematicos es la métrica, no podemos
tomar cualquier funcién como una distancia, lo que entenderemos como una
distancia, es la funcién que a cada par de objetos le asigna un ntmero real
positivo a continuacion daremos un ejemplo para ver por que una distancia
tiene que estar bien definida. Como veremos en el siguiente ejemplo pueden
suceder cosas raras

Ejemplo 2.3.1. Si definamos la distancia d(z,y) =| x — 2y | en el conjunto
de los numeros reales observemos que la distancia de 100 a 50 es cero, sin
embargo la distancia de 50 a 100 es de 150, hechos como éstos son los que se
buscan evitar dejando claro el concepto de distancia con la definicion dada a
continuacion.

Definicién 2.8. Si p y q son puntos € R? tales que p(x1,y1) v q(72,92) la
distancia de p a q: es el numero:

d(p,q) = |lp — 4|

el cual podemos ver como

d(p,q) = \/(z9 — 21)2 + (Y2 — 1)?

el cual debe cumplir las siguientes propiedades que serdn dadas acontin-
uacion.
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Definicién 2.9. Dado el conjunto de los puntos en el plano cartesiano R? se
dice que d : R x R — R define una distancia en R? si cumple las siguientes

propiedades, donde d(u,u) :\/W:
1. d(u,v) = 0, donde d(u,v)=+/(u,v) y es igual a cero < u = v
2. d(u,v) = d(v,u)
3. d(u,w) < d(u,v) + d(v, w)

2.4. Producto interior y sus propiedades fun-
damentales

Existen dos productos entre vectores, uno de ellos da como resultado un
namero real y el otro nos da nuevamente un vector, primero daremos la
definicién, asi como las propiedades del producto interior o producto punto
, y veremos que nos permite medir el angulo comprendido entre 2 vectores.

Definicién 2.10. El producto interior de dos vectores @ - U, @, € R? donde
U= (x1,51) y U= (x2,y2), estd definido por:

i~

U= T10 + Y1y
y tiene las siguientes propiedades
1. w-Uv=7-u conmutatividad

)
T+d) = (@ 7) + (@ @)

<y

2. (at) - v=c(1 -
3.1 -
4.

En seguida presentaremos una prueba que nos permite comprender por
que el producto punto de dos vectores mide el angulo comprendido entre los
vectores.

—~

@S0y (i@ i) =0siysolosii =0

gy

Demostraciéon 2.1. Sean @ y v, vectores en el plano cartesiano
| i@ =T []*= (d —v) - (& — )
=u - (4 — V) — v(u — V)
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U U—U-V—V-U+TV -V
|| |2 ~2a- o+ || 9] 2
20-T=|| AP+ T| = @—79) |

y utilizando la siguiente ley de los cosenos

—

a® = b* + % — 2bccos A
haciendo las siguientes sustituciones
a=[ @=0)[b=|ld|lc=[[V]| yA=a

obtenemos la siguiente ecuacion

cos(a)2 || @ |||| 7 ||=|| @ ||* + || @ || de la ecuacion tenemos que
20d-0) =|[ @ [P+ [| T = [|d— T

cos(a) | ||| 1= 2a 7

cos(a) = M

Hﬁ\gll
con lo cual llegamos al resultado que queriamos.

2.5. La norma de un vector y sus propiedades
fundamentales

Y a partir de la distancia entre dos puntos, tomaremos un caso particular
de la distancia. y daremos la definicién de la norma de un vector, unicamente
tenemos que sustituir a uno de los puntos dados en la distancia por el punto
(0,0) y obtendremos como resultado la distancia al origen de cualquier punto
en R? que es llamado el vector de posicién.

Definicién 2.11. para cada vector 7 = (z,y) € R? existe un escalar inico
llamado norma o magnitud de v, se denota por ||v|| y se define como:

Joll = a7+

la magnitud de cualquier vector es no negativa.

Definicién 2.12. Si R? es un espacio vectorial con un producto interior,
para u € R? definimos la norma la cual denotaremos de la siquiente forma
(0o modulo) de u por medio de || 4 || y tiene las siguientes propiedades:

Loledl] =lal||la]l
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2. || @ ||= 0siysolosiii =0 de otra forma || @ ||> 0
3. | (@,0) |<|| T || || U] conocida como desigualdad de Cauchy-Schwarz.

4. 0| @+ 0) ||| U || + || 7| desigualdad de triangulo.

2.6. Producto vectorial y sus propiedades fun-
damentales

Con esta operacién entre vectores llamada producto vectorial o producto
cruz obtendremos nuevamente un vector, que a diferencia del producto punto,
este producto nuevamente nos da un vector, con la propiedad de ser ortogonal
al plano, en donde se encuentran los otros dos vectores.

Definicién 2.13. Sean dos vectores @ y T en el espacio vectorial R3. El pro-
ducto vectorial entre U y U da como resultado un nuevo vector, w.Para definir
este nuevo vector es mecesario especificar su modulo, direccion y sentido: El
mdodulo de w, estd dado por

[wi| = [l |v] sin 6
donde 0 es el dngulo entre i y v.

Definicién 2.14. Definimos el producto vectorial de la siquiente forma donde
e; denota la base estandar de R?

€1 €2 €3
Ug U3 Uy us Ui Uo
UXV=|U Uy U3 |= e — € + €3
Vg Vs U1 VU3 U1 V2
V1 Vg Vs

Este producto vectorial tiene definidas algunas propiedades que daremos
a continuacion.
Dados los vectores @ , Uy @ en R3

1. @ x ¥ =—Ux u, (anticonmutatividad)

2. (@, (Uux ) = (0, (@x 1)) =0 (el producto vectorial es perpendicular
a cualquiera de los factores)

3. Siwd#0y 7 +#0 entonces @ x ¥ = 0 <= |7 (el producto cruz de dos
vectores paralelos es cero).
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4.

X
g

) X @ = X W+ T

<y

U+

—~

<y

X @) = (@, @) — (@,

<l

5. U % ( Y
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Capitulo 3

Representacion Paramétrica
de Curvas

Los capitulos anteriores sirvieron para dar un breve recordatorio del ma-
terial necesario que vamos a utilizar en los siguientes capitulos.

3.1. Representacion Paramétrica de curvas

Definicién 3.1. S7a : I — R? es una aplicacion continua e inyectiva, al
conjunto de puntos afa,b] lo denominaremos un arco simple.

Ejemplo 3.1.1. La grdfica de una funcién « : I — R? en el plano XY
definida en un intervalo cerrado es un arco simple.

y=a(z)

El siguiente ejemplo, muestra una funcion muy estudiada en cursos de
calculo.

Ejemplo 3.1.2. La grdfica de la funcion a(t) = t*, nos define un arco simple
y la parametrizacion estd dado por

a(t) = (t,t)
Definicién 3.2. La aplicacion a@ : I — R? dada por

a(t) = (x(t),y(t), 2(1))
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que define la curva se demomina representacion parametrica de la curva,
donde cada una de las funciones z(t), y(t) y z(t) , son llamadas funciones
componentes (o funciones coordenadas).

Ejemplo 3.1.3. La curva K definida por el mapeo

Yo | x(t) =2cos(t — %)
aft) = { y(t) = sen2(t — %)

la cual es una curva parametrizada, donde z(t) y y(t) son las funciones co-
ordenadas.

SIELIE]

3.2. Parametrizaciones Equivalentes

Los resultados de esta seccion, seran de gran ayuda en el estudio de las cur-
vas, ya que para poder estudiar las curvas lo haremos por medio de sus ecua-
ciones paramétricas, pero dada una curva veremos que ésta admite muchas
otras parametrizaciones y los resultados que aqui presentamos nos haran ver
que el estudio de la curva no depende de la parametrizacion, aqui trataremos
de ver cuando dos parametrizaciones distintas representan la misma curva
como objeto geométrico. es decir dadas dos parametrizaciones

a(t) = (x(t), (y(t), 2(t) Bls) = (x"(s),y"(s), 2" (s))
cuando representan a la misma curva.

Definicién 3.3. Dos reparametrizaciones @ : I — R y 3 : J — R3 son
equivalentes si existe una funcion h continua mondtona creciente de J en I,

—

h:J—1I tal que d(h(u)) = B(u) para toda u € J

Definicién 3.4. Si existe una aplicacion continua mondtona decreciente de
J en I tal que d(h(u)) = B(u) para toda uw € J entonces diremos que las dos
representaciones son opuestas.

3.3. Curvas parametricas Regulares

Un punto @(ty) de una curva diferenciable @ : I — R3 se llama regular,
si @ (tg) # 0. La curva se llama regular si todos sus puntos son regulares.
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Definicién 3.5. Una curva paramétrica o es reqular de clase C* si existe una
representacion paramétrica @ : I — R3 tal que @ es de clase C* y & (t) # 0
para todo t € 1

Ejemplo 3.3.1. La circunferencia es una curva reqular, con la siguiente
representacion paramétrica:

a(t) = (acost, asent,0), paratodat € [0, 2]

3.4. Vector Tangente y Vector Normal
Por cada punto @(ty) de una curva diferenciable « se pueden trazar dos
rectas, las cuales nos ayudaran a obtener informacion del comportamiento de

las curvas utilizando técnicas aprendidas en cursos introductorios de calculo.

Definicién 3.6. Dada una curva o C R? definimos el vector tangente como

donde la comilla denota diferenciacion respecto al parametro t.
Definicién 3.7. Dada una curva o C R3 definimos el vector normal como
a'(t) = (a"(t),y"(1), 2" (1))

a continuacién mostraremos que estos dos vectores, son ortogonales, a
partir de la siguiente igualdad, (&'(t) - @'(t)) =1

Demostracion 3.1. Tomemos la derivada en ambos lados de la igualdad y
obtenemos:

2(a'(t) - d"(t)) =0
entonces o/ (t) - a'(t) = 0 de donde obtenemos lo que queriamos mostrar.

a'La’
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3.5. Longitud de Arco de una curva

La longitud de arco sera de gran ayuda de aqui en adelante, ya que dada
cualquier curva daremos una reparametrizacion en términos de la longitud de
arco, debido a que longitud de arco nos permitira operar con un vector uni-
tario y esto nos facilitara algunos calculos al momento de obtener propiedades
de las curvas.

Definicién 3.8. S7 K es una curva (o arco) suave, parametrizada por r(t)
en [a,b], la longitud de K se define por

b
LK) = / () | dt

NI

donde recordamos que | r'(t) |= [(2/(t))* + (' (1))* + ('(t))?]

observacion: la longitud es una propiedad intrinseca de la curva, también
podemos decir que no depende de parametrizaciones.

3.6. Parametrizacién por longitud de Arco

Una parametrizacién que nos ayudara mucho en el estudio de las propiedades
de las curvas es la parametrizacion por longitud de Arco, daremos una de-
mostracion de que siempre es posible obtener una parametrizacion por lon-
gitud de arco y ademads veremos que la ventaja de esta parametrizacion, es
que su norma es igual a 1.

Proposicién 3.6.1. S7 K es una arco o una curva suave parametrizada por
r: [a,b] — R3, entonces existe una reparametrizacion « de r tal que para
todo t € [a,b], | r'(t) |=1

Demostracion 3.2. Supongamos para simplificar que K es suave, sea L
la longitud de arco de K y vamos a definir la funcion longitud de arco s :
[a, 0] — [0, L] por

0= [ 17

tenemos entonces que
s'(t)=|r"(t) |>0
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a partir de la continuidad de s’ en [a,b] y s es estrictamente creciente en
[a,b] que por el Teorema de la funcion inversa, nos garantiza la existencia de
la inversa, t = t(s) con derivada continua en [0, L] y

con esto, podemos escribir « = r ot, donde a(s) = r(t(s)) con s € [a,b] que
es una reparemitrizacion de r y usando regla de la cadena tenemos:

de donde obtenemos que

| Oél(S) ‘_ 2/(t<8)) -1

que como esta dado para cualquier curva, nos permite ver que siempre es
posible dar una reparametrizacion por longitud de arco para cualquier curva
suave.

3.7. Clasificacion de Curvas

En la seccién anterior definimos el concepto de curva y dimos algunos
ejemplos, resultados que seran de gran ayuda a fin de dejar claros los con-
ceptos de esta seccién, a continuacién estudiaremos las propiedades de las
curvas para poder dar una clasificacion a partir de ellas.

Definicién 3.9. Curva suave
Diremos que una curva K es suave si existe una parametrizacion o : I — R?
, tal que para todo t € 1 o/(t) = (2'(t),y'(t)), existe o/(t) # 0

Dentro de las curvas al igual que dentro de las funciones tenemos una
clase de curvas que son las més sencillas y estas son las curvas simples, las
cuales se caracterizan por que a valores distintos de t les corresponden valores
distintos de « es decir si

t1 #ty — a(ty) # afta)
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es decir que las curvas simples son aquellas que no se cortan consigo misma.
Una curva plana cerrada es una curva regular parametrizada

a:la,b] — R?

tal que « y todas sus derivadas coinciden en a y b es decir

La curva es cerrada simple si carece de otras auto intersecciones, es decir si
t1 # taentoncesa(ty) # a(ts)

La curvatura de e puede ser positiva o negativa, es decir podemos asignar una
determinada orientaciéon a una curva plana, serda conveniente revisar algin
material que nos ayudara a aclarar este concepto tomando por ejemplo un
plano, en el pudimos definir una determinada orientacién, ayudados de los
angulos y tomando la direccién positiva el sentido de las manecillas del reloj,
y la forma en que representamos una rotacién por medio de una matriz.
Con las dos observaciones que hemos hecho anteriormente estamos ya en
condiciones de mostrar la forma en que podemos asignar a una curva una
orientacién. Tomando una base 3 y tomando la matriz A de cambio de base
entre la base J y la base canénica obtenemos el determinante de la matriz la
cual nos da lo siguiente:

1
det(A) = { 1
En el primer caso donde det(A) = 1 diremos que la curva esta orientada
positivamente, en si det(A) = —1 la curva estd orientada negativamente. Es

facil comprobar que una orientacién define una relacién de equivalencia ya
que satisface las propiedades de relaciéon de equivalencia:

1. a(t) ~ a(t) reflexiva
2. a(t) ~ B(t) = B(t) ~ a(t)simétrica
3. sl at) ~ B(t) y B(t) ~ ~(t) entonces «(t) ~ ~(t) transitiva

Ahora jcomé aplicamos lo anterior para asignarle una orientacién a una
curva? Hemos visto que necesitamos vectores, tomaremos el vector tangente y
el vector normal y haciendo uso del material desarrollado hasta aqui, veremos
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que hemos podido asignar una orientacion a una curva plana. Otra propiedad
de las curvas es el niimero de piezas por las que estd formada, puede ser de una
sola o varias partes, esta caracteristica quedara clasificada por la siguiente
definiciéon

Definicién 3.10. Diremos que una curva o arco es conexa si estd formada
de una sola pieza.

Ejemplo 3.7.1. Un ejemplo de una curva que no es conexa esta dado por
la hipérbola cuya representacion paramétrica esta dada por:

at) = (£by/1+ 2—22)

pamtodateﬂtalquel—l—z—zzo

A partir de las definiciones anteriores podemos decir que una curva conexa
es simple si no se intersecta consigo misma y esta hecha de una sola pieza.

3.8. Diedro de Frenet

Los dos vectores descritos a continuacion constituyen el diedro de Frenet.
Si @: I — R? es una curva regular, el vector tangente unitario a la curva es
el siguiente:

=~/

. a 1 Y o
" =1am1~ Veorrgae Y

el vector normal unitario es:
- 1L a'(t 1
N(t) = — ® _
| a'(t) | ()2 4 5/ (t)

(—y/(1), 2'(1))

3.9. Formulas de Frenet

Teorema 3.1 (Férmulas de Frenet). Si 3 : I — R? tiene velocidad unitaria
con curvatura k > 0 y torsion T entonces

T = kN
N = —-kT + 1B
B = —-7tN
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Ejemplo 3.9.1. Vamos a calcular las formulas de Frenet para la siguiente
curva parametrizada, su curvatura y torsion sea
s s bs
s) = (acos—, asen—, —
3(s) = (acos" asen”, ™)
1

donde ¢ = (a* +b*)2 ya >0

a s a s b
T = / = (—— _ - P
(5) = 5(5) = (= Zsen”, Leos”, %)

de donde tenemos que:
a s a s
T'(s) = (——cos—, ——=sen—,0
(5) = (~Spcos™, ~ Gsen®,0)

Entonces k(s) =|| T'(s) ||= %=
el vector normal

> 0 a partir de que T’=kN, obtenemos

_a __
a?+b2

s s
N(s) = (—cos>, —sen>,0
(s) =( cos—, —sen~, )

obtendremos al vector B como resultado del producto curso de los vectores T

Y N quedando
b s b s a
B(s) = (-sen—, ——-cos—, —
() (c c ¢ c c>
a partir de esto podremos obtener la torsion, primero obtenemos B’
b s b S
B'(s) = (—=cos—, —sen—,0
(8) = (cos—, 5sen—,0)
y utilizando la siguiente igualdad B' = TN, obtenemos la torsion la cual
b b

estd dada por 7(s) = 5 = s

3.10. Curvatura

Definicién 3.11. S7a : I — R? es una curva regqular se define la funcidn
de curvatura k de o en punto a(ty) como

k(s)=|T(s) |, talques € I

observacion: cuando k > 0, lo que nos dice esta funcion de curvatura es
que tan rapido va dando vuelta la curva, esto quiere decir que para valores
mayores de k la curva es mds pronunciada.
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3.11. Teorema Fundamental (version plana)

Teorema 3.2. Dada una funcion diferenciable k(s) > 0 existe una curva
reqular parametrizada o : I — R? tal que s es la longitud de arco, k(s) es la
curvatura de a, sin embargo cualquier otra curva a que satisfaga las mismas
condiciones, difiere de o por un movimiento rigido, es decir existe un mapeo
lineal ortogonal p de R3 con determinante positivo y un vector ¢ tal que

a=poa+c
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Capitulo 4

Curvas planas

Es importante senalar que para una mejor comprension y estudio de las
curvas planas, el lector debera tener nociones de teoremas de calculo difer-
encial debido a la aplicacién del material estudiado en estos cursos para el
estudio de curvas planas.

Definicién 4.1. Curvas planas

Diremos que una curva K en R? es plana si existe un plano II en R? tal que
K C1I. Consideraremos a R? como el plano 11 contenido en R?® vy las curvas
planas estardn completamente contenidas en R? y veremos que estas curvas
planas estdn libres de torsion.

Proposicién 4.0.1. Sea K una curva en R? diferenciable y simple, o : [ —
R? una parametrizacion de K con vector velocidad unitaria y curvatura k > 0
en I y supongamos que « tiene al menos sequnda derivada en I. Afirmamos
que K es una curva plana si y solo si la torsion 7 =0 en 1.

Demostracion 4.1. Supongamos que K es plana entonces existen vectores
pyqenR conq+#0 tal que para todo s € I , a(s) — p)-q =0, derivando
el lado derecho de la 1gualdad tenemos entonces:

Luego para toda s € I, q es ortogonal a T = o y a N = O‘TN, por lo tanto
q es proporcional a B y como B es unitario, tenemos que para todo s € I
B(s) = i%, de donde obtenemos que B'(s) =0 en I y por lo tanto T =0 A
la inversa supongamos que T =0

27
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Entonces B' =0 en I esto nos indica que B es constante en I, sean sy € I
y f(s) = (a(s) — a(sg)) - B tenemos entonces que

daf
ds

y como f(sg) =0 entonces f =0 en I por lo tanto para todo s € I (a(s) —
a(sg))-B=0

(s)=ad'(s)-B=T(s)-B=0

4.1. Plano Normal y Plano Osculador

El plano determinado por los vectores N normal y B binormal en el punto
P sobre una curva C' se llama Plano normal de C' en P y esta formado por
todas las rectas que son ortogonales al vector tangente y que pasan por el
punto P. El plano determinado por los vectores tangente T y normal N ,5e
llama plano osculante de C' en P. Es el plano que esta tan cerca que contiene
la parte de la curva que esta cerca de P.

4.2. Curvas definidas implicitamente

Un caso particular e importante de curvas planas es cuando ocurre x =t
oy =1y la curva esta dada de la siguiente forma

T = ¢1(t)7y = ¢2(t)

con lo que tenemos una curva definida como una funcién implicita

4.3. Curvatura de curvas planas

Curvatura.

Para una curva regular parametrizada que es suave, la parametrizacién deter-
mina una direccion a lo largo de la curva. A partir de esta direccion podemos
obtener curvas orientadas, dado que una curva orientada es una curva con una
direccion a nosotros nos interesa la tasa de cambio de la direcciéon por medio
del vector tangente de forma tal que no depende de una parametrizacion
particular de la curva, y si dependa de la orientacién de la curva. Si 6 es
el angulo medido en el sentido de las manecillas del reloj respecto al lado
positivo del eje z, con el vector tangente de una curva «(t)
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Ejemplo 4.3.1. Uno de los ejemplos mas representativos de cdlculo de cur-
vatura, es el siguiente: Mostrar que la curvatura de un circulo de radio R es %
lo primero es obtener una parametrizacion del circulo de radio R con centro
en (0,0), sea a(t) = (rcos(t),rsen(t)), parametrizacion de la circunferencia
con centro en (0,0) y radio 7 una parametrizacion respecto a la longitud de
arco estd dada por:

a(s) = (rcos(;),rsen(g))

de donde obtenemos la sequnda derivada, la cual nos proporciona la curvatura

o (s) = —%(cos(;), sen(;))
1

este ejemplo nos muestra que conforme sea mayor el valor de r mds lenta-
mente se dobla la curva.

Definicién 4.2. La curvatura o signo de curvatura k, de una curva suave
a parametrizada por longitud de arco s en un punto regular, es la tasa de
cambio de direccion de la recta tangente respecto a la longitud de arco s

_da

k= —
ds

La curvatura de una curva parametrizada por su longitud de arco es la
tasa de cambio de la direccion de el vector tangente. el valor absoluto de la
curvatura es una medida de qué tan rapido la curva se dobla. La curvatura
Kk puede ser:

>0
k=< =0
<0

4.4. Las cénicas como curvas planas

La Parabola como curva plana. Observemos que la parabola podemos
escribirla como una curva parametrizada de la siguiente forma: sea a una
curva parametrizada a : T — R?, donde «(t) = (¢, t?)
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4.5. La Circunferencia como curva plana

Sin pérdida de generalidad, tomaremos la circunferencia unitaria, vista
como una curva plana, que tiene la siguiente forma:

y=v1-—1t>

donde t € T es el pardmetro, cuidando que 1 — t> > 0 para toda t € I,
observemos el siguiente hecho, al tomar la funcién raiz cuadrada tendremos
+v/1 — 2 lo que nos lleva a tomar por un lado:

y=—vV1-—1t2

o= V=
alt) = (t,£V1— )

lo cual nos muestra que para el caso de la circunferencia tenemos una parametrizacion
por cada mitad de la circunferencia.

4.6. La Elipse como curva plana

la elipse vista como una curva plana tiene la siguiente representacion

paramétrica:
[ 2

donde nuevamente tenemos dos representaciones paramétricas:

/ 22
yp=>b 1_6_2
/ 72
Yo = —b 1—§

obteniendo la curva parametrizada por medio de

alt) = (t, £by/1 - z—z)
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4.7. La Hipérbola como curva plana

de igual forma que las anteriores conicas a partir de la ecuacion de la
hipérbola y después de manipulacion algebrédica obtenemos:

/ ZL‘2

ylzb 1+¥
132
yQZ_b\/l‘FE

obteniendo asi la una curva parametrizada:

alt) = (t,£b /1 + z—z)
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