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Introduccion

La presente tesis trata sobre optimizacion con restricciones, es decir, se
plantea una funcién para la cual se desea calcular su maximo (minimo) y las
variables que aparecen deben de cumplir con ciertas restricciones, las cuales
son, en general, desigualdades. La funcién puede, en principio, ser lineal o
no al igual que las restricciones. Sin embargo, sélo se hablard de aquéllas
funciones lineales con restricciones del mismo tipo.

Existen diversos métodos para resolver este tipo de problemas. El més
conocido y usado es el Método Simplex. Este método se detalla en el Capitulo
1, asi como la definicién de Dual y su desempeno como algoritmo. Se de-
mostrard que este método puede ser terriblemente ineficiente (en el sentido
del tiempo o del nimero de iteraciones).

En el Capitulo 2, se da una de las primeras alternativas al Método Sim-
plex: El algoritmo de Karmarkar. En este Capitulo se describe a detalle en
qué consiste este nuevo enfoque para resolver los problemas antes mencio-
nados asi como su eficiencia algoritmica. Se demostrara que el algoritmo es
mucho mas eficiente que el Simplex (nuevamente, en términos de iteracio-
nes). En este punto del trabajo, quedara claro que tanto el Simplex como el
algoritmo de Karmarkar son ttiles para problemas lineales con restricciones
del mismo tipo.

En el Capitulo 3 se daran una serie de conceptos y resultados preliminares
para analizar un nuevo tipo de enfoque capaz de resolver problemas lineales
como no lineales: la Programacién Semidefinida. Se expondra el por qué del
nombre y las principales aplicaciones que tiene.

En el Capitulo 4 se hablara concretamente de un algoritmo de punto in-
terior que resuelve problemas de Programacién Semidefinida. Se expondra a
detalle la convergencia y la eficiencia de dicho algoritmo, asi como sus prin-
cipales aplicaciones.



Capitulo 1

El Método Simplex

1.1. Introduccion

Desde que Leibniz y Newton inventaron el calculo diferencial e integral,
los modeladores descubrieron que podian encontrar éptimos a problemas
practicos: la velocidad maxima de un proyectil con movimiento parabdlico,
los méximos y minimos de frecuencia de un objeto resonante, entre otros.
Todos estos problemas pueden ser modelados en términos de una variable
y esa variable no tiene restriccién alguna, salvo pertenecer al dominio de la
funcién. Sin embargo, con el paso del tiempo surgieron otro tipo de proble-
mas “con restricciones” que no podian ser resueltos usando directamente la
técnicas del calculo. Por ejemplo, considere una fabrica que puede manufac-
turar n productos. Cada uno de ellos numerados 1,2,...,n. Suponga que
la fabrica requiere de m materias primas diferentes y que en este momento,
la fabrica dispone de b; unidades de la i-ésima materia prima y que pa-
ra producir una unidad del j-ésimo producto, se requiere a;; unidades de la
i-ésima materia prima. Asuma que se producen x; unidades del j-ésimo pro-
ducto y que cada unidad producida tiene una utilidad neta de c; unidades
monetarias. La utilidad total estd dada por

n
Z = E Cij;
=1

Si se deseara obtener la méxima ganancia con ese modelo, resultaria que
la ganancia es infinita (bastaria con aumentar el valor de las z;’s tanto
como se quiera). Sin embargo, el planteamiento del modelo no termina con
la definiciéon de Z. Existen ciertas restricciones al modelo. Por ejemplo, las
unidades producidas deben ser no negativas, es decir, z; > 0Vj (no tiene
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sentido producir, por ejemplo, —10 unidades de algiin producto). Por otro
lado, no se puede producir mas de lo que permite el total de materia prima,
es decir,

n
Zaijxj sz Vi:1,2,...,m
j=1

Asi pues, el modelo completo queda dado por:

n
max / = g CiT;
=1

sujeto a:

n
Zaijingbi Wzl,Q,...,m
7=1

x>0

Al Problema anterior se le conoce como problema de Programacion
Lineal. En la actualidad existen varios métodos para resolver este tipo de
problemas. El més usado, y conocido, es el llamado Método Simplex. En
las siguientes secciones se detalla en qué consiste este método.

1.2. Descripcion del método Simplex

El método Simplex es un proceso iterativo el cual comienza con una
solucion que satisfaga la no-negatividad y luego se busca una nueva solucion,
que sea mejor en el sentido de que aumente el valor de la funcién objetivo.
Este proceso continua hasta que se llegue a una solucién éptima, si es que
existe. De no existir, el mismo método es capaz de detectarlo.

Antes de comenzar con un problema de programacion lineal general,
conviene recordar algunas definiciones.

Definicion 1.1. Sea V un espacio vectorial con un producto interior defi-
nido en él. Un semi espacio S de V', es un subconjunto de V' de la forma:

S={veV:ip-v<k}

donde p € V' y k es un escalar.
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Un ejemplo de semi espacio es el conjunto {z € R? : p-2 < 1} con
p = (—1,1). Este conjunto describe a todos los puntos en R? que estdn
por debajo de la recta y = x + 1. Dada la naturaleza de los problemas
de programacién lineal, se estard trabajando con la interseccién de semi
espacios. Por esa razon, es conveniente dar la siguiente

Definicién 1.2. Sean {&jc;} con I un conjunto finito de indices, un conjunto
de semi espacios en R™. Al conjunto (i & se le llama poliedro. Es decir,
un poliedro es la interseccién finita de semi espacios.

Maiés adelante se habla de una caracteristica importante del conjunto
de soluciones factibles de un problema de programacion lineal. Para poder
hablar de ella, se requieren de las siguientes dos definiciones.

Definicién 1.3. Sea A C R™. Si Vx,y € A se tiene que {x +t(z —y) : t €
[0,1]} C A, se dice que A es convero. A la combinacién lineal {z +t(x —y) :
t € [0,1]} se le llama combinacion lineal convera. Ademds, si t € (0,1),
se dice que es una combinacion lineal estrictamente convexa o combinacion
lineal convexa estricta.

El concepto de convexidad se puede generalizar a otro tipo de conjuntos
que no sean necesariamente subconjuntos del espacio R™, sin embargo, en el
presente trabajo los problemas a enfrentar se presentan justo en R™.

Ahora bien, considere el siguiente problema general de programacién
lineal:

n
max E ijj
Jj=1

sujeto a:
n
Zaijxjgbi 1=1,2,...,m
j=1
x; >0 1=12....n

El conjunto de soluciones factibles, es decir, puntos en el espacio R" que
cumplen con las n desigualdades, es un poliedro convexo. Si un poliedro
convexo es acotado, se llama politopo convexo. Para cada i, la ecuacién

n
E QijTj = bi
J=1
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define un hiperplano y cada uno de éstos divide al espacio en dos semi espa-
cios. Asi, se tienen en total m hiperplanos y n + m semi espacios. Conviene
dar la siguiente definicién para la interseccién de hiperplanos:

Definicion 1.4. Sea C C R" un conjunto convexo. Se dice que un pun-
to x € C es un vértice, si es la interseccion de m-hiperplanos linealmente
independientes.

Por ejemplo, en R?, {x € R2 : p-z < 1} N{r € R? : w-2 < 5} con
p=(—1,1),w = (1,1) definen un vértice.

Es importante hacer notar, que si se tienen n variables, se requieren de
por lo menos n ecuaciones para tener una solucién inica. Por otro lado, tener
mas de n ecuaciones resultaria redundante, pues al menos una podra ser es-
crita como combinacion lineal de las demas. En resumen, cada vértice queda
determinado por n ecuaciones. El primer paso para solucionar el problema,
es definir las variables de holgura y nombrar a la funcién objetivo:

n
max Z = chxj (1.1)
j=1

n
wi:bi— E aijxj i:1,2,...,m
j=1

Donde los términos w; son las variables de holgura, las x; son las variables de
decision, las a;; y las ¢;’s son constantes. Cabe aclarar, que las variables de
holgura son variables que se introducen en cada una de las desigualdades pa-
ra convertirlas en ecuaciones. Conforme se avanza para encontrar la solucién
optima con el método Simplex, las variables de holgura se van mezclando
con las variables originales. Por esa razon, a veces es conveniente manejar
una notacion en la que las variables de holgura y las de decisién sean mas o
menos indistinguibles entre si. Para ello, sea x,,; = w; parat=1,2,...,m.
Con esta notacion podemos reescribir 1.1 como

n
max Z = cha:j
j=1
n
xn+i:b¢—2aijxj i:1,2,...,m.
j=1

Esta es la tabla simplex inicial. Conforme el método avanza, se va cam-
biando de una tabla a otra en la busqueda de una solucién éptima. Por
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la construccién del método, el Simplex busca el éptimo en los vértices del
poliedro. A lo largo del presente trabajo, se estard trabajando con matri-
ces. Por esa razon, resulta conveniente dar una notacién para el conjunto de
matrices de tamano m X n con entradas en los Reales. A este conjunto se
le denotara por M, x,(R). A la dimensién del subespacio formado por los
renglones de A se le conoce como rango de A 'y serd denotado por rango(A).
Antes de continuar con la construccién, resulta conveniente la siguiente:

Definicién 1.5. Sean A € M,,,x,(R),b € R™ x € R™ con cada entrada
de x no negativa. Considérese ahora el sistemas:

[A Iz =b

Suponga que el rango(A, b)=rango(A)=m. Después de un posible rearreglo
de las columnas de A, sea A = [B, N], donde B € M, xm(R) invertible y
N € My, (n—m)(R). El punto = = [z, zx7|" donde

rp = B
zn =0

es llamado una solucion bdsica del sistema. Si cada entrada del vector xz es
no negativa, entonces a z se le llama solucion factible bdsica del sistema. A
la matriz B se le conoce como matriz bdsica o base y a N como matriz no
bdsica. A las entradas de xp se les llama variables bdsicas y a las entradas
de x s se les llama variables no bdsicas. Si al menos una entrada es cero, x
serd una solucion factible bdsica degenerada

Observe que se pide que el rango de A sea exactamente el nimero de
renglones de A. Esta restriccion garantiza que los renglones de A forman
un conjunto linealmente independiente. Como los renglones de A forman un
conjunto linealmente independiente, y R™ tiene dimensiéon m, resulta que los
renglones de A forman una base de R™. De ahi que la matriz B se le llame
matriz béasica. Existe una relacion entre las solucione béasicas y los puntos
del poliedro. Esa relacion queda dada en el teorema de representacion, pero
antes de enunciarlo y demostrarlo, se requieren de los siguientes conceptos.

Definiciéon 1.6. Sea C' C R” un conjunto convexo y ¢ € C. Se dice que ¢
es punto extremo de C' si no puede ser expresado como combinacién lineal
estrictamente convexa de dos puntos diferentes de C', o mas formalmente, ¢
es punto extremo si

Vey, e € Coey # e, A € (0,1) tal que ¢ = Aep + (1 — Nea.
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Con esta definicién y tomando en cuenta la region factible, se tiene la
siguiente

Afirmacién 1.1. Sea A € M,,«,(R) con rango(A) = m. Entonces un
punto extremo factible del conjunto R = {z € R” : Az < b,z > 0} es un
vértice (la interseccién de n hiperplanos linealmente independientes). Las
desigualdades denotan en realidad desigualdad entrada a entrada.

Demostracion. Primero, observe que hay m hiperplanos y cada uno esta da-
do por

Hi:{$€Rn:ﬁi‘x:bi}
donde @; denota el i-ésimo vector renglén de A. Los hiperplanos son lineal-

mente independientes pues el rango(A) = m. Asi, ()2, H; = {z € R" :
Az =b}. Tome r € (2 H; y ri,ra € Ry A e (0,1).

Suponga que

r=Ar1+ (1 —X\)r
= b=Ax = A(Mr1 + (1 = N)rg)
= M Ary + (1 — /\)A?“Q

=X+ (1—=MN\)b
<b
Lo cual es claramente una contradiccion. O

La afirmacién anterior supone un conjunto de soluciones factibles acota-
do, pero no siempre se cuenta con una regién acotada; ademas en principio
puede resultar complicado probar que un cierto conjunto es no acotado. Pa-
ra poder caracterizar a los poliedros acotados se requieren de las siguientes
dos definiciones.

Definicion 1.7. Sea C' € R™ un conjunto convexo. Una direccién de C es
un vector d € R", d # 0, tal que Ve € C,c+ ud € C,Vu >0

Observe que para el caso del conjunto de soluciones factibles R, una
direccién es un vector tal que Ad < 0. En efecto, d es una direccién si para
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cada x € R, ocurre que:

r4+pudeR V>0 <=
Alx 4+ pd) <b <~
Ax 4+ pAd < b <=
b+ pAd <b <—
Ad <0

Definicion 1.8. Una direccion d de un conjunto convexo C es extrema si
no puede ser expresada como combinacion lineal positiva de dos direcciones
distintas de C.

Ya se puede enunciar y demostrar el teorema de representacion. Con este
teorema no soélo se establece la relacién que existe entre puntos extremos del
conjunto de soluciones factibles y las soluciones factibles, sino también se
detecta si dicho conjunto es acotado o no.

Teorema 1.1. Sea R = {z € R" : Az < b,z > 0} un conjunto poliédrico no
vacio. Las siguientes afirmaciones son validas:

1. El conjunto de puntos extremos es no vacio y tiene un nimero finito
de puntos x1,Xo, ..., Xg.

2. El conjunto de direcciones extremas es vacio si y sélo si R es acotado.

3. Si el conjunto R es no acotado entonces el conjunto de direcciones
extremas es no vacio y tiene un ntmero finito de vectores dy,do, ..., d,.

4. X € Rsiysolosix € R puede ser representado como una combinacién
lineal convexa de x1,Xs,...,X; mas una combinacién lineal positiva
de dq,ds,...,dy, esto es,

k l
X = Z Ajx; + Z,Uz‘dz‘
=1

k
doa=1 (1.2)
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Demostracion. Se denotard con S, y Sg a los conjuntos de puntos y direc-
ciones extremas de R. Primero se probara que 1 < k < oo, donde |S,| = k.
Tome X € R. Si X € S), entonces & > 1. En otro caso, suponga que r es
el nimero maximo de hiperplanos linealmente independientes que se inter-
sectan en X y suponga que X = Ay1 + (1 — A)ya, con A € (0,1),y1,y2 € R
y y1 # y2. Note que 0 < r < n. Sead = y3 —y; # 0 de modo que
yi=X—(1-X)dyys =X+ Ad. Si se desplaza desde X en direccién
d o —d, ambas direcciones permiten un movimiento dentro del conjun-
to, sin embargo al menos una no permite un movimiento infinito ya que
R C {x:x > 0}. De este modo, se puede suponer, sin pérdida de generali-
dad, que ¥ = max {y:X —vd € R} < 0o y tome y; = X — 7d. Note que el
numero maximo de hiperplanos que se intersectan en y; debe ser 7 > r + 1
pues en y,; se intersectan los mismos hiperplanos que en X y al menos uno
més que detenga el movimiento a lo largo de —d. Si 7 = n entonces y; € S,
y por lo tanto k£ > 1. En otro caso se sustituye X por ¥, y se repite el proceso
hasta que 7 = n; esto debe ocurrir en un niimero maximo de n — r pasos,
asi se demuestra que k£ > 1. Ahora, como el numero de formas en que se
pueden seleccionar n hiperplanos de los m + n totales, es finito, se tiene
también que k < oo.

De manera andloga, se puede hacer la demostracién para el caso del
conjunto de direcciones extremas.

Ahora, suponga que X se puede escribir como en la expresién 1.2, en
este caso no es dificil ver que X € R. El problema es mostrar que si X € R
entonces X se puede escribir como en la expresién 1.2. Primero, sea

R=RnN{x:1x < M}

donde M es suficientemente grande de modo que 1x; < M para j =1,...,k
y 1x < M. Con esto se logra acotar la regiéon de soluciones factibles, X
sigue siendo factible y los puntos extremos de R son puntos extremos de R.
Sea §p = {X1,X2, ..., Xk, Xk+1,-- -, Xty €l conjunto de puntos extremos
de R, observe que 0 < u < 0o0. Se mostrard que X es una combinacién
lineal convexa de los puntos en gp. Six e Ep no hay nada que demostrar.
En otro caso, suponga que el sistema Gx = g estd determinado por los
hiperplanos de R que se intersectan en X, observe que rango(G) < n — 1.
Se puede encontrar una solucién d # 0 al sistema Gd = 0, sea 7; =
max {7 : X+ vd € R}. Como R es acotado 0 < 7, < co. Tomey; = X+7,d.
Lo importante es que y; € R y ademas en y; se intersecta al menos un
hiperplano més que en X. Si en y; se intersectan n hiperplanos y; es punto
extremo de R si no es asi, se puede repetir el procedimiento aplicandolo a
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¥;- En un nimero miaximo de n — rango(G) se tiene un punto extremo.
Calcule ahora

VQ:maX{'y:i+’y(i—yl) EE}
y haga

Yo=X+7(X—¥)

Observe que 7, < oo y ademds en y, se intersecta al menos un hiperplano
m&s que en X. Lo que es més importante, X es combinacion lineal convexa
dey, y ¥, X=0y;+(1 —8) ¥y con d =7,/(1+7,). Siy, € S,, entonces se
ha expresado a X como combinacién lineal convexa de los puntos extremos
de R. En otro caso se puede repetir el procedimiento con y, y expresarlo
como combinacién lineal convexa estricta de un y3 y y,. Siguiendo este
procedimiento se puede expresar a X como combinacién lineal convexa de
los puntos extremos de R.

k+u k+u
X = d;x; con Zéjzl, d;j >0paraj=1,...,k+u. (1.3)
j=1

_l’_

1

<.
Il

Sid; =0paraj=k+1,...,k+u, X es combinacién lineal convexa de los
puntos extremos de R. En otro caso consideren x,, tal que v > k con J, > 0.
Note que x,, es un punto extremo de R generado por el hiperplano 1x = M.
Los otros n — 1 hiperplanos incidentes en x, son hiperplanos “originales”,
es decir., existe un punto extremo x;(,), 1 < i(r) < k adyacente a x;(,). En
tal caso, X, — X;(,) es un direccién de R. De hecho, d;(v) = (x,, — xi(,,)) /6,
con 6, =1 (X,, — xi(y))es direccion extrema de R. De aqui se tiene que
Xy = X;() + 0ud;(,) sustituyendo esto en la expresion 1.3 se sigue que

k k+u k+u
X = Z 0ix; + Z OuXi() + Z 0u0ud;(y)
i=1 v=k+1 v=k+1

O]

Ahora bien, cada tabla tiene m variables basicas y n no bésicas. Sea B el
conjunto de indices correspondientes a las variables basicas y N el conjunto
de indices correspondientes a las variables no basicas. Inicialmente, salvo
por un posible reacomodo en las columnas que se puede suponer sin perder
la generalidad, se tiene N'={1,2,... .n} y B={n+1,n+2,... n+m}, pero esto
cambia al final de la primera iteracién.
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Con cada iteracion, exactamente una variable va de bésica a no bésica,
y viceversa. La variable que va de no basica a basica se le llama wvariable
entrante. Se elige de modo que la nueva solucién siga siendo factible y se
aproveche una direccién sobre la cual se mejora la funciéon objetivo. Por
esa razon, se toma alguna cuyo coeficiente ¢; sea positivo: escoja una k del
conjunto {j € N : ¢ > 0}. Observe que se ha colocado una barra a los
coeficientes de la funcién objetivo, pues con cada iteracién éstos cambian.
Si este conjunto es vacio, entonces la solucién actual es la éptima. Si el
conjunto contiene mas de un elemento, se debe de elegir uno. Hay varios
criterios de seleccion, pero por lo general, se escoge el indice k que tiene
el mayor coeficiente y si hay méas de una, se escoge la que tenga el menor
subindice. La razon para escoger la de menor subindice quedara clara cunado
se hable de tablas degeneradas y la regla de Bland. La variable que va de
bésica a no bésica, se le llama variable saliente. Es escogida para preservar la
no negatividad de las variables bésicas actuales. Una vez que se decidi6é que
la variable x; debe ser la entrante, su valor debera de ser incrementado de
cero a un valor positivo. Este incremento cambia el valor de las variables
bésicas:

x; = b; — Qi Thy 1€B

Se debe asegurar que cada una de estas variables permanezca no negativa,
esto es, se requiere que:

b; — Qi T >0, i1eB (1.4)

De estas expresiones, las tinicas que pueden llegar a ser negativas mientras
x; aumenta son aquellas cuya a;; es positiva; las demds permanecen igual
o aumentan. Por esa razon, se puede restringir el andlisis aquellos indices i
para los cuales a;; es positivo. Para ese indice i, el valor de x; en la que la
expresion se convierte en cero es:

b;

T = —.

Qi
Como se desea que ninguna se haga negativa, se debe aumentar xj, sélo el
minimo de estos valores:

b;

T = min —
{i€B:a;;,>0} Ak

De aqui se desprende la regla para seleccionar la variable saliente: escoja [ de

{ieB:ay >0y ab?k es minimo}. La regla que se acaba de enunciar describe
K3

exactamente el proceso que se sigue en la practica, sin embargo, existe una
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forma completamente equivalente de escribir esta regla. Para construir la
expresion, se considera una excepcién cuando b; = 0 para poder reescribir
la desigualdad 1.4 como:

De aqui que la regla para seleccionar la variable saliente, en éstos términos,
es: escoja | de {i€ B : “b#i’“ es maximo}. Una vez que la variable bésica saliente
y la variable no bésica entrante han sido seleccionadas, la forma de pasar
de una tabla a otra se da mediante operaciones elementales por renglones
para lograr el cambio. La variable que se seleccion6 con alguna de las reglas
anteriores se le llama pivote. Todo lo anterior, funciona si b; > 0 para toda
1 = 1,2,...,m, pues en caso de que by = 0 para alguna 4, al iniciar el
método se tendria una solucién factible degenerada lo cual podria llevar a
que el método cicle; en caso de que b; < 0 para alguna ¢, se tendria x; < 0,
lo cual caeria en contradiccién con la restricciéon de no negatividad y, por
tanto, se tendria una solucidn inicial no factible. Si se tiene este ultimo caso,
se introduce un problema auxiliar con el cual, al resolverse, se obtiene una
solucidn factible. El problema auxiliar es:

n
max — E Tgl + ...+ ZTan
j=1

n
sujetoa:Zaijxj—i—xaiji i=1,2...,m
=1

Tj, Taj = 0 7=0,1,...,n.

A las nuevas variables x; se les llama variables artificiales. Las variables x4;
estrictamente positivas, son aquellas cuya correspondiente b; sea negativa,
es decir, x4 > 0 siempre que b; < 0; las demas seran cero. Si el éptimo de
la nueva funcién objetivo es x,; = 0 Vi, se habrd encontrado una solucién
factible para el problema original. Si el punto éptimo es x4; # 0 para alguna
1, entonces el problema original no tiene ninguna solucién factible. Al proceso
de resolver este problema auxiliar y encontrar una solucién factible para el
problema original se le conoce como Fase I; y al proceso de resolver el
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problema original, una vez que ya se encontré dicha solucién, se le conoce
como Fuse II. Existe una alternativa para encontrar una solucién factible
inicial, conocido como el método del la gran M, que consiste en agregar a
las variables artificiales con un coeficiente M comun a todas ellas, donde M
es un numero positivo suficientemente grande. Asi, el problema modificado
queda como sigue

max —Z] 1cj:rj+MZJ 1 Taj
sujeto a: D=1 @ijTj + Taj < by i=1,2...,m

.%j,.%’@ZO j:(),l,...,n.

De nuevo, sélo las variables artificiales cuya b; < 0 seran distintas de cero
y las demds seran cero. Puede pensarse a los términos M Z?Zl Tqj COMO
una penalizacién muy grande si x,; # 0 para alguna ¢; de ahi que el método
simplex se encargue de sacar de la base a las variables artificiales conforme va
avanzando en la bisqueda del éptimo para el problema original. La pregunta
natural ahora es: ;qué tan grande debe ser M?. Esta seré respondida con
detalle en el siguiente capitulo. Por ahora basta con decir que tal M siempre
existe.

Ahora, si todos los cocientes % son no positivos, ninguna de las variables
bésicas se hard cero cuando la varlable entrante incremente. Asi, la variable
entrante puede ser incrementada indefinidamente y producir un valor en
la funcién objetivo arbitrariamente grande. En tal situacién, se dice que el
problema es no acotado.

Mientras se desarrolla el método Simplex puede ocurrir que se llegue
a una tabla degenerada. Una tabla es degenerada si b; = 0 para alguna ¢
€ B. Esta situacion puede provocar problemas cuando se producen pivotes
degenerados. Un pivote es degenerado, si alguno de los cocientes en el calculo
de la variable saliente es 400, es decir., si el numerador es positivo y el
denominador es cero. Geométricamente quiere decir que el vértice elegido
es la interseccion de méas de m caras del poliedro. Algebraicamente significa
que existe un empate en los cocientes de las variables salientes.

Cuando se tiene esta situacién, es usual que uno o mas de los pivotes
subsecuentes serd degenerado pero que eventualmente un pivote no degene-
rado llevard a una tabla no degenerada, sin embargo, esta tabla puede que
ya haya aparecido en algin paso anterior, en cuyo caso, el Simplex entra en
un ciclo infinito. A este comportamiento se le llama ciclo. En la practica,
es comun obtener tablas degeneradas pero es muy raro encontrarse con pro-
blemas que ciclen y se puede demostrar que para que un problema cicle es
necesario que tenga por lo menos tres restricciones y seis variables, aunque
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no necesariamente tenga soluciéon éptima

Una de las técnicas usadas para resolver el problema del ciclo, es la
perturbacion. Obsérvese que se obtiene una tabla degenerada cuando b; =0
para alguna ¢ € B. Perturbar quiere decir, en este contexto, introducir m
variables (una por cada restriccién) cuyos valores sean positivos pero lo
suficientemente pequenos como para que el problema original no se altere.
Estas variables se escriben como:

0L en K €ep_1 < ... K €1 < cualquier otro dato.

Una vez introducidas las variables €, se procede con el método Simplex y
cuando se llegue a la solucién factible éptima, simplemente se eliminan las
variables €. Es importante hacer notar, que esta variante no afecta la se-
leccién de la variable entrante, pero si lo hace para determinar la variable
saliente.

La idea es que cada ¢; actiie en una escala completamente diferente de todas
las demas y de los datos del problema, es decir, que ninguna combinacion
lineal de las variables ¢; que surja al paso del Simplex alcance al orden de los
datos del problema y asi no ocurran cancelaciones. Es claro que este tipo de
nuameros no pueden existir en los reales, asi que se trata a las variables ¢; co-
mo simbolos abstractos con las propiedades ya descritas. Geométricamente
lo que ocurre es que cada vértice del poliedro se “parte” en dos muy cerca-
nos entre si. Para ilustrar el concepto, se verd a continuacién un ejemplo.
Considere la siguiente tabla degenerada:

7z = 4 4+ 2z — X2
w; = 0.5 - 2
Wo = — 2x1 + 4xy
w3 = r1 — 3%2

El primer paso es introducir los parametros simbdlicos
0<ez3 e K€

para obtener el problema perturbado:

Z = 4 + 2x; — o
wp = 05 + ¢ — o
wy = €9 — 2561 + 4:62

w3 = €3 + x1 — 319
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Esta tabla no es degenerada. La variable entrante es z1 y la variable saliente
es sin duda we. La siguiente tabla es

Z = 4 + €9 — wy 4+  3x9
wp = 05 4+ € — X9
xr, = 0.5¢9 — 0.5w2 + 2x9
w3 = 0.5 + €3 — 05wy — o

Para el siguiente pivote, la variable entrante es xo y la variable saliente es
ws. La nueva tabla es

Z = 4 + 2560 4+ 33 — 25wy — 3ws
wy = 05 + € — 05e2 — € 4+ 0dbws + 1wy
xr, = 1.5 4+ 2e¢3 + 1.5we — 2ws
To = 0.5¢9 + e3 — 05wy — w3

Esta tltima tabla es la 6ptima. En este punto, simplemente se desechan las
variables € y se obtiene la solucién 6ptima para el problema original:

Z = 4 — 2.5w2 — 371)3
wp = 0.5 + 0.5’Ll)2 + ws
r1T = - 1.5’(02 - 2w3
Tro = - 0.5’w2 - w3

Otra técnica usada para resolver el problema de la degeneracion es la regla
de Bland, que consiste en escoger tanto la variable entrante como la saliente
de sus respectivos conjuntos sean las de indice menor.

1.3. El Dual

Asociado a todo problema de programacién lineal, existe otro llamado
dual. Se demostrard que el dual del dual, es el problema original; por esta
razén, al problema original es a veces llamado el primal. Asi, los problemas
vienen siempre en parejas primal/dual. Resulta que cada solucién factible
para uno de estos problemas da una cota superior en el valor 6ptimo del
otro problema. A continuacién se vera, con un ejemplo, la construccién del
problema dual y el concepto se formalizara después.

Considere el siguiente problema:

max 4z + xo + 3x3
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sujeto a:

r1+4r9 <1
3r1 —To+2x3 <3

€1,T2,T3 > 0

La primera observacién es que toda solucién factible da una cota inferior en
el valor éptimo del problema primal. En efecto, si * es el punto 6ptmo de
un problema de programacién lineal implica que para cualquier otro punto
factible se tenga que ¢! -z < ¢! - x*. Por ejemplo, la solucién (z1, 2, x3) =
(1,0,0) significa que Zype > 4y (x1,x2,23) = (0,0, 3) significa que Zyp > 9.
Se averiguard qué tan acertadas son estas cotas de la siguiente manera:
multiplique la primera restricciéon por dos y sume tres veces la segunda

2 (a:1 + 4dxs ) < 2(1)
+3 (31’1 — To + :L'g) < 3(3)
11zy + Bz + 323 < 11.

Como cada variable es no negativa, se puede comparar la suma con la funcién
objetivo y notar que

4x1 + 29 + 323 < 11z + 29 + 323 < 11

Hasta ahora, se sabe que 9 < Z,,; < 11. Estas cotas definen un intervalo
donde se encuentra el valor 6ptimo, sin embargo, se puede mejorar la apro-
ximacion. Para ello, se puede usar la misma técnica, pero reemplazando los
nimeros especificos que se usaron por variables y luego tratar de encontrar
los valores de esas variables que den una mejor cota superior. Asi, se empie-
za por multiplicar las dos restricciones por variables no negativas y1,y2. El
hecho de que sean no negativas implica que preservan las desigualdades:

Y1 (x1 + Axq ) < 2y1
+Y2 3z — x2 + x3) < 3y2
(y1 +3y2)z1 + Ay —y2)ze + yoxz < y1 + 3yo.

Si se estipula que cada coeficiente de las z;’s sea por lo menos del mismo
orden que el coeficiente correspondiente de la funciéon objetivo, se tiene

i + 3y >4
dy1 — y2 21
Yo >3
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Ahora se puede comparar esta suma con la funcién objetivo

VA 41 + x9 + 313
(y1 + 3y2)x1 + (4y1 — y2)72 + Y23

Y1 + 3yo.

VAVAN

Ahora se tiene una cota superior, y1 + 3y2, que se debe minimizar para
obtener la mejor cota superior. Por esa razon, se tiene el siguiente problema
de optimizacién:

min v+ 3y
sujeto a:
y1 + 3y >4
. — oy 21
y2 =3
yi, y2 =20

Este es el problema de programacién lineal dual asociado con el problema
original. A continuacién, se define el dual de forma general.

Definicion 1.9. Dado un problema de programacién lineal en su forma
estandar:

max > i1 €T
sujeto a: DT jaa; <b; i=1,2,....m (1.5)
;>0 i=12....n

el problema dual asociado estd dado por:

min o by
sujeto a: > yia > ¢ j=1,2,...,n
i >0 i=1,2,....m

Al problema 1.5 se le llama primal. Como el objetivo de la presente no
es hablar del Simplex como algoritmo, sino de la eficiencia del mismo, sélo
se mencionaran los resultados mas relevantes para la teoria del Dual. Para
mayor referencia respecto a la teoria del dual para Programaciéon Lineal
puede consultar [7] Bazaraa, S. Mokhtar et. all o [8] Vanderbei, J. Robert.
Lo primero que se hara, es demostrar que el dual del dual es de nuevo el
problema original, Para ello, primero se debe escribir el problema dual en
forma estandar, es decir., cambiar el problema de minimizar a maximizar y
cambiar las desigualdades de mayor o igual a menor o igual. Para cambiar
el problema de minimizar a maximizar, recuerde:

min f = —max —f
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Aplicando esto a la funcién objetivo del dual, se tiene que

m m
min Z b;y; = —max (— Z biyi>
i=1 i=1

Para cambiar la direcciéon de las desigualdades, simplemente se multiplica
por —1. El resultado de estos dos pasos es

— max > it (=bi)yi
sujeto a: Yo" (—ai)y; < (—¢;) j=1,2,...,n
yi >0 i=1,2,....m

Ahora se toma el dual de este problema:

— min >j—1(=cj)z;
sujeto a: D1 (—aij)r; > (=bi) i=1,2,...,m
2 >0 i=1,2,...,n

Esto ultimo es claramente equivalente al problema primal.

Hay dos propiedades fundamentales respecto al dual: la propiedad débil
v la propiedad fuerte del dual. Estos dos conceptos se pueden generalizar a
problemas de programacion convexa mas generales. Aqui se enuncian como
teoremas y su demostracién puede consultarse en [8].

Teorema 1.2. Sean T y y dos soluciones factibles, la primera para el pro-
blema primal y la segunda para el dual. Entonces, se tiene que

Z cjry < Z biyi
j i

Teorema 1.3. Suponga que el problema primal admite una solucién éptima
x*. Entonces, el problema dual también tiene una solucion éptima y* tal que

Z cjxt = Z biy*
j i

Un observacién importante respecto al dual y al primal, es la siguiente:
si se escriben en forma matricial ambos programas, se observa que la matriz
del dual es la matriz transpuesta negativa del problema primal. Para ilustrar
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este hecho, recuerde el ejemplo que se dié al principio de esta seccién:

A = 41 + To + 3x3
w1 = 1 - xrT — 4$2
wWo = 3 — 31 + x2 — x3
—-Z' = -y = 3y
21 = —4 4+ y1 + 3y
zo = -1 + 4y —
z23 = -3 + Yo

El primer problema es el primal y el segundo el dual del mismo. Ahora,
reescribiendo todo en matrices, se tiene:

0 4 1 3 _0 I
:1)) :é —411 _? neg. trans. 1 4 1
-3 0

>

Para la construccién en general de este hecho, considere la siguiente forma
estandar de un un problema de programacién lineal:

max Ct.'L‘

sujeto a: Ax < b
x>0
y su correspondiente dual
min b'y
sujeto a: Aly > ¢
y=>0
Sean w un vector con las variables de holgura para el problema primal y z
un vector con las variables de holgura para el problema dual. Reescribiendo

ambos problemas, se tiene:

max CtQ?

sujeto a: Az +w =b
z,w >0
min by
sujeto a: Aly —z = ¢
y,z2 >0
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Con la siguiente notacién
A=A, ¢c= [8] y T = {x] ,

el problema primal puede ser escrito como

max &' T

sujeto a: AT =b
>0

Andlogamente para el problema dual:

Observe que A € M, (n4m) (R). Las primeras n columnas son las varia-
bles no basicas iniciales y las ultimas m columnas son las variables bésicas
iniciales. Después de algunas iteraciones, las columnas béasicas y no basicas
quedan revueltas, pero ain se puede escribir la igualdad

[A,I] =[N, B]

con la convencion de que la igualdad se preserva sélo después de rearreglar
las columnas de forma adecuada. De la parte dual, la matriz A= [—1,A! e
M, (n+m)(R). Las primeras n columnas son las variables iniciales bésicas
(para el problema dual) y las tltimas m columnas representan las variables
no basicas. Si los pivotes que fueron aplicados para el problema primal se
aplican al dual, entonces las columnas del problema dual quedan exacta-
mente igual a las del problema primal y se puede escribir la igualdad

[—I,AY = [B, N]

nuevamente con la convencién de que la igualdad se preserva solo después
de rearreglar las columnas de forma adecuada.
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La tabla dual involucra a la matriz B~!N mientras que la tabla dual
involucra a la matriz B-'N. No es evidente que estas dos matrices sean la
transpuesta negativa mutuas. Para exhibirlo, considere lo que ocurre cuando
se multiplica A por A? tanto en la notacién permutada como en la normal:

_ Bt

AA' — [N, B| [NJ _ NB'+ BN

AAt = [A, 1] [ﬂ =-A+A=0
Claramente, estas tltimas dos expresiones deben coincidir, con lo cual se
tiene que

NB'+ BN'=0

Despejando y multiplicando por la derecha por la inversa de Bt y por la
izquierda por la inversa de B, se tiene

_ _ N N\t
BN = — (B—1N>

que es la propiedad que se deseaba exhibir.

Otra observacion importante, es que esta propiedad se conserva a través
de todas las tablas conforme el método avanza. Para verlo, se analizara a
continuacién una sola iteraciéon. Para mantener una notacién simple, sélo se
tomaran en cuenta cuatro entradas genéricas de la matriz de coeficientes: el
elemento pivote a, otro elemento en la fila del elemento pivote b, otro elemen-
to en su columna ¢, y un cuarto elemento para hacer un arreglo rectangular
d. La iteracion provoca los siguientes cambios:

= el elemento pivote es reemplazado por su reciproco.

= los elementos en la fila del pivote cambian por su inverso aditivo mul-
tiplicado por el reciproco del pivote

= los elementos en la columna del pivote son multiplicados por el recipro-
co del pivote

be

= a todos los demas elementos se les suma — -

Estos cambios se pueden visualizar mejor en la siguiente tabla:
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. b 1
b Pivote ~a a2
be c
dle d—73 |3
Si ahora se hace lo mismo con el dual, se tiene:
. b b
—b | —d Pivote . | A+
—a | —c _1 _c
a a

Obsérvese que la tabla dual resultante es la transpuesta negativa de la tabla
primal. Como el procedimiento de pivotear es el mismo en cualquier iteracion
del algoritmo, se sigue que la propiedad se mantiene.

1.4. La eficiencia del método Simplex

Hasta este momento, se ha expuesto como funciona el método Simplex y
cuales son sus variantes para poder llegar, en caso de que exista, a la soluciéon
factible optima; sin embargo, poco se ha hablado de su eficiencia algoritmi-
ca. Antes de empezar con definiciones formales y teoremas que demuestran
la eficiencia algoritmica del Simplex, se vera a continuaciéon un ejemplo que
fue publicado por V. Klee y G.J. Minty donde se muestra claramente que el
Simplex, en el peor de los escenarios, puede ser indeseablemente ineficien-
te. Por supuesto, no es el unico ejemplo de esta clase, pero es de los mas
elegantes por su sencillez.

max 2" lz; + 2" 29 4+ ... 4+ 22,1 4+ an
sujeto a:
I § 5
41 + T2 < 25 (1.6)
< 125

8r1 + 4drs + a3

My 4+ 27 lpe 4+ .+ Az + T 5™
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z; >0 1=1,2,...,n

Este problema tiene n variables, 2n restricciones y 2™ vértices. Este simple
problema, al ser resuelto con el método Simplex empezando en el origen,
pasa por cada uno de los vértices del poliedro antes de encontrar la solucién
factible 6ptima en el punto (0,0,...,0,5"). Esto confirma que el Simplex no
resuelve los problemas en tiempo polinomial. En los siguientes parrafos, se
demuestra que lo hace en tiempo exponencial.

A continuacion, se da una definicién que resultara de utilidad para futu-
ras explicaciones de la eficiencia del Simplex.

Definiciéon 1.10. Dos vértices son wecinos si tienen n — 1 hiperplanos en
comun.

Segun la descripcion del método Simplex dada en la seccién anterior, con
cada iteracion el Simplex tiene dos tareas, a saber:

1. Revisar si el vértice actual es 6ptimo (y de serlo detenerse)
2. Determinar a qué vértice vecino moverse.

Cuando el Simplex comienza, regularmente lo hace desde el origen, y desde
ahi, es facil revisar si es el vértice éptimo y también resulta relativamente
facil determinar a qué vértice vecino se debe mover, pero rara vez el origen
es 6ptimo. En tal caso, el Simplex se mueve a un vecino que incremente
el valor de la funcién objetivo y convierte a este nuevo vértice un nuevo
origen para comenzar de nuevo. En este punto de la discusion ya se puede
empezar a intuir que, si el niimero de vértices es muy grande, el Simplex
puede comportarse de forma poco eficiente. Mas atin, el niimero de vértices
no es la unica razoén por la cual el Simplex se pueda llegar a comportar de
forma poco eficiente, también esté el problema del ciclo. Sin embargo, como
se demostrarda mas adelante, con el método de la perturbacién y con la regla
de Bland, el Simplex no cicla. Eso significa que el Simplex terminaré ne-
cesariamente en algin momento ya sea encontrando una solucién factible
oOptima o reportando que no existe tal solucién.

El siguiente teorema dice que, sin tomar en cuenta por el momento la regla
de Bland y el método de la perturbacién, si el Simplex falla, debe entrar en
un ciclo. Recuerde ahora que en un problema de programacién lineal escrito
como el programa 1.1 se tienen n variables de decisién y m restricciones.

Teorema 1.4. Si el método Simplex falla en terminar, entonces debe entrar
en un ciclo.
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Demostracion. Una tabla queda completamente determinada al especificar
cuales son las variables basicas y cuales son las no basicas. Hay un total de

n+m
m
posibilidades distintas. Si el Simplex falla en terminar, debe repetir alguna

de estas tablas més de una vez y, por lo tanto, cicla.
O

Los siguientes dos teoremas garantizan que el Simplex siempre terminara.

Teorema 1.5. Con el método de la perturbacién, el Simplex siempre ter-
minara.

Demostracion. Bastard con demostrar que nunca se produce una tabla de-
generada. Como se mencion6 en la seccién anterior, las variables €; pueden
cancelarse, por esa razon, pueden ser pensadas como variables independien-
tes. Extrayendo a las ¢; de la primera tabla, se tiene el siguiente patrén:

€1
€2
€m-

Después de varios pivotes, los términos € formaran un sistema de ecuaciones:

r11€1 + Ti2€2 ...+ Timé€m
ro1€1  + Tog€a ... +  Top€y
Tm1l€1 + Tm2€2 ... + Tomm€m.

Como este sistema de ecuaciones lineales fue obtenido del sistema original
mediante operaciones de “pivoteo” y éstas son reversibles, entonces el rango
de ambos sistemas debe ser el mismo. Como el sistema original tenia ran-
go m, cada sistema subsecuente debe tener rango m. Entonces, para cada

renglén 4, existe j = 1,2,...,m tal que 7;; #0. Esto implica que ninguno de
los renglones puede ser degenerado. Por lo tanto, no hay tablas degenera-
das. O

Antes de enunciar y demostrar el segundo teorema, conviene tener en
cuenta la siguiente:
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Definicion 1.11. Se dice que la variable zj es leal si estd en una base y no
esta en alguna otra.

Teorema 1.6. Si se sigue la regla de Bland para escoger los pivotes, el
Simplex siempre terminara.

Demostracion. Bastara con demostrar que esta variante no produce ciclos.
La prueba se hard por contradiccién. Suponga que con esta variante, el
Simplex cae en un ciclo. Sin pérdida de generalidad, suponga que el Simplex
cicla desde el principio. Sean Ty, 77,...,7r_1 las tablas donde el Simplex
cicla, es decir, el Simplex produce la siguiente secuencia:

T05T17 s )Tk—hTOale s

Sea x; la variable leal con el mayor subindice y sea T la tabla de Ty, ..., Tk_1
de donde z; deja la base. De nuevo, sin pérdida de generalidad, suponga que
T =Ty. Sea x5 la correspondiente variable saliente. Suponga que T' es como

sigue:
Z =v+ Z Cjxj
JEN
xi:bi_zaijmj i€ B.
JEN
Como z; es la variable saliente y z; es la variable entrante, se tiene que se N
y teB. Sea T™ una tabla en Ty, T4, ...,Tk_1 en la que la variable x; entra a
la base. Suponga que T™* tiene la forma:
Z=v"+ Y cu (1.7)
JEN*
x; =b; — Z a;;; ieB*.
JEN*

Como todas las tablas son degeneradas, se tiene que v* = v, y por ello se
puede escribir la funcién objetivo del programa 1.7 como

n+m

Z=v+ Z c;xj, (1.8)
j=1

donde se ha extendido la notacién ¢ a todas las variables (tanto las originales
como las de holgura) fijando las ¢; = 0 para jeB*. Ignorando por el momento
la posibilidad de que algunas variables pueden ser negativas, considérense
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las soluciones obtenidas al incrementar el valor de x5 mientras se mantienen
en cero las demds variables en N:

$5:y,
z; =0, jEN\{S},
T, = b; — aisY, 1€ B.

En este paso, la funcién objetivo esa dada por
Z =0+ cgy.

Sin embargo, usando la ecuacién 1.8 también se puede escribir como:
Z=v+cy+ Zcf(bi — aisy)-
i€eB
Igualando estas dos expresiones de Z, se obtiene
(cs—ct + Zcz‘ais)y = Zc;kbi.
i€B i€B

Como esta expresién debe ser una igualdad para toda y, se sigue que el
coeficiente de y del lado izquierdo de la igualdad debe hacerse cero (asi como
también el lado derecho de la igualdad):

Cs — C4 —|—Zcfais =0
i€B
Ahora, el hecho de que z; sea la variable entrante en 1" implica que

cs > 0.

Recuerde que x; es la variable leal con el mayor subindice. Como x; también
es leal, se tiene que s < t. Como x5 no es la variable entrante en 7™ (pues
lo es z¢), se ve que

;<0

De estas tres ultimas ecuaciones, se tiene que

Zc;kais < 0.

i€B
Entonces debe existir un indice r€B para el cual

crars < 0. (1.9)
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Consecuentemente, ¢:#0 y re N*. Entonces, z, es leal y por eso r<t. De
hecho, r < t, pues c¢fa;s>0. Para mostrar que este producto es positivo, note
que ambos factores lo son: ¢ es positivo, pues x; es la variable entrante
en T%; y ag es positivo, pues z; es la variable saliente en T. El hecho de
que r < t implica que ¢;<0. De lo contrario, de acuerdo con el criterio de
tomar el menor subindice, x, seria la variable entrante para T*. Entonces
1.9 implica que
ars >0

Como cada tabla del ciclo da la misma solucién, se sigue que cada variable
leal en estas tablas es cero. Claramente es cero en la tabla en la cual es no
bésica. En particular, x, = 0. Pero en T, x, es bésica. Por eso,

by =0

Las ultimas dos desigualdades implican que z, era candidato para ser la
variable saliente en T, y como r < t, debi6 de ser escogida en lugar de ;.

Esta es la contradiccién que se buscaba.
O

Gracias a los dos teoremas anteriores, se puede estar seguro que al re-
solver un problema con el método Simplex el proceso es finito, en tanto que
no se caiga en ciclos. La pregunta a responder ahora es, en el peor de los
escenarios, cuanto tiempo se requiere para resolver un problema. Como el
Simplex opera moviéndose de una solucién factible a otra sin regresar a al-
guna previamente visitada, una cota superior para el nimero de iteraciones

requeridas es:
n+m
m )
Para valores fijos de la suma n+m, la expresion anterior se maximiza cuando
n = m. Esto da lugar al siguiente:

Teorema 1.7. V n € N, se tiene que:

1 2n
— 92" < < 9%n 1.10
2n - (n) - ( )

Demostracion. Sea n € N. Primero se demostrara la siguiente desigualdad:

<2n> < o2n
n
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Para probarla, recuerde el teorema del binomio:
(a+b)" = zn: ") an—ipi (1.11)
i=0 ’

Tomando a = b = 1 y el exponente como 2n en la Ecuacion 1.11, se tiene

. 92n — i (i") (1.12)

i=0
Observe ahora que, V n € N, se tiene que

()50

De esta ultima desigualdad y de la Ecuacion 1.12, se sigue que

<2:> . i’; <2Zn> _ g2

Lo que demuestra la desigualdad derecha de la relacién 1.10. La parte iz-
quierda de la desigualdad se demostrara por induccién. Para n = 1:

= — < = — =
2 2(1)2 =)= m =2

Suponga que la desigualdad es valida cuando n = k — 1, es decir

2(k 1_ 1)22(’%1) = (2(:__11)> (1-13)

A continuacion, se probara para n = k > 1. De la Desigualdad 1.13, se
tiene que:

30h—1) S G DIk-D)!
_ 2k—1)2k 2k—2)! 2k—1)2k
(a2t V) (%22) < (tm) (%52
pues es claro que (Qk];i)% > 0, Vk € N.

Simplificando ambos miembros de la desigualdad y reagrupando términos
de lado izquierdo, se tiene:

2 1o g 2 _ 2K (2%
2%k — 2 kT RE T\ k
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Ahora, observe que:

2k — 12219—22 > 2(k — 1)22k—22 _ 22k _ 1 o2k

2%k — 2 k= 2(k—1) k- 2k 2k

Lo cual, completa la prueba. ]

El teorema anterior garantiza que, en el peor de los casos, se requeriran
227 jteraciones para poder encontrar la solucién factible éptima. Ahora,
como el Simplex es un método iterativo que va de vértice en vértice, se vera a
continuacién el tiempo requerido para una sola iteracién. Suponga que se
esta en el vértice u. Por definicién, es el inico punto donde n restricciones
se cumplen en igualdad. Cada uno de sus vecinos comparte n — 1 de estas
restricciones, asi que u tiene a lo méds nm vecinos; asi, se debe escoger
qué desigualdad desechar y cudl conservar.

Una forma de realizar una iteracion, seria revisar cada posible vecino para
confirmar si es en verdad un vértice del poliedro y determinar su valor en la
funcién objetivo. La primera tarea es sencilla (es s6lo un producto punto)
pero la parte de revisar si en verdad es un vértice requiere resolver un sistema
de n ecuaciones con n incdgnitas, esto es, que se satisfagan exactamente las n
desigualdades, y revisar si la solucién es factible. Por eliminacion Gaussiana
esto toma O(n3) de tiempo, dando un ineficiente tiempo de O(mn?*) por
iteracion.

El factor mn* puede ser mejorado a mn, haciendo del Simplex un algo-
ritmo practico. Resulta que el costo en tiempo de reescribir el problema en
términos de coordenadas locales es de s6lo O((m + n)n); esto toma ventaja
de que la visién local del punto cambia poco entre las iteraciones, en sélo
una las desigualdades que lo definen.

Para seleccionar al mejor vecino, tome primero en cuenta que la vision
local en el punto u de la funcién objetivo es de la forma

max cy + ¢y

donde ¢y es el valor de la funcion objetivo en u. Esto inmediatamente iden-
tifica una direccién a la cual moverse: se escoge cualquier ¢ > 0 (si no hay
alguna, entonces el vértice actual es el 6ptimo). En la seccién anterior, se
dieron algunos de los criterios méas comunes para escoger las variables salien-
tes y entrantes. Como el resto del problema ha sido reescrito en términos
de las nuevas coordenadas, es facil ver que tanto se debe aumentar en la
variable correspondiente antes de que alguna restriccién sea violada (y si se
puede aumentar indefinidamente, se sabe que el problema es no acotado).
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Se sigue que el tiempo por iteracién del Simplex es de tan s6lo O(mn). El
nimero de iteraciones que hay en esta expresién no sobrepasa las 22, por el
Teorema 1.7. Pero esta cota superior es exponencial en n; mas aun, el ejem-
plo que se di6 al principio de esta seccién requiere de un niimero exponencial
de iteraciones. En otras palabras, el simplex es un algoritmo de tiempo ex-
ponencial. Sin embargo, tales ejemplos exponenciales no son comunes en la
practica y por ello el simplex es tan valioso y tan usado.



Capitulo 2

El algoritmo proyectivo de
Karmarkar

Este es el primer método de punto interior que se expondra en el pre-
sente trabajo. Este método fue desarrollado en 1984 por N. Karmarkar y su
principal ventaja, es que su tiempo de ejecucién es polinomial.

La idea del algoritmo es la siguiente: se toma un punto en el interior del
conjunto de soluciones factibles. Se construye una bola que esté contenida
en el conjunto de soluciones factibles. Se optimiza la funcién dentro de esa
bola y, en el nuevo punto encontrado, se vuelve a construir otra bola para
volver a optimizar la funcién dentro de esa bola. Asi se procede un nimero
finito de veces. A partir del ultimo punto encontrado, se procede a buscar
un punto extremo que optimice la funcion.

Todas estas ideas de quedaran formalizadas a través de este capitulo.
Para poder hablar formalmente del algoritmo, primero se requieren de los
resultados que se exponen en la siguiente seccion.

2.1. Conceptos preliminares

Antes de exponer bajo qué hipétesis trabaja el método de Karmarkar y
dar la descripcién formal, conviene tener en cuenta las siguientes definiciones.

Definicién 2.1. Sean 1, x2,..., 2, € R"y A1, Ao, ..., Ay € Reon > 1" | A\ =
1. A la combinacién lineal Y " | A\jx; se le llama combinacidn afin.

Definicion 2.2. Sea Sy C R™. Se dice que S4 es un subespacio afin, si
Vx1,z9 € S4, toda combinacion lineal afin de estos dos vectores también
estd en Sy4.
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Un buen ejemplo de subespacio afin es el siguiente. Considere el conjunto
K:{$€R21x2§x1+1,$2§—m1+5}

Para probar que es un subespacio afin, sean z,y € K; A\, € Rcon A+ = 1.
Entonces

Br 4+ Ay = (Bx1 + Ay1, Bra + Ay2)
Bra+ Ays < B(x +1) + My + 1)
=0x1+ 08+ Ay1 + A
=pri+Ay+A+0
= Br1+Ay1 + 1

Con lo cual se cumple la primera condicién del conjunto K. La segunda es
analoga a la primera. Observe que, salvo por la no negatividad, las restric-
ciones del conjunto son parecidas a las de un programa lineal.

Para poder hablar de la eficiencia (en el sentido de iteraciones) de este
algoritmo, se requiere de saber qué tan complejo o qué tan grande es el
problema en cuestién. Se podria pensar que el tamano o la complejidad de un
problema depende sélo del niimero de variables que estan involucradas. Esto
dejaria de lado el orden de las constantes con las que se estd tratando. Por
esa razon, en la definiciéon del tamano de un problema se deben involucrar
tanto el niimero de variables como el orden de las constantes. Formalmente,
se tiene la siguiente

Definicion 2.3. Para un problema de programacién lineal escrito en su
forma estandar:

t

max cz
sujeto a: [A, Ilx =10 (2.1)
z; >0

con r un vector columna de n entradas y A una matriz de m x n. La
longitud del problema, denotada por L, es la cantidad de bits requeridos
para almacenar todos los datos del problema 2.1; es decir:

L=[1+logy(14+m)]+ [1+1ogy(1+n)]+ Z[l + [logy(1 + |cj]) 1]

+ Z Z[l + [logy(1 + |ag])]] + Z[l + [logy (1 + [bi])1]

Donde [-] denota el mayor entero.
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A continuacion, se enuncian y demuestran una serie de afirmaciones que
seran de gran utilidad para la construccion del método asi como para la
discusién de la eficiencia del mismo.

Afirmacién 2.1. Sea x = (z,xx) una solucién factible basica del sistema
[A, Ilx = b con cada entrada de x no negativa, donde A € M, x,,(R) de rango
m y cada entrada de x, A y b son enteras. Entonces, la k-ésima entrada de
rp satisface que zg, < 7272

Demostracién. Por definicién, xz = B~'b. Por ello, se tiene que:

m
E: -1

TR — Bki bi
i=1

< Y IBbl
i=1
< 1+ ) IB'b| =
i=1
log, (Z !B;ﬁbﬂ) < log, <1 +) \B;fm\)
i=1 i=1
< logy(m) + logy(n) + logy (1 + Z |B,;i1bi\) (2.2)

i=1
m
< 3+logy(m+1) +logy(n+1) +logy(1+ Y | By bil)

i=1
= (I+logy(m+1))+ (1+1logy(n+1))

+(1+logy(1+ > [B;'bil))

i=1
(2.3)
< J(1+logy(m+1))] + [(1+logy(n+1))]
+H[(1+logo(1+ ) |B'bil)]
i=1
< L

La ultima desigualdad es obvia, pues L es el niimero de bits que se requieren
para guardar un problema completo, mientras que el lado izquierdo sélo
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representa una parte del mismo. Ahora bien, usando la desigualdad 2.2 se
tiene que:

logy(m) + logy(n) + logy (1 + Z 1B, 'bi]) = logy[mn(1+ Z |B,;'bi)]
=1 =1

logz[mn(l—i—Z\Bk_ilbi\)] < L =
i=1

m
mn(l—l—Z|B,;.1bi|) < 2l =
i=1

—1
1+Z;B,ﬂ. I —
1=1
Pero Y1, B 'bi < 1+ 31 | B;;*bi]- Lo cual completa la prueba O

De la afirmacién anterior, se desprenden los siguientes resultados.

Corolario 2.1. Dada la desigualdad de la Afirmacién 2.1, se tiene que para

la norma Euclidiana .

2
||| < —
n

Demostracion. Usando que ||z||? = z - z.

=l < —

O]

El corolario anterior da paso a dar una cota para el valor éptimo de la
funcién objetivo. Formalmente se tiene el siguiente resultado.
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Afirmacién 2.2. Considere el siguiente problema:

min ctx

sujeto a:  [A,I]lx =b

Con L como en la definicién 2.3 y suponga que el problema es acotado y
factible. Entonces, Zyp; < oL

Demostracion. Observe que, para cualquier problema de programacién li-
neal

min ctx

sujeto a:  [A,I]lz =b
Z; Z 0

es equivalente a

min  (ke)lx
sujeto a:  [A,I]lz =b
Z; 2 0

con k € R, k > 0 constante. Sea ¢ = ﬁc y considérese el problema
min ct
sujeto a:  [A,I]lz =b
Z; Z 0

Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz, se sabe que
'z < |ef| - [J||

Usando la afirmacién anterior, se tiene que

2L
al . < a2
el - flell < llell—
n oL
= |lel|—
el n
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Observe que el razonamiento anterior es valido para cualquier solucién fac-
tible, en particular para la solucién optima. Asi

Zopt S 2L
O

Corolario 2.2. Para cualquier problema de programacion lineal, se tiene
que
25 < Zppy < 2F

Demostracion. Inmediato de la afirmacién anterior y de que
max f = —min — f
O

En el capitulo anterior, se expuso una alternativa para el método de las
dos fases; dicha alternativa se conoce como el método de la gran M. Sin
embargo, solo se dijo que tal M existe, pero no se hablé de su magnitud.
Con la siguiente afirmacion, queda bien argumentado qué tan grande debe
ser la M.

Afirmacién 2.3. Sea

min cz

sujeto a: [A, Ilx =10

z; >0
un problema de programacién lineal acotado y factible. Sea M = 2/+1 y
considérese el siguiente problema

min  cdr+ M Tt:ca

sujeto a:  [A, []lx+2,=10
Tiy Tai > 0

Entonces, en el 6ptimo z, = 0 0 el conjunto de soluciones éptimas es vacio.
Demostracion. Suponga que x, # 0. Por el corolario anterior, se tiene que
ol 4 M Ttxa
—2F 4+ Mm(—2h)
= ob

do+ M1tz, >
>

Lo cual es una contradiccion. Esto completa la prueba. ]
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El siguiente resultado resultara de utilidad para el anélisis de convergen-
cia del algoritmo.

Teorema 2.1. Sea a = % con a € (0,1),z € R™ tal que Il-z=1y

;>0 i=1,2,...,nconl=(1,1,...,1). Si

- -1
Hna:—lHSUn a<l
n

n ~2
0< —Zln(mﬁj) <o
j=1

Entonces,

2(1 - a)

Para una demostracién del resultado anterior, puede consultar el Bazaraa

[7].

2.2. Descripcion del algoritmo

La idea basica de este algoritmo, es generar una sucesion de puntos facti-
bles en el interior del poliedro que converja a la soluciéon 6ptima. En esencia,
esto se hace resolviendo una secuencia de problemas restringidos que no in-
volucren desigualdades. El algoritmo que estd por describirse, realiza una
serie de cambios de variables que permiten resolver los problemas aplican-
do algunos conceptos del cdlculo. Para que el concepto de “interior de un
conjunto” no quede al aire, se formaliza a través de las siguiente

Definicion 2.4. Sea A C R" y z € R". Se dice que = es punto interior de
A si Je > 0 tal que V. (z) C A. Al conjunto de todos los puntos interiores de
A se le llama el interior de A.

Este algoritmo resuelve problemas de la forma:

min cdx

sujeto a: Ar =0
Ttr =1 (2.4)
;>0 1=1,2...,n
donde A € M,,xn(R) de rango m, n > 2, las entradas de A y ¢ son todas

enteras, 1 es un vector columna cuyas n-entradas son todas 1 y las siguientes
dos suposiciones son validas para el problema 2.4



2.2 Descripciéon del algoritmo 37

Al. El punto zg = (£, 1,..., 1) es factible

n’n’
A2. El valor éptimo es cero

Una observacién importante es que no porque se tenga un problema de la
forma 2.4 automdaticamente se van a cumplir las hipétesis Al y A2. Un
ejemplo es el siguiente:

min c
sujeto a: Ax =0
Ttz =1 (2.5)
;>0 i=1,2....n

con ¢ # 0. El problema anterior estd en la forma de 2.4, pero no se cumple
la hipotesis A2.
En caso de que se tenga un problema de la forma

min ctx

sujeto a: Ax =1b (2.6)
;>0 i=1,2,...,n

con b # 0, para convertirlo a la forma requerida y ademds que cumpla
con las hipétesis Al y A2, se procede a reqularizar el problema. Para este
fin, se anade una constante que cumpla que Y ;"  z; < Q. La Q puede
manejarse como una constante entera conocida, derivada de las condiciones
de factibilidad y optimalidad. Por la Afirmacién 2.1 y el Corolario, en el
peor de los casos se puede tomar @ = 2. Si esta restriccién es activa en
el éptimo, se deduce que la regién es no acotada y por lo tanto no existe
6ptimo finito.

Anadiendo esta constate junto con una variable de holgura x,.1, se
reescribe el problema 2.6 como sigue:

t

min c'xr
sujeto a: Axr=b>
Tty + Tnt1 = @
z; >0 i=1,2,...,n+1

En este punto, se hace homogéneo el sistema Ax = b al reemplazar b con

W#, pero esto puede afectar la densidad de A, pues generalmente b

es denso. Para evitar esto, se agrega una variable pancha z,42 junto con la
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restriccién x, 9 = 1, para reescribir las restricciones de manera equivalente
como sigue:
Ax —bxpie = 0
Tn4+2 = 1
o+ api1 +Tnge = Q+1

mas las restricciones de no negatividad. Usando la iltima igualdad, ya se
puede escribir el Problema 2.6 de la siguiente forma:

min ctx

sujeto a: Ax — bxpio =0
Tte + Tpy1 — Qxpia =0
T2 4+ @yt + Tne = (Q + 1)
x; >0 1=1,2,...,n+2

A continuacién, se usa el cambio de variables z; = (Q+1)y;,1 < j <n+2,
para que en la iltima restriccion quede igualada a 1. Asi, se tiene:

min cly
sujeto a: Ay — byp42 =10
I + Yns1 — QYnya =0 (2.7)
Tty + Ynt1 + Unt2 =1
yi >0 i=1,2,...,n+2

Las restricciones del Programa 2.7 son ahora de la forma del problema 2.4.
Para que se cumpla la hipdtesis Al, se introduce una variable artificial en la
funcién objetivo y,+3 con coeficiente M suficientemente grande como para
que sea 0 en el 6ptimo y con coeficientes en las restricciones tales que hagan
que la solucion y = (n%rg, e n%r?)) sea factible. Para que esto ocurra, los
coeficientes de las restricciones homogéneas deben sumar cero y el coeficiente
de y,+3 en la ultima igualdad debe de ser 1. Como se demostrd, en el peor
de los escenarios puede tomarse la M como 25*1. El problema auxiliar es

como sigue:

min cty+ My,
sujeto a: Ay — bypia — [AT" = blyps3 =0 (2.8)
Ty + o1 — Quniz — (N +1— Q)ynis =0
T + Ynt1 + Yni2 + Ynys = 1
yi >0 1=1,2,....,n+3
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El Problema 2.8 es de la forma del Problema 2.4 con (n + 3) variables y
ademads cumple con las hipdtesis Al y A2.

Como se demostré que un problema de programacién lineal puede ser
llevado a la forma del Programa 2.4 y para simplificar la notacién, se su-
pondré de ahora en adelante que ya se tiene el problema escrito de la forma
adecuada.

Dada cualquier solucion factible xj, se define la matriz diagonal Dy =
diag{zxg1,...,Tk}, donde las variables xj; son las entradas del vector xy.
Considere la siguiente transformacién, denotada por T

_ Dy'w
fD,;lx

y (2.9)

Observe que la region factible del Programa 2.4 estd descrita por la inter-
seccién de un subespacio de dimensién (n —m), definido por las igualdades
homogéneas Az = 0, con el conjunto S, = {z € R" : I*z = 1,2; > 0}. Esta
interseccién da como resultado una regién de dimensién (n—m —1). Bajo la
transformacion 7', cualquier = € S, se convierte en un punto en el conjunto
(n — 1)-dimensional Sy = {y € R" : Ty = 1,y; > 0}. En particular, el punto
x}, es transformado en el punto yy = (%, cee %), que es el centro de S,. Note
que si se hubiera tomado la transformacién afin ¢ = D;lx, se tendria que
y' ¢ Sy; sin embargo, si este punto y' es proyectado en S, sobre el rayo de-
finido por el origen y 7/, se obtiene el punto dado por la transformacién 7.
Por esta razon, a la transformacién T' se le conoce como la transformacion
proyectiva.

Considere ahora la transformacién proyectiva inversa, que se obtiene
de resolver para z en S, la ecuacion 2.9. Esto da como resultado x =
(Dyy)(I'D'x). Como Ttz = 1, se tiene que (I'Dyy)(1*D_'z) = 1. Des-
pejando, TtDk_lx = ﬁ. Substituyendo esto en la ultima expresién de x,
se tiene “

Dyy

B 1t*Dyy
En este punto es claro que la transformacién 2.9 tiene una inversa, y que
T(Sy) =Sy y T71(Sy) = S,.
Bajo la transformacion 7', el Problema 2.4 se convierte en

(2.10)

: c!Dyy
min DLy
sujeto a: ADyy =0
Ity =1 (2.11)

yi >0



40 El algoritmo proyectivo de Karmarkar

Observe que aunque las restricciones atin son lineales, la funcién objetivo ya
no lo es, pues se ha convertido en un cociente de funciones lineales. A este
tipo de problema se le conoce como problema fraccional de programacion
lineal. Sin embargo, por la hipdtesis A2, el valor éptimo del problema 2.11
sigue siendo cero. Por ello, equivalentemente se puede minimizar el numera-
dor del problema, pues el denominador es estrictamente positivo y acotado
lejos el cero Vy € Sy. Tomando

AD 0t
¢=cDy, P= [ Ttk} Py = [(i)‘t]

se puede reescribir el problema 2.11 como

min cly
sujeto a: Py = Py (2.12)
yi =0

En lugar de resolver el Problema 2.12, lo cual es equivalente a resolver
el problema original, se optimizara una restriccién mas simple del mismo.
Al resolver el problema, se encontrard un punto dentro de la regién de so-
luciones factibles que incremente el valor en la funcién objetivo aunque no
necesariamente de forma mondtona.

Para definir esta restriccién, sea r > 0 y considérese la vecindad V;(yo)
%, ey %) y cuyo radio 7 es tal que la interseccion de
esta vecindad con el conjunto {y € R™ : I*y = 1} resulta en una bola (n—1)-
dimensional con el mismo centro y radio, inscrita en .S;. Observe que r es
la distancia de yo a alguna de las caras de S,. Sin pérdida de generalidad,
se puede tomar el punto donde la primera componente es cero, a saber,
0,1, ..., L) e Sy asf, r = ——

Yp—10 n—1 Va1

Suponga ahora, que se desea minimizar el problema 2.12 pero dentro de
la vecindad V,,(yo) con 0 < v < 1, es decir, se le agregé al problema 2.12
una restriccion, a saber, las y’s deben de estar dentro de la vecindad. Note
que se ha encogido la vecindad por un factor de «; més aun, al tomar los
puntos dentro de la vecindad, con cada iteracién las entradas de aquéllos
serdn estrictamente positivas. Como y; > 0 Vi, la interseccién de Vi, (v0)
con {y € R": fty = 1} implica que se puede reescribir el problema como

con centro en yo = (

min cly
sujeto a: Py="F (2.13)
(¥ = %0)"(y — o) < o®r?
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Note que el sistema de ecuaciones Py = Py define un espacio afin de
dimensién (n —m — 1) que pasa por el centro de la vecindad V. (yp). Por
ello, la regién factible del problema 2.13 es una esfera con centro en yg y de
dimensién (n—m—1). En este momento, es claro que la solucién del problema
2.13 se obtiene al proyectar menos el gradiente de la funcién objetivo (—ct)
centrado en yo a la superficie definida por Py = Py y moviéndose desde g
sobre esta direccién proyectada hacia el borde de la esfera. Tomando ¢, = &

y el 6ptimo del problema 2.13 como yg.t, se tiene:

C
Yact = Yo — T — (2.14)
llepl|

Si se tiene que ¢, = 0, entonces cualquier solucién factible seria éptima, pues
, 1 1 ’ . .. . .

se tomé yo = (,..., ) sélo por simplicidad, es decir, es el punto factible

mas facil de construir y de trabajar, pero cualquier otro funcionaria. De esta

manera, cualquier xj, seria solucién éptima al problema original.

Antes de poder calcular ¢, es necesario primero demostrar la siguiente

Afirmacién 2.4. Sea A € M,,,x,,(R) de rango m, zj, € R™ con cada entrada
estrictamente positiva. Entonces, la matriz PP? es invertible, con

ADy,
F= [ it }

Dy = diag{zk1,..., Tk}

Demostracién. Suponga que PP! no es invertible y sear; i=1,2,...,(m+
1) el i-ésimo renglén de PP!. Como P P! no es invertible, entonces det(PP?) =
0. Eso significa que {r; :f{l es un conjunto linealmente dependiente. Reali-
zando operaciones elementales en PP?, se puede hacer un renglén de ceros.
Entonces, P es equivalente a una matriz que tenga algin renglén de ceros y
consecuentemente el rango de P # m, lo cual es una contradiccion. O

Ahora, observe que como ¢, estd en la superficie definida por Py = Fp,
el vector (¢— cp) pertenece al espacio definido por los gradientes a Py = P.
De ahi que exista w tal que P'w = ¢ — ¢,. Multiplicando ambos lados de
la ecuacién por P, se tiene que PP!'w = P¢ pues por definicién Pc, = 0.
Usando la afirmacién anterior, se tiene que w = (PP!)~1P¢. Como ¢, =
¢ — Plw, sustituyendo el valor de w, se tiene que:

cp = [ — PY(PP")"'Ple (2.15)
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Dada yqe en la expresion 2.14, el nuevo vector correspondiente xgyq es
obtenido con la transformacién inversa 2.10

o Dkyact (216)

Esto completa una iteracién. Se vuelve a comenzar después de incrementar
ken 1.

Como se da una sucesion de puntos interiores, en un numero finito de
pasos sblo se puede garantizar que Z,,; < 2~L Para encontrar un punto
extremo 6ptimo, se sigue el procedimiento conocido como esquema de pu-
rificacion, pero antes de describir detalladamente dicho esquema, resulta
conveniente tener la siguiente

Definicién 2.5. Sea X = {x e R" : Az < b, 2; >0 Vi=12...,n}
con A € M, xn(R), b € R™. Se dice que una restriccién azx < [ de X es
activa en T € X si ar = f3

Empezando con zj tal que ¢tz < 27F, si n restricciones linealmente
independientes son activas en xj, entonces x; ya es una solucién factible
basica (ademds de 6ptima). En otro caso, existe una direccién d # 0 en
el espacio nulo de restricciones activas, es decir, d satisface al sistema de
ecuaciones homogéneas definido por las restricciones activas. Se procede a
moverse en la direccién d si cd < 0, y en la direccién —d en otro caso, hasta
que alguna restricciéon interrumpa el movimiento. Esto necesariamente debe
ocurrir, pues se supone que la region factible estd acotada.

Para ilustrar la forma de reescribir un problema general, considérese el
siguiente problema de programacion lineal escrito de forma estdndard

max r1 + 3x2
sujeto a:

2131—1‘2§8
r1 +4x0 <15

Considere el problema dual dado por

min 8w; + 15wsg
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sujeto a:

2w —wg > 1
—wi + 4wy >3
€T; > 0
Si se minimiza la diferencia entre el dual y el primal sujeto tanto a las

restricciones duales como primales, se asegura el tener una funcion objetivo
cuyo 6ptimo sea cero !. Esto hace que se cumpla la hipétesis Al.

min 1 + 3x2 — (8w + 15ws2)
sujeto a:

201 — 10 < 8
T1 + 4xo < 15
2wy —x9 > 1
—wy + 4w > 3
z;,w; >0

Se introducen variables de holgura para transformar las desigualdades en
ecuaciones:

minz; + 3x2 — (8w + 15ws)
sujeto a:

2r1 —x9+ h1 =8
r1+4xe + heg =15
2wy —x9 —hg =1
—wqy +4wy —hy =3
Ti, wi, hy >0

Se introduce la ) que es una cota para la suma de variables

min z; + 3x2 — (8w + 15ws2)

1Observe que se est4 suponiendo que el éptimo es finito
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sujeto a:

2r1 — 292+ h1 =8

x1 +4x9 + hy =15

2u1 —xo — hg =1

—wi + 4wy — hg =3

r1+ a2 +wi +we+hy+hys+hs+hg+ hs =Q
Ti, wiy hy > 0

Se agrega la variable artificial ¢ junto con la restriccién de que sea igual a 1
para homogeneizar las restricciones

minxi + 3z — (811)1 + 1511)2)

sujeto a:

201 —x9+ h1 — 8t =0
1 +4x9 +ho — 15t =0
2wy —x9 —hg—t=0
—w1 +4wy —hs —3t=0
r1+ w2+ wy +we+hr+he+hy3+has+hs+t=0Q+1
x;, wi, hi,t >0

Haciendo los siguientes cambios de variables

1= (Q+ Dy z2 = (Q + 1)y2
w = (Q + 1)ys wz = (Q + 1)ya
h1=(Q+1)ys he = (Q + 1)ys
hs = (Q + 1)yr hy = (Q + 1)ys
hs = (Q + 1)yo t=(Q+ 1)ywo

El problema se reescribe como

miny; + 3y2 — (83/3 + 153/4)
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sujeto a:

2y1 —y2 +ys —8yio =0
Y1 +4y2 +ys — 15y10 =0
2ys —ys — Y7 — Y10 =0
—y3 +4ys —yg — 3y10 =0
Yi+y2tyst+yat+ys+ys+yr+ys+yo— Qyio=0
Mity2t+ys+yatys+ys+yr+ys+yo+yo=1
yi >0
Por tltimo, para que se cumpla la hipdtesis Al, se tiene

miny; + 3y2 — (8ys + 15y4) + Myn

sujeto a:

2y1 —y2 +y5 — 8y1o + 6y11 =0
Y1 +4y2 + ye — 15y10 + 9y =0
2ys —ya —yr —yio—ynn =0
—y3+4ys —ys —3y10+yn =0
Yity2+tys+yatys +ys+yr+ys+yo— Qyio— (9 — Q)yn =0
ity t+ystyatys+tye+yr+ys+yo+yot+yn =1
yi >0
Asi, el problema anterior cumple cabalmente con las hipdtesis Al y A2
requeridas para aplicar el algoritmo de Karmarkar. Observe que el tamano
del problema aumenté considerablemente. Por esa razdn, para ejemplificar
el algoritmo, considere el siguiente problema de programacién lineal escrito
de forma estandard
min To
sujeto a: x1 + 22 — 223 =0
r1+xo+a3=1
z; <0
En este ejemplo, n = 3 y m = 1. Claramente, el punto xg = (%, %, ) es
factible y el éptimo es cero. Asi, se cumplen con las hipdtesis Al
Adems4s se tiene que
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Primera iteracién

Empezando con g, k = 0, se define Dy = diag{%, %, %} Como 1*Dyzy =
3, la transformacion 2.9 da x = y, asi se tiene que yg = xg. Segun las
ecuaciones 2.9 a 2.12, se tiene que:

1 11 _2 3
a:<0,3,0> P:[fi i 13] PPt:[(Z) 3}
1 1
119
t\—1 _ |2 —1p_ |2 2 i —-1p__ (LI 1
(PP 2> O (ppyip_ [z 2 T prepyipo | T
=0 1 =11 1 1 = |2 2
3 3 3 3 0 0 1

De la ecuacién 2.15, se tiene que

L _1 097 To _1
2 2 6

a= |3 3 O |3 = 5| llell=yE+E+o=>¢
0 0 0] |0 0

Usando la ecuacién 2.14, se tiene que

1 1 1 41
ROl
var = 3| (3 ) =) (=) s |=|5-
O 9 e v/ | 398
3 3
Usando la transformacién inversa, se tiene o1 = yqer v ct1 = % — ﬁ.

Segunda iteracién

Con k =1, se define

1 11 1 1
Dy =dia — =, = = , c=10,-———,0
! 9{9\/533 3} <39\/§>
R U T

1
W33 3793
1 1 1

1

Wl

w
Wi

P=

Se calcula de nuevo ¢, junto con su nueva norma

121 _ 121
t ty—1 2%%3\/5 1738 1627 80
¢p=[I — P*(PP")"'Plc = T 5 llepll = 1/ 20885 — 3321073

369 1107v/3
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Para simplificar la lectura, se usaran de aqui en adelante valores decimales.
Substituyendo los valores en la ecuacién 2.14 se tiene

—0.1324029 0.3930009
— 0.45006524 | 0.1505548 | = |0.2654855
—0.0181517 0.3415134

Yact =

Q|00 =0 =

Finalmente, de la Ecuacién 2.16, se tiene

0.1562112]

Ditoet = |0.0714641|  TDyyaer = 0.3415131
0.1138378
Dipey 0457409
2y = —2Wact | 909258
IDiyact 10333333

Esto completa la segunda iteracién. El valor actual en la funcién objetivo es
de ctzy = 0.209258

Observe que el valor de las z}s es de la forma (% + 5,% — 9, %) donde
¢ incrementa gradualmente hasta alcanzar el valor de % cuando k — oo.
Para efectos de este ejemplo, tome 27 = .0625. Asi, las iteraciones de-
berfan terminar cuando cfz;, < 0.0625. Esto ocurra para k = 6, con zg =
(0.606509, 0.060158, %)t y clzg = 0.06158.

Finalmente, se aplica el esquema de purificacion para encontrar el punto
extremo optimo. Observe que las tinicas dos restricciones linealmente inde-
pendientes son activas en xg. Se debe encontrar una solucién d € R3, d # 0
para el sistema homogéneo

di+do+2d3=0
di+de+d3=0

Resolviendo para di y d3 en términos de ds, se tiene di = —ds y d3 = 0.
Tomando arbitrariamente dy = 1, da la direccién (—1,1,0)!. Como ctd =
1 > 0, se debe mover en la direcciéon —d = (1,—1,0). La restriccién x3 > 0
bloquea el movimiento, dando una longitud total de 0.060158. La nueva
solucion z* = (%, 0, %) es punto extremo y éptimo.

2.3. Analisis de convergencia

Para poder probar la convergencia del algoritmo, se desarrollaran dos
construcciones: primero, se construird un problema relajado del Problema
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2.12 que ademas complemente las restricciones del Problema 2.13; la segun-
da construccién compete a una funcién llamada la funcién potencial. Esta
dltima mide el progreso del algoritmo en cada iteracion.

Para hacer la primera construccion, considere la vecindad n-dimensional
Vr(yo) cuyo centro coincide con el de S, y cuyo radio sea tal que al intersec-
tar Vz(yo) con {y € R" : Tty = 1} resulte en una bola (n — 1)-dimensional
que circunscriba S,. Por construccién, R es la distancia desde yp a cual-
quiera de los vértices de Sy. Sin pérdida de generalidad, se puede tomar la
distancia a (1,0,...,0). Asi,

(n—1)

R=

Considere ahora el problema obtenido al anadir la restriccién y € Vg(yp) al
Problema 2.12, pero quitando la restriccién de la no-negatividad:

min cy
sujeto a: Py =F (2.17)
(v —y0) (y — yo) < R?

Nuevamente, la regién factible del Problema 2.17 resulta ser una bola (n —
m—1)-dimensional centrada en g, definida por la interseccién del subespacio
afin {y € R" : Py = Py} con Vi(yo). Una solucién al Problema 2.17 es
obtenida de manera similar a la expresién 2.14, y estd dada por

Re,

llepl|

Yact = Yo — (218)
con ¢, como en la Ecuacién 2.15. Ya se esta en las condiciones para obtener
un estimado del progreso con respecto de la funcién objetivo ¢'y. De la
Ecuacién 2.14, claramente de tiene que si ¢, # 0, ' yaet < Cyo porque

& (Yo — Yact) = ‘Viﬁp = arlley]| > 0
pues

& = ¢, + P(PP) " P de la Ecuacién 2.15
asi

c'ep = [lepl| + & PH(PP) T Py = |l
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pues por definicién
Pc, =0

Denotando y* como la solucién 6ptima del Problema 2.12, como el Problema
2.13 (resuelto por yue) es una restricciéon del Problema 2.12 (resuelto por
Yact v €l Problema 2.17 es una version relajada del Problema 2.12, se tiene
que

Etgact S Ety* S Etyact < Et?/o

Mas atn, usando lo anterior junto con las ecuaciones 2.15 y 2.18, se tiene

_ R R _
0 <& (Yo — Yact) < (Yo — ) < (Yo — Yact) = e Hctcp Jct(yo — Yact)
p

Las desigualdades anteriores implican que

Hyo—y) < Ed(yo—vae) = g[ét(yo ") = & (Yact — y")]
o 1S G- Sy
1= % < Sy
=t *
Erer RS SR (219

Por la hipétesis A2, se tiene que ¢'y* = 0, asi que

~t
C'Yact < «

clyo (n—1)

(2.20)

La desigualdad 2.19 garantiza que, con cada iteracién, el valor de c'y se
reduce en un %4y %. Sin embargo, ¢ = Dyc depende de la k-ésima iteracién;
més ain, la Ecuac:lon 2.19 sélo garantiza un decrecimiento en el numberador
de la Ecuacién 2.11. De hecho, el valor de la funcién objetivo del Problema
2.11, y por tanto del Problema 2.4, puede no decreser y hasta aumentar. Por
estas razones, se requiere de una funcién que sea estrictamente monoénotona,
y asi asegure la convergencia al éptimo. Se usard una funcién particular
llamada la funcion potencial que estd dada por:

f(z) = anln [iﬂ = nln(c'z) Zln (z;) (2.21)
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De acuerdo con la Ecuacién 2.9,

clx - ¢! Dyy B cly

Ty Lkilj LkjlYj
Asi, la Funcién 2.21 se convierte en

Dyy
I'Dyy

.mwzf[ ]znmwijm@»E)m%ﬁ (2.22)
s =1

Usando la expresién anterior, se medira cuanto decrece la funcién en la
k-ésima iteracién en términos de las variables y:

Myact]
F(yact) - F(yO) =nln |: Etyot:| - Zln(ny(act)j)
j=1

pues yo; = % VY j=1,2,...,n. Sin embargo, de la Ecuacién 2.20, se tiene
que
Etyact « «
1 <Inh|l-—— | <———"—
“{am}—“[ <n—n]— (n=1)

pues In(l —z) < —x V =z € [0,1). Usando esta dltima ecuacion, se tiene
que

n
no
F(Yact) — Fyo) < — =1 > In [ny(ace);] (2.23)
j=1
Observe ahora que yq..+ cumple con las hipétesis del Teorema 2.1y de la
Ecuacion 2.14
(n—1)

n

a

[[nyaer — 1|| = nar =
Usando el resultado del Teorema 2.1 en la Ecuacién 2.23, se tiene

(@)? < 1 do ao M _ 1
21—a)2 = 5 M T T 3
(2.24)
1, la funcién F() (y consecuentemente la funcién
potencial f(-)) decrece por % en cada iteracion. Esto significa que después

de k iteraciones,

F(yact) - F(yO) < -—-a-+

Por tanto, cuando a =

|

flar) = flzo) < =%

pero
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1
pues 79 = (5, .

1) Asf

k
) <> In(nagy) — = (2.25)
1
Usando que la media geométrica [H?Zl (l‘kj)] " es menor o igual a la media

aritmética Tt% vy que ftxk = 1 se tiene que
n ) ~
Zln(nmkj) =nln [n (H?lekj)ﬁ] <nln(T'zy) =0
j=1
Usando lo anterior en la desigualdad 2.25 se tiene que
ctxzy, k
In|—| <—— Vk=0,1,... 2.26
" [ct:vo} ~— 5n o (2:26)

Las desigualdades anteriores prueban que, aunque el valor en la funcién
objetivo pudiera llegar a incrementar entre dos iteraciones consecutivas, un
decrecimiento general queda garantizado a lo largo de las iteraciones. Méas
aun, de la desigualdad 2.26 se tendra que

ctaz, < 271 cuandocizy, < (ctzno)e_sin <27k
De la desigualdad anterior se tiene que, cuando k = 10nL, se tendra
k "L
oy, < (Fag)e = | > EJ (e2h) < @hy(272F) =27F
j=1

Més atin, cada iteracién requiere no méas de O(n3) operaciones, y asi el
algoritmo tiene una complejidad pseudopolinomial de O(n*L).



Capitulo 3

Introduccion a la
Programacion Semidefinida

En este capitulo se expondréd qué es la Programacién Semidefinida (PSD)
y su alcance; para ello, primero se desarrollara la herramienta necesaria para
dicho propésito. En el siguiente capitulo, se expondra en detalle un algorit-
mo de punto interior para resolver problemas de PSD. La idea de la PSD
es escribir los problemas en términos de matrices positivas semidefinidas y
tratarlas como puntos del espacio de matrices simétricas positivas semide-
finidas. De ahora en adelante, a menos que se especifique lo contrario, las
letras mayusculas denotardn matrices y las minusculas vectores o escalares.

3.1. Definiciones previas

Dado que los problemas de la PSD requieren del manejo de matrices
simétricas positivas semidefinidas, conviene primero dar la definicién precisa
de matriz simétrica y de matriz positiva semidefinida:

Definicién 3.1. Sea A € M,,«,(R). A es simétrica si A = A. Al conjunto
de matrices simétricas se le denotard como S,

Definicién 3.2. Sean A, B € M,,x,(R). Se dice que A es positiva semide-
finida, denotado por A = 0, si Vo € R™ \ {6},95%4% > 0. Se escribe A = B
para denotar que A — B > 0. Se dice ademéas que la matriz A es positiva
definida, denotado por A > 0, si Vo € R™\ {6}, xt Az > 0. Andlogo si la ma-
triz es negativa semidefinida o negativa definida. Al conjunto de matrices,
de tamario n x n, simétricas positivas semidefinidas se le denotard como S;'.
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De la definicién de matriz positiva semidefinida, se desprenden los si-
guientes enunciados equivalentes:

Afirmacién 3.1. Sea A una matriz positiva semidefinida. Entonces
1. A es positiva semidefinida
2. Todos los valores propios de A son no negativos

3. Todos los determinantes de las submatrices superiores izquierdas de A
son no negativos, es decir, si

ail a2 ... Qinp

az;r a2 ... QA2n
A=

an1 QQp2 ... Qpn

las subamtrices superiores izquierdas son de la forma:

ai] ... Qig
ag; ... Qa9; .

A= . . L |Vi=12...,n
A;1 ... Q4

y sus determinantes son no negativos

La prueba de las equivalencias anteriores se derivan directamente de
la Definicion 3.2. Observe ademds que si una matriz es simétrica positiva
semidefinida, todas las submatrices superiores izquierdas también lo serdn.
De ahora en adelante, a menos que se indique lo contrario, X € S;'.

Como se va trabajar con la traza de una matriz, resulta tutil dar la
definicién de traza de una matriz junto con sus propiedades més importantes.
De nuevo, se omitira la prueba de cada una de ellas.

Definicién 3.3. Sea A € M,,«,(R). La traza de la matriz A se define como

TT(A) = Zn: (077
i=1

donde a;; representa la entrada del renglén ¢ y la columna j. Ademds, se
toma la siguiente notacién

Tr(AB') = (A, B)
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Afirmacién 3.2. Sean A, B € M, x,(R),y € R. Entonces, las siguientes
relaciones son validas:

Tr(A+B) = Tr(A)+Tr(B) (3.1)
Tr(vA) = ~Tr(A) (3.2)
Tr(AY) = Tr(A) (3.3)
Tr(AB) = Tr(BA) (3.4)

Tr(A) = > Xi(4) (3.5)
i=1
donde \;(A) es el i-ésimo valor propio de A.

3.2. Objetivo de la PSD

El objetivo de la PSD es optimizar problemas de la forma
(P) minclz
n
sujeto a:  Ag + Z z;A; =0
i=1

donde ¢ € R" y A; € M, x,R. Observe que un problema de PSD es un
problema de optimizacién convexa: sean x,y € R™, A € [0, 1], entonces

=1 =1 =1

La formulacién anterior es la forma general de un problema de PSD, el cual
puede ser llevado a la siguiente forma:
(P) minTr(CX)
sujeto a: Tr(A;X)=b i=1,2,....m
X >0

que tiene su correspondiente dual asociado

(D) max b'y
sujeto a: >y A +S=C
S+ 0,y €R”
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donde los escalares b; y las matrices A; son datos conocidos.

Si los problemas estdn como en (P) (respectivamente (D)), se dird que
estan en su forma estdndar. Los valores 6ptimos del problema (P) (respecti-
vamente (D)) serdn denotados por p*(d*). Si la matriz X fuese diagonal, se
tendria un problema de programacion lineal. Antes de ilustrar este hecho,
se requiere de la siguiente

Afirmacién 3.3. Sea z € R". Entonces, z; > 0 <= diag(x) = 0, donde
diag(x) denota a la matriz que resulta de colocar a las entradas del vector
x en la diagonal y ceros en las demds entradas.

Demostracion. Sea © € R™ con cada entrada no negativa y suponga que
diag(z) % 0. Entonces, al menos un determinante de alguna submatriz su-
perior izquierda es negativo, lo cual es una contradiccién al punto 3 de la
Afirmacion 3.1. El regreso es inmediato utilizando el mismo punto de la
misma afirmacion. O

Considere el siguiente programa lineal

max Ct T

sujeto a: E?:l aixj +b; >0
z; >0,1<i:<n
Como un vector x € R” tiene cada una de sus componentes mayor o igual

que cero si y solo si la matriz diag(x) > 0, se puede expresar el problema
anterior como

max Ct T

sujeto a:  diag(Az +0) =0

Asi, la programacién lineal es un caso particular de la PSD.
La teorfa del dual es més débil para la PSD que para la programacién
lineal, sin embargo, atin se tiene la propiedad dual débil:

i=1

i=1
(3.6)
de donde la desigualdad se sigue de que X > 0,5 > 0. Las soluciones
factibles (X, y,.S) que cumplan con

Tr(CX)—by=Tr(SX)=0
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son Optimas.

Mas adelante se argumenta que la programacion cuadratica también que-
da abarcada por la PSD; sin embargo, para dicha exposicion se requiere saber
qué es el complemento de Schur y algunas de sus propiedades. A continua-
cién se da la definicién formal del complemento de Schur.

Definicién 3.4. Sea X € M(R),«y, de la forma:
A B]

X:[Bt C

con A invertible. El complemento de Schur de A en X (también llamado el
complemento de Schur de X con respecto a A) es la matriz

Sehur = C — B'A™'B

Para poder reformular un problema de programacién cuadrética en uno
de PSD, se requieren los siguientes resultados.

Afirmacién 3.4. Sea X como en la Definicion 3.4, entonces X = 0 <—
A0y Sepur = 0.

Demostracion. Sea X > 0 simétrica. La simetria de A es clara; queda de-
mostrar que A > 0. Para ello, se z € R™ \ {0}. Se tiene que:

o' Av = [z* 0] {ét g] [ﬂ

Sélo queda demostrar que Scpyr = 0. Para ello, sea x € R™. Suponga que
T = [y} Asi,
z

t _ t | A By
0<az'Xe = (y,z)[Bt ol s

= y'Ay+y'Bz+ 2'Bly + 2'Cz

y' Ay +y'Bz + 2'Bly + 2'C2 + 2! B{(A™")!'Bz — 2'B/(A™")! Bz
y' Ay +y'Bz + 2'Bly + 2! B{(A™Y)! Bz 4+ 2'Cz — 2'BY(A™")! Bz
(y' + 2'BY (A (Ay + Bz) + 2'(C — B'A™'B)2

(y+ A B2)'(Ay + AA™'B2) + 2/(C — B'A™'B)z

= (y+A'B2)!A(y+ A 'B2) +/(C - B'A™'B)z (3.7)
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Observe que se usé el hecho de que A es simétrica, es decir que A = Al y
que (A=)t = (AY)~!. Como z!Xz > 0 para cualquier x # 0, tome z # 0 y
y = —A~'Bz. Esto hace que el primer término de la Ecuacién 3.7 se anule.
Reescribiendo, se tiene que:

0<z'Xz=2(C—-BA'B)z = 2'Sepu2
Esto completa la prueba. O

Afirmacién 3.5. Sea X como en la Definicién 3.4 y A > 0. Entonces
X =0 = Schur =0

Demostracion. La implicacién hacia la derecha es inmediata de la afirma-

cién anterior. Para la implicacién hacia la izquierda, sea x = [y] ,2#0y
z

suponga que

A=0 y Sehur = C — B'AT'B = 0 «—
0< (y+ A™1B2)!A(y + A™1B2) + 21(C — B!'A~'B)z
= (y+ A™1B2) (Ay + AA™1B2) + 21(C — B'A7'B)z
= (vt + 2! BHA™)Y (Ay + Bz) + 2/(C — B'A™'B)z
= YAy +y'Bz+ 2'Bly + 2!BY (A1) Bz + 2'Cz — 2! B{(A7')! Bz
= YAy +y'Bz + 2'Bly + 2'Cz + 2! B} (A~ 1)!Bz — 2! B(A~')! Bz
= Yy Ay +y'Bz + 2! Bly + 2'Cz

: vl

= ' X
Lo que completa la prueba. ]

Usando la Definicién 3.4 y las dos afirmaciones anteriores, se sigue que
la restriccién cuadratica

(Az +b)'(Az +b) — (dx+d) <0,z €R
puede ser reemplazada por la restriccién semidefinida

1 Az +b
-
(Az +b)t cz+d =0
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De la misma manera, se puede representar el cono de sequndo orden (o
“barquillo”)

3.3. Aplicaciones y alcance

Ya se expuso que la programacién lineal estd es parte de la PSD, es
decir, cualquier problema de programacién lineal puede ser expresado en
términos de la PSD. Una pregunta natural es, si también es posible expresar
los problemas de PSD como problemas de programacién lineal. La intuicién
hace pensar que no es posible y a continuacién se expone un problema que
puede ser expresado en términos de la Programacién Semidefinida pero no
en términos de programacién lineal. Considérese el problema

sujeto a: Az > b

donde se supone que d'z > 0 siempre que Az —b > 0 y la dltima desigualdad
significa que cada entrada del vector resultante serd no negativo. Claramente
este problema no puede ser expresado en términos de otro problema equiva-
lente de programacion lineal. Se procede a introducir una variable auxiliar
t, con la condicién de que sea una cota superior para la funcién objetivo:

min t
sujetoa:  Ax > (3.8)
(c'z)?
dtz <t

Nuevamente, usando las propiedades del complemento de Schur, el problema
3.8 puede ser expresado como

min t
t ca 0
sujeto a: |tz dlx 0 =0
0 0 diag(Ax —0)
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el cual es un problema de PSD. De manera general, dos técnicas son ttiles
para reescribir un problema de programacién lineal o uno de programacion
cuadratica en uno de PSD:

= Reconocer los complementos de Schur para expresar las restricciones
como una sola matriz.

s Introducir una variable auxiliar que sea una cota para la funcién ob-
jetivo.

Un problema tipico de la PSD, es encontrar el maximo de los valores
propios de A € S, denotado por A\pnax(A). La clave estd en notar que ¢ >
Amax(A4) <= tI — A = 0. Asi, el problema de PSD se escribe como

min t
sujetoa: tI—A>=0
teR

Los problemas de este tipo se presentan principalmente en la optimizacion
estructural, teoria de graficas, teoria de control y optimizacién combinatoria.
Dentro de la programacién estructural, el problema mas conocido es encon-
trar la estructura éptima de barras que conectan a otra estructura terrestre
de nodos (un ejemplo famoso de tal estructura es la Torre Eiffel). El disefio
queda determinado una vez que el tamano de las barras se ha decidido. Dos
variantes de este problema son:

1. Minimizar el peso de la estructura tal que su frecuencia fundamental
(frecuencia a la cual la estructura resuena) permanezca por encima de
un valor critico.

2. Minimizar el peor comportamiento (“energia acumulada”) de la estruc-
tura final dado el conjunto de fuerzas que la estructura debe soportar.

El segundo problema se puede modelar como sigue:

i . tf.
L e (7
sujeto a: (Z?il tz%bgbl) T4 = fi7 j = 1, ok
Yt =V, t>0

donde las variables t; son los volumenes de las barras (variables diseno) y
las variables f; son las fuerzas que la estructura debe soportar. El despla-
zamiento de los nodos sujetos a la fuerza f; estd dado por el vector x;. Los
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vectores b; dependen sdlo de la disposicién de los nodos y son conocidos.
Las variables E; y las [; denotan el modulo de Young y la longitud de la
barra i, respectivamente. La primera restriccién da equilibrio a la barra y la
segunda da el volumen total. La funcién objetivo mide el comportamiento
de las barras en el sentido del desplazamiento de las mismas. Para este tipo
de problemas, se quiere maximizar la la rigidez de la estructura. La matriz

K(t) = [Z ti?bgbi
=1 ?

también se le llama matriz de rigidez; da la relacién entre los desplaza-
mientos y la fuerza aplicada mediante K (t)x; = f;. Usando la técnica del
complemento de Schur, se puede reformular el problema en uno de PSD
como

min 7

sujeto a:

T f; P
fj Zgltz%bgbz VU, 2=14...

Srti=V, £20

3.4. Conceptos preliminares

En este punto, se tiene claro que la PSD no sélo contiene a la programa-
ci6n lineal (LP), sino que ademds sus aplicaciones se dan en campos tedricos
(maximizacién de valores propios) y précticos (el problema de la estructu-
ra); sin embargo, hasta ahora se ha hablado del planteamiento del problema
pero no se ha expuesto como resolverlos de manera sistematica, es decir, no
se ha dado ningin algoritmo que encuentre 6ptimos o establezca que nin-
guno existe. Actualmente existen varios algoritmos para resolver problemas
de PSD, todos ellos caen en la categoria de los algoritmos de punto interior.
La presente expondra uno de ellos en el siguiente capitulo, sin embargo, an-
tes de exponerlo se requieren de los resultados y definiciones que se daran a
continuacién.

Recuerde que p* y d* son los valores éptimos del problema primal (P) y
dual (D) respectivamente. Se usard la convencién de que p* = —oo si (P) es
no acotado y p* = oo si (P) es no factible. Andlogamente para (D). A los
conjuntos de soluciones factibles de (P) se le denotard por P, andlogamente
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D. Asi mismo, P*, D* denotardn los conjuntos éptimos, es decir,
P*={XcP:Tr(CX)=p*} y D*={(S,y) €D:by=d"}

Un problema (P) se dice que se puede resolver si el conjunto P* es no-vacio.
Las siguientes 2 suposiciones seran hechas, a menos que se especifique lo
contrario:

B1. Las matrices A;,7 =1,2,...,m, son linealmente independientes.
B2. Los conjuntos P y D tienen interiores no vacios.

La suposiciéon Bl garantiza que y queda determinado por un dual factible
S dado y ademds es tnica. Esta suposicion es equivalente a la su suposicién
de programacion lineal que la matriz de restricciones debe tener rango igual
al nimero de renglones. A la suposicién B2 se le conoce como factibilidad
estricta. Formalmente:

Definicién 3.5. Un problema primal (P) se dice que es estrictamente fac-
tible si
dXe€P con X >0

Anélogamente, un problema dual (D), serd estrictamente factible si
Iy,S)eD con S>0

En el capitulo anterior se definié el concepto de subespacio afin. Resulta
ahora conveniente dar la definicion de interior relativo.

Definiciéon 3.6. Sea C un espacio vectorial con alguna norma definida en
él. Se define el interior relativo de C, denotado por relintC', como

relintC = {z € C : V,.(x) naffC C C}
para alguna r > 0.

Con esta ultima definicién, se puede ver que la Definicién 3.5 es equiva-
lente a la condicion de Slater: Si el problema primal es convexo, es decir, de
la forma:

min  fo(z)
sujeto a:  fi(z) <
Axr=0b

0 1=1,....m
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Si dz € relintD, con D el dominio de la funcién, tal que
fi(x) <0, i=1,....m Azx=0

entonces el teorema fuerte de dualidad se cumple. La equivalencia se sigue
de que el interior de S;" consta de matrices positivas definidas. Para po-
der declarar que un problema es infactible o no acotado, se requiere de la
siguiente

Definicién 3.7. Se dice que un problema primal (P) tiene un rayo de mejora
si existe una matriz simétrica H = 0 tal que Tr(A;H) = 0,Viy Tr(CH) < 0.
Anélogamente, se dice que un problema dual (D) tiene un rayo de mejora si
existe un vector § € R™ tal que S = — > 4;4; = 0y b'y > 0.

Los rayos de mejora en el problema primal (P) causan que el proble-
ma duale (D) sea no factible y al revés. Formalmente se tiene el siguiente
resultado

Afirmacién 3.6. Si existe un rayo de mejora en el problema dual (y) en-
tonces (P) es no factible. Andlogamente, si existe un rayo de mejora en el

problema primal (X), entonces (D) es no factible.

Demostracion. Sean y un rayo de mejora del problema dual y X una matriz
factible del problema primal. Se tiene entonces que

0<by=>Y GTr(AX)=-Tr(XS)<0
i=1

Lo cual es claramente una contradiccién. La prueba para el caso en el que
se tenga un rayo de mejora en el problema primal es andloga O

Definicién 3.8. El problema primal (P) se dice que es fuertemente infac-
tible si el dual (D) tiene un rayo de mejora. Andlogamente, se dice que un
problema dual (D) es fuertemente infactible si el problema primal (P) tiene
un rayo de mejora

Si se tratara el caso de la programacion lineal, todo problema infactible
es fuertemente infactible, sin embargo, en la PSD se puede dar el caso de
que el problema sea débilmente infactible:

Definicién 3.9. Un problema (P) es débilmente infactible si P = 0 y Ve >
0,3X > 0 tal que
|Tr(A;X) —bi| <e, Vi
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Andlogamente, un problema (D) es llamado débilmente infactible si D = ()
y Ve > 0,3y € R™ S = 0 tal que

iyiAi—kS—C

i=1

<e

con

HAH2 =Tr(AA" = Z Z a?j = Z )\ZZ(A) (la norma de Frobenius)
i g i

Un ejemplo de un problema que es débilmente infactible es el siguiente.
Considérese un problema (D) como

max Y1

sujeto a: B (1)] = [(1) (1)]

donde la solucién “e-infactible” esta dada por

1
=1 1
— | € —
S |:1 €:| ’yl €
Recuerde la Desigualdad 3.6. Esta desigualdad implica que el intervalo
dual es siempre no negativo. La longitud del intervalo dual se dice que es
cero, si
p* = inf Tr(CX) = sup by =d*
Xep ( ) S,yeD
En el capitulo 1, se dieron las definiciones y propiedades de las condiciones

de optimalidad. En el caso de la PSD se dan propiedades similares. Las
condiciones de optimalidad para (P) y (D) son:

Z:‘z1yiAi+S = C, §=0
XS =0

TT(AZ'X) = b, X=0, i:i,2...,m}
(3.9)

La soluciones factibles que cumplan con la tdltima desigualdad son llamadas
complementarias. Como S y X son positivas semidefinidas, la condicién de
que XS = 0 es equivalente a Tr(XS) = 0. Esto da a lugar al siguiente
resultado, llamado ortogonalidad:

Afirmacién 3.7. Sean (X, S) y (X° 5% dos pares de soluciones factibles
y tome AX =X — X°  AS =5 — 5% Entonces se tiene que

Tr(AXAS) =0
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Demostracion.

Tr(AXAS) = Tr[(X — X°)(S — SY)]

r(XS - X8° - x°5 + x589

(XS) — Tr(XS8% — Tr(X°S) + Tr(X°s°)
[Tr(CX) —b'y] - [Tr(CX) = b'y"] — [Tr(CX°) — b'y]
[Tr(CX°) — by

T
T

r

I
o +

O

A continuacién se dard la definicién de solucion primal complementaria
mazximal, pero para ello, se requieren las siguientes definiciones.

Definicion 3.10. Sea V un espacio vectorial con producto interior y sea
W C V. Se define W+ como sigue:

Wt={veV:v-w=0VYweW}
A W+ se le denomina complemento ortogonal de V.

Definicion 3.11. Sean V un espacio vectorial con producto interior y
W1, Wy subespacios de V. Se dice que Wy y W5 son ortogonales si wy - wo =
O,le S Wl,wg e Wa.

Definicion 3.12. Sean V un espacio vectorial y Wi, Wy C V no vacios. Se
define W7 + Wy como

W1—|—W2:{UJ1+’LU21U11 GWl,’wQEWQ}

Tomando en cuenta las definiciones anteriores, se introducen los siguien-
tes subespacios de R™: B como el subespacio generado por las columnas de
las soluciones primales 6ptimas X; N como el subespacio generado por las
columnas de las soluciones duales éptimas S; 7 como el complemento orto-
gonal del subespacio B+ . Para cualquier par de soluciones éptimas (X, S)
se tiene que XS = 0; por ello, los subespacios B, N son ortogonales. Asi,
los subespacios antes definidos dividen R™ en 3 subespacios mutuamente
ortogonales. El subespacio generado por cualquier solucién factible primal
(dual) serd denotado por R(X), (R(S)). Ahora se estd en condiciones de dar
la siguiente
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Definicién 3.13. Sea X una solucién factible 6ptima primal. Si R(X) = B,
se dice que X es una solucion primal complementaria maximal. Andloga-
mente, si S es una solucién factible dual y R(S) = N, se dice que S es
una solucion dual complementaria mazimal. Si X y S son ambas comple-
mentarias maximales, al par (X, S) se le llama par complementario dptimo
mazimal; mas ain, si 7 = {0} se dice que el par (X,S) es estrictamente
complementario.

Tomando en cuenta el Teorema Espectral (consulte [2]), se introduce la
siguiente notacién. Como X = 0 y S = 0, la descomposicién espectral de X
y S son de la forma:

X =Q'\Q, S=Q'2Q (3.10)

donde A y ¥ son matrices cuyas diagonales tienen los valores propios de X y
S respectivamente, y () es una matriz ortogonal. Claramente XS =0 <
AY =0.

Suponga ahora que se tiene el siguiente problema:

min Tr(CX) — plogdet(X)
sujeto a:
Tr(A4;X)=b i=1,....m
X>0

donde el parametro u decrece a cero. Las condiciones de optimalidad para
este problema son:

Tr(4;X)=b i=1,....m

Y ydi+S=C (3.11)
i=1
XS =ul
X =0,8=0,1>0

Estas ecuaciones pueden ser vistas como una perturbacion de las origina-
les por un parametro u. La solucién de este sistema para alguna p dada
serd denotada por X (u),S(p),y(u), y serdn interpretadas como una repre-
sentacién paramétrica de una curva suave (llamada el camino central). Con
los siguientes resultados, se demuestra que, cuando y — 0, se converge a
una soluciéon complementaria maximal. La existencia de puntos limite, es
una consecuencia la siguiente
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Afirmacién 3.8. Dada iz > 0, el conjunto

{(X(n), S(1),0 < p < i}
es acotado.

Demostracion. Sean (Xg, So), (X (u), S(n)) dos soluciones para alguna p >
0. Por la Afirmacién 3.7, se tiene que

Tr((X(p) — X0)(S(u) = S0)) =0

Las condiciones de optimalidad para el problema parametrizado implican
que Tr(X(u)S(p)) = nu. Asi, la ecuacién anterior se simplifica a

Tr(X(u)So) +Tr(XoS(p)) =nu+ Tr(XoSo)

Observe que los términos del lado izquierdo de la igualdad son no-negativos,
pues las matrices son positivas semidefinidas. Por ello, se tiene

Tr(X(1)So) < np+Tr(XoSo)
Y para una it > 0, se tiene que

nM+TT(XQSO)
Tr(X(p) < o (S0)

Y < i (3.12)

Donde A\in(So) es el menor valor propio de Sp. Observe que para la norma
de Frobenius,

X2 = 3 X0 < (Z Az-(X)> — Tr(X)

para cualquier X positiva semidefinida. Asi, usando la desigualdad anterior
en la Desigualdad 3.12 se tiene que

nu+ Tr(XoSo)

X < :
1X1] < N (S0)

Yu < p

Analogo para ||S]]. O

Tome ahora

X () = Q" (o) M) Q(pe),  S(pe) = Q" (1) X(1ae) Q(1ae)



3.4 Conceptos preliminares 67

con {u¢} una sucesién de términos estrictamente positivos, que converge a
0 cuando t — oo. La afirmacién anterior implica que los valores propios de
X (ut) y S(ut) estdn acotados. Las matrices Q(u¢) son ortonormales para
toda t, y por ello restringidas a un conjunto acotado. Asi, la secuencia de
(Q(ue), A(pe), X(pe)) tiene un punto de acumulacién. Sea (Q*, A*,X*) ese
punto de acumulacién. Existe entonces una subsucesién de {y;} (denotada
aun por {u;} para no complicar la notacién) tal que

Jim Q) = @, Jim A(pe) = A%, lim X(p) = 37
Obsérvese que A(ug)X(ue) = pl. Definiendo
X' = QINQ = lim X(), S =QUS'Q" = lim S(u)  (3.13)

se tiene que A*¥* =0y el par (X*, S*) es éptimo.
Ya sélo falta demostrar que el par (X*, S*) es complementario maximal.
Esto queda demostrado en el siguiente

Teorema 3.1. El par (X*,S5*) definido como en los limites 3.13 es comple-
mentario maximal.

Demostracion. Sea (X,S) un par éptimo arbitrario. Usando la Afirmacién
3.7y Tr(XS)=0,Tr(X(ut),S(e)) = nu se tiene que:

dividiendo ambos lados por p, se tiene que

Tr(S™ (u)S) + Tr(X (1) X) = n (3.14)
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para toda t. Lo cual claramente implica que
Tr(X Nu)X)<n Tr(S ' (u)S) <n (3.15)

pues ambos términos de 3.14 son no-negativos. Tome ahora la i-ésima co-
lumna de la matriz Q(uy) como ¢;(ut) y el i-ésimo elemento de la matriz
A(pt) por Ai(pt). Se tiene entonces que

X M) = Q" (ue) A7 /\ F () @i (e (3.16)

Substituyendo el valor de X ~'(y;) en la Desigualdad 3.15, se tiene que

Tr(X ZTT< i (tae) @i (1) > Z W <

(3.17)
La tdltima desigualdad implica que, para cada i, se tiene
q; () X qi (1) < (e
Haciendo t — o0, se tiene
' Xqg<nX\i=1,2,...,n—=
@' Xqg =0 siN=0=—=
Xqg =0 siAf=0
Pues ¢/'Xq} = HX 2¢;]|?, donde X2 3 s raiz cuadrada simétrica de X. La

ultima implicacién significa que el espacio vectorial formado por los renglo-
nes de X es ortogonal a cada columna ¢ de QQ* para la cual se cumpla
A; = 0. Por ello el espacio formado por las columnas de X es un subespacio
del espacio generado por las variables ¢ para las cuales A\; > 0. Como X
es simétrica, se tiene que R(X) C R(X*). Como X fue una solucién primal
cualquiera, se tiene entonces que R(X*) = B. La construccién para S* es
analoga. O

Con este ultimo resultado, queda probado que existe una sucesion de
puntos factibles que convergen a un par 6ptimo, pero no se ha dado un
método formal para ello. En la literatura existen varios métodos para en-
contrar dicho par éptimo. Todos esos métodos son de punto interior. En el
siguiente capitulo se analiza a detalle uno de ellos. Para ver algin método
en particular se puede consultar [5].



Capitulo 4

El método primal de la
barrera logaritmica

En este capitulo se expone a detalle el método primal de la barrera
logaritmica. Con este método se sigue el camino central, es decir, se da
una sucesién de puntos factibles a través del camino central para converger
al optimo. A pesar de que este algoritmo trabaja con puntos primales, se
verd que la informacién que aporta el dual también es tomada en cuenta. Se
probara, ademas, que este algoritmo es eficiente (en el sentido del nimero de
iteraciones) que aquéllos que emulan al Simplex (cuyos desempenios peores
son justo los del método Simplex para el caso de la Programacién Lineal).

Como en los capitulos anteriores, antes de dar la descripcion detallada
del algoritmo, se requiere exponer ciertos conceptos preliminares.

4.1. Conceptos preliminares

Para poder simplificar la notacion, se da la siguiente
Definicién 4.1. Sea A € M,,»,,(R). Se define
VeC(A) = (an, a21,0a31,-..,0n1,a12,a22, . .. ,am)t

Para ilustrar la definicién anterior, considere la matriz

13 69 25
A=119 5 &4
33 102 71

Entonces
vec(A) = (13,19, 33,69, 5,102, 25, 84, 71)t
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Mas adelante se definird la funcién logaritmica de la barrera y se reque-
rird dar sus derivadas. Para ello, resultan de gran utlidad los siguientes
resultados.

Definicién 4.2. Sean Vi, V5 espacios normados; f : A C Vi — Vo, v €
intV;. Se dice que f es diferenciable en v (en el sentido de Fréchet), si existe
una funcién lineal y continua L € Z(V1, Va) tal que
— Lz —
(@)~ (@) + Lz — a)

=—a [l —all

donde £ (V1, V) denota al conjunto de todos los operadores lineales de V;
en Vo

En el caso de funciones de una variable, la definicién anterior coincide
con la definicién de derivada en un punto de funciones de una variable:
suponga que f : R — V es una funcién de una variable (con V' un espacio
normado) derivable en un punto a. Entonces

i 1@ = 1@ /() = J(a) = f'(@)(@—a)

= f'(a) = lim =0
T—a r —a T—a T —a
o f@) @) - F@)e—a)
z—a |z — al

Como L(h) = f'(a)h es una funcién lineal de R en V, se deduce que f es
diferenciable en el sentido de Fréchet. Reciprocamente, como las funciones
lineales de R en V son de la forma

h—m-h

la condicién de diferenciabilidad dice que

oo £@) — (@ + mie = a)

=0
T—a |z — al

lo cual equivale, invirtiendo la implicaciones anteriores, a que f es derivable
enaym= f'(a).
Afirmacién 4.1. Sea f : int(S;") — R dada por

f(X)=Indet X

Denotando
9f(X) of(X)
8111 8$1n
VIX) =
of(X) of(X)
0Tn1 o 0Tnn

Se tiene entonces que Vf(X) = X!
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Demostracion. Sea X € int(S;))y sea H € S, tal que X + H € int(S;"). Se
tiene que

f(X+H)— f(X)=Indet(X + H) — Indet(X)
= Indet(X (X + H))
=Indet(I + X2 HX?)

. 1 1 . .
Usando en los valores propios de X2 H X 2 que la media geométrica es menor
o igual a la media aritmética se tiene que

1 1 1 1 1\"
Indet(/ + X2HX2)<In|-Tr(I+X2HX?2)
n
1 1 1
=nln (TT(I + X2HX2)>
n
1 1 1
=nln (1 + Tr(XzHXz))
n
Usando que la funcién logaritmo es creciente, se tiene que

FX+H)— f(X)<Tr(X2HX?)

Esto prueba que X! es un subgradiente de f en X. Como por hipStesis f
es diferenciable, el subgradiente es unico e igual a V f(X) O

Tomando en cuenta la Definicién 4.2, se tiene la siguiente
Afirmacién 4.2. Sea f : int(S;}) — R, dada por
f(X)=Indet X

Si V2f denota la derivada de V f con respecto a X, entonces V2f(X) es el
operador lineal que satisface

Vif(X)H=-X"'HX™' VHeS, (4.1)
para una X invertible dada.

Demostracion. Se probara que la funcion 4.1 cumple con las condiciones de
la definicién anterior, es decir, cumple que:

IV H) = V) = O]

0
|H[—0 | H ||
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Para ello, sea H € S, tal que la matriz X + H sea invertible. Entonces se
tiene que

IVf(X+H)—VfX)—V*f(X)H|
(X +H) ' - X1+ xtHXY

=|[(X+H) P I-(X+HOX '+ (X +H)X'HX )|
=|(X+H)'(I-I-HX '"+HX '+ HX 'HX )|
=|(X +H)" (HXTTHX )

<X +H ) H| X THX

Lo cual prueba que la definicién se cumple. O

Por dltimo, se darda un resultado que sera de utilidad en la siguiente
seccién:

Afirmacién 4.3. Sean A; € S,,,i =1,...,m tales que el conjunto {4;,i =
1,...,m} es linealmente independiente; Y, Z > 0. Entonces la matriz M €
S,, con entradas

Mij :T’I”(AZZAJY), i,j:i,...,m
es positiva definida

Demostracion. Sea x € R, x # 0. Se probara que la forma cuadrética
g(x) =) Mijwz;
i,J

es no negativa para la x dada. Para ello, note que

Tomando A(x) =), x;A; (que es positiva semidefinida por la independencia
lineal) se puede reescribir ¢(z) como

q(z) =Tr (A(z)ZA(x)Y) > 0

donde la desigualdad se sigue de que 0 # A(x)ZA(x) =0y Y =0 O
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4.2. La busqueda primal

Recuerde del Problema 3.11 que las condiciones de optimalidad para el
problema perturbado son

T?"(AZX):Z)Z izl,...,m

=1
XS =ul
X=0,8=0,1>0

vy que la soluciéon del mismo es denotada por

{X (1), S(p),y(p)}

Esta solucién da una representacién paramétrica del camino central. La
existencia y unicidad de la solucién se sigue de que es idéntica al minimo de
la funcién estrictamente convexa

1
f(X,Sn) ==Tr(XS)—Indet(XS)
7
definida claramente en la regién P x D. Se le llama funcion primal-dual de

la barrera. Esta funcién resulta ser la suma de las funciones primal y dual
de la barrera, definidas en P y D respectivamente, dadas por

(X ) = ;Tr(CX) —Indet X y fq(y,S,pu) = —ibty —Indet S

En efecto:

fP(XHu) + fd(ya S,M) =

1 1
= —Tr(CX)—Indet X — —b'y — Indet S
L
[Tr(CX) —b'y] — Indet X + Indet 5]

[Tr(CX) —b'y] — [In(det X det S)]

TIPrEIREIRTE

== [Tr(CX) —b'y] — Indet(X5)

—_

= ETT(XS) — Indet(XS)
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El camino central primal corresponde a los minimizadores X (p) de f,(X, p).
Por esta razon, a p se le conoce como el pardmetro centrador o pardmetro
de la barrera. Para una X y una pu dadas, se define

1 1 1 &

(S(X, ), y(X, 1) = argSe{S‘r}ll,Ig}eR{HuXQSXQ - IH : i;yiAi +S = C}

(4.2)

Es decir, S(X, p1) satisface las restricciones duales con la restriccién pertur-

bada de ser semidefinida y minimiza la desviacién del par (X, S(X, u)) del
camino central, donde la desviacién esta definida como

X35X3
s =[5

Se dird que X estd suficientemente centrada si 6(X, ) es menor a alguna
tolerancia dada. En los siguientes parrafos, se verd que se pueden expresar
los puntos de cada iteracién en términos de S(X, ).

La direccién para la funcién de la barrera primal en un punto (X, p)
esta definido como

1
AX = argmin(V f,, AX) + §<V2fp(X, 10X, AX) (4.3)
= argmin Tr(V fy, AX) + %T?‘(Vz fo(X, 1)0X, AX) (4.4)

sujeto a las condiciones de factibilidad:
Tr(A,AX)=0, i=1,2,....,m

donde Vf, y \& fp denotan el gradiente y el Hessiano de f, respectivamente.
Cabe aclarar, que hay un pequeno abuso de notacion en la definiciéon de AX,
sin embargo, los términos AX que aparecen del lado derecho de la igualdad
hacen referencia a la iteracion anterior. A continuacién se da la derivacién
de una expresién explicita de AX. Para ello, usando las Afirmaciones 4.1 y
4.2, se tiene que

1
Vip(X,p) =20 = x-!
Vi, (X, ))AX = X 'AXX ! VAX €S,

Substituyendo el gradiente y el Hessiano en la Ecuacion 4.3:

_ . CAX -1 1 —1 2
AX-argrgg{Tr( P )—TT‘(X AX)+2TT((X AX))}
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sujeto a
Tr(A,AX)=0, i=12,....m

Las condiciones de optimalidad para este problema son
1 m
—C— X"+ X TAXX T +) A =0 (4.5)
I

=1
Tr(A;,AX)=0, i=1,2,....m

Una simple manipulaciéon en las condiciones de optimalidad dan como re-
sultado

vec (X*%AXX*%) = — [T — Al (AxAl) ] <vec <1X%CX5 - I>>
8 (4.6)
donde Ay es una matriz de m x n? con vectores renglén [vec <X%AjX%)} )
para j = 1,2,...,m. La expresion 4.6 es la proyeccién ortogonal del vector
vec (%X%CX% — I) en el espacio nulo de Ax. Observe que el rango de Ax
estd dado por el espacio generado de

{vec (X%AiX%> i = 1,2,...,m}

y el espacio nulo es el complemento ortogonal. Retomando el espacio de
matrices simétricas Sy, es clarolque lla direccién AX se obtiene de la proye-
cién otogonal de la matriz [%X 2CX2 —I] en el complemento ortogonal del
generado por
1 1 1 1
{X2A;X2,... . X224, X2}
Considere la siguiente proyeccion
Py, 0 S, — Sy
Puy (M) = arg min {[|W — M| : Tr(XzAX2W)=0,i=1,2,...,m}
€Sn
(4.7)

Se esta en condiciones de expresar AX en términos de S(X, u). Para ello,
se tiene la siguiente

Afirmacién 4.4. La direccion primal tiene las siguientes dos representacio-

nes
1 1
AX — _xb (PAZ <X2C’X2 _I>> b (XS(X,M)X _X>
p 1
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Demostracion. Note que las condiciones de optimalidad para

1 1
XiCX3
min {HW— (202 - I) H TR (X2 AXEW) =0, 0= 1,2,...,m}
WeS, L

(4.8)

1 1 m
wo [ XeXe +36X AKX =
[ -

Tr(AX:WX2)=0,i=12,...,m

Las condiciones de optimalidad para

1 1 m
X28X2
i ——1If: i A = 4.1
i {550 | Swavs=cp
pueden ser escritas como
Xsx X
% w
TT(ArLQ) —07 1= 1,...,m, (411)
Y ydi+S=C
i=1

donde @) € S,,. Tomando la solucién del Sistema 4.11 como (y(X, i), S(X, ), Q(X, 1)),

entonces

NI

£(X,u)=;y(X,u) y WX, 1) = pX 2Q(X, )X~

satisface la primera ecuacién del Sistema 4.9. La segunda ecuacién del Sis-
tema 4.11 muestra que

Tr(AX2W(X,)X2)=0,i=1,...,m

Asf una solucién éptima al Problema 4.8 puede ser construida a partir de una
solucién 6ptima del Problema 4.10. Como ambos problemas se resuelven a
través de proyecciones ortogonales en conjuntos convexos, y tienen soluciones
Unicas, se sigue la equivalencia de las dos definiciones de AX. O

El Lema 4.4 muestra la direccién AX puede ser separada en dos térmi-
nos:

AX = lAX“ +AXC
7
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donde

NG

AXT = _X3 <PAX (X%CX%>> X

[N

AX® = X2(Py ()X

Los términos AX?® y AX¢ son llamados componentes escalador afin y cen-
trador de la direccién. En la préctica, el cdlculo de AX se lleva a cabo como
a continuacién se describe. Primero note que las condiciones de optimalidad
descritas por las ecuaciones 4.11 pueden reescribirse como:

Y Tr(XAXA) =Tr(XA;XC) - pIr(A4;X), j=1,...,m

=1

Al solucionar este sistema de m x m se obtiene y(X, ). La matriz de coe-
ficientes [Tr(X A; X A;j)] del sistema lineal anterior es simétrica y positiva
definida pues las matrices A;,i = 1,...,m, forman un conjunto linealmente
independiente (Afirmacién 4.3). Tomando S(X, p) = > " vi(X, p)A; — C,
AX toma la siguiente expresién

1
AX = ——XS(X, )X+ X
I
Considere ahora la actualizacién primal
1
XT=X+AX =2X - —XS(X, )X (4.12)
1

La pareja (X, S(X,u)) satisface la las igualdades primales y duales para
el problema perturbado. Los siguientes resultados muestran que también se
cumplen las condiciones del problema perturbado si X estd suficientemente
centrada.

Afirmacién 4.5. Si X > 0y §(X,pu) < 1, entonces S(X, u) > 0
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Demostracion. Por definicion

2

Usando §(X, ) < 1, se tiene

n 1 2
3 (M/\i(X§S(X, [)X2)— 1> <1=
=1

O]

Con la siguiente afirmacién quedard demostrado que X es factible si X
esta suficientemente centrada.

Afirmacién 4.6. Sea X como la Ecuacién en 4.12. Si X = 0y §(X, p) < 1,
entonces X = 0

Demostracién. Observe que X puede reescribirse como

Xt =Xx2 <21 - X%S(i’”)X%> Xz (4.13)
Como
(X, p) <1
es decir

1
HX%S(X, Xz — IH <1
7
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se sigue que

n 1 1
SN (XQS(X””XQ —I> <1

i=1 H

Por ello se tiene que

lo cual implica que

by <2[ - X%S(X’“)X%> €(0,2) Vi
7

Y por lo tanto, X = 0 por la expresién 4.13 O

Asi queda demostrado para una solucién factible primal suficientemente
centrada, se garantiza que en la siguiente iteracién, el punto encontrado
serd factible. Con ello queda descrito el algoritmo. En la siguiente seccién se
discutird qué tan rapido se converge al 6ptimo y su desempeno en el peor
escenario.

4.3. Convergencia y eficiencia

El objetivo de este apartado es demostrar que el algoritmo converge a
un e-6pitmo a lo més en O(y/nn(1)) iteraciones para un punto inicial sufi-
cientemente centrado. Esta idea de ”suficientemente centrado” quedara clara
al final de esta seccién. Antes de dar la primera afirmacién, recuerde la de-
sigualdad de Cauchy-Schwartz: Sean V' un espacio vectorial sobre R con
un producto escalar (denotado por (,)) y cuya norma es inducida por ese
producto escalar; vi,ve € V; entonces

[(v1, v2)] < foa ] f|val]

Afirmacién 4.7. Sean X > 0y §(X, ) < 1. Entonces, con cada actualiza-
cién X se satisface que 6(X T, u) < §(X, p).
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Demostracion. Por definicion

2

Substituyendo el valor de X se tiene

S(Xt, )< Tr <<is<x, 1) [2X — ;XS(X, M)X] — I>2>

_ Ty <<;S(X, )X — 1) 4)
o ((;M, W~ ))

4

= HlX%S(X,M)Xé — I =6(X,p)!
1

De donde la tultima desigualdad se sigue de la desigualdad de Cauchy-
Schwartz O

Una vez que se determina una X suficientemente centrada, es decir, que
0(X, n) < T para alguna 7, se puede reducir el pardmetro p. Todo ello con el
objetivo de disminuir el valor de §(X, 1) con cada iteracién. Formalmente,
se tienen los siguientes dos resultados.

Afirmacién 4.8. Sean X € S, y tome ut = (1 —6)u, con 0 < 6 < 1.
Entonces

(X, 1) < 5 (50X, 1) + V)
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Demostracién. Usando la definicién de S(X, u™) se tiene
X35(X,uh)X3
(1-0)u
1 |

X38(X, ) X2
(
1 <||X$S(X,u+)X%

6(X, :UJ+) = ‘

—1TI

1-0)p
<
—1-0 “

+9||I||>

= 1 (3, ) + V)

O]

El resultado anterior permite tener un parametro 6 que garantiza que
con cada iteracion el nuevo punto permanezca suficientemente centrado con
respecto al nuevo pardmetro p'. El siguiente resultado garantiza que, con
una iteracién en p y en X, el nuevo punto también queda suficientemente
centrado.

Afirmacién 4.9. Sea §(X,u) < % y 0= Después de una iteracién

X+, ut, se tiene §(X T, ut) <

_1
a/nt2"

Demostracion. Usando las afirmaciones 4.7 y 4.8 se tiene

S, 1) < s (3K, ) + 6v/)
< L (B )+ 0vi)

substituyendo del valor de 6
sxt < nE2 1 vn ) L
Ln+1\4  a/m+2) 2
Lo cual completa la prueba. ]

Para poder probar definitivamente la complejidad polinomial del algorit-
mo, se requiere del siguiente resultado que acota el intervalo dual en términos

de 9.
Afirmacién 4.10. Si (X, ;) < 1, entonces

p(n—=o8(X, p)v/n) <Tr(CX) = by(X,p) < p(n+8(X, n)yv/n)
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Demostracion. Observe que

N

Tr(CX) — by(X, 1) = Tr(XS(X, 1)) = Tr(X2S(X, )X ?)

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz se tiene

5(X. )/ = — 1| 1) =

‘TT(XS(X,/L)) .

'|X%S<X, X2

Lo cual implica

Tr(XS(X,u))
i

n— (X, p)vn < <n+ (X, u)vn

Multiplicando todo por u se completa la prueba. ]

Se esta en condiciones de dar la cota para el peor caso del algoritmo a
través del siguiente

Teorema 4.1. Sea ¢ > 0, 6 = o > 0, Xy > 0 un punto inicial

T M
estrictamente factible tal que §(Xo, o) < % Entonces el algoritmo termi-
nard en a lo mds [6y/nln 2] iteraciones, el dltimo punto generado X y
S(X, p) serén estrictamente factibles y el intervalo dual estara acotado por

Tr(XS(X,p) < 3e.

Demostracion. Después de cada iteracion el nuevo punto encontrado serd es-
trictamente factible y §(X, p) < 3, por la Afirmacién 4.9. En k iteraciones
se tendra p = (1 — 0)* . Las iteraciones se detienen si k es tal que

nuo(1 — 0)F < €

Tomando logaritmo natural de ambos lados de la desigualdad, la expresion
se convierte en n
—kln(l1—146) > In “H0
€

Como —In(1 —#) > 6, la desigualdad se mantiene si

k6 > In “HO
€

lo cual implica

k> 6y/nln 0
€
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para 6 como en las hipdtesis. Esto prueba la primera parte del teorema.
Ahora, sea X el iltimo punto generado por el algoritmo. Por la Afirmacién
4.5 S(X, ) = 0. Més atn, el intervalo dual estd acotado por

Tr(XS(X, 1)) < nu <1 N 5<\)§;;M>>
o550

Donde la primera desigualdad se sigue de la Afirmacién 4.10. 0

Con este tltimo resultado, queda sustentado que este algoritmo es mas
rapido que el Algoritmo Simplex o que el algoritmo de punto interior de
Karmarkar. Es importante notar, que el alcance de la PSD no se limita a
problemas lineales, si no que se pueden resolver mas generales. Asi, la PSD
es una herramienta poderosa tanto por su alcance, como por su eficiencia
algoritmica.

Ejemplo
Recuerde el problema 1.6 del primer capitulo:
max 2" 'z 4+ 222y 4+ ... 4+ 22,1 + an
sujeto a:
I S 5
4z, + o < 25
8xr1 + 4y + 3 < 125
My + 2% lzy + L. 4 Az 4+ ox, < B
x; >0 1=1,2,...,n

A continuacion se resolvera tanto con el Método Simplex, como con el méto-
do expuesto en este capitulo. Se resolvera primero con el Método Simplex.
Esta es la secuencia de pivotes para n = 3, que pasa por los 8 puntos ex-
tremos del poliedro, empezando en el origen. Las variables de holgura seran
T4,%5 Y Tg-

Tabla inicial Tabla 1

r1 T X3 Tr4 T2 I3
T4 1* 5 I 1 5
xI5 4 1 25 T5 -4 1* 5
re | 8 4 1 | 125 z6 | -8 4 1 | 8
-z |4 2 1 0 —z|-4 2 1 |-20
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Esta es la dltima tabla con el valor éptimo 5% = 125. Para resolver este
mismo problema usando las herramientas de la programacién semidefinida,

Tabla 2 Tabla 3
ry I5 I3 r1 X5 X3
x| 1% 5 xq | 1 5
o | -4 1 5 To | 4 1 25
ze | 8 -4 1 | 65 re | -8 -4 1% | 25
-2z 4 -2 1 -30 —2z|1-4 -2 1 |-50
Tabla 4 Tabla 5
r1 XI5 T T4 T5 Tg
x4 | 17 5 T 1 5
i) 4 1 25 i) -4 1* 5
x3 | -8 -4 1 | 25 xz3 | 8 -4 1 | 65
-2z 4 2 -1/|-75 —2z|-4 2 -1/-95
Tabla 6 Tabla 7
T4 X2 Tg T x5 T3
r | 1% 5 xg | 1 5
5 | -4 1 5 rs | 4 1 25
x3 | -8 4 1 85 x3 | 8 4 1 125
—z | 4 -2 -1/|-105 —z | -4 -2 -1|-125

considere el problema primal escrito en su forma estandard:

min

—4.7}1 — 2$2 — I3
sujeto a:
r1 + T4 = 5
4y + x2 + Ts5 = 25
8r1 + 4wy + w3 + xe = 125
x; >0 1=1,2,...,6
El cual tiene su correspondiente dual asociado:
max 5y1 + 2by2 + 125y3
sujeto a:
y1 + 4dy2 + 8ys + s
y2 +  4ys  + 52
Y3 + 53
Y1 + S4
Y2 + 85
ys  + 56

-2
—1
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yeR® s;,>0 j=12,...,6
Observe que los problmas Primal y Dual estan escritos de las formas:
(P) minTr(CX)
sujeto a: AX =D
X*=0
Y su dual
(D) max b'y
sujeto a:  Aldiag(y) +S = C
S=0,y e R"”
Con:
10 01 0O 5
A=14 1 0 0 1 0 b= 125
8 41 0 0 1 125
S = diag{(s1, 52,53, 54, 85,86)} X = diag{(x1, 2,73, 24,25, 76)}
C= dzag{(—4, _27 _17 Oa 07 0)}
Tome ahora los problemas perturbados como el Problema 3.11:
min —4ry — 29 — x3 — p In(det(X))
sujeto a:
T1 + T4 = 5!
dry + w12 + Ts5 = 25
8r1 + 4x9 + x3 + rg = 125
x; >0 i=1,2,...,6
Y el dual:
max 51 + 25y2 + 125y5 + p In(det(S))
sujeto a:
v+ 4y + 8ys  + s
y2 + dys  + 82
ys + 53
Y1 + S4
Y2+ 85
Y3  +

56

-2
—1
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yeR® s;,>0 j=1,2,...,6

Aprovechando que tanto X como S son matrices diagonales, se pueden re-
escribir los dos problemas anteriores como:

min —4xr; — 29 — T3 — W Z?:1 In z;
sujeto a:
T1 + T4 = 5)
4y 4+  x2 + Ts5 = 25
8r1 + 4xo + x3 + rg = 125
x; >0 1=1,2,...,6
Y el dual:
max Sy1 + 256y2 + 125y3 + pu Z?:l Ins;
sujeto a:
y1 + 4y + 8yz + s1
y2 +  dys  + S2
Y3+ 83
Y1 + S4
Y2 + S5
ys  + 56

yeR? 5;,>0  j=1,2,...,6

» Primera iteracion

Ahora, de acuerdo con el Teorema 4.1 se tiene que:

1
= —— ~ (0.8476042360
46 + 2

Y sean

Xo = diag{(2,9,9,3,8,64)}  yo=(—1,—1,-2)
So = diag{(20,7,1,1,1,2)}  e=4

un punto interior factible primal, y (Sp,y) un punto interior factible
dual. Tomando p¢ = 39 se cumple que 0(Xo, po) < % Observe que por
tratarse de un problema de programacion lineal, las Condiciones 4.5
pueden escribirse como

c— uoXo_lf—i- poX Az — Aly =0
AAz =0
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Con Az la direccién que se busca. Este sistema tiene la siguiente so-
lucioén:

[—0.632769]
0.311099
9.69507
0.632769
2.21998

| —5.87732 |

Az = (I — X§A'(AXGA")TA) <X0T— 1ch> ~
Ho

—10.258
y = (AXZAYTA(XZe — poXol) =~ | —3.5222
—0.665336

Se hace las actualizaciones de las variables primales y duales:

r1.36723 0 0 0 0 0
0 9.3111 0 0 0 0
‘ 0 0  18.6951 0 0 0
X1 = Xo +diag(Ax) = | 0 0 363277 0 0
0 0 0 0 10.22 0
0 0 0 0 0 581227

y =y, S1=diag(c — Aly) =~ diag(25.6695,4.18355, —0.334664, 10.258, 3.5222, 0.665336)
p1 = (1—0) o ~ 35.6943
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= Segunda Iteracién

[ 0.59633 ]
—1.18689
o1 20.7668
(T _ w24t 2 gt\—1 2. A
Az = (I - X{A'(AX{AY)1A) <X11 u1X16> 0.059633
0.948359
| —16.4963 |
—9.98695
y=(AX?AYTA(X?2c — 1 X11) ~ | —3.16851
—0.788419
[1.42686 0 0 0 0 0 ]
0 8.12421 0 0 0 0
. 0 0 39.4619 0 0 0
Xo =Xyt diag(Ax)~ | 0 0 357314 0 0
0 0 0 0 11.1683 0
L 0 0 0 0 0 41.6264 |

ys =y Sy~ diag(24.9683,4.32219, —0.211581,9.98695, 3.16851, 0.788419)

o = (1 —0)%pu1 ~ 29.8998
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s Tercera Iteracion

F0.054314]

911189
L1 32.715

(7 w24t 2 Aty—1 L A

2.32915

| _23.8329

—8.24076]

y = (AXZAYLA(XZ2¢ — poXol) ~ | —2.11887

1.12954)

[1.37255 0 0 0 0 0
0 601232 0 0 0 0
. 0 0 721769 0 0 0
Xz =Xotdiag(Ax)~ | 0 0 362745 0 0
0 0 0 0 134975 0

0 0 0 0 0 17.7935)

ys =vy; Sz~ diag(21.7526,4.63705,0.129543, 8.24076, 2.11887,1.12954)

w3 = (1—0)%uy ~ 29.9231
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s Cuarta Iteracién

[—0.1308517
—1.29012
| 6.23325
_ (T _ w2 gt 2 gty—1 _x2.) &
Az = (I - X5A"(AX5A")1A) <X31 u3X3c> 0.130851
1.81352
| —0.025972
—6.09139]
y = (AXFAYTA(XZc — usX3l) ~ | —1.47014
—1.29017 |
[1.2417 0 0 0 0 0 7
0 4.7222 0 0 0 0
: 0 0 784101 0 0 0
Xo =Xyt diagAz)~ | 0 0 37583 0 0
0 0 0 0 15311 0
L0 0 0 0 0  17.7675

ys=1vy; Si~ diag(18.2933,4.63081,0.290168, 6.09139, 1.47014, 1.29017)

ps = (1 —0) s ~ 16.0847

Continuando las iteraciones como hasta ahora, en la décima iteracién se
tiene que:

[0.116835 0 0 0 0 0
0 0.223724 0 0 0 0
. 0 0 122515 0 0 0
X109 = Xo + diag(Az) ~ 0 0 0 4.88317 0 0
0 0 0 0 24.3089 0
0 0 0 0 0  0.655616]
[4.314610 0 0 0 0 0 ]
0 205341 0 0 0 0
o 0 0 0.005912 0 0 0
10 = 0 0 0 0.148262 0 0
0 0 0 0 0.029764 0
| 0 0 0 0 1.00591 |
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Asi, || X10S10|| = 3.79476. Asi, se ha alcanzado el e-6ptimo. Observe que la
tercera entrada de la diagonal de X9 se acerca al valor 6ptimo buscado
de 125. El hecho de que el nimero de iteraciones sea parecido al niimero
de iteraciones requeridas por el Método Simplex, se explica por el tamano
del problema. Se ha mostrado que para problemas grandes, la diferencia en
iteraciones es observable.



Conclusiones

A pesar de existir herramientas mas generales y eficientes que el Simplex,
hoy en dia sigue siendo el método més usado y ensenado. Algunas razones
para seguir utilizando el Simplex son que:

1. Es relativamente facil de entender.
2. Es facil de programar en una computadora.

3. En la préctica, casi no se encuentran problemas que el Simplex resuelva
en tiempo exponencial.

Sin embargo, los problemas de optimizacién requieren de algoritmos eficien-
tes, debido al tamafo de los mismos. Con el paso del tiempo se han ido
desarrollando otros métodos iterativos para encontrar 6ptimos a problemas
con restricciones, y éstos han resultado ser mas rapidos que el Simplex. En
particular, la PSD abre nuevas posibilidades para resolver problemas muy
complejos de manera rapida.
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