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INTRODUCCION

Para un elemento x en un algebra de Banach A se define el espectro como
un subconjunto del plano complejo dado por

o(x) ={A € C: (x — Xe) no es invertible}
y el radio espectral como
R(z) = sup{]A| : X € o)} (1)

FEl radio espectral es una de las caracteristicas mas importante de la
teoria de las algebras de Banach. Si A es unitaria y compleja se tienen
algunas definiciones equivalentes con el radio espectral:

R(x) = lim {/[["]] = it {/[e"]] (2)
n n>1
Y si A es conmutativa, entonces también tenemos

R(z) = sup{|f(z)| : f un funcional lineal, multiplicativo y continuo} (3)

En [1], G.R. Allan desarrolla una teoria espectral para dlgebras localmen-
te convexas usando el espectro de un elemento el cual es un subconjunto del
plano complejo extendido y considera el correspondiente radio espectral R.
El estudia, entre otras cosas, las relaciones entre R y el radio de acotacion

B(z) = inf {A >0 {(i)n}@ es acotado en A} (4)

En algunas dlgebras no normadas estos radios juegan el papel de la norma
en el sentido que si R(xz) < 1 o B(x) < 1, entonces la serie Y z™ es conver-
gente. Una parte del estudio sobre el radio espectral se realiza en algebras
no completas.



INTRODUCCION

Entre los objetivos de esta tesis se encuentran los de definir un radio
espectral extendido y un radio de acotacién, en dlgebras topoldgicas més
generales, en relacién con la invertibilidad topoldgica. Nosotros presentamos
estos radios, estudiamos las relaciones entre ellos y los comparamos con el
radio espectral extendido inferior R, definido en [4].

En el primer capitulo de la tesis presentamos algunos de los principales
resultados de las algebras de Banach y vemos la equivalencia de las férmulas
(1), (2) y (3). También estudiamos estos mismos resultados para las dlgebras
normadas y las (Q—algebras. Entre otros, el teorema de Gelfand-Mazur en
algebras normadas. Asi mismo obtenemos algunos resultados originales co-
mo son los corolarios (1.1.14) y (1.2.4), y las proposiciones (1.2.10), (1.2.12),
(1.2.20), (1.3.6) y (1.3.12). Damos un ejemplo de un algebra de Banach no
conmutativa sin funcionales lineales multiplicativos, asi como también un
algebra de Banach no conmutativa con funcionales lineales multiplicativos.

En el capitulo dos estudiamos las dlgebras m—convexas y localmente

convexas. Para las primeras tenemos la misma definicién de espectro y radio
espectral de un elemento de un algebra topolégica. Sin embargo, en éstas
algebras se tienen otras expresiones para el radio espectral y se prueba en
[19] que si el dlgebra es completa entonces todos los radios son iguales e
iguales al radio de acotacién (4). También obtenemos un resultado original
en la proposicién (2.2.4).
En algebras localmente convexas, tenemos el espectro y radio espectral ex-
tendido R definido por W. Zelazko y la igualdad con algunos de los radios
dados en un algebra m—convexa, asi como con el radio de acotacién (4) defi-
nido por G.R. Allan. La proposicién (2.4.2) es un resultado muy importante
que obtenemos ya que nos relaciona los espectros de W. Zelazko y de G.R.
Allan. Ademds, damos un ejemplo que ilustra por qué el radio de acotacion
y el radio espectral usual no siempre son comparables.

En el capitulo tres estudiamos el concepto de invertibilidad topolégica,
definiendo el espectro topolégico de Harte, el radio espectral topolégico Ry y
un radio de acotacién (3¢, andlogo al definido por G.R. Allan pero utilizando
la invertibilidad topolégica. Comparamos éstos radios entre si y con el radio
R, definido en [4].

Para los radios estudiados tenemos que para un elemento x en un algebra
localmente convexa arbitraria

Ry(z) < Ru(x) = Bi(z) < B(x) < R(x)



Demostramos que si el dlgebra localmente convexa es invertiva (esto es, el
conjunto de elementos invertibles y topolégicamente invertibles son iguales),
entonces para cada z del algebra se tiene

Ri(x) = Ru(x) = Bi(z) = B(z) = R(x)

Damos un ejemplo de un &lgebra donde R; y R, son iguales y uno donde
la desigualdad entre R, y R puede ser estricta. Finalmente demostramos
que en un algebra localmente convexa y metrizable el inverso topoldgico de
(x — Xe) tiene una forma similar al inverso en &dlgebras en Banach; esto es

n

-1 > X
(x—Ae) " =~ Z:O A1

siempre que |A| > [;(z), para z un elemento del dlgebra topoldgica.

En el capitulo cuatro estudiamos el radio espectral en (Cy(X), (), el
algebra de todas las funciones complejas, continuas y acotadas definidas
sobre un espacio de Hausdorff completamente regular, dotada de la topologia
localmente convexa dada por las seminormas

1 flle = sup | f(z)e(2)]
zeX

donde ¢ es una funcién de By(X), el conjunto de todas las funciones aco-
tadas sobre X que se anulan en infinito (es decir, para todo € > 0 existe un
conjunto compacto K (€) C X tal que |p(z)| < € para todo = ¢ K (€))

Para f € Cy(X) definimos su radio espectral extendido (analogo al caso de
las dlgebras localmente convexas) por

R(f)=sup limsup {/|[f"|y
pEBY(X) 7
Probamos ademads que para f € Cp(X) y ¢ € Bo(X)
lmsup {/[|f"|l, =Mm {/|[f*[l, = sup [f(z)|= sup [|fgll,
n " z€sop(p) llgllo<1

Sin embargo, mostramos que a diferencia del caso normado

lim /17"l # taf 3711/ -
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Capitulo 1

Radio espectral en algebras
de Banach

1.1. Algebras normadas y algebras de Banach

La teoria de las algebras de Banach ha contribuido al desarrollo tanto
del andlisis funcional como el de algebras topoldgicas mas generales. Gelfand
fundamenté la teoria de éstas algebras. Su principal punto de partida fue
el teorema de Mazur anunciado en 1938 y que ahora es conocido como el
teorema de Gelfand-Mazur. En este capitulo estudiaremos algunos de los
principales resultados de la teoria de las algebras normadas y de Banach
los cuales nos ayudaran a abordar la teoria espectral en dlgebras localmente
convexas.

Definicion 1.1.1. Sea A un &dlgebra sobre el campo de los niimeros comple-
jos C provista con una topologia Hausdorff 7. Decimos que la multiplicacién
es separadamente continua si el mapeo de AxA — A dado por (z,y) — zy
es continuo con respecto a cada variable; es conjuntamente continua si el
mapeo anterior es continuo con respecto a la topologia del producto AxA.

Definicion 1.1.2. Un &lgebra A provista con una topologia 7 es un dlgebra
topoldgica si es un espacio vectorial topoldgico y tiene una multiplicacién
asociativa conjuntamente continua.

Lema 1.1.3. Sea (X, 7) un espacio topolégico, A € 7, B C X. Entonces

ANBC ANB
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Demostracién: Si x € AN B entonces para toda vecindad V, de z, el
conjunto V,; N A es una vecindad de x. Luego, (V; N A) N B # (); es decir,
r € AN B. [ |

Nota 1.1.4. Sea (A, 7) un espacio topoldgico y 91 un sistema fundamental

de vecindades de cero en A. Demostremos que N = {VZ-A ci € I} esun
sistema fundamental de Vecindades de cero en la completaciéon de A, que

denotaremos por A donde V denota la cerradura de V; con respecto a A.
Sea U una vecindad cerrada de cero en A yU= U N A. Entonces U es una
vecindad del cero en A lo que implica que existe V € 9 tal que V C U y por

lo tanto, VA c U.Sea W € 7 tal que W C V. Existe W, vecindad de cero
en 2, tal que W = AW N A. Por el lema anterior, W=WnAc WA C VA.

Esto implica que VA es una vecindad de cero en A.
Asi, para dlgebras topoldgicas tenemos el siguiente

Teorema 1.1.5. Si (A, T) es un dlgebra topoldgica entonces su completacion
también lo es.

Demostracion: Sea Ve N C T3 Entonces V C V', con Vien. Ex1ste

U tal que UU C V'. Demostremos que UU - V C V. Sean z,y € U
Entonces existen (z4)aer ¥ (Ya)aer en U tales que x4 — x, Yo — V. Por
la continuidad de la multiplicacién, (zqaYa) — 2y, y como (z,ya) € UU se

sigue que zy € WA. |

Definicién 1.1.6. Decimos que A es un dlgebra normada si tiene una norma
|| - || tal que la topologia inducida por ella la hace un dlgebra topoldgica. Y
si el dlgebra normada es completa entonces decimos que A es un dlgebra de
Banach.

Para algebras de Banach tenemos el siguiente (véase [17], teo. (2.4))

Teorema 1.1.7. Sea A un dlgebra de Banach con unidad e. Entonces existe
un espacio de Banach X y un isomorfismo (biyectivo y bicontinuo) de A en
una subdlgebra cerrada del dlgebra B(X) de todos los operadores acotados
T:X — X con la norma operador

ITllop = sup |[T'(2)]]
lef<1
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Demostracion: Sea X = A. Definamos la aplicacion
p:A— B(A); x— () =T,

donde T, € B(X) es el operador de multiplicacién a izquierda; es decir,
T.(y) = xy, y € A. Entonces ¢ es lineal y multiplicativa:

P(Mx1 + A2m2) = Thjay 12022 () = (M171 + A2w2)(y) = A1p(z1) + Aagp(2)

para todo A1, A2 en C y para todo y,x1,x2 en A.

p(r172) = Toy (T (y)) = Ty (22y) = 21(22y) = (T122)y = (71)P(72)

para todo y,x1,z9 en A.

¢ es inyectiva y suprayectiva sobre su imagen. En efecto, si p(x) = 0 enton-
ces T, (y) = zy = 0 para todo y € A. En particular, para y = e, ze = x = 0.
Por lo tanto, ¢ es un isomorfismo algebraico.

Resta probar que ¢ es un homeomorfismo, o equivalentemente, que la norma
en A dada por |z| = |T;|op es equivalente a la norma || - || original de A. Si
x € A entonces

xe
lell

_ =l

2] = Talop = sup |Tu(y)| = sup [lay| > el

lyll<1 lyll<t

Por lo tanto, ||z|| < |le]| |z|. Luego, las normas | - | y || - || son comparables
y la equivalencia serd probada si mostramos que el dlgebra A es completa
con la norma | - | o que el conjunto A = {T}, € B(A) : z € A} es cerrado
en B(A) (por el teorema de la aplicacién inversa). Para ello, supongamos
que (Zp)nen €s una sucesiéon en A tal que (T, )nen converge en B(A) a T.
Entonces (T4, )nen es una sucesién de Cauchy en B(A) y como |T,| > ||z]],
x € A, se sigue que (zp)nen es una sucesion de Cauchy en A que por ser
completo existe z € A tal que nh_)rgo ||zn, — z|| = 0. Por la continuidad de la

multiplicacién en A tenemos que

IT(y) =TIl < [IT(y) = To,, I + || T2, () — Te (W)l
T (y) = T, I + ll2ny — 2yl

lo que implica que T'(y) = Ty(y) para cada y € A. Asi, T =T, y A es
cerrado. ]

De este teorema tenemos el siguiente
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Corolario 1.1.8. Toda dlgebra de Banach A tiene una norma equivalente
a la original que satisface

W) llzyll < [l lyll
(1) |le|]| = 1, siempre que e € A

Demostracion: (i) Definamos el operador lineal de multiplicacién a iz-
quierda como en la demostracién del teorema anterior. De la teoria de ope-
radores tenemos que ||T,Ty||op < ||Tx|lop ||Tyllop- Asi, existe una norma en
A, ||Tz|lop, € A, que es equivalente a su norma original y satisface que

lzyll < Izl [lyll-

(ii) [[Tellop = sup [leyl| = sup [lyl| =1 u
lyli<1 lyll<t

Tenemos un resultado andlogo para el caso normado.

Corolario 1.1.9. Sea A un dlgebra normada. Entonces existe una morma
equivalente a la norma original tal que

W) Nzyll < Izl [yl
(1) |le|| = 1, siempre que e € A

Demostracion: El algebra A se completa a g, la cual es un algebra de
Banach. Por el corolario anterior existe una norma equivalente a la original
que satisface i) y ii). Esta norma restringida al algebra A es la buscada. B

Notas 1.1.10.

(1) A lo largo del trabajo consideraremos &dlgebras reales 6 complejas si
su campo de escalares son los numeros reales 6 complejos respectiva-
mente.

(2) Sea A un algebra de Banach sin unidad y definamos Ale] := {(z,a) :
x € A, a € C}, llamada la unizacion de A, dotado con las operaciones
puntuales y la multiplicacion

(@, 0)(y, B) := (xy + B + oy, ap),
y la norma extendida de A dada por

(2, )| := |lz|[ + |af; e =(0,1)

8
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Se puede probar ficilmente que la unizacién Ale] de A es un algebra
de Banach.

La aplicacién  — (z,0) es un isomorfismo isométrico de A sobre un
subespacio de Ale], y asi A es una subdlgebra cerrada de Ale].

Denotemos por B(Ale]) al algebra de todos los operadores lineales y
acotados en el dlgebra (Ale],|| - ||). Entonces Ale] es una subdlgebra
cerrada de B(Ale]). La norma |- | en Ale] equivalente a la original || - ||
es la norma operador en Ale] restringida a A; es decir,

2] = (12, 0)lle)opey = sup |[[zy + Ba]]
lyll+8<1

Con op(e) nos referimos a la norma operador en Ale]. Notemos sim-
plemente que esta norma incluye una componente escalar extra que
proviene de fuera del algebra A la cual la hace menos atractiva. Para
el algebra unitizada podemos aplicar el teorema anterior.

Observemos que la unizacién para el caso de édlgebras sin unidad es
necesaria, ya que de otro modo la funcién ¢ : A — B(A), dada por
x — T, no necesariamente es un isomorfismo algebraico, no habiendo
relacion entre || - || y || - ||op- Por ejemplo, si hacemos zy = 0, para
todo x,y € A, donde A es un algebra de Banach con la multiplicacién
trivial, entonces es claro que T, = 0 para todo = € A.

De este modo, si A es un algebra con o sin unidad, el teorema anterior
es valido, tomando al dlgebra como tal si tiene unidad y su unizacién
si carece de la misma.

La unizacion suele, en algunos casos, complicar la situacién. En este
sentido se puede encontrar una norma equivalente a (|[(-,0)|[e)op(e), €n

la que sélo aparecen elementos del algebra A. Esta es
|z||ar = max{]|z[], ||z]lop}, =€ A

Esta norma puede utilizarse para demostrar el teorema anterior y en

particular, la norma (|[(:,0)||e)op(e), Proveniente de la unizacién, es

9



CAPITULO 1. RADIO ESPECTRAL EN ALGEBRAS DE BANACH

equivalente a || - ||as, lo cual se sigue de las desigualdades

- 1lar < (G Oledope) < - 1T+ 11 op < 211 - [lar

De esta manera, al hacer uso de la norma ||-|| 57 en lugar de (||(-, 0)||¢)
podemos evitar el escalar extra que define esta norma.

op(e)

(6) Por las observaciones anteriores en este trabajo siempre considera-
remos algebras con unidad e.

Ejemplos 1.1.11. Algebras normadas y algebras de Banach

(1) El espacio de todos los polinomios P[X] en una variable x € X con

la norma |[|p|| = 01213?1 |p(x)|. Es un algebra normada no completa,

conmutativa y con unidad. Por el teorema de Stone-Weierstrass, su
completacién es el dlgebra de todas las funciones continuas C0, 1] con
la norma infinito; es decir, la norma definida por

[flloo = mdx [f(x)]

0<z<1
(2) Sea K # () un espacio compacto de Hausdorff y
C(K)={f:K — C, f escontinua}
con la norma ||f|| = Sg£|f(m)| Para f y g en C(K) definimos la

multiplicacién (fg)(z) := f(z)g(z). Entonces C(K) es un algebra de
Banach conmutativa donde la identidad es la funcién constante 1. Si
K es un conjunto finito que consiste de n puntos entonces C(K) = C"
con la multiplicacién coordenada a coordenada.

(3) Sea X un espacio de Banach. Entonces B(X), el algebra de todos los
operadores lineales y acotados sobre X, es un algebra de Banach con
respecto a la norma usual de operadores. Su unidad es la identidad
I. Si dimX = n < oo entonces B(X) es isomorfa al dlgebra de to-
das las matrices complejas nxn. Si dimX > 1 entonces B(X) no es
conmutativa.

(4) Sea Li(—o0,00) el espacio de Banach de las funciones absolutamente
integrables con la norma

]| = / 2(t)|dt

10
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La multiplicacién estd definida como la convolucién

o0

x*y(t) = / x(t —m)y(r)dr

—00

La convolucién es conmutativa y asociativa. Ademds, la norma es sub-

multiplicativa:
fosy®l = [ | [ ate=nriarlar
—o0 —00
< / / 2t — 7)ly(r)|drdt
— / () / ja(t — 7)|dtdr
= Yl Iyl

Li(—00,0) es un édlgebra de Banach que no tiene unidad puesto que
la funcién f = 1 no es integrable.

Para més ejemplos de dlgebras de Banach véase [17].

Denotemos por G(A) al conjunto de elementos invertibles de A.
El siguiente teorema es quizas uno de los resultados mas utilizados en la
teoria de las dlgebras de Banach.

Teorema 1.1.12. Sea A un dlgebra de Banach, x € A y ||z|| < 1. Entonces
(e —z) e G(A).

Demostracion: Como ||z"|| < ||z||"™ y ||z]| < 1 entonces
sp=e+x+a’+ .. +a"

forma una sucesién de Cauchy en A, y como es completa, existe s € A tal
que s, — s. Puesto que 2" — 0y sp(e —2) = e — 2" = (e — 2)sp, la
continuidad de la multiplicacién en A implica que

s(e—2)= lim (e —2"™') =e.

n—oo

Anélogamente, (e — x)s = e. Por lo tanto, s es el inverso de (e — x). |

11
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En cuanto a las propiedades de los elementos invertibles tenemos

Proposicién 1.1.13. Sea A un dlgebra de Banach. Entonces G(A) es abier-
to y la aplicacion ¢ : G(A) — G(A) dada por x — x~1 es continua.

Demostracion: Por el teorema anterior tenemos que los elementos del con-
junto U = {z € A : |le — z|| < 1} son invertibles. Sea x € G(A) arbitrario.
La aplicacién y — xy es un homeomorfismo de A sobre si mismo. Luego,
zU es abierto en A el cual consiste de elementos invertibles y contiene a x
puesto que e € U. Asi, cualquier elemento invertible tiene una vecindad que
consiste estrictamente de elementos invertibles.

Demostremos ahora que la aplicacién x +— x7* es continua. Supongamos
que z € G(A). Si y = e — x entonces x = e — y, y por lo tanto

rl = ey =y =Y )
n=0

n=0

1

Luego, tenemos que si |le — z| < 3 entonces
o 1
<3 o =2
n=0

lz™t —ell = o™ — a7l < ]2 7] fle — 2| < 2]le - =]

Asi, si x tiende a e entonces ! también.

Ahora, si ||y — z|| < m entonces

_ _ _ _ 1
lyz™" —ell = llyz™" —za™| < fly — ]| 27| < 5

Esto implica que (yz~1') € G(A) y por lo tanto, y € G(A).

Como (yr~1) =1 = zy~! entonces |lzy~ | <2y [lzy~! —e| < 2|lyz~! —e]|.
Luego,
ly™ =27 = lla™ ey — a7 < a7 flay ™ — el < 20l ly — 2|l
]

Sin embargo, podemos eliminar la completitud como lo muestra el si-
guiente

12



1.1. ALGEBRAS NORMADAS Y ALGEBRAS DE BANACH

Corolario 1.1.14. Si la norma || - || satisface la desigualdad multiplicativa

lzyll < llzll lyll,  para todo x,y € A

1

entonces la aplicacion ¢ : G(A) — G(A) dada por x — x~" es continua.

Demostracion: Primero se completa A a A y ahf la aplicacién z — 27! es

continua. Esta funcién restringida a A es continua. |

Uno de los teoremas mas importante en las dlgebras de Banach es el teo-
rema de Gelfand-Mazur, el cual nos permite, entre otras cosas, caracterizar
las algebras de divisién.

Teorema 1.1.15. Sea A un dlgebra de Banach compleja en la cual cada
elemento distinto de cero es invertible. Entonces A es isométricamente iso-
morfa a C.

Demostracion: Es suficiente mostrar que cada elemento x € A tiene la
forma x = Ae, A € C. Supongamos que no es asi. Es decir, existe z # e,
para todo A € C. Entonces (z — \e) # 0, para todo A € C. Luego, (z — e)™!
existe para todo A € C. Sea f un funcional lineal continuo en A tal que
f(z=1) # 0. Definamos la funcién compleja

-1
p(A) = fl(z — Ae)™]
Probemos que ¢ es analitica, por lo tanto, entera por su dominio.

o PO ) = o) fl(z = (A + he) ™) = flw = o))

= lim

h—0 h h—0 h
_ —1(,. -1
. f[h(x xe) "Lz — (A + h)e)
h—0 h

1

el cual existe ya que la aplicaciéon 7" es continua en A por la proposicion

anterior. Ademas,

~1
p(A\) = if[(i —e) ], para todo \ # 0,

y como lim (§ —e)~! = —e, entonces lim [p(A)] = 0. Por el teorema de
|A|—00 |A|—00

Liouville, ¢(A) = 0 lo cual es una contradiccién ya que ¢(0) = f(z~%) # 0.

Por lo tanto, z = Ae para algin A € C, Asi, z — A(z) es un isomorfismo

isométrico. [
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CAPITULO 1. RADIO ESPECTRAL EN ALGEBRAS DE BANACH

1.2. Espectro e Ideales en algebras normadas y
algebras de Banach

Vamos ahora a definir y estudiar el espectro y sus propiedades, asi como
resultados sobre ideales en algebras normadas y &dlgebras de Banach. En
particular, veremos la correspondencia uno a uno que existe entre los ideales
maximos y los nucleos de funcionales lineales multiplicativos en un algebra
de Banach.

Definiciéon 1.2.1. Sea A un &lgebra topoldgica. Para un elemento = € A
definimos el espectro de x como

o(z) ={A € C: (Xe —x) no es invertible en A}
El radio espectral de x € A como el niimero
R(z) =sup{|A| : A € o(x)}
si o(x) es acotado, 6 R(z) = oo si no lo es.
El espectro tiene, entre otras propiedades, la siguiente

Proposicion 1.2.2. Sea A un dlgebra de Banach. Entonces para cada ele-
mento x € A, o(x) # 0 y compacto.

Demostracion: Veamos inicialmente que o(z) es compacto. Si |A > ||z||
entonces ||$|| < 1 lo que implica que (e — A~'z) € G(A), por el teorema
(1.1.12). Luego, A ¢ o(z) y por lo tanto, el espectro o(z) es un subconjunto
de {\A € C : |\l < ||z||}. Es decir, o(z) es acotado. Resta probar que es
cerrado. Definamos la funcién g : C — A por g(\) = (Ae — z). Entonces g
es una funcién continua y el complemento del espectro es g~ (G(A)) que es
abierto por la proposicién (1.1.13). Por lo tanto, o(z) es cerrado.

El mismo argumento utilizado en la prueba del teorema de Gelfand-Mazur
nos muestra que o(x) # (), ya que en caso contrario (Ae — x) serfa invertible
para todo A € C y entonces (Ae — x) # 0. Luego, existiria un funcional
lineal y continuo f tal que f(x~1) # 0 y se sigue lo mismo para la funcién
¢ definida como () = f[(z — Ae) ] en dicho teorema. [ |

En las algebras normadas también se tiene el teorema Gelfand-Mazur.

Proposicion 1.2.3. Sea A un dlgebra normada de division. Entonces A es
isométricamente isomorfa a C.
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1.2. ESPECTRO E IDEALES EN ALGEBRAS NORMADAS Y ALGEBRAS
DE BANACH

Demostracion: Como A es normada entonces la podemos completar a A.
Para todo z € A, oz(z) # 0y o3(x) C oa(x). Entonces en un algebra
normada c4(x) # (), para todo z € A. Por hipétesis e € A y para todo
x € A, x #0, x esinvertible en A. Esto implica que 0 ¢ o4(z) para todo
x # 0. Pero como o4(z) # () entonces existe un A € C tal que A € o4(x).
Luego, (z — Ae) ¢ G(A) de donde (z — Ae) = 0. Es decir, z = X y por lo
tanto, A es isomorfa a C. |

Corolario 1.2.4. Sea A un dlgebra normada. Cada ideal mdximo bilateral
cerrado M C A es de codimension uno.

Demostracion: Sea M C A un ideal maximo bilateral cerrado. M es un
subespacio vectorial. Entonces A/M es un algebra normada que es un anillo
de divisién. Por el teorema anterior A/M = C. [

Proposiciéon 1.2.5. Sea A un dlgebra de Banach. Entonces cada ideal mdxi-
mo bilateral de A es cerrado.

Demostracion: Sea M un ideal maximo bilateral del algebra A. Entonces
M NG(A) =0y puesto que G(A) es abierto, M N G(A) = 0. Asi, M es un
ideal propio de A y por ser M méximo se tiene que M = M. |

Teorema 1.2.6. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa y
H={f:A—C, f esun funcional lineal y multiplicativo no nulo}

Entonces

(1) Si f € H entonces el nicleo de f, Z(f) ={x € A: f(x) =0}, es un
ideal mazimo de A.

(2) Cada ideal mdzimo de A es el nicleo de algin f € H.

Demostracion: (1) Si f € H entonces Z(f) es un subespacio lineal de A,
Z(f) # A. Siy € (AN Z(f)) entonces la envolvente lineal de Z(f) U {y}

es A, ya que (a— ;EZ@) € Z(f). Tenemos ademds que f(az) = f(za) =

fla)f(x) =0,a € A,z € Z(f). Por tanto, Z(f) es un ideal méximo bilateral.

(2) Sea M C A un ideal méximo. Entonces M es cerrado y asi el dlgebra co-
ciente A/M es un édlgebra de Banach de divisién. Por el teorema de Gelfand-
Mazur, A/M = C. Luego, el homomorfismo A — A/M, que denotaremos
como fys, define un funcional lineal multiplicativoen Ay Z(fy) =M. R

15



CAPITULO 1. RADIO ESPECTRAL EN ALGEBRAS DE BANACH

Asi, tenemos una correspondencia uno a uno entre los ideales maximos
cerrados de A y sus funcionales lineales multiplicativos dada por

[ Z(f) (M < fu)

Puesto que los ideales maximos de un algebra de Banach A son cerrados
y ellos son precisamente los nicleos de funcionales lineales multiplicativos
en A, entonces tenemos el siguiente

Teorema 1.2.7. Cada funcional lineal multiplicativo en un dlgebra de Ba-
nach es continuo.

Corolario 1.2.8. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa. Entonces existe
al menos un funcional lineal multiplicativo y continuo.

Demostracion: Si A es el campo de los nimeros complejos entonces la
identidad es tal funcional. Si A no es un campo entonces existe un elemento
x € A~ {0} que no es invertible y el conjunto zA es un ideal el cual
estd contenido en un ideal maximo. Asi, el dlgebra A tiene un ideal méximo,
o equivalentemente, A tiene un funcional lineal multiplicativo y continuo. H

Denotaremos por M(A) al conjunto de todos los funcionales lineales
multiplicativos y continuos sobre A.

-~

Nota 1.2.9. Sea A un élgebra normada. Entonces M(A) = M(A), donde
A es la completacion de A. En efecto, sea f: A — C lineal, multiplicativo y
continuo. Como A es densa en A entonces podemos extender continuamente

f sobre A.

Proposicion 1.2.10. Sea A un dlgebra normada conmutativa. Cada ideal
cerrado de A estd contenido en un ideal mdzrimo cerrado.

Demostracion: Sea I C A un ideal cerrado. Entonces A/l es un algebra
normada conmutativa y por lo tanto, M(A/I) # 0. Sea f € M(A/I). Si
m: A — A/I es el homomorfismo candénico entonces F'(z) = f(n(x)) es un
miembro de M(A) e I C F~1(0) = Z(f o 7). |

Definicion 1.2.11. Decimos que un algebra topolégica A es una QQ—dlgebra
si G(A) es un conjunto abierto de A.

En una Q—algebra normada se tiene
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Proposiciéon 1.2.12. Sea A una Q—dlgebra normada conmutativa. Enton-
ces

o(x) ={f(x): f e M(A)}

Demostracion: Sea A € o(x). Entonces (x—Ae) ¢ G(A) lo que implica que
existe un ideal méximo cerrado M de codimensién uno tal que A(x — Ae) C
M. Asi, existe f € M(A) tal que f(z — Xe) = 0 y por lo tanto, f(z) = A,
de donde A € {f(z) : f € M(A)}. Si f(z) = A entonces (z — Xe) ¢ G(A),
asi que {f(x): f e M(A)} C o(x). [ |

En 4lgebras normadas, como por ejemplo (P(X); ||p|| = Olgéi{l Ip(x)]), el es-
<<
pectro de un polinomio no constante es todo el plano complejo. Por lo tanto,

no tenemos un resultado andlogo al anterior. Sin embargo, modificando un
poco el espectro en ellas tenemos la siguiente

Proposiciéon 1.2.13. Sea A un dlgebra normada conmutativa. Entonces
g(x):={A e C: (x— Ne)A es propio en A} ={f(x): fe M(A)}

Demostracion: Sea A € (x). Entonces (z — Ae)A C M, un ideal méximo
cerrado de codimensién uno. Asi, existe f € M(A) tal que f(x — Xe) = 0,
de donde, A € {f(z) : f € M(A)}. Veamos la otra inclusién. Observemos
que (f(z)e — x) € ker(f) que es un ideal maximo cerrado. Luego, como
(f(zx)e —x) ¢ G(A) entonces (f(x)e — x)A C ker(f) lo que implica que el
ideal (f(x)e — z)A es propio en A. [

Toda algebra de Banach es Q—élgebra (prop. (1.1.13)). Existen Q—alge-
bras normadas que no son completas, como lo podemos ver en el siguiente

Ejemplo 1.2.14. Denotemos por D;(0) el disco cerrado unitario con centro
en el origen y sea B el conjunto que consiste de todas las funciones holo-
morfas definidas sobre un conjunto abierto 2 C C (que depende de cada
funcién) y contiene al disco anterior.

Definamos las normas

£l =méx[f()] gy Iflle =D lanl;
n=0

|z]<1

o0
donde f(z) = > a,z". Entonces (B, ||-||2) es un dlgebra normada y es claro
0

que ||f]}1 < Hf‘TQ Observemos que f € B es invertible si f(z) # 0 para todo
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CAPITULO 1. RADIO ESPECTRAL EN ALGEBRAS DE BANACH

z € Q.

Demostremos que B es una @Q—élgebra. En efecto, si ||f — 1||2 < 1, f holo-
morfa en Dj(0), entonces ||f — 1|1 < 1 lo que implica que |f(z)| > 0, para
todo z € D;(0). Més aun, |f(z)| > 0 para todo z en un disco abierto que
contiene al disco unitario. Por lo tanto, f es invertible. Es decir, existe una

funcién g € B tal que f(z)g(z) = 1, para todo z € D;(0). Asi, B es una
Q—4lgebra (véase [15]).

18

Sin embargo, B no es completa puesto que la funcién h(z) = Z—Z converge

n=1

sélo en D;(0). Es decir, h ¢ B.

Definicion 1.2.15. Decimos que un elemento x de un algebra topoldgica
A es topoldgicamente invertible si tA = Az = A. Es decir, existen dos redes
(ay)ver ¥ (by)~er en A tal que ayz — ey by, — e. El conjunto de elementos
topoldgicamente invertibles de A lo denotaremos por G(A). Se dice que A
es una Q;—algebra si G;(A) es abierto.

De la definicién anterior podemos observar que G(A) C G¢(A).

En [6] se obtiene la equivalencia (1) — (3) de la siguiente proposicién.
Nosotros tenemos ademads (4).

Proposicion 1.2.16. Sea A un dlgebra topolégica. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes

(1) A es Q¢—dlgebra.

(2) intGi(A) # 0.

(3) e € intG(A)

(4) B={x € A: Ri(x) <1} es una vecindad del cero; donde

Ri(x) =sup{|A| : (Ae —x) & G(A)}

Demostracion: (1) = (2) Por definicién de Q;—4élgebra.
(2) = (3) Sea a € intG(A). Entonces existe una vecindad de cero V tal que
a+V C G¢(A). Por continuidad de la multiplicacién en A existe una vecin-

dad de cero U tal que aU C V y Ua C V. Entonces a(e+U) C a+V C G¢(A)
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y (e4+U)a Ca+V C G(A). Esto implica que existen redes (ay(U))~er y
(by(U))~er en A tales que (ay(U))[a(e+U)] — ey [(e +U)a](by(U)) — e.
Por lo tanto, (e +U) C G¢(A).

(3) = (4) Como e € intGi(A) entonces existe una vecindad V' de cero
balanceada tal que e + V € G¢(A). Debemos probar que V € B. Si no
fuera asi existirfa x € V con Ri(xz) > 1, y A € ou(x), |A| > 1, tal que
(Ae — ) ¢ G¢(A); donde

o(x) ={AeC:(Ae—x) ¢ Gi(A)}

Luego, (e — §) ¢ G¢(A). Como V es balanceada y |A| > 1 entonces —5 € V,
de donde (e— %) € e+V C G¢(A) lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
V C G¢(A) lo que implica que B es una vecindad del cero.

(4) = (1) Supongamos que 0 € intB y sea V = $B. V es una vecindad
de cero. Supongamos que e + V ¢ Gi(A). Entonces existe z € V tal que
(e +2) ¢ G¢(A). Como z = 3y, para y € B, entonces (e + 3y) ¢ G¢(4),
(2e —y) ¢ G(A) lo que implica que R;(y) > 2. Pero por hipétesis R (y) < 1.
Por lo tanto, (e + V) € G¢(A). Esto es, A es Q;—4lgebra. [ |

La prueba del siguiente resultado es completamente andloga a la anterior.

Proposicion 1.2.17. Sea A un dlgebra topolégica. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes

(1) A es Q—adlgebra.
(2) intG(A) # 0.
(3) e € intG(A).

(4) B={x € A: R(z) <1} es una vecindad del cero.

De aqui podemos probar la siguiente

Proposicién 1.2.18. Sea A una Q—dlgebra. Entonces o(x) es un conjunto
compacto de C para cada x© € A.

Demostracion: Supongamos que A es una ()—algebra y o(x) no es cerra-
do. Entonces existe un A € o(x) \ o(x). Esto implica que (x — Ae) € G(A).
Pero como A € o(x) entonces existe una red (\,) C o(x) tal que A, — A.
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Luego, (z — Aye) — (x — Ae) lo cual no es posible por ser A una @Q—4élgebra.

Demostremos que o(x) es acotado para cada x € A. Por la observacion
anterior e € intG(A). Por lo tanto, existe una vecindad V' de cero absorbente
y balanceada tal que e + V' C G(A). Por ser V' absorbente existe A > 0 tal
que para todo g > A, y para todo = € A, —% € V, de donde se tiene que
(e—3) € e+V C G(A). Luego, (pe—x) € G(A) lo que implica que R(z) < A.

[

Existen dlgebras normadas que no son ()—algebras, como por ejemplo
A= (P(X); |Ip|]| = Orgéé(l Ip(x)]), ya que o(p(x)) = C para todo polinomio
_x_

no constante p(x). Por la proposicién anterior, A no es una Q—algebra. Sin
embargo, (véase [6], prop. (2.6))

Proposicion 1.2.19. Toda dlgebra normada A es una Qi—dlgebra.

Demostracion: Por la proposicién (1.2.16) es suficiente probar que el con-
junto U = {z € A:|le—z| <1} C G¢(A). Seaxz € Acon |le—z| <1y
n
hagamos y = e — x. Claramente y € U. La sucesién | 3 y* es tal que
k=0 neN
n

le=m) D> y* —el =ly" I < yl™*" <1
k=0

n

Por lo tanto, |[(e —y) 3_ v* —e|| — 0 cuando n — oco. Asi, z = (e —y) €
k=0

Gi(A). |

Proposicion 1.2.20. Sea A un dlgebra normada. Todos los ideales mdzimos
de A son cerrados si y sdlo si A es una Q— dlgebra.

Demostracion: =) Sea v € G(A) ~ G(A). Esto implica que el ideal gene-
rado por x, zA, es denso en A. Es decir, A = A. Entonces existe un ideal
méximo cerrado M C A tal que xA C M. Pero A C A = A lo que implica
que M = A lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, Gi(A) = G(A) de

donde se tiene que A es una (Q—algebra.

<) Sea M C A un ideal maximo. Veamos que es cerrado. Por hipdtesis
G(A) es abierto lo que implica que M NG(A) = () y también M NG(A) = 0.
Por lo tanto, M C (G(A))¢ que es cerrado. Luego, M es propio y por ser M
méximo, M = M. |
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1.3. Propiedades del Radio Espectral

En las algebras de Banach, y en general en la normadas, el lim {/[|z"]]
n—oo

existe como lo podemos ver en la siguiente (véase [13], teo. (1.4.4))

Proposicién 1.3.1. Sea A un dlgebra normada. Si x € A, entonces
lim {/||z"| existe y ademds

n—00
i {/fzn || = mf /2"
n—00 n>1

Corolario 1.3.2. Sea A un dlgebra normada. Entonces

lim /|27 < ||
n—oo

En un algebra de Banach podemos calcular el radio espectral de la siguiente
manera (véase [9])

Proposicién 1.3.3. Sea A un dlgebra de Banach. Entonces para x € A,
R(z) = lim v/|z"|
n—od

Demostracion: Si A\ € o(x) entonces \* € o(z™). En efecto, observemos
que

Ne—z" = (Xe—z) (A" Le+ N 2ex + ...+ 2™ 1)
Si (A"e — 2™) fuera invertible entonces (Ae — x) también. Ademds, |[A\"| =
A" < 2", n = 1,2,.... Por lo tanto, |A] < Hx"H%, paran = 1,2,...y

asi |A| < nangO Y |lx™||. Es decir, R(x) < nangO x|

Veamos la otra desigualdad. Sea r := lim {/[[z"]]. Para cada f € A’, el dual

topolégico de A, la serie

o) = Sl — ) = 3 28

n=0

converge para |A| > r. Por lo tanto, la serie anterior es la serie de Laurent
de la funcién ¢ para |A| > R(x), la cual es holomorfa en |A| > R(z). Luego,
Jj\(ffl) — 0 y entonces existe K(f) > 0 tal que |Jj\(f:1)| < K(f) para cada
f e A'. Asi, existe una constante M > 0 tal que ||)\‘ffl—il|| < M, para todo n,

de donde
r=1m {/||z"|| < lim {/ M|X"+L| = |A]

Por lo tanto, |A\| > r. De esta manera si |\| > R(z) entonces r < R(z). W
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En el caso conmutativo tenemos

Proposicion 1.3.4. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa. Entonces

R(x) = sup{|f(z)| : f € M(A)}

Demostracion: Basta probar que o(x) = {f(z) : f € M(A)} por la pro-
posicién (1.2.12). Sea A € o(x) entonces (Ae — ) ¢ G(A) lo que implica que
existe un ideal M méximo cerrado de codimensién uno tal que (Ae — z) €
M. De esta manera existe un funcional lineal y multiplicativo f tal que
f(Ae —x) =0. Luego, f(x) = Ay por tanto, A € {f(x): f € M(A)}. Inver-
samente, si f(z) = X entonces (Ae —z) ¢ G(A) ya que en caso contrario exis-
tirfa y € A tal que (Ae —x)y = e y se tendria que f(Ae —x)f(y) = f(e) =1,
de donde f(x) — A # 0 lo cual es una contradiccién. [ |

El siguiente resultado puede encontrarse en [9], teorema (5.7). Nos afirma
que en un algebra normada no tenemos la igualdad de la proposicién (1.3.3).

Teorema 1.3.5. Sea A un dlgebra normada compleja. Entonces parax € A,
R(z) = lim {/[lz"]]
n—oo

Sin embargo, para (Q—algebras tenemos

Proposiciéon 1.3.6. Sea A un dlgebra normada. A es Q—dlgebra si y sdlo
s%
R(z) = Mm /[|z"|| = if {/[[z"]]
n—00 n>1

S < T o/l
Demostracion: =) Resta probar que R(x) < nh—{go {/||z™|| por el teorema

anterior y la proposicién (1.3.1). Como A es una (Q—algebra entonces
{yeA:|lyl|<e<1}Cc{ye A: R(y) <1}

Supongamos que ||y|| # 0. Si ||y|| < € entonces R(y) < 1. Tenemos que

R(Ay) = |A|R(y), para todo A € C. Asf, R(eply) < 1 lo que implica que

R(y) < %HyH Luego, sup R(y) < % < 00. Si ||yy|| = 0 para todo v € C,
llyll=1
entonces R(vy) < 1, de donde R(y) < %

Sea |\| > R(z™). Entonces (Ae — z) € G(A). Definiendo a := {/\ tenemos
que

— 0 cuando |y| — oc.

(Ae — 2") = (e — 2") = (e — z)(@" e + " ex + ... + 2" )
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Luego, (ae — z) € G(A), de donde, (V/Xe — z) € G(A). Esto implica que
VX > R(x), |\ > (R(x))". Por lo tanto, R(z™) > (R(x))". Asi

(R(z))" < R(z") < sup R(y) [[«"|]
=1

lo cual equivale a que R(x) < nlggo ]|z

<) Como R(z) < ||z||, para todo = € A, entonces
{zeA:|lz||<1}C{zreA: R(z) <1}

Es decir, el conjunto {z € A : R(x) < 1} es una vecindad de cero, y por lo

tanto, A es una Q—4&lgebra. [ |

Recordemos que la transformada de Gelfand, que denotamos por T, es
una aplicacion lineal de M(A) en C definida como Z(f) = f(z). También se
tiene que para cada z en un &lgebra topolédgica A, Z(M(A)) C o(z). Si A
es un algebra de Banach entonces tenemos la igualdad.

En [15] se caracterizan las QQ—algebras normadas. Tenemos el siguiente re-
sultado que las caracteriza via la transformada de Gelfand.

Proposicion 1.3.7. Sea A un dlgebra normada conmutativa. A es una
Q—dlgebra si y sélo si

R(x) = sup{|A| : A € B(M(A))}

Demostracion: <) Como A € Z(M(A)) entonces A = f(x) para alguna
f € M(A), y por lo tanto, |A| = | f(z)| < [[f[| [|z[| < [|z]]. Por ([15], (Q4)),
A es una (Q—algebra.

=) Por la proposicién (1.2.12). [

Nota 1.3.8. Existen algebras de Banach no conmutativas sin funcionales
lineales multiplicativos. Sea A = M., el dlgebra de las matrices nxn reales
6 complejas. Denotemos a las matrices candnicas por A;; y su ij-ésima en-
trada por a;;. Para el caso n = 2 tenemos:

. a;; O o 0 ae
A11—(O 0), A12—<O 0);
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0 O 0 O
A21_<a21 0>, A22—<0 a22)’

donde a11 = a12 = as1 = ases = 1. Entonces

AjgAgy + Ag1Ag = a1y +agp =I; A3y = A3 =0

Luego, A = Mos,2 no tiene funcionales lineales multiplicativos ya que en
caso contrario f(A1)f(A12) = f(A2,) = 0 lo que implica que f(A12) = 0.
Anélogamente, f(Ag;) = 0. Pero

f(A12A91 + A1 A12) = f(I) =1 2f(A12) f(A21) =1 = 0= 1,

lo cual es una contradiccién.
En el caso general utilizando la misma notacion anterior obtenemos una
combinacién (no tnica)

ArpAg + Ag3 Az + .+ An-tnAnn 1 Am AL = I, A7 =0,

para todo 4,7 = 1,2,...,n. Asi, el dlgebra A no posee funcionales lineales
multiplicativos. El radio espectral lo podemos calcular sélo como

R(z) = 11'71111 vz,

donde || - || es cualquier norma sobre A (todas ellas son equivalentes).

Sin embargo, el dlgebra de matrices nxn triangulares superiores o inferiores
es un algebra de Banach no conmutativa con n funcionales lineales multipli-
cativos definidos por f(A;i;) = as.

En un algebra de Banach el radio espectral tiene otras propiedades como:
Proposiciéon 1.3.9. Sea A un dlgebra de Banach.

(1) Si (5)" — 0 entonces |\ > R(x).

n

(2) Si(5)" — 0 entonces (e —x) ) )\i—il —e
k=0

[e'e} ZL‘n

(8) Si |\l > R(z) entonces (x — Xe) = — 2 e

(4) Si |\ = R(z) entonces ()" -+ 0
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1.3. PROPIEDADES DEL RADIO ESPECTRAL

Demostracién: (1) Como (5)" — 0 entonces el conjunto {(§)" : n € N}

es acotado. Luego, existe M > 0 tal que

I

(2) Es claro ya que

<M < ||z2"]| < M|AN" < R(x) =lim y/||z"] < |A].

n
. k
Sin embargo, > yizr puede no ser Cauchy.
k=0

(3) Como R(x) = lim {/||z™| entonces existe N tal que para todo n > N,
n

Y|z < |A]. Asi, existe « tal que para n > N, {/|z"| < a < |A[|; es decir,
2" < a™ < |A]", de donde ||(5)"]| < (ﬁ)” < 1. Luego,

S =2 ()

o0
Esto implica que la serie Y converge absolutamente y como A es

n=0

()

un algebra completa, converge a (i — e) . Por lo tanto,

4) Si el resultado fuera cierto entonces (=7—)" — 0 lo que implicaria que
R(z)

H(fo))”H < € < 1. Luego, ||z"]| < e(R(z))", para todo 0 < € < 1, de donde
. e T Co
se tiene que R(x) = hrrln Y |lx"|| < R(x) lo cual es una contradiccion. [

Cabe anotar que no todos los inversos son de la forma que aparece en (3)
como lo muestra el siguiente

Ejemplo 1.3.10. Sea C([0,1], ]| - ||so) ¥ f(z) = . Entonces o(f) = [0, 1] lo
que implica que R(f) = 1. Si A es tal que |[A| < 1 pero A ¢ o(f) entonces

min |z — Al| > 0 y por tanto, %\ es el inverso de x — Al. Ahora,
0<z<1 z




CAPITULO 1. RADIO ESPECTRAL EN ALGEBRAS DE BANACH

) o, _ 1
Sin embargo, ||(5)"[|cc = 021:?%(1 15" = g

de donde se tiene que esta serie no converge para ningin A, |[A\| < 1 con

A o(f).

> 1. Entonces lim [|(§)"||cc — 00,
n

El mismo ejemplo nos muestra que si |A\| = R(z) entonces (§)" - 0. En
efecto, si A = —1 entonces ||(5)"|lco = [|(=1)"2"||oc =1 = 0.
Por lo tanto, en un algebra de Banach A,

R(z) = fnf {w : (;”)n - 0}

Definicién 1.3.11. Diremos que un &lgebra es A-normada si existe una
constante M (x) > 0 tal que ||zy|| < M(x)||y||, para todo =,y € A.

De manera analoga se demuestra un resultado similar al anterior para
éstas algebras y las dlgebras normadas.

Proposicion 1.3.12. Sea A un dlgebra normada ¢ un dlgebra A—normada
(1) Si (5)" — 0 entonces |\ > R(x).

(2) Si (3)" — 0 entonces (Ae —x) > )\i”—il —e
k=0

(3) Si |\ = R(z) entonces ()" - 0.
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Capitulo 2

Algebras localmente
convexas

Las algebras localmente convexas y en particular las m—convexas has
sido ampliamente estudiadas desde los anos 1940 por autores como Richard
Arens e Israil M. Gelfand, y posteriormente por Wieslaw Zelazko. Las alge-
bras m—convexas tienen propiedades similares a las algebras de Banach en
lo que se refiere al espectro. Esto es debido a que esencialmente toda algebra
m—convexa completa es el limite inverso de dlgebras de Banach. Asf se tiene,
entre otras propiedades, que para un elemento x en un algebra m—convexa
A, o(z) # 0; la inversién & — 2! es una funcién continua sobre G(A); en A
se tiene un teorema de Gelfand-Mazur. Por su parte, las dlgebras localmente
convexas no tienen en general estas propiedades.

En este capitulo estudiamos algunos elementos de la teoria de las algebras
m—convexas, el radio de acotacién definido por G.R. Allan y el radio espec-
tral extendido definido por W. Zelazko.

2.1. Definiciones y ejemplos

Definiciéon 2.1.1. Un algebra topolégica A es localmente convexa si su
estructura de espacio vectorial topoldgico es localmente convexo.

La topologia en tales algebras puede ser dada por medio de una familia
de seminormas (|| - ||a)acr tales que para cada indice « existe un indice g
tal que para todo x, y en A

lzylla < llzllsllylls (2.1)
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CAPITULO 2. ALGEBRAS LOCALMENTE CONVEXAS

En efecto, sea {U} una base de vecindades convexas y balanceadas de cero
en A. Para cada U definimos la funcional de Minkowski pyy : A — C como
sigue

pu(z) = mf{t > 0 % e U}

Esta funcién esta bien definida en A puesto que U es balanceada.

Afirmamos que py es una seminorma submultiplicativa en A.
1. py > 0 por definicién.

2. Para cada v € C, py(yx) = ypu(x).
Sean py(yzr) = a 'y py(z) = 8. Entonces

A
MN>a=LeU=s—eU=|21>8= 2 hA=a> 6k
A Ay v
N>B8=2cU=sLcU=spA>a= A >a= A > =
A YA v
iﬁzﬁiﬂhlza

De esta manera tenemos que |y|5 = a, es decir, py(yz) = vpu(x).

3. Para todo x,y € A, py(z +y) < pu(z) + pu(y)

Sean py(z +y) = «a, pu(z) = By pu(y) = . Sean t y s tales que
€Uy %eU. Entonces t > 3y s >~. Como

x t y sy
t+s t+st O t+s t+ss
tenemos que
T t x S
+ L= u Yeu
t+s t+s t+st t+s s

puesto que U es convexa y t—‘%s + t_%s = 1. Esto quiere decir que % S

U. Luego, s +t > « y entonces 3 + v > «a. De esta manera tenemos
que py(z) + pu(y) = pu(z +y).

4. Para todo T,y € A7 PU, (Jﬁy) < PUg (J}) PUg (y)
Sea U, € {U} y Us € {U} tal que (Ug)? C Uy. Sean

pu, (zy) = nf{t > 0: % cUyt=a
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2.1. DEFINICIONES Y EJEMPLOS

pus(z) = f{t > 0: % eUg}t =0

pus(y) = mf{t >0: % ceUs}l=c

Entonces

x Y zy
—eU, =elUg=—
t 5}’5 s ts

pu. (2y) < pug() pus(y)-

cUy,=>ts>a=bc>a =

Finalmente vemos que la topologia estd dada por la familia de seminormas
antes mencionada: si U, € {U} entonces {z € A : py, (x) < 1} C U,. Esto
implica que la topologia inducida por {U} y por {py} es la misma.

Definiciéon 2.1.2. Decimos que A es un dlgebra localmente multiplicativa-
mente convexa o un dlgebra m-conveza si (2.1) puede ser reemplazado por

lzylla < [lz]lallylla (2.2)

para todo x,y € A.

Definicion 2.1.3. Una By — algebra es un algebra localmente convexa me-
trizable y completa. Su topologia puede ser dada por medio de una sucesién
de seminormas (||.||n)nen (véase [18], teo. 24) que satisfacen

lall < lellapr, 7 =1,2,...
para todo x € A, el cual corresponde a la relacién (2.2), y

lzylln < lzllntallyllne,  n=1,2,..
para todo x,y € A.
Ejemplos 2.1.4. Algebras m—convexas y Bg—algebras

1. El élgebra C(—o00,00) de todas las funciones continuas con valores
complejos con operaciones puntuales y las seminormas

[flln = méx [f(z)|

—n<z<n
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CAPITULO 2. ALGEBRAS LOCALMENTE CONVEXAS

es un algebra m—convexa. En efecto,

fglln = mdx [(fg)(t)]]

—n<lz<n
= 7%3>;n|f(fc)llg(fc)l
- ) )
< _gg;n!f(w)! _%&}%n!g(w)l
= |[flln l9lln

2. Sea LY el conjunto de todas las funciones medibles sobre el intervalo
unitario [0, 1] tales que

s .
wm:(lwmmw@ oo, m—1lo.

es un algebra bajo las operaciones puntuales. Ademas, por la desigual-

dad generalizada de Hélder (si £ = 1 + 1 entonces para f € L,y

r

q
9€Lg g€ Loyl falle <Iflly llglly) tenemos que

Hmm=:<£umwmmwﬂi

(Aﬂﬂmeﬁi(Aﬁmewﬁﬁ

= |lfll2n llgll2n

IA

de donde se sigue que L* es una By—algebra, pero que no es m—convexa.

Describamos algunos elementos de la teoria de las algebras m—convexas.
Sea (A, {|| - ||a}aer) un algebra m—convexa. Para cada a € T definamos el
conjunto N, = {z € A : ||z||o = 0}. Este es un ideal cerrado de A ya que si
x,y € A entonces

|z = Ylla < [z]la + llylla =0,

lo cual implica que (x — y) € N,. Ademds, si x € N, y y € A enton-
ces |lzy||] < ||zlla lylla = 0, de donde se tiene que zy € N,. Final-
mente, si (zp)nen €8 una sucesiéon en N, que converge a x € A entonces
0 = ||zn||la — ||2||a; ¥ Por lo tanto, x € N,.

Consideremos el dlgebra normada A/N,, con la topologia cociente gene-
rada por la familia de seminormas ||y (-)||,; donde 7, son los homorfismos
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2.1. DEFINICIONES Y EJEMPLOS

canénicos definidos por

Ta: A — A/Ny; 7a(x) =2+ Ny

y

Ima(@)llo = Mf [lz +yll
Se tiene que ||mo(2)|[,, = ||2||a- En efecto, ||ma ()|, < ||z +ylla < ||z|la +
[[ylla = [|z][a- Por otro lado, ||z[[a = [||la = [[¥lla] < |l =Yylla < |lz+Y]la-

la-

Luego, ||2|la < |J7a(z)

Denotaremos la completacién del algebra normada (A/N,,|| - ||.,) por
A, Se tiene el siguiente

Teorema 2.1.5. (W. Zelazko) Sea A un dlgebra m— conveza. Entonces A
es isomorfa a una subdlgebra B de un producto cartesiano de dlgebras de
Banach. Si A es completa, entonces el dlgebra B es cerrada en ese producto.

Demostracion: Sea {|| - ||a}aer una familia de seminormas que definen la
topologia de A. Consideremos las dlgebras A, y los homomorfismos canéni-
oS To. Sea A = [] Ao con operaciones coordenada a coordenada y la to-
pologfa producto. La aplicacién © : A — A dada por n(z) = (7a(z))a es
el homomorfismo deseado. En efecto, 7 es inyectiva ya que si (my(z)) = 0
entonces m,(z) = 0 para todo a € T', lo cual implica que ||z||, = 0, para
todo a € I', y por lo tanto, z = 0.

Sea V un abierto basico de A. Entonces existen Uayy -y Uq, abiertos de
Aq;, 1 <i < n, respectivamente tales que

V={rcA:z, €U, 1<i<n}.

Como g, es continua, 7, (Us,) es abierto en A. Asf, 7 H(V) = NIy 7, (U, )
también es abierto en A, de donde 7 es continua. Si A es completa, entonces
A/N, = Aq, y por lo tanto, m(A) es cerrada en A. [

Corolario 2.1.6. Sea A un dlgebra m— conveza. Entonces su topologia puede
darse por medio de una familia de seminormas {||-||a||}aer tal que para todo
ael,

lella = 1

Demostracion: m,(z) es unidad de A,, la cual es un algebra de Banach.
Por el corolario (1.1.9) podemos dar una nueva seminorma en A, tal que
||7(e)||a = 1. Luego, para = € A y cada o € T' definimos ||z||., = ||ma(z)|[,.
Asi obtenemos la familia de seminormas con la propiedad deseada. |
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CAPITULO 2. ALGEBRAS LOCALMENTE CONVEXAS

Podemos ademés suponer que (|| - ||a)acr s un sistema saturado de
seminormas. Esto es, para cada subconjunto finito {a, ag, ..., a,, } de I existe
un indice 8 € I' tal que

[zlla; < NIzl (2.3)

para todos los elementos x en A, 1 =1,2,...,n

Sea A un élgebra m—convexa. Para a, 8 € I', decimos que a < §si ||+ ||o
es continua respecto a || - ||3. Es decir, existe una constante C' > 0 tal que
l|z||a < Cl|z||g. Por (2.3), (I', <) es un sistema dirigido.

Sean A, las dlgebras de Banach y m, : A — A, los homomorfismos
canonicos. Para « < 3 definimos las aplicaciones

Tag o (A/Ng; [ - [l3) — (A/Nas [ - [la),

dadas por mag(ms(x)) = ma(x). Como me(xy) = ma(z)ma(y), para todo
a €Iy todo z,y € A, entonces es facil probar que 7,5 es un homomorfismo
continuo y se puede extender a un homomorfismo continuo de Ag en A,.

Definicién 2.1.7. El limite inverso de (Aq)acr, denotado limA,, es un
subconjunto del producto cartesiano [ A, definido como

{(wa)aef‘ : ﬂaﬁ(xﬂ) =To, o< /8}

Tenemos el siguiente resultado que caracteriza a las algebras m—convexas
completas (véase [19], teo. (11.6))

Teorema 2.1.8. Sea A un dlgebra m—convexa y completa. Entonces A es
homeomorfa e isomorfa con el limite inverso de dlgebras de Banach Ay, con
aplicaciones Tag.

Demostracién: Por el teorema (2.1.5), A es una subalgebra de A = [ A,.
Sea (24 )aer = (Mo (2))aer. Entonces para todo o, 5 € T’

Tap(2g) = Tap(mp(x)) = Ta(x) = 24
Por lo tanto, A C limA, = A.
iy

Resta probar que A es densa en @Aa. Sea T = (Zq)aer € @Aa y Bel.

Como los bésicos V en A son intersecciones finitas de conjuntos de la forma
VZ(E) = {y €A: Hxﬁz - yﬂi”ﬁi < 6}
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2.1. DEFINICIONES Y EJEMPLOS

entonces

Sea || - ||  la seminorma que se define como en (2.3) y

V(@) ={y € A:llws —yplls < €}
Sea y € A tal que ||m3(y) — $5||/ﬁ < e. Entonces (74(y))acr € ANV (Z). W

Andlogamene al caso normado, en algebras m—convexas también tene-
mos la continuidad de la inversién (véase [19], teo (12.4)).

Proposicion 2.1.9. Sea A un dlgebra m—convexa compleja. Entonces la
inversion x — 7! es continua sobre G(A).

Demostracién: Sin perdida de generalidad podemos suponer que A es
completa ya que en caso contrario la sumergimos en su completacién A.
Entonces si mostramos que la inversién es continua sobre G(A) y la restrin-
gimos a G(A), tenemos que la inversién es continua sobre G/(A4) ya que A
es densa en A. Sea (z)yer una red en G(A) tal que 2, — zg en G(A).
Entonces para cada o, mq(2y) — 7a(20) en Aq, que por ser un algebra de

Banach la inversién es continua y asi (74 (24)) "t — (ma(20)) "t Pero

(Wa(x’y))_l = ﬂ'a(x«_,l)

y por lo tanto, x;l — iL'al en A. |

Proposicion 2.1.10. Sea A un dlgebra m— convezxa, conmutativa y comple-

ja. Entonces M(A) # (.

Demostracion: M(A) = |JM(Ay). En efecto, si f € M(A) entonces
|f(z)] < ||z|la, para algin «. Luego, f define un funcional lineal multi-
plicativo y continuo sobre A, dado por f,(ma(x)) = f(z). Este funcional
estd bien definido ya que si m () = 7o (y) entonces 7, (z —y) = 0 de donde
(x —y) € Ng. Esto implica que |f(x —y)| < ||z — y|l« = 0 y por lo tanto,
f(z) = f(y). Es decir, M(A) C |UM(A,). Inversamente, si f € M(An)
entonces éste define un funcional lineal multiplicativo y continuo sobre A
dado por F = f om,. Asi, como M(A,) # () para todo « entonces tenemos
el resultado. |

De las dos proposiciones anteriores tenemos también un teorema de
Gelfand-Mazur para algebras m—convexas. (véase [19], teo. (12.5))
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CAPITULO 2. ALGEBRAS LOCALMENTE CONVEXAS

Teorema 2.1.11. Sea A un dlgebra m— conveza, conmutativa y compleja en
la cual cada elemento distinto de cero es invertible. Entonces A es isomorfa
al campo de los numeros complejos.

Demostracion: La demostracion es completamente analoga al caso de un
algebra de Banach. Supongamos que x # Ae para todo A € C. Entonces
(x — Xe) € G(A). Sea f € M(A) tal que f(x~1) # 0. Definamos la funcién

p(A) = fl(z = Ae)™]

Probamos que ¢ es entera y que 0 = ¢(0) = f(z~!) # 0 lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, = Ae para algin A € C. [ |

De este teorema se siguen proposiciones andlogas a las que obtuvimos
en algebras normadas.

Proposicion 2.1.12. Sea A un dlgebra m—convexa. Entonces cada ideal
bilateral mdximo cerrado es de codimension uno.

Demostracion: Sea M C A un ideal bilateral maximo cerrado. M es un
subespacio vectorial. Entonces A/M es un algebra m—convexa que es un
anillo de divisién. Por el teorema anterior, A/M = C. |

Proposicion 2.1.13. Sea A un dlgebra m— convexa conmutativa. Entonces
cada ideal cerrado estd contenido en un ideal mdzrimo cerrado.

Demostracion: Se sigue del hecho que M(A) = M(g) y la demostracion
de la proposicién (1.2.10). [ |

En la proposicién (1.2.20) tenemos que un algebra normada A es una
Q—4algebra si y sélo si todos sus ideales maximos son cerrados. Sin embargo,
la condicién necesaria de ésta proposicion no es cierta, en general, en alge-
bras m—convexas. Para ello examinemos el siguiente ejemplo el cual puede
verse en [10]. Sea el dlgebra A de las fracciones racionales con coeficientes
complejos definida asi:

A= {SEQ . Q(n) # 0, para todo n € N}

Definamos la familia de seminormas (p,)nen dadas por p,(f) = |f(n)l,
f € A. Es una familia submultiplicativa y por lo tanto, A es m—convexa y
metrizable.
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Observemos que ker(p,) = (x — n)A. En efecto, si f(z) = gg%, Q(n) #0
para todo n € N, estd en ker(p,) entonces p,(f) = 0siy sélosi |f(n)] =0,
si y sélo si P(n) = 0, de donde P(x) = (z —n)H(x), H € A. Luego,
ker(p,) C (z —n)A. Ahora, si tomamos un elemento de (x — n)A entonces
prl(z —n)f(z)] = 0 lo que implica que (x —n)A C ker(py).

Por otro lado, (z — n)A es maximo y cerrado. Veamos que todos los ideales
méximos de A son de esta forma. Sea I = (z—s)A, s ¢ N. Entonces -1 € A
de donde 1 € I lo que implica que I = A.

Sin embargo, A no es Q—algebra puesto que el espectro de cualquier f € A
no es acotado. De hecho, N C o(f).

2.2. Radio espectral en algebras m—convexas

Sea (A, {|| - |la}taer) un élgebra m—convexa. El espectro o(x) y el radio
espectral r(x) de un elemento z € A se definen de la misma forma como se
hizo en las dlgebras topolégicas.

Definiciéon 2.2.1. Sea A un &lgebra localmente convexa. Definimos los si-
guientes radios

r1(x) = sup h’;n Y|
o

ro(x) = s‘u|p lim sup {/|z"|; donde s‘u|p denota el supremo con respecto a
. n .
todas las seminormas continuas sobre A

up limsup /| f(z")]

r3(x) = s
feA’ n

ra(x) = sup |f(x)]
feM(A)
rs(x) = f{r: (z — Xe) € G(A), VA tal que || > r}
re(x) = mf{r > 0: 3(an)neny C C, tal que > 2 a, A" tiene radio de

convergencia r se tiene que Y a,z™ converge en A}
n=0

r7(z) = inf{r > 0 : V(a,)nen C C, tal que > o7 ap A" tiene radio de

convergencia r se tiene que > a,z™ converge en A}
n=0
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CAPITULO 2. ALGEBRAS LOCALMENTE CONVEXAS

Tenemos el siguiente resultado (véase [19], teo. (12.10) para la demos-
tracion)

Teorema 2.2.2. Sea A un dlgebra m— convezxa, completa, compleja y con-
mutativa. Entonces r(z) = ro(z) = ... = r7(z) = r(x)

Notas 2.2.3. (1) Si el dlgebra A no es conmutativa entonces M(A) pue-
de ser vacio y asi r4(x) no tiene sentido.

(2) Si A es un algebra m—convexa, conmutativa no completa entonces se
tiene en general, como en el caso normado, que

r(x) > suplim {/||z"||q
o n

En efecto, si |A| > r(x) entonces (Ae —z) € G(A) y por lo tanto, existe
y € A tal que (e — x)y = ea. Asi, para cada «,

Ta(Ae — 2)Ta(y) = ea, & (Aea, — ma(7))ma(y) = €a,

luego, mo () € G(Ay) v entonces |A| > ra, (ma(x)) = lim {/||2"||a

Tenemos una proposicién anédloga a (1.3.6) para algebras m—convexas.

Proposiciéon 2.2.4. Sea A un dlgebra m—convexa. A es Q—dlgebra si y
solo si existe || - ||g tal que

O s T
(@) = lim {/l[27]5 = it /2"l

S < Vm o/
Demostracion: =) Resta probar que r(z) < nlLII;O Y/|lz"||g por la nota
anterior y la proposicién (1.3.1). Como en la demostracién de la proposicién
(1.3.6) tenemos que (r(z))"™ < r(z™). Si A es una QQ—élgebra entonces existe
|- 15 tal que

{reA:||lz|lg<e<l}Cc{reAd:r(z) <1}

Supongamos que ||z||3 # 0, para todo z € A. Entonces si ||2"||3 < € tenemos

_a"

s ) < 1 lo cual implica que

que 7r(2™) < 1. Asi, r<e

(r@)" < r(a) < < lla"ls
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< Ii y 3.
Luego, r(z) < lim {/]fz"||5

Si ||yx||s = 0 para todo v € C, entonces r(yz) < 1, de donde r(x) <
cuando |y| — oc.

— 0

2|~

<) Por hipétesis tenemos que 7(x) < ||z||g, para todo x € A y alguna f3.
Entonces {z € A : ||z]|p < 1} C {x € A: r(z) < 1}. Es decir, el conjunto
{z € A : r(z) < 1} es una vecindad del cero y por lo tanto, A es una
@—Aalgebra. |

Nota 2.2.5. Recordemos que un &algebra A es localmente A-conveza si es
localmente convexa y existe una constante M («a,z) > 0 tal que para todo
z,y € A, |lzylla < M(a,2)||y|la- La proposicién (1.3.12) es valida para
algebras localmente A-convexas y en particular, para dlgebras m—convexas.

Ademis de los radios ya definidos en (2.2.1), estudiamos dos importantes
radios en las algebras localmente convexas.

2.3. Radio de acotacion

En las algebras localmente convexas el radio de acotacién, segin G.R.
Allan, definido como

B(x) :fnf{)\>0: {<§>”} es acotado en A}
n>1

juega el papel analogo al radio espectral para dlgebras de Banach (ver prop.
2.3.9). Ademas, se define un espectro en términos de tener inverso no aco-
tado. Por ello, si A es un algebra localmente convexa, el primer problema es
encontrar una definicién adecuada para un elemento acotado de A. Tenemos
entonces las siguientes definiciones debidas a G.R. Allan:

Definicién 2.3.1. Sea A un dlgebra localmente convexa. Un elemento z € A
es acotado si y sélo si para algiin ntimero complejo A no cero, el conjunto
E ={(A\z)" : n=1,2,...} es un subconjunto acotado de A. Esto es, si a cada
vecindad V' de cero le corresponde un nimero s > 0 tal que E C tV, para
cada t > s. Equivalentemente, x es acotado si existe una constante M, > 0
tal que [|(§)"||a < Mq, para todo o € T'.

Es claro que cada elemento de un dlgebra normada es acotado.
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CAPITULO 2. ALGEBRAS LOCALMENTE CONVEXAS

Definicion 2.3.2. Por B denotamos la coleccién de todos los subconjuntos
B de A tales que B es convexo, absorbente, idempotente, cerrado y acotado.

Definicién 2.3.3. Para cada B € B denotamos por A(B) la subdlgebra de
A generada por B. Es decir,

AB) ={X\x: A e€C, z € B},
y la funcional de Minkowski
|z||g = mf{\ >0:2 € AB} (z¢€ A(B))
define una norma sobre A(B) que hace de A(B) un algebra normada.
Respecto a esta norma tenemos la siguiente (véase [1])

Proposicién 2.3.4. La topologia de A(B) es mas fina que la topologia de
A.

Demostracion: Demostremos que para todo y € A(B) y todo a € T existe
una constante K, > 0 tal que ||yl > Ku||ylla- Sea y € A(B) y u € C tal
que p > |ly||p. Entonces y € puB. Luego, y = px para algin x € B, que
por ser es acotado existe una constante M, > 0 tal que ||z|lo < M,. Por
lo tanto, ||yl < uMa, de donde, % < p. Como p es arbitrario entonces

Ilyllz > Y= > Kolly|la, donde Ko = 5+ |

Definicion 2.3.5. Diremos que el algebra localmente convexa A es seudo-
completa si cada una de las dlgebras normadas A(B), B € B, es un algebra
de Banach.

Definicién 2.3.6. Un dlgebra A es secuencialmente completa si toda suce-
sién de Cauchy (x,)nen €s convergente en A.

Proposicién 2.3.7. Sea A un dlgebra localmente convexa. Si A es secuen-
cialmente completa entonces A es seudo-completa.

Demostracion: Sea (r,)nen una sucesién de Cauchy en A(B). Entonces
dado € > 0 existe un N tal que si m,n > N entonces ||z, — z,| B < €. Esto
implica que x,, — z,,, € €B, o que x,, € x,;, + ¢B. Por hipo6tesis sabemos que
(Zn)nen converge a alguna z € A. Como B es cerrado entonces

lim %, € x,, +eB < x € x,, + €B

n—oo

Luego, ||z — 2| B < € y por lo tanto, z,, — x en la norma || - || 5. [ |
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2.3. RADIO DE ACOTACION

Definicion 2.3.8. La envolvente convexa de un conjunto B de un espacio
vectorial A, que denotaremos convB, es el conjunto de todas las combina-
ciones convexas de elementos de B. Esto es, el conjunto de todas las sumas

t1x1 +toxo + ... +thTn,

n
donde z; € B,t; >0, > t; =1y n es arbitrario.
i=1

El radio de acotacion 3 tiene una propiedad andloga a la enunciada en
(3), prop. (1.3.9).
Proposicion 2.3.9. Si A es un dlgebra localmente conveza, seudo-completa

y |A| > B(x) entonces

o0 n

(@—Ae) ==Y ;m (2.4)

n=0

Demostracion: En efecto, si |A\| > B(x) entonces f(z) < r < |)A|, para
algin r, y por lo tanto, (%)n — 0 cuando n — oco. Observemos que (§)" =

(“)”(ﬁ)” — 0 cuando n — oco. Sea

| o]

Es decir, la cerradura de la envolvente convexa del conjunto {()"}n>1.
Entonces B es acotado, idempotente, absolutamente convexo y cerrado [2].
Consideremos A(B) = {A\z : z € B, X € C} el élgebra generada por B con
la norma dada por ||z||p = inf{\ > 0: 2 € AB}. Entonces (A(B),|| - ||) es
un algebra de Banach y como ||§|p < 1 tenemos que (e — §) € G(A(B)) lo

que implica que
A 2 /z\"
(-3 =26

o0
Luego, (Ae —z) tA= > (%)" y entonces

n=0
_ = g
n=0

Es decir, la serie encontrada es el inverso de (Ae — z) en A(B). Como la
topologia de A(B) es mds fina que la topologia de A (prop. (2.3.4)) entonces
ésta serie es el inverso de (x — Ae) en A. [
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CAPITULO 2. ALGEBRAS LOCALMENTE CONVEXAS

Corolario 2.3.10. Si el dlgebra A es localmente convera y completa, en-
tonces también se tiene (2.4).

Demostracion: En este caso A es secuencialmente completa y por lo tanto,
seudo-completa. [ ]

2.4. Radio Espectral Extendido

El otro radio a estudiar en un algebra localmente convexa A es el definido
por W. Zelazko. Para un elemento z € A define su espectro, denotado por

> (x), como
Y (@) =0 (x)Uog(z) Uow (x)
donde

o(z) ={A€C: (z — Ae) no es invertible en A},
o4(z) ={A€C~o(x):px(x)=(e—z)" es discontinua en A = A},
0 si A p(1,\z) es continua en A =0

Ooo() = oo si A p(1,Ar) es discontinua en A =0 [’

y el radio espectral extendido de x € A por el nimero

R(x) = sup{]A|: A € ) ()}

Notas 2.4.1. (1) Si \g € C es tal que |A\g| > R(z) entonces (z — Age) es
invertible y la funcién py(z) = (Ae — )" es continua en Ag. Esto se
sigue de la definicién del espectro extendido de W. Zelazko.

(2) Si A es un dlgebra m—convexa entonces 04(x) = 0o () = @) para todo
r € A, ya que la inversién z +— 27! es continua sobre G(A).

(3) Si A es un élgebra localmente convexa con inversién continua entonces
> (x) = o(z) y D (x) es un subconjunto del espectro definido por G.R.
Allan:

oa(z) = A # 00, < (Ae — x) no tiene inverso acotado en A
AT o, < z no es acotado en A

Si ademas A es seudo-completa entonces » (z) = o4(x) ya que en este
caso o(x) = o4(x) (véase [1], teo. (4.1)).
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2.4. RADIO ESPECTRAL EXTENDIDO

(4) De lo anterior se puede observar que R(z) es una extensién de los ra-
dios espectrales usuales definidos en algebras normadas y m—convexas,
yva que en general la inversién no es continua en algebras localmente
convexas; ni ain en Bp—algebras. Por ejemplo, sea A = LY el alge-
bra del ejemplo (2.1.2). Tomemos la sucesién de niimeros no negativos
an =n? y definamos la sucesién de funciones (véase [19], pdg. 125)

+

)

fo(@) = anxpp o1 1, 4(2) +1;

1
n

ol

donde x denota la funciéon caracteristica. Podemos observar que f, — 1
casi en todo punto; f, € G(A) y f,! = f% — 1 casi en todo punto.

Demostremos que || f, 1 —1||, — 0 pero || f, —1||, — oo, lo que implica
que la inversién no es continua.

1
- = /

0

i+

1
fu -1l = /!fn(x)—lli"dx
0

= — 00, cuando n — 00

Podemos observar que en este caso oo (fr) = 00.

Uno de los resultados més importantes que encontramos en este trabajo
es la relacion entre el espectro de G.R. Allan y el de W. Zelazko en un
algebra localmente convexa y completa.
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CAPITULO 2. ALGEBRAS LOCALMENTE CONVEXAS

Proposicién 2.4.2. Sea A un dlgebra localmente convexa y completa. » (x)
es cerrado siy solo si Y (x) = oa(x).

Demostracion: =) Demostremos que Y (z) C o4(x). Para ello probemos
quesi A ¢ o4(x) entonces A ¢ > (x). Si A ¢ ga(x), A # oo, entonces A ¢ o(x)
y p» existe. Luego, py € A(B) para algin B € B. Si |u — A < ||pall5"
entonces la sucesién de sumas parciales

Sn=px— (1= X)p5 + (L= N)p} — (= M)

forman una sucesiéon de Cauchy en el dlgebra A(B), y por lo tanto, converge.
Veamos que la sucesién (Sy)nen converge a py,.

Observemos que (ue — ) = (u — N)e + (Ae — x). Entonces
(Me _ x)Sn —e4+ (_l)n-i-l(u A)n—&-l n+1

Si [u— Al < ||pall5" entonces [u — A| < W < |lpall", para algiin v > 0, de
donde tenemos que | — A| ||pallB < PN II_ < 1. Luego,

(e —2)Sn —ells = |u—AlllpY"I5

~y n+1
<Hm\|§1>

el cual tiende a cero cuando n — oo. Esto muestra que p, existe y ademas
para A fija

A

low=palle < 1= Al pAllB(L+ = Alllpalls + 11 = AP[pallE + -..)

1
= Al ||P>\H2B(1_7> — 0, cuando u — A

-1
||PAHB

IN

Esto implica que p, — py en el algebra A(B). Pero como la topologia de
A(B) es mas fina que la topologia de A entonces p, — p) en A. Tenemos
asl que A\ ¢ oy4(z). Resta probar que oo(z) = 0. Es decir, que la fun-
cién p(1,Ar) = (e — A\z)™! — e cuando |A\| — 0. Equivalentemente, que
p(1,5) = (e— %)*1 — e cuando || — oco. Como ()" — 0 para § suficiente-
mente grande, entonces haciendo la misma construccién del conjunto B de
la proposicién (2.3.9) tenemos que

T 2\ ! x? 23
p<1’ﬁ)_<6_ﬁ> HrEtEt-
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2.4. RADIO ESPECTRAL EXTENDIDO

en A(B). Luego,

p(-5) -0, - [2G)
(5)

)
n=1
|||

8] = ll«l|5
Esto implica que p — 0 en A(B) cuando || — oo. Asi, p — 0 en A cuando
|| — oo. Es decir, p(1, Az) es continua en A = 0 y por lo tanto, o (x) = 0.

B B

IN

B

Ahora, si co ¢ 04(x) entonces € A(B) para algin B € B. Sea el conjunto
N ={Xe C*:|A| > ||z||} Entonces para A € (C* \ oa(z)) NN, py existe
en A(B) y para A\ # 0o

2

B 4, e x T
pa(z) = (Ae — ) S tet e

la cual converge en A(B) y por lo tanto, en A. Si A # coy A € N, p es
holomorfa en \ y

+ ..

> pn—1
Z N

n=1

lealls =
B

n

;)Afﬂ )

1 & z\"

P (5)
1

Al = |5

la cual tiende a 0 cuando |A| — oo. Deducimos asi que p es holomorfa en oo,
6 equivalentemente que es holomorfa en 0 (tomando 5 = %), lo que implica
que p(1, Bz) es continua en = 0y por lo tanto, oo () = (). Hemos asi de-
mostrado que si A ¢ o4(z) entonces A ¢ > ().

B

Demostremos ahora que o4(z) C > (x). Si A\g ¢ > (x), Ao # 00, entonces
(Aoe — z) € G(A) y la funcién py(x) = (Ae — )~ es continua en A\ = ).
Como

Me—2) P —(Ne—2) =A== X)he—xz) T Nge—2)!
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CAPITULO 2. ALGEBRAS LOCALMENTE CONVEXAS

y >_(x) es cerrado entonces existe una vecindad de A\ tal que para todo A
en dicha vecindad

(Ae —x)~t — (Noe —z) 7!

AlinAlo A= Xo = [Goe =)
Para f € A,
e — -1 _ A _ —1
ti (B = e

Esto implica que (MAge — 2)~! es débilmente holomorfa en Ag. Por [1], teo.
(3.8), (Aoe — )71 es acotado en A. De aqui tenemos que \g ¢ o4 (7).

Si oo ¢ Y () entonces la funcién p(1, \z) = (e — Ax)~! — e cuando A — 0.
Por otro lado tenemos que
Az(e — Az)~?

. (e—dx)t—e |
1 ~ 7 @ =1 - 7 =
e A A0 A v

Asi, para f € A, /l\l'r% f <(6_’\‘?_1_e = f(z), lo que implica que la funcién

F(\) = fl(e—Ax)~!] es débilmente holomorfa en || < &, donde § no depende
de f. Por [1], lema (3.7), F™(0) = nlf(z" 1), n = 1,2,..., y F(0) = f(e).
Luego, la expansién de Taylor valida para || < J estda dada por

FO) =) _A"fa™) =) Af(a)”
n=0 n=0

Por lo tanto, {f(Az)™ : n > 1} es un conjunto acotado, lo que implica que
{(Ax)™ : n > 1} es acotado, de donde tenemos que x es acotado en A. Asi,

00 ¢ o4(x).

(<) Como el dlgebra A es completa entonces es seudo-completa. El resultado
se sigue ahora de [1], cor. (3.9). [

Recordemos que en un édlgebra localmente convexa A hemos definido los
radios

ri(z) = suph’én Y|z™ |
o
r3(z) = sup limsup {/[f(z")]
feA’ n
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2.4. RADIO ESPECTRAL EXTENDIDO

r7(z) = if{r > 0: V(a,)nen C C, tal que > o7 ap A" tiene radio de

convergencia r se tiene que > a,z™ converge en A}
n=0

~ La relacién de estos con el radio espectral extendido definido por W.
Zelazko estd dado en el siguiente (véase [19], teo. (15.5))

Teorema 2.4.3. Sea A un dlgebra localmente convexa completa. Entonces
ri(z) = r3(x) = r7(z) = R(x)

Demostracion: r > r3(z). Si f € A’ entonces para toda seminorma ||-||q
existe una constante M, > 0 tal que |f(z)| < My||z||o. Luego,

limsup v/ |f(z™)| < limsup y/ My ||z"||o = limsup v/||2"||a
n n n
Por lo tanto,

r3(x) = sup limsup v/|f(2™)| < suplimsup v/||z"||o = 71 ()
feA’ n o n

rg(z) > r7(x). Supongamos que r3(z) < co. Sean ry s tales que r3(z) <
r < s. Luego, ||(£)"||a < M, para todo n. Entonces

IC)L=1C) L =)

lo que implica que
z\" > r\"
il < M=
()], =26)

n=0
o0
Por lo tanto, la serie ) [|(%£)"||o converge. Supongamos que la serie ) | a, A"
n=0

oo

D

n=0

. . . 1 s 1
tiene radio de convergencia ¢t > s. Entonces ; = limsup {/|a,| < ;. Luego
n

existe N € N tal que para todo n > N, {/|a,| < % Asi, para todo n > N,
lan| < (2)™ lo que implica que

1 n r n
llanz"™||a = |an| [|2"]|a < <S> Myr" = <> M,

S

Y

o0 [ee] r

n < _\n
S lana" < 3 Ma(5)
n=0 n=0
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Como A es completa la serie ) a,z" es convergente y entonces 77(z) < s,
de donde se sigue que 7(z) < r3(z).

r7(z) > R(z). Supongamos que r7(z) < ooy sea A tal que |A| > r7(z). La
serie (%)™ tiene radio de convergencia |A|, asi que la serie > (%)™ converge
a (e — £)~! € A. Esto implica que (Ae — z) € G(A) y entonces A ¢ o(z). Si
ademds, |A| > [\o| > r > r7(x) entonces

oA ) = p(Ro, 2)lla = [[(A = Ao)p(A, 2)p(Ao, 2)] |a
< (A=l [lo(h 2)lls [l(Ao, 2)]]5

=1 /z\" =1 [z2\"
oSSR
2w\3) 2 mase) |,
o] 1 n 2
< \)\—)\0|< Zr<f> ) — 0, cuando A — Ag
n=0 B

Luego, p(A, x) es continua en Ao y asi, si |[\| > r7(z) entonces tenemos que

A ¢ o(z)Uog(x).

Veamos que oo ¢ > (z). Para ellos probemos que p(t,z) — 0 cuando t — oo,
o equivalentemente que p(1,tr) = (e — tr)~! — e cuando t — 0. Para
t>ri(z),

[lp(1, tx) = p(1,0)[a 1> ()" —ella
n=0

= 1))l
n=1

o
It] Z [t"12"||, — 0, cuando t — 0

n=1

Por lo tanto, si |A| > r7(z) entonces A ¢ > (x). Luego, m7(z) > R(z).

IN

R(z) > ri(x). Es claro el resultado si R(z) = oo. Supongamos que
R(z) < oo. Entonces (e — tx)~! es continua en t = 0 si [t| < ﬁ. Sea
f € A"y definamos la funcién F(t) = f[(e — tx)~!]. F(t) es holomorfa para
[t] < T(z)> st que

1
F(t) = flle—tx) ] =D fla™)"
n=0
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debe ser convergente en este disco. Luego, lim f(xt)" = 0 para f € A’y
n

|t] < %. Como tiende débilmente a cero es una sucesién acotada y por lo

tanto, para cada a € I' existe una constante M (t) tal que ||z"t"||o < M(t).

Asi,
1
limsup V/||z"|]o < —
n

i

para cada t tal que [t| < R(lm). De aqui tenemos que

r1(x) = suplimsup {/||z2"||o < R(x).
|

Notas 2.4.4. (1) En [1] proposicién (2.18), G.R. Allan demuestra que en
cualquier dlgebra localmente convexa [(3(z) = r1(z) = r3(z). También
prueba en la proposicién (3.12) que B(x) < ra(x), donde

ra(x) =sup{|Al: A € oa(x)},

y la igualdad se tiene si el algebra es seudo-completa.

(2) ;Qué pasa si usamos p(z) en lugar de R(z), donde
p(z) = sup{[A| : X € o(z)}?
. Cudl es la relacién entre p(z) y B(x)?

No siempre son comparables. Para ello veamos primero la siguiente

Proposiciéon 2.4.5. Sea E un espacio vectorial topolégico, A C E acotado
tal que la dimension de Span(A) = co. Entonces existe un funcional lineal
f en E tal que f(A) no es acotado.

Demostracion: Sea {zi,x2,...} un subconjunto linealmente independien-
te de Span(A). Definamos el funcional lineal f : A — C por f(x,) = n.
Est4 bien definido y cldramente no es acotado sobre A. Lo extendemos li-
nealmente a todo E completando el subconjunto {z1,x2,...} a una base de
Hamel sobre F, definiéndolo igual a cero por fuera de los elementos de la ba-
se {x1,xa,...}. Asi, obtenemos un funcional lineal sobre E que no es acotado
sobre A. |
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De aqui obtenemos el siguiente

Corolario 2.4.6. Sea E un espacio vectorial topolégico. Para cada conjunto
A C E acotado tenemos que la dimension de Span(A) < oo si y solo si todo
funcional lineal f sobre E es acotado.

Demostracion: =) Sea f : E — Clineal y A C E un subconjunto acotado.
Debemos probar que f(A) es acotado. Definamos F' := Span(A). Entonces
F es de dimensién finita y A C F. Luego f|r es acotado y por lo tanto,
f(A) es acotado.

<) Sea F := Span(A). Si dim(F) = oo entonces por la proposicién anterior
existe un funcional lineal f : ' — C no acotado sobre A. Por lo tanto, f no

es acotado sobre E. [ |

Veamos ahora porqué p(x) y f(x) no siempre son comparables.

Sea A = (P(z),]| - ||oc) en I = [0,1]. Entonces si |[A|] > 1 tenemos que
n
1
1(5)" lloe = HTM[LOO < G — 0 cuando n — oo, y por lo tanto, f(z) = 1.

Pero p(z) = oo, ya que los tnicos polinomios invertibles son los constantes
diferentes de cero.

Sea ahora E = (C(X),7/,,), donde C(X) es el dlgebra de las funciones

racionales y 7. es la topologia localmente convexa més fina definida so-

bre C(X). Entonces o(z) = () lo que implica que p(z) = 0. Por otro lado,
o0

B(x) = oo ya que la serie Y (%)n no converge para ningin A € C; de lo

n=0
contrario F contiene al subconjunto acotado B = {(§)" : n € N}, lo cual no

es posible por el corolario anterior, ya que en E todos los funcionales lineales
son continuos y por lo tanto, acotados (en 7/¢,, todas las seminormas son
continuas).

Sin embargo, si los podemos comparar en casos como (véase [1] y [11]):

(1) A un &lgebra localmente convexa seudo-completa 6 una @Q—algebra:
p(z) < B(x)
(2) A un algebra normada, p(z) < f(z) & A es Q-élgebra

(3) A un élgebra topoldgica, 5(x) < p(x) < laserie > 2™ converge siempre
que p(x) <1
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Capitulo 3

Invertibilidad topoldgica y
Radio espectral topoldgico

3.1. Invertibilidad topologica

Definicion 3.1.1. Decimos que un elemento x en un &algebra localmente
convexa A es topoldgicamente invertible por la izquierda si Ax = A.

En este caso existe una red (a,),ecr en A, a la cual se le puede llamar inverso
topoldgico izquierdo, tal que ayx — e. Equivalentemente, si para cada || - ||
y € > 0 exite u en A tal que ||lux — el|o < €.

De la misma forma podemos definir topoldgicamente invertible por la dere-
cha, y diremos que x € A es topoldgicamente invertible si es topolégicamente
invertible por la izquierda y por la derecha.

Asi mismo definimos para x € A el espectro topolégico izquierdo como:
Otizg(z) = {\ € C: (x — Xe) no es top. invertible por la izquierda}.

Andlogamente el espectro topoldgico derecho y el espectro de Harte como
0(2) = 01,i2q(x) U 0t ger ().

Nota 3.1.2. Hemos visto que G(A) C G¢(A). La inclusion puede ser estric-
ta. En efecto, sea el dlgebra normada no completa de los polinomios sobre el
intervalo [0, 1], A = (P(X);||p|| = méx |p(x)|). El polinomio p(z) =1 — =

1
2 0<a<i
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no es invertible pero si topoldgicamente invertible y su inverso topoldgico es

n
( > :ck> , ya que
k=0 neN

n
(1—x)) 2F=1—2""" -1, cuando n — oo
k=0

3.2. Radio espectral topolégico

Pretendemos generalizar los radios R(x) y ((z) usando el concepto de
invertibilidad topolégica. Para este fin definimos:

R (x) = sup{|A| : (z — Ae) no es topoldgicamente invertible}
y

Bi(x) = inf{|\| : para cada seminorma continua || - ||, existe una sucesién

(nk(a))ken tal que || (§)™ [la — 0}

Nota 3.2.1. Observemos que

Bi(x) = inf{|\| : para cada seminorma continua || - ||, existe una sucesién
(nk(a))ken tal que (f\ + 3z et %) (Ae—2x)—e|| <e€}
(0%
En efecto, para todo € > 0 y para toda seminorma || - ||o,
e T el x\"F
e—<)\+)\2—|—...+ X >()\e—x)a<e<:> ()\> a<e

Esto implica que si |A| > (;(z) entonces (Ae — ) es topoldgicamente inver-
tible.

En [4] Arizmendi definié el radio espectral extendido inferior para x € A
(4lgebra localmente convexa, completa y compleja)

R.(xz) = sup liminf {/||z"||
o n

y demostr6 que R.(z) = rg(z) si A es una By-algebra (es decir, localmente
convexa, metrizable y completa).
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3.2. RADIO ESPECTRAL TOPOLOGICO

Proposicion 3.2.2. Sea A un dlgebra localmente convera yx € A. Entonces

R.(z) = fi(x)

Demostracion: Si |\| > R.(z) entonces h’mninf Yz ||e < p < |A], para
todo a € T' y para algin p. Para todo a € T' existe (ng(a))ren tal que
"/ ||ame o < p < |A|. Entonces |[(5)™ |la < (ﬁ)”k — 0 cuando k — oo y
por lo tanto, |A| > B¢(x). Luego, R.(z) > Bi(x).

Si R.(x) > [Bi(x) entonces existe A tal que R.(z) > A > [i(x). Ahora,
R.(xz) > X implica que existe ag € I' tal que A < liminf {/||2"||q,. Luego, el

conjunto {n : ¥/[|z"||a, < A} es finito.

Por otro lado, A > §;(x) implica que para toda « € T', en particular, para

ap € I, existe (ng(ao))ren tal que [|(5)™|lap — 0. Asi, "§/||z"*||q, < X lo
cual es una contradicién. Por lo tanto, R.(z) = B;(z). [

Para R; y R, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.2.3. Sea A un dlgebra localmente convera y x € A. Entonces

Ri(z) < Ru(x)

Demostracion: Observemos que si |A| > [¢(x) entonces (x — Ae) es to-
polégicamente invertible (por la nota (3.2.1)) lo que implica que |A| > R¢(z),
y por lo tanto, Ri(z) < f(z) = Ry(z). [

Observacién 3.2.4. El corolario anterior la podemos demostrar en forma

directa. En efecto, si |A| > R.(z) entonces liminf {/[|z"|o < p < |A| para
n

todo a € T' y para algin p. Para todo a € T' existe (ng(a))ken tal que

"/ [Jxme o < p < [A]. Entonces [[(5)™[la < (ﬁ)"’v — 0 cuando k — oo, lo

que implica que (§ —e) € Gy(A) y por lo tanto, (z — Xe) € G¢(A). Asi que,
|A| > Ri(x) y entonces Ri(x) < Ry (z).

El siguiente resultado nos relaciona todos los radios espectrales y de
acotacion estudiados.
Corolario 3.2.5. Sea A un dlgebra localmente convexa y x € A. Entonces

Ry(x) < Ri(x) = Bi(x) < B() < R(x)
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CAPITULO 3. INVERTIBILIDAD TOPOLOGICA

Demostracion: Resta probar las tltimas dos desigualdades. Si |A| > ()
entonces |[(§)"||a — 0. Tomando nj () = n tenemos que |A| > B(x). Lue-

g0, Bt(x) < 6(35)

Demostremos que ((z) < R(x). Si |A| > R(x) entonces por definicién la
funcién (e — Az)~! es continua en cero. Sea f € A’. Deﬁnamos la funcién
F()\) = f[(e — Az)7!]. Esta funcién es holomorfa si R(z) < P\I En efecto,

I/\\ > R(z) implica que (§ —2)~! = A(e—Az)~! es continua en A = 0. Luego,

IRV -1
lim (e — A\x) € _ lm Az(e — A\x) .,
A—0 A A—0 A
De aqui tenemos que si f € A’ entonces f[(e — A\x)~!] = f(z) es holomorfa
si R(z) < ‘—}\l Demostremos que F(™(\) = n!f[z"(e — Az)~(*+tD] lo cual
implica que F(™(0) = n!f(z"), n =1,2,...; F(0) = f(e). Procederemos por
induccion.

PO = Jim F(A+ h})L — F())

. hzle— (A +h)x] (e — Ax)!
= 1
/ < h—0 h
= fle(e = Az)7?
Supongamos que el resultado es valido para k = 1,2,...(n — 1). Probemos
ahora para k = n.

FO=D(X 4 h) — FO=D())

R
B f( lim nlz™h[(e — Az)" "1 + P(h, A, z)][e — (A + h)x] (e — /\x)”>
B h—0 h

= nlf[z"(e — Ax)" e — Ax) 72"
= nlf[z"(e — )\:n)_("+1)];
donde P(h, A, x) es un polinomio sin término independiente y tal que

lim P(h,\,z) =0
h—0

Puesto que la funcién F(\) es holomorfa en el disco R(x) < W entonces
F(A) = fl(e — Ax)~ Z X' f (@
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3.2. RADIO ESPECTRAL TOPOLOGICO

Por lo tanto, lim f[(Az)"] = 0. Es decir, la sucesién converge débilemente
n

a cero. Luego, existe M () > 0 tal que ||(Az)"||o < M (). Asi, (Ax)" — 0
cuando n — oco. De aqui tenemos que ﬁ > fB(x). Como ﬁ > R(x) entonces
concluimos que f(x) < R(x). [

Notas 3.2.6. (1) Si A es una algebra localmente convexa invertiva (esto
es, G1(A) = G(A)) entonces todos los radios anteriores son iguales.

(2) Las desigualdades pueden ser estrictas.

a) En [4] Arizmendi construye un ejemplo en el cual Ry(z) =1y
R(z) = .

b) Ri(x) < Ri(x). Para ello veamos el siguiente ejemplo. Sea la By-
algebra de Arens (ejemplo 2.1.2)

40,1 = () L,0.1],

y consideremos la funcién f(z) = z. Entonces 0 ¢ o4(f). Para ver
esto, definamos la sucesion de funciones

0 sio<z<i
— — - — n
gn(®) = X1z 0)(2) = { 1 ogil<g<
Entonces tenemos que
1
Hfgn_e”g = |fgn(x) — 1|Pdx

— 0, cuando n — 00

Luego, o(f) = 0, y por lo tanto, R;(f) = 0.
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CAPITULO 3. INVERTIBILIDAD TOPOLOGICA

Sin embargo, si A > 1 entonces

f@)\" 1 1 /1 1
— < = |1, = — - _
H( A p p )‘nH Iy A" Jo e e

cuando n — oo. Esto implica que G;(f) = 1. De esta forma se

tiene que Ry(f) < Bi(f) = R« (f).

n

1

)\?’L

v
)\TL

p

c¢) En el algebra de los polinomios A = (P(t), || - ||oc) sobre el inter-
valo I = [0, 1], hemos visto que #(x) = 1 mientras que R(z) = oo
para el polinomio p(z) = z.

(3) Laigualdad S(x) y B¢(x) no se tiene en algebras localmente convexas
seudo-completas con inversién continua ya que en este caso (véase

[11,[7])
B(x) = R(x) = r7(x) = re(x) > Ru(x) = Bi(2)

(4) Tampoco se tiene en una By—algebra (véase [1],[7])
Blx) = R(x) = rr(x) = re(x) = Ru(z) = Gi(2)
(5) En algunas algebras tenemos igualdad entre los radios R; y R.

a) Sea (C[0,1],]] - ||,), donde

() = 2x si0<x < %
P —2w+2 sil<az<i
En este caso tenemos que R.(p) = hm inf {/[|¢"||,. Como

le™ o = sup |p""(z)] =1
0<z<L1

entonces R.(p) = 1. Por otro lado, oi(¢) = [0,1] y entonces
R (¢) = 1. Es decir, Ri(z) = R.(z).

b) Sea A= (P(t),]| ||oc) en [O 1]. Es normada (por tanto, loc. conv.)
pero no completa. R.(z) = hm inf ¥/]|2"|| = liminf {/1 = 1.

Por otro lado, (Ae — x) es top. 1nvert1ble si y s6lo si A ¢ [0,1].
Luego, Ri(z) = 1.
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3.2. RADIO ESPECTRAL TOPOLOGICO

Recordemos que en la definicién de [, la sucesion (ng)gen depende de
la seminorma || - ||o. En el caso metrizable tenemos la siguiente:

Proposicion 3.2.7. Sea A un dlgebra metrizable y x € A. Entonces existe
una sucesion (ny)ren tal que [|(5)™[l; — 0 cuando k — oo para todas las
seminormas || - ||; que definen la topologia de A.

Demostracion: Sea ({|| - ||i})ien una familia de seminormas tales que
l|z|li < ||z||li+1 para todo = € A y definamos R; = liminf {/||z"|;. En-
n

tonces R; es una sucesién creciente que converge a R.(x) = [i(x). Para
cada p € N existe 4, > 1 tal que

L 1
R.(x) — , < R; < Ri(x) < Ry(z) + > sii >y

Asi,

1 1
R.(z) — » < ¥/ xli, < Ra(z) + »

para una infinidad de indices n. Como A es metrizable podemos encontrar
dos sucesiones estrictamente crecientes (i,) y (ny) de ndmeros naturales

tales que 11']131 "/ ||lzmk i, = Re(x) = B(x). Sea A € C tal que |A| > Ri(x).

o0
Entonces 0 < ﬁ < ﬁ(x). Asi, la serie kzl I (g)"k ||i, es convergente y como

ip) v (||-]|;) son sucesiones crecientes de seminormas en A se sigue que para
P

o0
todoi € N, 3 || (%)™ |li es convergente. Esto implica que para todo i € N,
k=1

| (%)™ [|l; = 0 cuando k — oo. Como |A| > R.(z) = 3;(x) entonces (z — Ae)
es topoldogicamente invertible. |

Observacion 3.2.8. Si A es un algebra localmente convexa y metrizable
podemos definir

’ T\ "k
Bil) = inf {7 V|| [l 30 )ers tal que | (5) " 1 — 0}

Por lo tanto, si |A| > B;(z) entonces (z — Ae) es topolégicamente invertible
y su inverso es de la forma

e T ™k
(iL'—)\e)_lz <+—|—...+n>
AN AL fen
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CAPITULO 3. INVERTIBILIDAD TOPOLOGICA

Sin embargo, los inversos topoldgicos no siempre tienen esta forma. Por
ejemplo, si A = (P(¢), ||||sc) en I = [0,1] y p(t) = t entonces (t—Xe) ™! = 5
es continua en [ y por el teorema de Stone-Wierstrass, para todo € > 0 existe
una sucesién P, (t) de polinomios tales que

1
7= = PaB)lloc < €' & fle = (t = ) Pu(t)]loo < It = Alloe’ <€
donde €' = m Claramente P, (t) es el inverso topolégico de (t — \e)
pero no tiene la %orma anterior.
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Capitulo 4

Radio espectral en (Cj(X), §)

Sea X un espacio de Hausdorff completamente regular. Denotemos por
(Cp(X), B) el algebra localmente convexa de todas las funciones complejas
y acotadas sobre X, dotada con la topologia estricta 3 dada por la familia
de seminormas

1 flle = sup [ f(z)e(2)]
zeX

donde ¢ es una funcién de By(X), el conjunto de todas las funciones aco-
tadas sobre X que se anulan en infinito (es decir, para todo € > 0 existe un
conjunto compacto K(e) C X tal que |p(x)| < € para todo = ¢ K (¢))

Probamos, entre otras cosas, que la topologia dada por la familia de semi-
normas {(|| - ||x)op, ¥ € Bo(X)} es tal que

(1 Fllp)op = sup{[f ()] : = € sop()}

4.1. X un espacio completamente regular y ¢ una
funcién de By(X)

Para f € Cp(X) definimos su radio espectral extendido por

R(f) = sup limsup {/[[f"][,

pEB(X) m
Antes de enunciar el resultado principal demostremos el siguiente
Lema 4.1.1. Sea f € Cy(X) y o > 0. Entonces ||f||% = ||f*||oc; donde
[ flloo = sup [f ()|
zeX
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CAPITULO 4. RADIO ESPECTRAL EN (Cy(X),3)

Demostracion: Como ||f||cc > |f(z)| > 0 para toda z € X y la funcién
1 es creciente, entonces || f||% > | f“(x)| > 0 para toda z € X concluyendo
ast que || f||% > ||f*||co- Veamos la otra desigualdad.

Observemos que || f%||cc = |f*(z)| para toda x € X y como la funcién to es

1
creciente, entonces || f*||& > |f(z)] > 0 para toda x € X de donde se sigue
1

que |[f*[|8& > | flloo, ¥ por lo tanto, || f*[le > [|f]|% .
Proposicién 4.1.2. Sea f € Cy(X). Entonces

(1) R(f) =sup{|f(z)|: = € sop(y)}

(2) R(f) =1 {/[If*[l,

(3) sup{Ry : ¢ € Bo(X)} = || fllo

(4) R(f) = (Ifllp)op = sup || fqlls

llglle<1

Demostracion: Demostremos (1) y (2). De la definicién de || - ||, y utili-
zando el lema anterior tenemos que

sl = vsupun(x)@(x)

rzeX

= Q/sup |7 (@) ()|

€sop(p)

< sup |f(z)] ) sup |o(z)|
rESopp xrESopp
< sup |f(2)[ /Ky
TESOpY
Luego,
R(f) =limsup {/[|f*lp < sup |f(z)]
n zEsop(y)

Sea ahora M = sup{|f(x)| : € sop(y)}, y consideremos r arbitraria tal que
M > r. Sea x1 € sop(p) = {x € X : p(x) # 0} y tal que |f(z1)] > s > r.
Por la continuidad de f existe un § > 0 tal que | — 21| < J implica que
|f(x)] > s > r. Como x1 € sop(p) entonces existe xg con |zg — z1| < ¢

tal que ¢(zg) # 0. Como también 0 < £ < 1 entonces existe n tal que

Vp(xo) > £. De ahi que , |f(xo)|{/¢(x0) > s% = r, concluyéndose asi que,
YISl = ¥ f(@o)p(xo) = | f(mo)| V/|e(z0) > 7
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4.1. X UN ESPACIO COMPLETAMENTE REGULAR Y ¢ UNA FUNCION
DE B,(X)

Por lo tanto, h’mninf Y|, = r para toda M > r y entonces existe

Ry Iy
ttm 3/[[77l; v ademss lim 3/[[f7[], = M

(3) Tenemos por (2) que R(f) < || f|lc para toda ¢ € By(X), de aqui que

sup R(f) < || flleo
©EBy(X)

Sea ahora r tal que r < ||f|lcc ¥ demostremos que existe ¢ € By(X) tal
que 7 < R(f) < ||fllos- Como 7 < ||f|ls existe 21 € X tal que r < |f(z1)].
Definamos ¢(z1) = 1y ¢(z) = 0 para todo x # x;. Claramente ¢ es una
funcién acotada que se anula al infinito y cumple que r < R(f) = |f(z1)].

(4) Observemos que

(flle)op = sup sup [(fg)(2)]
lgllo<1z€X

= sup  sup [(fgp)(z)|
llg]le <1 z€sop(p)

< sup sup |[f(z)] sup |[(g¢p)(z)]
llglle <1 z€sop(p) x€sop(p)

= sup |f(z)| sup sup|(gp)(2)]
x€sop(p) lgllo<1zEX

= R(f) sup |gll,
lgllo<1

= R(f)

Para ver la otra desigualdad veamos que || f|l, < Ky(||f|ly)op para toda

[ € Cy(X). En efecto, (||f|lo)op = sup IIHfg”W > H‘(‘(ﬂw- En particular,
lgllo0 " o

7}
se cumple para g = 1. Entonces (|| f||s)op > H{”:’
[flle < Mo ll)op (Kp = I1llp)-

de donde tenemos que

Ademas, como (Cy(X), (|| - ||¢)op) es un dlgebra m — convexa entonces

r2(f) = tim {1171l )op

y por lo tanto, 73 (f) < (||.f1l4)op-
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CAPITULO 4. RADIO ESPECTRAL EN (Cy(X),3)

Luego,

R(S) = tmsup /171
< limnsllp m
= limnsup M

lim { (AP

rg (f)
(I flle)op

IN

Es claro de (1) que
Corolario 4.1.3. Sean f y g en Cy(X) y X € C. Entonces
(1) R(Af) = [AIR(f)
(2) R(f+g) < R(f) + R(g)
(3) R(fg) < R(f)R(g)

Es decir, R es una seminorma submultiplicativa.

4.2. X =10,1] y v una funcién dada
Sea

_ 2 si0<z<3

PO= apy2 sil<a<i

Observemos que en esta dlgebra los elementos invertibles son aquellos que
no se anulan en ningin punto de [0, 1].

Demostremos la siguiente

Proposicién 4.2.1. Sea f € Cy(X). Entonces
(1) R(f) = fll
(2) R(f) =1m {/[[f"],
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4.2. X =[0,1] Y ¢ UNA FUNCION DADA

(3) (I Fll)op = [ fllo

Demostracion: Veamos (1) y (2). Observemos que

VI e = ¢ méx [fr(z)e(z) = /1" (@o)p(xo)| = | f(xzo)| ¥/ ¢(0),

0<z<1

donde en la segunda igualdad hemos utilizado la continuidad de f y de ¢.
Por lo tanto, limsup /|| f"||, existe y R(f) := limsup /|| f*l¢ < || flloo-
n

n
Veamos ahora que R(f) < ||f|lcc no puede darse. Supongamos que fuera
cierto. Sea || f|loo = | f(z1)| para algin x; € [0, 1]. Sea r tal que |f(z1)| > r.
Entonces por la continuidad de f existe un ¢ > 0 tal que |x —x1| < ¢ implica
que |f(x)] > s > r. As{ mismo existe = tal que |z — z1| < § y p(z) # 0.
Como 0 < £ <1, ¢(z) # 0y ¢(z) < 1, entonces existe n tal que {/¢(z) > =

lo que implica que |f(x)|{/¢(x) > s = r. Luego,

VI le = V1 @)le(e) = |f (@) elx) > r

Asi, R(f) > r paratodo r < || f|loc concluyendo de aqui que existe lim {/|| f™||,
y R(f) = [Iflloo -

(3) (I flle)op = sup [[fgll, = R(f). En efecto,

lgllo<1
sup |fgle = sup max [f(x)g(x)p(w)]
llgllp <1 lgll, <1 0S2<
< i i
= gllozr 051 1/ (@)] udx, lg(@)e(@)
= Orgggl\f(ﬂf)! sup o?f‘é l9(z)p(2)]
lgllo<1
= |flls sup |lglly
llgll,<1
= | flle

Sean ahora I = [0,1], I, = [1,1— 1] y la funcién

on(T) = {
o(

‘H

) sixel,
si xel~1,

€
=g

)

S|

Demostremos que:
(a) [[enlle <1
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(b) flen®) = [l

Observemos que

1 six e l,
on(T)p(7) = z((f)) sizel~I,
e(x)

Pero p(z) < ¢(2) y entonces < 1. Por lo tanto,

—
Si=
~—

¥

lenlle = mix on()p(x) =1

Esto prueba (a).

Por otro lado, si « € I,, |f(z)| = | f(z)pn(x)e(x)| y en otro caso

e\r ,
F@)pn@)e(@)] = /() E;r < 1f@)l. Asi, |(feng)(@)] < [flloe. Abora,
sir < ||fl|loo entonces existenIN tal que r < sup f(x). Luego, paran > Ny
zeln

S

para todo = € I, D Iy,

r < sup f(z) < sup f(z) <|[fenlle < (1Flle)op

xG[N z€ln

Pero (|| fll¢)op < || flloc ¥ como r es arbitraria entonces (|| fllo)op = || flloc W

R es el radio espectral de (Cp[0, 1], 8), ya que para |A| > ||f||c se sigue
que (f — Ae) es invertible. Es decir, se cumple que

R(f) =sup{|A| : (f — Ae) no es invertible}

y ademads se tiene que su inverso es de la forma

(f )\6 Z An+1

Ejemplo 4.2.2. No necesariamente R(f) = nl;r;fl e

En efecto, definamos la funcién

1 . 1

_n$+(11+¥’(%)) Sl?ngﬁl

f(x) = 2@ sl <7< 3
nx—i—(l—l—ﬁl)—n) sil—1<z<1
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4.2. X =[0,1] Y ¢ UNA FUNCION DADA

Entonces R(f) = || flloc = 1 + Lp(ll) > 1, mientras que inf /[ f™[, < 1.
n m

Para m = 1 se puede observar que mdx f (£)p(x) = 1 ya que el dnico
0<z<i

punto critico de la funcién f(z)p(z) es z = 5 (1 + é) >+(1+1) =21y

aqui tenemos que f(x)p(z) = 1.

Por lo tanto, como 1’n>f1 YV fme < R/, para todo m, entonces en
m

particular para m =1, I fllo = 1.
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