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Resumen: Se realizó un estudio teórico y numérico de la conductividad Hall de esṕın

en el régimen de frecuencia finita para gases de electrones y huecos pesados bidimensionales

confinados en heteroestructuras semiconductoras en presencia de acoplamiento esṕın-órbita

del tipo Rashba y Dresselhaus. El análisis teórico fue realizado mediante el formalismo

de Kubo en el régimen de respuesta lineal y con dependencia expĺıcita del esṕın de los

portadores de carga.

El presente estudio contempla los efectos de emplear una definición alternativa del ope-

rador de corriente de esṕın que, en contraste con el operador convencional, se conserva en

sistemas con acoplamiento esṕın-órbita. Se verificó a posteriori que el espectro de la con-

ductividad Hall de esṕın, tanto de electrones como de huecos pesados, cambia drásticamente

cuando se utiliza dicho operador conservado, y esto es debido principalmente a contribu-

ciones de la torca de esṕın a la corriente total de esṕın. Mediante estos resultados es posible

predecir que en muestras t́ıpicas, la contribución de torca de esṕın al espectro de la con-

ductividad generalmente domina sobre la correspondiente contribución debida al operador

convencional.

Para ambos sistemas bidimensionales fue posible obtener expresiones anaĺıticas para la

conductividad Hall de esṕın en el ĺımite cuando la enerǵıa caracteŕıstica de esṕın-órbita es

mucho menor a la enerǵıa de Fermi, el cuál es un régimen común en semiconductores III-V.

La naturaleza relativamente simple de tales fórmulas anaĺıticas permiten explorar la f́ısica



relevante en el transporte de esṕın en semiconductores. Dada la isotroṕıa angular en el

espacio k de la relación de dispersión de electrones y huecos pesados para el caso en que un

sólo tipo de acoplamiento esṕın-órbita (Rashba o Dresselhaus) está presente, el espectro de

la conductividad de esṕın no revela rasgos distintivos. Sin embargo, al incluir la interacción

simultánea de ambos tipos de acoplamiento esṕın-órbita, la anisotroṕıa angular existente

en la relación de dispersión (de electrones y de huecos pesados) da lugar a un espectro de la

conductividad de esṕın sumamente asimétrico y fuertemente dependiente de la frecuencia

de excitación, con picos caracteŕısticos originados por ciertas transiciones permitidas entre

sub-bandas de esṕın. Aśı también se estudió la variación de la conductividad Hall de esṕın

como función de las constantes de acoplamiento (Rashba y/o Dresselhaus), encontrando

que tanto para electrones como para huecos pesados existe una fuerte correlación entre la

magnitud y la dirección de la corriente Hall de esṕın dinámica, la frecuencia del campo

aplicado y el grado de intensidad de ambos acoplamientos esṕın-órbita.

Particularmente para el caso de electrones, también fue posible extraer una expresión

anaĺıtica simple que modela la conductividad Hall de esṕın en el ĺımite d.c. como función

del tiempo promedio de relajación entre colisiones con impurezas a bajas temperaturas. En

dicha expresión, de manera natural aparece el tiempo de relajación debido a interacciones

esṕın-órbita deducido por D’yakonov y Perel’. Por su parte, para el caso de huecos pesados,

fue posible obtener fórmulas que permiten estimar el valor de las constantes de acoplamiento

Rashba y Dresselahus, a partir de la ubicación experimental de las frecuencias carcteŕısticas

del espectro de la conductividad de carga.

Se espera que estos resultados presenten datos relevantes que, por un lado, permitan

evidenciar la validez de los operadores de corriente de esṕın, además de aportar información



sobre f́ısica fundamental en el régimen de frecuencia finita, que a su vez permita el diseño

de dispositivos espintrónicos basados en la manipulación del esṕın de electrones y huecos

pesados en heteroestructuras semiconductoras a través del efecto Hall de esṕın.

Aprobado

Dr. Francisco Mireles Higuera

Director de tesis



x

Prefacio

El efecto Hall de esṕın (EHS) fue ingeniosamente observado por vez primera en

el 2004 a través de técnicas ópticas por el grupo de D. Awschalom de la Universidad

de Santa Bárbara (E.U.A.) e independientemente por el grupo de T. Jungwirth de

la Universidad de Cambridge (Reino Unido). El término “Efecto Hall de esṕın” fue

acuñado por J. Hirsch en 1999 y se refiere al fenómeno de la acumulación de espines

con polarización opuesta en los bordes de un sistema bidimensional (no magnético).

Tal acumulación de espines es generada por una corriente transversal de espines en

respuesta a la aplicación de un campo eléctrico longitudinal al sistema y como con-

secuencia de efectos de interacción esṕın-órbita.

A diferencia del efecto Hall clásico, el EHS se manifiesta en ausencia de cam-

pos magnéticos y sin desbalance de cargas eléctricas, i.e. a cero voltaje Hall. A su

descubrimiento óptico prosiguieron su detección eléctrica (2005) y en condiciones am-

bientales de temperatura (2006), aśı como el reciente descubrimiento de un efecto Hall

de esṕın gigante ocasionado por interacciones tipo Kondo (2008).

Aunque la predicción teórica del EHS fue hecha hace más de 30 años por D’yakonov
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y Perel’ (previo al advenimiento de la Espintrónica), no fue sino hasta principios de

este siglo cuando se convirtió en un área de investigación intensa, originada en parte

por la propuesta teórica de un EHS de caracter intŕınseco y universal. El EHS

intŕınseco causó gran controversia, apareciendo decenas de art́ıculos que discut́ıan

a favor o en contra de su existencia. Aśı, el papel del desorden resultó un tema

central (entre 2004 y 2006) en la cancelación del valor estático de la conductividad

Hall de esṕın d.c. (e/8π, donde e es la magnitud de carga fundamental) en gases

de electrones bidimensionales (GE2D) con interacción Rashba. Actualmente existe

consenso en el hecho de que la conductividad Hall de esṕın se anula sólo en el ĺımite

estático sin importar el tipo y la intensidad del desorden en el sistema y para modelos

de interacción esṕın-órbita lineal en el número de onda k. Sin embargo esto no sucede

en presencia de campos magnéticos o impurezas magnéticas, ni en sistemas de huecos,

para los cuales se ha mostrado que el valor estático de la conductividad Hall de esṕın

es robusto frente al desorden.

Más aún, estudios recientes de transporte en el régimen de frecuencia finita han

venido a ampliar el panorama en el tema del EHS. Estudios de respuesta a.c. de

carga y de esṕın en sistemas bidimensionales de electrones y huecos han enfatizado la

importancia del régimen dinámico (frecuencia finita). Se ha sugerido que un campo

a.c. de prueba puede utilizarse para controlar la corriente Hall de esṕın en GE2D en

presencia de interacción Rashba y/o Dresselhaus.

Por otro lado, uno de los tópicos de carácter fundamental en el contexto de trans-

porte de espines que aún siguen sin una solución completamente satisfactoria es el
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establecimiento de una definición f́ısicamente aceptable y apropiada del operador aso-

ciado a la corriente de esṕın. La dificultad subyacente estriba en el hecho de que la

corriente de esṕın no es una observable f́ısica en el lenguaje Mecánico-Cuántico y

de que la forma convencionalmente utilizada del operador de corriente de esṕın vi-

ola la ecuación de continuidad de densidad de esṕın en sistemas con acoplamiento

esṕın-órbita. Aunado a esto, se encuentra la imposibilidad de establecer las rela-

ciones de Onsager que interconectan las respuestas eléctricas y de esṕın con flujos

de corriente eléctrica y/o de magnetización. Diversos esfuerzos de diferentes grupos

de investigación han intentado clarificar esta situación recientemente. Particular-

mente, la definición del operador de corriente de esṕın propuesta por Shi et al. [Phys.

Rev. Lett. 96, 076604 (2006)] resulta muy atractiva, ya que además de satisfacer la

ecuación de continuidad para la densidad de esṕın, permite establecer de manera natu-

ral las relaciones de reciprocidad de Onsager. Una de las interrogantes importantes de

la definición conservada de corriente de esṕın de Shi et al. es su validez en el régimen

dinámico, además de las expectativas que tal estudio ofrece para la comprensión del

EHS a frecuencia finita y de la posible f́ısica novedosa que expanda el conocimiento y

la naturaleza del fenómeno del transporte de espines en semiconductores. Lo anterior

sin mencionar sus implicaciones prácticas en dispositivos espintrónicos.

El presente trabajo de tesis se enfoca en el estudio teórico de la conductividad

Hall de esṕın empleando la definición del operador de corriente de esṕın reportada

por Shi et al., para gases bidimensionales de electrones y huecos pesados en presencia

de acoplamiento esṕın-órbita de Rashba y Dresselhaus y sujetos a un campo eléctrico
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a.c. Algunos de los resultados y hallazgos importantes reportados aqúı para el caso

del EHS en electrones han sido ya publicados en la revista Physical Review B [Wong

et al. PRB 77, 035304 (2008)]. Un segundo manuscrito sobre los resultados para el

SHE en huecos pesados está actualmente en preparación. Se espera que los resul-

tados presentados aqúı permitan evidenciar la validez de los operadores de corriente

de esṕın, además de aportar información sobre f́ısica fundamental en el régimen de

frecuencia finita y motive la investigación experimental del SHE en tal régimen.

Este escrito está organizado como sigue: en el caṕıtulo 1 se discutirá sobre los

inicios de la Espintrónica además de mencionar algunos de los retos actuales y poten-

ciales de ésta fascinante área de estudio. También se detallará a fondo el Efecto Hall

de esṕın y se revisarán las perspectivas de este fenómeno en el contexto del régimen

de frecuencia finita y del operador de corriente de esṕın. En el caṕıtulo 2 se estu-

diarán a profundidad los fenómenos de acoplamiento esṕın-órbita de tipo Rashba y

Dresselhaus, tanto para electrones como para huecos pesados, además de los efectos

originados por la presencia simultánea de ambas interacciones esṕın-órbita. En el

caṕıtulo 3 se analizará a detalle el formalismo de respuesta lineal y se derivará de

manera expĺıcita la fórmula de Kubo para el cálculo de la conductividad de carga de

un sistema dado. Por su parte, en el caṕıtulo 4 se derivará la ecuación de continuidad

de esṕın, aśı como el operador de corriente de esṕın conservado propuesto por Shi et

al. Todo este marco teórico nos permitirá estudiar a detalle la conductividad Hall

de esṕın de electrones, en el caṕıtulo 5, y de huecos pesados, en el caṕıtulo 6, y aśı

finalizar con las conclusiones de este proyecto.
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6.4 Discusión de resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

6.4.1 Caso Rashba . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
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ya sea paralela o antiparalela, de ambas capas ferromagnéticas F1 y
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lineal β1kF (color rojo), el desdoblamiento producto del término cúbico
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Rashba (β = 0). La curva punteada se obtiene utilizando la definición

convencional del operador de corriente de esṕın. La curva discontinua
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de 0.035 meV a 0.0035 meV, lo cual hace confiable la estimación de
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Caṕıtulo 1

Introducción

La segunda mitad del siglo XX se caracterizó por un notable desarrollo en el área

de la Microelectrónica, evolucionando desde los primeros transistores de los años 50’s

hasta los más modernos microprocesadores y circuitos integrados actuales (2009).

La base operacional de todo dispositivo electrónico consiste en la manipualción de un

lenguaje binario expresado en presencia (bit 1) y ausencia (bit 0) de cargas o corrientes

eléctricas. El gran desarrollo de la Microelectrónica ha sido popularmente resumido

en la ley de Moore [1], la cual sostiene que los microprocesadores aumentarán su

velocidad de procesamiento y su densidad de componentes (transistores) por chip en

un factor de dos aproximadamente cada dieciocho meses. De acuerdo a una estimación

reciente realizada por la Asociación de Industrias Semiconductoras [2], el tamaño de

las compuertas de voltaje en los transistores será de 18 nm en el 2010 y alcanzará

los 9 nm en el 2016. Como consecuencia, estos dispositivos nanométricos requerirán

para su diseño un tratamiento completamente cuántico.

Esto ha motivado en parte el estudio de otra propiedad de los electrones diferente

a la carga: el momento angular intŕınseco o esṕın [3], caracteŕıstica escencialmente

cuántico-relativista de los portadores de carga. Se ha señalado que el incorporar el

esṕın del electrón a la electrónica convencional permitirá aumentar las velocidades de
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procesamiento y disminuir tanto el tamaño como los consumos de enerǵıa de los dis-

positivos, al grado de sustituir a los equipos convencionales [4]. En la última década,

diversos experimentos que van desde mantener la coherencia de espines durante varios

nanosegundos a temperatura ambiente en semiconductores [5] y transportarlos varias

micras de distancia [6], hasta la detección eléctrica del esṕın [7], han mostrado la

viabilidad de una tecnoloǵıa basada en esta fascinante propiedad de los electrones.

Estos avances vislumbran la posibilidad de construir una amplia gama de nuevos dis-

positivos tales como memorias no volátiles, bateŕıas, diodos y transistores de esṕın

entre otros. Más aún, la manipulación de los estados cuánticos individuales permitiŕıa

la construcción de compuertas lógicas cuánticas, que daŕıan paso al desarrollo y a la

creación de una computadora basada en efectos cuánticos. Nos encontramos pues

frente a una nueva y excitante ciencia sin precedentes, denominada Espintrónica [8],

en la que la información ya no sólo es transportada por la carga del electrón, sino

también por su esṕın.

1.1 Antecedentes e inicio de la Espintrónica

A finales de la década de los 80’s, dos grupos de manera independiente [9, 10]

realizaron estudios experimentales de transporte electrónico en multicapas Ferromag-

neto/Metal no magnético/Ferromagneto, encontrando que, en ausencia de campos
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magnéticos externos, la resistencia de este sistema era mı́nima si la dirección de mag-

netización de las capas magnéticas era paralela, y máxima si era antiparalela, aumen-

tando la resistividad un orden de magnitud en comparación con el efecto de Magneto-

Resistencia ordinario. A tal efecto se le acuñó el nombre de Magneto-Resistencia

Gigante (GMR, por sus siglas en inglés).

La explicación de este fenómeno se puede dar en términos del esquema de ban-

das de los componentes de la nanoestructura, y del camino libre medio dependiente

del esṕın [11]. En materiales ferromagnéticos (como Fe, Ni o Co), las bandas 4s y

3d contribuyen a la densidad de estados al nivel de Fermi EF . Debido a la fuerte

interacción de intercambio (que favorece una orientación paralela de los espines) las

bandas 3d de los espines up (arriba) y espines down (abajo) se encuentran desfazadas

en enerǵıa. Este desdoblamiento crea un desbalance entre el número de electrones 3d

con esṕın up y esṕın down, dando lugar a un momento ferromagnético neto, mien-

tras que la conducción es dominada por electrones de la banda 4s (no desdoblada).

Ocurre que las transiciones s-d (que deben conservar el momento angular total) son

la principal fuente de dispersión de electrones s en estos materiales. Esto tiene dos

consecuencias importantes para el transporte: la densidad de estados para los elec-

trones 3d (con desbalance en esṕın) a la enerǵıa de Fermi resulta en probabilidades

de dispersión que dependen fuertemente del esṕın (Regla de Oro de Fermi). De esta

forma, entre dos eventos de rotación de esṕın producidos por dispersión, un electrón

puede sufrir varios eventos de dispersión de momento manteniendo su dirección de

esṕın. Por lo tanto, en el ĺımite donde los eventos de rotación de esṕın producidos
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Figura 1.1: Representación esquemática del efecto de Magneto-Resistencia Gigante (GMR)
en una tricapa de dos ferromagnetos idénticos F1 y F2 en medio de los cuales se sitúa
un metal no magnético M . La corriente se hace fluir en dirección perpendicular a las
peĺıculas. Cuando las dos capas magnéticas poseen magnetización paralela (panel derecho),
los electrones con esṕın up (esṕın antiparalelo a la magnetización) pueden viajar a través
de la tricapa sin sufrir dispersión, produciendo una resistencia mı́nima. En contraste, en
el caso antiparalelo (panel izquierdo) ambos espines, up y down, sufren colisiones ya sea en
F1 o F2 dependiendo de su esṕın, aumentando la resistencia. Tomado de Ref. [11].

por dispersión son despreciables, la conducción se lleva a cabo de forma paralela a

través de dos canales de esṕın que poseen diferentes conductividades.

En el contexto del modelo de transporte difuso, se pueden establecer ciertas es-

calas de longitud. Las probabilidades de dispersión dependientes del esṕın dan como

resultado diferentes caminos libre medio λup y λdown , o de manera equivalente, tiem-

pos de relajación τup y τdown . En peĺıculas delgadas t́ıpicas, la escala para λup y

λdown va de unas cuantas unidades de nanómetros hasta unas cuantas decenas de

nanómetros, con una relación λup/λdown muy variable. Algunas impurezas poseen

una sección transversal que dependen fuertemente del esṕın: por ejemplo en Ni, la

razón λup/λdown puede alcanzar el valor de 20 para impurezas de Co, o decrecer hasta

0.3 con impurezas de Cr [12].

Esta fenomenoloǵıa era conocida tiempo atrás, y sirvió como motivación para los

experimentos antes mencionados, con el fin de construir multicapas con espesores
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individuales comparables con los caminos libre medio λup y λdown de modo tal que se

pudiera evidenciar el transporte dependiente del esṕın. En la Figura 1.1 se muestra

el caso más simple de una tricapa de dos ferromagnetos idénticos F 1 y F 2 en medio

de los cuales hay un metal no magnético M y mostrando una corriente transversal

a las capas. Se asume λF
up � λF

down con λF
up > tf > λF

down (el supeŕındice F denota

“a la enerǵıa de Fermi”), donde tf es el grosor de la capa magnética y tM � λF
down

para un grosor tM de la capa no magnética. Cuando ambas capas magnéticas poseen

magnetización paralela (P) los electrones con esṕın up pueden viajar a través de la

estructura sin ser dispersados, minimizando la resistencia. Por el contrario, en el caso

antiparalelo (AP), ambos espines sufren colisiones en una u otra capa F (dependiendo

de su esṕın) dando como resultado una resistencia máxima. La Magneto-Resistencia

∆R/R = (RAP − RP )/RP (Figura 1.2), puede alcanzar hasta un 100% o más en

multicapas con varios peŕıodos F/M. Por este hallazgo, Albert Fert y Peter Grünberg

recibieron el Premio Nóbel de F́ısica en el 2007. El descubrimiento del efecto GMR

marcó el inicio de la Espintrónica y en la actualidad es ampliamente utilizado en las

memorias no volátiles, y ha sido uno de los hallazgos más rentables, ya que apenas seis

años después de haberse reportado experimentalmente, aparecieron en el mercado los

primeros discos duros con cabezas lectoras basadas en el GMR, generando ganancias

multimillonarias al año.

Poco tiempo después del descubrimiento del GMR, apareció la primer propuesta

teórica de un dispositivo espintrónico, diseñado por Datta y Das [13], el cual consiste

en un transistor de efecto de campo de esṕın (SFET, por sus siglas en inglés), análogo
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(a)

(b)

Figura 1.2: (a) Experimento original del descubrimiento del GMR por Peter Grünberg. Las
muestras eran tricapas compuestas por Fe(12 nm)/Cr(1 nm)/Fe(12 nm), depositadas en
sustratos de GaAs (110) mediante epitaxia de haces moleculares. Las gráficas superiores
muestran las curvas de magnetización medidas mediante efecto Kerr, y las gráficas inferiores
muestran la Magneto-Resistencia medida con la corriente en el plano de las capas, a tem-
peratura ambiente. Tomado de Ref. [10]. (b) Experimento original del descubrimiento del
GMR por el grupo de Albert Fert. La gráfica muestra la variación de la resistencia eléctrica
con el campo magnético aplicado para tres multicapas Fe/Cr depositadas mediante epi-
taxia de haces moleculares en sustratos de GaAs (001) y medidas a 4.2 K. La corriente y
el campo magnético se aplicaron en el plano de la capas, en posiciones paralelas a lo largo
del eje [1 1 0]. Tomado de Ref. [9]
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Figura 1.3: Representación esquemática del transistor de efecto de campo de esṕın (SFET)
de Datta y Das. (Corteśıa: F. Mireles)

al modulador electro-óptico. En dicho transistor de espines, una heteroestructura de

InAlAs / InGaAs (por ejemplo) proporciona un canal de transporte para los elec-

trones y los confina en un sistema bidimensional. Dicho canal une dos electrodos

ferromagnéticos, de los cuales uno de ellos actúa como fuente y el otro como colec-

tor (Figura 1.3). La fuente emite electrones con espines orientados a lo largo de la

dirección de magnetización de dicho electrodo, mientras que el colector, con magne-

tización paralela al electrodo fuente, actúa como un filtro de esṕın y sólo permite el

paso a electrones con espines orientados en la misma dirección que la magnetización

del electrodo colector. Una compuerta de voltaje produce un cambio en la dirección

de polarización del esṕın v́ıa acoplamiento esṕın-órbita de tipo “intŕınseco” [14].

Como es sabido, el acoplamiento esṕın-órbita es un efecto relativista en el que se

acoplan el momento angular orbital, que actúa como campo magnético efectivo, y

el momento magnético de esṕın de los electrones. Sin embargo, en semiconductores

existen dos tipos de acoplamiento esṕın-órbita inherentes al material, en los cuales el

campo magnetico efectivo ya no es producto del movimiento orbital de los electrones,
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sino de la asimetŕıa espacial del cristal. El primero de ellos es conocido como efecto

Dresselhaus [15] y es debido a la asimetŕıa de inversión espacial que existe en el bulto

de un semiconductor (e.g. semiconductores con estructura cristalina tipo zincblenda o

wurtzita); otro tipo de acoplamiento es el efecto Rashba [16], el cual es producto de la

asimetŕıa de inversión en la (hetero-)estructura semiconductora y su magnitud puede

ser modificable mediante voltajes externos. En el trabajo original de Datta y Das el

efecto Rashba fue propuesto para lograr la rotación de los espines, y en la actualidad

ambos fenómenos de acoplamiento esṕın-órbita (detallados en el siguiente caṕıtulo)

han sido propuestos como mecanismos de manipulación de esṕın. Diversas variantes

del transistor de espines de Datta y Das aparecieron posteriormente [17, 18, 19]. Lo-

grar la implementación práctica del SFET ha sido uno de los principales paradigamas

en Espintrónica, impulsando grandes esfuerzos en diversas áreas a la vez, tales como

inyección eficiente de espines polarizados, control de coherencia, detección eficiente y

manipulación de la precesión del esṕın. Aunque la construcción del dispositivo SFET

no se ha concretado (por razones que se comentarán más adelante), éste ha originado

un gran desarrollo en el conocimiento de la F́ısica fundamental de dichas áreas. El

SFET constituye uno de los principales arquetipos que ha movido significativamente

el impulso de la Espintrónica y que ha marcado (en cierta medida) la pauta sobre los

retos actuales de ésta ciencia.
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1.2 Avances y retos actuales de la Espintrónica.

Aunque se han logrado grandes avances en el área de la Espintrónica, aun ex-

isten desaf́ıos que deben vencerse antes de ver equipos electrónicos integrados por

dispositivos netamente cuánticos [20]. Buen ejemplo de ello es la implementación

del SFET. Cuestiones de almacenamiento, procesamiento (lógica) y transferencia de

información deben ser resueltas antes de integrar estos tres elementos en aparatos

multifuncionales, y que eventualmente daŕıan lugar a la computación cuántica. Los

instrumentos de procesamiento y transferencia de datos se basan en la actualidad en

materiales semiconductores, mientras que el almacenamiento de información recae en

multicapas de metales magnéticos. En los equipos magnéticos de almacenamiento, la

información es almacenada y recuperada mediante la reorientación de los dominios

magnéticos (aunque el flujo de carga es comúnmente utilizado para la lectura final de

dicha información).

En 1997 IBM introdujo el sensor de válvula de esṕın a las cabezas lectoras de

discos duros, basada en el efecto GMR. El efecto válvula de esṕın consiste en un

sistema Ferromagneto/Metal No magnético/Ferromagneto, donde uno de los ferro-

magnetos posee una magnetización fija, mientras que el segundo ferromagneto posee

una magnetización libre, la cual cambia de orientación para aumentar o disminuir

la resistividad, aprovechando aśı el efecto GMR. Mediante este principio, IBM logró

incrementar en más de 100% por año la densidad de almacenamiento por unidad de

área, pasando de 0.1 a 100 Gbit/pulgada2 entre 1991 y 2003. Este efecto también
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permitió la construcción de discos duros más pequeños (0.85 pulgadas de diámetro)

y discos duros con capacidades de almacenamiento de hasta 1 Terabyte (1012 bytes).

Sin embargo, a partir de 2003 se inició un descenso en la tendencia de crecimiento

de la densidad de almacenamiento por unidad de área. El siguiente paso en esta

dirección fue el reemplazar la capa metálica no magnética por una peĺıcula delgada

de un aislante no magnético, creando una unión túnel magnética, (MTJ, por sus

siglas en inglés). En este sistema, los electrones viajan de un ferromagneto a otro v́ıa

efecto túnel, lo cual conserva el esṕın (Figura 1.4). De manera análoga al GMR, la

resistividad de la MTJ cambia dependiendo de la polarización de los ferromagnetos,

dando lugar a la Magneto-Resistencia Túnel (TMR por sus siglas en inglés). Este

efecto se conoćıa desde 1975 [21] pero su aplicación tuvo que esperar hasta que las

técnicas de crecimiento de peĺıculas delgadas fuesen eficientes. Las primeras MTJ

emplearon capas de Al2O3 como aislante, mostrando una TMR de 70% a temperatura

ambiente. Al utilizar espećıficamente una barrera de MgO entre capas de Co se

obtienen valores de TMR de 1010% a 5 K y 500% a temperatura ambiente. La

primera cabeza lectora basada en el MTJ fue comercializada por Seagate en 2005

[11].

En 1995 inició la carrera por desarrollar la Memoria de Acceso Aleatorio Magnética

(MRAM, por sus siglas en inglés). La Figura 1.5 muestra el principio de esta memoria

magnética, en la arquitectura básica “punto de cruce” (cross point). La información

binaria (“0” y “1”) es grabada en dos orientaciones opuestas de la magnetización de

la capa libre a lo largo de su eje de magnetización. Las MTJ’s están conectadas en
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Estado antiparalelo

Estado paralelo

Barrera

Barrera

Figura 1.4: Diagrama esquemático del efecto de Magneto-Resistencia túnel (MTJ), en el
caso de dos capas de metales ferromagnéticos idénticos separadas por una barrera amorfa,
aislante y no magnética, tal como Al2O3. El proceso de tunelaje preserva el esṕın. Para
los electrones será más fácil tunelear, si la magnetización es paralela (figura superior) en
comparación cuando la magnetización es antiparalela (figura inferior). Tomado de Ref. [11].
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MRAM

Arquitectura 
“Cross Point”

“1”

“0”

Arquitectura de celda 1T/1MTJ

Transistor

Figura 1.5: Diagrama esquemático de una MRAM, en la arquitectura básica de punto de
cruce (lado izquierdo) y el diseño más realista (lado derecho) que incluye un transistor(T)
por celda(MTJ). Tomado de Ref.[11].

los puntos de cruce de dos arreglos perpendiculares de ĺıneas conductoras paralelas.

Para escribir, se env́ıan pulsos de corriente a través de las ĺıneas de cada arreglo, y

sólo en el punto de cruce de estas ĺıneas el campo magnético producido es lo sufi-

cientemente grande para reorientar la magnetización de la capa libre. Para leer, se

mide la resistencia entre las dos ĺıneas que conectan el arreglo. En un principio, la

arquitectura de punto de cruce promet́ıa memorias con muy altas capacidades. En la

práctica, la amplitud de la Magneto-Resistencia es demasiado débil para tener una

lectura rápida y confiable, debido a la existencia de rutas de corriente no deseadas.

Un diseño más realista incluye un transistor por celda, resultando en una arquitectura

más compleja. El primer producto que utilizó este sistema fue una memoria MRAM

de 4-Mbit comercializada por Freescale en el 2006. Entre las ventajas de las MRAM

se encuentra la no volatilidad y acceso aleatorio rápido (5 ns lectura/escritura).

Sin embargo, el uso de un campo magnético para escribir información todav́ıa

tiene limitaciones. Con el objetivo de construir un dispositivo funcional a temperatura

ambiente, la enerǵıa térmica debe ser menor a la barrera de excitaciones térmicas,
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la cual es proporcional al volumen V del sistema en cuestión, con una constante de

proporcionalidad por unidad de volumen, K. Para que no haya volatilidad en el

sistema magnético se debe cumplir que KV > 50− 60 kBT , donde kB es la constante

de Boltzman y T es la temperatura. Reducir el volumen requiere un aumento en

la constante K, pero un aumento en K implica un aumento en el campo magnético

requerido para escribir. En esta área, uno de los grandes logros ha sido la manipu-

lación de los dominios magnéticos en un metal ferromagnético mediante corrientes

eléctricas [22, 23], basado en la transferencia de momento magnético entre los espines

electrónicos (STT, por sus siglas en inglés) y los dominios magnéticos (Figura 1.6) .

Este efecto permitió la construcción de memorias MRAM-STT no volátiles, las cuales

se encuentran en el mercado desde el verano del 2007. Más aun, la demostración

experimental de este mismo efecto en semiconductores magnéticos a bajas tempera-

turas [24], ha marcado el inicio de una nueva etapa de integración de funcionalidades

(procesamiento-almacenamiento) en un solo dispositivo y es uno de los campos de

investigación más activos en la actualidad.

Por su parte, la tecnoloǵıa de transferencia de datos está basada en sistemas láser

que permiten enviar y recibir datos de manera óptica. Para ello, es necesario afectar

la componente magnética de la luz, lo cual se logra mediante aparatos rotativos de

Faraday, en los cuales la luz polarizada interactúa con un material magnético. La

manipulación eléctrica de la temperatura de Curie [25] y del campo coercitivo [26] en

semiconductores ferromagnéticos ha sido demostrada experimentalmente; esto per-

mitirá la construcción de aparatos rotativos de Faraday modulables eléctricamente.
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Componente 
transversal
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F2

S

F1

e

Cobalto/Cobre/Cobalto

e
e

F1 F2M

e

“0”

“1”

(a) (b)

Figura 1.6: Cambio de magnetización en un dominio v́ıa transferencia de esṕın. (a) Principio
del efecto STT, para el caso t́ıpico de una tricapa Co(F1)/Cu/Co(F2). Una corriente S
de electrones que fluye de izquierda a derecha adquiere a través de F1 una polarización
promedio de esṕın a lo largo de la magnetización F1. Cuando los electrones llegan a F2,
la interacción de intercambio alinea rápidamente el momento de esṕın promedio a lo largo
de la magnetización de F2. Para conservar el momento angular total, el momento angular
de esṕın transversal perdido por los electrones es transferido a la magnetización de F2, el
cual sufre una torca resultante que tiende a alinear su magnetización en dirección de F1.
(b) Principio de escritura STT en una celda MRAM: invirtiendo la dirección de la corriente
a través de la celda, se inducirá una orientación, ya sea paralela o antiparalela, de ambas
capas ferromagnéticas F1 y F2. Tomado de Ref.[11].

Sin embargo, los tiempos de vida ópticos son muy cortos y en semiconductores

ferromagnéticos son apenas los suficientemente largos como para ser medidos [27].

Además, los dispositivos magneto-ópticos requieren t́ıpicamente una rotación de Fara-

day sustancial, sin pérdidas ópticas significativas. En ese sentido, los semiconduc-

tores magnéticos no han podido desplazar a los aislantes magnéticos, y aunque el

descubrimiento de nuevos semiconductores ferromagnéticos sugieren la existencia de

materiales con mejores propiedades ópticas, tales como el ZnCrTe, sin embargo aún

existe mucho por hacer en esta área.

En el tema de procesamiento de datos, los transistores actuales funcionan con base

en permitir o no el paso de corriente eléctrica, logrando este control v́ıa barreras de
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potencial. En espintrónica, la información se codifica, no en el transporte electrónico,

sino en la orientación del esṕın de los electrones. Cambiar de “0” a “1” implicaŕıa

producir una rotación de 180◦ en el esṕın, lo cual se puede lograr mediante campos

magnéticos reales o efectivos, como lo ha sugerido el transistor de espines de Datta y

Das [13]. La enerǵıa y el tiempo necesarios para lograr esta rotación de esṕın resultan

ser mucho menores que lo necesario para crear barreras electrostáticas en un transistor

convencional. Los tiempos de coherencia suficientemente largos (superiores a 100 ns)

como para realizar operaciones lógicas, alcanzados experimentalmente en semicon-

ductores a temperatura ambiente [28], sugieren la posibilidad de realizar operaciones

con espines antes de que éstos alcancen equilibrio térmico y se pierda la polarización.

A pesar de ello, existen varios factores f́ısicos que aceleran la pérdida de polarización

de esṕın. Entre ellos se encuentran las altas densidades de dopaje (necesarias para

hacer más eficiente el transporte electrónico) y los grandes campos eléctricos (indis-

pensables en la electrónica) que en conjunto producen campos magnéticos efectivos,

provocando una orientación aleatoria del esṕın [29].

Parte importante del procesamiento de datos es la inyección y la detección del

esṕın, que en esencia constituyen las etapas de entrada y lectura en un dispositivo

lógico. Diversos trabajos han orientado esfuerzos en lograr inyecciones de espines po-

larizados de un metal ferromagneto a un semiconductor mediante contactos óhmicos,

el cual resulta ser el método más directo de inyección; sin embargo las eficiencias

logradas hasta ahora son menores al 10% [30, 31]. Un trabajo de Schmidt et al.

[32] señaló que la efectividad de la inyección óhmica depende de la razón entre las
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conductividades de los electrodos ferromagnéticos y no ferromagnéticos, σf y σnf res-

pectivamente; cuando el material no ferromagnético es un semiconductor σf � σnf y

por tanto la eficiencia en la inyección de espines se vuelve significativamente pequeña.

Ante esta situación, gran expectación produjo el descubrimiento de aleaciones semi-

conductoras III-V dopadas con impurezas magnéticas (como Mn+2) con propiedades

ferromagnéticas y que poseen una temperatura de Curie de hasta 110 K [33], cono-

cidos como semiconductores magnéticos diluidos. Años más tarde, experimentos de

Fiederling et al. [34] y Ohno Y. et al. [35] demostraron inyecciones de espines po-

larizados de un semiconductor magnético a un semiconductor no magnético, con efi-

ciencias de hasta el 90%, dándole un fuerte impulso al área de la Espintrónica. En

el contexto teórico, Dietl et al. [36] utilizaron el modelo de Zener para describir el

comportamiento ferromagnético de estos materiales (particularmente Ga1−xMnxAs)

y predijeron que podŕıan alcanzar una temperatura de Curie superior a la tempera-

tura ambiente, lo cual eventualmente permitiŕıa integrar la inyección y el transporte

de espines en un solo dispositivo.

Como se ha comentado, en un transistor de efecto de campo de esṕın, los elec-

trones atraviesan un canal semiconductor en el cual el esṕın es manipulado mediante

un campo magnético externo (real) o interno (efectivo). Se ha demostrado que los

campos magnéticos internos en semiconductores con interacciones esṕın órbita pueden

utilizarse para reorientar los espines [37]. La demostración experimental de la manipu-

lación de estos campos magnéticos efectivos, mediante campos eléctricos externos [38],

acentúa la posibilidad de la construcción de los transistores de esṕın. Más aun, la
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separación de espines puede ser alcanzada mediante el efecto Hall de esṕın (SHE,

por sus siglas en inglés), demostrado experimentalmente en semiconductores [39, 40]

(2004), después en metales [41] (2005) y posteriormente a temperatura ambiente [42]

(2006). La manipulación del SHE v́ıa el control de la movilidad del material puede

utilizarse para cambiar la magnitud y la dirección de las corrientes de esṕın [43]. Aśı

pues, el SHE podŕıa sustituir la inyección de espines desde un ferromagneto como

método de suministro de espines en semiconductores y de manera similar, un detec-

tor de SHE podŕıa reemplazar la necesidad de un contacto ferromagnético que mida

eléctricamente la polarización de esṕın, todo esto a temperatura ambiente. En este

sentido el SHE se perfila como un fenómeno de importancia fundamental y práctica

en Espintrónica. El SHE es tema central del presente trabajo de tesis, por lo que en

la siguiente sección se discutirá a detalle su fenomenoloǵıa, origen y trascendencia en

Espintrónica.

1.3 El Efecto Hall de esṕın.

Los efectos Hall conforman una de las “familias” de fenómenos f́ısicos más recono-

cidos en f́ısica básica. El efecto Hall clásico fue descubierto por Edwin Hall en 1879 y

se produce cuando por un material conductor se hace circular una corriente eléctrica

en presencia de un campo magnético perpendicular a la dirección de dicha corriente

(Figura 1.7 a); debido a la fuerza de Lorentz, los portadores de carga se desv́ıan

hacia uno de los bordes de la muestra creando un voltaje perpendicular tanto a la
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ext 0B ≠ int 0B ≠ SO 0B ≠

MetalMetal SemiconductorSemiconductorFerromagnetoFerromagneto
(Efecto Hall clásico) (Efecto Hall anómalo) (Efecto Hall de espín)

(a) (b) (c)

Figura 1.7: Representación esquemática de diferentes tipos de Efectos Hall. (a) En el
efecto Hall clásico, un campo magnético externo Bext desv́ıa (por fuerza de Lorentz) a los
electrones de una corriente, hacia uno de los bordes, creando un desbalance transversal
de carga. (b) En el efecto Hall anómalo, también se presenta un desbalance transversal
de carga, para un sistema ferromagnético con campo magnético interno Bint, en ausencia
de campo magnético externo. (c) En el efecto Hall de Esṕın, los electrones de diferente
orientación de esṕın son desviados hacia bordes opuestos, debido a un campo magnético
efectivo producido por acoplamiento esṕın-órbita, BSO , creando un desbalance transversal
de esṕın.

dirección de la corriente como al campo magnético debido a la acumulación de carga

con signos opuestos en los bordes. En ferromagnetos, este efecto se conoce como

efecto Hall anómalo (Figura 1.7 b) y se presenta inclusive en ausencia de campos

magnéticos externos, debido a la contribución de resistencia Hall adicional inducida

por las dispersiones dependientes del esṕın, y depende de la magnetización del mate-

rial ferromagnético [44]. Otra variante del efecto Hall clásico es el efecto Hall cuántico,

descubierto en 1980 por K. Von Klitzing, en el que la corriente circula a través de un

sistema bidimensional en presencia de un campo magnético externo perpendicular al

flujo de carga; dicho campo magnético produce una cuantización en la densidad de

estados (dando lugar a los niveles de Landau) y con ello la resistencia Hall (RH) se

cuantiza como RH = h/(e2n) con n = 1, 2, 3....
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Por su parte, el efecto Hall de esṕın es un fenómeno que se presenta en sistemas

con acoplamiento esṕın-órbita, en el que al inducirse una corriente de electrones (o

huecos), se produce de manera simultánea, una corriente transversal de espines, per-

pendicular a la dirección de corriente de carga, de modo tal que electrones con esṕın

up y esṕın down se acumulan en bordes opuestos del canal de transporte (Figura 1.7

c). Este fenómeno fue evidenciado teóricamente por D’yakonov y Perel’ [45], como

producto de mecanismos de esparcimiento asimétrico (dependiente del esṕın), debido

al acoplamiento esṕın-órbita entre electrones e impurezas en el sistema. Casi tres

décadas más tarde, Hirsch [46] propuso un experimento en el que pod́ıa ser observado

el efecto Hall de esṕın, sugiriendo además la existencia de un efecto inverso, en el que

una corriente longitudinal de espines produciŕıa una corriente eléctrica transversal y

con ello un desbalance de carga en los bordes del sistema. Dicho efecto inverso fue

verificado experimentalmente por Ganichev et al. [47] a bajas temperaturas y sub-

secuentemente por Saitoh et al. [48] a temperatura ambiente, y en la actualidad es

conocido en la literatura como efecto galvánico de esṕın o efecto Hall de esṕın inverso.

A principios del 2008, Seki et al. [49] realizaron un experimento a temperatura am-

biente en sistemas basados en Au/FePt, en los que lograron medir conductividades

Hall de esṕın (v́ıa efecto Hall de esṕın inverso) del orden de 105Ω−1cm−1, dos órdenes

de magnitud mayor a las medidas experimentales reportadas hasta ese entonces. Este

efecto fue recientemente (2009) explicado por Guo et al. [50], bajo el argumento de

que el efecto se presenta debido a las dispersiones que producen las impurezas de Fe

en los portadores de carga v́ıa efecto Kondo.
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Figura 1.8: Descubrimiento experimental del efecto Hall de esṕın. El panel izquierdo co-
rresponde al experimento realizado por Kato et al. [39], y muestra la imagen producida
por efecto Kerr, donde se observa la acumulación de esṕın en los bordes. El panel derecho
pertenece al experimento llevado a cabo por Wunderlich et al. [40], y muestra la polarización
de los fotones emitidos por recombinación electrón-hueco, la cual es opuesta para ambos
bordes, confirmando la acumulación de esṕın.

Por otro lado, Murakami et al. [51] dieron un nuevo giro al tema en el 2003, al

predecir un efecto Hall de esṕın de huecos, producido no por dispersión debido a im-

purezas, sino debido a acoplamiento esṕın-órbita intŕınseco en semiconductores. Casi

de manera simultánea, Sinova et al. [52] predijeron un efecto similar en electrones

debido al efecto Rashba, para el que la conductividad Hall de esṕın adquiŕıa un valor

universal para un campo d.c., siendo éste e/(8π), donde e es la magnitud fundamental

de la carga eléctrica. Esto llevó a definir un efecto Hall de esṕın extŕınseco, debido

a acoplamiento esṕın-órbita entre portadores de carga e impurezas, y un efecto Hall

de esṕın intŕınseco debido a acoplamiento esṕın-órbita inherente al material. A es-

tos trabajos se sumó un estudio de la conductividad Hall de esṕın de Schliemann

y Loss [53], mediante el formalismo de Kubo, de un sistema de huecos pesados de

dos dimensiones sujeto a acoplamiento Rashba, en el que el valor universal obtenido
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por Sinova et al. para electrones, se modificaba para huecos pesados en un factor

de nueve, 9e/(8π). La primera evidencia experimental del efecto Hall de esṕın fue

producto de los trabajos de Kato et al. [39] y Wunderlich et al. [40] (Figura 1.8),

quienes observaron el efecto extŕınseco e intŕınseco respectivamente. En ambos estu-

dios, se detectaba la acumulación de espines en los bordes de una barra Hall mediante

métodos ópticos. Desde su descubrimiento experimental, el efecto Hall de esṕın ha

sido una ĺınea de investigación muy activa, extendiéndose a otros sistemas de gran

importancia como el grafeno [54].

Luego de mediciones ópticas, el SHE fue detectado a través de mediciones eléctricas

v́ıa el efecto Hall de esṕın inverso en sistemas metálicos [41]. Las primeras medidas

experimentales del SHE a temperatura ambiente fueron realizadas por Stern et al.

[42] utilizando espectroscoṕıa Kerr en muestras tipo n de ZnSe. En todos estos expe-

rimentos, la detección del SHE se realizó de manera indirecta, midiendo acumulación

de espines en los bordes. Al no existir un modo experimental de medir corrientes de

espines, surgió la necesidad de comprobar si el SHE era producto de corrientes de

espines, o si era un efecto de borde [55]. Esta cuestión fue clarificada por Sih et al.

[56] mediante un experimento en el que en una barra Hall con canales transversales

conectados a los bordes se med́ıa la rotación de Kerr, permitiendo visualizar espines

polarizados más allá de los bordes, comprobando aśı la existencia de corrientes de

esṕın (Figura 1.9).

Como ya se ha mencionado, los primeros trabajos teóricos sobre el SHE intŕınseco

fueron realizados en el marco del ĺımite d.c., y predećıan un valor universal para
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Figura 1.9: Comprobación experimental de la existencia de corrientes de esṕın. (a) Esquema
del sistema experimental, el cual consiste en una barra Hall con canales perpendiculares a
la barra. (b) Amplitud de polarización de esṕın como función de la posición medida para
diferentes longitudes del canal conectado a la barra Hall, 0 µm (negro), 10 µm (rojo), 20 µm
(verde), y 40 µm (azul). Puede observarse que mientras más largo el canal la amplitud de
polarización de esṕın disminuye, comprobando la existencia de corrientes de esṕın. Tomado
de Ref. [56].

diferentes sistemas [57, 58, 53]. Estudios posteriores que incluyeron correcciones de

vértice (sistemas con desorden, en el lenguaje de teoŕıa de muchos cuerpos) mostraron

que el ĺımite estático se volv́ıa nulo [59] para un gas de electrones de dos dimensiones

(GE2D) en presencia de acoplamiento Rashba [60] sin importar la intensidad de dicho

acoplamiento [61], la intensidad de interacciones electrón-electrón [62] o la intensidad

del potencial y la densidad de las impurezas [63]. Sin embargo, actualmente está

establecido que las correcciones de vértice no cancelan el ĺımite estático en presencia

de campos magnéticos [64] o impurezas magnéticas [65], aśı tampoco en otros modelos

de acoplamiento esṕın-órbita, tal como el de huecos pesados en pozos cuánticos [66, 67]

y huecos en el bulto de un semiconductor [68].
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1.4 Transporte en el régimen de frecuencia finita.

El estudio de transporte en el régimen de frecuencia finita (a.c), representa un

interesante campo de investigación. Por un lado, se ha demostrado que las correc-

ciones de vértice tampoco cancelan la conductividad Hall de esṕın para un campo

a.c. en el rango de terahertz [69, 70]. Por otro lado, se ha sugerido que un campo

eléctrico de prueba dependiente de la frecuencia puede ser utilizado para controlar la

corriente Hall de esṕın en un GE2D con interacción esṕın-órbita Rashba y Dressel-

haus [71, 72]. También se ha reportado que el desdoblamiento de esṕın inducido por

el efecto Rashba puede ser identificado ópticamente, y que propiedades espintrónicas

importantes (densidad de portadores de carga, polarización de esṕın, etc.) de sis-

temas bidimensionales de electrones [73] y huecos [74] pueden ser medidas a través

de experimentos ópticos. Como ha señalado Rashba [75], las propiedades ópticas

y dinámicas de los sistemas espintrónicos pueden jugar un papel importante en la

dinámica y el transporte de espines.

1.5 El operador de corriente de esṕın.

Desde el punto de vista teórico (fundamental) y con el objetivo de describir el

transporte de esṕın, resultaŕıa atractivo encontrar un esquema similar a la teoŕıa de

transporte de carga. De manera intuitiva se puede definir la corriente de esṕın como

la diferencia entre la cantidad de portadores de carga con esṕın up y esṕın down

trasladándose en una misma dirección (véase la Figura 1.10). Por otro lado, es bien
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SI I I↑ ↓= −

Definición intuitiva de 
corriente de espín.

Definición convencional del 
operador de corriente de espín.

( )e e= −J v ( ) ˆS
zs=J v

( ) 0Sz
z

S

t

∂ + ∇ = ≠
∂

Ji T

I↑

I↓(a) (b)

Figura 1.10: (a) Definición intuitiva de corriente de esṕın IS, dada como la diferencia entre
la cantidad de portadores con esṕın up I↑ esṕın down I↓. (b) Definición convencional del
operador de corriente de esṕın. De forma análoga a la corriente de carga J(e), el operador
convencional de corriente de esṕın J(S) se define como el producto de la densidad de esṕın ŝz

y la velocidad v. Sin embargo, este operador de corriente de esṕın no satisface la ecuación
de continuidad en sistemas con acoplamiento esṕın-órbita, apareciendo un término de torca
Tz. Tomado de Ref. [79].

sabido que la densidad de corriente de carga J (e) se define como el producto de la

carga e y la velocidad v (J (e) = ev). En este sentido, la elección natural para el

operador de corriente de esṕın seŕıa definirlo como el producto de los operadores de

esṕın ŝz = h̄
2
σz (σz es la matriz de Pauli) y velocidad v, es decir J (S) = ŝzv para una

part́ıcula que se mueve con velocidad v y con esṕın paralelo al eje z.

Sin embargo, ésta forma convencional del operador de corriente de esṕın, viola

la conservación de esṕın en sistemas con acoplamiento esṕın-órbita, al no satisfacer

la correspondiente ecuación de continuidad [76, 77] apareciendo en ella un término

“fuente” de torca de esṕın [78] (véase el caṕıtulo 4), por lo cual esta definición resulta

incompleta para describir el transporte de esṕın en sistemas con acoplamiento esṕın-

órbita [80].
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Diversos trabajos han intentado clarificar este problema fundamental. Por ejem-

plo, Sun y Xie [81] definieron un operador de corriente total, como la suma de la

corriente lineal de esṕın y la corriente angular de esṕın. Por su parte Jin et al. [82]

construyeron un operador de corriente de esṕın que se conserva, a partir del forma-

lismo Lagrangiano. Por otro lado, Shen et al. [83] partieron de la ecuación de Dirac

y usaron una descomposición tipo Gordon, para separar el operador de corriente de

esṕın (conservado) del operador de corriente de momento angular total. Aśı también,

Chen et al. [84] propusieron que la corriente que debe conservarse es la corriente de

momento angular total, es decir la corriente de esṕın más la corriente de momento

angular; dicho operador de corriente de momento angular total fue obtenido por Li

y Tao [85] a través del teorema de Noether. A su vez, Yang y Liu [86] utilizaron el

formalismo de matriz de densidad para establecer un operador de corriente de esṕın

conservado. Entre todos estos trabajos, destaca el de Shi et al. [80] en el cual el

operador de corriente de esṕın conservado resulta de agregar un término de densidad

dipolar de torca P(τ ) al operador convencional J(s) (caṕıtulo 4). Esta densidad de

torca dipolar está asociada con el movimiento de precesión del esṕın. Imponiendo la

condición de que la densidad dipolar de torca fuera del bulto se anule, es posible de-

mostrar entonces que el operador de corriente de esṕın de Shi et al., J s = J(s)+P(τ ),

se puede reescribir como la derivada temporal del desplazamiento de esṕın,

J s
z =

d(r̂ŝz)

dt
(1.1)

donde r̂ es el vector operador de posición y se ha supuesto la polarización del esṕın
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en dirección z. De la ecuación (1.1) puede verse (al efectuar la derivada temporal)

que el operador de corriente de esṕın propuesto por Shi et al. está compuesto por

dos términos: uno de ellos es el producto de la densidad de esṕın por la velocidad

(operador convencional de corriente de esṕın), más un segundo término que consiste

en el producto del operador de posición con el operador de torca de esṕın. Entre las

propiedades de éste operador de corriente de esṕın se encuentra (i) el satisfacer la

respectiva ecuación de continuidad ∂Sz

∂t
+∇·Js = 0, siendo Sz = h̄

2
Ψ†σzΨ la densidad

de esṕın y Ψ es el espinor que define el estado de la part́ıcula. Además, a diferencia del

operador convencional, (ii) éste operador conservado de corriente de esṕın se vuelve

nulo para sistemas aislantes, donde los eigenestados están localizados. Más aun, (iii)

este operador se encuentra en conjugación con una fuerza mecánica o termodinámica,

satisfaciendo las relaciones de reciprocidad de Onsager [80]. Por tales razones, esta

propuesta para el operador de corriente de esṕın resulta f́ısicamente apropiada y por

tanto merece ser examinada con mayor detalle, conformando parte fundamental de

la motivación del presente trabajo.

1.6 Objetivo general del trabajo de tesis.

Como hemos visto, la gran importancia del efecto Hall de esṕın en el campo de la

Espintrónica ha dado lugar recientemente a una intensa investigación del fenómeno,

tanto teórica como experimental. Sin embargo, el estudio teórico de dicho efecto se

ha concentrado en mayor medida en el ĺımite estático (ω = 0), desaprovechándose las



27

potenciales ventajas de dominar este efecto en el campo de la frecuencia finita, como la

posiblidad de manipular el mismo mediante la modulación de la frecuencia del campo

eléctrico aplicado y el estudio de los requerimientos energéticos para ello. Más aun,

para el estudio de transporte de esṕın, se ha venido utilizando una definición para

el operador de corriente de esṕın que no satisface las propiedades f́ısicas requeridas,

mostrando una clara ausencia de una teoŕıa completa que describa corrientes de esṕın

en sistemas con acoplamiento esṕın-órbita. Lo anterior ha dado lugar a preguntas

tales como ¿es la corriente de esṕın una observable f́ısica?, y de ser afirmativo ¿cómo

se podŕıan medir una corriente de esṕın? Aśı pues estas cuestiones abren nuevas

posiblidades de estudio a nivel fundamental en el área de la Espintrónica.

En el presente trabajo de tesis se estudiará la conductividad Hall de esṕın depen-

diente de la frecuencia, utilizando el formalismo de Kubo de respuesta lineal y em-

pleando la definición del operador de corriente reportada por Shi et al. [80], para gases

bidimensionales de electrones y huecos pesados, sujetos a interacción esṕın-órbita tipo

Rashba y Dresselhaus y a un campo eléctrico a.c. Se obtendrán expresiones para la

conductividad de esṕın, y de manera sistemática se estudiará la contribución de la

parte del operador convencional de corriente de esṕın y la contribución de la torca

de esṕın, aśı como el efecto de incluir este último término (conductividad total). Se

revisará el ĺımite estático para el operador conservado de corriente de esṕın, y se es-

tudiará la variación de la conductividad Hall de esṕın como función de las constantes

de acoplamiento (Rashba y/o Dresselhaus), la densidad de portadores de carga y

los posibles efectos debido a la anisotróṕıa en la relación de dispersión generada por
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la interacción conjunta Rashba-Dresselhaus. Se espera que estos resultados presen-

ten datos relevantes que permita evidenciar la validez de los operadores de corriente

de esṕın, además de aportar información sobre f́ısica fundamental en el régimen de

frecuencia finita.

En el siguiente caṕıtulo se revisará detalladamente el fenómeno de acoplamiento

esṕın-órbita y sus diferentes tipos, tanto para electrones como para huecos pesados,

aśı como sus implicaciones f́ısicas.
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Caṕıtulo 2

Acoplamiento Esṕın-Órbita en

Semiconductores

Desde los inicios de la Mecánica Cuántica se sabe que el movimiento orbital de

los electrones dentro del átomo produce un campo magnético efectivo que interactúa

con el esṕın electrónico, modificando su orientación. A este efecto se le conoce como

acoplamiento esṕın-órbita y es uno de los mecanismos f́ısicos más estudiados en Es-

pintrónica en la actualidad ya que juega un papel importante en la manipualción del

esṕın de los portadores de carga. Esta correlación entre el movimiento orbital y la

orientación del esṕın da lugar a una variedad de interesantes fenómenos f́ısicos, entre

ellos el efecto Hall de esṕın. Particularmente en semiconductores, el campo magnético

efectivo es producto de la falta de simetŕıa de inversión espacial en el material. De-

pendiendo del tipo de asimetŕıa de inversión (estructural ó espacial), la interacción

esṕın-órbita puede ser de tipo Rashba o Dresselhaus. En ambos casos, el acoplamiento

esṕın-órbita depende del momento de los portadores de carga, rompiendo la degene-

ración de los estados de esṕın en el vector de onda k, a diferencia del efecto Zeeman

que rompe la degeneración en enerǵıa. En el presente caṕıtulo se estudiará de manera

detallada el fenómeno de acoplamiento esṕın-órbita en semiconductores. Se revisarán
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los Hamiltonianos de acoplamiento esṕın-órbita de Rashba y de Dresselhaus, tanto

para electrones como para huecos pesados, los cuales posteriormente serán utilizados

en el estudio de transporte de esṕın.

2.1 Introducción

El acoplamiento entre el movimiento orbital y el grado de libertad de esṕın de los

electrones es un efecto relativista descrito por la ecuación de Dirac y su expansión

no-relativista en series del inverso de la velocidad de la luz, c. A segundo orden se

obtiene, además de otras contribuciones independientes del esṕın, el siguiente término

genérico de acoplamiento esṕın-órbita [87],

HSO =
h̄

4m2
0c

2
σ · ∇V × p (2.1)

dondem0 es la masa en reposo del electrón, p = (px, py, pz) es el operador de momento,

σ = (σx, σy, σz) es el vector de las matrices de Pauli y representa el esṕın del electrón

(S = h̄
2
σ) y V (r) es el potencial externo. Como es bien sabido, el acoplamiento

esṕın-órbita afecta de manera importante el espectro atómico. En semiconductores,

el término genérico de acoplamiento esṕın-órbita se renormaliza y su intensidad au-

menta hasta 3 órdenes de magnitud. Como ya se mencionó, la interacción esṕın-órbita

en semiconductores es producto de la asimetŕıa de inversión espacial propia del mate-

rial [88]. Ésta asimetŕıa de inversión en el bulto (BIA) da origen a la interacción tipo

Dresselhaus. Por otro lado, uno de los sistemas f́ısicos más estudiados en Espintrónica
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son las heterouniones conformadas por peĺıculas delgadas de dos semiconductores

diferentes con similiar constante de red, en las que por medio de ingenieŕıa de ban-

das, es posible confinar a los portadores de carga (electrones o huecos) en un gas de

dos dimensiones. Estas heteroestructuras semiconductoras poseen una asimetŕıa de

inversión estructural (SIA) que da lugar a la interacción tipo Rashba. Antes de discu-

tir en mayor detalle el acoplamiento esṕın-órbita en semiconductores, es importante

describir la formación de un gas bidimensional de electrones (GE2D).

2.2 Sistemas cuasi-bidimensionales

Existen diversas formas de crear un gas (o sistema) cuasi-bidimensional de por-

tadores de carga. Una de ellas es construir heteroestructuras dopadas utilizando

técnicas de crecimiento tales como epitaxia de haces moleculares (MBE) o depósito

qúımico de vapores metal-orgánicos (MOCVD). Para evitar problemas de dispersión

por interacción electrostática, se utiliza el dopaje modulado, en el que sólo uno de los

materiales que conforman la heteroestructura es afectado con impurezas . Esto se

observa de manera esquemática en la Figura 2.1. En el lado izquierdo de dicha figura,

se muestra la banda de conducción de una heteroestructura n−AlGaAs/GaAs antes

de que los donadores desprendan electrones (Figura 2.1 a). Una vez que las impurezas

liberan electrones (Figura 2.1 b), estos migran hacia el material intŕınseco, cuya ener-

ǵıa de banda de conducción está por debajo de la banda de conducción del material
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Figura 2.1: Banda de conducción de una heteroestructura con dopaje modulado, mostrando
cómo se separan los electrones de sus donadores para formar un gas de electrones de dos
dimensiones (GE2D); EF es la enerǵıa de Fermi y ∆EC es la diferencia en las enerǵıas de las
bandas conducción entre el material I y el material II (n−AlGaAs y GaAs respectivamente
para la figura) y ε1 es la enerǵıa del estado base. Tomado de Ref. [89]

dopado; esto causa un desequilibrio de carga y crea con ello un campo eléctrico efec-

tivo, formándose aśı un pozo de potencial cuántico cuasi-triangular que crea estados

ligados. Aśı pues se logra confinar a los electrones en la dirección de crecimiento de

la heteroestructura (dirección z en la figura), pero manteniéndolos libres en el plano

perpendicular a la dirección de crecimiento (plano x− y), conformando aśı un gas de

electrones de dos dimensiones.

2.3 Efecto Rashba

El campo eléctrico producido en la interfaz (paralelo a la dirección de crecimiento),

se transforma (debido al acoplamiento esṕın-órbita) en un campo magnético efectivo

que actúa sobre el esṕın de los portadores de carga confinados. A este fenómeno se lo

conoce como efecto Rashba . En un art́ıculo extensamente citado, Bychkov y Rashba

[16] derivaron el siguiente término para describir el acoplamiento esṕın-órbita en un

gas de electrones (e) de dos dimensiones (GE2D),

HR
e =

αe

h̄
(σypx − σxpy) (2.2)
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siendo αe una constante relacionada con la intensidad de acoplamiento. El valor

de αe en materiales III-V tipo zinc-blenda ha sido evaluado a través de expresiones

anaĺıticas utilizando la teoŕıa k · p [90]. Particularmente, de Andrada e Silva et al.

[91] emplearon el modelo de Kane de 8 bandas y obtuvieron que el valor de αe puede

estimarse mediante la expresión

αe =
h̄2

2m∗
E∆

Eg

2Eg + E∆

(Eg + E∆)(3Eg + 2E∆)
eE (2.3)

donde Eg representa la brecha energética principal del semiconductor en la región

del pozo cuántico que contiene al GE2D, E∆ es la brecha entre la banda de huecos

split-off y la banda degenerada huecos pesados-huecos ligeros, m∗ es la masa efectiva

de los electrones, e es la magnitud fundamental de carga y E es el campo eléctrico

creado en la interfaz del sistema bidimensional de electrones, por lo cual αe puede ser

modulada mediante voltajes externos.

Para una part́ıcula con momento p y Hamiltoniano H = p2

2m∗ + HR
e , el término

(2.2) rompe la degeneración en el vector de onda k produciendo dos ramas en la

relación de dispersión de los electrones dadas por,

ε± =
h̄2k2

2m∗ ± αek (2.4)

con los respectivos eigenvectores,

|ψk,±(r)〉 =
eik·r
√

2A

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1

±ieiθ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ (2.5)
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Figura 2.2: Representación esquemática de la relación de dispersión, ecuación (2.4).
Para cada banda, la orientación de esṕın (flechas verdes) está dada por 〈±|σ(k)|±〉 =
∓ 1

k (ky,−kx), la cual es perpendicular a la dirección del vector de onda k = (kx, ky)

donde k =
√
k2

x + k2
y , θ = tan−1(ky/kx) y A es el área del sistema. La relación

de dispersión (2.4) consiste en dos cuasi-paraboloides concéntricos representados es-

quemáticamente en la Figura 2.2. Para cada banda, la orientación de esṕın (flechas

verdes) está dada por 〈±|σ(k)|±〉 = ∓ 1
k
(ky ,−kx), la cual es perpendicular a la di-

rección del vector de onda k = (kx, ky). La enerǵıa del desdoblamiento de los estados

de esṕın del GE2D, ∆s ≡ ε+ − ε− = 2αek, puede ser determinada mediante expe-

rimentos de antilocalización en barras Hall [92] ó v́ıa oscilaciones de Shubnikov-de

Haas [93, 94]. Los valores experimentales de αe vaŕıan desde 0.06 a 0.4 eV-Å [95], lo

cual conduce a una enerǵıa de desdoblamiento de esṕın de 1 hasta 10 meV al número

de onda de Fermi kF , dependiendo de la composición qúımica del semiconductor y

del nivel de dopaje modulado.

El efecto Rashba también se presenta en las bandas de valencia. Mediante teoŕıa

de grupos, Gerchikov y Subashiev [96] mostraron que el acoplamiento Rashba en la
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subbanda de huecos pesados (hh) debeŕıa seguir la forma

HR
hh =

iαhh

h̄3 (σ+p
3
− − σ−p3

+) (2.6)

con σ± = (σx±iσy)/2, p± = px±ipy y donde αhh es una constante análoga a αe. Nótese

que la expresión del acoplamiento Rashba para huecos pesados vaŕıa de forma cúbica

con el momento, a diferencia del caso de los electrones cuya dependencia es lineal en k.

Este término de acoplamiento produce dos sub-bandas de la forma ε± = h̄2k2

2m∗ ±αek
3.

El Hamiltoniano de Rashba para huecos pesados obtenido por Gerchikov y Subashiev,

fue confirmado posteriormente por Winkler et al. [97] mediante teoŕıa de invariantes.

Utilizando el modelo de Pidgeon-Brown, Liu et al. [98] encontraron la siguiente

expresión para αhh:

αhh =
512d4γ2

2eE

9π6(3γ1 + 10γ2)(γ1 − 2γ2)
(2.7)

donde d es el ancho del pozo de confinamiento, γ1,2,3 son los parámetros de Luttinger, y

como ya se mencionó, E es el campo eléctrico en la interfaz del pozo. La magnitud del

campo eléctrico puede estimarse como E = en/εSC , con e la magnitud fundamental

de la carga eléctrica, εSC es la constante dieléctrica del material y n la densidad

de portadores de carga por unidad de área. Nótese pues, que el parámetro αhh es

proporcional a n (y de igual forma para αe). Para semiconductores III-V la enerǵıa

de desdoblamiento ∆s de los estados de esṕın de huecos pesados debido a interacción

Rashba vaŕıa de 0.05 a 5 meV, es decir, aproximadamente un orden de magnitud

menor comparado al caso de electrones.
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2.4 Efecto Dresselhaus

Otra contribución importante al desdoblamiento de los estados de esṕın (en ausen-

cia de campos magnéticos externos) proviene de la asimetŕıa de inversión que existe

en el bulto de un cristal semiconductor, tal como sucede en los compuestos tipo

zincblenda. Esta asimetŕıa produce un campo efectivo que da lugar al efecto Dre-

sselhaus. Utilizando teoŕıa k · p a tercer orden, Dresselhaus [15] propuso que el

desdoblamiento de los estados de esṕın era causado por el término de la forma,

H
(3D)
D =

γ

h̄3 [σxpx(p
2
y − p2

z) + σypy(p
2
z − p2

x) + σzpz(p
2
x − p2

y)] (2.8)

donde la constante γ proporciona la intensidad de acomplamiento esṕın-órbita. A

diferencia del efecto Rashba, el parámetro γ es intŕınseco de cada material y no

puede ser modulable. Los valores experimentales de γ para semiconductores III-V

tipo zincblenda vaŕıan desde 130 a 187 eV-Å3 [91], lo cual conduce a una enerǵıa de

desdoblamiento de esṕın de hasta 3 meV al número de onda de Fermi, dependiendo de

la densidad electrónica. En una heteroestructura semiconductora donde los electrones

se encuentren confinados en la dirección z (formando un gas bidimensional), el valor

de expectación del operador de momento en esta dirección se vuelve nulo, es decir

〈pz〉 = 0 y generalmente 〈p2
z〉 �= 0. Despreciando contribuciones a orden cuadrático,

el término de Dresselhaus para electrones bidimensionales se reduce a la forma,

HD
e =

βe

h̄
(σxpx − σypy) (2.9)

donde βe = −γ〈p2
z〉/h̄2 � −γ(π/d)2, para un pozo con un ancho de confinamiento d.
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Nótese que al igual que en el efecto Rashba, el término (2.9) rompe la degeneración

en el vector de onda k produciendo dos ramas en la relación de dispersión de los

electrones análogas a la ecuación (2.4).

Por otro lado, la contraparte del efecto Dresselhaus para huecos pesados ha sido

poco investigada. En un estudio sobre relajación de esṕın y decoherencia en pun-

tos cuánticos sujetos a campos magnéticos perpendiculares, Bulaev y Loss [99] pro-

pusieron que el término de acoplamiento Dresselhaus para un gas de huecos pesados

de dos dimensiones (GH2D) debeŕıa ser de la forma,

HD,BL
hh = −βhh

h̄3 (σ+p−p+p− + σ−p+p−p+) (2.10)

donde βhh es la constante de acoplamiento Dresselhaus de huecos pesados dada por,

βhh =
3γ2γ〈p2

z〉
2m0ρδ

(2.11)

siendo δ la brecha energética entre la banda de huecos pesados y huecos ligeros,

ρ = E∆/(Eg +E∆) y γ es la constante de acoplamiento debido a asimetŕıa de inversión

en el bulto. De acuerdo a la propuesta de Bulaev y Loss, el término de Dresselhaus

vaŕıa de forma cúbica con el momento al igual que en el caso del efecto Rashba

para huecos pesados. Por su parte, utilizando teoŕıa de invariantes y la teoŕıa k · p de

14×14 bandas, Winkler [comunicación privada] obtuvo que el término de Dresselhaus

de huecos pesados debeŕıa seguir la forma,

HD,W
hh =

β1

h̄
(σxpx + σypy) +

β2

h̄3 (σxp
3
x + σyp

3
y) +

β3

h̄3 (σxpxp
2
y + σypyp

2
x) (2.12)
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Tabla 2.1: Parámetros de bulto de algunos semiconductores III-V tipo zincblenda a T=0
K. Los sub́ındices e, lh y hh denotan electrones, huecos ligeros y huecos pesados respecti-
vamente. Tomados de Refs. [88, 89]

Eg

(eV )

E∆

(eV )
m∗

e m∗
lh m∗

hh γ1 γ2 γ3

Ck × 10−10

(eV cm)

γ

(eV A3)

GaAs 1.52 0.34 0.067 0.82 0.51 6.8 1.9 2.73 -0.34 28

InAs 0.42 0.41 0.023 0.26 0.41 20.4 8.3 9.1 -1.12 130

donde de acuerdo con Winkler, las constantes β1,2,3 están dadas por,

β1 = −Ck

[ 128γ3

√
3

9π2(3γ1/2 + 5γ2)
+

√
3

2

]

β2 =
3γ

4ρ
− Ckd

2
√

3

4π2
− 512γ3(

√
3d2ρCkγ2 + 6π2γγ3)

9π4ρ(3γ1 + 10γ2)2

β3 =
(3π2γ −

√
3d2ρCk)(2γ3 − γ2)

4π2γ2ρ
− 512γ3(

√
3d2ρCkγ2 + 6π2γγ3)

9π4ρ(3γ1 + 10γ2)2

(2.13)

siendo Ck un parámetro de acoplamiento BIA (véase la Tabla 2.1 para valores numéricos),

y como ya se mencionó, d es el ancho del pozo de confinamiento. Nótese que en la

ecuación (2.12) existe una contribución lineal al desdoblamiento de los estados de

esṕın, además de las contribuciones cúbicas. En la Tabla 2.2 se muestran los val-

ores numéricos para las constantes αe, αhh y β1,2,3. Puede verse que β2 y β3 son

del mismo orden de magnitud (poseen valores numéricos muy similares), por lo que

hacer β2 ≈ β3 = β resultaŕıa una buena aproximación. Si aunado a esto, se des-

preciara el término lineal de la expresión (2.12), ésta última se reduce al término

de Bulaev y Loss, ecuación (2.10). En la figura 2.3 se graficó un comparativo del

desdoblamiento de esṕın a la enerǵıa de Fermi (es decir, cuando el número de onda
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Figura 2.3: Comparativo del desdoblamiento de esṕın producido sólo por el término lineal
β1kF (color rojo), el desdoblamiento producto del término cúbico βk3

F (color azul, con β =
(β2 +β3)/2), y el desdoblamiento correspondiente a la suma de ambos términos β1kF +βk3

F

(color verde) como función de la densidad de huecos n, para dos materiales distintos (InAs
en el panel izquierdo y GaAs en el panel derecho). Puede verse que dependiendo del tipo
de material, y del valor de n, el término lineal puede o no ser significativo.

equivale al número de onda de Fermi, kF =
√

2πn), producido sólo por el término

lineal β1kF (color rojo), el desdoblamiento producto del término cúbico βk3
F (color

azul, con β = (β2 + β3)/2), y el desdoblamiento correspondiente a la suma de ambos

términos β1kF + βk3
F (color verde) como función de la densidad de huecos n, para

dos materiales distintos (InAs y GaAs). Puede verse que dependiendo del tipo de

material y del valor de n, el término lineal puede o no ser despreciado. En la actuali-

dad no se han reportado medidas experimentales de la enerǵıa de desdoblamiento de

esṕın causada por acoplamiento esṕın-órbita de Dresselhus para huecos pesados.

Tabla 2.2: Valores numéricos de las constantes de acoplamiento esṕın-órbita, calculados a
partir de las expresiones (2.3), (2.7) y (2.13), considerando una densidad n = 1.2 × 1011

cm−2 y un ancho de pozo de 10 nm.

αe × 10−11

(eV cm)

αhh × 10−22

(eV cm3)

β1 × 10−11

(eV cm)

β2 × 10−22

(eV cm3)

β3 × 10−22

(eV cm3)

GaAs 0.77 0.30 4.12 0.91 1.92

InAs 6.13 1.06 13.2 1.66 2.05
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Figura 2.4: Diagrama esquemático de la anisotroṕıa angular de la banda de conducción a
la enerǵıa de Fermi, desdoblada por interacción conjunta Rashba-Dresselhaus. Las flechas
verdes indican la dirección de polarización de esṕın, dadas por 〈±|σ(k)|±〉 = ∓(cosφ, senφ).

2.5 Interacción conjunta Rashba-Dresselhaus

2.5.1 Electrones (GE2D)

Suponga un electrón confinado en un GE2D, sujeto a acoplamiento esṕın-órbita

de ambos tipos, Rashba y Dresselhaus (lineal). El Hamiltoniano de ésta part́ıcula es

descrito por,

H =
p2

2m∗ +
αe

h̄
(σypx − σxpy) +

βe

h̄
(σxpx − σypy) (2.14)

Para éste Hamiltoniano, el espectro de enerǵıa está dado por,

εµ =
h̄2k2

2m∗ + µk∆(θ) (2.15)

donde µ ∈ {+1,−1} denota los estados de esṕın. Note que a diferencia de la ecuación
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(2.4), el espectro de enerǵıa (2.15) posee una anisotroṕıa angular (ángulo polar, Figura

2.4) dada por la función ∆(θ) =
√
α2

e + β2
e − 2αeβe sin(2θ), con θ = tan−1

(
ky

kx

)
. Tal

y como se detallará más adelante, como consecuencia de dicha anisotroṕıa el espectro

de la conductividad de carga como función de la frecuencia de absorción se vuelve

asimétrico, presentando cuatro frecuencias caracteŕısticas. Cuando αe o βe es cero, el

desdoblamiento de esṕın en el espacio k se vuelve isotrópico y su correspondiente es-

pectro de conductividad óptica se vuelve constante entre las frecuencias de absorción.

Los eigenestados del Hamiltoniano (2.14) son de la forma,

|ψk,µ(r)〉 =
eik·r
√

2A

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1

−µe−iφ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ (2.16)

con el vector de onda k= (kx, ky) = k(cos θ, sin θ) en coordenadas polares, φ =

tan−1
(

αekx−βeky

αeky−βekx

)
y A es el área del sistema. Se puede mostrar que para cada banda

de esṕın existe un número de onda de Fermi asociado dado por

kµ
F (θ) =

√
2m∗εF

h̄2 + k2
so

∆(θ)

α2
e + β2

e

− µkso

√
∆(θ)

α2
e + β2

e

(2.17)

donde εF =
h̄2k2

F

2m∗ es la enerǵıa de Fermi con el número de onda de Fermi kF =

√
2πn− 2k2

so y n la densidad electrónica. La interacción esṕın-órbita introduce una

enerǵıa y un número de onda de esṕın-órbita caracteŕısticos dados por εso = h̄2k2
so

2m∗ y

kso =
m∗√α2

e+β2
e

h̄2 , respectivamente.
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2.5.2 Huecos pesados (GH2D)

Por su parte, un gas de huecos pesados de dos dimensiones (GH2D) en presencia

de acoplamiento Rashba y Dresselhaus está descrito por el Hamiltoniano,

H =
p2

2m∗ +
iαhh

h̄3 (σ+p
3
− − σ−p3

+) − βhh

h̄3 (σ+p−p+p− + σ−p+p−p+) (2.18)

donde se asume que la masa efectiva es negativa y se ha considerado el término de

Dresselhaus de Bulaev y Loss, ecuación (2.10). Para este Hamiltoniano, el espectro

de enerǵıa y los eigenvectores estan dados respectivamente por

εµ =
h̄2k2

2m∗ + µ∆(θ)k3 (2.19)

∆(θ) =
√
α2

hh + β2
hh − 2αhhβhh sin(2θ) (2.20)

|ψk,µ(r)〉 =
eik·r
√

2A

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1

µei(2θ−φ)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ (2.21)

donde las definiciones para θ y φ son similares al caso de electrones. Para la relación

de dispersión (2.19), existe un número de onda de Fermi asociado a cada banda, dado

por [53],

kµ
F (θ) = µ

h̄2

4m∗∆(θ)

[
1 −

√
1−

( 2m∗∆(θ)

h̄2

)2

4πn
]

+
{
− 1

2

( h̄2

2m∗∆(θ)

)2[
1 −

√
1−

( 2m∗∆(θ)

h̄2

)2

4πn
]

+ 3πn
}1/2

(2.22)
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Resulta interesante notar que la anisotroṕıa angular del espectro de enerǵıa (2.19)

tiene una forma idéntica al caso de los electrones, a pesar de la diferencia cualitativa

que existe en los términos de acoplamiento esṕın-órbita de electrones y huecos. Esto

nos conducirá a algunas similitudes en el espectro de conductividad óptica para elec-

trones y huecos pesados, mostrando sin embargo importantes diferencias, tal y como

se verá en caṕıtulos subsiguientes.

Si en la ecuación (2.18) se reemplaza el término de Dresselhaus de Bulaev y Loss

por el respectivo propuesto por Winkler (2.12), el espectro de enerǵıa y los eigenvec-

tores correspondientes toman la forma

εµ =
h̄2k2

2m∗ + µ
√
λ+λ− (2.23)

|ψk,µ(r)〉 =
eik·r
√

2A

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1

µ λ−√
λ+λ−

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ (2.24)

donde λ± = β1k∓+β2(k
3
x∓ik3

y)∓iβ3kxkyk±±iαhhk
3
∓ y k± = kx±iky. Las expresiones

obtenidas en el presente caṕıtulo para las relaciones de dispersión y eigenvectores de

los Hamiltonianos con interacción conjunta serán utilizados para calcular la conduc-

tividad de esṕın de electrones y huecos pesados en los caṕıtulos 5 y 6 respectivamente.

Antes de ello, en el siguiente caṕıtulo se estudiará a fondo el formalismo de Kubo, el

cual nos permitirá el cálculo de dichas conductividades.
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Caṕıtulo 3

Transporte: Formalismo de Kubo

La teoŕıa de respuesta lineal es un concepto ampliamente utilizado en todas las

ramas de la F́ısica. Ésta se basa en asumir que la respuesta de un sistema a una

pequeña perturbación es proporcional a la magnitud de la misma, por lo que solo

se necesita conocer el correspondiente factor de proporcionalidad para la descripción

completa del sistema. La respuesta (lineal) de un sistema se puede obtener empleando

la fórmula de Kubo, la cual se basa en la siguiente premisa: dada una perturbación

externa H ′ a un sistema dado, uno se pregunta cuál es la consecuencia o cambio que

ésta produce en una observable Ξ determinada a orden lineal en H ′. En el presente

caṕıtulo se utilizará el formalismo de respuesta lineal para derivar (por completez)

la fórmula de Kubo, que nos permitirá posteriormente calcular la conductividad de

carga y de esṕın de un sistema sujeto a un campo eléctrico externo.

3.1 Fórmula General de Kubo

Considérese un sistema cuántico descrito por un Hamiltoniano cualquiera H0 (in-

dependiente del tiempo) en equilibrio termodinámico, y eigenestados |n〉 tal que
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H0 | n〉 = En | n〉. El valor esperado de una cantidad f́ısica descrita por un ope-

rador se puede calcular utilizando el formalismo de matriz de densidad. El valor

promedio termodinámico de tal operador Ξ está definido por [100],

〈Ξ〉 =
1

Z0
Tr[ρ0Ξ] =

1

Z0

∑
n

〈n | Ξ | n〉e−En/(kBT ) (3.1)

donde ρ0 =
∑

n | n〉〈n | e−En/(kBT ) es el operador de densidad, Z0 =
∑

n e
−En/(kBT )

es la función de partición canónica, kB es la constante de Boltzmann y T es la tem-

peratura. Considere que al tiempo t = t0 inicia una perturbación, rompiendo el

equilibrio del sistema. Para tal situación, el Hamiltoniano total adquiere la forma

H(t) = H0 + H ′(t) con H ′(t) = h′(t)Θ(t − t0), donde h′(t) es la perturbación y

Θ(t − t0) la función escalón de Heaviside. Suponga que se desea calcular el valor

esperado del operador Ξ para tiempos mayores a t0. Para ello, necesitamos conocer

la evolución temporal de los eigenestados (i.e. | n(t)〉) y con ello calculamos 〈Ξ(t)〉

de manera similar a la ecuación (3.1), esto es,

〈Ξ(t)〉 =
1

Z0

∑
n

〈n(t) | Ξ | n(t)〉e−En/(kBT ) =
1

Z0
Tr[ρ(t)Ξ] (3.2)

con ρ(t) =
∑

n | n(t)〉〈n(t) | e−En/(kBT ). La dependencia temporal de los eigenes-

tados está gobernada por la ecuación de Schrödinger, H(t) | n(t)〉 = ih̄ ∂
∂t

| n(t)〉.

Debido a que H ′(t) es una pequeña perturbación, conviene utilizar el esquema de

interacción (Ξ̂(t), | n̂(t)〉) para describir la evolución temporal de los eigenestados y

de los operadores,
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Esquema de interacción ⇒

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
| n̂(t)〉 = eiH0t/h̄ | n(t)〉

Ξ̂(t) = eiH0t/h̄Ξe−iH0t/h̄

(3.3)

donde como se mencionó, el Hamiltoniano H0 es independiente del tiempo. Nótese

que en el esquema de interacción,

ih̄
∂

∂t
| n̂(t)〉 = ih̄

∂

∂t
(eiH0t/h̄ | n(t)〉)

= [H(t) −H0]e
iH0t/h̄ | n(t)〉

= H ′(t) | n̂(t)〉

(3.4)

Sea u(t, t0) un operador de evolución temporal tal que | n̂(t)〉 = u(t, t0) | n̂(t0)〉 ≡

u(t, t0) | n〉. Sustituyendo en (3.4) se obtiene,

ih̄
∂

∂t
[u(t, t0) | n̂(t0)〉] = H ′(t)u(t, t0) | n̂(t0)〉 (3.5)

Como | n̂(t0)〉 no depende del tiempo, esto implica que ih̄ ∂
∂t
u(t, t0) = H ′(t)u(t, t0).

Resolviendo esta ecuación diferencial para el operador de evolución temporal u(t, t0)

obtenemos

u(t, t0) = exp
[ −i
h̄

∫ t

t0

H ′(τ )dτ
]

≈ 1 +
−i
h̄

∫ t

t0

H ′(τ )dτ +O[2]

(3.6)

donde el operador u(t, t0) se ha expandido en series de Taylor a orden lineal. Aśı

pues, la evolución temporal de los eigenestados | n(t)〉 puede ser calculada utilizando
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el operador de evolución temporal (a primer orden),

| n(t)〉 =e−iH0t/h̄ | n̂(t)〉 = e−iH0t/h̄u(t, t0) | n̂(t0)〉

≈e−iH0t/h̄
[
1 − i

h̄

∫ t

t0

H ′(τ )dτ
]
| n̂(t0)〉

(3.7)

Insertando este resultado en la ecuación (3.2) para calcular la respuesta del ope-

rador Ξ(t) después de la perturbación H ′(t), y considerando que 〈n(t) | Ξ | n(t)〉 =

〈n̂(t) | eiH0t/h̄Ξe−iH0t/h̄ | n̂(t)〉 = 〈n̂(t) | Ξ̂(t) | n̂(t)〉 = 〈n̂(t0) | u†(t, t0)Ξ̂(t)u(t, t0) |

n̂(t0)〉, se obtiene

〈Ξ(t)〉 =
1

Z0

∑
n

〈n(t) | Ξ | n(t)〉e−En/(kBT )

≈ 1

Z0

∑
n

e−En/(kBT )〈n̂(t0) |
[
1 +

i

h̄

∫ t

t0

H ′(τ )dτ
]
Ξ̂(t)

×
[
1 − i

h̄

∫ t

t0

H ′(τ )dτ
]
| n̂(t0)〉

(3.8)

Realizando las operaciones algebraicas correspondientes y despreciando términos

a orden cuadrático, no es dif́ıcil demostrar que la ecuación anterior se reduce a

〈Ξ(t)〉 ≈ 1

Z0

∑
n

e−En/(kBT )〈n̂(t0) | Ξ̂(t) | n̂(t0)〉

+
i

h̄

∫ t

t0

dτ
1

Z0

∑
n

e−En/(kBT )〈n̂(t0) | [H ′(τ ), Ξ̂(t)] | n̂(t0)〉 (3.9)

donde [H ′(τ ), Ξ̂(t)] es el conmutador entre la perturbación H ′(τ ) y el operador Ξ

escrito en el esquema de interacción. Definiendo el promedio térmico respecto a H0,
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〈...〉0 ≡ 1
Z0

∑
n e

−En/(kBT )〈...〉, finalmente obtenemos

〈Ξ(t)〉 = 〈Ξ̂(t)〉0 +
i

h̄

∫ t

t0

dτ 〈[H ′(τ ), Ξ̂(t)]〉0 (3.10)

que es la fórmula general de Kubo. Note que la ecuación (3.10) ha sido escrita

en términos de la función de correlación retardada de un sistema en equilibrio, y

nos permite conocer la respuesta de un operador Ξ ante una perturbación H ′(t) en

términos de los eigenvectores del sistema no perturbado.

3.2 Conductividad de carga

Considere ahora que el sistema cuántico descrito en la sección anterior es un

conjunto de electrones, que al tiempo t = t0 son perturbados por un campo electro-

magnético (fotónico) que produce una corriente eléctrica. Se desea calcular el valor

esperado del operador de corriente de carga para tiempos mayores a t0, i.e. 〈j(t)〉. El

Hamiltoniano total del sistema después de la perturbación, es de la forma,

H(t) =
1

2m∗

[
p− e

c
A(r, t)

]2

+ V (r)

≈ p2

2m∗ + V (r) − e

2m∗c
[p ·A(r, t) + A(r, t) · p]

(3.11)

donde −e es la carga de un electrón de masa efectiva m∗, c es la velocidad de la luz, p

el operador de momento, A(r,t) es el potencial vectorial, V (r) es el potencial eléctrico

externo y se han despreciado términos a orden cuadrático en el potencial vectorial. Se
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buscará ahora reescribir la ecuación (3.11) de la forma H(t) = H0 +H ′(t) de manera

expĺıcita. Para ello, suponga que el campo fotónico consiste en una onda plana con

vector de onda q y frecuencia ω, cuya componente en dirección ν (ν = x, y, z) para el

vector potencial de magnitud A0 es Aν(r, t) = A0e
i(q·r−ωt) y de manera similar para

las componentes del campo eléctrico de magnitud E0. De las relaciones de Maxwell

∇×E = 1
c

∂B
∂t

y B = ∇×A no es dif́ıcil demostrar que A0 = −ic
ω
E0. Sustituyendo

en la ecuación (3.11) obtenemos para H0 y H ′(t),

H(t) = H0 +H ′(t)

H0 =
p2

2m∗ + V (r)

H ′(t) =
ie

2m∗ω
[p · E(r, t) + E(r, t) · p]Θ(t− t0)

(3.12)

donde se ha asumido que la perturbación inicia al tiempo t = t0 y Θ(t − t0) es

la función escalón de Heaviside. A continuación escribiremos H ′ en términos del

operador de corriente de carga del sistema no perturbado, j(t < t0). De manera

general el operador de corriente de carga (para un electrón) se define como el producto

del operador de velocidad v y la magnitud fundamental de carga, j = ev. El operador

de velocidad a t < t0 se puede calcular mediante el anticonmutador del operador

de posición con el Hamiltoniano no perturbado, v = ih̄[r, H0] = p/m∗, resultando

entonces j(t < t0) = ep/m∗. Aśı pues, la perturbación se puede escribir como H ′(t) =

− i
2ω

[j(t < t0) · E(r, t) + E(r, t) · j(t < t0)]Θ(t). Suponga que el campo eléctrico

es espacialmente uniforme, de modo tal que se pueda asumir una respuesta lineal.
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Entonces, de manera conveniente se puede tomar el ĺımite q → 0 y se elimina la

dependencia espacial del campo eléctrico.

La corriente inducida medida en los experimentos es el valor promedio de la ve-

locidad a t > t0, multiplicada por la densidad de carga. Al inicio de la perturbación

(t = t0), el operador de velocidad es v(t = t0) = ih̄[r, H(t)] = [p − e
c
A0]/m

∗. Para

t > t0, el valor esperado de la densidad de corriente de carga J es

〈J(t)〉 =
e

Ω
〈v(t)〉

=
e

m∗Ω
〈p(t)〉 − e2

m∗cΩ
A(t)

=
1

Ω
〈j(t)〉 +

ine2

m∗ω
E(t)

(3.13)

donde se ha promediado sobre el volumen del sistema Ω y n = 1/Ω es la densi-

dad electrónica. Utilizaremos ahora la fórmula generalizada de Kubo (3.10) para

calcular el valor esperado de la ν- ésima comoponente del operador de corriente

de carga j(t); haciendo la analoǵıa con la sección anterior, Ξ(t) = jν(t), H
′(τ ) =

−i
ω
jν(t < t0)E0e

−iωτ y utilizando la función de distribución de Fermi-Dirac f(εn) =

(1 + e(εn−EF )/kBT )−1, la ecuación (3.10) queda de la forma,

〈jν(t)〉 =
∑

n

f(εn)〈n̂(t0) | ĵν(t) | n̂(t0)〉 +
∑

µ

i

h̄

∫ t

t0

dτ
∑

n

f(εn)×

〈n̂(t0) |
[ −i
ω
jµ(t < t0)E0e

−iωτ , ĵν(t)
]
| n̂(t0)〉 (3.14)

donde ν, µ = x, y, z. Debido a que antes de la perturbación no hay corriente, el primer
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término en el lado derecho de la ecuación anterior es cero. Sustituyendo (3.14) en la

ecuación (3.13) tenemos para la ν- ésima componente de la densidad de corriente,

〈Jν(t)〉 =
ine2

m∗ω
Eν(t) +

1

Ωh̄ω

∑
µ

∫ t

t0

dτ
∑

n

f(εn)〈n̂(t0) | ×

[jµ(t < t0), ĵν(t)] | n̂(t0)〉eiω(t−τ )Eµ(t) (3.15)

De la definición de conductividad de carga (σC), Jν =
∑

µ σ
C
ν,µEµ, llegamos al

tensor de la conductividad de carga eléctrica,

σC
ν,µ =

ine2

m∗ω
δν,µ +

1

Ωh̄ω

∫ t

t0

dτeiω(t−τ )
∑

n

f(εn)〈n̂(t0) | [jµ(t < t0), ĵν(t)] | n̂(t0)〉.

(3.16)

Se asumirá que el campo eléctrico se aplica de forma adiabática, esto es t0 → −∞

y sumamos el término iη a la frecuencia ω, i.e. ω ⇒ ω + iη. El parámetro η nos

permite regularizar la integral en τ , y se puede visualizar fenomenológicamente como

la medida de los efectos de disipación del momento del electrón debido a impurezas u

otras interacciones de muchos cuerpos [58]. Haciendo el cambio de variable t− τ ⇒ t

obtenemos finalmente la expresión de Kubo para el cálculo de la conductividad de

carga,

σC
ν,µ(ω) = δν,µ

ine2

m∗ω̃
+

1

Ωh̄ω̃

∫ ∞

0

dteiω̃t
∑

n

f(εn)〈n | [ĵν(t), jµ(0)] | n〉 (3.17)
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donde ω̃ = ω + iη. El primer término en la ecuación anterior es la conocida con-

ductividad de Drude, mientras que el segundo término es la contribución cuántica (a

orden lineal) a la conductividad de carga. Esta representación de la fórmula de Kubo

es muy útil para nuestros propósitos pues nos permite calcular la conductividad de

carga como función de la frecuencia del campo eléctrico a.c. aplicado en términos de

los eigenestados del sistema no perturbado.

3.3 Conductividad de carga: interacción Rashba-

Dresselhaus

Un ejemplo ilustrativo de la aplicación de la fórmula (3.17) es el sistema bidimen-

sional de electrones en presencia simultánea de acoplamiento esṕın-órbita de Rashba

y Dresselhaus, y sujeto a un campo eléctrico a.c. Utilizaremos el formalismo de Kubo

en respuesta lineal para calcular la conductividad longitudinal de carga a temperatura

cero, como función de la frecuencia de excitación [72]. Por simplicidad se asumirá que

el transporte longitudinal se realiza a lo largo del eje y. Para tal situación, el Hamilto-

niano H0 antes de la perturbación esta dado por la ecuación (2.14), y sus correspondi-

entes eigenestados y eigenvectores por las ecuaciones (2.15) y (2.16) respectivamente.

Como ya se mencionó en las sección anterior, el operador de corriente de carga, es

el producto de la densidad electrónica y el operador de velocidad, cuya componente

en dirección y es vy(0) = 1
ih̄

[y,H0] = py

m∗−
(

ασx+βσy

h̄

)
. Por tanto, la conductividad

longitudinal de carga σC
yy(ω) en este sistema estará dada por σC

yy(ω) = σD(ω) + σch
yy,
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donde σD(ω) = ine2

m∗ω̃
es la conductividad de Drude y σch

yy es la contribución debido a

transiciones interbanda de esṕın,

σch
yy(ω) =

1

Ah̄ω̃

∫ ∞

0

dteiω̃t
∑
k,µ

f(εµ)T=0〈ψk,µ(r) | [ĵy(t), jy(0)] | ψk,µ(r)〉 (3.18)

donde A es el área del sistema. El operador ĵy(t) está escrito en el esquema de

interacción, es decir, ĵy(t) = eiH0t/h̄jy(0)e
−iH0t/h̄. Puede demostrarse que el valor

esperado de la función de correlación de corriente de carga en la ecuación (3.18)

〈ψk,µ(r) | [ĵy(t), jy(0)] | ψk,µ(r)〉 = Fµ(k, t) toma la forma (ver Apéndice A),

Fµ(k, t) = − ie2µ

∆2h̄2 (α2 − β2)2sen
( 2∆kt

h̄

)
cos2θ (3.19)

donde θ y ∆ se definieron en la sección (2.5) y el sub́ındice (e) de las constantes α y

β se ha omitido en Fµ(k, t) por simplicidad. Insertando este resultado en la ecuación

(3.18), integrando sobre t y utilizando la identidad
∑

k,µ µf(εµ)T=0 = −
∑

k Θ[(k −

k+
F )(k−F − k)], obtenemos

σch
yy(ω) =

ie2(α2 − β2)2

2π2h̄2ω̃

∫ 2π

0

dθ
cos2θ

∆

∫ k−
F (θ)

k+
F (θ)

dk
k2

h̄2ω̃2 − 4∆2k2
(3.20)

donde la sumatoria en k se ha sustituido por una integral (i.e.
∑

k ⇒ A
4π2

∫
kdkdθ)

y k±F (θ) se definió en la ecuación (2.17). La integral sobre k en la expresión (3.20)

puede obtenerse de manera exacta anaĺıticamente, sin embargo su expresión resulta

muy larga y complicada, por lo que no será proporcionada aqúı. Por otro lado,

las subsecuentes integrales en θ no pueden ser resueltas anaĺıticamente por lo que
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Figura 3.1: Conductividad de carga Re σch
yy(ω) para diferentes valores de la razón β/α.

Tomado de Ref. [72]

necesariamente debe implementarse una integración numérica para obtener σch
yy(ω).

La Figura 3.1 muestra el espectro óptico de la conductividad de carga (3.20). Se

aprecia una notable diferencia entre el caso isotrópico β = 0, α 	= 0, para el cual

la conductividad es igual a una constante σR = e2/16h̄, con el caso anisotrópico

(β 	= 0) en el que el espectro se vuelve más ancho y asimétrico. Note que para el

caso α 	= β 	= 0 aparecen nuevas propiedades espectrales respecto al caso del sistema

con interacción de Rashba (Dresselhaus) solamente. Observe que una consecuencia

crucial de la existencia simultánea de las interacciones esṕın-órbita de Rashba más

Dresselhaus es que la magnitud de la conductividad de carga σR = e2/16h̄ puede ser

modulada mediante la frecuencia del campo eléctrico y la relación β/α, confirmando

la importancia del régimen de frecuencia finita anteriormente mencionada. En los

caṕıtulos 5 y 6 se mostrará que en el espectro de conductividad de esṕın también
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aparecen ciertas caracteŕısticas espectrales análogas a las de la figura 3.1, derivadas

de la anisotroṕıa en el Hamiltoniano de acoplamiento esṕın-órbita.
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Caṕıtulo 4

Operador de corriente de esṕın conservado

En el presente caṕıtulo se derivará la ecuación de continuidad de densidad de

esṕın y se verificará que el operador convencional de corriente de esṕın no se conserva

en sistemas con acoplamiento esṕın-órbita. Posteriormente se obtendrá el operador

conservado de corriente de esṕın propuesto por Shi et al. [80].

4.1 Ecuación de continuidad de esṕın

Suponga una part́ıcula en presencia de un potencial V dependiente de la posición

r, del tiempo t, y del esṕın σ. El Hamiltoniano para dicha part́ıcula de masa m está

dado por H = p2

2m
+ V (r, t,σ) y la respectiva ecuación de Schrödinger dependiente

del tiempo por,

ih̄
∂ψ(r, t)

∂t
=

p2

2m
ψ(r, t) + V (r, t,σ)ψ(r, t) (4.1)

donde p es el operador de momento y ψ(r, t) es un espinor de dos componentes. Al

multiplicar esta ecuación por ψ†(r, t)sz por izquierda (con sz = h̄
2
σz) se obtiene

ih̄ψ†(r, t)sz
∂ψ(r, t)

∂t
= ψ†(r, t)sz

p2

2m
ψ(r, t) + ψ†(r, t)szV (r, t,σ)ψ(r, t) (4.2)
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Posteriormente, al calcular el adjunto de la ecuación anterior y restando ambas,

obtenemos

ih̄
∂[ψ†(r, t)szψ(r, t)]

∂t
= ψ†(r, t)szHψ(r, t)− p2ψ†(r, t)

2m
szψ(r, t)

− ψ†(r, t)V (r, t,σ)szψ(r, t) (4.3)

Sumando y restando ψ†(r, t) p2

2m
szψ(r, t) en el lado derecho de la ecuación anterior

y definiendo la densidad de esṕın Sz(r, t) = ψ†(r, t)szψ(r, t) se obtiene,

ih̄
∂Sz(r, t)

∂t
= ψ†(r, t)[sz, H]ψ(r, t)− p2ψ†(r, t)

2m
szψ(r, t)+ψ†(r, t)

p2

2m
szψ(r, t) (4.4)

Utilizando la definición de torca de esṕın τz = dsz

dt
= 1

ih̄
[sz, H], y el hecho de que

(p2ψ†)szψ = p · [(pψ†)szψ] − pψ† · p(szψ)

ψ†p2(szψ) = p · [ψ†(pszψ)] − pψ† · p(szψ))

(4.5)

no es dif́ıcil ver que la ecuación (4.4) se transforma en

∂Sz(r, t)

∂t
+ ∇·

[
ψ†(r, t)

p

2m
szψ(r, t)+

(
ψ†(r, t)

p

2m
szψ(r, t)

)†]
= ψ†(r, t)τzψ(r, t)

(4.6)

La ecuación (4.6) puede escribirse en forma compacta al emplear el operador

convencional de corriente de esṕın, J(S) = Re[ψ†(r, t)vszψ(r, t)], con v = dr
dt

=

1
ih̄

[H, r] = p
m

, y definiendo la densidad de torca Tz = ψ†(r, t)τzψ(r, t), lo que conduce
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a la ecuación de continuidad para la corriente de esṕın [78],

∂Sz(r, t)

∂t
+ ∇ · J(S) = Tz (4.7)

La presencia de la densidad de torca Tz en (4.7) refleja el hecho de que el esṕın

no se conserva microscópicamente en sistemas con acoplamiento esṕın-órbita ya que

éste último fenómeno induce una precesión y eventualmente una rotación en el esṕın.

4.2 Operador conservado de corriente de esṕın

Sin embargo, la densidad de torca promedio de esṕın es cero en el bulto, (i.e.

1
V

∫
dV Tz(r) = 0). Por ello, siguiendo a Shi et al. es posible reescribir la densidad de

torca como la divergencia de la densidad de torca dipolar, esto es Tz(r) = −∇·P(τ )(r).

Sustituyendo en la ecuación (4.7) se obtiene,

∂Sz(r, t)

∂t
+ ∇ · (J(S) + P(τ )) = 0 (4.8)

la cual es la forma de una ecuación de continuidad estándar sin fuentes. Esto muestra

que el esṕın se conserva en promedio en sistemas con acoplamiento esṕın-órbita y

podemos definir la correspondiente corriente de esṕın como J s = J(S) + P(τ ). Al

imponer la restricción de que la densidad de torca dipolar debe ser cero fuera de la

muestra, se obtiene que
∫
dV P(τ ) = −

∫
dV r∇ · P(τ ) =

∫
dV rTz(r), lo cual implica

P(τ ) = r dsz

dt
. Finalmente, ya que J(S) = sz

dr
dt

(i.e. J s = r dsz

dt
+ sz

dr
dt

), el operador

conservado de corriente de esṕın se puede escribir como la derivada temporal del
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desplazamiento de esṕın rsz, esto es,

J s =
d(rsz)

dt
(4.9)

Ésta es la propuesta de Shi et al. [80] para el operador de corriente de esṕın.

El operador (4.9), además de satisfacer la ecuación de continuidad en sistemas con

acoplamiento esṕın-órbita, permite establecer las relaciones de Onsager y, a diferencia

del operador convencional, posee la propiedad de que su valor esperado es cero en

sistemas aislantes. En los caṕıtulos 5 y 6 se utilizará esta propuesta del operador de

corriente de esṕın, para calcular la conductividad Hall de esṕın.
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Caṕıtulo 5

Efecto Hall de esṕın para electrones

En la mayoŕıa de los estudios acerca de corrientes de esṕın generadas mediante

un campo eléctrico, i.e. el Efecto Hall de Esṕın (SHE), la corriente de esṕın J s y

su conductividad asociada σSHE se han definido como J s = 〈{vx, sz}/2〉 ≡ σSHEEy,

donde vx y sz son los operadores de velocidad y de esṕın respectivamente y Ey es el

campo eléctrico longitudinal [55]. Como se comentó en la Introducción del presente

trabajo, ésta es una elección natural para el operador de corriente de esṕın; sin

embargo, tal definición de dicho operador no satisface la correspondiente ecuación

de continuidad en sistemas con acoplamiento esṕın-órbita, condición indispensable

para el adecuado estudio de transporte de esṕın en sistemas con presencia de éste

tipo de interacciones. Por tal motivo, en el presente caṕıtulo se utilizará la propuesta

de definición del operador conservado de corriente de esṕın reportada por Shi et al.

[80] para estudiar la conductividad Hall de esṕın dependiente de la frecuencia como

respuesta a un campo eléctrico a.c., de un gas bidimensional de electrones (GE2D)

sujetos a acoplamiento esṕın-órbita Rashba y Dresselhaus. Se mostrará que el espectro

óptico de la conductividad Hall de esṕın se modifica notablemente cuando se aplica

la definición conservada del operador de corriente de esṕın y se contrastará con el

resultado propio de la definición convencional. Tal cambio obedece principalmente
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a una contribución significativa del término de torca de esṕın, el cual se encuentra

ausente en la forma convencional del operador de corriente de esṕın. También se

observa que la magnitud y la dirección de la corriente Hall dinámica de esṕın depende

fuertemente de la frecuencia, además del valor relativo de las intensidades de las

constantes de acoplamiento esṕın-órbita.

5.1 Fórmula de Kubo para la conductividad Hall

de esṕın

Al igual que en la sección 3.3, considérese nuevamente un sistema bidimensional

de electrones en presencia de acoplamiento esṕın-órbita de ambos tipos, Rashba y

Dresselhaus. El Hamiltoniano H0 de este sistema está dado por la ecuación (2.14), y

su correspondientes eigenestados y eigenvectores por las ecuaciones (2.15) y (2.16) res-

pectivamente (el sub́ındice “e” será omitido por simplicidad). Suponga que al tiempo

t0 = 0 inicia una perturbación que consiste en un campo eléctrico a.c. Utilizaremos

el formalismo de Kubo para calcular la conductividad Hall de esṕın como función de

la frecuencia del campo eléctrico aplicado. De manera similar a la sección anterior,

el transporte longitudinal se realiza a lo largo del eje y y el transporte Hall se orienta

en la dirección x. La polarización de esṕın se ubicará en la dirección z. Dentro

del formalismo de respuesta lineal, la conductividad Hall de esṕın σS,z
xy (ω) se puede

calcular con la fórmula de Kubo (3.17),
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σS,z
xy (ω) =

e

h̄A(ω + iη)

∫ ∞

0

ei(ω+iη)t
∑
k,µ

f(εµ)T=0〈ψk,µ(r)|[J S,z
x (t), vy(0)]|ψk,µ(r)〉dt,

(5.1)

donde se ha asumido temperatura cero y se ha despreciado la interacción entre por-

tadores de carga. El parámetro η > 0 es un artificio matemático mediante el cual se

evita una divergencia en la integral en t, pero como se mencionó en el caṕıtulo ante-

rior, está conectada fenomenológicamente con la medida de los efectos de disipación

del momento de los electrones, debido a interacción con impurezas, con un tiempo de

relajación τ = η−1.

En la fórmula de Kubo (5.1), vy(0) = py

m∗−
(

ασx+βσy

h̄

)
corresponde al operador

de velocidad de los electrones para el GE2D en presencia de interacción conjunta

Rashba y Dresselhaus. A su vez, J S,z
x (t) es el operador conservado de corriente

de esṕın reportado por Shi et al.[80] escrito en el esquema de interacción. En la

Introducción del presente trabajo de tesis se mencionó que ésta definición de dicho

operador se puede escribir como la derivada temporal del desplazamiento de esṕın,

Ĵs = h̄
2

d(r̂σz)
dt

. Al realizar la derivada temporal, aparecen dos términos. Uno de ellos

es el operador convencional de corriente de esṕın, dado por el producto del operador

de esṕın y el operador de velocidad. El otro, es la contribución a la corriente de

esṕın debido a la variación del esṕın con el tiempo, dado por el producto del operador

de posición con el operador de torca de esṕın. Con el objetivo de obtener la forma

expĺıcita del operador J S,z
x (t), se utilizará la ecuación de movimiento de Heisenberg
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para obtener la derivada temporal del operador de desplazamiento de esṕın xσz en

dirección x. Para el Hamiltoniano H0 del sistema descrito anteriormente, se obtiene

expĺıcitamente

J S,z
x (0) =

h̄

2m∗σzpx+
{
x,

β

2h̄
(σxpy + σypx) −

α

2h̄
(σxpx + σypy)

}
(5.2)

donde el śımbolo {, } denota el anticonmutador. El primer término en (5.2) representa

la contribución del operador convencional del operador de corriente de esṕın, mientras

que el segundo término surge de la contribución de la torca de esṕın. Se puede

demostrar que el valor esperado de la función de correlación “corriente de esṕın-

corriente de carga” en (5.1) 〈ψk,µ(r)|[J S,z
x (t), vy(0)]|ψk,µ(r)〉 ≡ Fµ(k, t) toma la forma

(Ver Apéndice A)

Fµ(k, t) = iµ
h̄k2

x (β2 − α2)

m∗k∆(θ)

[
cos

( 2k∆(θ)

h̄
t
)
− 2k∆(θ)

h̄
t sin

( 2k∆(θ)

h̄
t
)]

(5.3)

Insertando este resultado en (5.1) y siguiendo un procedimiento similar al de la

sección 3.3, es posible descomponer la conductividad de esṕın en la suma de dos

contribuciones dadas por

σS,z
xy (ω) = σsH

c (ω) + σsH
τ (ω) (5.4)

para las cuales, la primera de ellas proviene de la contribución del operador conven-

cional de corriente de esṕın y está dada por

σsH
c (ω) =

e(β2 − α2)

4π2m∗

∫ 2π

0

dθ
cos2 θ

∆(θ)

∫ k−
F (θ)

k+
F (θ)

dk
k2

(ω + iη)2 − (2k∆(θ)/h̄)2
(5.5)
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mientras el segundo término resulta de la contribución a la torca de esṕın y está dado

por

σsH
τ (ω) =

8e(β2 − α2)

4π2m∗h̄2

∫ 2π

0

dθ cos2 θ∆(θ)

∫ k−
F (θ)

k+
F (θ)

dk
k4

[(ω + iη)2 − (2k∆(θ)/h̄)2]2
.

(5.6)

En este punto es importante remarcar el hecho de que en el ĺımite ω/τ → ∞ la

dispersión por impurezas no juega un papel significativo en el transporte de esṕın

[55]. De hecho, en términos de la técnica diagramática (teoŕıa de muchos cuerpos) se

sabe que las correcciones de vértice resultantes son despreciables a frecuencia finita,

si la dispersión debido a impurezas es débil [55]. Esto ocurre debido a que en el

régimen de respuesta lineal, la expansión perturbativa en potencias de ni (densidad

de impurezas) de la función de correlación corriente de esṕın-corriente de carga es de

la forma 1/(ωτ )n, por lo que a altas frecuencias la contribución de las correcciones

de vértice son despreciables [55, 71]. Por lo tanto, el cálculo mediante la fórmula

de Kubo de respuesta lineal, sin incluir expĺıcitamente las correcciones de vértice,

produce una concordancia cualitativamente aceptable con la técnica diagramática a

frecuencias suficientemente altas y a bajas densidades de impurezas[71, 101].

Dicho lo anterior nótese que las integrales en k en las expresiones (5.5) y (5.6)

pueden resolverse anaĺıticamente. La parte convencional conduce a

σsH
c (ω)

e/8π
=

1

π

α2 − β2

α2 + β2

∫ 2π

0

cos2(θ)

λ(θ)

{
1 +

h̄ω̃

8εsoλ(θ)
tanh−1

[ 8εsoλ(θ)h̄ω̃

16εF εsoλ(θ) − h̄2ω̃2

]}
dθ

(5.7)
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con λ(θ) = 1 − 2αβ
α2+β2 sen(2θ), ω̃ = ω + iη, εF =

h̄2k2
F

2m∗ es la enerǵıa de Fermi y

εSO = m∗(α2+β2)

2h̄2 es la enerǵıa de esṕın-órbita (véase la sección 2.5.1). Por otro lado

la contribución de la torca está dada por

σsH
τ (ω)

e/8π
= − 1

π

α2 − β2

α2 + β2

∫ 2π

0

cos2(θ)

λ(θ)

{
2 +

3h̄ω̃

8εsoλ(θ)
tanh−1

[ 8εsoλ(θ)h̄ω̃

16εF εsoλ(θ) − h̄2ω̃2

]

+
[16εFεsoλ(θ) + h̄2ω̃2]h̄2ω̃2

[16εF εsoλ(θ) − h̄2ω̃2]2 − 64ε2
soλ

2(θ)h̄2ω̃2

}
dθ

(5.8)

Nótese que si β = 0 (o α = 0), i.e. si λ(θ) = 1, la dependencia angular del integrando

en las expresiones (5.7) y (5.8) se reduce significativamente conduciendo a formas

anaĺıticas cerradas para σsH
c (ω) y σsH

τ (ω).

Para el caso α �= β las integrales en θ no se pueden calcular anaĺıticamente, por

lo que debe utilizarse un método de integración numérica. Por tal motivo, resulta

conveniente considerar en primera instancia el caso ĺımite εso/εF � 1, el cual es

válido para GE2Ds basadas en heteroestructuras semiconductoras III-V (e.g. εso/εF ≈

0.01 para InAs), y para el cual se puede derivar una expresión anaĺıtica para la

conductividad de esṕın dependiente de la frecuencia.

5.2 Expresiones anaĺıticas en el ĺımite εso/εF � 1

De las ecuaciones (5.5) y (5.6) se obtiene a primer orden en εso/εF ,

σS,z
xy (ω) 	 σsH

c,o (ω) + σsH
τ,o (ω), (5.9)
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donde la parte convencional está dada por

σsH
c,o (ω)

e/8π
= − 16(β2 − α2)

(β2 + α2)

εFεso∏
µ[ξ2

µ − h̄2ω̃2]1/2
, (5.10)

siendo
∏

µ la productoria sobre los estados de esṕın. La parte de la torca de esṕın

resulta ser

σsH
τ,o (ω)

e/8π
=

32(β2 − α2)

(β2 + α2)

[ εFεso∏
µ[ξ

2
µ − h̄2ω̃2]1/2

+
εFεsoh̄

2ω̃2[16εF εso − h̄2ω̃2]∏
µ[ξ2

µ − h̄2ω̃2]3/2

]
, (5.11)

con ξµ = 2kF | α + µβ |. Nuestro resultado en la ecuación (5.10) concuerda ex-

actamente con la ecuación (39) del trabajo de Erlingsson et al.[102] obtenido v́ıa el

cálculo de la suceptibilidad de esṕın [103]. Nótese también que el segundo término

de la ecuación (5.11) se reduce a cero para ω̃ = 0, mientras que el primer término,

cuando se suma a (5.10), cambia el signo del valor estático de la conductividad Hall

de esṕın total (5.9), esto es,

σsz
xy(ω = 0) = σsH

c,o (ω = 0) + σsH
τ,o (ω = 0)

= σsH
c,o (ω = 0) − 2σsH

c,o (ω = 0)

= −σsH
c,o (ω = 0)

(5.12)

Por otro lado, como se verá posteriormente, la contribución de torca dipolar del

operador de corriente de esṕın de Shi et al.[80] generalmente domina sobre la con-

tribución del operador convencional de corriente de esṕın.
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5.3 El ĺımite estático

Por razones que quedarán evidenciadas más adelante, resulta ilustrativo analizar

el comportamiento de la conductividad Hall de esṕın en el ĺımite estático (ω → 0)

utilizando la definición del operador conservado de corriente de esṕın para un sistema

libre de impurezas. De las ecuaciones (5.10) y (5.11), el valor estático en presencia sólo

de acoplamiento Rashba (β = 0) puede escribirse, sorprendentemente, en términos de

tiempos caracteŕısticos de relajación como

σS,z
xy (0)

e/8π
=

η/ηso − 1

(η/ηso + 1)2
(5.13)

donde ηso = τ−1
so , siendo τso el tiempo de relajación esṕın-órbita de D’yakonov y Perel’

[104] con τ−1
so = (2αkF /h̄)2

τ−1 y como ya se mencionó, τ es el tiempo medio entre colisiones

con impurezas. Debido a que η es t́ıpicamente menor que ηso (i.e. 2αkF > h̄η), el valor

estático de σS,z
xy es siempre negativo. La importancia de la expresión (5.13) radica en

el hecho de que permite caracterizar el grado de impurezas en un material, a través

de la medición experimental de la conductividad Hall de esṕın a frecuencia cero.

Por su parte, es importante mencionar que el ĺımite ω → 0 (d.c.) dentro del

formalismo de Kubo (empleando el operador convencional de corriente de esṕın) con-

duce a resultados f́ısicamente incorrectos para εso 
 h̄η como producto de despreciar

la contribución de las correcciones de vértice [58]. Este no es el caso a frecuencias

finitas y a bajas densidades de impurezas (como ya se discutió anteriormente), el

cual de hecho es el régimen de interés en el presente trabajo. En el ĺımite opuesto,
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εso � h̄η, la fórmula de Kubo produce resultados que coninciden cualitativamente

con la conclusión f́ısica esperada [58]. Se examinará este último caso.

Tomando el ĺımite ω → 0, considerando un dispersión con impuerzas finita pero

débil, con una taza de tiempo de relajación τ−1 = η y expandiendo la ecuación (5.10)

y (5.11) en potencias de εso/h̄η � 1 a orden más bajo se obtiene

σsH
c,o (0)

e/8π
	 α2 − β2

α2 + β2

(
16εF εso

h̄2η2

)
(5.14)

siendo σsH
τ,o (0) = 0 a primer orden. Si la dispersión por impurezas es débil comparada

con el acoplamiento esṕın-órbita, εso/h̄η 
 1, se obtiene a primer orden,

σsH
c,o (0)

e/8π
	

[
1 − h̄2η2

16εF εso

(α2 + β2)2

(α2 − β2)2

]
sign(α2 − β2) (5.15)

y la contribución de la torca de esṕın es

σsH
τ,o (0)

e/8π
	

[
−2 +

h̄2η2

4εF εso

(α2 + β2)2

(α2 − β2)2

]
sign(α2 − β2) (5.16)

Las dos expresiones para σsH
c,o (0) antes escritas, en cada caso, se reducen a las

fórmulas para β = 0 reportadas por Schliemann y Loss [58].

5.4 Discusión de resultados

5.4.1 Caso Rashba

Por simplicidad se estudiará en primera instancia el caso donde sólo se encuentra

presente el acoplamiento Rashba (β = 0); la f́ısica resultante en esta sección es idéntica
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al considerar el caso opuesto, en el que sólo se presenta la interacción tipo Dresselhaus

(i.e. α = 0). En la Figura 5.1 se muestra la parte real de la conductividad Hall de

esṕın contra la frecuencia del campo eléctrico aplicado, utilizando las ecuaciones (5.7)

y (5.8) (λ(θ) = 1). El parámetro de Rashba se ha fijado a α = 1.6 × 10−9 eV cm,

el cual es un valor experimental t́ıpico para GE2D confinado en un pozo cuántico

basado en InAs. Utilizando una masa efectiva electrónica de m∗ = 0.055mo, estos

valores producen una enerǵıa caracteŕıstica de Rashba (definida en la sección 2.5.1)

de εso = 0.092 meV con un desdoblamiento de los estados de esṕın al número de onda

de Fermi (i.e. k = kF ) de ∆R = 2αkF 	 5.6 meV. El correspondiente número de onda

de Fermi se estimó mediante la expresión kF =
√

2πn considerando una densidad

electrónica moderada de n = 5 × 1011cm−2. El parámetro que describe la taza de

relajación de momento se ha escogido tal que h̄η = 0.4 meV, valor que corresponde

a una muestra de alta calidad con mobilidad µ = eτ/m∗ 	 5 m2/Vs con tiempos

de relajación de τ 	 1.6 ps. Como referencia, se ha graficado el resultado obtenido

empleando sólo la definición convencional de corriente de esṕın (curva punteada de

color verde en la Figura 5.1) dado por la ecuación (5.5).

La conductividad Hall de esṕın σsH
c (ω) muestra resonancias a enerǵıas dadas por

h̄ω+ 	 2αk+
F y h̄ω− 	 2αk−F , las cuales corresponden respectivamente a la enerǵıa

fotónica mı́nima y máxima requeridas para inducir transiciones ópticas entre la ra-

mas desdobladas µ = −1 (inicial) y µ = +1 (final) (Véase la figura 5.2). A bajas
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Figura 5.1: Parte real de la conductividad Hall de esṕın como función de la enerǵıa fotónica
para un GE2D en presencia de la interacción esṕın-órbita Rashba (β = 0). La curva
punteada (verde) se obtiene utilizando la definición convencional del operador de corriente
de esṕın. La curva discontinua (roja) y la curva sólida (azul) son la contribución de la torca y
la conductividad total de esṕın respectivamente, empleando el operador de corriente de esṕın
conservado. Como inserción se muestra el resultado obtenido considerando las correcciones
de vértice σV C(ω) y se comparan con los cálculos del presente trabajo.

frecuencias se aproxima al valor universal e/8π, y se vuelve cero a altas frecuen-

cias. No es dif́ıcil demostrar que, debido al valor finito del parámetro de amor-

tiguamiento η, el espectro posee una forma suavizada a lo largo de las frecuencias

(desplazadas respecto a ω±) ω′
± =

√
ω2± + η2. Por otro lado (para εso � εF ), en-

contramos que la solución aproximada de σsH
c,o (ω) en la ecuación (5.10) arroja es-

cencialmente los mismo valores numéricos con frecuencias de resonancia ligeramente

corridas ω′
± 	

√
ω2

o ± 2η2
√

(∆R/h̄η)2 + 1, donde η > 0 y ωo = η
√

(∆R/h̄η)2 + 1 es

la frecuencia intermedia en la que la parte convencional se vuelve cero.

En contraste, en la inserción de la Figura 5.1 se exhibe el comportamiento de
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Figura 5.2: (a) Diagrama esquemático de la anisotroṕıa angular del desdoblamiento de
esṕın de la banda de conducción al nivel de Fermi en un GE2D en presencia de interacción
conjuta Rashba-Dresselhaus. La curva punteada Cr(ω) es una elipse rotada que resulta de
la condición ε+(k) − ε−(k) = h̄ω, véase el texto para los detalles. (b) Diagrama de las
transiciones ópticas permitidas (region sombreada) entre las ramas inicial ε− y final ε+ a
un determinado angulo polar θ.

la parte convencional de la conductividad Hall de esṕın (ecn.(5.5)) y se graficó la

expresión

σV C(ω) =
e

8π

x2

x2 + a2

x2/2

(1 − 2iωτ ) x2

2
− iωτa2

(5.17)

con x = 2αkF τ y a = 1 − iωτ , que corresponde a la ecuación (20) del trabajo de

Chalaev y Loss [69] la cual incorpora expĺıcitamente las correcciones de vértice (VC).

Se muestra que a frecuencias altas (h̄ω ≥ 0.5 meV) el resultado obtenido despreciando

las correcciones de vértice reproduce cualitativamente el comportamiento esperado,

concordando a frecuencias fuera de la correspondiente ventana de enerǵıa referida

anteriormente, es decir para ω ≥ ω′
− and ω ≤ ω′

+.

En cuanto al efecto de la contribución de la torca dipolar en la conductividad Hall

de esṕın se aprecia que los primeros dos términos en la expresión (5.8) cambian el signo
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de los correspondientes en la expresión σsH
c (ω) en (5.7), al sumar tales expresiones

para obtener la conductividad total σS,z
xy (ω). Por otro lado, el último término de

σsH
τ (ω) (ecn.(5.8)) es una función racional que se puede reescribir (para β = 0 y

ω̃ �= 0) como

−(ω̃2 + ∆2
R/h̄

2)(ω̃2 + 4ε2
R/h̄

2)

(ω̃2 − ω2
+)(ω̃2 − ω2−)

, (5.18)

donde εR = 2εso = m∗α2/h̄2. Como se muestra en la Figura 5.1, esta contribución

domina la forma del espectro. Dicha contribución también posee resonancias (des-

plazadas) en ω′
±, siendo positiva para valores de ω entre ω′

+ y ω′
−, y negativa fuera

de este rango. Por consiguiente, al incorporar el término de torca, se observa un

cambio substancial en todo el espectro, respecto a los resultados obtenidos mediante el

operador convencional. Es éste uno de los principales resultados de la presente tesis. A

este punto arribamos a la siguiente importante propuesta: al medir la corriente y/o la

acumulación de esṕın [105] a bajas temperaturas en el dominio de la frecuencia, podŕıa

establecerse la validez de la definición del operador de corriente de esṕın propuesto

por J. Shi et al. [80], mediante el contraste de los resultados mostrados en el presente

trabajo.

5.4.2 Caso Rashba más Dresselhaus

Al incluir la interacción de ambos tipos de acoplamiento esṕın-órbita, Rashba y

Dresselhaus, aparecen nuevas e interesantes propiedades espectrales. En la Figura

5.3(a) se graficó la conductividad Hall de esṕın dependiente de la frecuencia para
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Figura 5.3: (a) Conductividad Hall de esṕın dependiente de la frecuencia para un GE2D en
presencia de interacción conjunta Rashba-Dresselhaus (β = 0.5α), empleando la definición
convencional de corriente de esṕın (curva punteada), el operador conservado de corriente
de esṕın J S,z

xy en el ĺımite εso � εF (curva discontinua) y la integración exacta de la
ecuación (5.4) (curva sólida), respectivamente. El valor de η se fijó tal que h̄η = 0.25 meV
y el resto de los parámetro son iguales a los considerados en la figura 5.1. (b) Gráfica
de la correspondiente Densidad Conjunta de Estados (DCE). Existen cuatro frecuencias
principales, dos definidas por las fronteras de absorción óptica, ω− y ω+, y las otras dos
corresponden a los picos en la DCE presentes a frecuencias ωa y ωb. Las últimas dos
frecuencias surgen debido a la simetŕıa de las bandas de conducción desdobladas al nivel de
Fermi, en el espacio k. Las ĺıneas discontinuas verticales se trazan como gúıas en las cuatro
frecuencias mencionadas.
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β = 0.5α, con h̄η = 0.25 meV y el resto de los parámetros idénticos a los utilizados en

la figura 5.1. Se compara las curvas obtenidas por las fórmulas aproximadas (5.10) y

(5.11) y la integración numérica de (5.7) y (5.8). Resulta evidente la notable diferencia

entre el espectro óptico producido por la definición estándar y el producido por la

definición conservada del operador de corriente de esṕın. Además de ello, el espectro

se vuelve más amplio y altamente asimétrico en comparación con el caso β = 0 ó

α = 0. Tal y como se discutió en el trabajo publicado por Maytorena et al. [72], las

principales caracteŕısticas espectrales pueden entenderse debido a la anisotroṕıa en

el desdoblamiento de los estados de esṕın causado por la presencia simultánea de los

acoplamientos Rashba y Dresselhaus. En el ĺımite de temperatura cero, la suma sobre

estados en (5.1) se restringe a la región entre los contornos de Fermi k+
F (θ) ≤ k ≤

k−F (θ), para el cual ε−(k, θ) ≤ εF ≤ ε+(k, θ) (véase la Figura 5.2). Ciertas frecuencias

distintivas pueden identificarse dada la anisotroṕıa en el espacio k disponible para

la respuesta óptica. Para ilustrar esto, considere la Densidad Conjunta de Estados

(DCE) para las ramas desdobladas (Fig. 4.3b), la cual proporciona el número de

transiciones directas que pueden ocurrir a la enerǵıa h̄ω. Estas transiciones involucran

solamente estados con vectores de onda que satisfacen la ecuación ε+(k, θ)−ε−(k, θ)−

h̄ω = 0, la cual a una enerǵıa fotónica fija, define una curva Cr(ω) en el espacio

k que describe una elipse rotada con semi-ejes de longitud ka(ω) = h̄ω/2|α − β|

y kb(ω) = h̄ω/2|α + β| orientados a lo largo de los ejes principales (1,1) y (-1,1)

respectivamente (Véase la figura 5.2). Por lo cual, para nuestro sistema, la DCE

involucra estados sólo a lo largo de los arcos de la curva de resonancia Cr(ω) ubicados
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dentro de la región mencionada k+
F (θ) ≤ k ≤ k−F (θ). Los picos observados en la

DCE corresponden a enerǵıas de transición que involucran estados en la vecindad

de los puntos de simetŕıa ka(ω) = k−F (π/4) y kb(ω) = k+
F (3π/4), para los cuales

la enerǵıa de desdoblamiento de esṕın alcanza valores extremos. Estas ecuaciones

determinan dos enerǵıas h̄ωa = 2k−F (π/4)|α − β| = 2kF |α − β| + 2m∗(α − β)2/h̄2 y

h̄ωb = 2k+
F (3π/4)|α + β| = 2kF |α + β| − 2m∗(α + β)2/h̄2. De manera similar, puede

observarse la presencia de las fronteras de absorción a enerǵıas dadas por h̄ω± =

2kF |α∓β|∓2m∗(α∓β)2/h̄2, correspondientes a las transiciones entre estados ubicados

en los puntos ka(ω) = k+
F (π/4) y kb(ω) = k−F (3π/4). Por claridad y gúıa visual, tales

enerǵıas se indican en la Figura 5.3 como ĺıneas discontinuas verticales. Como es

de esperarse, la conductividad Hall de esṕın σS,z
xy (ω) también muestra estructura a

las enerǵıas h̄ω±, h̄ωa y h̄ωb. El valor finito seleccionado para h̄η produce un ligero

corrimiento de estas enerǵıas y suaviza el espectro en todo el rango.

Resulta evidente el hecho de que la nueva definición del operador de corriente de

esṕın reportada por Shi et al. [80] produce un cambio significativo en la respuesta de

un sistema como función de la frecuencia, comparada con la predicción del operador

convencional de corriente de esṕın. Además de ello, como ocurre con el caso donde se

presenta un solo tipo de acoplamiento (Rashba o Dresselhaus), la contribución de la

torca dipolar (no mostrada en la Figura 5.3) resulta ser el término dominante en la

conductividad Hall de esṕın. Nótese que el espectro en la Figura 5.3(a) muestra que la

magnitud y la dirección de la corriente dinámica Hall de esṕın depende intensamente

de la frecuencia y de las magnitudes de las constantes de acoplamiento α y β, lo
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Figura 5.4: (a) Conductividad Hall de esṕın para β/α = 0.5, 0.25, 0.1 (curvas sólida, dis-
continua y punteada respectivamente) utilizando la propuesta de operador conservado de
corriente de esṕın J S,z

xy . Los parámetros utilizados son idénticos a los de la Figura 5.3.
Nótese que los picos de resonancia tienden a separarse en enerǵıa a medida que la razón
β/α se incrementa, mientras que su magnitud disminuye. (b) Mapa de contornos de la
conductividad Hall de esṕın a.c., mostrando su comportamiento con una variación continua
de la frecuencia ω y la proporción β/α.
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cual sugiere su control experimental v́ıa compuertas de voltaje externo (que variaŕıan

la intensidad del efecto Rashba) y/o mediante el ajuste de la frecuencia del campo

eléctrico.

Adicionalmente se exploró el efecto inducido al variar la proporción β/α en la

conductividad Hall de esṕın (conservada) como función de la frecuencia de absorción.

En la Figura 5.4(a) la respuesta esṕın Hall se muestra para los valores espećıficos

β/α = 0.5, 0.25 y 0.1 (el resto de los parámetros son los valores utilizados en la Figura

5.3). Nótese que la separación (en enerǵıa) de los picos caracteŕısticos se vuelve mayor,

y su intensidad disminuye, a medida que se incrementa la razón β/α. Tal efecto se

enfatiza en el panel 4.4(b) donde el mapa de contornos de la conductividad Hall

de esṕın se grafica como función de la variación continua de la proporción β/α, y

ω. Tal comportamiento corresponde a la variación de las intensidades de transición

(∆E = h̄ω− − h̄ω+) como función de la variación de β [72]. De las ecuaciones (5.5) y

(5.6) puede observarse que la conductividad Hall de esṕın se vuelve cero para el caso

α = ±β.

En resumen, el estudio del SHE para un GE2D con acoplamiento Rashba y Dre-

sselhaus muestra que el espectro óptico de la conductividad Hall de esṕın cambia

substancialmente al utilizar un operador conservado de corriente de esṕın y que la

contribución de torca dipolar en general domina sobre la parte convencional. Además

se obtuvo que la magnitud y la dirección de la corriente Hall de esṕın son sensibles

a la frecuencia de absorción y a la magnitud de las constantes de acoplamiento.

Algunos de estos resultados también se verán presentes en el caso de huecos pesados,
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manteniéndose importantes diferencias entre electrones y huecos, tal y como se verá

en el siguiente caṕıtulo.
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Caṕıtulo 6

Efecto Hall de esṕın en Huecos pesados

El primer trabajo sobre Efecto Hall de Esṕın (SHE) en los estados de valencia

fue realizado por Murakami et al. [51] en el que estudiaron corrientes de esṕın de

huecos tridimensionales en el bulto de un semiconductor generadas por acoplamiento

esṕın-órbita intŕınseco al material. A éste trabajo siguió el de Schliemann y Loss

[53] en el que analizaron el transporte Hall de esṕın de huecos pesados confinados

en un pozo cuántico en presencia sólo de acoplamiento Rashba y a frecuencia cero.

Posteriormente, Wunderlich et al. [40] reportaron un estudio experimental sobre un

gas bidimensional de huecos pesados (GH2D), confirmando la predicción del SHE

intŕınseco a través de técnicas ópticas.

Una de las ventajas de estudiar el SHE en los estados de valencia es que en el

ĺımite d.c. (i.e. frecuencia cero), el SHE no se cancela por efectos de desorden, a

diferencia del caso de los estados de conducción. Sin embargo, el análisis del SHE

en huecos resulta ser mucho más complicado respecto al de los electrones, debido a

que los términos que describen el acoplamiento esṕın-órbita en huecos poseen mayor

complejidad. Debido a la degeneración que existe entre las bandas de huecos pesados

y huecos ligeros en el punto Γ, un estudio riguroso del transporte de esṕın en huecos

debe considerar el Hamiltoniano de Luttinger, en el que ambos tipos de huecos se
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encuentran acoplados. Sin embargo, en un pozo cuántico ambas bandas se desdoblan

debido a la cuantización en dirección de crecimiento de la heteroestructura. Para un

pozo cuántico lo suficientemente angosto (∼10 nm) y para densidades y temperatu-

ras no muy altas, sólo la banda de huecos pesados se encuentra significativamente

ocupada, lo que permite un estudio independiente de dicha banda.

En el presente caṕıtulo, de manera análoga al caṕıtulo anterior, se utilizará la

propuesta de definición del operador conservado de corriente de esṕın reportada por

Shi et al. [80] para estudiar la conductividad Hall de esṕın dependiente de la fre-

cuencia, para un GH2D sujeto a acoplamiento esṕın-órbita de ambos tipos, Rashba

y Dresselhaus. Como se mencionó en el caṕıtulo 2, existen dos propuestas en la lite-

ratura para el término de Dresselhaus de huecos pesados, establecidas por Bulaev

y Loss [99] y Winkler [comunicación privada], siendo el primero una aproximación

del segundo. Por su simplicidad, el presente estudio se enfocará en el término de

Dresselhaus propuesto por Bulaev y Loss (2.10) y al final del presente caṕıtulo se

mostrarán los resultados obtenidos con la propuesta de Winkler para el término de

Dresselhaus, ecuación (2.12). Similarmente al caso de los electrones, se mostrará

que el espectro óptico de la conductividad Hall de esṕın se modifica notablemente

cuando se aplica la definición conservada del operador de corriente de esṕın (para

ambos Hamiltonianos de Dresselhaus), lo cual como se discutió en el caṕıtulo ante-

rior, obedece principalemente a una contribución significativa del término de torca de

esṕın. También se observa que la magnitud y la dirección de la corriente dinámica

de esṕın depende fuertemente de la frecuencia, además del valor relativo entre las
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constantes de acoplamiento esṕın-órbita. A diferencia del caso de los electrones, la

conductividad de esṕın de huecos pesados posee un valor finito cuando las intensi-

dades de acoplamiento Rashba y Dresselhaus poseen la misma magnitud, esto dentro

del Hamiltoniano propuesto por Bulaev y Loss.

6.1 Conductividad Hall de esṕın de huecos pesa-

dos

Considérese un sistema bidimensional de huecos pesados en presencia de acopla-

miento esṕın-órbita de ambos tipos, Rashba y Dresselhaus. El Hamiltoniano H0

de este sistema, está dado por la ecuación (2.18), sus correspondientes eigenestados

y eigenvectores por las ecuaciones (2.19) y (2.21), y el número de onda de Fermi

asociado a cada banda por la expresión (2.22). El sub́ındice “hh” en tales expresiones

será omitido en el presente caṕıtulo concerniente exclusivamente a huecos pesados.

Supóngase que al tiempo t0 = 0 inicia una perturbación que consiste en un campo

eléctrico a.c., espacialmente homogéneo, de frecuencia ω. Dentro del formalismo de

respuesta lineal, la conductividad de esṕın dependiente de la frecuencia que describe a

un electrón con polarización de esṕın en dirección z moviéndose en dirección λ = x, y

como respuesta al campo eléctrico en dirección y está dada por la fórmula de Kubo

σsz
λy(ω) =

e

h̄Aω̃

∫ ∞

0

eiω̃t
∑
k,µ

f(εµ)T=0〈ψk,µ(r)|[J sz
λ (t), vy(0)]|ψk,µ(r)〉dt, (6.1)
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donde f(εµ)T=0 es la función de distribución de Fermi (en el ĺımite de cero temper-

atura) y ω̃ = ω+ iη (el parámetro fenomenológico η se describió en secciones previas).

Se utilizará el operador conservado de corriente de esṕın reportado por Shi et al. [80]

escrito en el esquema de interacción, J sz
λ (t). El operador conservado de corriente

de esṕın se define como Ĵs = 3h̄
2

d(r̂σz)
dt

, donde el prefactor 3 es heredado del número

cuántico de momento angular total de huecos pesados (J = 3/2) [106].

Con el objetivo de obtener la forma expĺıcita del operador J sz
λ (t), se utilizará la

ecuación de movimiento de Heisenberg para obtener la derivada temporal del operador

de desplazamiento de esṕın en dirección λ. Para el Hamiltoniano H0 del sistema

descrito anteriormente, se obtiene

J sz
λ =

3h̄

2

pλ

m∗σz +
3

2i
{λ̂, σ+γ+ − σ−γ−} (6.2)

donde γ± = p2
∓(±iαp∓ − βp±)/h̄3 y el śımbolo {, } denota un anticonmutador. En la

ecuación (6.1), vy(0) es el operador de velocidad de un hueco pesado, el cual se puede

obtener a través de la ecuación de movimiento de Heisenberg v(0) = i
h̄
[H0, r]. Para

el presente sistema se obtiene vy(0) = py

m∗ + σ+
dγ+

dpy
+ σ−

dγ−
dpy

, donde expĺıcitamente

dγ±
dpy

= p∓[(3α ∓ iβ)p∓ ± 2iβp±]/h̄3.

Se puede demostrar, después de un cálculo relativamente simple pero extenso

y tedioso, que el correspondiente valor esperado de la función de correlación “co-

rriente de esṕın-corriente de carga” para huecos pesados en la fórmula de Kubo,

〈ψk,µ(r)|[J S,z
x (t), vy(0)]|ψk,µ(r)〉 ≡ Fµ(k, t) toma la forma funcional (el cálculo es

análogo al mostrado en el Apéndice A para electrones)
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Fµ(k, t) =
3iµh̄k2

xk(β
2 − α2 − 2∆2)

m∗∆

[
cos

( 2∆k3

h̄
t
)
− 2k3∆

h̄
tsen

( 2k3∆

h̄
t
)]

+ 6i
(k2

x − k2
y)k

2

h̄
(2α2 + ∆2) cos

( 2k3∆

h̄
t
) (6.3)

donde ∆(θ) se definió en la ecuación (2.20). Insertando este resultado en (6.1) y si-

guiendo un procedimiento similar al de las secciones 3.3 y 5.1, es posible descomponer

la conductividad de esṕın en la suma de dos contribuciones dadas por

σsz
λy(ω) = σc

λy(ω) + στ
λy(ω) (6.4)

de las cuales, la primera de ellas proviene de la contribución del operador convencional

de corriente de esṕın y está dada por

σc
λy(ω) = − 3e

4π2m∗

∫ 2π

0

dθgλ(θ)
cos θ

∆
(β2 − α2 − 2∆2)

∫ kF,−(θ)

kF,+(θ)

dk
k4(

2∆k3

h̄

)2

− ω̃2

(6.5)

mientras que el segundo término de (6.4) resulta de la contribución a la torca de esṕın

y está dado expĺıcitamente por

στ
λy(ω) =

6e

h̄2π2m∗

∫ 2π

0

dθgλ(θ) cos θ∆(β2 − α2 − 2∆2)

∫ kF,−(θ)

kF,+(θ)

dk
k10[(

2∆k3

h̄

)2

− ω̃2
]2

(6.6)

donde hemos definido gλ(θ) = δλx cos θ + δλy sin θ. Las integrales en k en las expre-

siones (6.5) y (6.6) pueden resolverse anaĺıticamente, pero conducen a expresiones

demasiado largas y complicadas, y no serán porporcionadas aqúı. Se observa de las
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mismas que, en presencia de ambos tipos de acoplamiento (Rashba y Dresselhaus),

se genera una corriente de esṕın en dirección del campo eléctrico, tal y como se ha

reportado para electrones [57]. Para el caso de un sistema en presencia sólo de un tipo

de acoplamiento esṕın-órbita (β = 0 ó α = 0), la conductividad longitudinal de esṕın

se vuelve cero y la dependencia angular del integrando en las expresiones anteriores

se reduce significativamente conduciendo a formas anaĺıticas cerradas para σc
xy(ω) y

στ
xy(ω) (tampoco proporcionadas aqúı). Para el caso α �= β las integrales en θ no se

pueden efectuar anaĺıticamente, por lo que debe implementarse un método de inte-

gración numérica. Sin embargo, resulta conveniente considerar en primera instancia

el caso ĺımite εso/εF � 1, con εso = (
√
α2 + β2)k3

F y εF =
h̄2k2

F

2m∗ , el cual es válido para

GH2D’s basadas en heteroestructuras semiconductoras III-V (e.g. εso/εF ≈ 0.14 para

GaAs), y para el cual se puede derivar una expresión anaĺıtica para la conductividad

de esṕın dependiente de la frecuencia.

6.2 Expresiones anaĺıticas en el ĺımite εso/εF � 1

Integrando y evaluando respecto a k las ecuaciones (6.5) y (6.6), haciendo luego

una expansión en series de εso/εF , truncándola a primer orden y posteriormente

integrando respecto a θ se obtiene la siguiente expresión para la conductividad de

esṕın,

σsz,0
λy (ω) 	 σc,0

λy (ω) + στ,0
λy (ω), (6.7)

donde las conductividades longitudinal y Hall de esṕın para la parte convencional
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están dadas respectivamente por

σc,0
xy (ω)

9e/8π
=

1

3

[
2 +

2h̄2ω̃2 +
∏

µ ξµ∏
µ(ξ2

µ − h̄2ω̃2)1/2

]
σc,0

yy (ω)

9e/8π
=

1

3

[ 4(α2 + β2)k6
F − h̄2ω̃2∏

µ(ξ
2
µ − h̄2ω̃2)1/2

− 1
][ 2h̄2ω̃2 +

∏
µ ξµ

8αβk6
F

]
,

(6.8)

mientras que las contribuciones a las conductividades Hall y longitudinal de esṕın

debido a la torca de esṕın resultan ser

στ,0
xy (ω)

9e/8π
= −2

σc,0
xy (ω)

9e/8π
− 2h̄2ω̃2

3

[ (2h̄2ω̃2 +
∏

µ ξµ)[4(α2 + β2)k6
F − h̄2ω̃2]∏

µ(ξ2
µ − h̄2ω̃2)3/2

+
2∏

µ(ξ
2
µ − h̄2ω̃2)1/2

]
στ,0

yy (ω)

9e/8π
= −4

σc,0
yy (ω)

9e/8π
− 4

3

{ (β2 − α2)

4αβ

[ 4(α2 + β2)k6
F − h̄2ω̃2∏

µ(ξ
2
µ − h̄2ω̃2)1/2

− 1
]

+
h̄2ω̃2(2h̄2ω̃2 +

∏
µ ξµ)4αβk

6
F∏

µ(ξ
2
µ − h̄2ω̃2)3/2

}
(6.9)

con ξµ = 2(α + µβ)k3
F . Para un sistema en el que h̄η � εSO, el ĺımite estático para

la conductividad total, tanto Hall como longitudinal son [107]

σsz
xy(0) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

− 9e
8π

para α2 > β2,

− 6e
8π

para α2 = β2,

− 3e
8π

para α2 < β2.

(6.10)

y
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σsz
yy(0) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

− 3e
8π

β
α

para α2 > β2,

0 para α2 = β2,

3e
8π

α
β

para α2 < β2.

(6.11)

Como puede observarse, la expresión (6.10) depende sólo de parámetros univer-

sales y corresponde a uno de los resultados importantes del presente proyecto [107]. A

diferencia del caso de los electrones, las ecuaciones (6.10) y (6.11) predicen una con-

ductividad Hall de esṕın d.c. finita incluso cuando las intensidades de los parámetros

de acoplamiento esṕın-órbita α y β son iguales. Como se verá más adelante, la con-

ductividad Hall de esṕın a.c. también es finita para el caso α = ±β.

6.3 Conexión entre las conductividades de esṕın y

de carga

Tal y como se comentó en el caṕıtulo 1 del presente escrito, uno de los retos actuales

en Espintrónica consiste en lograr medir experimentalmente una corriente de esṕın.

De existir una relación entre las conductividades de esṕın y las conductividades de

carga, la medida de las primeras podŕıa efectuarse de forma eléctrica, y eventualmente

con ello se lograŕıa evaluar experimentalmente una corriente de esṕın. Es por ello que

en ésta sección nos abocaremos a encontrar dicha conexión entre ambos tipos de

conductividades.
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Para calcular la conductividad de carga de un GH2D como función de la frecuen-

cia, emplearemos la fórmula de Kubo (3.18), aśı como el Hamiltoniano (2.18), los

eigenestados (2.19) y eigenvectores (2.21). Siguiendo un procedimiento idéntico al de

la sección 3.3 obtenemos el tensor de conductividad de carga dependiente de la fre-

cuencia σC
λy(ω) = δλyσD(ω) + σch

λy, donde σD(ω) = ine2

m∗ω̃
es la conductividad de Drude

y σch
λy es la contribución debido a transiciones interbanda de esṕın, la cual se calcula

como,

σch
λy(ω)

e2/2πh̄
=

2i

h̄3ω̃π2

∫ 2π

0

dθ
hλ(θ)(2∆

2 + α2 − β2)2

∆
×

∫ kF,−(θ)

kF,+(θ)

dk
k8(

2∆k3

h̄

)2

− ω̃2

(6.12)

donde hλ(θ) = δλx sin θ cos θ−δλy cos2 θ. Aunque las integrales en k pueden resolverse

anaĺıticamente, las subsiguientes integrales en θ no se pueden efectuar de manera

anaĺıtica. En el ĺımite εSO/εF � 1 (el cual como ya se comentó es válido para he-

teroestructuras III-V) es posible obtener expresiones anaĺıticas para σch
xy(ω) y σch

yy(ω),

las cuales pueden relacionarse con las fórmulas (6.8) para σc,0
xy (ω) y σc,0

yy (ω) como,

σc,0
xy (ω)

9e/8π
=

4ω̃εF

3(2ω̃2 +
∏

µ ξµ)

[ iσch,0
yy (ω)

e2/2πh̄
− (3α2 + β2)k6

F

ω̃εF

]
σc,0

yy (ω)

9e/8π
=

4ω̃εF

3(2ω̃2 +
∏

µ ξµ)

[ −iσch,0
xy (ω)

e2/2πh̄
+

2αβk6
F

ω̃εF

] (6.13)

De las ecuaciones (6.8), (6.9) y (6.13), el tensor de conductividad de esṕın de

huecos pesados puede obtenerse experimentalmente a través de la medida de la con-

ductividad eléctrica, dentro del régimen de frecuencia finita. Esto vuelve plausible la
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valoración experimental de una corriente de esṕın de huecos pesados en presencia de

interacción Rashba y/o Dresselhaus.

6.4 Discusión de resultados

6.4.1 Caso Rashba

Se analizará en primera instancia (y por simplicidad) la conductividad Hall de

esṕın para el caso en el que se encuentra presente un sólo tipo de acoplamiento esṕın-

órbita (α = 0 ó β = 0). En la Figura 6.1 se muestra la parte real de la conductividad

Hall de esṕın contra al frecuencia del campo eléctrico aplicado, utilizando las ecua-

ciones (6.5) y (6.6) integradas numéricamente. Para ésta figura (y las subsiguientes, a

menos que se especifique lo contrario) se consideró un sistema basado en GaAs, en el

que la masa efectiva de huecos pesados es m∗ = 0.51mo y la correspondiente enerǵıa

de Fermi εF =
h̄2k2

F

2m∗ = 1.4 meV, considerando una densidad superficial de huecos de

n = 3 × 1011cm−2. A ésta densidad, el parámetro de acoplamiento Rashba calculado

es α = 7.48×10−23 eVcm3, el cual equivale a una enerǵıa de desdoblamiento de esṕın

∆R = 2αk3
F 	 0.38 meV. El parámetro que describe la taza de relajación de momento

se ha escogido tal que h̄η = 0.035 meV, valor que corresponde a una muestra de alta

calidad con mobilidad µ = eτ/m∗ 	 20 m2/Vs y tiempo de relajación de τ 	 118 ps.

Como referencia, se ha graficado el resultado obtenido empleando sólo la definición

convencional de corriente de esṕın (curva punteada en la Figura 6.1) dado por la

ecuación (6.5).
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Figura 6.1: Parte real de la conductividad Hall de esṕın como función de la enerǵıa fotónica
para un GH2D en presencia sólo de interacción esṕın-órbita Rashba (β = 0). La curva
punteada se obtiene utilizando la definición convencional del operador de corriente de esṕın.
La curva discontinua y la curva sólida son la contribución de la torca y la conductividad
total de esṕın respectivamente, empleando el operador de corriente de esṕın conservado.
Como inserción se muestra la comparación entre el caso β = 0 (α = 7.48× 10−23 eV cm3)
y el caso α = 0 (β = 7.48× 10−23 eV cm3). Se observa que para este último, la intensidad
del espectro de conductividad es menor al caso anterior cerca del pico central.
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La conductividad Hall de esṕın σc
xy(ω) muestra frecuencias caracteŕısticas a ener-

ǵıas dadas por h̄ω+ 	 2αk3
F,− y h̄ω− 	 2αk3

F,+, las cuales corresponden respectiva-

mente a la enerǵıa fotónica mı́nima y máxima requeridas para inducir transiciones

ópticas entre la ramas desdobladas µ = −1 (inicial) y µ = +1 (final) (Véase la figura

6.2). A bajas frecuencias se aproxima al valor universal 9e/8π, y se vuelve cero a altas

frecuencias. Debido al valor finito del parámetro de amortiguamiento η, el espectro

posee una forma suavizada. Recuérdese que las correcciones de vértice no juegan un

papel importante en el transporte de huecos, por lo que los cálculos utilizando la

fórmula de Kubo sin incluir expĺıcitamente las correcciones de vértice, producen el

mismo resultado que la técnica diagramática completa [66, 67, 68].

En cuanto al efecto de la contribución de la torca dipolar en la conductividad Hall

de esṕın se aprecia que el término de torca domina el perfil del espectro. Dicha con-

tribución también posee frecuencias caracteŕısticas (recorridas) en ω±, siendo positiva

para valores de ω entre ω+ y ω− , y negativa fuera de este rango. Por consiguiente,

se observa un cambio substancial en todo el espectro. Como inserción se muestra la

comparación entre el caso β = 0 (α = 7.48×10−23) y el caso α = 0 (β = 7.48×10−23).

Se observa que para este último, la intensidad del espectro de conductividad es menor

al caso anterior, cerca del pico central.

6.4.2 Caso anisotrópico

Al incluir la interacción de ambos tipos de acoplamiento esṕın-órbita, Rashba y

Dresselhaus, aparecen nuevas e interesantes propiedades espectrales. En la Figura 6.3
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Figura 6.2: Esquema de la anisotroṕıa angular del desdoblamiento de esṕın de la banda
de valencia al nivel de Fermi en un GH2D en presencia de interacción conjuta Rashba-
Dresselhaus para un sistema basado en GaAs. La curva punteada Cr(ω) resulta de la
condición ε+(k)− ε−(k) = h̄ω, véase el texto para los detalles.

(a) y (b) se grafica la conductividad Hall y la conductividad longitudinal (respectiva-

mente) de esṕın dependiente de la frecuencia para β = 0.5α. También resulta evidente

la notable diferencia entre el espectro óptico producido por la definición estándar y el

producido por la definición conservada del operador de corriente de esṕın. Además de

ello, el espectro se vuelve más amplio y altamente asimétrico en comparación con el

caso β = 0 ó α = 0. Tal y como se discutió en la sección anterior, las principales carac-

teŕısticas espectrales pueden entenderse debido a la anisotroṕıa en el desdoblamiento

de los estados de esṕın causado por la presencia simultánea de los acoplamientos

Rashba y Dresselhaus. De manera análoga al caso de los electrones, en el ĺımite de cero

temperatura, la suma sobre estados en (6.1) se restringe a la región entre los contornos

de Fermi k−F (θ) ≤ k ≤ k+
F (θ), para el cual ε−(k, θ) ≤ εF ≤ ε+(k, θ) (véase la Figura
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Figura 6.3: Conductividad (a) Hall y (b) longitudinal de esṕın dependiente de la frecuen-
cia para un GH2D en presencia de interacción conjunta Rashba-Dresselhaus (β = 0.5α),
empleando la definición convencional de corriente de esṕın (curva punteada), el operador
conservado de corriente de esṕın J S,z

xy en el ĺımite εSO/εF � 1 (curva discontinua) y la
integración exacta de la ecuación (5.4) (curva sólida), respectivamente. En la figura se
muestran las cuatro frecuencias principales, dos definidas por las fronteras de absorción
óptica, ω− y ω+, y las otras dos, ωa y ωb, surgen debido a la simetŕıa de las bandas de
valencia desdobladas al nivel de Fermi, en el espacio k. Las ĺıneas discontinuas verticales se
ubican como gúıas en las cuatro frecuencias mencionadas. También se observa una buena
concordancia entre las curvas sólida y discontinua para frecuencias menores a ωb.
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6.2), apareciendo ciertas frecuencias distintivas dada la anisotroṕıa en el espacio k

disponible para la respuesta óptica. El número de transiciones directas que pueden

ocurrir a la enerǵıa h̄ω involucran solamente estados con vectores de onda que satis-

facen la ecuación ε+(k, θ)−ε−(k, θ)−h̄ω = 0, la cual a una enerǵıa fotónica fija, define

la curva Cr(ω) en el espacio k dada por la ecuación [k̃2
x/k

6
a(ω)+k̃2

y/k
6
b (ω)](k̃2

x+k̃2
y) = 1,

con semiejes de longitud k3
a(ω) = h̄ω/2|α− β| y k3

b (ω) = h̄ω/2|α + β| orientados a lo

largo de los ejes principales (1,1) y (-1,1) respectivamente (Véase la figura 6.2). Los

picos observados en la conductividad óptica corresponden a enerǵıas de transición

que involucran estados en la vecindad de los puntos de simetŕıa ka(ω) = kF,−(π/4) y

kb(ω) = kF,+(3π/4). Estas ecuaciones determinan dos enerǵıas:

h̄ωa = 2|α − β|k3
F,−(π/4) = 2|α− β|k3

F

(
1 +

m∗kF

h̄2 |α − β|
)3

h̄ωb = 2|α + β|k3
F,+(3π/4) = 2|α + β|k3

F

(
1 − m∗kF

h̄2 |α+ β|
)3

.

(6.14)

De manera similar, puede observarse la presencia de las fronteras de absorción a

enerǵıas dadas por

h̄ω± = 2|α ∓ β|k3
F

(
1 ∓ m∗kF

h̄2 |α ∓ β|
)3

(6.15)

correspondientes a las transiciones entre estados ubicados en los puntos ka(ω) =

kF,+(π/4) y kb(ω) = kF,−(3π/4). Por claridad, tales enerǵıas se indican en la Figura

6.3 como ĺıneas discontinuas verticales. También puede observarse una larga sepa-

ración entre las frecuencias h̄ωb y h̄ω−, lo cual es reflejo de una mayor separación entre

las bandas de dispersión µ = +1 y µ = −1 en la dirección (-1,1), en comparación con
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el caso de los electrones. El valor finito seleccionado para h̄η produce un corrimiento

ligero de estas enerǵıas y suaviza el espectro en todo el rango. Además se observa una

buena concordancia entre las fórmulas integradas numéricamente, y las expresiones

anaĺıticas obtenidas para el regimen εSO/εF � 1 a frecuencias menores a ωb

Aśı pues, también para el caso de huecos pesados resulta evidente el hecho de

que la nueva definición del operador de corriente de esṕın reportada por Shi et al.

[80] produce un cambio significativo en la respuesta de un sistema como función de

la frecuencia, comparada con la predicción del operador convencional de corriente de

esṕın. Además de ello, como ocurre con el caso donde se presenta un solo tipo de

acoplamiento (Rashba o Dresselhaus), la contribución de la torca dipolar resulta ser

el término dominante en la conductividad Hall de esṕın de huecos pesados.

Adicionalmente se exploró el efecto inducido al variar la proporción α/β en la

conductividad de esṕın (conservada) como función de la frecuencia de excitación.

Particularmente en la Figura 6.4 (a) la respuesta Hall de esṕın se muestra para los

valores espećıficos α/β = 0, 0.5, 1 y 3/2. Nótese que la separación (en enerǵıa) de

las frecuencias caracteŕısticas ωb y ω− se vuelve mayor a medida que se incrementa

la razón α/β. También puede observarse que para el caso α = β las frecuencias

caracteŕısticas ω+ y ωa desaparecen, lo cual puede observarse de las ecuaciones (6.14)

y (6.15). Esto se enfatiza en la figura 6.4 (b) donde se muestra un mapa de contornos

de la conductividad Hall de esṕın a.c. como función de la frecuencia de excitación ω

y la razón α/β. Para valores tales que β > α, el pico en la frecuencia caracteŕıstica

ωa es casi imperceptible, aumentando su intensidad en el rango β < α.
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Figura 6.4: (a) Conductividad Hall de esṕın para α/β = 0, 0.5, 1, 3/2 (curvas azul, verde,
rojo y negro respectivamente) utilizando la propuesta de operador conservado de corriente
de esṕın J sz

xy . Nótese que los picos caracteŕısticos ωb y ω− tienden a separarse en enerǵıa a
medida que la razón α/β se incrementa. (b) Mapa de contornos de la conductividad Hall
de esṕın a.c., mostrando su comportamiento con una variación continua de la frecuencia ω
y la proporción α/β.
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Figura 6.5: Conductividad (a) longitudinal y (b) Hall de carga dependiente de la frecuen-
cia para un GH2D en presencia de interacción conjunta Rashba-Dresselhaus (β = 0.5α).
La curvas sólidas corresponden a la conductividad de carga obtenida utilizando la inte-
gración numérica de la ecuación(6.12) y las curvas discontinuas corresponden a las fórmulas
anaĺıticas (6.13) obtenidas en el ĺımite εSO/εF � 1. En la figura se muestran las cuatro
frecuencias principales, ω+, ωa, ωb y ω−. Se observa una buena concordancia entre las
curvas sólida y discontinua para frecuencias menores a ωb.
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En la Figura 6.5 (a) y (b) se graficó la conductividad longitudinal y Hall (respec-

tivamente) de carga dependiente de la frecuencia para β = 0.5α. La curvas sólidas

corresponden a la conductividad de carga obtenida utilizando la integración numérica

de la ecuación (6.12) y las curvas discontinuas corresponden a las fórmulas anaĺıticas

(6.13) obtenidas en el ĺımite εso/εF � 1. En dicha figura también se muestran las

cuatro frecuencias principales, ω+, ωa, ωb y ω−. Se observa una buena concordancia

entre las curvas sólida y discontinua para frecuencias menores a ωb, y en este inter-

valo de frecuencias, la medida experimental del tensor de conductividad de carga nos

permiten estimar la conductividad de esṕın a través de las fórmulas (6.8), (6.9) y

(6.13).

Mas aún, las frecuencias caracteŕısticas ω+, ωa, ωb y ω− son, en principio, medibles

experimentalmente a través del espectro de conductividad de carga. Una vez que se

obtienen tales frecuencias, pueden ser utilizadas para estimar la intensidad de los

parámetros de acoplamiento α y β mediante las expresiones,

αΘ(α − β) + βΘ(β − α) =
h̄

8k3
F

(ω+ + ωa + ωb + ω−) (6.16)

βΘ(α− β) + αΘ(β − α) =
h̄2

6kFm∗
(ω+ + ω−) − (ωa + ωb)

(ω+ + ω−) + (ωa + ωb)
(6.17)

Éstas expresiones se obtienen a partir de las ecuacioens (6.14) y (6.15) en el ĺımite

εSO/εF � 1. Claramente resulta necesario saber si α > β o viceversa para el GE2D en

particular. Sin embargo, esta información puede ser obtenida a través de la ecuación

(6.16). Como es sabido el parámetro α vaŕıa proporcionalmente a la densidad de
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Figura 6.6: (a) Gráfica de h̄
8k3

F
(ω++ωa +ωb +ω−) como función de la densidad de huecos n.

Puede observarse una variación lineal con la densidad cuando α > β, mientras que en el caso
opuesto (α < β) prácticamente no existe tal variación. Lo anterior obedece a la dependencia
en la densidad que posee el parámetro α, no aśı el parámetro β. Esta información puede ser
útil para identificar cual de los dos acoplamientos domina. (b) Conductividad longitudinal
de carga para valores diferentes del parámetro η. Puede observarse una variación del orden
del 8% entre la posición de las frecuencias caracteŕısticas, a medida que h̄η cambia de 0.035
meV a 0.0035 meV, lo cual hace confiable la estimación de los parámetros de acoplamiento
esṕın-órbita a través de las frecuencias caracteŕısticas.

huecos n (Véase el Caṕıtulo 2), mientras que β permanece constante.

En la figura 6.6 (a) se graficó el término h̄
8k3

F
(ω+ +ωa +ωb +ω−) como función de

la densidad de huecos n. Puede verse que para valores de n tales que α < β, dicha

gráfica muestra un comportamiento constante a medida que aumenta la densidad,

lo cual indicaŕıa experimentalmente que el parámetro de acoplamiento que se está

midiendo es β. A su vez, en la región en la que α > β se observa una variación lineal

del término h̄
8k3

F
(ω++ωa+ωb+ω−) respecto de n, lo cual indicaŕıa experimentalmente

que el parámetro de acoplamiento que se está midiendo es α. A modo de referencia

se ubicó una ĺınea vertical en punto en el que α = β.

En la figura 6.6 (b) se estudió la variación de la posición de los picos caracteŕısticos,
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al variar el parámetro η de h̄η1 = 0.035 meV a h̄η2 = 0.0035 meV . La variación

relativa (ωη1

+,−,a,b − ωη2

+,−,a,b)/ω
η1

+,−,a,b es del orden del 8%, por lo que, aunque el valor

de η recorre la posición de las frecuencias caracteŕısticas, este corrimiento es mı́nimo,

lo cual hace muy precisa la estimación de α y β mediante las fórmulas (6.16).

Por último en la figura 6.7 (a) se graficó la conductividad longitudinal de carga

para los valores espećıficos α/β = 0.5, 1 y 3/2. Nótese que para valores tales que

β ≥ α, la diferencia entre los picos caracteŕısticos ω+ y ωb es casi imperceptible.

Esto se enfatiza en la figura 6.7 (b) donde se muestra un mapa de contornos de la

conductividad longitudinal de carga a.c. como función de la frecuencia de excitación

ω y la razón α/β. Para valores tales que β < α, el pico en ωb es más notorio.

Debido a la forma complicada del término de acoplamiento de Dresselhaus pro-

puesto por Winkler (ecn. (2.12)) el estudio de la conductividad de carga y de esṕın

para un GH2D en presencia de acoplamiento esṕın-órbita Rashba y Dresselhaus re-

sulta imposible de realizar de manera anaĺıtica. Por tal motivo, sólo puede desa-

rrollarse un estudio numérico. En la figura 6.8 (a) y (b) se muestra la conductividad

Hall de esṕın y la conductividad longitudinal de carga respectivamente, empleando el

término (2.12), para un GH2D basado en InAs. En éstas gráficas se consideró una

densidad de huecos de n = 1.2×1011 cm−2, con una correspondiente enerǵıa de Fermi

de εF = 0.7 meV . Al calcular los parámetros de acoplamiento esṕın-órbita mediante

las expresiones (2.7) y (2.13), los valores numéricos obtenidos son: α = 1.06 × 10−22

eV cm3, β1 = 1.32 × 10−10 eV cm, β2 = 1.66×−22 eV cm3 y β3 = 2.05×−22 eV cm3

(tablas 2.1 y 2.2).
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Figura 6.7: (a) Conductividad longitudinal de carga para α/β = 0.5, 1, 3/2 (curvas verde,
rojo y negro respectivamente). Los parámetros utilizados son idénticos a los de la Figura
6.3. Nótese que para valores tales que β ≥ α, la diferencia entre los picos caracteŕısticos
ω+ y ωb es casi imperceptible. (b) Mapa de contornos de la conductividad longitudinal de
carga a.c., mostrando su comportamiento con una variación continua de la frecuencia ω y
la proporción α/β.
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Figura 6.8: (a) Conductividad Hall de esṕın y (b) Conductividad longitudinal de carga,
para un GH2D basado en InAs, en presencia de interacción conjunta Rashba y Dresselhaus,
utilizando el término propuesto por Winkler, ecn. (2.12). Véase el texto para los parámetro
utilizados.

Para la conductividad Hall de esṕın (figura 6.8 a) se observa una vez más que el

operador conservado de corriente de esṕın modifica el espectro respecto al operador

convencional. En ambas figuras (6.8 a y b) se observa la presencia de tres frecuencias

caracteŕısticas. Esto se puede explicar en términos del diagrama de desdoblamiento

anisotrópico de las bandas de esṕın en el espacio k mediante la figura 6.9. Puede

verse en dicha figura que existe una enerǵıa tal que la correspondiente curva Cr(ω)

toca de manera simultánea los puntos kF,−(π/4) y kF,+(3π/4), los cuales dan lugar

a las frecuencias ωa y ωb respectivamente, de modo tal que dichas frecuencias carac-

teŕısticas se presentan, en el espectro óptico de conductividad, a la misma enerǵıa

de excitación (señalada como ωa,b en la figura 6.8 b). A causa de la complejidad

del Hamiltoniano (2.12), resulta imposible estimar anaĺıticamente la posición de las

frecuencias caracteŕısticas.
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Figura 6.9: Diagrama del desdoblamiento anisotrópico de las bandas de esṕın en el espacio
k a la enerǵıa de Fermi, considerando un sistema basado en InAs, para el Hamiltoniano
conjunto Rashba más Dresselhaus, empleando el término de Dresselhaus propuesto por
Winkler, ecn. (2.12). Nótese que a la frecuencia ωa,b, la curva Cr toca a la vez los puntos
kF,−(π/4) y kF,+(3π/4), de modo tal que las frecuencias ωa y ωb se presentan, en el espectro
óptico de conductividad, a la misma enerǵıa de excitación

En resumen, el estudio del SHE para un GH2D con acoplamiento Rashba y Dre-

sselhaus muestra que, similarmente para el caso de los electrones, el espectro óptico

de la conductividad Hall de esṕın cambia substancialmente al emplear el operador

conservado de corriente de esṕın, y que la magnitud y la direccion de la corriente Hall

de esṕın son sensibles a la frecuencia de excitación y a la intensidad de las constantes

de acoplamiento. Además para el caso de huecos pesados fue posible establecer una

conexión entre la conductividad de carga y la conductividad de esṕın (en el ĺımite

εso/εF � 1, que en principio permitiŕıa medir experimentalmente la corriente de esṕın

de huecos pesados. También se obtuvo una expresión anaĺıtica mediante la cual se

puede estimar experimentalmente las magnitudes de las constantes de acoplamiento

esṕın-órbita a través de la medida de las frecuencias caracteŕısticas del espectro óptico

de la conductividad de carga.
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Caṕıtulo 7

Conclusiones

En el presente proyecto de tesis se realizó un estudio teórico de las propiedades

de transporte de carga y esṕın en gases de electrones y huecos pesados confinados en

hetero-estructuras semiconductoras. En particular se estudió el efecto Hall de esṕın

para sistemas con fuerte interacción esṕın-órbita (Rashba y Dresselhaus). Se puso

énfasis en las conductividades de carga y esṕın en presencia de un campo eléctrico

a.c. dentro del régimen de respuesta lineal del formalismo de Kubo. El presente

estudio contempló los efectos en las propiedades de transporte producidos al emplear

una definición del operador de corriente de esṕın alternativa a la convencional, la cual

satisface la ecuación de continuidad en sistemas con acoplamiento esṕın-órbita y que

está dada como la derivada temporal del desplazamiento de esṕın, J = d
dt

(̂rŝz).

Para ambos tipos de portadores de carga (electrones y huecos), se hizo una de-

ducción sistemática de las expresiones exactas de la conductividad Hall de esṕın como

función de la frecuencia del campo eléctrico aplicado. Dichas expresiones quedan en

términos de integrales radiales y angulares (en el espacio k), las cuales sólo es posible

integrar de manera exacta numéricamente. Dado que la enerǵıa esṕın-órbita carac-

teŕıstica (εso) asociada a cada tipo de portador de carga es siempre mucho menor a

la enerǵıa de Fermi (εF ) para semiconductores t́ıpicos III-V con estructura cristalina
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tipo zincblenda, una expansión de las expresiones exactas de la conductividad de

esṕın en series de Taylor truncada a primer orden en εso/εF da lugar a la obtención

de fórmulas anaĺıticas simples de gran utilidad que permiten estimar la conductividad

de esṕın como función de la frecuencia de absorción. Las gráficas de las fórmulas de

la conductividad de carga y esṕın presentan una buena concordancia con las corre-

spondientes expresiones integradas numéricamente, y su sencillez se espera facilite el

estudio experimental de transporte de carga y esṕın de este tipo de sistemas.

Se observó que de manera general, el espectro óptico de la conductividad Hall de

esṕın cambia drásticamente cuando se emplea la definición conservada del operador

de corriente de esṕın, debido primordialmente a las contribuciones de torca de esṕın

a la corriente total de esṕın. Mediante estos resultados es posible predecir que la

contribución de torca de esṕın a la corriente a.c. generalmente domina sobre la corri-

ente de esṕın convencional en muestras t́ıpicas. Por otro lado, el espectro óptico de la

conductividad Hall de esṕın tanto de electrones como de huecos pesados, presenta fre-

cuencias caracteŕısticas definidas por ciertas transiciones permitidas entre subbandas

de esṕın. En presencia de un solo tipo de acoplamiento (ya sea Rashba o Dresselhaus),

aparecen dos picos relacionados con la enerǵıa fotónica mı́nima y máxima requeridas

para inducir transiciones ópticas entre dichas subbandas, dada la isotroṕıa angular

en el espacio k de la relación de dispersión correspondiente. Al incluir la interacción

simultánea de ambos tipos de acoplamiento esṕın-órbita (Rashba y Dresselhaus), la

anisotroṕıa angular existente en la relación de dispersión tanto de electrones como de

huecos pesados, da lugar a la aparición de cuatro frecuencias distintivas relacionadas
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con transiciones intrabanda a lo largo de las direcciones (1,1) y (-1,1) en el espacio k,

posiciones en las cuales los contornos de Fermi kF,+(θ) y kF,−(θ) presentan la menor y

la mayor separación respectivamente. Para dichas frecuencias distintivas fue posible

obtener expresiones anaĺıticas, las cuales dependen del número de onda de Fermi, la

masa efectiva del material y la magnitud de las constantes de acoplamiento. Mediante

éstas expresiones se puede ubicar la posición de las frecuencias caracteŕısticas en el

espectro óptico de la conductividad y guiar los parámetros f́ısicos a utilizar en un

experimento dado.

De manera adicional se estudió la variación de la conductividad Hall de esṕın como

función de las constantes de acoplamiento (Rashba y/o Dresselhaus), encontrando

una fuerte correlación entre la magnitud y la dirección de la corriente Hall de esṕın

dinámica, la frecuencia del campo aplicado y el valor relativo de las constantes de

acoplamientos esṕın-órbita, tanto para electrones como para huecos pesados. Esto

implica que tanto la frecuencia de excitación, como los parámetros de acoplamiento

(de los cuales la constante de Rashba se puede manipular mediante voltajes externos)

son variables f́ısicas importantes que permiten la manipulación del efecto Hall de esṕın

con miras a la construcción de dispositivos espintrónicos.

Particularmente para el caso de electrones fue posible extraer una expresión anaĺıtica

simple que modela la conductividad Hall de esṕın en el ĺımite d.c. como función del

tiempo promedio de relajación entre colisiones con impurezas. En dicha expresión,

de manera natural aparece el tiempo de relajación debido a interacciones esṕın-órbita
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deducido por D’yakonov y Perel’. La importancia de tal expresión radica en el he-

cho de que permite caracterizar el grado de impurezas en un material, a través de la

medición experimental de la conductividad Hall de esṕın d.c. a bajas temperaturas.

Por otro lado, para el caso de los huecos pesados también se obtuvo el espectro

de la conductividad de carga, aśı como expresiones anaĺıticas de la misma en el

régmien (εso/εF ) � 1. Dentro de éste régimen se logró relacionar la conductividad

de carga con la conductividad de esṕın. Tal conexión sugiere la posibilidad de medir

experimentalmente tanto las conductividades de esṕın como la corriente total de esṕın

a.c. de huecos pesados por medios eléctricos. Además de ello, se obtuvo una expresión

anaĺıtica mediante la cual se puede estimar experimentalmente las magnitudes de

las constantes de acoplamiento esṕın-órbita de Rashba y Dresselhaus a través de la

medida de las frecuencias caracteŕısticas del espectro óptico de la conductividad de

carga.

En general, se espera que estos resultados impulsen el estudio experimental del

efecto Hall de esṕın en el régimen de frecuencia finita y explorar a qué nivel el op-

erador conservado de corriente de esṕın provee de una descripción satisfactoria de

la conductividad de esṕın en sistemas con acoplamiento esṕın-órbita. Los resultados

presentados en el caṕıtulo 5 han sido publicados en Physical Reviw B [Wong et al.,

PRB 77, 035304 (2008)], mientras que ya se tiene el borrador del art́ıculo correspon-

diente a los resultados del caṕıtulo 6. Por su parte, se espera también que el presente

trabajo de tesis motive a otro tipo de estudios tales como la variación de la conduc-

tividad de esṕın como función del vector de onda, el estudio de la conductividad de
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esṕın en el régimen de frecuencia finita en otros sistemas tales como el grafeno, y

que eventualmente se logre el diseño y la construcción de dispositivos espintrónicos

basados en el efecto Hall de esṕın que empleen los resultados aqúı evidenciados.
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Apéndice A

Funciones de Correlación corriente de

esṕın-corriente de esṕın

(Véase la sección 3.3, 5.1, 6.1 y 6.3)

En esta sección se derivará el valor esperado de la función de correlación corriente

de esṕın-corriente de carga para electrones (sección 5.1), 〈ψk,µ(r)|[J S,z
x (t), vy(0)]|ψk,µ(r)〉 ≡

Fµ(k, t). El cáculo de dicha función de correlación para el caso de huecos pesa-

dos (sección 6.1), además de la respectiva función de correlación corriente de carga-

corriente de carga (secciones 3.3 y 6.3) resulta análogo.

Primero, se escribe el operador de corriente de esṕın al tiempo t en el esquema de

interacción, J S,z
x (t) = eiH0t/h̄J S,z

x (0)e−iH0t/h̄, donde H0 está dado por (2.14) y J S,z
x (0)

por (5.2), es decir:

J S,z
x (t) = eiH0t/h̄

[ h̄

2m
σzpx+

{
x̂,

β

2h̄
(σxpy + σypx) −

α

2h̄
(σxpx + σypy)

}]
e−iH0t/h̄

= eiH0t/h̄ h̄

2m
σzpxe

−iHt/h̄ + eiHt/h̄
{
x̂,

β

2h̄
(σxpy + σypx) −

α

2h̄
(σxpx + σypy)

}
e−iH0t/h̄

≡ jc(t) + jτ (t)

(A.1)
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donde {, } denota el anticonmutador. Particularmente para jτ(t) note que

jτ(t) =
{
eiH0t/h̄x̂e−iH0t/h̄,

β

2h̄
(eiH0t/h̄σxe

−iH0t/h̄py + eiH0t/h̄σye
−iH0t/h̄px)

− α

2h̄
(eiH0t/h̄σxe

−iH0t/h̄px + eiH0t/h̄σye
−iH0t/h̄py)

}

=
{
x̂(t),

β

2h̄
[σx(t)py + σy(t)px] −

α

2h̄
[σx(t)px + σy(t)py]

}
(A.2)

donde se ha utilizado el hecho de que [px, H0] = 0 y similarmente para py . La forma

expĺıcita de los opeardores x(t), σx(t) y σy(t), se puede obtener a través de la identidad

exABe−xA = B(0) +
x

1!
[A,B] +

x2

2!
[A, [A,B]] +

x3

3!
[A, [A, [A,B]]]+ ... (A.3)

donde A y B son operadores y x es un escalar. Utilizando las relaciones de con-

mutación,

[H0, x] = −ih̄
( px

m∗ +
ασy + βσx

h̄

)
(A.4)

[σi, σj] = 2iσk (con i, j, k = x, y, z) (A.5)

[H0, σz] = 2i
(
σx

αpx − βpy

h̄
− σy

βpx − αpy

h̄

)
(A.6)

[H0, [H0, σz]] = 4
∆2p2

h̄2 σz (A.7)

después de largas manipulaciones algebraicas, se obtiene para x(t), σx(t) y σy(t),
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x(t) = x+
(α2 − β2)py

2h̄2

∞∑
n=1

( 2it

h̄

)2n (∆2p2/h̄2)n−1

(2n)!

[
iσz −K 2it/h̄

2n + 1

]

+ t
( px

m∗ +
ασy + βσx

h̄

)

σx(t) = σx −
(αpx − βpy)

h̄

∞∑
n=1

( 2it

h̄

)2n−1 (∆2p2/h̄2)n−1

(2n − 1)!

[
iσz −K 2it/h̄

2n

]

σy(t) = σy +
(βpx − αpy)

h̄

∞∑
n=1

( 2it

h̄

)2n−1 (∆2p2/h̄2)n−1

(2n − 1)!

[
iσz −K 2it/h̄

2n

]
(A.8)

con K = α(σxpx +σypy)−β(σxpy +σypx). Al evaluar las sumatorias correspondientes,

las expresiones anteriores se pueden finalmente escribir como,

x(t) = x(0) + t
( px

m
+

ασy + βσx

h̄

)
+

h̄

2∆2p2
(β2 − α2)pyσz

[
cos

( 2∆p

h̄2 t
)
− 1

]

− h̄

2∆3p3
(β2 − α2)py

[ 2t∆p

h̄2 − sin
( 2∆p

h̄2 t
)]

K ,

σx(t) = σx(0) +
(αpx − βpy)

∆p
σz sin

( 2∆p

h̄2 t
)
− (αpx − βpy)

∆2p2

[
cos

( 2∆p

h̄2 t
)
− 1

]
K ,

σy(t) = σy(0) −
(βpx − αpy)

∆p
σz sin

( 2∆p

h̄2 t
)
− (βpx − αpy)

∆2p2

[
cos

( 2∆p

h̄2 t
)
− 1

]
K

(A.9)

en las cuales σ y p están escritos en el esquema de Schrödinger. Las expresiones

anteriores son necesarias en el cálculo del conmutador [J S,z
x (t), vy(0)] el cual da como

resultado
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[J S,z
x (t), vy(0)] =

(ασx + βσy)

2m∗ eiHt/h̄σzpxe
−iHt/h̄

− eiHt/h̄σzpxe
−iHt/h̄ (ασx + βσy)

2m∗ + i
{
x(0),L

}
+

2itpx

m∗ L (A.10)

con L = ∆p
h̄2 (ασy − βσx) sin

(
2∆p
h̄2 t

)
+ σz

h̄2P cos
(

2∆p
h̄2 t

)
y P = 2αβpx − (α2 + β2)py.

Al calcular el valor de expectación de (A.10) utilizando (2.16) obtenemos finalmente

Fµ(k, t) = iµ
h̄k2

x (β2 − α2)

m∗k∆(θ)

[
cos

( 2k∆(θ)

h̄
t
)
− 2k∆(θ)

h̄
t sin

( 2k∆(θ)

h̄
t
)]

(A.11)

tal y como se definió en la ecuación (5.3).
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