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INTRODUCCIÓN 
 
 
El goniómetro láser, más conocido como láser tracker, es un dispositivo de medición de 
superficies (principalmente de grandes objetos) que utiliza un ultrapreciso rayo láser para 
medir objetos desde unos cuantos milímetros hasta varias decenas de metros de longitud, 
rápida y fácilmente, con una gran exactitud. Es un instrumento de medición portátil y 
computarizado que crea una imagen 3-D de diversos objetos mediante la determinación de 
coordenadas de puntos en la superficie del objeto en tiempo real. Es muy utilizado en la 
industria automotriz, aeroespacial y en general en las industrias donde se requiere de gran 
precisión en la medición de superficies.  
 
Su principio de funcionamiento se basa en un rayo láser que se compone de dos rayos de 
luz de diferentes frecuencias, el cual se refleja por detrás del objetivo (espejos reflectores 
especialmente diseñados para este propósito), y por medio de un interferómetro el 
dispositivo es capaz de calcular la distancia que existe entre el objetivo de medición y un 
punto de referencia. El usuario guía el objetivo a través de la superficie del objeto y dos 
codificadores angulares miden los ángulos horizontal y vertical del rayo láser. Esto da la 
posición del objetivo en coordenadas esféricas, las cuales son convertidas a cartesianas 
mediante un programa de cómputo, permitiendo que la computadora portátil del sistema 
dibuje y grabe de forma simultánea todas las medidas 3-D con una gran precisión y 
resolución de tan sólo algunos micrómetros, además de tener un movimiento predictivo del 
movimiento del objetivo, lo que le permite seguirlo por toda la superficie. También puede 
realizar mediciones de forma automática al girar el láser hacia varios objetivos 
posicionados en el objeto a medir. 
 
El sistema de un goniómetro láser se puede dividir en 2 componentes principales: la cabeza 
de medición y el sistema de control. La fuente de poder independiente y otros accesorios 
completan la lista. 
 
La cabeza de medición adquiere la información de ángulos y distancias del objetivo. 
Empleando un láser, un interferómetro y los reflectores se conoce la distancia al objetivo. 
Como un teodolito, el movimiento de la cabeza consiste en rotación respecto de 2 ejes 
ortogonales entre sí, en los cuales se encuentran codificadores angulares para la medición 
de estos ángulos. Ambos ejes son movidos por servomotores (motores de CD con un 
sistema de engranes). Estos 2 movimientos están restringidos a rangos menores a 360° y 
combinados ofrecen la posibilidad de enfocar el láser a una gran cantidad de puntos en el 
espacio dentro de una zona determinada.  
 
El sistema de control es el encargado del manejo de los datos obtenidos y del control del 
movimiento de la cabeza de medición por medio de una computadora, la cual cuenta con un 
programa que contiene todas las funciones requeridas para la operación de la cabeza de 
medición y el usuario puede ver en tiempo real las coordenadas del objetivo. 
 
El objetivo de este trabajo es caracterizar, mediante modelos matemáticos lineales, el 
comportamiento dinámico  de la cabeza de medición de un goniómetro láser y diseñar un 
sistema de control  digital que proporcione un desempeño apropiado del mismo. 
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La importancia de la obtención de un modelo matemático sencillo que represente de una 
manera adecuada la dinámica de la cabeza de medición, consiste en que mediante dicho 
modelo matemático se puede conocer toda la información importante del sistema y por 
consiguiente, diseñar de manera más fácil y precisa sistemas de control que mejoren 
substancialmente la respuesta del sistema. 
 
El presente trabajo consta de 7 capítulos: En el capítulo 1 se presenta una introducción de 
los conceptos de dinámica de sistemas físicos, sus principales propiedades, así como sus 
tipos de representaciones más utilizadas. El capítulo 2 expone los fundamentos acerca de 
los sistemas mecánicos rotacionales, como lo son sus variables, los componentes más 
comunes, así como un método de análisis para este tipo de sistemas. El capítulo 3 contiene 
los principios de funcionamiento de los motores de corriente continua y de los 
codificadores angulares. En el capítulo 4 se analiza la dinámica del sistema 
electromecánico de la cabeza de medición de un goniómetro láser y se obtienen las 
ecuaciones diferenciales que describen su comportamiento. En el capítulo 5 se analiza el 
comportamiento de la cabeza de medición de un goniómetro láser comercial, el cual es el 
modelo MS-1S250 de la marca CANON. El capítulo 6  presenta los conceptos básicos de 
sistemas de control con retroalimentación, tanto analógicos como digitales. También se 
analiza el funcionamiento de controladores PID y algunas de las técnicas más utilizadas de 
diseño de los mismos. Finalmente, en el capítulo 7 se diseñan 2 sistemas de control en lazo 
cerrado, con controladores PID digitales (uno para cada servomotor) que permitan un 
desempeño igual o mejor al del  modelo MS-1S250 de la marca CANON, así como la 
realización de simulaciones de este sistema por medio del programa de computadora 
MATLAB  para diferentes condiciones de operación. 
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Capítulo 1: Modelado matemático de sistemas físicos  
 
En este capítulo se presenta el marco teórico para sistemas dinámicos continuos y discretos, 
se establecen sus principales propiedades, así como una de las formas de representación 
más utilizadas, como lo es la función de transferencia, además de las herramientas 
matemáticas necesarias como la transformada de Laplace y la transformada Z. 
 
     1.1     Sistemas dinámicos 

Un sistema está formado por un conjunto de elementos que interaccionan entre sí. Un 
sistema dinámico es un sistema complejo que presenta un cambio o evolución de su estado 
en el tiempo; el comportamiento en dicho estado se puede caracterizar determinando los 
límites del sistema, los elementos y sus relaciones; de esta forma se puede elaborar modelos 
que buscan representar la estructura del mismo sistema. 

Muchos sistemas dinámicos, ya sean mecánicos, eléctricos, térmicos, hidráulicos, etc., 
pueden ser caracterizados por ecuaciones diferenciales. Se puede obtener la respuesta de un 
sistema dinámico a una entrada (o función excitadora), si se resuelven esas ecuaciones 
diferenciales. Para obtener las ecuaciones se utilizan las leyes físicas que gobiernan un 
sistema particular. La descripción matemática de las características dinámicas de un sistema 
se denomina modelo matemático. El primer paso en el análisis de un sistema dinámico es 
elaborar su modelo.  
 
 

1.2      Clasificación y propiedades de los sistemas  
 

A continuación se presentan algunas de las clasificaciones más importantes de los sistemas 
de acuerdo a su naturaleza.  
 
Sistemas dinámicos-estáticos. Un sistema que presenta un cambio o evolución de su 
estado en el tiempo se le denomina sistema dinámico, de lo contrario se le llama sistema 
estático. 
 
Sistemas  continuos-discretos. Un sistema en el cual las señales  de  entrada y de  salida 
son continuas y  se pueden representar mediante ecuaciones diferenciales se le denomina 
sistema continuo, y un  sistema discreto es aquel en donde las señales de entrada y de salida 
son discretas y puede representarse mediante ecuaciones en diferencias. 
 
Sistemas de Parámetros Concentrados - Distribuidos. Los sistemas en los que no es 
necesario considerar la distribución espacial de sus parámetros, sino que se pueden 
considerar concentrados en un punto, son modelos con parámetros concentrados, y éstos 
pueden describirse mediante ecuaciones diferenciales ordinarias. Aquellos sistemas en los 
que es necesario considerar la distribución espacial de sus parámetros y los cuales deben 
describirse mediante ecuaciones diferenciales parciales son modelos con parámetros 
distribuidos. 
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Sistemas determinísticos-estocásticos. Los sistemas en los cuales las partes que lo 
componen interactúan de una forma perfectamente previsible y sin dejar lugar a dudas, se 
les denomina sistemas determinísticos. Se denomina estocástico a aquel sistema que 
funciona, sobre todo, por el azar, y por tanto no se puede suministrar una previsión 
detallada, sino en función de probabilidades. 
 
Sistema  causal-no causal. Los sistemas en que las salidas  dependen de entradas presentes 
y pasadas pero no de entradas futuras, se les denomina sistemas causales, de lo contrario se 
les denomina no causales. Todos los sistemas en “tiempo real” deben ser causales, ya que 
no pueden tener salidas futuras disponibles para ellos. 
 
A continuación se definen algunas de las propiedades más importantes de los sistemas 
como lo son: linealidad, varianza en el tiempo y estabilidad. 
 
Linealidad: Los sistemas lineales son aquellos en los que las ecuaciones del modelo son 
lineales. Una ecuación diferencial o en diferencias es lineal si los coeficientes son 
constantes o funciones únicamente de la variable independientemente. Un sistema  lineal  
es un sistema que obedece las propiedades de escalado (homogeneidad) y de superposición.  
 
Linealidad en sistemas continuos 

)()(

)()(

22

11

tytx

tytx

→
→

      ⇒       )()()()( 2121 tbytaytbxtax +→+  

 
Linealidad en  sistemas discretos 

][][

][][

22

11

nynx

nynx

→
→

     ⇒      ][][][][ 2121 nbynaynbxnax +→+  

 
Un sistema  no-lineal  es cualquier sistema que no obedece al menos una de estas 
propiedades. 
 
Varianza en el tiempo: Un sistema invariante en el tiempo es aquel que no depende de 
cuando ocurre la excitación ya que la salida no cambia con el retraso de la entrada.  
 

)()( tytx →     ⇒       )()( atyatx −→−       Sistemas Continuos 
][][ nynx →     ⇒       ][][ anyanx −→−      Sistemas Discretos 

 
Cuando esta propiedad no aplica para un sistema, entonces se dice que el sistema es 
variante en el tiempo o que varía en el tiempo. 
 
Estabilidad: Un sistema  estable es uno que para una entrada que no diverge genera una 
salida que tampoco diverge. Una definición particularmente útil de divergencia es 
relacionar si la señal está acotada o no. Entonces, se refiere al sistema como entrada 
acotada-salida acotada (BIBO) (Bounded input-bounded output) es aquel que establece que 
toda posible entrada acotada produce una salida acotada. Si estas condiciones no son 
satisfechas, es decir, las salidas del sistema con entrada acotada crecen sin límite 
(divergen), entonces el sistema es inestable. 
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1.3    Formas de representación de los sistemas 
 
Las formas en que se puede representar la dinámica de un sistema son: matemáticas y 
gráficas. 
 
Representaciones matemáticas: En este tipo de representaciones se utilizan las ecuaciones 
diferenciales o en diferencias,  las funciones de transferencia y las ecuaciones de estado.  
 
Representaciones gráficas: En este tipo de representaciones se tienen los diagramas de 
bloques y a los diagramas de respuesta en frecuencia.  
 
 
     1.3.1     Funciones de transferencia de sistemas continuos 
 
“La función de transferencia de un sistema lineal e invariante en el tiempo está definida 
como la relación de la transformada de Laplace de la salida a la trasformada de Laplace de 
la entrada, bajo la suposición de que todas las condiciones iniciales son cero” [1]. Sea el 
sistema lineal invariante en el tiempo definido por la siguiente ecuación diferencial: 
 

xb
dt

dx
b

dt

xd
b

dt

xd
bya

dt

dy
a

dt

yd
a

dt

yd
a

m

m

mm

m

mn

n

nn

n

n 011

1

1011

1

1 ........ ++++=++++ −

−

−−

−

−   …… (1.1) 

 
Donde y es la salida del sistema y x es la entrada. Para que el sistema sea físicamente 
realizable entonces n ≥m. Se obtiene la función de transferencia de este sistema tomando la 
transformada de Laplace de ambos miembros de la ecuación bajo la suposición de que 
todas las condiciones iniciales son cero, o sea: 
 

01
1

1

01
1

1

....

....

)(

)(
)(

asasasa

bsbsbsb

sx

sy
SGFT

n
n

n
n

m
m
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=== −
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−
−   ………………………………… (1.2) 

 
La función de transferencia es una expresión que relaciona la salida y la entrada de un 
sistema lineal invariante en el tiempo y es una propiedad del sistema en sí, 
independientemente de la función de entrada excitadora, también se puede considerar como 
la respuesta de un sistema inicialmente inerte a un impulso como señal de entrada. 
 
Usando este concepto se puede representar la dinámica de un sistema por ecuaciones 
algebraicas en s. La potencia más alta de s del denominador de la función de transferencia 
es igual al orden del término de la derivada más alta de la salida. Si la potencia más alta de 
s es igual a n se dice que se trata de un sistema de enésimo orden. 

                { } ∫
∞

−==
0

)()()( dtthethLsH st        ……………………………………………  (1.3)          

La salida o respuesta en frecuencia del sistema se halla entonces de la forma: 

                )()()( sUsHsy =   …………………………………………………………… (1.4) 
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La respuesta en función del tiempo se halla con la transformada de Laplace inversa de Y(s): 

               [ ])()( 1 syLty −=   ……………..…………………………………..……. (1.5) 

    1.4     Sistemas continuos de primer orden  
 
Los sistemas de primer orden tienen por función de transferencia general a la ecuación: 

     
1

1

)(

)(
)(

+
==

τssx

sy
sG ………….………………….…...…………..…… (1.6) 

    1.4.1   Respuesta a escalón unitario  

Para un escalón unitario se tiene:  

    
s

sx
1

)( =     ………………………………………………………...…… (1.7) 

Reemplazando x(s) en la ecuación. (1.6), se tiene:  

   
ss

sy
1

.
1

1
)(

+
=

τ
  ………………………………………………..….…... (1.8) 

Tomando la transformada inversa de Laplace de la ecuación. (1.8), se obtiene:  

              τ/1)( tety −−=  ……………………………………………………..….. (1.9) 

La ecuación (1.9), en donde 0≥t , establece que inicialmente la salida  y(t) es cero y 
finalmente se convierte en la unidad. Una característica importante de una curva 
exponencial de respuesta y(t) es que cuánto más pequeña sea la constante de tiempo τ, más 
rápida es la respuesta del sistema. Cuando t = τ el valor de y(t) es de 0.632. En dos 
constantes de  tiempo, la respuesta alcanza 0.865. Así para t ≥ 4τ, la respuesta se encuentra 
dentro del 2 % del valor final. Este comportamiento se muestra en la figura 1.1. 

        
 Figura 1.1 Curva exponencial de y(t). 
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     1.5     Sistemas continuos de segundo orden 
 
Los sistemas de segundo orden tienen por función de transferencia general a la ecuación: 

        
22

2

2
)(

nn

n

wsws

w
sG

++
=

δ
  ………………………………………………… (1.10) 

        =nw Frecuencia natural no amortiguada            =δ Factor de amortiguamiento 

       1.5.1     Respuesta a entrada escalón 

Los sistemas de segundo orden presentan diferentes respuestas a una entrada escalón, 
dependiendo del factor de amortiguamiento (δ ), se tiene: 

Caso subamortiguado 10 pp δ  

Los polos de la función de transferencia son complejos conjugados de la forma: 

         2
2,1 1 δδσ −+−=±−= nnd jwwjws              =dw Frecuencia natural amortiguada                                                      

                                                                                    =σ Amortiguamiento real                            
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Caso críticamente amortiguado 1=δ  
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Caso sobreamortiguado  1fδ  
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En la figura 1.2 se muestra la respuesta )(ty  para diferentes valores del factor de 
amortiguamientoδ  . 

 

                                       Figura 1.2 Gráfica de y(t) para diferentes valores de δ . 

 

       1.5.2      Parámetros de la respuesta transitoria 

“La respuesta de un sistema dinámico se puede considerar como la suma de una respuesta 
transitoria y una respuesta permanente” [1]. La respuesta transitoria es la forma en la que 
responde un sistema al pasar de un estado inicial a uno final y la respuesta permanente o en 
estado estable es la forma como responde un sistema cuando el tiempo tiende a infinito. 

 

Figura 1.3 Parámetros de la respuesta transitoria. 
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     1.6     Sistemas continuos de orden superior  
 
“Los sistemas continuos de orden superior se pueden considerar como la superposición de 
sistemas de primero (raíces reales) y segundo orden (raíces complejas)” [1]. 
 
 
     1.7     Estabilidad en sistemas continuos 
 
“La estabilidad en sistemas continuos se obtiene garantizando que los polos de la función 
de transferencia (raíces de )(sD ) no tengan parte real positiva” [10]. 
 

            
)(

)(
)(

sD

sN
sGLC =                     0)(, =∀ pDp ,  0)Re( ≤p  

 
Para el caso en que uno o varios polos de la función de transferencia sean cero el sistema no 
se considera estable, si no que se le llama oscilatorio. 
 
 
     1.8     Representación de sistemas discretos  
 

Un sistema lineal, discreto, causal e invariante en el tiempo, se puede representar mediante 
una ecuación en diferencias de la siguiente forma: 
 

q

M

q

N

p
p qnxpny βα ∑∑

==

−=−
00

][][      ………………………………….…... (1.14) 

Al dividir ambos términos de esta ecuación por0α , si no es cero, se tiene: 

∑∑
==

−−−=
N

p
p

M

q
q pnyqnxny

00

][][][ αβ  …………………………….…... (1.15) 

 
Esta forma de la ecuación  es más explícita para comprobar que la salida actual ][ny  se 
define en función de las salidas anteriores ][ pny − , la entrada actual ][nx  y las entradas 
anteriores ][ qnx − . 
 
 
     1.8.1     Función de transferencia de sistemas discretos  

La función de transferencia de un sistema discreto se calcula haciendo la transformada Z de 
la ecuación (1.15): 

             q

M

q

q
p

N

p

p zzXzzY βα ∑∑
=

−

=

− =
00

)()(   ……………………………..….…… (1.16)  
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Se define a la transformada Z de una secuencia ][nx  como: 
 

{ } ∑
∞

−∞=

−==
n

nznxnxZzX ][][)(  …………………………………..…….. (1.17) 

Donde n es un entero y z es, en general, un número complejo de la forma z = Aejω , donde A 
es el módulo de z y ω es la frecuencia en [rad/s]. Dividiendo en la ecuación (1.16): 

N
N

M
M

N

p
p

p

M

q
q

q

zz

zz

z

z

zX

zY
zH

ααα
βββ

α

β

−−

−−

=

−

=

−

+++
+++

===
∑

∑

....

....

)(

)(
)(

1
1

0

1
1

0

0

0  ……………... (1.18) 

 
Donde la respuesta ][ny  se puede obtener por medio de la transformada Z inversa ( 1−Z ) de 
la forma: 

 
)()()( zxzHzy =  

 
[ ] ( ) ( )[ ]zxzHZny 1−=  ……………..………………………………...… (1.19)          

 
 

1.9 Sistemas discretos de primer orden 
 

Los sistemas discretos de primer orden tienen por función de transferencia general a: 
 

            
az

zF
+

= 1
)(    …………………………………………………….…. (1.20) 

 
Al estimular el sistema con un escalón unitario )(ku , con condiciones iniciales nulas, la 
respuesta )(ky  puede calcularse como sigue:  
 

             
)(

)1/(

)1(

)1/(

)1()(

1
)()()(

az

az

z

az

z

z

az
zUzFzY

+
+−

−
+=

−+
==  

 

            { } ][))(1(
)1(

1
)(][ 1 kua

a
zYZky k−−

+
== −   ……………………….…. (1.21) 

La expresión muestra que la respuesta del sistema dependerá del valor de a . Al cambiar el 
valor de a  también cambia el valor del único polo de la función de transferencia (1.21), 
que es -a . Para cualquier valor real positivo de a , el polo es un real negativo -a  y 
viceversa. Cuando el polo es negativo, la respuesta del sistema es de signo alternante; por el 
contrario, si el polo es positivo la respuesta siempre será del mismo signo. Por otra parte, si 
el valor absoluto de a  es mayor que 1, el valor absoluto de la respuesta tiende a infinito. 
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Figura 1.4 Respuesta a un escalón de un sistema discreto de primer orden. 
 
 

   1.10     Sistemas discretos de segundo orden 

Los sistemas discretos de segundo orden tienen por función de transferencia general a: 
 

           
22

2

cos2

cos21
)(

babzz

bab
ZH

+−
+−=   …………………………………..….….. (1.22) 

Los polos de la función de transferencia serán:      1coscos 2
2,1 −±= ababP  

El término del radical será menor o igual que cero; en caso de que sea menor, los dos polos 
serán los complejos conjugados de la forma: jbsenaabP ±= cos2,1 . 

Al estimular el sistema (1.22) con un escalón unitario )(ku , con condiciones iníciales 
nulas, la respuesta )(ky  puede calcularse como sigue:  

          








−








+−
+−==

1cos2

cos21
)()()(

22

2

z

z

babzz

bab
zUzFzY ……………….…….. (1.23) 

 
Al expandir en fracciones parciales y aplicar la transformada Z inversa, se tiene: 
 
             { } ( ) ][)(1)(][ 1 kuaksenCbzYZky k φ+−== − …………………..……. (1.24) 
 

Donde:  
φsenbsena

abb
C

1cos21 2

=−+=         








−
= −

ab

bsena

cos1
tan 1φ  
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La figura 1.5 muestra la gráfica de )(ky  para unos valores específicos de a  y b . Aunque 
)(ky  sólo tiene sentido en los valores enteros de k , se ha trazado también en punteado la 

curva que se obtendría para valores reales de k .  

 

Figura 1.5 Gráfica de la respuesta y[k] de un sistema discreto de 2do. Orden  
para a=3  y b=0.7. 

  
 
 1.11      Estabilidad en sistemas discretos  

Al evaluar (1.24) se observa que para valores de b  mayores que 1, el término exponencial 
crece indefinidamente, y por tanto la respuesta se hará infinita. El término b coincide con la 
magnitud de los polos de (1.23), por lo tanto, “la región de estabilidad en un sistema 
discreto, aquella en la que deben ubicarse los polos para que el sistema sea estable, resulta 
ser el círculo unitario centrado en el origen” [12], tal como se ve en la figura 1.6.  

 

Figura 1.6 Región de estabilidad para sistemas discretos. 

 
  1.12     Relación entre los planos S y Z  
 
La transformada Z  es la herramienta que se utiliza para trasladar de manera sencilla los 
polos de una función de transferencia del plano S al plano Z. Dado que: 
 
        njTsTs eeez π2==  ……………………………………………….……… (1.25) 
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Con n entero y T como el periodo de muestreo, se pueden obtener los puntos equivalentes 
en el plano Z. La zona de estabilidad en plano S, la cual es el semiplano izquierdo, se 
mapea dentro de un circulo unitario con centro en el origen, como el mostrado en la figura 
1.6,  lo que establece la zona de estabilidad en el plano Z. 
 
 
1.12.1  Lugares de amortiguamiento y frecuencia constante 

 
El amortiguamiento )(σ  es la parte real de un polo de la función de transferencia y 
representa la rapidez con que aumenta o disminuye la respuesta en el tiempo del sistema, 
mientras que la frecuencia natural amortiguada )( dw  es la parte compleja de los polos de la 

función de transferencia y es la frecuencia a la que oscila la respuesta del sistema. Para 
amortiguamiento y frecuencia constante la ecuación (1.25) queda como: 
 
          σTez =         Amortiguamiento constante 
          jwTez =        Frecuencia constante 
 
En la figura 1.7 se muestran las zonas de amortiguamiento y frecuencia constante en el 
plano Z obtenidas por medio de las últimas 2 ecuaciones. 
 

 
Figura 1.7 Lugar de amortiguamiento y frecuencia constante en el plano Z. 

 
 
  1.13     Respuesta en frecuencia 
 
La respuesta en frecuencia de un sistema lineal e invariante en el tiempo se define como la 
respuesta que genera dicho sistema para una entrada senoidal con frecuencias que pueden ir 
desde 0 hasta ∞ [rad/s]. “Todos los sistemas que son excitados por una señal senoidal 
generan como respuesta permanente otra señal senoidal que sólo puede variar en magnitud 
y en fase de la señal de entrada” [8]. La respuesta en frecuencia se obtiene evaluando en la 
función de transferencia del sistema la frecuencia angular, que se tiene como variable 
independiente.  
 
Considerando H(s) como la función de transferencia de un sistema continuo, lineal e 
invariante en el tiempo, la respuesta en frecuencia se obtiene como: 



Capítulo 1: Modelado matemático de sistemas físicos 

14 

 

               )()()( wjejwHjwH φ=   …………………………………………… (1.26) 

 
               =)( jwH Magnitud                        =)(wje φ Fase   

 
Considerando H(z) como la función de transferencia de un sistema discreto, lineal, 
invariante en el tiempo y con un periodo de muestreo ST , la respuesta en frecuencia se 
obtiene como: 
 

               )()()( wjjwTjwT eeHeH SS φ=   ……………………………………….. (1.27) 

 

               =)( SjwTeH Magnitud                        =)(wje φ Fase   

 
 
     1.13.1     Diagramas de Bode  
 
“Un Diagrama de Bode es una representación gráfica que sirve para caracterizar la 
respuesta en frecuencia de un sistema lineal e invariante en el tiempo” [10]. Normalmente 
consta de dos gráficas separadas, una que corresponde con la magnitud de dicha función y 
otra que corresponde con la fase. 

El diagrama de magnitud dibuja el módulo de la función de transferencia (ganancia) en 
decibeles en función de la frecuencia angular en escala logarítmica. El diagrama de fase 
representa la fase de la función de transferencia en función de la frecuencia angular en 
escala logarítmica. Permite evaluar el desplazamiento en fase de una señal a la salida del 
sistema respecto a la entrada para una frecuencia determinada.  

Logaritmo del módulo de la FT = )(log20 10 jwH  [db]   ………………….   (1.28) 

“Para sistemas discretos sólo es necesario evaluar para frecuencias entre STw /0 π≤≤ , 

debido a que para frecuencias mayores que a ST/π  se tendrán efectos de traslape (aliasing), 

como lo establece el teorema del muestreo” [8]. 
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Capítulo 2: Sistemas mecánicos rotacionales 
 
En este capítulo se presenta el marco teórico de los sistemas mecánicos rotacionales, se 
describen sus principales componentes, variables y los principios físicos que intervienen en 
la dinámica de este tipo de sistemas, además de uno de los métodos de análisis más 
utilizados, como lo es el método de D’Alembert. 
 

2.1     Definición y clasificación de los sistemas mecánicos  

Los sistemas mecánicos son aquellos dispositivos que se pueden considerar convertidores 
de movimiento, en tanto transforman el movimiento de una y otra forma. Las leyes 
fundamentales que rigen el movimiento en los sistemas mecánicos son las leyes de Newton, 
fundamentalmente la segunda ley. Para poder describir el movimiento rotacional y de 
traslación en la mecánica se representan mediante tres ejes (x,y,z). 

Dependiendo del tipo de movimiento que tengan los sistemas mecánicos se pueden 
clasificar en: sistemas mecánicos de traslación, sistemas mecánicos de rotación y sistemas 
mecánicos mixtos.  
 
Otra característica importante de los sistemas mecánicos son los grados de libertad, los 
cuales se definen como el número de coordenadas geométricamente independientes 
requeridas para especificar el movimiento. 

 
2.1.1    Sistemas  mecánicos rotacionales 

 
Los sistemas mecánicos de rotación son aquellos en que todos sus movimientos son de 
rotación alrededor de ciertos ejes. Estos abarcan cualquier sistema cuyo elemento motriz es 
un motor ó una máquina rotatoria. 
 
Los métodos utilizados para el análisis de los sistemas mecánicos rotacionales son: el 
método de D’Alembert, que sigue los principios de la segunda ley de Newton y el método 
de Lagrange, el cual está basado en el balance de la energía del sistema. 
 
 

2.2    Variables de los sistemas mecánicos rotacionales  
 
Las variables involucradas en los sistemas mecánicos de rotación son el par o torque, el 
desplazamiento angular, velocidad angular y la aceleración angular. 
 

2.2.1    Desplazamiento angular  

El desplazamiento angular θ   es la longitud del arco de circunferencia por unidad de radio. 
La longitud del arco y el radio de la circunferencia son magnitudes de longitud, por lo que 
el desplazamiento angular es una magnitud adimensional, llamada radián. Un radián es un 
arco de circunferencia de longitud igual al radio de la circunferencia y la circunferencia 
completa tiene 2π radianes. 
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radio

arco=θ …………………………………………….. (2.1) 

 
2.2.2    Velocidad angular  
 

La velocidad angular w  es una medida de la velocidad de rotación. Se mide en radianes por 
segundo [rad/s] y se define como la razón de cambio del desplazamiento angular θ  
respecto del tiempo. El vector que se le asocia tiene como módulo el valor escalar de la 
velocidad angular y la dirección del eje de rotación.  
 

                     
dt

d
w

θ=  ……………………………………………….. (2.2) 

 
De forma vectorial, considerando un sistema de referencia cartesiano x,y,z,  se tiene:   
 
                     zyx wwww )()()( ++=   ………………………………. (2.3) 

 
 

2.2.3    Aceleración angular  
 

La aceleración angular α es la tasa de cambio de la velocidad angular w  en el tiempo; es 
por tanto paralelo al vector velocidad angular. Se mide en unidades de radianes por 
segundo al cuadrado ]/[ 2srad .  
 

                     
2

2

dt

d

dt

dw θα ==   ……………………………………….. (2.4) 

 
De forma vectorial, considerando un sistema de referencia cartesiano x,y,z,  se tiene:   
 

                     zyx www )()()(
•••

++=α  ……………………………….. (2.5) 

 
2.2.4    Par o torque  
 

El par, torque o momento de una fuerza es la propiedad de una fuerza para hacer girar un 
cuerpo. Cuando se aplica una fuerza en algún punto de un cuerpo rígido, el cuerpo tiende a 
realizar un movimiento de rotación en torno a algún eje. 
 
“Se define el torque T , de una fuerza F , que actúa sobre algún punto del cuerpo rígido en 
una posición r, respecto de cualquier origen O, por el que puede pasar un eje sobre el cual 
se produce la rotación del cuerpo rígido, al producto vectorial entre la posición r y la fuerza 
aplicada F ” [3]. 
 
                     FrT ×= ……………………………………………… (2.6) 
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2.3    Elementos de los sistemas mecánicos rotacionales 
 

Existen una gran cantidad de elementos que pueden componer un sistema mecánico 
rotacional, los cuales pueden cumplir diferentes funciones. Entre los más importantes 
tenemos: resortes de torsión, rodamientos, elementos de masa, sistemas de engranes, etc.  
  
 

2.3.1    Resorte de torsión 
 
“Se denomina torsión a la deformación de un cuerpo producida al someterse a un par de 
fuerzas, las cuales actúan en direcciones opuestas y en planos paralelos, de forma que cada 
sección del cuerpo experimenta una rotación respecto a otra sección próxima” [2]. 
 
El resorte de torsión es un elemento que tiene la capacidad para almacenar energía 
potencial al estar sometido a fuerzas de torsión. Además, su fuerza (momento) generada 
varía con la torsión de una  forma que se puede considerar lineal dentro de cierto intervalo 
de torsión del cuerpo. Dentro de este intervalo de comportamiento lineal ( )rr θθ ,−  se tiene: 
 
                  θkM k =  ………………………………………………... (2.7) 

 
Donde:    =kM Momento generado por la torsión   

                =k Constante de torsión del resorte   
               =θ  Torsión a la que es sometido el resorte  

Si se considera un cuerpo de forma cilíndrica con una de sus caras fijada rígidamente a una 
superficie. Sobre la otra cara, tal como se muestra en la figura 2.1, se aplica un par de 
fuerzas. El efecto del momento de dichas fuerzas es provocar un desplazamiento angular 
(torsión) de una generatriz del cilindro. 

 
                                                      Figura 2.1 Resorte de torsión. 

Siempre que el momento de la fuerza sea pequeño el ángulo lo será también. Por tanto, el 
momento generado dentro del intervalo ( )rr θθ ,−  estará dado por: 

 

                 θπ








= G

l

r
M k .2

. 4

 ………………………………………... (2.8) 
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La constante de torsión k de la barra cilíndrica depende de sus dimensiones y del material 
del que está hecho:  
 

                  G
l

r
k

.2

. 4π=  …………………………………………….. (2.9) 

 
Donde:    =r Radio del cilindro   
               =G Módulo de rigidez del material del cilindro   
               =l  Largo del cilindro  
 
 

2.3.2    Rodamientos 

Un rodamiento es un elemento mecánico que reduce la fricción entre un eje y las piezas 
conectadas a éste, sirviéndole de apoyo y facilitando su desplazamiento. De acuerdo al tipo 
de contacto que exista entre las piezas, el rodamiento puede ser deslizante ó lineal y 
rotativo. El elemento rotativo que puede emplearse en la fabricación pueden ser: bolas, 
rodillos o agujas. Los rodamientos de movimiento rotativo, según el sentido del esfuerzo 
que soporta, los hay axiales, radiales y axiales-radiales. 

“Se define como fuerza de fricción entre dos superficies en contacto a la fuerza que se 
opone al movimiento de una superficie sobre la otra (fuerza de fricción dinámica) o a la 
fuerza que se opone al inicio del movimiento (fuerza de fricción estática)” [2]. 
 
 La fricción rotacional dinámica puede ser de 2 tipos: seca ó viscosa. La fricción viscosa es 
en la cual entre las 2 superficies se encuentra un medio lubricante, el cual tiene el propósito 
de disminuir el momento generado por la fricción. Por el contrario, si no existe ningún 
lubricante entre las superficies se le denomina fricción seca. 
 
El momento generado por la fricción rotacional se opone al movimiento de rotación de una 
de las superficies y depende de las características de las superficies en contacto, así como 
de la distribución de la presión en el área de contacto y de la velocidad angular de la 
superficie que está en movimiento. El comportamiento del momento generado por la 
fricción rotacional se puede considerar lineal dentro de un intervalo de velocidades 
angulares de la superficie en movimiento ( )rr ww ,−  y está dado por: 
 
                  bwM b =  ……………………………………………… (2.10) 

 
Donde:    =bM Momento generado por la fricción   

                =b Coeficiente de fricción rotacional viscosa o seca  
               =rw  Velocidad angular de la superficie en movimiento  
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2.3.3    Tren de engranes  
 
“Se denomina tren de engranes al mecanismo utilizado para transmitir potencia mecánica 
entre las distintas partes de una máquina” [4]. Los engranajes están formados al menos  por 
dos ruedas dentadas. Un engranaje sirve para transmitir movimiento circular mediante 
contacto de ruedas dentadas. Una de las aplicaciones más importantes de los engranajes es 
la transmisión del movimiento desde el eje de una fuente de energía, como puede ser un 
motor eléctrico, hasta otro eje situado a cierta distancia y que ha de realizar un trabajo. 
 
Existen muchos diferentes tipos de engranes, entre los más sencillos de analizar están los 
trenes ordinarios simples, en los que los ejes de todos los engranajes están fijos y cada eje 
tiene un solo engranaje montado sobre él. La figura 2.2 muestra un tren ordinario con 2 
engranajes exteriores y otro con uno interior y otro exterior. 
 

 
Figura 2.2 Trenes ordinarios de 2 engranes. 

 
Considerando un tren con una cantidad n de engranes, suponiendo que no existen 
deslizamientos  ni pérdidas de potencia por fricción entre los flancos de los dientes de las 
ruedas en contacto y despreciando las fuerzas inerciales por parte de los engranes, se tiene: 
 

                ( )
2

111
Z

Z
N n−−=  ……………………….………………….. (2.11) 

 
Donde    =N Relación de transmisión 
              =1Z Numero de dientes del engrane inicial 

              =2Z Numero de dientes del engrane final 
               =n Numero de engranes 
 
                21 θθ N=  …………………………………………………. (2.12)  

                 
N

T
T 2

1 =  …………………………………………………... (2.13) 

 
Donde    =1θ Desplazamiento angular del engrane inicial 

              =2θ  Desplazamiento angular del engrane final 

               =1w Velocidad angular del engrane inicial 
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               =2w Velocidad angular del engrane final 

                =1T Par actuante en el engrane inicial 

                =2T Par actuante en el engrane final 
 
Si  1pN  entonces 12 ww p  se está ante un tren reductor de velocidad, en donde se 

aumenta el momento torsor ( 12 TT f ), por lo que el engrane final tiene un mayor numero de 

dientes que el engrane inicial ( 12 ZZ f ) y por tanto un mayor diámetro. 
 
Si  1=N  entonces 21 ww =  se está ante un tren equirotacional, en donde no existe ninguna 

variación de los demás parámetros 21 TT = , 21 ZZ = . 
 
Si  1fN  entonces 12 ww f  se está ante un tren multiplicador de velocidad, en donde se 

disminuye el momento torsor ( 12 TT p ), por lo que el engrane inicial tiene un mayor 

numero de dientes que el engrane final ( 21 ZZ f ) y por tanto un mayor diámetro. 
 
 
2.3.4    Masa  
 

“Masa es la capacidad que tiene un elemento para almacenar energía cinética” [4]. Se 
entiende por sólido rígido un cuerpo constituido de masa y cuyo conjunto de elementos que 
lo componen se mueven en el espacio de tal manera que no se alteran las distancias entre 
ellos, sea cual sea la fuerza actuante. 
 
El centro de masa de un cuerpo es el punto donde se supone concentrada toda la masa del 
cuerpo y en un cuerpo rígido es el punto geométrico que dinámicamente se comporta como 
si estuviese sometido a la resultante de las fuerzas externas al cuerpo. Para un objeto de 
densidad uniforme el centro de masa es igual al centro geométrico del cuerpo.  
    
 

2.4    Momento angular  
 

Se denota como momento angular H  de un cuerpo rígido, respecto de un punto específico 
P del cuerpo (centro de masa). Entonces, “se define al momento angular como la suma de 
todos los momentos lineales de los infinitesimales elementos de masa que lo constituyen” 
[2]. 

                    ( )∫ ×=
Vol

vdmrH
_

 ………………………………………… (2.14) 

Donde         =dm  diferencial de masa 
                   =H Momento angular del cuerpo rígido 
                    =r Vector de posición de dm con respecto a P     
                    =v Velocidad lineal instantánea de dm respecto de P       
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Las partículas de un sólido rígido en rotación alrededor de un eje fijo describen 
circunferencias centradas en el eje de rotación con una velocidad que es proporcional al 
radio de la circunferencia que describen: 

                  rwv ×=  ………………………………………………… (2.15) 

Donde         =w Velocidad angular del cuerpo rígido 
 
Definiendo un conjunto ortogonal de ejes x, y, z, los cuales se originan en P y con vectores 
unitarios x1 , y1 , z1  respectivamente, escribiendo los componentes de w , r , v  y H , a lo 

largo de dichos ejes, se tiene: 
 
               zzyyxx wwww 111 ++=  …………………….………......... (2.16)                           

                zyxr zyx 111 ++=  ……………………………….……… (2.17) 

Substituyendo (2.16) y (2.17) en (2.15), se tiene: 

             )(1)(1)(1 yxzxzyzyx xwywzwxwywzwv −+−+−=  ……… (2.18) 

Substituyendo (2.17) y (2.18) en (2.14), se tiene: 
 
             ( ) ( )+−+−+−−= zyzyyxxyyzxzyxyxxx wJwJwJwJwJwJH 11  

                   ( )zzyyzxxzz wJwJwJ +−−1  …………………………… (2.19) 

 
Donde:        =zyxJ ,, Momento de inercia respecto del eje x, y o z. 

                   =yzxzxyJ ,, Productos de inercia respecto de los 2 ejes del subíndice. 

 
“Para un punto P, dado como origen de un conjunto de ejes coordenados (x, y, z), existe un 
conjunto de direcciones de ejes coordenados, para los cuales todos los productos de inercia 
de un cuerpo son cero” [2]. Este conjunto de ejes son llamados ejes principales. Por lo 
tanto, para ejes principales se tiene: 
 
                ( ) ( ) ( )zzzyyyxxx wJwJwJH 111 ++=  ………………….... (2.20) 

 
 

2.4.1     Momentos de inercia 

“El momento de inercia representa la inercia de un cuerpo al rotar, es el valor escalar del 
momento angular longitudinal de un sólido rígido, es una magnitud que refleja la 
distribución de masa de un cuerpo o un sistema de partículas, respecto de un eje, en un 
movimiento de rotación” [4]. El momento de inercia no depende de las fuerzas que 
intervienen, sino de la geometría del cuerpo y de la posición del eje de giro. Para un cuerpo 
de masa continua  lo anterior se generaliza como: 
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     ∫=
Vol

dmrJ 2  …………………………………………….. (2.21) 

 
Donde              =r Vector de posición de un elemento infinitesimal de masa del cuerpo 
                         =dm Diferencial de masa     
                         =Vol Indica que hay que integrar sobre todo el volumen del cuerpo 

 
 
2.4.2    Productos de inercia  
 

Básicamente, el producto de inercia (POI), es una medida del desequilibrio dinámico. El 
POI se expresa en las mismas unidades que el momento de inercia, pero tiene una mayor 
relación con el centro de masa que el momento de inercia. El producto de inercia respecto 
de 2 ejes  cualquiera (x,y), en un sistema de referencia de ejes ortogonales, se define como: 
 

               ∫=
Vol

dmxyPOI )(  ………………………………………… (2.22) 

 
Donde (x, y) son tomados del vector de posición  r de un elemento infinitesimal de masa del 
cuerpo, definido en (2.17) y dm es un elemento diferencial de masa. 
 
“El producto de inercia de un cuerpo homogéneo, respecto de cualquier par de ejes 
perpendiculares, es igual a cero si el plano determinado por cualquiera de los ejes y el 
tercer eje coordenado, es un plano de simetría del cuerpo” [13]. 
 
 

2.4.3    Teorema de Steiner o de los ejes paralelos  
 

Si se ubica un elemento de masa im ,  cuyas coordenadas respecto a los ejes x, y, z son ix , 

iy , id  respectivamente. Considerando a un eje z’, paralelo al eje z y separados por una 

distancia '
id , mediante operaciones adecuadas la inercia respecto del eje z’ será: 

           
            ∑ ∑ ++= ZCMiiCMiCMZ

IxmdmdI 22
'  

 
El último término es el momento de inercia respecto al eje que pasa por el centro de masa. 
Como ∑ im  es igual a la masa total m y 0=∑ ii xm , porque el eje z pasa por el centro de 

masa. Por lo tanto,  la ecuación queda: 
 

             2
' CMZCMZ

mdII +=   …………………………………….. (2.23) 

 
Por lo que el teorema de los ejes paralelos dice: “el momento de inercia de un cuerpo 
respecto a un eje paralelo a otro que pasa por su centro de masa, es igual a éste más un 
término que corresponde al producto de la masa del cuerpo por el cuadrado de la distancia 
entre los ejes considerados” [3]. 
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2.5    Método de D’Alembert  
 

Este método contempla el análisis de las fuerzas  que actúan sobre los cuerpos que 
componen el sistema y por medio de un diagrama de cuerpo libre para cada cuerpo del 
sistema se representan todos los momentos que actúan en él,  incluyendo a las fuerzas 
inerciales que son consideradas como cualquier otra fuerza que actúa sobre el cuerpo, por 
lo que  relaciones de equilibrio pueden ser formuladas como si este fuera un cuerpo 
estático. Para cuerpos rígidos con movimientos de rotación se cumple la segunda Ley de 
Newton de la siguiente forma: 
 

                cc HM
•

=∑     ………………………………………….. (2.24)        

             
Donde      =cM Par o torque respecto del centro de masa 

                 =cH Total del momento angular del cuerpo        

 
 

2.6    Velocidades y aceleraciones relativas 
 

La velocidad y la aceleración angular de un cuerpo rígido se pueden expresar de una forma 
vectorial como en las ecuaciones (2.2) y (2.3), por tanto obedecen las leyes de adición de 
vectores. Las velocidades y aceleraciones angulares relativas a otros cuerpos en 
movimiento se pueden expresar como: 
 
                  bbcc www += /  …………………………………………  (2.25)       

 
Donde:      =cw Velocidad angular absoluta del cuerpo c   

                  =bw Velocidad angular absoluta del cuerpo b   

                  =bcw /  Velocidad angular del cuerpo c relativa al cuerpo b   

 
                 bbcc ααα += /  ………………………………………….. (2.26) 

 
Donde:     =cα Aceleración angular absoluta del cuerpo c   

                 =bα Aceleración angular absoluta del cuerpo b   

                 =bc /α  Aceleración angular del cuerpo c relativa al cuerpo b   

 
 
2.7    Sistemas de referencia rotacionales  

 
Se consideran zyx 1,1,1  vectores unitarios a lo largo de los ejes de un sistema de referencia 

rotatorio α , el cual tiene una velocidad angular αw . Considerando el vector A, el cual está 

cambiando (en magnitud y dirección) y cuyos componentes son: 
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                zzyyxx AAAA 111 ++=    

 

Después de un infinitesimal lapso de tiempo dt , el vector se ha movido de a  a b . Si 
•
A  es 

la razón de cambio absoluta de A , entonces el vector ab tiene el valor de dtA
•

, como se 
muestra en la figura 2.3. 

 

 
                                            Figura 2.3 Razón de cambio del vector A. 
 
 
En el sistema de referencia rotatorio α ,  el vector A estaba inicialmente en el punto a , y 
durante el intervalo de tiempo dt  se movió a 'b . Entonces, en el sistema de referencia α   el 
vector parece haberse movido de b  a 'b  y la aparente razón de cambio de A, la cual se 

denota como 
α
A  , ésta dada por: 

 

          
dt

bb
A

'=
α

                      Donde    ='bb Vector de b  a 'b  

La diferencia entre el cambio absoluto dtA
•

 y el cambio aparente dtA
α

 es el vector 'ab , el 
cual está dado por: 
 
         Adtwab ×= )(' α  

 
Donde se puede considerar al vector A como el momento angular H. Entonces, la razón de 
cambio de H será: 
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                 HwHHM ×+==
•

α

α
 …….…………………………….. (2.27) 

                 
•••

++= zzyyxx HHHH 111
α

 ………………………………. (2.28) 

 Donde   =
•
H Razón de cambio de H visto desde un sistema de referencia no rotatorio 

               =
α
H Razón de cambio de H visto desde una referencia α  

               =H Momento angular del cuerpo rígido. 
 

En otras palabras: “La razón de cambio absoluta 
•
H , del vector H , es igual a la aparente 

razón de cambio 
α
H , visto desde el sistema de referencia α  (el cual se mueve a una 

velocidad αw ) más un termino de corrección que es Hw ×α  “[2].  
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Capítulo 3: Motores de CD y codificadores angulares  
 
En este capítulo se analizan los principios de funcionamiento de los motores de corriente 
directa (CD), los cuales son uno de los motores más utilizados para el control de posición, 
así como sus componentes y sus diferentes tipos existentes. Además, se describe el 
funcionamiento de los codificadores angulares, los cuales son sensores de posición con una 
gran versatilidad y precisión. 
 
 

3.1    Tipos de motores utilizados para control de posición  
 
Para el control de posición de algún objeto se utilizan básicamente dos tipos de motores:  
 
-Motores paso a paso.  
-Motores de corriente directa (CD).  
 
 

3.1.1   Motores de corriente continua (CD)  
 

El motor de CD es un dispositivo que transforma la energía eléctrica de corriente continua 
en energía mecánica, empleada en hacer girar el eje. Por tanto, un motor tiene dos 
subsistemas: uno eléctrico, donde la energía eléctrica se transforma en fuerza 
contraelectromotriz, y otro mecánico, donde el par mecánico se materializa en forma de 
velocidad de giro del eje. 
 
Los motores de CD suelen ser utilizados para controlar el giro de diversas partes de 
máquinas y pueden incluir un tren de engranes reductor que proporciona un buen par de 
fuerza y una gran estabilidad en la velocidad de giro. Son motores de baja inercia en los 
instantes de arranque y parada. Suelen admitir un amplio rango de alimentación y tienen un 
peso y tamaño reducidos.  
 
Este tipo de motores proporcionan un par proporcional al voltaje de entrada, lo que 
significa que tienen una regulación precisa. Sin embargo, no disponen de recursos para 
saber el ángulo girado y tienen que trabajar en lazo cerrado con sensores para controlar el  
ángulo girado. 
 
 

3.1.2   Motores paso a paso 
 
Los motores paso a paso (P - P) son motores que funcionan con corriente continua, giran 
ángulos muy exactos y su control es de tipo digital.  
 
Estos motores son controlados con señales digitales en los extremos del motor para que gire 
un ángulo determinado. El motor de P – P trabaja en lazo abierto ya que el giro del eje es 
conocido por el propio control. Una desventaja de este tipo de motores es que su eje no 
recorre todas las posiciones y en consecuencia no se cubre toda el área de trabajo. 
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3.2   Componentes de un motor de CD 
  
El motor de corriente directa está compuesto de 2 piezas fundamentales: 
 
• Rotor 
• Estator 
 
 

3.2.1   Rotor  
 

El rotor constituye la parte móvil del motor y proporciona el torque para mover a la carga. 
El rotor de un motor de CD está formado básicamente por: 
 
Eje: Formado por una barra de acero fresada. Imparte la rotación al núcleo, devanado y al 
colector. 
 
Núcleo: Se localiza sobre el eje. Fabricado con capas laminadas de acero, su función es 
proporcionar un trayecto magnético entre los polos para que el flujo magnético del 
devanado circule. 
 
Devanado o  inducido: Consta de bobinas aisladas entre sí y entre el núcleo. Estas bobinas 
están alojadas en las ranuras y están conectadas eléctricamente con el colector, el cual, 
debido a su movimiento rotatorio, proporciona un camino de conducción conmutado. 
 
Colector o conmutador: Está constituido de láminas de material conductor (delgas), 
separadas entre sí y del centro del eje por un material aislante. El colector se encuentra 
sobre uno de los extremos del eje del rotor, de modo que gira con éste y está en contacto 
con las escobillas. La función del colector es recoger la tensión producida por el devanado 
inducido, transmitiéndola al circuito por medio de las escobillas. 
 
 

3.2.2   Estator  
 

El estator constituye la parte fija de la máquina y su función es suministrar el flujo 
magnético que será usado por el bobinado del rotor para realizar su movimiento giratorio. 
El campo magnético puede ser generado por un electroimán o por un imán permanente. Los 
componentes básicos del estator de un motor de CD de imán permanente son: 
 
Imán permanente: Compuesto de material ferromagnético, se encuentra fijado al armazón o 
carcaza del estator. Su función es proporcionar un campo magnético uniforme al devanado 
del rotor o armadura, de modo que interactúe con el campo formado por el bobinado y se 
origine el movimiento del rotor como resultado de la interacción de estos campos. 
 
Inductor o Arrollamiento de excitación (electroimán): Está formado por un número par de 
polos. Las bobinas que los arrollan son las encargadas de producir el campo inductor al 
circular por ellas la corriente de excitación. 
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Armazón: Denominado también yugo, tiene dos funciones primordiales: servir como 
soporte y proporcionar una trayectoria de retorno al flujo magnético del rotor para 
completar el circuito magnético. 
 
Escobillas: Las escobillas están fabricadas de carbón y se encuentran albergadas por los 
portaescobillas. Su función es transmitir la tensión y corriente de la fuente de alimentación 
hacia el colector. La función del portaescobillas es mantener a las escobillas en su posición 
de contacto firme con los segmentos del colector. En la figura 3.1 se muestra un motor de 
DC con estator de imán permanente. 
 

 
Figura 3.1 Motor con imán permanente. 

 
Componentes del estator de electroimán: Está constituido de manera similar al estator de 
imán permanente, sólo que ahora el imán permanente es reemplazado por un electroimán  
también llamado inductor ó arrollamiento de excitación, el cual está formado por un 
número par de polos. Las bobinas que los arrollan son las encargadas de producir el campo 
inductor al circular por ellas la corriente de excitación. En la figura 3.2 se muestra las partes 
de un motor con estator de inducción. 
 

 
 

Figura 3.2  Motor con estator de inducción. 
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3.3 Principio de funcionamiento de un motor de CD  
 
Accionar un motor DC es muy simple y sólo es necesario aplicar la tensión de alimentación 
entre sus bornes. Para invertir el sentido de giro basta con invertir la alimentación y el 
motor comenzará a girar en sentido opuesto. 
 
Un motor de DC basa su funcionamiento en la fuerza producida en un conductor a causa de 
la presencia de un campo magnético B , sobre una intensidad de corriente eléctrica ai . 

“Según la segunda ley de Lorentz, un conductor por el que pasa una corriente eléctrica que 
causa un campo magnético a su alrededor, tiende a ser expulsado si se le quiere introducir 
en otro campo magnético” [5]. Entonces, el par generado T por un motor está dado por: 
 
                  aiBLNT ...=  …………………………………..  (3.1) 

 
Donde:     =N Número de vueltas del alambre del rotor 
                 =L Longitud del conductor [m] 
                  =ai Intensidad de corriente que recorre el conductor [A] 

                  =B Intensidad de campo magnético que pasa a través del rotor [Teslas] 
 
El sentido de giro de un motor de corriente continua depende del sentido relativo de las 
corrientes circulantes por los devanados inductor e inducido y se pueden definir con la regla 
de la mano derecha. Agrupando todas estas constantes en una sola, se tiene: 
 
                   at iKT .=  ……………………………….…….. (3.2) 

 
Donde       =T Par generado por el motor [Nw]         =tK Constante de par [N.m/A] 

                 =ai Intensidad de corriente que recorre el conductor [A] 

 
Cuando una bobina comienza a girar se genera un voltaje en los conductores siguiendo la 
ley de Faraday, la cual dice que “la fuerza electromotriz de inducción (o inducida) en un 
circuito cerrado, es igual a la variación del flujo de inducción Φ  del campo magnético que 
lo atraviesa por unidad de tiempo” [5], lo que se expresa por la fórmula: 
 

 
dt

d
E

Φ−=  ………………………………….…. (3.3) 

 
El signo menos indica que el sentido de la fuerza electromotriz (F.E.M.) inducida es tal que 
se opone a dicha variación (Ley de Lenz). Siendo ∆φ/∆t la variación del flujo magnético 
por unidad de tiempo para una sola espira en la bobina. 

Considerando un motor de aplicación práctica, el cual cuenta con un conmutador que se 
encarga de la rectificación de la FEM generada y está constituido por una o varias bobinas 
conectadas en serie, por lo que los voltajes generados son aditivos. El resultado es un 
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voltaje constante con apenas unas pequeñas variaciones. Por lo tanto, para un motor de CD 
real la expresión de la FEM generada está dada por: 

                 w
a

ZP
E

.2π
Φ=  …………………………………….. (3.4) 

Donde:     =Φ Flujo total por polo [Wb] 
                 =Z Conductores totales en la armadura 
                 =P Número total de polos 
                  =a Número de trayectorias paralelas en el devanado de la armadura 
                 =w Velocidad angular del rotor [rad/s] 

Agrupando todas esas constantes en una sola, se tiene: 

                 wKE v=  ………………………………………. (3.5) 

 
Donde:      =E FEM inducida en devanado del rotor 
                 =vK Constante de velocidad (back EMF) 

                  =w Velocidad angular del rotor 
 
 

3.4   Tipos de motores de CD  
 
Los motores de CD se pueden clasificar de acuerdo a la forma que generan el campo 
magnético en el estator, como de imán permanente o de inductor (electroimán).  
 

3.4.1  Motores de imán permanente  
 

El campo magnético es generado por un imán permanente. La mayoría de los pequeños 
motores son de magneto permanente, los cuales, en comparación con los de campo 
bobinado, presentan ventajas como: menor costo, mayor eficiencia y menor incidencia de 
fallas. Su circuito equivalente esta dado por la figura 3.3: 
 

  
Figura 3.3 Circuito equivalente motor de imán Permanente. 
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Donde aL  y aR  son la inductancia  y la resistencia de la armadura respectivamente. El 

voltaje V es el voltaje de entrada del motor. La FEM inducida E está dada por la ecuación 
(3.5) y el par generado por el motor por la ecuación (3.2). 
 
Hay que tener en cuenta en las relaciones básicas de  los motores de magnetos permanentes 
que la velocidad del motor es inversamente proporcional al par y que a menor velocidad se 
genera una menor FEM (E), con consecuente incremento de la corriente I. Las curvas de 
velocidad N y de corriente I, respecto del par T, son lineales, mientras que la potencia de 
salida P tiene un comportamiento como se muestran en la figura 3.4.  
 

 
                               Figura 3.4 Curvas de desempeño de un motor de imán permanente.  
 
El subíndice (o) indica que el motor no tiene carga, el subíndice (max) significa que es el 
valor máximo y el subíndice (s) indica que el motor está trabado debido a la carga excesiva 
y es cuando desarrolla su mayor torque. 
 
La potencia de salida se define como: 
 

               
97500

.NT
PS =  ……………………………………… (3.6) 

 
Donde:     =SP Potencia de salida [W] 
                 =T Torque [gr.cm] 
                 =N Velocidad angular [rpm] 
         
 

3.4.2  Motores de campo bobinado 
 

El campo magnético es generado por un electroimán  también llamado inductor. De 
acuerdo con la manera en que están conectados los motores con inductor se clasifican en: 
excitación separada, excitación en derivación (shunt), excitación en serie y excitación 
compuesta. 
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Motores de excitación separada: El campo magnético se obtiene con una bobina que recibe 
alimentación separada de la armadura. Existe una relación entre el voltaje fV  aplicado a la 

bobina de excitación y el campo magnético obtenido. Debido a que ahora se  puede cambiar 
la intensidad del campo magnético, se puede obtener cualquier torque independiente de la 
velocidad.  Su circuito equivalente se muestra en la figura 3.5. 
 

 
                           Figura 3.5 Circuito equivalente de motor de excitación separada. 
 
 
Donde aL  y aR son la inductancia y la resistencia de la armadura respectivamente, fL  y 

fR son la inductancia  y la resistencia de la bobina generadora del campo del estator 

respectivamente y en el cual, la intensidad del campo magnético generado está dado por: 
 
               ff iKB .=  ………………………………………… (3.7) 

 
Donde:     =B Intensidad de campo magnético [Wb] 
                 =fK Constante de campo 

                 =fi Corriente que circula por la bobina de campo [A] 

 
Considerando la excitación de la bobina de campo fV como un voltaje constante, se obtiene 

una intensidad de campo B  constante, por lo que el torque generado está dado también por 
la expresión (3.2) y la FEM inducida E  está dada por la expresión (3.5). Sus curvas de 
desempeño para una intensidad de campo constante son iguales a las de la figura 3.4, con la 
particularidad de que estas curvas se modifican si se cambia el voltaje de excitación de la 
bobina de campo fV . 

 
 Por sus características de desempeño los motores de campo bobinado con conexión de 
excitación separada son una buena opción para aplicaciones de control de posición, a 
diferencia de las conexiones en serie, derivación y compuesta en las cuales el control de 
posición es muy complicado, por lo que son utilizadas para otros propósitos. 
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3.5   Sensores de posición angular  
 
Para un sistema automático de control de posición realice su tarea de forma eficiente, 
rápida e inteligente, es preciso que tenga conocimiento en tiempo real de la posición del 
elemento que se desea controlar. Para tal propósito se utilizan los sensores de posición 
angular. Estos sensores son transductores los cuales nos entregan un voltaje de salida 
(analógico o digital) que nos indica la posición del elemento de medición. 
 
Actualmente no existe un método infalible y universal para calcular la posición, sino que, 
por el contrario, existen una serie de métodos basados en diversas técnicas que intentan 
resolver el problema, entre los cuales tenemos: potenciómetros, codificadores angulares, 
transformadores diferenciales de variación  lineal (LVDT), resolvers, etc.  
 
 
      3.6     Codificadores angulares  
 
“Un codificador angular es un sensor electro-opto-mecánico que unido a un eje, 
proporciona información de la posición angular” [14]. Su fin, es actuar como un dispositivo 
de realimentación en sistemas de control. Por su versatilidad y precisión son uno de los 
sensores de posición más utilizados, son empleados en multitud de aplicaciones como 
automatización, control de procesos industriales, instrumentos de medida y control, etc. Los 
codificadores angulares entregan una señal de salida del tipo digital y pueden ser 
incrementales o absolutos. 
 
 
      3.6.1     Codificadores angulares incrementales 

 
Los codificadores angulares incrementales constan básicamente de un disco transparente, el 
cual tiene una serie de marcas opacas colocadas radialmente y equidistantes entre sí; de un 
elemento emisor de luz (como un diodo LED), y de un elemento fotosensible que actúa 
como receptor. El eje cuya posición angular se va a medir va acoplado al disco. 
 
El funcionamiento es el siguiente: cuando el sistema comienza a funcionar el emisor de luz 
empieza a emitir, a medida que el eje vaya girando, se producirán una serie de pulsos de luz 
en el receptor, correspondientes a la luz que atraviesa los huecos entre las marcas. Llevando 
una cuenta de esos  pulsos es posible conocer la posición del eje. 
 
Sobre este esquema básico es habitual encontrar algunas mejoras. Por ejemplo, se suele 
introducir  otra franja de marcas por debajo, desplazada de la anterior, para poder controlar 
el sentido del giro, además suele ser necesario el empleo de una marca de referencia que 
ayudará a saber si se ha completado una vuelta. En la figura 3.6 se muestra un esquema 
básico de un codificador angular incremental. 
 
Realmente los codificadores angulares  increméntales  miden  la velocidad  de  giro,  pero  
se puede  extrapolar   la posición  angular.  Como  es  lógico,  la resolución  de  este tipo  de  
sensores  depende del número de marcas que se pueden poner físicamente en el disco.  
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Figura 3.6 Codificador angular incremental. 

 
 
      3.6.2     Codificadores angulares absolutos  

 
La función de este tipo de dispositivos es similar a la de los anteriores, medir la posición 
angular. Sin embargo en este caso lo que se va a medir no es el incremento de esa posición, 
sino la posición exacta. La disposición es parecida a la de los codificadores increméntales. 
También se dispone de una fuente de luz, de un disco graduado y de un fotorreceptor. La 
diferencia estriba en la graduación o codificación del disco. En este caso el disco se divide 
en un número fijo de sectores (potencia de 2) y se codifica cada uno con un código cíclico 
(normalmente un código de Gray), este código queda representado en el disco por zonas 
transparentes y opacas dispuestas radialmente, como se puede apreciar en la figura 3.7. 
 

 

 
 

Figura 3.7 Codificador angular absoluto. 
 

No es necesaria ninguna mejora para detectar el sentido del giro, ya que la codificación de 
los distintos sectores angulares es absoluta. La resolución de estos sensores es fija y viene 
dada por el número de anillos que posea el disco, o lo que es lo mismo, el número de bits 
del código utilizado. Normalmente se usan códigos de 8 a 19 bits. 
 
Tanto los codificadores absolutos como los increméntales pueden presentar problemas 
debido a la gran precisión que es necesaria en el proceso de fabricación. Además son 
dispositivos especialmente sensibles a golpes y vibraciones. 
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Capítulo 4: Sistema de movimiento de un goniómetro láser 
 
En este capítulo se describe el esquema general del sistema de movimiento de un 
goniómetro láser, así como los diversos componentes que lo integran. Además, mediante 
los conceptos vistos en los capítulos 2 y 3, se obtiene y analiza un modelo matemático 
lineal que describe la dinámica de este sistema electromecánico. 
 
 

4.1   Componentes del sistema de movimiento 
 
La parte móvil  de un goniómetro láser es llamada comúnmente cabeza de medición. El 
movimiento de la cabeza de medición consiste en rotación respecto de 2 ejes ortogonales 
entre sí, en los cuales se encuentran codificadores angulares para la medición de estos 
ángulos. Ambos ejes son movidos por servomotores (motores de CD con un sistema de 
engranes). El láser tiene un movimiento de rotación vertical y la base, donde se encuentra el 
láser, tiene un movimiento de rotación horizontal. Estos 2 movimientos están restringidos a 
rangos menores a 360°. En la figura 4.1 se muestra el esquema básico de la cabeza de 
medición de un goniómetro láser. 

 
Figura 4.1 Cabeza de medición 

 
 

4.2    Representación de la cabeza de medición 
 
La cabeza de medición de un goniómetro láser es un sistema mecánico rotacional que 
puede representarse de manera simple por un modelo de parámetros concentrados, en el 
cual se consideran 4 masas )(J  y  fricción dinámica en los rodamientos )(b .  
 
Para realizar el análisis  dinámico de este sistema mecánico rotacional se consideran 2 
sistemas de referencia con origen en el centro de masa del láser. El sistema de referencia 
XYZ es un sistema de referencia fijo y el sistema de referencia x’y’z’  es un sistema de 
referencia móvil que se mueve de manera conjunta con el láser. En la figura 4.2 se muestra 
el esquema simplificado de la cabeza de medición. 
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Figura 4.2: Representación de la cabeza de medición 

 
 
Donde: 
 

=1J Masa de la base                                                      

=2J Masa del láser                                                

=3J Masa del rotor del motor de la base              

=4J Masa del rotor del motor del láser                        

=1b Coeficiente de fricción en la base                  

=2b Coeficiente de fricción en el láser                          

=3b Coeficiente de fricción en el rotor del motor de la base  

=4b Coeficiente de fricción en el rotor del motor del láser 

=1T Torque en el rotor del motor del láser 

=2T Torque en el rotor del motor de la base 
=θ Posición angular del láser   
=φ Posición angular de la base 
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4.3   Modelado del sistema de movimiento 
 
Considerando el efecto de la torsión en las flechas de los 2 motores como despreciable y 
suponiendo que todas las masas en el sistema son cuerpos rígidos simétricos y balanceados, 
entonces se tiene que 1J  y 3J  se mueven de manera conjunta en el ángulo θ  , y  2J  y  4J  

se mueven de manera conjunta en el ángulo φ . 
 
Sí kji ,,  y ',',' kji  son vectores unitarios en dirección de los ejes de los sistemas de 
referencia  XYZ  y  x’y’z’  respectivamente, de acuerdo con las ecuaciones (2.3) y (2.25) las 
velocidades angulares w  para los 4 cuerpos que componen el sistema anterior son: 
 

       kwww )(31

•
=== φβ  ……………………………………………….......... (4.1) 

        ')cos(')(')(/
42 kjisenwwww θφθθφββα

•••
++−=+==  ………………… (4.2) 

            
Considerando que cada sistema de referencia utilizado se compone de ejes principales para 
el cuerpo que le sirve de referencia, entonces de acuerdo con la ecuación (2.20), los 
momentos angulares H  para los 4 cuerpos son: 
 

      kJH Z )( 11

•
= φ   ……………………………………………………………. (4.3)      

      ')cos(')(')).(( 2'2'2'2 kJjJisenJH ZYX θφθθφ
••

++−=  ………………………. (4.4) 

      kJH Z )( 33

•
= φ  …………………………………………………………….. (4.5) 

      ')cos(')(')).(( 4'4'4'4 kJjJisenJH ZYX θφθθφ
••

++−=  ……………….............. (4.6) 
 
Donde:      =sJ ' Momentos de inercia respecto de un eje de uno de los cuerpos 
 
Para simplificar las ecuaciones se puede utilizar las siguientes relaciones: 
 
         31 JJJB +=               31 bbbB +=  

 
         42 JJJL +=               42 bbbL +=  
 
De acuerdo con la ecuación (2.28), la razón de cambio de los momentos angulares para los  
cuerpos del láser (L ) y la base (B ),  vistos desde referencias (α  y β ) son: 
 

       kJH ZBB )(
••

= φ
β

 ……………………………………………………………. (4.7) 
 

       
)8.4.(............................................................'.........)cos(

')(')cos.(

''

'''

ksenJJ

jJisenJJH

LZLZ

LYLXLXL

θφθθφ

θθφθθφ
α

••••

••••••

−

++−−=
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Los momentos M  generados por los cuerpos, de acuerdo con la ecuación (2.27), son: 
 

 kJM ZBB )(
••

= φ   …………………………………………………………….. ..(4.9) 
 

)10.4..(..............................'.........))cos()((

'))(cos('))cos(cos)((

'''

'''

2

'''

ksenJsenJJ

jJJJsenisenJJJM

LZLXLY

LYLXLZLXLYLZL

θφθθφθθφ

θθθφθφθθφθθφ
••••••

•••••••••

+−+−−

++−++−−=

 
Se denota con bLM  al momento generado por la fricción en los rodamientos del láser y con 

1T  al torque generado por el motor del láser. Entonces, de acuerdo con la ecuación (2.24), 
al realizar la suma de momentos respecto del eje y’, se tiene: 
 
     1')( TMM bLyL =+  ………………………………………………………… (4.11) 

 
El valor de bLM  está dado por la ecuación (2.10) y el de ')( yLM  por la ecuación (4.10), al 

substituirlos en la ecuación (4.11), se tiene: 
 

    1'''

2

cos)( TbJsenJJ LLYLXLZ =+++−
••••
θθθθφ  ………….…….................. (4.12) 

 
Se denota con bBM  al momento generado por la fricción en los rodamientos de la base y 

con 2T  al torque generado por el motor de la base. Entonces, de acuerdo con la ecuación 
(2.24), al realizar la suma de momentos respecto del eje Z, se tiene:  
 
    2)()( TMMM bBKLKB =++  ……………………………………………… (4.13) 

 
Para utilizar la ecuación anterior se debe considerar lo siguiente: 
 
    θθ senMMM iLKLKL '' )(cos)()( −=  

 
Los momentos de inercia KBM )(  y  KLM )(  se encuentran dados por las ecuaciones (4.9) y 

(4.10) respectivamente, mientras que el momento generado por la fricción bBM  está dado 

por la ecuación (2.10). Al sustituir estos términos en la ecuación (4.13), se tiene: 

)14.4......()cos)(2()cos( 2''
2

'
2

' TbsenJJsenJJJ BLZLXLXLZZB =+−+++
••••
φθθθφθθ  

 
Considerando que  LZLX JJ '' = ,  las ecuaciones (4.14) y (4.12) quedan: 
 

 
………………………………………………………… (4.15) 

      2' )( TbJJ BLZZB =++
•••
φφ  ……………………….……………………........ (4.16) 

 

1' TbJ LLy =+
•••

θθ
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Estas últimas 2 ecuaciones corresponden al análisis por medio del método de D’Alembert 
de 2 sistemas independientes, compuestos de 1 cuerpo cada uno, con movimiento sólo 
alrededor de un eje y excitados por medio de los torques 1T  y 2T  respectivamente. Por lo 
tanto, bajo estas condiciones se puede considerar un modelo simplificado de la parte 
mecánica de la cabeza de medición, como el que se muestra en la figura 4.3.  
 

 
Figura 4.3: Modelo simplificado de la parte mecánica. 

 
4.4  Modelo mecánico simplificado con tren de engranes 

 
Para incrementar el torque generado por los motores se agrega al sistema de movimiento un 
tren de engranes reductor de velocidad no inversor en la flecha de cada motor, con 
relaciones de transmisión 1N  y 2N , para los sistemas del láser y la base respectivamente. 
Considerando que no existen deslizamientos, ni fricción entre los engranes y despreciando 
sus momentos de inercia, se tienen 2 sistemas independientes con un tren de engranes y con 
una nueva asignación de parámetros, como se muestra en la figura 4.4. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 4.4 Modelo simplificado de la parte mecánica con tren de engranes. 
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Donde:    2'1 yJJ =                    =1b Coeficiente de fricción en el láser 

               4'2 yJJ =                     =2b Coeficiente de fricción en el rotor del motor del láser 

               LZZ JJJ '13 +=            =3b Coeficiente de fricción en la base 

                34 ZJJ =                    =4b Coeficiente de fricción en el rotor del motor de la base 

 
Realizando la suma de momentos respecto del eje de rotación del cuerpo 1, se tiene: 
 

    111 eTbJ =+
•••
θθ  ……………………………………………………..………. (4.17) 

 
Realizando la suma de momentos respecto del eje de rotación del cuerpo 2, se tiene: 
 

    1222 TTbJ eee =++
•••
θθ  ………………………………………………............ (4.18) 

 
De las ecuaciones (2.11) y (2.12), obtenidas del análisis del modelo de un tren de engranes 
ideal, se tienen las siguientes ecuaciones: 
 
    211 ee TNT =   …………………………………….…….………………..….. (4.19) 

 
    θθ 1Ne =   ………………………………………...……………...………... (4.20) 

 
Por medio de substituciones de las ecuaciones (4.18), (4.19) y (4.20),  en (4.17) se obtiene: 
 

    1
1

1
2

12

1

1
2

12 T
N

bNb

N

JNJ =








 ++








 + •••
θθ  ……………………………..………… (4.21) 

 
Realizando un análisis similar al anterior para el segundo sistema de la figura 4.4 (sistema 
de la base), se obtiene la siguiente ecuación: 
 

    2
2

3
2

24

2

3
2

24 T
N

bNb

N

JNJ
=












 +
+












 + •••
φφ …………………………………….. (4.22) 

 
 

4.5  Modelo simplificado del sistema electromecánico 
 
Considerando que el torque 1T  y 2T , de las ecuaciones (4.21) y (4.22), son producidos por 
motores de CD con excitación separada o con un motor de imán permanente, se puede 
tomar su circuito equivalente mostrado en la figura 3.5 y agregarlo a los sistemas de la 
figura 4.4 para obtener los sistemas electromecánicos del láser y la base, como los que se 
muestran en la figura 4.5. 
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Los torques 1T  y 2T  están dados por la ecuación (3.2) y las FEM’s inducidas 1E  y 2E  están 
dadas por la ecuación (3.5). Del circuito equivalente del motor del primer sistema de la 
figura 4.5, se obtiene: 
 

    1
1

11111 E
dt

di
LRikV a

aaaa ++=  ……………….……………………….……. (4.23) 

 
Figura 4.5 Modelo simplificado de la cabeza de medición. 

 
 
Substituyendo las ecuaciones (4.23), (3.2) y (3.5) en la ecuación (4.21), se obtiene: 
 

    

( ) ( )

)24.4.........(..................................................)(

)()(
1

11
1

1
1

2
12

11

1

1
2

1211
2

121
11

1
2

12
11

1

Vk
N

K
bNb

NK

R

bNbLJNJR
NK

JNJ
NK

L

a
V

t

a

aa
tt

a

=







++

++++++

•

•••••

θ

θθ
 

 
Realizando un análisis similar al anterior para el segundo sistema de la figura 4.5,  se 
obtiene la ecuación diferencial para el ángulo φ  , la cual está definida por: 
 

    

( ) ( )

)25.4......(..................................................)(

)()(
1

22
2

2
3

2
24

22

2

3
2

2423
2

242
22

3
2

24
22

2

Vk
N

K
bNb

NK

R

bNbLJNJR
NK

JNJ
NK

L

a
V

t

a

aa
tt

a

=







++

++++++

•

•••••

φ

φφ
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Estas 2 últimas ecuaciones proporcionan el valor de los ángulosθ  yφ  respecto del tiempo, 

debido a los voltajes de excitación de los motores 1V  y 2V . Por lo tanto, este modelo 
matemático describe la dinámica del sistema de movimiento de un goniómetro láser, y el 
cual consta de 2 ecuaciones diferenciales de tercer orden, con coeficientes constantes e 
independientes entre sí, donde los voltajes en los motores proporcionan la excitación del 
sistema. 
 
El grado de las ecuaciones diferenciales obtenidas está dado por los elementos que tienen la 
propiedad de almacenar energía y que componen el modelo electromecánico considerado 
en este trabajo, tales elementos son: la masa, la cual almacena energía mecánica, y las 
bobinas (inductores) de los motores, las cuales almacenan energía eléctrica. 
 
 
 
          



Capítulo 5: Análisis de un goniómetro láser comercial                                               

 

43 

 

Capítulo 5: Análisis de un  goniómetro láser comerc ial 
 
En este capítulo se utilizan los modelos matemáticos obtenidos en el capítulo 4 para obtener 
el comportamiento de un goniómetro láser real. La cabeza de medición modelo MS-1S250 
de Canon fue elegida  para su análisis debido a sus características de portabilidad y 
desempeño. Los parámetros necesarios para el análisis son obtenidos y calculados a partir 
de las hojas de especificaciones de dicho modelo. 
 

5.1   Especificaciones de la cabeza de medición MS-1S250 de Canon  
 
La cabeza de medición MS-1S250 de Canon es un sistema para la medición de ángulos con 
alta precisión para goniómetro láser, como se describe en 4.1. En el apéndice A se muestran 
las hojas de especificaciones de este modelo y algunas de sus principales características del 
sistema son: 
 
Rango de Movimiento    Láser: ±22.5°                      Base: ±185° 
Frecuencia de Muestreo )( sf     Láser: 17857 [Hz]               Base: 17857 [Hz]                 

Tiempo de asentamiento )( st       Láser: 50 [ms]                     Base: 50 [ms]                

Sobrepaso )( PM     Sistema: 5% máximo 

Resolución    Láser: 0.18 [arc-seg]           Base: 0.18 [arc-seg]               
Fuente de Alimentación    Sistema: +5, +12 [V] 
Peso Total    Sistema: 7.3 [Kg] 
 
 
 

5.1.1   Parámetros de los motores  
 

Los motores de CD de la cabeza de medición MS-1S250, de acuerdo a las hojas de 
especificaciones mostradas en el apéndice A, tienen las siguientes características: 
 
Para el láser:                                        Para la base: 
 

].[102 27
2 mKgJ −×=                          ].[104.35 27

4 mKgJ −×=  

[ ]Ω= 38.01aR                                      [ ]Ω= 6.22aR  

=1aL 0.13 [mH]                                 =2aL 0.9 [mH] 

=1tK 0.0118 






A

mN.
                         =2tK 0.093 






A

mN.
 






=
srad

mV
KV /

7.91                               




=
srad

mV
KV /

502  

                                                   
Debido a que los datos de las constantes de velocidad VK  (Back EMF) no están 

disponibles, estos datos se supusieron con los valores mostrados arriba. 
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5.1.2 Dimensiones externas  
 

 
Figura 5.1 Dimensiones externas de la cabeza de medición MS-1S250 

 
 

5.2 Cálculo de parámetros de la parte mecánica 
 
Debido a que se utiliza un modelo lineal y de parámetros concentrados, como el que se 
analizó en el capítulo 4, en el sistema mecánico sólo se consideran como parámetros a la 
inercia de los cuerpos y la fricción existente en los rodamientos, ya que la torsión en las 
barras de los motores se puede despreciar para este sistema debido a los valores de las 
constantes de torsión en las flechas de los motores, como se mostrará en 5.2.3. 

 
 
5.2.1   Cálculo de los momentos de inercia 

 
Tomando como referencia a la figura 4.2, la cabeza de medición MS-1S250 mostrada en la 
figura 5.1 se puede dividir en diferentes cuerpos para facilitar el cálculo de los momentos 
de inercia de la siguiente forma: 
 
Para 2'YJ (Láser):  

1 cilindro de radio 1r =3 [cm], de largo 1L =2.7[cm] y con una masa 1m =0.8 [kg]. 
 
Para 4''YJ (Rotor del motor del láser):  

1 cilindro de radio 2r =0.5 [cm], de largo 2L = 3 [cm], con una masa  2m =0.02 [kg] y         

separado del eje Z una distancia 2d =2 [cm]. 
 
Para 1ZJ (Base):  

1 placa circular de radio 3r =5 [cm] y de masa 3m =0.6 [kg]. 

 2 cilindros iguales de radio 4r =3.5 [cm], de masa 4m =1.2 [kg], de largo 1.114 =L  [cm] y 

separados una distancia 4d =3.6 [cm] del eje Z. 
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Para 2'ZJ (Láser):  

Mismo cuerpo que para 2'YJ . 
 
Para 4''ZJ  (Rotor del motor del láser):  

Mismo cuerpo que para 4''YJ . 
 
Para 3ZJ (Rotor del motor de la base):  

1 cilindro de radio 5r = 2 [cm] y con una masa 5m =0.1 [Kg]. 

 
Aplicando la ecuación (2.21) a los cuerpos ya mencionados, se tiene:  
 

    2
112'1 2

1 rmJJ Y ==   ……………………………………..…….... (5.1) 

 
    4''2'13 ZZZ JJJJ ++=  ………………………………………..….. (5.2) 
 

    [ ]2
44

2
44

2
44

2
331 12

1
4

122
1 dmLmrmrmJZ +++=  …………..…… (5.3) 

 

    11
2

112' 12
1

4
1 LmrmJZ +=  ………………………………..…….. (5.4) 

 

    2
1222

2
224'' 12

1
4

1 dmLmrmJZ ++=  ………………………..….... (5.5) 

 
Substituyendo los valores en las ecuaciones anteriores, se tiene: 
 
    ].[106.3 24

1 mKgJ −×=  
 
    ].[103.7 23

3 mKgJ −×=  
 
 

5.2.2   Obtención de las constantes de fricción 
 

Los coeficientes de fricción dinámica en los rodamientos es un dato no disponible y es una 
constante que se debe medir directamente para cada sistema, por lo que estos valores se 
proponen como: 
 
 

    




=
srad

mN
b

/

.
0029.01                 




×= −

srad

mN
b

/

.
103.1 6

2                   

    




=
srad

mN
b

/

.
009.03                   




×= −

srad

mN
b

/

.
104 5

4  
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5.2.3   Cálculo de las constantes de torsión 
 

Se considera a 1k  y 2k  como las constantes de torsión en las flechas de los motores del 

láser y la base respectivamente. La flecha del motor del láser tiene un radio =1R 0.002 [m], 

una longitud =1l 0.005 [m] y hecha de acero con ]/[1084.7 210
1 mNG ×= . La flecha del 

motor de la base tiene un radio=2R 0.0035 [m], una longitud =2l 0.01 [m] y hecha de acero 

con ]/[1084.7 210
2 mNG ×= . Aplicando la ecuación (2.9), para el cálculo de las constantes 

de torsión, se tiene: 
 

    1
1

4
1

1 2

.
G

l

R
k

π=  …………………………………………..………... (5.6) 

 

    2
2

4
2

2 2

.
G

l

R
k

π
=  …………………………………………..……….. (5.7) 

 
Substituyendo los valores en las ecuaciones anteriores, se tiene: 
 

    




=
rad

mN
k

.
3941  

 

    




=
rad

mM
k

.
18482  

 
Se observa que los valores de las constantes de torsión (k) son muy grandes comparados 
con los valores de las constantes de fricción )(b  y de los momentos de inercia )(J , esto es 
debido al material con que están construidos y a las dimensiones del goniómetro láser. En 
el apéndice C se muestra como para este caso en particular los efectos de la torsión en las 
barras de los motores es despreciable para la respuesta del sistema y por tanto, se puede 
considerar como un cuerpo rígido.  
 
 

5.3 Obtención de las funciones de transferencia de los sistemas mecánicos 
 
Utilizando los modelos matemáticos para los sistemas mecánicos sin torsión, expresados 
por las ecuaciones (4.21) y (4.22), substituyendo los valores calculados para dicho sistema 
y considerando un tren de engranes para el motor del láser con valores de  8/11 =N  y para 

el motor de la base de 20/12 =N , se tiene: 
 
Para el láser: 
 

    1
34 10664.210135.1 T=×+×

•
−

••
− θθ  …………………….………… (5.8) 
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La función de transferencia se obtiene por medio de la ecuación (1.2) y queda: 
 

    
ss

sH
4713.23

5726.8810
)(

2 +
=  …………………………………..….…… (5.9) 

 
Para la base: 
 

    2
33 102.2610945.4 T=×+×

•
−

••
− φφ  ………………..……………… (5.10) 

 
La función de transferencia se obtiene por medio de la ecuación (1.2) y queda: 
 

    
ss

sH
2982.5

2244.202
)(

2 +
=  ……………………………………………. (5.11) 

 
 

5.3.1   Análisis de estabilidad 
 

De acuerdo con el criterio de estabilidad para sistemas continuos establecido en 1.6, la 
estabilidad depende de los polos de la función de transferencia, los cuales se muestran a 
continuación: 
 
    Para el láser:                               Para la base:  
 
    01 =P                                          01 =P       

    4713.232 −=P                            2982.52 −=P  
 
Al observar los polos de las funciones de transferencia, tanto del láser como de la base, se 
concluye que ambos sistemas no son estables, ya que tienen un polo con un valor de cero. 
A este tipo de sistemas también se les llama oscilatorios. 
 
 

5.4 Obtención de las funciones de transferencia de los sistemas electromecánicos 
 
Para la obtención de las funciones de transferencia se utilizan los modelos matemáticos 
para los sistemas electromecánicos sin torsión, expresado por las ecuaciones (4.24) y 
(4.25), para los sistemas del láser y la base respectivamente. Considerando un tren de 
engranes y un amplificador para el motor del láser con 8/11 =N  y  51 =ak . Para el motor 

de la base con 20/12 =N  y 402 =ak .  Substituyendo los valores, tanto mecánicos como 

eléctricos, se tienen: 
 
Para el láser: 
 

    11
37 896.0105047.1101338.5 Vka=+×+×

•••
−

•••
− θθθ   ……………... (5.12) 
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La función de transferencia se obtiene por medio de la ecuación (1.2) y queda: 
 

    
sss

sH
0835.174543079.2931

85.9739187
)(

23 ++
=  ……………………… (5.13) 

 
Para la base: 
 

    22
6 0349.101219.0102174.4 Vka=++×

••••••
− φφφ  …………………. (5.14) 

 
La función de transferencia se obtiene por medio de la ecuación (1.2) y queda: 
 

    
sss

sH
99.2453977571.2891

996.9484472
)(

23 ++
=  ……………………….. (5.15) 

 
 

5.4.1   Análisis de estabilidad 
 

De acuerdo con el criterio de estabilidad para sistemas continuos, establecido en 1.6, la 
estabilidad depende de los polos de la función de transferencia, los cuales se muestran a 
continuación: 
 
    Para el láser:                               Para la base:  
 
    01 =P                                          01 =P       

    268.28702 −=P                           247.28042 −=P  

    81.603 −=P                                 509.873 −=P  

 
Al igual que para los sistemas mecánicos los polos con valor de cero se mantienen, por lo 
que los 2 sistemas electromecánicos no son estables. Para tal condición se hace necesario 
un esquema de control que modifique la ubicación de los polos de las funciones de 
transferencia de ambos sistemas, para que estas cumplan con los criterios de estabilidad y 
con los requerimientos de desempeño. 
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Capítulo 6: Sistemas de control 
 
En este capítulo se presenta el marco teórico de los sistemas de control con 
retroalimentación analógicos y digitales. Se analiza el funcionamiento de los controladores 
PID digitales, así como algunas técnicas de diseño.  Se describen las principales 
características de los sistemas de control y sus componentes. 
 

6.1 Sistema de control con retroalimentación  
 
Los sistemas de control retroalimentados o también llamados control de lazo cerrado son 
aquellos en los cuales la señal de error actuante, que es la diferencia entre la señal de 
entrada y la de retroalimentación, entra al controlador para reducir el error y llevar la salida 
a un valor deseado.  

En este tipo de sistemas, las señales de salida y de entrada están relacionadas mediante un 
bucle de realimentación, a través del cual la señal de salida influye sobre la de entrada. De 
esta forma, la señal de salida tiene efecto sobre la acción de control. 

Estos sistemas de control se pueden representar mediante el siguiente esquema: 

 
Figura 6.1 Esquema general de un sistema de control con retroalimentación. 

En estos sistemas existe un elemento denominado sensor, que es capaz de detectar los 
cambios que se producen en la salida y llevar esa información al dispositivo de control, que 
podrá actuar de acuerdo con la información recibida para conseguir la señal de salida 
deseada. 

Por tanto, los sistemas de control en lazo cerrado son capaces de controlar en cada 
momento lo que ocurre a la salida del sistema, y modificarlo si es necesario. De esta 
manera, el sistema es capaz de funcionar por sí solo de forma automática y cíclica.  
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6.2 Sistemas de control digitales  
 
Los sistemas de control se consideran digitales cuando operan sobre señales discretas en 
alguna o en todas las etapas del sistema de control. Los controladores digitales son la 
manera más versátil de compensar un sistema de control de datos discretos. En general 
estos pueden implementarse con computadoras digitales, microprocesadores o procesadores 
digitales de señales (DSP). En comparación con los controladores de datos continuos, los 
digitales tienen mejores desempeños y su algoritmo de control puede modificarse con 
facilidad. Su esquema típico se muestra en la figura 6.2: 
 

 
Figura 6.2 Esquema general de un sistema de control digital con retroalimentación. 

 
En el diagrama de bloques  de la figura 6.2, el controlador digital está representado por 

)(zD , el proceso que se desea controlar por)(sH , la función del sensor por )(sG  y el 
bloque de ROC representa un retenedor de orden cero. La señal de entrada al sistema es 

)(tu  y la de salida es )(ty . La señal )(1 te  es la señal de error, la cual entra a un muestreador 

ideal con un periodo de muestreo de T, y se convierte en )(1 kTe , con =k 0,1,2,…..El 

controlador digital efectúa ciertas operaciones lineales sobre )(1 kTe  y genera la secuencia 

de salida )(2 kTe , que al pasar por el ROC  produce la señal continua )(3 te , que finalmente 

es la señal de entrada al proceso a controlar. 
 
 

6.2.1   Controladores digitales  
 

Un controlador digital se puede representar por una función de transferencia )(zD  

representada en la ecuación (6.1)  y que al desarrollarla en una serie de potencia en 1−z , los 
coeficientes de la serie son los valores de la secuencia de ponderación del controlador 
digital. El coeficiente del termino kz− , =z 0,1,2,…, corresponde al valor de la secuencia de 
ponderación en kTt = . Para que el controlador sea físicamente realizable, el desarrollo de 

)(zD  en serie de potencias no debe tener potencia positiva alguna en z , por lo que la 
ecuación 6.1 se debe cumplir que mn ≥ , donde m y n son enteros positivos. 
 

     
n

n

m
m

zazaa

zbzbb
zD −−

−−

+++
+++

=
....

....
)(

1
10

1
10   ………………………………..….. (6.1) 
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6.2.2   Muestreo de señales continúas  

Los sistemas de control en tiempo discreto pueden operar en parte en tiempo discreto y en 
parte en tiempo continuo. “Muestreo es el proceso de conversión de señales continúas en 
señales discreta en el tiempo y el más usual es el muestreo periódico, en el cual los 
instantes de muestreo están igualmente espaciados cada T segundos” [9]. Un muestreador 
real es un mecanismo que entrega un tren de pulsos cuya amplitud corresponde a los 
valores de la señal análoga a  muestrear en el instante que se produce el muestreo. 

El muestreador ideal es el que se logra mediante impulsos y se puede pensar que el 
interruptor se cierra instantáneamente cada periodo de muestreo T y genera impulsos 
x(kT)δ(t – kT). El muestreador mediante impulsos se presenta por conveniencia matemática, 
éste es un muestreador ficticio que no existe en el mundo real. 

 

 

Figura 6.3 Muestreador ideal. 

Si la señal de tiempo continuo x(t) se muestrea mediante impulsos en forma periódica, la 
señal muestreada se puede representar de manera matemática mediante: 

       ( ) ( )kTttxtx
k

−=∑
∞

=

δ
0

* )(     ……………………………………….… (6.2)                 

Aplicando la transformada de Laplace, definida en la ecuación (1.3), a la señal muestreada 
mediante impulsos, se tiene: 

     ( )∑
∞

=

−=
0

* )(
k

kTSekTxsx  ……………………………………….……… (6.3) 

Definiendo a STez = , la ecuación (6.3) queda de la siguiente manera: 

      ( )∑
∞

=

−==
0

* )()(
k

kzkTxzxsx ……………………………….………... (6.4) 
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De donde se define a la transformada zeta como en la ecuación (1.17). En los sistemas 
discretos se acostumbra utilizar la trasformada Z en lugar de la trasformada de Laplace por 
sencillez en las operaciones matemáticas.   

6.2.3   Retención de datos  

“La retención de datos es un proceso de generación de una señal en tiempo continuo )(tx  a 
partir de una secuencia en tiempo discreto )(kTx ” [9]. El retenedor de datos más sencillo 
es el retenedor de orden cero. 

En la Figura 6.4 se observa un retenedor de orden cero. La señal muestreada  x*(t)  pasa a 
través del retenedor de orden cero. El circuito retenedor suaviza la señal muestreada para 
producir la señal )(txROC , la cual es constante desde el último valor muestreado  hasta que 
se puede disponer de la siguiente muestra. 

 

 

Figura 6.4 Retenedor de orden cero. 

Si se considera que una señal )(kTx , con k=0,1,2,…,n,  entra a un retenedor de orden cero, 
su respuesta )(ty  de manera matemática será: 

    [ ]∑
=

−− +−−−=
n

k

TktukTtukTxty
0

11 ))1(()()()(  ……………………… (6.5) 

Aplicando la trasformada de Laplace a )(ty , se tiene: 

   )(
1

)(
1

)(
0

sx
s

e
ekTx

s

e
sy

sTn

k

kTs
sT −

=

−
− −=−= ∑  ………………………….. (6.6)  

Por lo que la función de transferencia de un retenedor de orden cero es: 

   
s

e
sG

sT

ROC

−−= 1
)(  …………………………………………………… (6.7) 
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6.3 Controladores PID  

Los controladores PID (Proporcional Integral Derivativo) son uno de los controladores más 
utilizados en el diseño de sistemas de control de datos continuos. El controlador actúa sobre 
la señal de error )(te , para ajustarla y obtener un mejor desempeño del proceso a controlar. 
Definiendo )(tu  como la salida del controlador, la forma final del algoritmo del PID  se 
describe matemáticamente en la ecuación (6.8), en donde el primer termino representa la 
acción proporcional, el segundo la acción integral y el tercero  la acción derivativa. 

    ∫ ++=
t

dip dt

tde
ktdtektektu

0

)(
)()()()(  ………………………………. (6.8) 

 
Aplicando la transformada de Laplace a la ecuación (6.8) se obtiene su función de 
transferencia, como se muestra en la ecuación (6.9). 
 

    
s

ksksk
sk

s

k
ksD IPd

d
i

p

++
=++=

2

)(  …………………………….. (6.9) 

 
El control proporcional multiplica )(te  por una constantePK , el control integral multiplica 

la integral con respecto del tiempo de )(te  por una constanteiK  y el control derivativo 

genera una señal dK veces la derivada con respecto al tiempo de )(te . La función del 

control integral es la reducción del error de estado estacionario. El control derivativo 
proporciona una acción anticipativa que reduce el sobrepaso y las oscilaciones de la 
respuesta y la función del control proporcional es la disminución de los tiempos de subida. 
 
El uso del PID para control no garantiza control óptimo del sistema o la estabilidad  del 
mismo. Un controlador PID puede ser llamado también PI, PD, P o I en la ausencia de las 
acciones de control respectivas y lo cual depende de los requerimientos de la aplicación.  
 
 

6.3.1   Controladores PID digitales 
 

Para los controladores PID digitales se aplica el mismo principio de los controladores PID 
para datos continuos, que se analizó en 6.3. En general, existen muchas vías para implantar 
de manera digital la integración y la derivación. 
 
El método más común para aproximar la derivada de )(te , en Tt = , que origina una 
función de transferencia físicamente realizable, es el que se muestra en la ecuación (6.10), 
donde al tomar la transformada Z se obtiene la función de transferencia del controlador 
derivativo digital. 
 

    
[ ]( )

Tz

z
K

T

TkekTeK
ZzD D

D
D

1)1()(
)(

−=






 −−
=  …………………… (6.10) 
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“Los métodos más usuales para la integración son la rectangular hacia atrás, hacia delante y 
mediante la transformada bilineal” [9]. En la tabla 6.1 se muestran las funciones de 
transferencia para estos métodos, tanto en la acción integral )(zDI , como del controlador 
PID total )(zD . 
 
 )(zDI  )(zD  

Integración 
rectangular 
 hacia atrás 

1−z

T
K I  

)1(

)2()( 22

−
+−−++

zTz

KzKTKTKzKTK DDPIDP  

Integración 
rectangular 
 hacia delante 

1−z

Tz
K I  

)1(

)2()( 22

−
++−++

zTz

KzKTKzTKKTK DDPIDP  

Integración con  
transformación 
bilineal 

1

1

2 −
+

z

zT
K I

 
)1(2

2)42()22( 222

−
+−−+++

zTz

KzKTKTKzTKKTK DDPIIDP

 
Tabla 6.1 Error en régimen permanente para distintos tipos de sistemas 

 
La figura (6.5) muestra el diagrama de bloques del controlador digital PID. 
 

 
Figura. 6.5 Diagrama de bloques de un controlador PID. 

 
 

6.4 Frecuencia de muestreo en sistemas de control digital  
 
Los 2 aspectos más importantes a considerar en la elección de la frecuencia de muestreo 
son: el costo y la eficacia de control. Bajar la frecuencia de muestreo significa un menor 
costo de los elementos que componen el sistema de control. Por eso es conveniente elegir la 
frecuencia de muestreo menor posible. Sin embargo, hay muchos factores que proporcionan 
una cota inferior a las frecuencias aceptables. 
 
Un límite absoluto para muestrear está establecido por el teorema del muestreo. “Para 
reconstruir señales de frecuencia BWw , hay que muestrear por lo menos a frecuencia 

BWs ww 2= , donde BWw  representa el ancho de banda del sistema en lazo cerrado” [9]. La 

limitación dada por el teorema del muestreo es para evitar los efectos de “aliasing”, pero de 
todas maneras, es un límite teórico y casi nunca satisface las especificaciones de calidad de 
respuesta. Se suelen usar periodos de muestreo mayores a 20 vecesBWw . Esto se hace para 

reducir el retraso entre las órdenes y las respuestas, alisar la salida del ROC y para tener un 
mejor rechazo al ruido, principalmente los de alta frecuencia. 
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6.5 Diseño discreto de sistemas de control digital  
 
El diseño discreto en un sistema de control digital, como el mostrado en la figura 6.6, 
consiste en calcular la función de transferencia del controlador )(zD  directamente, sin 
partir de una )(sD .  

 
Figura 6.6 Diagrama de bloques de un sistema de control digital 

 
Para un sistema de datos continuos descrito por la función de transferencia )(sH  y 

precedida por un ROC, la función de transferencia discreta equivalente )(zH ROC  vendrá 

dada por: 
 

     ( ) ( ) ( )






−= −

s

sH
ZzzH ROC

11  ……………………………………….. (6.11) 

 
Esta ecuación se obtiene a partir de la función de transferencia del ROC, que se muestra en 
la ecuación (6.7) y que permite obtener una )(zH ROC  equivalente a la acción del proceso de 

retención de datos y del proceso a controlar. 
 
Una vez que tenemos a todo el sistema de control en el dominio discreto, lo que se necesita 
es encontrar la función de transferencia entre )(kTu  e )(kTy . Por consiguiente, se plantean 
las siguientes ecuaciones: 
 
    )()()()()()( 11 zezGzHzDzuze ROC−=  ……………………………… (6.12) 

 
   )()()()( 1 zezHzDzy ROC=  …………………………………………… (6.13)  

 
Despejando )(1 ze  de la ecuación (6.12) y substituyéndola en la ecuación (6.13), se obtiene 
la función de transferencia del sistema en lazo cerrado: 
 

    
)()()(1

)()(

)(

)(
)(

zGzHzD

zHzD

zu

zy
zG

ROC

ROC
LC +

==  …………………….……… (6.14) 
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6.6 Características de desempeño de un sistema de control 
 
Entre las características de desempeño más importantes de un sistema de control en lazo 
cerrado, como el mostrado en la figura 6.6, se tienen:  
 
1.- Error en estado estable. 
2.- Respuesta transitoria: 
    a) Estabilidad 
    b) Tiempo de subida (dt ) 

    c) Sobrepaso ( PM ) 

    d) Tiempo de asentamiento (st ) 

3.- Rechazo al ruido. 
 
 
6.6.1   Error en régimen permanente 

 
“Se define el error del sistema como la diferencia entre el valor deseado a la salida y el 
valor real” [8]. Considerando un sistema como el de la figura 6.6, en el cual se considera 

1)( =zG , la señal de error )(1 ze se puede calcular a partir de la ecuación (6.12) como: 
 

    
)()(1

)(
)(1 zHzD

zu
ze

ROC+
=  …………………………………………… (6.15) 

 
Si el sistema es estable, el valor del error en régimen permanente se puede calcular a partir 
del teorema del valor final: 
 

     ( )
)()(1

)(
1lim 1

1 zHzD

zu
ze

ROC
z +

−= −

→∞  ……………………….....……… (6.16) 

 
Utilizando la ecuación (6.16), se tiene que el error en régimen permanente depende del 
número de polos del sistema en z = 1. Definimos el tipo de un sistema como el número de 
polos que tiene la función de transferencia en lazo abierto en z = 1. Dependiendo del tipo 
del sistema, el error en régimen permanente ante secuencias de entrada normalizadas será: 
 

Sistema Entrada 
escalón 

Entrada 
rampa 

Entrada 
parábola 

Tipo 0 

pK+1

1
 ∞ ∞ 

Tipo 1 
0 

vK

T
 ∞ 

Tipo 2 
0 0 

aK

T 2

 

Tabla 6.2 Error en régimen permanente para distintos tipos de sistemas 
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En la tabla 6.2 las constantes de error PK , VK  y aK  están definidas por: 

 
    )()(lim

1
zHzDK ROC

z
error →

=  ……………………………………..…… (6.17)  

 
 

6.6.2   Respuesta transitoria  
 
Estabilidad: La estabilidad de un sistema puede ser afectada al agregar un sistema de 
control, ya que su función de transferencia de lazo cerrado se modifica, por lo que para 
garantizar la estabilidad de un sistema, como el mostrado en la figura 6.6, la función de 
transferencia del mismo debe cumplir con lo establecido en 1.11. 
 
Tiempo de subida (dt ): Es el tiempo en que la respuesta tarda en alcanzar su valor final por 

primera vez, como se muestra en la figura 1.3. 
 
Sobrepaso ( PM ): Es el porcentaje del valor de la respuesta en estado transitorio que supera 
al valor de la respuesta en estado permanente, como se muestra en la figura 1.3. 
 
Tiempo de asentamiento (st ): Tiempo en que tarda la respuesta en no superar un porcentaje 

de error sobre el valor final (comúnmente 2%), como se muestra en la figura 1.3. 
 
 
6.6.3   Rechazo al ruido  

 
Si se considera un sistema de datos discreto en lazo cerrado, con una fuente de ruido )(zw , 
como el que se muestra en la siguiente figura: 

 
Figura 6.7 Sistema de control digital con una fuente de ruido 

 
Donde la señal de error )(ze  está dada por la siguiente ecuación: 
 

     
)()(1

)()()(
)(

zHzD

zHzwzu
ze

+
−=  ………………………………………..…. (6.18) 
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Se observa que la contribución del ruido )(zer  a la señal de error )(ze es: 
 

     )()()(
)()(1

)(
)( zwzGzw

zHzD

zH
ze rr =

+
=  …………………….…… (6.19) 

 
Por lo que si se considera un ruido con frecuencia w, entre más  pequeño sea el valor de 

)(zer  significa que el ruido es rechazado de mejor manera por el sistema. Por lo tanto, “la 

respuesta en frecuencia de )(zGr  muestra las frecuencias en que los ruidos son rechazados 

por el sistema,  para lo cual se necesita que )(zGr  sea mucho menor que 1” [8]. 

 
 

6.7 Diseño de controladores digitales utilizando el lugar geométrico de las raíces  
 
“El lugar geométrico de las raíces es una gráfica donde se muestra la variación de las raíces 
de la ecuación característica del sistema en lazo cerrado cuando un parámetro del sistema, 
generalmente la ganancia, varia desde cero hasta infinito” [11]. Si se considera un sistema 
realimentado como el de la figura 6.6, donde CK  es la ganancia del sistema en lazo abierto, 
su función de transferencia de lazo cerrado estará dada por: 
 
 

    
)()()(.1

)()(.
)(

zGzHzDK

zHzDK
zG

ROCc

ROCc
LC +

=  ………………………..……… (6.20) 

 
Donde su ecuación característica es: 
 
       0)()()(.1 =+ zGzHzDK ROCc  …………………………….……… (6.21) 

 
El diseño con el lugar geométrico de las raíces consiste en determinar los parámetros del 
sistema y el controlador, de modo que las raíces de la ecuación característica se encuentren 
en las posiciones deseadas. Para sistemas de orden mayor a tres, en general es muy difícil 
establecer la relación entre los parámetros del controlador y las raíces de la ecuación 
característica. El diseño de un sistema de datos discretos en el plano z mediante el diagrama 
del lugar geométrico de las raíces es esencialmente un método de prueba y error. 

 
 
6.7.1   Diseño por cancelación de polos y ceros  

Una práctica común en el diseño de sistemas de control, ya sea en el plano s o en el z, es el 
intento de cancelar los polos y ceros no deseables del proceso bajo control con polos y 
ceros del controlador, y añadir a la función de transferencia de lazo abierto polos y ceros 
nuevos en posiciones más ventajosas a fin de cumplir con las especificaciones de diseño. Se 
considera un controlador digital PID, con el cual se desea  cancelar  el efecto de alguno o 
ambos polos del controlador (1P  y 2P ), con función de transferencia del controlador )(zD . 



Capítulo 6: Sistemas de control 

 

59 
 

     
)1(

))((
)( 21

−
−−

=
zz

PzPz
KzD c  …………………………………….…. (6.22) 

El esquema de compensación por cancelación de polos y ceros no siempre proporciona una 
solución satisfactoria, ya que si los polos no deseables están muy cerca del círculo unitario 
del plano z, la cancelación inexacta, algo que siempre sucede en la práctica, da como 
resultado problemas con la estabilidad del sistema. 
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Capítulo 7: Sistema de control para un goniómetro l áser 
 
En este capitulo se diseña un sistema de control digital con un controlador PID, para 
solucionar los problemas de inestabilidad en el sistema electromecánico del goniómetro 
láser, como se mostró en los capítulos 4 y 5. También por medio de este sistema de control 
se logra cumplir con un desempeño similar al del modelo MS-1S250 de Canon. 
 
 

7.1      Requerimientos de desempeño 
 
De acuerdo con las características de desempeño de la cabeza de medición modelo MS-
1S250 de Canon, se tiene que el sistema de control debe de cumplir con las siguientes 
condiciones: 
 
Error en estado estable para entrada escalón: 0. 
Sobrepaso: 5% máximo. 
Tiempo de asentamiento: Paso de 1.0° en 50 [ms]. 
Velocidad de movimiento del espejo: 0° a 90° [1/s]. 
 
 

7.2     Desempeño del sistema con retroalimentación 
 
Con un sistema de control con retroalimentación para los sistemas del láser y la base como 
el que se muestra en la figura (7.1), se intenta lograr la estabilidad de los sistemas y cumplir 
con los requerimientos de desempeño.  
 

Fig. 7.1 Sistema de control en lazo cerrado sin controlador. 
 
 
Con una excitación  de un escalón 1)( =tu , para el sistema del láser descrito por la 
ecuación (5.13) y para el sistema de la base descrito por la ecuación (5.15), se obtienen las 
siguientes simulaciones por medio de MATLAB [18], y para las cuales sus principales 
características se muestran en la tabla 7.1. Más información acerca de estas simulaciones se 
presenta en el apéndice B. 
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Figura 7.2 Simulaciónes de los sistemas del láser y la base retroalimentados. 

 
 

Obteniendo la función de transferencia de lazo cerrado para los 2 sistemas  por medio de la 
ecuación (6.14), en donde 1)()( == zGzD  y )()( sHzH ROC = , se tiene: 

 
Para el láser: 
 

   
8507.97391870835.174543079.2931

8507.9739187
)(

23 +++
=

sss
sH LC …………………. (7.1) 

 
Para la base: 
 

   
9998.948447299.2453977571.2891

9998.9484472
)(

23 +++
=

sss
sH LC  ………………….. (7.2) 
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De acuerdo con el criterio de estabilidad para sistemas continuos, establecido en 1.7, la 
estabilidad depende de los polos de la función de transferencia, los cuales son: 
 
 Para el láser:                                        Para la base:  

475.28711 −=P                                   491.28051 −=P       

jP 035.50801.293,2 ±−=                    jP 99.38132.433,2 ±−=  

 
Al observar los polos de las funciones de transferencia, tanto del láser como de la base, se 
concluye que ambos sistemas son estables. La estabilidad se obtuvo debido a que la 
retroalimentación negativa movió los polos de las funciones de transferencia. 
 
Los diagramas de Bode de las ecuaciones (7.1) y (7.2) son obtenidos por medio de 
MATLAB [18], y se muestran en la figura 7.3. Definiendo al ancho de banda BWw  como la 

frecuencia donde el diagrama de bode en magnitud es de -3 [db], se obtienen los anchos de 
banda de los sistemas en lazo cerrado y se muestran en la tabla 7.1. 

 

 
Figura 7.3 Diagramas de Bode de los sistemas del láser y la base retroalimentados. 
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 Láser 
 

Base 

Sobrepaso ( PM ) 
 

15.4 % 3.1 % 

Tiempo de subida (dt ) 

 

42.5 [ms] 61.8 [ms] 

Tiempo de asentamiento (st ) 

 

136.7 [ms] 100.3 [ms] 

Error en régimen permanente 
Para una entrada escalón 
 

 
0 

 
0 

Ancho de banda (BWw ) 

 

72.9 [rad/s] 54.5 [rad/s] 

Tabla 7.1 Desempeño de los sistemas del láser y la base al retroalimentarse 
Para una entrada escalón. 

 
 

7.3    Elección de la  frecuencia de muestreo 
 
Para lograr que los sistemas cumplan con los requerimientos de desempeño es necesario 
diseñar un sistema de control. Debido a que la retroalimentación de los sistemas no es 
suficiente para lograrlo, se propone un sistema de control digital, como el que se muestra en 
la figura 7.4, donde )(sH representa el sistema electromecánico y )(zH ROC el equivalente 

discreto de )(sH  y el ROC. 

 
Figura 7.4 Sistema de control digital propuesto para los sistemas 

electromecánicos del láser y la base. 
 
 
El primer paso para el diseño del sistema de control es la elección de la frecuencia de 
muestreo sw . Como se explica en la sección 6.4, la frecuencia de muestreo debe ser 
preferentemente, 20 veces mayor al ancho de banda del sistema continuo en lazo cerrado 
como mínimo. Se propone una frecuencia de muestreo de ][2 KHzf s =  para ambos 
sistemas. En la tabla 7.1 se muestran los valores de los anchos de banda en lazo cerrado 
para ambos sistemas. 
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7.4       Equivalente discreto de H(s) 
 
Para obtener el equivalente discreto de las funciones de transferencia )(sH , se utiliza la 
ecuación (6.11) para una frecuencia de 2 [KHz]. Con lo cual se obtiene: 
 
Para el láser: 
 

   
( )

( )( )( )238.097.01

4834.08861.2
104568.1)(

2
4

−−−
++×= −

zzz

zz
zH ROC  …………………..………. (7.3) 

 
Para la base: 
 

   
( )

( )( )( )2460.09571.01

488.08943.2
104232.1)(

2
4

−−−
++×= −

zzz

zz
zH ROC  ……..………..………. (7.4) 

 
 

7.5      Diseño de un controlador digital PID 
 
Para el diseño de los controladores digitales PID a utilizar en el esquema de control de la 
figura 7.4, se propone un controlador que elimine el polo dominante de )(zH ROC  y 

modifique de manera conveniente la ubicación de los polos en lazo cerrado. Las funciones 
de transferencia del los controladores )(zD se proponen como: 
 
Para el láser: 
 

    
( )( )

)1(

994.097.0
)(

−
−−=

zz

zz
KzD c  …………………………..………………..…. (7.5) 

Para la base: 
 

    
( )( )

)1(

994.09571.0
)(

−
−−=

zz

zz
KzD c  ………………………..………….….……. (7.6) 

 
Por medio del lugar geométrico de las raíces se obtiene que los valores de cK  que logran 

un mejor desempeño de los sistemas de control son: 260=cK  y 280=cK , para los 

sistemas del láser y la base respectivamente. 
 
 

7.6      Desempeño de los sistemas de control digitales 
 
Empleando un sistema de control digital como el de la figura 7.4, donde )(zH ROC  se 

expresa por las ecuaciones (7.3) y (7.4) y )(zD  por las ecuaciones (7.5) y (7.6), para los 
sistemas del láser y la base respectivamente, se calculan las funciones de transferencia  de 
lazo cerrado por medio de la ecuación (6.14): 
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Para el láser: 
 

  
( )( )( )

( )( )( )4165.02508.104735.09938.0

994.01785.07076.204079.0
)(

2 +−+−
−++=
zzzz

zzz
zH LC  ……………….…... (7.7) 

 
Para la base: 
 

  
( )( )( )

( )( )( )4102.02592.104403.09938.0

994.01797.07145.2037.0
)(

2 +−+−
−++=
zzzz

zzz
zH LC  …………….…….. (7.8) 

 
 

7.6.1    Análisis de estabilidad 
 

De acuerdo con el criterio de estabilidad para sistemas discretos establecido en 1.11, la 
estabilidad depende de los polos de la función de transferencia de lazo cerrado (ecuaciones 
(7.7) y (7.8)), los cuales se muestran a continuación: 
 
 Para el láser:                                           Para la base:  

9938.01 =P                                             9938.01 =P  

04735.02 −=P                                         04403.02 −=P  

jP 1594.06254.04,3 ±=                          jP 1172.06296.04,3 ±=  

 
Al observar los polos de ambos sistemas se concluye que ambos sistemas son estables, ya 
que la ubicación de todos sus polos se encuentran dentro del círculo unitario con centro en 
el origen. 
 

7.6.2    Respuesta en frecuencia 
 
La respuesta en frecuencia del sistema se puede observar por medio de los diagramas de 
Bode de los sistemas de control en lazo cerrado, representados por las ecuaciones (7.7) y 
(7.8), para el láser y la base respectivamente: 
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Figura 7.5  Diagramas de Bode para los sistemas  de control del  láser y la base. 

 
 

De la figura 7.5 se observan los anchos de banda de los sistemas )(BW y las frecuencias 

naturales de oscilación  )( nw : 
 
Para el láser:                                     Para la base: 
                               

]/[5.803 sradBW =                        ]/[9.707 sradBW =       

]/[1.50 sradwn =                             ]/[9.48 sradwn =  
 
 

7.6.3    Error en régimen permanente y tiempos de respuesta 
 

Al analizar la función de transferencia discreta de )()( zDzH ROC  para ambos sistemas, se 
tiene que estas son, de acuerdo con lo establecido en 6.6.1, del tipo 2 por lo que no hay 
error en régimen permanente para entradas escalón y rampa.  
 
Los tiempos de respuesta se pueden obtener de manera muy sencilla por medio de 
simulaciones. En la tabla 7.2 se muestran los tiempos de respuesta para ambos sistemas. 
 

7.6.4    Análisis de ruido 

Para el análisis del rechazo al ruido se necesita conocer la respuesta en frecuencia de 
)(zGr , como se expuso en 6.6.3. En los sistemas del láser y la base )(zGr está dada por:  

 
Para el láser: 
 

  
01901.0305.0842.1684.3167.3

)483.0402.2886.1(0001456.0
)(

2345

234

++−+−
−−+=

zzzzz

zzzz
zGr  …………..….... (7.9) 
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Para la base: 
 

  
0178.0302.083.1677.3166.3

)488.0406.2894.1(0001423.0
)(

2345

234

++−+−
−−+=

zzzzz

zzzz
zGr  ……………....….. (7.10) 

 
En la figura (7.5) se muestran los diagramas de Bode para )(zGr . 
 

 

 
Figura 7.5  Diagramas de Bode de )(zGr para los sistemas  del láser y la base. 

 
Para las frecuencias en que )(zGr  sea mucho menor que 0 [db], el sistema rechazará el 

ruido. Al observar los diagramas de magnitud de la figura 7.5, se observa que ambos 
sistemas rechazan cualquier frecuencia de ruido. Las frecuencias en las cuales se tiene una 
mayor susceptibilidad al ruido, en ambos sistemas, son entre 4-200 [rad/s], ya que es donde 

)(zGr  varia entre -20 y -30 [db]. 
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7.6.5    Respuesta a una entrada escalón 

Para una entrada escalón 1)( =tu , al sistema de control digital de la figura 7.4, se obtienen 
las simulaciones de la figura 7.6 por medio de simulink, del programa MATLAB [18]. Más 
información acerca de estas simulaciones se presenta en el apéndice B. En la tabla 7.2 se 
muestran las principales características de desempeño de los sistemas de control digital, 
además de los porcentajes de mejora respecto de los sistemas retroalimentados analógicos y 
cuyos datos se muestran en la tabla 7.1. 
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Figura 7.6  Simulaciones de los sistemas del láser y la base con controlador digital                         
para una entrada escalón. 

 Láser Base 

 PID digital % de 
Mejora 

PID digital % de 
Mejora 

Sobrepaso ( PM ) 
 

2.95 % -80.8 2.73 % -11.9 

Tiempo de subida (dt ) 

 

4.43 [ms] -89.5 5.1 [ms] -91.7 

Tiempo de asentamiento (st ) 

 

26 [ms] -80.9 33.3 [ms] -66.8 

Error en régimen permanente 
para entrada escalón y rampa 
 

 
0 

 
0 

 
0 

 
0 

Ancho de banda (BW) 
 

803.5 [rad/s] +1102.2 707.9 [rad/s] +1177.8 

Tabla 7.2 Desempeño de los sistemas del láser y la base con un controlador digital y los 
porcentajes de mejora respecto de los sistemas retroalimentados analógicos. 

 
 
Con las funciones de transferencia de lazo cerrado y utilizando la ecuación (1.19),  se puede 
obtener la respuesta analítica a la entrada escalón especificada, con T=0.0005[s] y 

,.....2,1,0=k  son: 
 
Para el láser: 
 

   )(
)]499(2778.2)499cos(9993.0[)6454.0(

)0473.0(0284.0)9939.0(034.01
)( kTu

kTsenkT
kTy

k

kk













−−
+−−+

=  ……...... (7.11) 
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Para la base: 
 

    )(
)]368(0958.3)368cos(0028.1[)6405.0(

)044.0(0274.0)9938.0(0342.01
)( kTu

kTsenkT
ky

k

kk













−−
+−−+

= ………..….… (7.12) 

 
Las ecuaciones (7.11) y (7.12) corresponden a las simulaciones de los sistemas del láser y 
la base para una entrada escalón, de los ángulos θ   y φ  respectivamente, mostradas en la 
figura (7.6). 
 

7.6.6    Respuesta a una entrada típica de operación 

De acuerdo con el funcionamiento del goniómetro láser descrito en (5.1), las entradas de 
ambos sistemas dependen del movimiento del espejo retrorreflector, el cual es movido por 
el usuario. Una entrada típica de operación a los sistemas es una rampa, la cual indica una 
velocidad constante de movimiento del espejo. Si para el sistema del láser se tiene como 
entrada ttu 3)( =  y para el sistema de la base ttu 3.2)( = , por medio de simulink, del 
programa MATLAB [18], se obtienen las simulaciones de la figura 7.7. Más información  
acerca de estas simulaciones se muestra en el apéndice B. 
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Figura 7.7  Simulaciones de los sistemas del láser y la base con controlador digital 

Para una entrada rampa. 

En la figura 7.7 se puede observar el comportamiento de los 2 sistemas con una velocidad 
constante de movimiento del objetivo. En los motores los voltajes aplicados no deben 
superar sus voltajes nominales de operación, que en este caso son de 12 [V], por lo que al 
observar estas gráficas se concluye que la velocidad máxima de operación para este sistema 
es de 2.3 [rad/s]. 

Para obtener las respuestas de los sistemas de manera analítica se utiliza la función de 
transferencia de lazo cerrado del sistema digital, expresadas por las ecuaciones (7.7) y 
(7.8), para el láser y la base respectivamente.  

Para el láser: 
 

   
( )( )( )

( )( )( ) ( )22 1

3
.

4165.02508.104735.09938.0

994.01785.07076.204079.0
)(

−+−+−
−++=

z

z

zzzz

zzz
zy …………..…. (7.13) 

 
 
Por medio de la ecuación (1.19), que utiliza la transformada z inversa, se puede obtener la 
respuesta analítica a la entrada rampa especificada: 
 

  )(
)]499(187.4)499cos(4495.4[)6454.0(

)04735.0(0272.0)9938.0(4892.59936.00126.1
3)( kTu

kTsenkT

kT
ky

k

kk















++
+−+

= ..….. (7.14) 

 
Para ,.....2,1,0=k  
 
Para la base: 
 

   
( )( )( )

( )( )( ) ( )22 1

3.2
.

4101.02592.104403.09938.0

994.01797.07145.2037.0
)(

−+−+−
−++=

z

z

zzzz

zzz
zy …………...…. (7.15) 
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Por medio de la ecuación (1.19), que utiliza la transformada z inversa, se puede obtener la 
respuesta analítica a la entrada rampa especificada: 
 

   )(
)]368(8189.6)368cos(8657.4[)6405.0(

)04403.0(0263.0)9938.0(5161.5996.06236.0
3.2)( kTu

kTsenkT

kT
ky

k

kk















++
+−+

= ..…. (7.16) 

 
Para ,.....2,1,0=k  
 
Las ecuaciones (7.14) y (7.16) corresponden a las simulaciones para los ángulos θ   y φ  , 
los cuales representan la posición del láser y la base respectivamente, para entradas rampa y 
cuyas simulaciones se muestran en la figura 7.7. 
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CONCLUSIONES 
 
 
Los resultados obtenidos en el desarrollo de este trabajo cumplen con los objetivos 
previamente planteados, como es caracterizar, mediante modelos matemáticos lineales, la 
dinámica de la cabeza de medición de un goniómetro láser y el diseño de un sistema de 
control  digital. 
 
Existen diversos fabricantes de goniómetros láser en todo el mundo y cada uno tiene 
características propias de construcción y desempeño. Para propósitos de este trabajo se 
consideró un esquema general del sistema de movimiento, utilizado para este tipo de 
aparatos y el cual se describe en el capitulo 4. Las principales conclusiones obtenidas en el 
modelado del sistema de movimiento son:  
 
� El esquema general utilizado para representar la dinámica del sistema de movimiento de 

un goniómetro láser, puede considerarse como una primera aproximación, ya que 
considera un sistema de parámetros concentrados, compuesto de cuerpos rígidos y sin 
considerar algunos efectos no lineales en los elementos del sistema.  
 

� Para obtener modelos matemáticos lineales, los cuales son más sencillos y fáciles de 
analizar, se propone que los momentos de inercia, respecto de los ejes x’ y  y’,  del 
cuerpo del láser sean iguales. Por consiguiente, se propone una forma cilíndrica para el 
cuerpo del láser, debido a que los momentos de inercia dependen únicamente de la 
geometría del cuerpo. Además, esta simplificación  nos permite considerar a los 
sistemas del láser y la base de manera independiente. 

 
� Para poder determinar la exactitud del modelo matemático propuesto es necesario la 

realización de pruebas a un prototipo, lo cual esta fuera de los objetivos planteados para 
este trabajo. 

 
� Al analizar las funciones de transferencia del sistema de movimiento, se concluye que 

es inestable, lo cual hace necesario implementar un sistema de control con 
retroalimentación para garantizar la estabilidad del sistema y un desempeño adecuado. 

 
Contar con un modelo matemático, que represente de manera adecuada la dinámica del 
sistema, es muy importante para facilitar el diseño de un sistema de control que permita al 
sistema cumplir con los requerimientos de desempeño.  Se optó por un sistema de control 
digital debido a que los sistemas digitales generalmente proporcionan mejores resultados 
que los analógicos. Las principales conclusiones obtenidas en el diseño del sistema de 
control son: 
 
� Para el sensor de posición angular, necesario para la implementación de un sistema de 

control con retroalimentación, se propone un codificador angular de alta resolución, 
debido a que este tipo de sensores son los utilizados en los modelos comerciales.  

 
� Debido a que el goniómetro láser es un aparato de medición de alta precisión, es 

necesario incluir un controlador digital para obtener un desempeño apropiado. 
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� El controlador que se propone en este trabajo, debido a que generó los mejores 

resultados, es un controlador digital PID, mediante la técnica de diseño por cancelación 
de polos y ceros. Al probar otros métodos de diseño para controladores PID se tuvieron 
problemas de inestabilidad.  

 
� Se probaron otros diferentes tipos de controladores digitales, como son los 

controladores de adelanto de fase, de atraso de fase y de atraso adelanto de fase, pero 
los resultados no fueron lo suficientemente buenos. 
 

� La menor frecuencia de muestreo, que cumplía con los requisitos teóricos y prácticos 
para sistemas de control, que produjo resultados satisfactorios es de ][2 KHzf s = . 

Además, esta frecuencia de muestreo es utilizada por otros modelos comerciales. 
 
 
El  análisis de resultados está basado en la cabeza de medición de un goniómetro láser 
comercial, el cual es el modelo MS-1S250 de la marca CANON. Se utilizaron todos los 
valores disponibles por medio de las hojas de especificaciones de este modelo, pero los 
valores de las constantes de fricción y de EMF de los motores no estuvieron disponibles, 
por lo que se tuvieron que suponer de acuerdo a datos disponibles  de otros sistemas que 
fueran lo más parecidos posibles. 
 
Los resultados que se obtuvieron con este sistema de control digital y los cuales se 
muestran en la tabla 7.2, son bastante buenos al compararlos con el desempeño del MS-
1S250, como se muestra en la siguiente tabla: 
 
 

 
 

Sistema de control 
digital 

 

 
MS-1S250 

Sobrepaso máximo( PM ) 
 

4.02 % 5 % 

Tiempo de asentamiento (st ) 

 

33.3 [ms] 50 [ms] 

Error en régimen permanente 
para entrada escalón y rampa 
 

 
0 % 

 
0 % 

Velocidad máxima de 
movimiento del espejo 
 

 
2.3 [rad/s] 

 
1.57 [rad/s] 

Ancho de Banda (BW ) 707.9 [rad/s] 
 

ND 

Tabla comparativa del desempeño del sistema de control diseñado contra el 
modelo MS-1S250. 
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La coincidencia entre los datos de desempeño del goniómetro láser MS-1S250 y los 
obtenidos mediante el modelo matemático propuesto para describir la dinámica de un 
goniómetro láser con sistema de control digital, hace suponer que dicho modelo 
matemático es adecuado para este propósito, a reserva de comprobarse de forma 
experimental. 
 
Hay que considerar que los resultados obtenidos por medio del sistema de control digital, se 
obtuvieron por medio de simulaciones con el programa computacional MATLAB [18], por 
lo que son resultados completamente teóricos y las características de desempeño del MS-
1S250 fueron obtenidas de las hojas de especificaciones del instrumento [16], por lo que 
son datos reales de desempeño que proporciona el fabricante. 
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Apéndice A: Hojas de especificaciones 
 
A continuación se muestran las hojas de especificaciones técnicas de la cabeza de medición 
del goniómetro láser MS-1S250 de CANON [16]. 
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Apéndice B: Programas y simulaciones en MATLAB 
 
En esta sección se muestran los programas y los esquemáticos utilizados para la obtención 
de las funciones de transferencia (continuas y discretas) del láser y la base del sistema MS-
1S250, así como para la obtención de los parámetros para los controladores PID digitales 
propuestos en los sistemas de control de los mismos. Los programas están hechos en el 
editor del programa computacional MATLAB [18] y los esquemáticos están hechos en 
simulink, la cual es una herramienta del mismo programa. 
 
La función de los programas es calcular los datos de entrada para los bloques de los 
esquemáticos en simulink, para realizar simulaciones de manera sencilla y así poder 
observar el comportamiento de los sistemas del láser y la base. A continuación se muestran 
los 2 programas utilizados, donde el primero realiza los cálculos para el sistema del láser y 
el segundo para el sistema de la base. 
 
 
Programa 1: Sistema del láser 
 
% Constantes del sistema del láser 
J1=0.00036; 
J4=0.0000002; 
b1=0.0029; 
b4=0.0000013; 
C1=0.0118; 
C2=0.0097; 
R=0.38; 
L=0.00013; 
N=1/8;  
 
% Coeficientes de la ecuaci ón diferencial del láser 
A=(L/(C1*N))*(J4+(J1*N^2)); 
B=(1/(C1*N))*(R*(J4+(J1*N^2))+L*(b4+(b1*N^2))); 
C=(R/(C1*N))*(b4+(b1*N^2))+(C2/N); 
format long 
Q=[A, B, C];  
 
% Función de transferencia del láser H(s)=num(s)/de n(s) 
den=[Q/Q(1) 0]; 
num=[1/Q(1)]; 
  
% Equivalente discreto Hroc(z)=numZ(z)/denZ(z) 
[numZ,denZ]=c2dm(num,den,0.0005,'zoh'); 
r=roots(denZ); 
  
% Cálculo del controlador PID digital D(z)=cnum(z)/ cden(z) 
% Eliminando el polo dominante de H(z) 
cnum=conv([1 -r(2)],[1 -0.994]); 
cden=[1 -1 0]; 
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% Gráfica del lugar geométrico de las raíces del si stema  
% del láser para la selección de la ganancia del co ntrolador K1 
numLC=conv(numZ,cnum); 
denLC=conv(denZ,cden); 
rlocus(numLC,denLC) 
  
 
Programa 2: Sistema de la base 
 
% Constantes del sistema de la base 
J1=0.0073; 
J4=0.00000354; 
b1=0.009; 
b4=0.00004; 
C1=0.093; 
C2=0.05; 
R=2.6; 
L=0.0009; 
N=1/20; 
  
% Coeficientes de la ecuacioón diferencial de la ba se 
A=(L/(C1*N))*(J4+(J1*N^2)); 
B=(1/(C1*N))*(R*(J4+(J1*N^2))+L*(b4+(b1*N^2))); 
C=(R/(C1*N))*(b4+(b1*N^2))+(C2/N); 
format long 
Q=[A, B, C]; 
  
% Función de transferencia de la base H(s)=num2(s)/ den2(s) 
den2=[Q/Q(1) 0]; 
num2=[1/Q(1)]; 
  
% Equivalente discreto Hroc(z)=numZ2(z)/denZ2(z) 
[numZ2,denZ2]=c2dm(num2,den2,0.0005,'zoh'); 
r2=roots(denZ2); 
  
% Cálculo del controlador PID digital D(z)=cnum(z)/ cden(z) 
% Eliminando al polo dominante de H(z) 
cnum2=conv([1 -r2(2)],[1 -0.994]); 
cden2=[1 -1 0]; 
  
% Gráfica del lugar geométrico  de las raíces del sistema  
% de la base para la selección de la ganancia del c ontrolador K2 
numLC2=conv(numZ2,cnum2); 
denLC2=conv(denZ2,cden2); 
rlocus(numLC2,denLC2) 
 
 
A continuación se presentan los 2 esquemáticos de simulink utilizados para efectuar las 
simulaciones. El esquemático 1 recibe los datos calculados en el programa 1 y por tanto, 
realiza simulaciones del sistema del láser, mientras que el esquemático 2 recibe los datos 
del programa 2 y realiza simulaciones del sistema de la base. 
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Para ambos esquemáticos la figura superior realiza la simulación, del sistema 
correspondiente, en un esquema de control con un controlador proporcional analógico. La 
figura central e inferior realizan simulaciones, de los sistemas correspondientes, en un 
esquema de control con un controlador PID digital, para entradas escalón y rampa 
respectivamente. 
 
 
Esquemático 1: Sistema del láser 
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Esquemático 2: Sistema de la base 
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Apéndice C: Efectos de la torsión 
 
La torsión es la deformación de un cuerpo producida al someterse a un par de fuerzas, las 
cuales actúan en direcciones opuestas y en planos paralelos, por lo que cualquier cuerpo al 
someterse a estas condiciones experimentará torsión, la cual dependerá del par actuante y 
de la constante de torsión k del cuerpo. 
 
En la figura 1 se muestra un sistema mecánico formado por 2 cuerpos rígidos (1J  y 2J ), 
que se encuentran unidos mediante un resorte de torsión (k), en los cuales existe fricción 
rotacional ( 1b  y 2b ) y el sistema recibe la excitación mediante el torque T. Para analizar los 
efectos de la torsión en el sistema de la figura 1 se debe obtener el modelo matemático que 
representa su dinámica. 
 

                                                      
Figura 1 Sistema mecánico con torsión 

 
 
Realizando la suma de momentos respecto del eje de rotación del cuerpo 1, se tiene: 
 

   0)( 121111 =−−+
∗∗∗

θθθθ kbJ  ……………………………………………….. (1) 
 
Realizando la suma de momentos respecto del eje de rotación del cuerpo 2, se tiene: 
 

   TkbJ =−++
∗∗∗

)( 122222 θθθθ ………………………………………………. (2) 
 
Sustituyendo la ecuación (1) en (2), se tiene: 
 

   ( ) Tbb
k

bb
JJ

k

bJbJ

k

JJ
=++







 +++






 +
+

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

1211
21

211
2112

1
12 θθθθ  ………. (3) 

 
Al obtener el límite de la ecuación (3) cuando k tiende a infinito, se obtiene: 
 

   TbbJJ =+++
∗∗∗

121121 )()( θθ  ……………………………………………… (4) 
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Si ahora se considera que no existe torsión entre los cuerpos 1 y 2 en el sistema de la figura 
1, entonces se puede considerar un solo cuerpo rígido donde 21 θθ = . Al realizar la suma de 
momentos respecto de este cuerpo, se tiene: 
 

   TbbJJ =+++
∗∗∗

121121 )()( θθ  ………………………………………………. (5) 
 
Al comparar las ecuaciones (4) y (5) se observa que ambas son iguales, por lo tanto se 
concluye que en un sistema mecánico como el de la figura 1, cuando el valor de la 
constante de torsión k tiene un valor mucho mayor que el de los momentos de inercia ( 1J  y 

2J ) y de la fricción existente en los cuerpos (1b  y 2b ), entonces los efectos de la torsión se 
pueden considerar despreciables. 
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