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Introduccion

Cuando hablamos de calcular dreas generalmente pensamos en figuras como tridngu-
los, cuadrados, rectdngulos, poligonos regulares y algunos no regulares como trapecios o
paralelogramos, y recordamos algunas férmulas que nos ayuden con el cdlculo, cuando
se trata de algin poligono irregular la forma comiin en que procedemos al calcular el
4rea es triangular dicho poligono calcular las dreas de los tridngulos obtenidos y sumarlas,
procedemos asi de manera totalmente natural; es mds la mayoria de las férmulas que cono-
cemos pueden deducirse a través de la suma de las dreas de tridngulos obtenidos al dividir
un poligono, Pero, jcémo estamos seguros que se puede proceder asi? ;jcomo sabemos que
sumar areas de poligonos obtenidos al disecar es lo mismo que obtener el drea del poligono
original? y més atin jcémo sabemos que podemos comparar esa drea con la de un poligono
que se puede construir a través de los poligonos obtenidos?. Este es el tema que tratamos
en este trabajo, aqui enunciamos y demostramos el teorema fundamental de la teoria de
diseccién el cual dice que dados dos poligonos de dreas iguales uno de ellos se puede cortar
para con las piezas formar al otro, e inversamente si sabemos que las piezas de un poligono
forman al otro entonces podemos afirmar que las areas de los poligonos son iguales. Aun
m4&s probamos tambien que al disecarse un poligono para formar a otro, se pueden llevar
las piezas utilizando solo dos movimientos en el plano, a saber traslaciones y rotaciones
de 180°.

En la primera parte del trabajo veremos algunos conceptos y resultados bédsicos para la

comprensiéon y el andlisis del contenido posterior, conceptos como congruencia, semejanza,



isometria, grupo, por mencionar algunos, todos ellos importantes y tan bésicos que espero
haber acertado en la forma de escribirlos, para no entrar en conflicto con los conocimientos
previos de aquellos que lean este trabajo.

La segunda parte se dedica de lleno a demostrar el teorema fundamental de la teoria
de diseccién, haciendo uso entre otras cosas del teorema de Pitdgoras. Se enuncian las
definiciones de congruencia por adicién (equidisecabilidad) y congruencia por sustraccién
(equicomplementabilidad) y se enuncia y demuestra el teorema de Pitdgoras utilizando los
dos conceptos, para finalmente demostrar el teorema fundamental de la teoria de diseccién
que fué conjeturado por Farkas Bolyai en 1790 y demostrado por Paul Gerwien en 1833 y
por Bolyai en 1835 en desconocimiento uno de la demostracién del otro , por este motivo
se conoce también a este teorema como el teorema de Bolyai-Gerwien.

Interesado en estos hechos Hadwiger se pregunto si era posible restringir esta demostracién
a movimientos en el plano y asf enuncia y demuestra un teorema conocido como Teorema
de Hadwiger-Glur que se enuncia y demuestra en la ultima parte de este trabajo, y que fué
demostrado por Hugo Hadwiger y Paul Glur en 1951, ademds de haber demostrado tam-
bien algunos resultados interesantes que permitieron llegar a concluir que el minimo grupo
de movimientos que admite esta demostracién es el que contiene todas las traslaciones y
las rotaciones de 180°.

Este es el material que se expone en este trabajo, con el debido respeto a quienes
estudiaron e hicieron posibles los conocimentos mencionados y con el 4nimo de que quienes
lean esta tesis encuentren en ella tanto gusto y entusiasmo por el tema como lo encontre

Yo.



Capitulo 1

Nociones (Generales.

Este capitulo nos servird para enunciar y analizar algunos conceptos y resultados bési-
cos que nos serdn tutiles para el desarrollo del presente trabajo.

Iniciaremos con algunas definiciones y aspectos béasicos e importantes de la geometria
plana, para continuar con las definiciones de relacién, transformacion, isometria y grupo;
presentando en cada tema los resultados necesarios y la notacién con la que identificaremos

cada uno a lo largo del texto.

1.1. Geometria Elemental.

Empezemos con algunas definiciones y notacion.

Utilizaremos letras mayisculas para identificar a los puntos y letras minisculas para
identificar a las rectas.

a) Dados dos puntos existe una sola recta que los contiene. Por tanto bastan dos puntos
para determinar una recta.

b) Si en una recta consideramos dos puntos A y B distintos; llamaremos segmento a la
parte de ella delimitada por esos puntos a los cuales llamamos extremos y lo denotaremos

AB. (fig. 1.1) Asociaremos ademds a la idea de segmento, la idea de direccion; es decir
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si la porcion de recta es recorrida de A a B tendremos el segmento dirigido AB y si es

recorrida de B a A serd el segmento BA.

A B

fig. 1.1 & mento deter minado por los puntos A yB.

Los segmentos AB y BA son iguales en magnitud pero opuestos en direccion, este
hecho se indicard por la ecuacion AB = —BA.

c) Dos segmentos de recta son iguales o congruentes cuando es factible colocarlos uno
sobre el otro de tal suerte que coinciden en todos sus puntos incluyendo los extremos.

Asi cuando dos segmentos son iguales escribiremos AB = C'D

d) Diremos que tres puntos son colineales si estan sobre la misma recta.

Si A, B y C son colineales tendremos que AB + BC = AC'.(figl.2)

A c B

fig. 1. Bdos los puntos B @n un segmento
@6

e) Diremos que dos rectas en el mismo plano son paralelas si no tienen ningin punto

en comin por mds que se prolonguen.(fig.1.3)

11



fig. 1.3 |y m dos lineas rectas que nunca se
intersecan son llamadas paralelas.

f) Dos rectas paralelas a una tercera son paralelas entre si.

g) Se llama recta secante, de una o mds rectas paralelas, a aquella que las interse-

ca.(fig.1.4)

fig 1.4n es secante de m yl.

h) A cada una de las aberturas que hay entre dos rectas que se intersecan la llamaremos

12



dngulo.

Notemos que al intersectarse dos rectas se forman cuatro angulos. (fig. 1.5)

fig. 1.8o0s rectas que se cortanforman dos pares de angulos

Las cuatro semirectas que se obtienen de las rectas que se intersecan, serdn llamadas
lados del angulo que forman y el punto de interseccion vértice.

Cuando dos dngulos comparten uno de sus lados decimos que son adyacentes.

i)Un dngulo serd denotado por tres letras una escrita en cada uno de los lados y la otra
en el vértice acompanadas por el simbolo £, o bien por medio de una letra griega puesta
en el vértice. Por ejemplo en la figura anterior LAOB o «

Los dngulos se miden en grados, consideremos lo siguiente:

J) Llamaremos dngulo llano a un dngulo de lados colineales, es decir, que sus lados son
uno prolongacion del otro, ( o bien que se encuentra formado por una misma recta) este
dngulo mide 180°. Dividamos dicho dngulo en 180 partes iguales cada una de esas partes
es lo que llamaremos dngulo.

k) Dos dngulos son iguales cuando puede colocarse uno sobre el otro y coinciden los
lados y vértices de ambos. Y se escribird Lo = £3.

) Dos dngulos son opuestos por el vértice cuando los lados de uno son las prolonga-
citones de los lados del otro.

Afirmacion: Los dngulos opuestos por el vértice son iguales.

13



Esto se puede ver facilmente en la fig 1.5 ya que en este se observa que o’ +3 = a+ =
180°, de donde se puede concluir que los opuestos son iguales.
m) Cuando se suman dos dngulos y se obtiene un dngulo llano decimos que los dngulos

sumados son suplementarios. (fig.1.6)

fig 1.6 Angulos suplementarios.

n) Si en un dngulo LAOD se tienen segmentos de recta que determinan otros dngulos
dentro de el, por ejemplo LAOB , LBOC y £COD, diremos que el dngulo inicial es la
suma de los otros dngulos. En el ejemplo LAOD = LAOB + £BOC + £COD.(fig.1.7)

0 D
fig 1.7A0D =A0OB «BOC +«COD



0) Diremos que dos rectas son perpendiculares si se intersecan de tal manera que los
dangulos formados son iguales; llamaremos a cada uno de estos dngulo recto, y medird 90°

p) Un dngulo agudo es menor que un recto y un obtuso es mayor que un recto.

q) Dos rectas se llaman perpendiculares si al cortarse forman dngulos rectos.

r) Si dos o mdas rectas son paralelas, toda perpendicular a una de ellas es perpendicular

a las otras. (fig 1.8)

Fig 1.8Si dos o marectas son paralelas, toda perpendicular a una de ellas
esperpendicular a las otras

Al ser cortadas dos rectas paralelas por una secante se forman dngulos, esto se repre-

senta en la fig.1.9, en donde de acuerdo a la figura llamaremos:

15



fig 1.9 Angulosformadospor

dosparalelasyuna secante.

-) Internos: v, 0, A y 1.

-) Externos: o, B, py ¢.

Tomados por pares

- -) Alternos alternos internos: Angulos no adyacentes situados en distinto lado de la
secante, en la figura vy A, 0y 7.

--.-) Alternos alternos externos: Angulos no adyacentes situados en distinto lado de la
secante, en la figura oy @ , By -

— ) Correspondientes: Angulos no adyacentes situados en el mismo lado de la secante
y en lados correspondientes de las paralelas, en la figura oy v, 0y u, B8y n, Ay ¢.

;) Conjugados internos: Angulos internos situados del mismo lado de la secante, en

la figura vy 0,y A

- ) Conjugados externos: Angulos externos situados del mismo lado de la secante, en

la figura By ¢, ay p.

Es sencillo observar en la figura que de estos ocho dngulos cuatro son agudos e iguales

entre si, y los otros cuatro son obtusos y tambien iguales entre si, es sencillo deducir

16



entonces la sig. proposicién:
Proposicién 1.1.1: Si dos paralelas son cortadas por una secante
a) Los dngulos alternos internos son iguales.
b) Los dngulos alternos externos son iguales.
¢) Los dngulos correspondientes son iguales.
d) Los angulos conjugados internos son
suplementarios.
e) Los dangulos conjugados externos son

suplementarios.

Definicién: Un Poligono de n lados es una configuracion que consta de n puntos
Py, Py, Ps,..., P,_1, P, llamados vértices, entre los cuales no hay 3 consecutivos que sean
colineales, y los n segmentos Py Pa, PoPs,..., P,_1P,, P,P; llamados lados tales que solo
se intersectan en los vértices.

Un poligono divide al plano en dos regiones una de las cuales esta acotada por los seg-
mentos y que llamaremos interior del poligono, y otra no acotada que llamaremos exterior.
Llamamos drea a la superficie contenida en el interior del poligono.

Por cada vértice del poligono se forman dngulos uno de los cuales estd dentro del

poligono ese es llamado dngulo interior y los adyacentes son llamados dngulos exteri-

ores. (fig.1.10)

17



fig. 1.10En el poligono ABCD observamos un agulo interior yel exterior
adwcente a él.

El poligono més simple en cuanto al nimero de lados y vértices, es llamado tridngulo,
y tiene tres lados y tres vértices.

a)Los poligonos de cuatro lados son llamados cuadrildteros, entre los cuales destacan
los rectdngulos, que poseen sus cuatro dngulos rectos, y los cuadrados, que ademds de tener
sus cuatro dngulos rectos tienen sus cuatro lados iguales.

b)Los paralelogramos son poligonos que tienen cuatro lados paralelos dos a dos, y que
no necesariamente tienen lados y dngulos iguales.

c)En general los poligonos de lados y dngulos iguales son llamados poligonos regulares,
y el resto son poligonos irrequlares.

Notemos que si trazamos un segmento de linea que una a dos vértices cualesquiera
de un poligono, para este segmento hay alguna de estas posibilidades; puede ser un lado
del poligono, puede estar totalmente contenido en él, o bien puede ser que el segmento

completo o una de sus partes esté fuera del poligono. (fig. 1.11)
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fig. 1.11. Al unir dos \értices de un poligono exsten tres opciones; a) que sea un
segmento del poligono, b) que el segmento completo o una de sus partes este fuera
del poligono o c) que el segmento completo una de sus partes este totalmente en el
interior del poligono.

d)Llamaremos poligono convero a aquel cuyo segmento que une cualquier par de sus
vértices estd siempre contenido en el poligono o bien es uno de sus lados.

e) Un vértice de un poligono cualquiera es llamado vértice saliente si es posible trazar
una recta en el plano que separe dicho vértice de todos los demds.

f) Si un vértice de un poligono cualquiera es tal que no es posible trazar una recta
que lo separe totalmente de los otros vértices, entonces este vértice es llamado vértice

entrante. (fig.1.12)

19



fig. 1.12. En el poligono el vértice E es un vértice entrante ya que no

pude trazar una recta que lo separe de los demas vértices

g) Los poligonos que tienen vértices salientes y entrantes son llamados poligonos es-
trellados. En la fig. 1.12 vemos un poligono estrellado.
Observemos la figura 1.13 Puede ser entendida como un solo poligono o como la unién

de dos o mas; figuras como esta serdan consideradas como un solo poligono sin que esto

afecte los resultados que se presentan en este trabajo.

fig.1.13. Poligono formado por la union de dos poligonos

Algunos teoremas y resultados que usaremos seran los siguientes:
20



Teorema 1.1.1:

a) Los dngulos internos de un tridngulo suman 180°.

b) Los dngulos internos de un cuadrilatero suman 360°.

Demostracién:

a) Consideremos un triangulo con vértices A, By C sean «, 3 y v sus dngulos, tracemos
por B una recta parlela a AC' y prolonguemos el segmento AB, hemos obtenido los dngulos
& y m para los cuales se satisface que 8+ d+n = 180°, pero oo = d por ser correspondientes,

y 7 = n por ser alternos internos. Por tanto o+ 8 + v = 180°. (fig.1.14)

A C

fig 1.14. Los angulos interiores de un triangulo suman
180°

b) Consideremos un cuadrildtero con vértices A, B,C'y D, sean «, 3,y 0 sus angulos.
Tracemos la recta BD, esta divide al cuadrilatero en dos triangulos T; y T2 con dngulos
o, 1, 01 v Ba,7,02 respectivamente, para los cuales se tiene que: a4+ 1+ 91 = 180° y
Bo + v+ d2 = 180°, entonces; a + B+ 61 + By + v + d2 = 360° pero ademds 5 = B1+ 59
y 6 =01+ 02, de donde se concluye que: av+ f+ v+ = 360° . (fig. 1.15) W

21



fig. 1.15. Los angulos internos de un cuadrilatero suman 360°

Es sencillo observar que si se unen dos vértices no consecutivos de un cuadrildtero
cualquiera, obtenemos una diseccién, en dos tridngulos para dicho cuadrilatero, algo andl-
ogo se puede verificar para un poligono cualquiera, es decir, se puede verificar que un
poligono puede siempre disecarse en tridngulos. Para verificar revisaremos los siguientes
resultados:

Teorema 1.1.2: Un poligono cualquiera tiene al menos dos vértices salientes.

Demostracién:

Consideremos P un poligono cualquiera llamemos Vi, Vs, ..., V,, a sus

veértices, recorriendo estos en orden en sentido contrario a las manecillas del reloj. (fig.1.16)

o<

\Y

2

Fig. 1.16 Poligono P con vertices que se recorren en sentido contrario
a lasmanecillasdel reloj

Tracemos una recta s del plano distinta de cualquier recta V;V; y tal que intersecte a

22



todas las rectas V;Vj, llamemos A;; a dichas intersecciones. (fig 1.17)

‘
|

\

\ |

O [

Fig.117: Dibujar los puntos He intérseccic’)n de los segmentos del pol\l’go[m conlarecta S
Ty )

N

a

Tracemos las rectas perpendiculares a s desde cada uno de los vértices Vj llamando
By a los puntos de interseccién de dichas rectas; elijamos ahora un punto O, sobre la recta

s distinto de cualquier punto A;; y tal que todos los puntos By y A;; se encuentren en la
misma direccién desde O. (fig1.18)
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los puntos de interseccion'desde Ips vrtices a la recta S y elegir O sabre .
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Desde O trazamos todas las rectas OVj, estas rectas son todas distintas y se puede
observar que dos de ellas determinan un dngulo en el cual se hallan todas las demés,
supongamos que estas rectas son OV,, y OV, entonces los vértices V,,, y V, son vértices
salientes del poligono P. Esto tltimo se puede observar si consideramos un punto P sobre
el segmento V;,,V,, (siendo Vs el vértice tal que el éngulo V;,0V,, es el méds pequerno

posible, manteniendo fija la semirecta V;,,0 ) al construir la recta O P esta separa al vértice

Vi de los demds. De manera similar se construye un punto () para el cual se verifique
que V,, tambien es vértice saliente.

24



Observemos que en esta construccion los vértices salientes del poligono se localizan en
cada uno de los lados determinados por la recta s

En la fig.1.19 los vértices salientes son V'3 y Vg; aqui se observa que el dngulo V3OV es
el méas pequeno posible comparando con los otros vértices, andlogamente el dngulo VgOV;

AN AN
N N
AN N
| \ N
\ \
\ \
\ \
\ \
|

fig. 1.19: Trazar las lineas que unen los vértices con el punto O y 103 puntos P y Q que nos
permiten encontrar las IlneaS\ que muestran cuales son los v értices saJlentes\

N 4
N N
N N N
N N N
N N N
N N N
N N
\ N N 4
N N
\ ' N N
\ ' N N
N N
' ! N N
\ ! N N
\ ! N 4
\ 1 N
\ ' N
N

\ \ N
\ \ N
! \
\ \ 4
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Teorema 1.1.3: Todo poligono tiene al menos tres vértices salientes.

Demostracién:

Consideremos P un poligono cualquiera, sabemos que existen dos
vértices salientes, sean V,,, y V,, dichos vértices, hay vértices de P al menos a un lado de
la recta V,,,V,,, llamemos a este lado izquierdo; tracemos una recta t paralela a V,,,V,, en
su lado izquierdo, tal que no coincida con ninguna recta V;V; y que haya vértices de P a
la izquierda de t Considerando izquierdo el mismo lado que en el segmento V,,,V,.

Se puede ahora utilizar la recta ¢t en lugar de la recta s para hacer una construccién
andloga a la anterior, con la cual se verifica que hay vértices salientes a ambos lados de t,
en particular a la izquierda, pero, por construccién un vértice de lado izquierdo es distinto
de Vi, v Vi, ¥ no es colineal con ellos, con lo cual el teorema queda demostrado. B (fig.

1.20)
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, 7 ,

fig 1.20.,E/n/é:ste poligono supongamosA y D vértices salientes, construimos| segmento AD y
'/ larecta't péralela a él con la cual se puede observar que E tambien esvértice Wliente.

yr

Ahora podemos demostrar el teorema siguiente:

Teorema 1.1.4: Un poligono de n lados puede dividirse en n — 2 tridngulos ajenos
cuyos vértices esten todos en los del poligono.

Demostracién:

Sabemos que m es un nimero natural, por tanto es posible utilizar el
método de induccién.

- Para n = 3 el resultado se verifica muy facilmente, sin necesidad de dividir.

- Supongamos que el teorema se verifica para todo poligono de menos de n lados. Sea
entonces un poligono P de k lados con vértices Vi, Va,...,V,, . Sabemos que alguno de
estos es un vértice saliente de P, sea V; dicho vértice, tracemos entonces la recta V;_1V; 1,
existen dos posibilidades, que todos los vértices esten fuera del tridngulo V;—1V;V;11 o que

al menos un vértice este dentro o sobre este tridngulo.
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Para el primer caso (fig. 1.21) tenemos que V;_1V;11 ha disecado al poligono P en
un tridngulo y un poligono @ con k — 1 lados, dado que el teorema se verifica para este
poligono @, sabemos que se puede disecar @ en (k—1) — 2 tridngulos, cuyos vértices estan

todos en los vértices de ). Tenemos entonces que P se puede disecar en (kK —1) —2+ 1

tridngulos es decir en k — 2 tridngulos.

fig. 1.21. En este poligono \, es vértice saliente y el segmentoy/4V divide al poligono
en un triangulo y un poligono de K-1 lados que se puede disectar en triangulos.

Para el segundo caso (fig.1.22), unamos el vértice V; con cada uno de los vértices que
se encuentren dentro del tridngulo V;_1V;V;11 sea V;V; el segmento mas proximo a V;V;i1,
tenemos que V;V; diseca al poligono P en dos poligonos () y R, con lados ¢ y r, donde
qg+7 =k+2,y todos los vértices de () y R son vértices de P. Dado que g y r son menores
que k, sabemos que los poligonos Q y R se pueden disecar en ¢ — 2 y r — 2 tridngulos
respectivamente, dichos tridngulos con vértices en los de P; asi tenemos que se puede
disecar P en (¢ —2)+ (r —2) tridngulos, esto es (¢+7r) —4 = (k+2) —4 = k — 2 tridngulos,

todos ellos con vértices en los de P. B
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fig. 1.22. En este poligono V3 es v értice saliente y el segmentog/ .V divide al poligono
en 2 poligonos de 4 y 6 lados que se pueden cortaren 2y 4 triangulos
respectivamente.

El resultado anterior nos muestra que efectivamente es posible disecar un poligono
cualquiera en un nimero finito de tridngulos, este hecho se usard en el siguiente capitulo
en la demostracién del teorema 2.3.1.

Ahora bien, utilizando lo anterior podemos demostrar el siguiente resultado.

Corolario 1.1.1: La suma de los dngulos internos de un poligono de n lados es

(n — 2)180°.

Demostracién:

Consideremos P un poligono cualquiera, por el teorema 1.1.4 sabemos
que se puede disecar en n — 2 tridngulos, todos los cuales tienen sus vértices en los vértices
de P; segun el teorema 1.1.1, para cada uno de esos tridngulos la suma de sus dngulos
internos es igual a 180°, y cada uno de los dngulos de esos tridngulos o bien es un dangulo

de P o forma parte de uno de ellos; en caso de formar parte de uno de los dngulos de P, se
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tiene que este, junto con otros dngulos de los triangulos en los cuales P se diseca, forman
sumados un dngulo de P. Entonces la suma de los éngulos internos del poligono P es la
suma de los dngulos internos de todos los n — 2 tridngulos en que se diseca P, es decir
(n—2)180°.1

Hemos visto que todo poligono se puede disecar en tridngulos y que este hecho se puede
utilizar para demostrar algunas cosas referentes a poligonos: Hablemos ahora de algunos
resultados referentes a tridngulos, que serdn usados en las demostraciones del capitulo
siguiente.

Iniciemos con lo siguiente:

a) Diremos que dos tridngulos son congruentes siempre que tengan iguales magnitudes
en sus dngulos internos y en los lados correspondientes a esos dngulos.

En otras palabras dos tridngulos son congruentes si puede llevarse uno en el otro con
algin movimiento en el plano.

b) Dos tridngulos que tienen las mismas magnitudes en sus dngulos internos, y cuyos
lados correspondientes a esos dngulos guardan la misma proporcion son llamados seme-
jantes.

Nos referimos a que sus lados guarden la misma proporcién, cuando al comparar dos
lados correspondientes, el lado més pequetio cabe en el grande; el mismo nimero de veces,
que en otro par de lados correspondientes, el lado pequeno cabe en el grande.

Utilizaremos el simbolo = para la congruencia y el sfmbolo ~ para la semejanza. De
acuerdo con eso si vemos la fig. 1.23, observaremos que el tridngulo ABC' es congruente con
el tridngulo DEF | mientras que el mismo tridngulo ABC' es semejante con el tridngulo

LM N; escribiremos esto asi: AABC 2 ADEF y ANABC ~ ALMN. Y para denotar la

igualdad entre las proporciones de AABC y ALM N escribiremos f—ﬁ = 5[—]0\, = % , 0

. LN _ MN _ NL
bien 35 = 55 = &4 -
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fig. 1.23. Triangulos congruentes y semejantes . B
triangulo DEF es congruente al ABCy el LIMN es
semejante al mismo.

De acuerdo con esto tenemos el siguiente teorema.
Teorema 1.1.5:

a) Si un triangulo tiene dos lados y el dngulo comprendido entre ellos iguales
a los elementos correspondientes del otro tridngulo, entonces los dos tridngulos son con-
gruentes.(LAL)

b) Si dos tridngulos tienen dos dngulos correspondientes iguales y estos dn-
gulos son adyacentes a un lado correspondiente también igual, entonces los tridngulos son
congruentes. (ALA)

¢) Si dos tridngulos tienen sus tres lados iguales entonces son congruentes.(LLL)

Demostracién:
Sean AABC y ADEF dos tridngulos cualesquiera.
a) Supongamos que AB = DEy BC = EF y £ABC = £DEF , entonces podemos

colocar uno sobre el otro de tal manera que coincidan los vértices B y F, y dada la igualdad
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de los dngulos y los segmentos tendremos también que los puntos A y C coincidirdn también
con D y F, entonces se verifica la igualdad de los dngulos y el segmento faltantes, con lo
cual los tridngulos son congruentes.

b) Supongamos que L{CAB = {FDFE , {ABC = {DEF y AB = DE, entonces se
pueden colocar uno sobre el otro de tal manera que coincidan los puntos A y B con los
puntos D y E respectivamente, y por la igualdad de los dngulos sucederd también que
coincidiran los puntos C' y F' con lo cual se verifica la congruencia de los tridngulos.

¢) supongamos que AB = DE, BC = EF y CA = FD, entonces podemos colocarlos
uno sobre el otro de tal suerte que los vértices coincidan, es evidente entonces que sus
dngulos son iguales, por lo tanto los tridngulos son congruentes. B

Para demostrar que dos tridangulos son congruentes se puede utilizar cualquiera de los
incisos anteriores.

Se llama congruencia directa si puede superponerse uno sobre el otro sin que sea
necesario invertir uno de ellos, y se llama congruencia inversa si sélo pueden superponerse
al invertir uno de los tridngulos.

Similarmente se tienen tres criterios para demostrar la semejanza entre tridngulos, sin
embargo, antes de enunciarlos habrd que considerar lo siguiente:

Primero conviene tener una nocién de conmensurabilidad entre segmentos; es decir
icudndo se dice que dos segmentos son conmensurables?. El uso proviene de la traduccion
de Los Elementos de FEuclides en que se consideran segmentos conmensurables no sélo
como la posibilidad de comparacién, sino la existencia de un factor comiin que pueda
ser utilizado para "medir.? los segmentos en cuestién; de esta manera consideremos la
definicién como sigue:

Definicién: Dos segmentos a y b, son llamados conmensurables si hay un tercer seg-
mento ¢, que puede ser usado una cantidad entera de veces para llenar al segmento a, y
también con un nimero entero distinto llenar al segmento b.

o o, ., . 125Y; )i
Proposicién 1.1.1: En toda proporcion si % = }5—8, entonces ABATS,B = PQPJCS,Q .

Demostracion:
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Supongamos que /‘ég/ = PP/—g/, entonces: % +1= ]58, 41, de donde:

AB+A'B' _ PQ+P'Q' m
AIB/ - P/Ql .

Proposicion 1.1.2: Toda recta paralela a uno de los tres lados de un tridngulo divide

a los dos otros lados en segmentos proporcionales.
Demostracion:
Consideremos el tridngulo con vértices A, B y C. Tracemos una recta
paralela a AC, sean D y E los puntos en que esta recta corta a BA y a BC respectivamente.

Existen dos posibilidades; que BD y DA sean conmensurables o que no lo sean.

C

fig 1.24. Toda paralela a uno de losdos lados de un triangulo divide a esta
en segmentos proporcionales.

a) Si BD y DA son conmensurables. Supongamos que el segmento M B es la medida
comin de BD y DA, y que estd contenido m veces en DA y n veces en BD. Entonces

% = . Dividamos BD y DA en esas m y n partes y por los puntos de divisién tracemos
paralelas AC, estas paralelas cortaran a BE y EC en m y n partes respectivamente;

DA __ _ EC
entonces 555 = = 55 fig 1.24
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b) Si BD y DA son inconmensurables. Dividamos BD en un ndmero cualquiera de
partes iguales y tomemos en DA tantas partes de estas como sea posible, pueto que son
inconmensurables DA contiene cierto nimero de esas partes hasta un punto G y quedara
un residuo G A menor que cualquiera de esas partes Tracemos G H paralela a AC, tenemos
que BD es conmensurable con DG entonces gg por el caso anterior. Aumentemos
el niumero de partes en que se divide BD, esto hara a GA mé&s pequeno y haciendo este
proceso sucesivamente se puede lograr que GA sea menor que cualquier cantidad dada,
entonces tenemos G A tiende a cero y el segmento HC tambien tiende a cero; por lo tanto

DG tiende a DA y EH tiende a EC asi, BD & tiende a BD y Bg tiende a gg con lo cual

teorema queda demostrado. B fig 1.25

A H
C

fig 1.25. SiBD y DA son inconmensurables se puede hacer un proceso
limite con lospuntos G y H hasta ver que los sesgmentos son
proporcionales.

Teorema 1.1.6: Dados dos tridngulos cualesquiera, son semejantes si:
a) Tienen dos dngulos iguales. (ALA)
b) Si tienen dos lados proporcionales y el dngulo entre ellos igual.

(LAL)
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c) Si tienen sus tres lados proporcionales. (LLL)

Demostracién:

Sean AABC y ALMN los tridngulos en cuestién, para demostrar
la semejanza debemos ver que los dngulos correspondientes son iguales y que los lados
coprrespondientes son proporcionales, es decir que % = Zﬁ—% = %.

a) Supongamos que LABC = LLMN y {BCA = {MNL , sabemos que {ABC +
ABCA+ALCAB =180°y LLMN+AMNL+ANLM = 180° entonces L ABC+ £ BCA+
LCAB = LALMN+AMNL+ ANLM de donde dada la igualdad entre dngulos se deduce
que L£CAB = ANLM entonces pueden colocarse los tridngulos uno sobre el otro de tal
manera que coincidan en un vértice, sean los vértices coincidentes A y L, entonces se tiene
que el vértice N estd sobre AC y el vértice M sobre AB, de donde dada la igualdad de
los dngulos se deduce que M N es paralela a BC' con lo cual se tienen las proporciones
deseadas.

b) Supongamos que ﬁ—é = fj—% y que LABC = LLM N, coloquemos el tridngulo LM N
sobre el trigngulo ABC' de tal manera que coincidan en su dngulo igual ( vértices By M),
entonces los puntos L y N estan sobre los lados BA y BC respectivamente, de esta manera

BA _ BC BA _ BC ‘s BA—-BL _ BC—BN
como 77 = v entonces 57 = px usando la proposicién 1.1.1 257+ = =57~ esto

es é—‘é = % esto querria decir que los segmentos AC y LN son paralelos, entonces los

dngulos de los tridngulos son iguales, por lo tanto los tridngulos son semejantes.

¢)Supongamos que % = 15[7?\7 = % En el segmento BA localicemos un punto L/
tal que BL/ = ML y sobre BC' localicemos el punto N/ tal que BN/ = M N, entonces

como ﬁ—‘% = % , BLI = MLy BN!/= MN Entonces gf‘, = %, los tridngulos ABC

y L/BN/ tienen un dngulos en comin y dada la proporcién son semejantes; Ahora bien
por la semejanza 24 = A% y B2 = 4C v dado que BL/ = ML entonces 45 = 4$
por tanto L/N/ = LN, esto quiere decir que ALMN = AL'BN" por lo tanto AABC ~

ALMN 1
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1.2. Transformaciones.

Iniciaremos esta seccién introduciendo algunos conceptos importantes basados en no-
ciones bésicas de conjuntos.

Consideremos dos conjuntos A y B.

El producto cartesiano A x B se define como el conjunto de todos los pares ordenados
(a,b) donde a € Ay be B.

Notemos que la nocién de par ordenado indica que (a1, b1) = (a2, b2) siy solosi a; = as
y by = bs.

Esto nos permite observar claramente que A x B # B x A.

Se puede definir el producto cartesiano de un conjunto A en si mismo A x A, como el
conjunto cuyos elementos son (a,b) a,b € Ay tambien el llamado diagonal de A x A que
se puede denotar como A(A) C A x A

Definicién:

Dados dos conjuntos A y B una relacion de A en B es un subconjunto R de A x B .
Decimos que a € A se relaciona con b € B siempre y cuando (a,b) € R.

Se puede definir también una relacion de A en si mismo la cual resulta ser también
un subconjunto del producto cartesiano A x A.

Ejemplo:

1. Consideremos el conjunto de los nimeros enteros, definamos la relacion R de Z en
Z dada por; (a,b) € R si a — b es un entero par.

2. Sea T el conjunto de todos los tridngulos en el plano, Dos triangulos t1 y to se
relacionan si son semejantes.

Definicién:

Una relacion R de A en si mismo se dice que es una relacion de equivalencia si para
a,b,c € A se cumple que:

a) (a,a) € R.

b) (a,b) € R = (b,a) € R.
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¢) (a,b) e R y (b,c) e R = (a,c) € R.

La primera de estas propiedades es llamada reflexividad, la segunda Simetria, y, la
tercera transitividad.

De acuerdo con esto para demostrar que una relacién es de equivalencia habri que
demostrar que es; reflexiva, simétrica y transitiva.

Ejemplo:

Consideremos P el conjunto de todos los puntos en el plano. Definamos la relacién T,
como sigue: (p1,p2) € I si la distancia de p; al origen es la misma que la distancia de ps

al origen.

Afirmacién: I' de P x P. es una relacién de equivalencia.

Demostracién:

Reflexiva: p; se relaciona consigo mismo puesto que si la distancia de p; al origen es
d, es evidente que d = d por lo tanto (p1,p1) € .

Simétrica: Supongamos que (p1,p2) € I' es decir; si la distancia de p; al origen es d ,
entonces la distancia de ps al origen tambien es d, lo anterior hace evidente que (p2,p1) € T

Transitiva: Consideremos p1, p2, ps puntos en el plano tales que (p1,p2) € 'y (p2,p3) €
I, de (p1,p2) € T vemos que si la distancia de pjal origen es dy entonces la distancia de
p2 al origen es tambien dj, asi mismo de (pa,p3) € I' si dy es la distancia de ps al origen
entonces la distancia de po al origen tambien es ds , con lo anterior deducimos que d; = ds.
Esto permite concluir que (p1,p3) € . B

Definicién:

Si S y T son conjuntos no vacios, entonces una funcion de S en T es un subconjunto
F de SxT tal que para toda s € S hay un solo t € T , tal que (s,t) € F.

La definicién anterior permite dar precision al concepto de funcién, aunque de manera
sencilla baste pensar en funcién como una regla que permite asociar s € S con t € T,
siendo la regla aquella que verifica el hecho de que (s,t) € F. La notacién f(s) = t significa

que (s,t) € F.
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Ejemplo:

Consideremos el conjunto P de todos los puntos en el plano, sean O un punto fijo y
k un numero real cualquiera, definimos h de P en si mismo (h C P x P), de la siguiente
manera: (Py, P2) € hsi OPy = kOP; y O, Pj, P» determinan un segmento en el que O es
uno de los extremos.

Afirmacién: h es una funcién de P en P. h: P — P.

Demostracién:

Consideremos un punto P cualquiera, tracemos el segmento OP y prolonguemos este
hasta encontrar el punto @ tal que OQ = kOP. Entonces h(P) = @ y es evidente que Q
es unico.

La funcién h define un alargamiento del plano siempre que k > 1 y una contraccién
en el caso que 0 < k < 1k #0,ysi k< —1 tendremos un cambio de direccién en el
segmento.

Si f es una funcién de Aen B, f: A— B,y = € A, lanotacién f(z) , indica que el
valor f(z) es la imagen de x bajo la funcién f. El conjunto A es llamado el dominio de
la funcién. La imagen de una funcién es el conjunto de las imagenes de los elementos de

A, es decir:

Imf={beB|3 acA f(a) =b}

De la definicién de funcién se sigue que si dos funciones f: A — B y ¢g:C — D
son iguales entonces A = C, y f(x) = g(x) para todo x elemento de A. B

Definicién:

Consideremos S un conjunto cualquiera, definimos i@ : S — S de tal manera que
i(s)=s VseS, lafuncion i ast definida se llama funcion identidad.

Definicién: Dadas dos funciones; f: A— B y g: B— C

a) La composicion go f: A — C es una funcion definida por: (go f)(a) = g(f(a)).

b) La funcién inversa de f, es una funcion f~': B — A, para la cual fo f~':
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A— Ay fofl=i.

Ejemplo:

En el ejemplo anterior A~ : P — P con (Q,P) € h~! si 0Q = %OP.

Definicién: Una funcion f: A— B es

a) inyectiva si f(a1) # f(az) siempre que a1 # as.

b) suprayectiva si Vb€ B 3 a € A tal que f(a)=b. (B=1Imf)

¢) biyectiva si es inyectiva y suprayectiva a la vez.

Teorema 1.2.1: Si f, g, h son funciones biyectivas entonces:

a) fog es biyectiva.

b) La funcidn i es biyectiva.

c) f~1 es biyectiva.

Definicién : Una transformacion t es una funcion biyectiva de un conjunto en si
mismo.

En particular el conjunto arriba mencionado puede ser el plano Euclideano, que debido
a la naturaleza de este trabajo serd de particular interés y lo consideremos siempre que
hablemos de una trasformacién, a menos que se especifique lo contrario.

El enunciado del teorema anterior hace obvio el siguiente:

Corolario 1.2.1:

a) La composicion de transformaciones es una transformacion.

b) La identidad es una transformacion.

¢) La inversa de una transformacion es una transformacion.

Mas adelante identificaremos la inversa de algunas transformaciones.

1.3. Isometrias

Las isometrias son transformaciones del plano en si mismo que conservan la magnitud

de los segmentos de las figuras en el; es decir dada una trnasformacién del plano en si
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mismo esta es isometria si sucede que cualquier poligono en el plano es enviado a otro
poligono en el plano tal que las mégnitudes de sus lados correspondientes son iguales.

De la conservacién de las magnitudes de sus lados se sigue que tambien conservan las
magnitudes de los dngulos.

En esta seccién definiremos y analizaremos las isometrias en un plano e identificaremos
algunos resultados importantes que utilizaremos mas adelante.

Veamos ahora una definicién formal de isometria:

Definicién: Una transformacion M es una isometria si y solo si PQ = PIQ! para
todo par de puntos Py @ siendo M(P) = Pt y M(Q) = Q!. Es decir una isometria es
una transformacidon que conserva distancias.

Lema 1.3.1: Toda isometria envia lineas rectas en lineas rectas.

Demostracién:

Sea [ una linea recta cualquiera, y sean A y B dos puntos en esta recta, sean A’y B/ las
imégenes de estos puntos bajo la isometria T'. Consideremos C' otro punto sobre la recta
[, como A, B y C son colineales sabemos que AB + BC' = AC'; supongamos que sea C/ la
imagen de C bajo T, dado que T es isometria tendriamos que AB = A/B/, BC' = BIC!'y
AC = AICr; entonces AIBr + B1C1 = ArCt esto querria decir queA’ By C/ son colineales
por lo tanto T" envié una linea recta en otra linea recta. B

Lema 1.3.2: La composicién de isometrias es isometria.

Demostracion:

Sean T y T’ isometrias y sean P, Q y R poligonos tales que T(P)=Qy T'(Q) =R
dado que son isometrias sabemos que los lados correspondientes entre P y () son iguales
en magnitud y andlogamente para los lados correspondientes entre Q y R, por tanto por
transitividad los lados correspondientes en R a P son tambien iguales en magnitud y como
TI(T(P)) =T1Q) = R se conclute que la composicién es isometria. B

Decimos que una isometria preserva orientacion si al recorrerse los vértices de un
poligono en sentido de las manecillas del reloj, los vértices correspondientes del poligono

al cual es enviado bajo la isometria tambien se recorren en ese sentido.Si los vértices
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del poligono correspondiente se recorren en sentido contrario decimos que se invierte la
orientacion.

Definicién: Una Isometria es directa si preserva la orientacion y es inversa si invierte
la orientacion.

Ahora definiremos algunos movimientos en el plano con el fin de poderlos identificar
posteriormente como isometrias.

Definicién:

1) Traslacion: Es una transformacion T tal que dados los segmentos AB 'y CD si

T(A) =C y T(B) = D entonces el cuadrilatero ABCD es un paralelogramo.fig 1.26

fig. 1.26: Si T es unatraslacion entonces ABCDes un paralelogramo.

La traslacion es llamada también traslacion paralela al segmento AC.

2) Rotacion: Es una transformacion R para la cual existe un punto A tal que R(A) = A
y dados los puntos P y P’ y un dngulo «; y si R(P) = P! entonces AP = API'y
LPAP = a.fig 1.27
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fig.1.27: Una rotacién con centro en A y angulo ¢, .

3) Reflexion: Es una transformacion R para la cual existe una recta m tal que dados

dos puntos P y P! si R(P) = P! entonces m es la mediatriz del segmento PP/. figl.28

p'

fig. 1.28. una reflexién con respecto ge

4) Deslizamiento: Llamamos deslizamiento a la transformacion que se obtiene de la
composicion de una reflexion sequida de una traslacion en la direccion de la recta de

reflexion o viceversa.figl.29
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fig. 1.29 : El tridangulo A'B'C' es imagen de ABC bajo
un deslizamiento

Teorema 1.3.1: Las traslaciones, Rotaciones, Reflexiones y Deslizamientos son isometrias.
Demostracion:
1) Sea T" una traslacién y sean los puntos A, B, C'y D tales queT'(A) = Cy T(B) = D,
entonces sabemos que el cuadrildtero ABCD es un paralelogramo, esto quiere decir que
la AB = CD, por lo tantoT conserva distancias, es una isometria.
2) Consideremos una rotacién R, los puntos A, P, Pty el angulo «, tales que R(P) = Ply
APAP" = «, de acuerdo a la definicién; consideraremos tambien dos puntos distintos de
los anteriores @ y @ tales queR(Q) = Q/, sabemos que LQAQ! = o'y que AP = AP/ =
AQ = AQ)/, definamos § = LQAP’, entoncdes en los tridngulos A APQ y A APIQ/
tenemos que LQ'AP" = LQAP = a + 3, y como los lados AP = AIPr'y AQ = A/Q! de
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acuerdo al criterio de L.A.L. sabemos que son congruentes por lo tanto PQ = P/Q/. Con

esto se demuestra que es isometria. ( fig.1.50).

fig 1.30: Una rotacion esisometria

3) Sea R una reflexién, sean los puntos P , P/, @ y Q' y una recta m, tales que

R(P)=Pr , R(Q) = Q/ y m es la mediatriz de los segmentos PP’y QQ/(figl.31)
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mes la meditriz del segmento
PP'y QQ'

P O p'

Fig. 1.31 Si T es un deslizamiento
entonces es Isometria

Sean O y O los puntos de interseccién de m con los segmentosP P! y QQQ)/ respectiva-
mente. Entonces A POO’' = A PrO0’, ya que LPOO’ = £LPrO0’ = 90° , PO = PO
y OO/ es comun; esto permite ver que PO/ = P/O/ y ademds como £ PO'O = LP'O'O y
£QO'0 = £Q'0'0 se deduce que LPO'Q = £P'O'Q’ Con todo esto A PQO’ = API1QI0’
con lo cual se verifica que P@Q = P/Q/ por tanto se demuestra que es isometria.

4) Sea D un deslizamiento; sabemos que este es una composiciéon entre una traslacién y
una reflexién. Y como composicién de isometrias es isometria tenemos que un deslizamiento

es isometria. B fig.1.32

45



Fig. 1.32. Un deslizamiento esuna isometria.
D(P)=T(R(P))=P'y D(S)=T(R(S))=S'y se observa que PS=P'S’

Teorema 1.3.2: Toda isometria es uno de los siguientes movimientos: traslacion,

rotacion, reflexion o deslizamiento.

Demostracion:

Sea M una isometria, consideremos un tridngulo ABC y el tridngulo A’B’C’ su imagen
bajo M.entonces tenemos dos posibilidades:

a) Que sea una isometria directa (preserve orientacion)

b) Que sea una isometria indirecta (invierte orientacion.)

a) Si la isometria es directa y ademds los lados correspondientes del tridngulos son
paralelos consideraremos el segmento AA’ entonces el movimiento que envia el tridngu-

loABC en el tridngulo A’B’C’ es una traslacién paralela a este segmento y con la misma
magnitud.fig 1.33
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fig 1.33 Unaisometria que conserva orientacion y paralelismo es una
traslacion.

Si sus lados correspondientes no son paralelos entonces almenos dos de las rectas AA’,
BB’ y CC’ no son paralelas, Supongamos que AA’ y CC’ no son paralelas, Construyamos
1 v m las madiatrices de los segmantos AA’ y CC’ respectivamente, y sea O el punto de
interseccién de estas rectas.

Entonces; al ser las rectas metriatrices OA=0A’ y OC=0C’ y como AC=A’C’ por el
criterio LLL tenemos que AACO = AA'C'O, por lo tanto L AOC = LA’OC’, por lo tanto
LAOA" = £COC" = a,Entonces la isometria que envia ABC en A’B’C’es una rotacién

con centro en O y dngulo «. fig 1.5/
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b) Si la isometria no conserva orientacion, y los segmentos AA’, BB’ y CC’ son paralelos

entonces se trata de una reflexién con eje en la mediatriz de estos segmentos.fig 1.35
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fig.1.35: Una isometria que no conserva orientacién y tal que los egmentos
AA'.BB'y CC'es una reflexion cuyo eje es la mediatriz de dichos segmentos.

Supongamos que al menos un par de estos segmentos no son paralelos; existe entonces,
al menos un par de lados de los tridngulos ABC' y A7BIC' que se intersectan, Supongamos
que AC' y A/C' son los lados que se intersectan, sea P el punto de interseccién, tracemos
la bisectriz del dngulo C'PC’; llamemos b a esa recta.

Sea A” B”(C” el tridngulo que se obtiene al reflejar a ABC'con respecto a b, los tridangulos
ArBICry A” B”C” tienen lados correspondientes paralelos debido a que la reflexién se hizo
respecto de la bisectriz e iguales debido a que la reflexién se hizo de el tridngulo ABC,
entonces se puede llevar a el tridngulo A” B”C” al A7B/C' mediante una traslacién, sin
embargo para lograr que la traslacién sea paralela a la recta b tracemos rectas paralelas a
esta desde C'y C7,sean l; y [o las rectas trazadas, construyamos [ una recta perpendicular
a ellas; sean K y H los puntos de interseccién de [ con l; y ls respectivamente consideremos
la mediatriz del segmento K H, llamemos m a esa recta. Por construccién si tomamos m
como eje de reflexién obtendremos un tridangulo A”' B”’C”’ que se puede llevar al triangulo
A/BIC't mediante una traslacién paralela al segmento C”'C’; con lo cual se prueba que la

isometria en cuestién es un deslizamiento. B fig. 1.36
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'ly CC' no paralel os es|un desliz

fig. 1.36: Unaisom
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1.4. Grupos

El concepto de grupo serd muy importante a lo largo de este trabajo, pues algunos de
los resultados importantes utilizan este concepto; trataremos principalmente con grupos
de movimientos en el plano es decir con grupos de isometria y algunas caracteristicas de
ellos. Empezaremos con una definicién importante:

Definicién: Sea un conjunto G no vacio una operacion binaria * es una funcion tal
que a cada par ordenado de elementos GxG le asigna un unico elemento de G . La imdgen
del par (a,b) mediante la funcion se denota por axb y se denomina también resultado.

Por ejemplo La adicién de niimeros naturales es una operacién binaria.

Definicién: Un grupo (G,-) es un conjunto G con una operacion binaria - que satisface:

a) a:be GVa,be G

b) (a-b)-c = a-(b-c)Va,b,c € G

c¢)3decG tal que ace =ea=aVaeG

d) cada elemento a € G tiene un elemento inverso a~! tal que a=t-a = a-a™t = e.

St suce de que a-b = b-a se dice que el grupo es abeliano.

Veamos un ejemplo:

Consideremos el conjunto de simetrias de un rectdngulo en si mismo (los movimientos
que dejan fijo al rectangulo en cuestién) este conjunto estd constituido por 4 elementos,
A saber la identidad, una rotacién de 180° con centro en la interseccién de las diagonales

considerando el dngulo de 180° sobre una de estas y dos reflexiones sobre los ejes del

rectangulo.fig 1.837
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fig. 1.37. Las simetrias de un rectangulo en si
mismo.

Podemos expresar las simetrias del rectdngulo en si mismas de la siguiente manera: e

= (ﬁ g gg) Que indica la correspondencia de los vértices del rectdngulo en si mismos, es

decir en este caso; A— A, B—B, C—C'y D—D (se trata de la transformacién identidad);

ast mismo f = (50 54), 0= (545 ¢) v h=(Cp4n)

Consideremos la operacién composicion es facil ver que: eog = g = goe, eoh = h = hoe,
eof=f=foe,goh=f=hog, foh=g=hof, fog=h=gof, hoh=c¢,
gog=e, fof=e,yporiltimo eoe = e; con todo esto se puede ver que:

a)aobe GVa,be G

b) (aob)oc=ao (boc)Va,b,ce G

c)deeGtalqueace=eoca=aVaeqG

d) cada elemento a € G tiene un elemento inverso tal que a *oa =aoa™! =e. en

este caso la misma funcién es su propia inversa.
Ademsds se observa tambien que este grupo es un grupo Abeliano.

Lema 1.4.1: Si G es un grupo y a,b,c son elementos de el entonces:
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) e es dnico.
=) a~! es tinico.
) (@ =a
<) (ab) ' =b"1at

—)ab=ac o ba=ca implica b=c.

Demostracién:

Sean a, b, ¢ elementos de un grupo G.

) Sean ey f dos elementos de G tales que aoe =eoa = a aof=foa=a
Va € G en particular foe=cof=f y eof = foe=c¢, entonces f= foe=c¢e
entonces f = e.

--) Supongamos que existe z elemento de G tal que xa = axr = e sabemos que G

1

contiene tambien a a~! de aquf za = a"'a ; en particular (za)r = (a"'a)z usando la

propiedad asociativa z(ax) = a~!(az) entonces x = a~!.

---) Sabemos que todo lemento en G tienen un inverso sea x el inverso de a~! entonces:

-1 -1

a 'z =e=uxa"! ytambien o'

I = ¢ lo cual quiere decir que a 'z = a " 'a

_ 1\ —1
x = aa"'a de donde x = a de esta forma (a 1) =z =aq.

oca=aoa

entonces aa !

) Sabemos que (ab)b~ta"! = a(bb™')a"! = aea™! = aa~!

= e, esto quiere decir
que b~ a~! es el inverso de ab o bien (ab) ™t =b"la"t.

.- +) Supongamos que ab = ac entonces a‘ab = a lac de donde eb = ec esto implica
b = ¢, de manera similar para ba = ca. B

Definicién: Si (G,-) es un grupo y H es un subconjunto no vacio de G entonces (H,-)
es llamado subgrupo de G si satisface:

a) ab € H VYa,b € H.

b) Sia€ H entonces a~! € H .

Teorema 1.4.1: Si (H,-) es un subgrupo de (G,-) entonces (H,-) es tambien un grupo.

Demostracion:

Si (H,-) es un subgrupo de (G,-) sabemos que a-b € H Ya,b € H y que cada elemento
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a € H tiene un elemento inverso a~! € H tal que a '-a = a-a”! = e. Falta ver que

(a-b)-c = a-(b-c)Va,b,c € Hy que 3 e € H tal que a-e = e:a = a Ya € H, sin embargo si

a,b,c € H entonces a,b,c € G ya que H es subconjunto de G entonces (a-b)-c = a-(b-c);

ademds cada elemento tienen un inverso y H es cerrado con la operacién y como a™!-a =

a-a~! = e entonces e € H. Todo lo cual quiere decir que (H,-) es un grupo. B
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Capitulo 2

Teorema fundamental de la teoria

de diseccion

2.1. Introduccién.

En este capitulo enunciaremos y demostraremos el teorema fundamental de la teoria
de diseccién, o teorema de Bolyai-Gerwien; para tal efecto se enunciardan y demostraran

primero algunas proposiciones y teoremas que hardn posible la demostracién

Diremos que dos poligonos son equidisecables o congruentes por adicion, si puede de-
scomponerse uno de ellos en un numero finito de partes tales que puedan rearreglarse para

formar al otro.

La figura siguiente nos muestra un ejemplo de poligonos equidisecables:
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fig.2. 1. bspolgonos By Qon equidisecabes

Si observamos la (fig.2.1) resultara sencillo apreciar que si dos poligonos son con-
gruentes por adicién tienen la misma drea. El inverso también es cierto, es decir, si dos
poligonos tienen la misma &drea estos son congruentes por adicién, este hecho es el que se

conoce como Teorema Fundamental de la Teoria de Diseccion .

2.2. Preliminares

La notacién y definiciones que usaremos serdn las siguientes:
Sean P y @ poligonos

a) Si Py @ tienen la misma drea diremos que P es equivalente con Q, y lo escribiremos
P~Q.

b) Entendemos que dos poligonos son congruentes cuando tienen la misma magnitud
de sus lados correspondientes. Si P es congruente con @QQ escribiremos P = ().

De igual manera que en los tridngulos diremos que la congruencia entre dos poligonos
es directa si conserva el sentido y es inversa si invierte el sentido de los segmentos del

poligono.

96



c¢) Si P se diseca en poligonos Py, Ps, Ps, ..., P, escribiremos P = P+ P+ Ps+...+ P,.

d)Si P=P+P+Ps+..+ P ,Q=01+Q2+Q3+ ...+ Qp y ademds Py = Q1,
Py =2 Qo, P32 Qs, ...,P, = Q, diremos que P es equidisecable o congruente por adicion
con @Q y escribiremos P = Q(+).

e) Si Existen R y S poligonos equidisecables (R = S(+)) tales que R = P+ Ry + Ra+
R3+..+R,, S=Q+51+52+53+...+5, y Ri =51, Ro =S, Rg = Ss, ..., R, =5,
entonces diremos que P y @ son equicomplementables o congruentes por sustraccion y
escribiremos P = Q(—).

La fig.2.1 nos mostré un ejemplo para la definicién del inciso d, la (fig.2.2) nos mostrara

un ejemplo para la definicién del inciso e.
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fig.2.2. Considerando R=S, la ilustracion nuestra a Ry a S con una diseccion, que incluye, en el casode Ra Py

cuatro triangulos congruentes a los triangulos en que se encuentra dividido S ademas de Q, asi, los poligonos Py Q
son equiconplenentables.

Las siguientes proposiciones se obtienen directamente de las definiciones anteriores.
Proposicién 2.1.1:Sean P y @ poligonos:

1) Si P = Q entonces P = Q(+).

2) St P = Q(+) entonces P = Q(—).

3) Si P =Q entonces P = Q(—).

Demostracion:

1) Sean Py @ poligonos que satisfacen las hipétesis de la proposicion,

si la congruencia es directa se puede llevar P en () mediante una rotacién, una traslacién
0 una composicién de ambas; y si la congruencia es inversa se puede utilizar una reflexién

seguida de alguno de los movimientos anteriores, es decir en ambos casos la diseccién a
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efectuar es la que deja ambos poligonos intactos y con esta se verifica que P = Q(+)

fig.2.3. los poligonos P y Q se obtienen uno del otro mediante una traslacion, el poligor
Q' se obtiene de P o de Q mediante una refleion compuesta con una traslacion.

2) Sean Py @) poligonos tales que P = Q(+) , entonces, existen Py, Ps, Ps, ..., P,y Q1,
Q2, Q3, ..., @, paraloscualess P=P + P, +P3+...+ P, ,Q=Q1+Q2+Q3+...+Qn
vy P2 Q, P2 Qg P3s = Qs,..., P, 2 @Q,, tomemos Vi, Vs, V3, ..., V,,, v Uy,Us,Us,
..., Uy poligonos tales que Vi = Uy, Vo =2 Us, V3 = Us,..., V, =2 U, construyamos
ahora R=P+Vi+Vo+Vas+, ... +Vy vy S =Q + Uy +Us + Us+, ...,.+ Up, , es decir
R=P+Po+ P+, ..t o+ Vi + Vot Vat, o, +Vi vy S = Q1 + Q2 + Q3+, ..., +
Qn+ U1+ Uz +Us+, ...4Up con P =2 Q1, P = Qa, P3 = Qs,..., Py = Qn, V1 = Uy,
Vo =2 Uy, V3 2 Us,..., Vi, = Uy, con lo cual se tiene que R = S(+), por lo tanto P = Q(—)
(fig-2.4).
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fig.2.4Si P y Q son congruentes por adicién lo son tambien por sustraccion.

3) Sean P y @ poligonos tales que P = @ , entonces por transitividad de 1 y 2 se
tiene que P = Q(—) .1
Proposicién 2.1.2:
1) Ser equidisecable es relacion de equivalencia.
2) Ser equicomplementable es relacion de equivalencia.
Demostracién:

1) Reflexiva. Dado cualquier poligono P sabemos que este es congruente
con sigomismo, tomemos la diseccién que deja igual a P, para esta se satisface que P es
congruente por adicién con el mismo, es decir P = P(+).

Simétrica .Sean Py @ poligonos tales que P = Q(+) , entonces, P = P, + P, + P35 +
e+ Py Q=Q1+ Q2+ Q3+ ... +Qpn con PL=Q1, P» = Q2, 3=0Q3, ....P, = Qy,

invirtiendo las congruencias tenemos @ = P(+).
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Transitiva. Sean O, Py @ Poligonos tales que O = P(+) y P = Q(+), es decir
O0=014+0:4+034+..40, y P=Pi+Pob+Ps+...+ P, con Oy 2 P, O3 2 Py, O3 = P,
oyOp = Py y también P =P+ Pi+ P+ ..+ P, y Q=Q1+ Q2+ Q3+ ... + Qy, con
Pl =2 Q1, Py = Q2, P{=Qs, ...,P., = Q. Ahora si tomamos las disecciones P, y P/, de
P y las colocamos una sobre la otra respetando la forma de P obtendremos una diseccién

(P, P),) de P con la cual podemos formar tanto a O como a @ y con la cual se verifica

que O = Q(+) (fig-2.5).

fig.2.5. Sobreposicién de P en si mismo para obtener una diseccién de P util para los poligonos Qy O.

2) Reflexiva. Tomemos P un poligono cualquiera y, sea R un poligono tal que P esté
en su interior, por la reflexividad anterior sabemos que R = R(+), ademds R = P + Ry,
con Ry = R — P (Es posible que R; este a su ves formado por varios poligonos los cuales
pueden incluso ser ajenos) con esto se satisface que P es equicomplementable con él mismo,

es decir P = P(—).
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Simétrica. Sean Py @ poligonos tales que P = QQ(—) entonces existen R y S poligonos
tales que R~ S(+) y ademds R=P+ R+ Ro+Rs+...+R, y S=Q+51+52+ 55+
...+ Sy, en donde por la simetria anterior sabemos que S = R(+), y entonces se satisface
que Q = P(—).

Transitiva. Sean O, Py @ poligonos tales que O = P(—)y P = Q(—), entonces
existen R, S, T, y U poligonos tales que R = P+ R+ Ro+ R3s+ ...+ R, y S =
O+ 851+ S2+ 55+ ...+S, con R=S(+), R 251, Rg 289, Rg =2 S3, ....R, =S, ¥y
T=P+T1+To+T3+.4+Tny U=Q+U1+Us+Us+ ... + Uy con T = U(+) ,
T, 2U, To 2 Uy, T3 2 Us, ..., T = Up, (fig.2.6).

fig.2.6. Poligonos R,S,T y U en losque el poligono P es equicomplementable con
los poligonosO y Q, y aparece en la descomposicionde Ry S.
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Superponemos Ry T, sea Q= R—T y A =T — R ( donde  y A pueden incluso estar
formados por poligonos ajenos)entonces obtenemos una diseccién para lo cudl se verifica
lo siguiente (R4+ A) 2 (S+A)(+), (S+A) 2 (T+Q+)y (T+Q) =2 (U+Q)(+), de
donde por la transitividad anterior se tiene que (R + A) = (U + Q)(+) ahora, utilizando
las disecciones tanto de S como de T obtendremos una nueva diseccién para la cual se

concluye que O = Q(—) (fig.2.7).1

R

fig.2.7Sokeposicion de los polgonos iR Bonde se otiene RFos cuales permiten okervar |a transitividad
de la equicomplementatidad

Proposicién 2.1.3:Sean P y Q poligonos, si P = Q , P = Q(+) o P = Q(—) entonces
P~ Q.

Demostracion:
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- Si P = (@, sabemos que se puede llevar uno en el otro mediante una isometria, asi, es
evidente que tienen la misma &rea.

Si P = Q(+), existen Py, Py, P3,..., P, y Q1,Q2,Q3,...,Q, tales que P = P, + Py +
P+ . +PyQ=Q1+Q2+Q3+...+Qpn con Py =Q1, o= Q2, P3=Q3, ...,00 = Q,
entonces P; ~ @1, P» ~ Q2, P3 ~ Q3, ...,P, ~ @, ademds A(P) = A(P) + A(P)+
APs)+..+A(P,) y A(Q) = A(Q1) +A(Q2)+ A(Q3) +...+ A(Qy) entonces A(P) = A(Q)
por lo tanto P ~ @.

Si P = Q(—), existen Ry S poligonos tales que R = S(+) donde R = P + R; +
Ro+Rs3+ .+ R, yS=Q+S1+S2+S53+..+S5, con Ry 257, Ry & Sy, R3 = S3,
..yRp 2 Sy, entonces Ry ~ S1, Ry ~ So, R3 ~ Ss, ..., R, ~ S, y como R = S(+) por lo
anterior R ~ S entonces tenemos que A(R) = A(P)+A(R1)+A(R2)+ A(R3)+...+ A(R,)
= A(Q)+ A(S1) + A(S2)+ A(S3) + ...+ A(Sy) = A(S) de donde se puede ver que A(P) =
A(Q) por lo tanto P ~ @ W

2.3. Teorema de Pitagoras

En esta seccién enunciaremos y demostraremos el teorema de pitdgoras; primero uti-
lizando congruencia por adicién y posteriormente congruencia por sustraccién, ilustrando
de esa manera el uso de estos dos conceptos en una demostracion.

Esta es una seccién importante ya que este teorema serd de gran utilidad para la
demostracién del teorema fundamental de diseccién; demostracién que realizaremos en la

seccion siguiente.

Teorema 2.2.1:(Teorema de Pitdgoras)

1) Dado un tridngulo rectingulo, los cuadrados construidos sobre los
catetos, colocados juntos de tal manera que no se traslapen forman un poligono que es
congruente por adicion con el cuadrado construido sobre la hipotenusa.

2) Dado un triangulo rectangulo, los cuadrados construidos sobre los

catetos, colocados juntos de tal manera que no se traslapen forman un poligono que es
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congruente por sustraccion con el cuadrado construido sobre la hipotenusa.

Demostracién:
Llamemos T al tridngulo dado, sean a y b los catetos, C, y C} los
cuadrados construidos sobre a y b respectivamente y C}, el cuadrado sobre la hipotenusa,

sean « el dngulo adyacente a a y 3 el angulo adyacente a b (fig.2.8).

fig.2.8Dado un triangulo rectangulo, construir los cuadrados sobe los catetos y
sobe la fpotenusa.

1)Tomemos el tridngulo ABC' congruente con el tridngulo 7', tracemos el cuadrado
ABDE = Cytal que coincidan en los vértices A y B, y que el vértice C del tridngulo esté
en el segmento BD, sea F' en DFE tal que BC = DF, tracemos el cuadrado DFGH = C,
sobre el segmento DF', en DE encontremos el punto I tal que F'I = BA (fig.2.9).
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B C D H

fig. 2.9. Teorema de Pitagoras usando
equidisecabilidad.

Por construccién observamos lo siguiente:

¢ BC =DF = HG, AB=DB =BC+CD =CD+ DH = CH y LABC =
90° = LCHG entonces el tridngulo ABC' es congruente con el tridngulo CHG, de donde
AC = CG.

¢ BC=DF=FG,FI=BAy {ABC =90° = LI FG con lo cual el tridngulo ABC'
es tambien congruente con el tridngulo I F'G, entonces GI = AC.

¢ FE+FEI =F]I =BA=DFE=DF+FE = FEI =DF =BC, AB = AFE
vy LABC = 90° = LAFI asi el tridngulo ABC' es congruente con el tridngulo AEI, y
AC = Al

Hasta aqui hemos visto que el poligono ACGI es un cuadrilatero de lados iguales, pero
en el tridngulo T" sabemos que a+ 5 = 90°, ademds, como DFGH es un cuadrado se tiene
que o + 0 = 90° (no olvidemos las congruencias de los tridngulos arriba mencionadas),
andlogamente en ABDE tenemos 8 + v = 90° entonces 6 = Sy v = «, con lo cual
LACAI = LAIG = LIGC = £GCA = 90°, por lo tanto ACGI es un cuadrado congruente
a Cp,.
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Ahora, si observamos la fig.2.9 y llamamos J a la interseccién de GC' con DI y P al
tridngulo FGJ y @ al cuadrildtero AEJC entonces Cp, = P+ Q+T+ Ty C,+C, =
P+ Q+T+T por lo tanto Cp, = C, + Cp(+).

2)Construyamos los poligonos R y S de la siguiente manera :

Sea el cuadrado ABC D congruente a Cj, y unamos a los lados AC'y BD dos tridngulos
congruentes a T' (fig.2.10), llamaremos F y F a los vértices de los tridngulos y R al poligono

ABEDCYF asf construido.

C D

Fig. 2.10Construccién de un cuadrado ABCD congruente con el
cuadrado sote la Ipotenusa del triangulo rectangulo

Sean los cuadrados A’B'C'D’ y A”B"C" D’ congruentes con C, y C} respectivamente
unidos de tal manera que los puntos B’D’B” son colineales y la recta B’B” es diagonal
de ambos cuadrados (fig.2.11) unamos A’ con A” y C’ con C”, llamaremos S al poligono

A'A"B"C"C"'B' asi construido.
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B"

Cl
fig 2.11. Construccion de dos cuadrados congruentes a los cuadrados
sole los catetos del triangulo rectangulo unidos por un véice

Ahora hagamos las siguientes observaciones:

Por construccion tenemos que:

¢ LFCD=a+90°=4KFEBAy {CDE =+90°=BAF en R.

¢ AB'C'C"=90°+a=4«B'AA" y £C'C"B" =90°+ 3= 4B"A"A’ en S.

Entonces A FCD = £B'C'C", {\EBA = {B'A'A", {CDE = £C'C"B" y { BAF =
B"A"A’.

Si tomamos las diagonales FE'y BB’ en R y S respectivamente, estas dividen a los
poligonos R y S en cuadrildteros (FABE y FCDE para Ry B"A"A'B" y B'C'C"B"
para S) en los cuales FC = B'C', CD = C'C", DE =C"B" , FA=B"A" AB=A"A
y BE = A’B’ donde con la igualdad de los dngulos arriba mencionada se tiene entonces
que los cuadrildteros FCDE y FABE son congruentes con los cuadrilateros B'C'C"B" y
B" A" A' B' respectivamente, entonces R = S(+), pero R = C,+T+Ty S = Co+Cp+T+T
por lo tanto Cp, = Cy + Cp(—).1

Nota: Los dibujos que corresponden a la congruencia por sustraccién son construc-

ciones que pertenecen al maestro Leonardo Da Vinci y han sido utilizados aqui por permitir
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observar claramente una demostraciéon de congruencia por sustraccion.

2.4. Teorema fundamental de la teoria de diseccién (Bolyai-

Gerwien).

Ahora, para poder realizar la demostracién del teorema fundamental de la teoria de
diseccién necesitamos algunos resultados previos, estos los obtendremos de las siguientes

proposiciones.

Proposiciéon 2.3.1: Todo tridngulo es equidisecable con algin rectdngulo.

Demostracién:

Sea T un tridngulo cualquiera, llamemos A, B y C a sus vértices,
sin perdida de generalidad podemos suponer que AB es el lado de mayor longitud del
tridngulo. Sea C'D la altura del tridangulo tomada desde C' y con D el pie de ésta sobre
AB, llamemos H al punto medio de C'D. Construyamos R un rectdngulo de base AB y
altura HD (fig.2.12).

A D

fig.2.12: Equidisecabilidad de un triangulo
y un rectangulo de la misma area.
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Sean B, A, E y F los vértices de R , y G, I los puntos de intersecciéon de AC y
BC con EF respectivamente, llamemos 77 al tridngulo CGH que resulta congruente con
el tridngulo AGE ({GEA = {GHC, AE = CH, {FAG = {HCG) y T el tridngulo
CHI que a su vez es congruente con el tridngulo BFI ({IFB = £IHC, BF = CH,
LFBI = LHCT), ahora si llamamos P al poligono AGIB tenemos que T'=T; + T, + P
yR=T1+T>+ P conlocual T = R(+).1

Proposicién 2.3.2:Todo rectdngulo es equidisecable con el cuadrado de la misma drea.

Demostracion:

Sea ABC'D el rectdngulo dado, y sea AEF H el cuadrado de la misma
drea colocados el cuadrado sobre el rectdngulo de tal manera que coincidan en el vértice
A, supongamos que BC corta a HF en G, tracemos ED que cortaa BC en Ry a HF en
K.

Sean Ac y Ap las areas del cuadrado y del rectangulo respectivamente, notemos que:
Ac=FA-AH = BA-AD = Ap

Consideraremos tres casos:
1) Si sucede que 2+ AH > AD (fig.2.13)entonces K estd en el segmento GH, asi
los tridngulos KDH y EDA son semejantes ({HDK = {ADE , {HKD = {BER =

£LAED), entonces £H = HD de donde:

HD-EA EA(AD — AH)
AD AD

FA-AH BA-AD
= BA-— = kA — 05—

EFEA-BA=FA+AB=EB

KH =

Ademéds {DKH = {REB , {EBR = AKHD , entonces los tridngulos HKD y BER
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son congruentes.

E F
R G c

K
A H D

fig. 2.13Cuadrado y rectangulo de la misma érea tales que 2AH>AD

Observemos que FA=FHy EB = KH, ademés FA=FEB+BA,FH=FK+KH
entonces BA = FK y como BA = CD tenemos FK = CD pero {EKF = {RDC'y
LAEFK =90° = LRCD asf, los tridngulos CDR y F K FE también son congruentes.

Ahora identifiquemos con T3 a los tridngulos HKD y BER , T, a los tridangulos CDR
y FKE y con P al poligono ABRK H , sean R el rectdngulo y C el cuadrado entonces:

R=P+T1+Toy C=P+T;+Ts conlo cual R = C(+).

2) En el caso que 2AH = AD (fig.2.14) K coincide con G y R | y las congruencias se

verifican de manera andloga a la anterior.
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A H D

fig. 2.14Cuadrado y rectangulo de la misma area talesque 2AHAD

3) Ahora, si 2AH < AD (fig.2.15), entonces, dividiremos la base del rectangulo a la

mitad y duplicaremos la altura hasta obtener un rectdngulo como en los casos anteriores.

F
E
C
B I
A H D

fig.2.15. Cuadrado y rectangulo de la misma area tales que 2AH<AD.
Se divide el rectangulo entre dos y se construye un rectangulo con el
cual se puede realizar la demostracion como en el caso de que
2AH>AD.

Los cortes indicados en los casos I y 2 determinan la descomposicién para la cual se

verifica la equidisecabilidad del rectangulo y el cuadrado.l
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Notemos que hemos obtenido una manera de disecar un tridangulo en un cuadrado de su
misma drea, (utilizando sucesivamente los dos resultados anteriores (fig.2.16)), este hecho

nos serd de mucha utilidad para la demostracion de el teorema siguiente.

4 3
11 3 4, 0 .
1] v \\ 3'
1 3 1 5 . 43
2 4 41
42
[o; O

fig. 2.16. Diseccion de un triangulo en un cuadrado de la misma area, utilizando
sucecivamente la diseccion de triangulo en rectangulo y de rectangulo en cuadrado.

Teorema 2.3.1: Todo Poligono es equidisecable con el cuadrado de su misma drea.

Demostracion:
Sea P un poligono cualquiera, segin vimos en el capitulo 1 este puede
ser descompuesto en un numero finito de tridngulos, llamemos 17,75, T3, ..., T, a dichos
tridngulos, seguin la proposicién 2.2.1 estos tridngulos a su vez puede ser disecados para

formar rectdngulos Ri, Ro, Rs, ..., R, de la misma &rea, y por la proposicién 2.2.2 estos
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rectdngulos se puede disecar en cuadrados C1,Cs, Cs,...,C, también de la misma &rea.
Con esto, y haciendo uso de la transitividad, hemos descompuesto a P en un ntimero
finito de cuadrados, ahora utilicemos el teorema 2.0.1 de la siguiente manera, tomemos
Ch1 y Cs y construyamos Tj el tridngulo rectdngulo cuyos catetos son los lados de Cp y
Cs entonces sea Cp,, el cuadrado sobre la hipotenusa de 77, es equidisecable con C; + Cy;
luego, tomemos Cp,,, C3 y T3 el tridngulo rectdngulo cuyos catetos son los lados de Cp,
y C3 entonces Ch,, el cuadrado sobre la hipotenusa de T3, es equidisecable con Cp, + C3
el cual por transitividad es equidisecable con C; + Cy 4+ Cj, asi, sucesivamente llegamos a
Ch,, un cuadrado equidisecable con C1 4+ Co + C5 + ... + Cy, (fig2.17), este cuadrado tiene

n

drea igual a la de el poligono P, ya que:

A(P) = A(Ty)+ A(Ty) + A(T3) + ... + A(T},)

A(Rl) + A(Rz) + A(Rg) + ...+ A(Rn)

A(CY) + A(Cy) + A(C3) + ... + A(Cy)
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« A
o

fig. 2.17. La descomposicidon de un poligono en tiangulos que a su vez se transforman en cuadrdos con los cuale:
se puede construir un cuadrado del area del poligono original.

Ademds, por la transitividad de la equidisecabilidad tenemos que P = C}, (+) con lo

cual el teorema queda demostrado (* fig.2.18).1
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fig. 2.18. Poligono Py el cuadrado de su misma area.

Teorema 2.3.2:( Teorema Fundamental de la Teoria de Diseccion Bolyai-Gerwin)
Dos poligonos P y @Q de la misma drea son equidisecables.
en stmbolos; Si P ~ @ entonces P = Q(+).
Demostracién:
Por el teorema 2.3.1 sabemos que P es equidisecable con el cuadrado
Cp de la misma drea, y ) a su vez es equidisecable con Cg el cuadrado de su misma 4rea,
entonces:
A(Cp) = A(P) = A(Q) = A(Cg) ademéds como Cp = Cg por la proposicién 2.1.1
Cp = Cg(+) con lo cual tenemos P = Cp(+), Cp = Co(+) y Cg = Q(+) de donde por
transitividad P = Q(+).1

Notemos que con este teorema y la proposicién 2.1.3 en realidad lo que tenemos es:

P~Qe P=Q(H+)

Corolario 2.3.1:Sean P y @ poligonos P = Q(+) si y solo si P = Q(—).
Demostracién:

=) Si P = Q(+) entonces P = Q(—) proposicién 2.1.1.

<) Supongamos P = Q(—) entonces P ~ @ (proposicién 2.1.3) y por

el teorema anterior P = Q(+).H
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El teorema anterior nos muestra que podemos utilizar indistintamente que dos poli-
gonos sean equidisecables o que sean equicomplementables, en adelante utilizaremos solo
equidisecabilidad.

Ahora bien, el teorema 2.3.2 puede ser escrito como sigue:

Teorema 2.3.3:Dados dos poligonos P y @ entonces P~ Q & P = Q(+) & P =
Q(-).

En el capitulo siguiente , desviaremos un poco nuestra atencién a un tema que nos
permitird analizar el teorema de la equidisecabilidad desde otro punto de vista. Analizando

algunas posibles variantes en la demostracién.
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Capitulo 3

Variaciones para el teorema

fundamental de diseccién

Introduccién

En el capitulo anterior demostramos que dos poligonos son equivalentes si y solo si
son equidescomponibles. Ahora, si se revisan las demostraciones de cada resultado uti-
lizado, se verd que se emplean distintos movimientos Isométricos en el plano; utilizando
con mayor frecuencia las traslaciones. Esta observacién lleva a preguntarse ;Serd posible
una demostracion del teorema fundamental que utilice solo traslaciones? o bien jbajo que
circunstancias se puede usar solo traslaciones? y jcuédl es el minimo niimero de movimien-
tos que hacen posible una demostracién? Estos cuestionamientos fueron contestados al
demostrar el teorema de Hadwiger-Glur en 1951. En este capitulo se dard una demostracién
de este teorema, para ello se definiran y demostraran algunos conceptos referentes a grupos

de isometrias necesarios en la demostracion.
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3.1. Grupos de Isometrias.

Denotemos por D el conjunto de todas las isometrias en el plano, el cual, segiin se vio
en 1.4, es un grupo.

Consideremos ahora los siguientes conjuntos:

S ={d/d es una rotacién de 180° o una traslacion }

T = {d/d es una traslacion }

Notemos que las rotaciones de 180° pueden ser en cualquier sentido.

Evidentemente 7' C S C D y ademas S y T son grupos con la composicién, es decir,
ambos son subgrupos de D .

Para demostrar que efectivamente S y T son grupos utilizaremos las siguientes proposi-

ciones:

Proposicién 3.1.1: Sean dy y ds rotacion de 180°, entonces dy odo es una traslacion

Demostraciéon:
Sean d; y do rotaciones con centros O y Os respectivamente, tomemos
A un punto cualquiera A’ su imagen bajo d; y A” la imagen de A’ bajo dy notemos que

los trigngulos AA’A” y O14'O; son semejantes, y su razén de semejanza es & (fig.3.1 a)).

. ! ! . . ,
Es decir ?412/2 = 1/0141 = ﬁ,g?, = % entonces el movimiento que envia A en A” es una

traslacién paralela al segmentoO;04 y la longitud de traslacién es 20104
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(b)

fig. 3.1. La composicién de dos rotaciones de 180°, esuna traslacion.

Ahora bien, cabe mencionar el hecho de que en esta demostracién se ha supuesto que
los puntos A, A’ y A” no son colineales, sin embargo es facil ver que en caso de que lo sean

el resultado es el mismo (fig.3.1 b)) .1

Observacién: Si tenemos una traslacién paralela a un segmento AA’ y construfmos
un tridngulo con AA’ como base y A” su tercer vértice entonces la traslacién puede ser
pensada como la composicién de las rotaciones de 180° con centros en los puntos medios de

AA" y A’A” | para las cuales A’se obtiene de aplicar la composicién de dichas rotaciones

aA.

Proposicién 3.1.2: Sean di, do y d3 rotaciones de 180°, entonces di o de o ds es una

rotacion de 180°.

Demostracién:

Sean 01, Oz, O3 los centros de las rotaciones di, do y d3 respectiva-
mente, tomemos A un punto cualquiera, sea A’ la imagen de A bajo dy, A” la imagen de
A’ bajo do, y A” la imagen de A” bajo d3 . Tracemos un segmento de recta paralelo a
0102 que pase por O3 y un punto O en [ tal que 0105 = O30 , tenemos que los tridngulos
AA'A" y O1A’0Oy son semejantes con razén de semejanza % y por construcciéon OOs3 es

también % de AA"” | ademds como QO3 es paralelo a 0105 tambien es paralelo a AA” asi

80



% =BG =1y LAA"A" = LOO3A™ entonces los tridngulos AA" A" y 003A" son

semejantes con razén de semejanza %, por tanto O es el punto medio de AA™.
Finalmente la composicién de las tres rotaciones, es una rotacién de 180° con centro

en el punto O asi construido (fig. 5.2) .1

fig.3.2. La composicion de tres rotaciones de 180°, es una rotacién de 180°

Proposicién 3.1.3: Sean d y d’ traslaciones entonces d o d' es una traslacion.
Demostracién:

Segin observamos en la proposicén 3.1.1 podemos considerar a d =
diody y d = d3ody donde dy, do, d3, dy son rotaciénes de 180°, entonces d o d' =
(d1odg)o(dsody) = (dyodaods)ody =dsodyy dado que el producto de tres rotaciénes
de 180° es una rotacién de 180°, tendremos d5 rotacién de 180° (proposicién 3.1.2) y dsody

seguin se vié en la proposicién 3.1.1 es una traslacién.ll

Teoremad.1.1: S es Grupo.

Demostracion:

-) Sean dy y dy en S entonces:
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Si dy y do son traslaciones dj o dy es una traslacién y estd en S.

Si dj es traslacion y ds rotacion de 180°, podemos pensar en dj ody como la composicién
de tres rotaciénes de 180° (observacién de la proposicién 3.1.1) asi tendriamos que dy o do
es rotacién de 180° y estd en S. Andlogamente si dj es rotaciéon de 180° y dy traslaciéon
obtendremos que d; o ds es rotacién de 180°.

Si dy y do son rotaciones de 180° dj o do es traslacién y estd en S.

) Sean dy , da y d3g en S, como S C D y en D se cumple la asociatividad entonces
también se cumple en S.

--+) Tomemos e € D, podemos pensar a e como una traslacién respecto a un segmento
de longitud cero, asi e € S.

-+ -+) Por tltimo, sea d € S entonces:

Si d es una rotacién de 180° y A’ es la imagen de un punto A cualquiera respecto a d,
el movimiento que envia A’ en A es la misma rotacién esto es dod = e o bien d~! = d.

Si d es una traslacién paralela a un segmento AB y A’ es la imagen de un punto A
cualquiera respecto a d, el movimiento que envia A’ en A es una traslacién d’ paralela al

segmento BA esto es, dod =e=d od o bien d! = d en ambos casos d* € S.H
Teorema 3.1.2: T es Grupo.

Demostracién:
) Sean dy d' en T ent. dod' € T (Proposicién 3.1.3 ).

) Sean dy , d2 y d3 en T, como T' C D entonces se cumple dj o (daods) = (dy odz)ods
enT.

--+) Tomemos e € D, podemos pensar a e como una traslacién respecto a un segmento
de longitud cero, esta cumple con las propiedades de neutro asi e € T'.

- -) Por tltimo, sea d € T entonces d es una traslacién paralela a un segmento AB y
si A’ es la imagen de un punto A cualquiera respecto a d, el movimiento que envia A’ en
A es una traslacién d’ paralela al segmento BA estoes: d ' =d € T.1

En la siguiente seccién utilizaremos todo esto para demostrar un hecho interesante.
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3.2. El teorema de Hadwiger-Glur.

El teorema de Bolyai-Gerwien establece la equidisecabilidad de los poligonos de igual
area, ahora restringiremos este hecho estableciendo la equidisecabilidad solo con las isometrias
contenidas en el grupo S, es decir, que las partes correspondientes en los poligonos equidis-
ecables pueden ser obtenidas una de la otra mediante una traslacién o rotacién de 180°
(el grupo T serd utilizado posteriormente).Para esto demostraremos algunos resultados

previos.

Definicién: Diremos que dos poligonos Py Q son equidisecables S si su equidisecabil-
idad puede establecerse solo con movimientos en S, es decir P=Pi+ P, + Ps+...+ P,
Q=01+ Q2+ Q3+...+Qn con P =Q1, P, =02, P3s=Q3, ..., = Qn, y ademds
Qi es la imagen de P; bajo algina isometria contenida en S.

Dados Py @ poligonos si P es equidisecable S con () escribiremos P = Q(+)S

Proposicién 3.2.1: Ser equidisecable S es de equivalencia.

Demostacién:

Reflexiva. Dado cualquier poligono P sabemos que este es equidisecable
consigo mismo y que aplicando e € S el poligono permanece intacto, entonces, si tomamos
la diseccién que deja igual a P, se satisface que P es equidisecable S con el mismo, es decir
P = P(+)S.

Simétrica .Sean Py @ poligonos tales que P = Q(+)S, entonces, P = P, + P» + P3 +
et Py Q=01+ Q2+ Q3+ ... +Qp con P =Q1, P =Q2, P3=Q3, ....0, = Qy
y obtenidos uno del otro mediante una isometria contenida en S, tomemos cualquier par
P; =2 Q); es evidente que si P; se obtiene de (); mediante una isometria d € S, entonces Q;
se obtiene de P; mediante el movimiento inverso d~'el cual también esta en S dado que
es grupo, asi Q = P(+)S.

Transitiva. Sean O, Py @ Poligonos tales que O = P(+)S y P = Q(+)S, es decir
O=01+03+034+..+0, yP=P +Py+P3+ ..+ P, con O1 = P, Oy = Py,
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O3 = P53, ...,0, = P, y obtenibles uno del otro mediante isometrias en S, y también
P=P +P+P+.+PF,yQ=0Q1+Q2+Qs+ ...+ Qn con P| =Q1, Py =Q,
P} =~ Qs, ...,P), =~ @, tambien obtenibles uno del otro mediante isometrias en S. Entonces
si tomamos las disecciones P, y P! de Py las colocamos una sobre la otra respetando la
forma de P obtendremos una diseccién (P,, P),) de P la cual resulta comin a Oy a Q y
con la cual se verifica que O = Q(+)S.1

Proposicion 3.2.2:Todo tridngulo es equidisecable S con algin rectdngulo que tiene
la misma drea.

Demostracion:

Observemos la fig. 3.3 que corresponde a la demostracién hecha para la
proposicién 2.3.1, notemos que los tridngulos 77 y 75 se obtienen de sus correspondientes
mediante rotaciones de 180° con centros en I y G respectivamente, es decir, con solo
isometrias contenidas en .S se puede pasar del tridngulo al rectdngulo, entonces, esta misma
demostracién nos es util para demostrar la equidisecabilidad S entre el tridngulo y el

rectdngulo.ll

A D

fig.3.3: Equidisecabilidad de un tiangulo
y un rectangulo de la misma area,
utilizando solo rotaciones de 180°.
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Proposiciéon 3.2.3: Dos paralelogramos de la misma altura, que tienen bases iguales
y paralelas son equidisecables S.
Demostracion:

Sean ABCD y EFGH dos paralelogramos que cumplen las hipétesis de
la proposicién, sin perdida de generalidad podemos suponer que AB y EF son las bases
iguales y paralelas, entonces podemos sobreponer AB en EF mediante una traslacién
(fig.3.4); sea EFC'D' el paralelogramo que obtuvimos al trasladar ABC'D; como tienen

la, misma altura los puntos C’, D', G y F son colineales.

fig.3.4. Dos paralelogramos de igual base y altura, trasladando uno sobre la base del otro.

-)Supongamos que EG se intersecta con F'D’, llamemos I a este punto tracemos sobre
la linea de E'F segmentos de igual magnitud a F'F', y en los puntos que determinan estos
segmentos tracemos rectas paralelas a EG y a FD' (fig.3.5), al trazar estas lineas hemos
dividido ambos paralelogramos en piezas, una comin a ambos, que llamaremos P, y tam-

bien Py, P...P, y Q1, Q2...Q,, correspondientes a EFC'D’' y EFGH respectivamente,
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de las cuales (dado que se obtienen de lineas paralelas) se observa facilmente que P; = @1
v Po 2 Qo... P, =2 Q, y ademds, (); se obtiene de P; mediante una traslacién paralela al
segmento dirigido C'G, entonces esta es la descomposicién para la cual se verifica que los

paralelogramos son equidisecables S.

E F

fig. 3.5. Descomposicion de dos paralelogramos de bases y alturas iguales para obtenerse uno del otro.

--)Supongamos que EG no se intersecta con F'D'; entonces los tridngulos EC'G y
FD'H son congruentes, y obtenibles uno del otro mediante una traslacién paralela al
segmento EF (fig3.6), asi tenemos cada paralelogramo divido en dos poligonos, P comin
a ambos y P y Q1 que son los tridngulos EC'G y FD'H respectivamente, con los cuales

se verifica la equidisecabilidad deseada.l
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Fig.3.6. Dos paralelogramos de igual base y altura, en los que los segmentos EGy FD'no s
intersectan.

Proposicién 3.2.4:Dos rectdngulos de dreas iguales son equidisecables S.
Demostracién:
Supondremos dos casos:

-) Que tienen sus lados paralelos.

-+) Que no tienen sus lados paralelos.

Sean ABCD y EFGH los rectdngulos en cuestion.

-) Traslademos ABC'D hasta sobreponerlo a EFGH de tal forma que coincidan los
vértices Ay E y que F este sobre el segmento AB, tracemos las lineas F'D, BH y CG;
sean M y N los puntos de interseccién de FG y DC con BH respectivamente, y O el
punto de interseccién de F'G con CD, (fig.3.7).
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fig.3.7. Equidisecabilidad de dosrectangulosde la misma area,
sobreponiendolos de tal forma que coincidan en un vértice.

De la construccion realizada y la igualdad de las dreas se desprende lo siguiente:

AB AH

GH-GO = BC-COpero AF=GH y AD=BC asi:
AF  AD

AF-GO = AD-COé%—@éAAFDNAOCG

de donde, por transitividad, se tiene:

AABH ~ AOCG

todo esto muestra que F'D, BH y CG son paralelas, entonces:

AFBM =2 ADNH y ABCN = AMGH
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Obteniendose estos tridngulos uno del otro mediante una traslacién; asf, hemos obtenido

una diseccién que verifica que los rectdngulos son equidisecables S.

--)En caso de no tener sus lados paralelos hagamos la siguiente construccion:

Tracemos por A y B rectas pralelas a FG y prolonguemos CD de tal forma que
obtengamos los puntos C’ y D’ de las intersecciones de las rectas, el paralelogramo ABC’ D’
comparte una base y tiene la misma altura que el rectdngulo ABC D. Tracemos ahora por
B y C' rectas paralelas a I'E obteniendo asf los puntos A’ y D" con las intersecciones, el
paralelogramo A’ BC’'D"” comparte una base y tiene la misma altura que el paralelogramo
ABC'D' (fig.3.8)

Hemos obtenido el rectangulo A’BC’'D" se puede observar que ABCD = ABC'D'(S)
y ABC'D’' =2 A/BC'D"(S) aplicando la transitividad vista en proposicién 3.2.1 tenemos
que A’BC’'D"es equidisecable con el rectangulo ABCD y ademsés, este rectdngulo tiene
lados paralelos al rectangulo EFGH, y con el se puede proceder como en el inciso anterior

para demostrar la equidisecabilidad S.H

A A D"

Fig. 3.8. Si los rectangulos no tienen lados paralelos, se puede hacer una
construccién sobre uno de ellos, para obtener un rectangulos de lados paralelos
a los del otro, y con el cual se verifica la equidisecabilidad.

Proposicion 3.2.5:Todo poligono es equidisecables S con algin rectdngulo.

89



Demostracién:

Sea P un poligono cualquiera, lo podemos dividir en un nimero finito
de tridngulos, por la proposicién 3.2.5 estos tridngulos son equidisecables S con rectan-
gulos de su misma drea. Llamemos Ry, Rs, ...,R, a estos rectdngulos, ahora tomemos un
segmento AB y construyamos sobre él un rectangulo de igual drea que Ry (por la proposi-
cién 3.2.4 sabemos que estos rectdngulos son equidisecables S ), procediendo de manera
andloga con los rectdngulos restantes, obtendremos un rectdngulo R sobre el segmento AB

tal que R~ Ry1 4+ Ry + Rs + ...+ R,(S) y por transitividad también lo es con P.l

Teorema 3.2.1: Teorema de Hadwiger Glur. Dos poligonos de dreas iguales son
equidisecables S.
Demostracién:
Sean P y @ los poligonos dados, por el lema anterior ambos son
equidisecables S con algin rectdngulo de su misma drea, y estos son equidisecables entre

si por la proposicién 3.2.4, y por transitividad se deduce que P = Q(S5).

3.3. Invariantes aditivos y el grupo 7.

En la seccién anterior vimos que S es un grupo con el cual se puede verificar la equidis-
ecabilidad, sin embargo si revisamos la demostracién de la proposicién 3.2.3 nos daremos
cuenta que en ella sélo se usan traslaciones, entonces cabe preguntarse jen qué casos puede
establecerse la equidisecabilidad haciendo uso solo del grupo 1" 7, en esta secciéon daremos
respuesta a esta pregunta.

Definiremos algunos conceptos que nos serdn titiles para esta demostracion.

Sea P un poligono cualquiera, orientemos los segmentos que forman sus lados de man-
era que al recorrerlos en ese sentido los puntos a la izquierda esten siempre en el interior
de P, consideremos tambien una recta orientada [, definimos J; (P) como la suma de las

longitudes de los lados de P paralelos a [, tomando como positivos aquellos que estén en
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la direccién de [ y como negativos los que estén en sentido contrario. (fig. 3.9)

fig 3.9. Poligono con lados orientados y recta orientada |.

Notemos que si [ no es paralela a ningtn lado del poligono entonces J;(P) = 0.

Observemos algunas propiedades del nimero J; (P).

Proposicién3.3.1: Sea | una recta orientada y M y M’ dos poligonos que se obtienen
uno del otro mediante una traslacion, entonces: Jy (M) = J; (M').
Demostracion:

Consideremos dos poligonos M y M’ que se obtienen uno del otro
mediante una traslacién , es evidente que al aplicar dicha traslacién a un poligono las lon-
gitudes y direcciones de sus lados no sufren cambio alguno, por tanto, es sencillo observar
que J; (M) = J,(M').1

Esta proposicién nos dice en otras palabras que el nimero J; no cambia para los
poligonos que se someten a una traslacién , por esta razon le llamaremos invariante.
Proposicién 3.3.2: Sea | una recta orientada y A algin poligono descompuesto en

un ndmero finito de poligonos My, Ma, M3, ..., M}, entonces:
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A = M+ My+ M3+ ...+ My

Ji(A) = J (M) + Ji (Mz) + Jp (M3) + ... + J; (M)

Demostracion:
Observemos los lados de los poligonos A, M1, Ms, M3, ..., M} marcando
sobre ellos los puntos que son vértices de dichos poligonos, se han obtenido entonces,
segmentos rectilineos de distintas longitudes algunos de los cuales conforman los lados del

poligono A y otros que estan dentro de él, (fig.5.10).

fig.3.10. Poligono descompuesto en un numero finito de poligonos, algunos de los
cuales tienen lados paralelos alarectal.

Consideremos un lado AB del poligono A paralelo a la recta [, este segmento puede o
no estar dividido en otros segmentos més cortos, si no estuviera dividido entonces tanto

es lado de A como de algtin poligono M; conservando para ambos poligonos el sentido,
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asi se observa que aporta la misma cantidad para J; (A) como para J; (M) + J; (M2) +
Jy (M3) + ... + J; (My); ahora bien, si sucediera que este lado se encuentra dividido en
segmentos (digamos AN, NO,OB por ejemplo), entonces al calcular el nimero J; (M;) +
Ji (M) + J; (M3) + ... + J; (My) se debe calcular la suma algebrdica de las l6ngitudes de
estos segmentos, observamos que para cada uno de los segmentos que compone a A, solo
uno de los poligonos My, My, M3, ..., M} lo contiene ; y dado que se encuentra en el mismo
lado que en el poligono A entra en el cdlculo con el mismo signo, al hacer entonces la suma
se obtiene el mismo valor que para el nimero J; (A4).

Examinemos ahora un segmento que se encuentre totalmente dentro del poligono A,
habrd al menos dos poligonos M; que lo contienen, estando estos poligonos situados en los
lados opuestos a él, por lo tanto uno entrard en la suma con signo positivo y el otro con signo
negativo y al calcular la suma algebraica estos términos se cancelaran mutuamente, de esta
forma se hace evidente que estos segmentos no afectardn en ninguno de los cédlculos.Todo
esto nos permite verificar la veracidad de la proposicién dada.ll

Esta proposicién nos permite ver que si un poligono A esta constituido por varios
poligonos més pequenos, el numero J; (4) puede obtenerse por la adicién de los invariantes
de los poligonos constituyentes, diremos entonces que el nimero J; es invariante aditivo

Con lo anterior estamos ya en condiciones de enunciar el siguiente teorema.

Teorema 3.3.1: Sean A y A’ dos poligonos equidisecables T y sea | una recta orientada
entonces Jy (A) = J; (A).

Demostracion:

Sabemos que A y A’ son equidisecables T', es decir A se puede cortar
en un nimero finito de poligonos Mj, My, M3, ..., M, y A’ se puede cortar en el mismo
nimero de poligonos M, M5, Mj, ..., M, de tal manera que M; = My, My = M, M3 =
M3, My, = My, 'y son obtenidos uno del otro mediante una traslacién paralela.

Entonces de acuerdo a la proposicién 3.3.1

Ji(My) = Jy(M7), Ji(Ma) = Ji(Msy), Ji(Mz) = Ji(Mg), (M) = Ji(My)
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Usando entonces la proposicién 3.3.1 tenemos que:

Ji (A) = Jp (My) + Jp (M) + Jy (M3) + ... + J; (M)

Ji(A) = Jp (MY) + Jy (M3) + Jy (M) + ... + J; (M)

Por lo tanto

Ji(A) = J ()

Observemos que esto sucede para toda recta orientada I.

/

fig.3. 11 El invariante del cuadrado siempre es cero, sin embargo para el triangulo tiene el valor de la magnitud del
segmento AC, es decir no es cero, esto quiere decir que a pesar de tenerla msma area no pueden ser obtenidos
uno del otro con solo traslaciones.

Ahora bien todo lo anterior nos permite observar que dos poligonos de dreas iguales no

son siempre equidescomponibles T por ejemplo un cuadrado y un tridngulo de la misma
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area (fig 3.11) tienen distintos valores para una recta tomada paralela a algun lado del
tridngulo entonces no son equidescomponibles con solo traslaciones.

Esto quiere decir que son necesarios méas movimientos ademds de las traslaciones para
garantizar la equidescomponibilidad de cualesquiera dos poligonos de la misma &drea; la
proxima secciéon nos mostrard precisamente cual es el minimo grupo que permite garantizar

esto.

3.4. El grupo S.

La seccién anterior mostré una propiedad que relaciona al Invariante aditivo J; (P)
y el grupo T. En esta seccién observaremos que el minimo grupo que permite establacer
la equidisecabilidad de las parejas arbitrarias de poligonos con dreas iguales es S. Esto
equivale a demostrar que un grupo G que permite establecer la equidisecabilidad de dos
poligonos cualesquiera de dreas iguales contiene todos las traslaciones y todas las rotaciones
de 180°.

Primero haremos algunas definiciones y observaciones:

Consideraremos un grupo G de isometrias tal que dados cualquier par de poligonos
equivalentes estos se pueden obtener uno del otro con movimientos de G.

Sea P un punto en el plano, llamaremos orbita de P bajo G, al conjunto de todos los
puntos en el plano que son imdgenes de P mediante movimientos de G.

Notemos que P estd en la 6rbita de P dado que al ser G grupo contiene la transfor-
macion identidad.

Sea M wun poligono, denotaremos Ip(M) a la suma de todos los dngulos de M cuyos
vértices se encuentran en la orbita de P.

Notemos que el punto P puede o no ser vértice del poligono. Para poder comprender
mejor esta definicién mostraremos los siguientes ejemplos:

1) Sea E un tridngulo equilatero, y H el grupo de simetrias de E (estas son a saber

las rotaciones 1207, 240° y 360°) (fig 3.12) Consideremos el vértice A; la 6rbita de A bajo
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H contiene a los tres vértices del tridangulo, entonces I4(E) = 60 + 60 + 60 = 180.

I
Fig 3.12. El conjunto de las simetrias de un'triangulo equilatero es un grupo que consta de
seis elementos a saber: la identidad, dos rotaciones y tres reflexiones. Es facil ver que la
oOrbita de un v értice del triangulo incluye a los tres vértices del mismo.

2) Tomemos un tridngulo equildtero E y un punto @ fuera de él; consideremos al grupo
T de todas las traslaciones en el plano. Sean A, B y C los vértices del tridngulo, tracemos
el segmento QA es seguro que T contiene una traslaciéon paralela a este segmento por
tanto A esta en la dérbita de () bajo T', analogamente se puede observar que B y C estan

tambien en la érbita de @, por lo tanto Io(E) = 60 + 60 + 60 = 180.fig 3.13
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A B

fig. 3.13. Un punto Q fuera del tiangulo puede tranformarse en ur
vértice al aplicar una traslacion. As lospuntosA, B y C estan en la
orbita de Q.

Notemos que si ningin vértice del poligono es imagen de P bajo los movimientos de
G entonces Ip(M) = 0.
Proposicién 3.4.1: ) Si M yM/ son poligonos y M/ se obtiene de M con algin
movimiento de G entonces: Ip(M) = Ip(M').
) St A es poligono que se descompone en un nimero finito de
poligonos My Ma, Ms, ..., My, entonces Ip(My)+ I(Mz) + Ip(M3) + ... + I, (M) + nw =
I,(A) pan € N

Demostracién:

-) Sean M y M7 dos poligonos que se obtienen uno del otro mediante
movimientos de (G, sabemos que los movimientos de GG son transformaciones rigidas, por
tanto conservan los dngulos, asi que si ) es un punto en la 6rbita de P, el valor del dngulo
en M es el mismo valor para el angulo en M’ del punto correspondiente @', con lo cual se
hace evidente que Ip(M) = Ip(M’).

-+) Supongamos que A es un poligono que se descompone en poligonos M. My, Ms, ..., M.
entonces para cada vértice de A que se encuentre en la drbita de P pasa lo siguiente:
Si @ es un vértice de A, entonces es un vértice de uno o mds poligonos M;, asi que

el valor del dngulo en A es la suma de los valores de los dngulos en los poligonos M,
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y como @ se encuentra en lo orbita de P entonces al calcular los nimeros I,(4) 'y
Ip(My) + I,(M) + Ip(M3) + ... + I,(My) el valor del dangulo en A aparece en ambos.
Ahora si ) fuese un punto en el interior de A o en un lado de él; entonces o no es
vértice de ningin poligono o es vértice de dos o més poligonos M;, y si ) estd en la érbita
de P la suma de los d4ngulos de estos poligonos es 2 asi que en la suma Ip(M;y)+1,(Ms2) +
Ip(M3) + ...+ I,(Mj) aparece el valor 27 tantas veces como puntos haya en el interior de

A que sean vértices de algtin M; y que pertenezcan a la érbita de P, por tanto

IP(M1) + Ip(MQ) + IP(M3) + ...+ Ip(Mk) = Ip(A) + m2m

donde m es el nimero de puntos en el interior de A que son vértices de algin poligono M;

vy que estdn en la 6rbita de P, de otra manera,

IP(Ml) + Ip(Mg) + Ip(Mg) + ...+ Ip(Mk) —m2m = Ip(A)

asf

IP(Ml) + Ip(Mg) + IP(M3) + ...+ Ip(Mk) +nmw = Ip(A) conn=2m €N R

Ahora utilizaremos lo anterior para demostrar lo siguiente

Proposicion 3.4.2: Si P y @ son puntos arbitrarios en el plano, el grupo G contendrd
siempre un movimiento que transforma P en Q.
Demostracién:
Supongamos que existen puntos P y @ tales que ningiin movimiento
en G transforma P en @) o viceversa.
Construyamos PQR y PQS dos tridngulos isésceles obtusdngulos congruentes con

a como dngulo en la base, (fig. 3.14) entonces;
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P

fig.3.14. triangulos isdsceles, obtusangulos, congruentes entre s
con alfa como angulo en la base.

m—a«a si R estd en la 6rbita de P
Ip(PQR) =

7 — 2a si R no estd en la 6rbita de P

200 si S estd en la 6rbita de P
Ip(PQS) =

« si S no estd en la érbita de P

En cualquier caso debido a que el tridgngulo es obtusdngulo a # 5, 7, §

Ip(PQR) # Ip(PQS) +nr VneZ

Esto querria decir que los triangulos PQR y PQS no son equidescomponibles en G,
lo cual es una contradiccién dado que al ser congruentes son equivalentes, y por tanto
equidisecables con movimientos de G.

Por tanto, para todo par de puntos P y () debe existir un movimiento en G que
transforma uno en otro.l

Usaremos lo anterior mas adelante; en el siguiente teorema demostraremos que G debe
contener al menos una rotacién de 180° y procederemos también por contradiccién, es
decir, supondremos que G mno contiene rotaciones de 180°, y usando esto haremos algunas

consideraciones y demostraciones.
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Consideremos una recta [ y una recta I’ que forma un éngulo « con la recta [, entonces
I' estd en la orbita de [ siempre que G contenga una rotacién con un dngulo « (fig.3.15).
Es evidente que si [ y I’ son paralelas el 4angulo « es cero, por otro lado, si sucede que I’ esta
en la 6rbita de [ no puede ser que una recta lj paralela a I’ pero con orientacién contraria
este también en la érbita de [, pues esto querria decir que G contiene dos rotaciones cuyos
dngulos difieren en 180° y al ser grupo contendria entonces una rotacién de déngulo 180°

lo cual no estaria en acuerdo con lo que explicamos al inicio de esta consideracion.

fig. 3.15. I'y I" no pueden estar ambas en la 6rbita de |, pues eso queria decir
que el grupo contendria una rotacién de 180°.

Consideremos un poligono arbitrario M, AB un lado de el y una recta I’ intersectada
con AB en un dngulo de 90° y orientada de tal forma que al recorrerla en su sentido
positivo pasamos del interior al exterior del poligono M atravesando AB. Sea « el dngulo
entre [ v I’ de acuerdo a la orientacién de la recta I’. Si G no contiene una rotacién
con dngulo a ni o + 7 le asignaremos a AB el valor de cero, si contiene alguna de estas
rotaciones asignaremos el valor como sgue: Si la recta perpendicular al segmento forma

con la recta [ un éngulo « (de acuerdo a la orientacién de esta recta perpendicular) y el
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grupo G contiene una rotacién con angulo « asignaremos a AB un signo positivo, si no

contiene una rotacién con ese dngulo le asignaremos signo negativo.

fig. 3.16 Para el lado AB del primer poligono €l valor que se le asignara sera de positivo si se considera que el
grupo tiene una rotacion de angulo ¢ Sin embargo para el otro poligono se tiene que MN es paralela a AB y dada la
posicion del segmento la recta perpendicular estara en sentido contrario por lo cual dado que G no contiene una

rotacion de angulo  q+r Se le asignara signo negativo.

Denotemos J|(M) a la suma algebraica de las longitudes de los lados del poligono M

tomando el signo o el valor asignado anteriormente.

Proposicién 3.4.3: -)J/(M) es invariante bajo movimientos en G
=) J] (M) aditivo.

Demostracion:

-} Sean My y Ms dos poligonos que pueden obtenerse uno del otro con

movimientos de G, queremos demostrar que Jj(My) = J;(M2) .

Sea g un movimiento que pertenece a G, y que convierte al poligono M; en el poligono
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Ms, tomemos A; B un lado de My A2Bs el lado de My en el cual se transforma Ay By
mediante g, sea [ perpendicular a A1B; y [y perpendicular a AsBs orientadas de tal
manera que al recorrerlas en su sentido positivo pasamos del interior al exterior de M; y
M> segun corresponda.

Sea aq el dngulo entre 1 y [, y ao el dngulo entre Iy y [.

Supongamos que [ esta en la érbita de [, querriamos demostrar que lo esta también
en la 6rbita de [.

Ahora, si g es una traslacion paralela entonces sabemos que conserva éngulos y ori-
entacién, asf que Il debe ser paralela a [; y con la misma direccién, por tanto ambas deben

estar en la ¢érbita de [.(fig. 3.17)

fig.3.17. Si g esuna traslacion paralela ambasrectas esan en la 6rbita de I.
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Si g es rotacién su dngulo es as — a1, y como [; estd en la 6rbita de [ tambien hay
una rotacién de dngulo o, y como G es grupo debe haber tambien una rotacién de angulo

(g — 1) + a1 = g, esto querria decir que Iy estd en la 6rbita de [.(fig 3.18)

oen la 6rbita de |I.

Si g es una simetria por deslizamiento, el eje de simetria forma un dngulo % con
la recta I (fig3.19), esto querria decir que contienen una rotacién con dngulo as +a; de
donde se deduce que también debe contener una rotacién con dngulo as, asi que ls debe

estar en la 6rbita de [.
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fig.3.19. Si g es una simetria por deslizamiento, las rectas siguen estando en la rbita de |.

Si sucediera que I} ( la recta paralela a [; pero con direccién contraria), estd en la
6rbita de [ un procedimiento andlogo al anterior nos permite ver que [}, tambien estd en
la 6rbita de I, y de igual manera si ninguna de estas rectas enta en la 6rbita de [.

) J] (M) es aditivo.

Sea A un poligono que se puede descomponer en poligonos My.Msy, Ms, ..., M., tomem-
os un lado AB del poligono A tracemos una recta ortogonal a AB siguiedo las condiciones
senaladas, al dividir A en poligonos Mj.Msy, Ms, ..., M}, el lado AB se transforma en lado
de uno o més poligonos M;, asi, si [1 estd en la 6rbita de [, entonces dado que es ortogonal a
[ tambien es ortogonal a cada uno de los eslabones que lo integran asi queAB serd positivo
y los eslabones también, por tanto ambos entran en el célculo de J] y con el mismo signo.

Supongamos que hay un lado A;B; de algun poligono M; que estd en el interior A
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y tal que una recta ortogonal a el I/ estd en la érbita de [ entonces este lado ingresard
a la suma J] (M) + J] (M2) + J/ (M3) + ... + J] (M}); con un valor positivo, ahora bien
este lado debe ser también lado de algun otro poligono M; para el cual la recta I} también
es ortogonal, sin embargo con sentido contrario, entonces este lado también participa en
la suma pero con signo contrario, entonces se anulan ambos valores, por tanto los lados

interiores a A de los poligonos M; no alteran el resultado de la suma. asf que

Jy(A). = J (M) + J] (Mg) + J] (M3) + ... + J] (M)

Recordemos que este resultado solo es valido al suponer que G no contiene rotaciones
de 180°, ya que esto garantiza que una recta [ y su paralela en sentido opuesto no pueden
estar ambas en la érbita de una recta [ .

Usaremos lo anterior para demostrar lo siguiente:

Teorema 3.4.1: G debe contener al menos una rotacion de 180°

Demostracién:

Supongamos que G no contiene ninguna rotacion de 180°, consideremos
una recta [ elegida de tal forma que si G contiene una simetria por deslizamiento [ es eje y
si no es cualquiera, consideremos los triangulos rectdngulos A1 B1C1 y AsB2Cy isésceles y

congruentes tales que sus lados A1C1 y A2C5 son paralelos a la recta [ como en la fig3.20.
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fig. 3.20. Triangulos rectangulos, isdsceles y congruentes (equidisecables), para los
cuales se obtiene diferente valor para J'.

Ellado B2 del tridngulo A2 B2Cs tiene valor cero ya que la recta recta perpendicular
no puede estar en la orbita de [ ( forma un dngulo de %77 , y al componer una rotacién
con este dngulo 4 veces se obtiene una rotacién con dngulo 371 que se puede ver como
una rotacion de 180° ) analogamente A1Cy, B1C1 y A2Cs ( sus rectas respectivas forman
angulos 7 y 5 ), por tanto solo A1B; y AzBj intervienen en el cédlculo de J/(A1B1Ch)
y Ji(A2B2Cs)

J/(A2BoCy) .

sin embargo uno es positivo y el otro negativo, es decir J/(A1B1C1) #

Esto querria decir que dos tridngulos congruentes no son equidescomponibles con
movimientos en G contradiciendo las propiedades de G.

Por lo tanto G' debe contener al menos una rotacion de 180°.H

Ahora podemos demostrar el siguiente hecho:

Teorema 3.4.2 : El grupo G debe contener todas las rotaciones de 180°.
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Demostracién:
Sea s la simetria central que sabemos que debe tener, y O; el centro
de esta simetria, tomemos O un punto arbitrario, sabemos que existe g que transforma O

! es un movimiento en G que deja fijo a O, y para el cual

en 07 y como G es grupo gsg-
se puede verificar que es una rotacion de 180°.

Si g fuese una traslacién, g~ 'tambien lo es, y segun la proposicion 3.1.1 se pueden ver
como el producto de dos rotaciones de 180° cada una, entonces la composién gsg~! es en
realidad el producto de 5 rotaciones de 180° lo cual sigue siendo una rotacion de 180°.

1 es en realidad

Si g fuese una rotacién, g~'tambien lo es, entonces la composién gsg~
el producto de 3 rotaciones lo cual segun la proposicién 3.1.2 sigue siendo una rotacion de
180°.

Si g fuese una simetria por deslizamiento, es la composicién de una reflexién y una
traslaciéon entonces g~ 'tambien lo es. Sea un P un punto en el plano, P’ el punto en el
cual se transforma P bajo g, vy P” el punto en el que se transforma P’ bajo s, y P" el

1

punto en el que se transforma P” bajo g~!( fig.3.21) para ver que gsg~! es una rotacion

de 180°, habria que demostrar que OP = OP"".
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fig. 3.21. Si g fuera una simetria por deslizamiento, al realizar la composicién se
obtiene una rotacion de 180° desde el punto O.

Observemos la fig.3.21 , sabemos que O; es la imagen de O bajo g, consideremos el
punto auxiliar O" (suponiendo que la traslacién que compone a la simetria por deslizamien-
to, es paralela al segmento OO’ ) entonces Ojes la reflexién de O', consideremos tambien
los puntos R y R’ que son las reflexiones de los puntos P’ y P"respectivamente, como
la reflexién conserva distancias RO’ = O’'R’ de donde se observa que OP = OP" (ya que
se obtienen de una traslacién de O,R y R'), con lo cual se prueba que es una rotacion de
180°. Lo cual prueba el teorema.ll

Finalmente habréd que probar lo siguiente

Teorema 3.4.3: El grupo G contiene todas las traslaciones.

Demostracion:
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Sea T una traslacién cualquiera, sabemos que esta se puede expresar
como el producto de dos simetrias centrales y como G contiene todas las simetrias centrales
y es grupo debe contener tambien el producto de ellas, entonces debe contener a 7.1

Hemos demostrado entonces que el grupo G contiene todas las traslaciones y rotaciones
de 180° lo cual indica que es S el minimo grupo que permite la equidisecabilidad de
cualesquiera dos poligonos de la misma &rea.

Este resultado ponen fin a este trabajo, sin embargo cabe preguntarse si la situacién
se repite en el espacio, la respuesta es no y aunque no trataremos este hecho hacemos

mencién de el para conocimiento de quienes lean este trabajo.
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