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Introduccion

La topologia de muchos espacios importantes en las mateméticas puede des-
cribirse en términos de sucesiones. Sin embargo, en espacios mas generales la
nocion de sucesién no es suficiente para capturar la esencia de su estructura
topoldgica. Resulta que una herramienta excelente para trabajar con la no-
cién de convergencia que, de alguna manera, extiende la nocién de sucesiéon
es la de filtro. La primera vez que aparecen los filtros en el estudio de la
topologia es en el articulo de 1908 del matematico hiingaro Frigyes Riesz,
Stetigkeitsbegriff und abstrakte Mengenlehre ([5]). Después en 1937 Cartan
esboza el papel que juegan los filtros en la convergencia y en 1955 Bartle,
Bruns y Schmidt notan la equivalencia entre la teoria de redes y la de filtros
para tratar la convergencia en toda generalidad. Tiempo después, en parte
gracias al trabajo de Marshall Harvey Stone se observa la importancia de
los filtros en estructuras mas generales como dlgebras booleanas, reticulas y

ordenes parciales.

La primera seccién de la tesina trata sobre conjuntos parcialmente ordena-
dos. Aqui se dan las definiciones fundamentales como las de orden parcial,
buen orden, reticula y algebra booleana, asi como algunos ejemplos impor-
tantes en topologia de estas estructuras. Segin Stone, las dlgebras booleanas
(que fueron desarrolladas originalmente por el matematico inglés George
Boole) son de interés tanto para los 16gicos como para los matemadticos ya
que nacieron en el tratamiento de la logica por métodos simbdlicos y tienen
una estrecha relacién con las reglas que rigen la manipulacién de clases y el

algebra (véanse [1] y [2]).

La segunda seccién de la tesina estd dedicada a esta teoria que entre sus
aplicaciones mas bonitas enlista una demostraciéon elegante del teorema de
Tychonov sobre productos de espacios compactos. En esta parte incluimos
un contraejemplo original (debido al autor de esta tesina) a un enunciado
que aparece en [9] (pg. 167, V.5.5) sobre productos de filtros maximales. Fi-

nalizamos esta seccién con el teorema de representacién de Birkhoff-Stone.

La tercera seccién de la tesina estda dedicada a la construccién del espa-
cio de Stone de un &lgebra booleana, que tiene una relacién estrecha con

los resultados que presentaremos sobre el axioma de Martin y el teorema de



representacion de Stone.

La cuarta seccién de la tesina se enfoca en el axioma de Martin. Nos parece
importante discutir este tema, puesto que mientras mas avanza uno en una
teoria matematica, se hace mas evidente la necesidad de entender con pro-
fundidad las bases sobre las cuales descansa la misma, y el axioma de Martin
da una oportunidad maravillosa de acercarse a las bases axiométicas en las
que descansa la matematica que realizamos. Ademas los filtros ofrecen una
buena plataforma para iniciar el analisis de este axioma y algunas de sus
aplicaciones a la topologia, por lo cual la combinacién de la nocion de filtro
con el axioma de Martin nos parece una mancuerna muy armionosa. En esta
parte de la tesina seguiremos el camino trazado por Porter y Grant Woods
en su libro Eztensions and Absolutes of Hausdorff Spaces ([3]), mismo que
se tomé6 como base para un curso avanzado de topologia en la maestria. Ve-
remos la utilidad de los filtros para la comprension de este axioma, asi como
su relacion con el teorema de Baire y la topologia general. Terminamos esta
parte y asi mismo la tesina, con un contraejemplo original (también debido
al autor de la tesina), que surgié como respuesta a una pregunta planteada
por el matematico Rodrigo Herndndez en el curso avanzado de topologia
antes mencionado. Este es un contraejemplo a un enunciado que aparece en

[3] sobre espacios numerablemente compactos (pg. 206, capitulo 3, seccién

5, enunciado (1), (1)).



1. Conjuntos Parcialmente Ordenados, Reticulas y Algebras

Booleanas

Definiciéon Sea P un conjunto. Decimos que un subconjunto < del producto
cartesiano P x P es una relacion de orden en Py que (P, <) es un conjun-
to parcialmente ordenado o un orden parcial si < satisface las siguientes

condiciones:

1. Para toda p € P se tiene (p,p) € < . Como es usual, en lugar de

escribir (x,y) € <, por lo general escribiremos x < y.
2. Para todas p,q € P se tiene que: si p < qy q < p, entonces p = q.

3. Para todas p,q,r € P se tiene que: sip < qy q <r, entonces p < 7.

El ejemplo candnico de orden parcial es la potencia de un conjunto con la
contencion; como veremos mas adelante este es también un ejemplo de una

reticula distributiva y de un algebra booleana.

Definicién Sea (P, <) un orden parcial. Decimos que (P, <) es un orden

lineal si para todas z,y € P o bien x < y o bien y < x.

Definicién Sea (P, <) un orden parcial. Decimos que C' C P es una ca-
dena en P si (C,<[¢) es un orden lineal. Decimos que p € P es mazimal si

para toda g € P el hecho de que g > p implica que g = p.

Definicién Sean (P, <) un conjunto parcialmente ordenado y A C P. Deci-
mos que r € P es una cota inferior de A si r < a para toda a € A. Decimos

que p € P es el infimo de A si:

1. p < a para toda a € A.

2. Si g € P es una cota inferior de A, entonces ¢ < p.

La nocién de cota superior y de supremo se definen de manera andloga, co-

mo es bien sabido.

Definicién Sea (P, <) un orden parcial. Decimos que (P, <) es un con-
junto bien ordenado o un buen orden si para todo subconjunto no vacio,
@ # A C P, existe a € A tal que a es el infimo de A.



Notacién Sean (P, <) un orden parcial y A C P. Denotamos con MA al
infimo de A, en caso de que exista. Denotamos con LA al supremo de A, en

caso de que exista.

Notacién Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado. Entonces

p P\ {MP} si P tiene infimo
P si P no tiene infimo

Usamos un circulo sin relleno para acordarnos que posiblemente le quitamos

algo (el infimo) al conjunto.

Ejemplos

1. Si X es un espacio topolégico con topologia 7(X) entonces (7(X), C)

es un orden parcial en el que @ es el infimo. En este caso 7(X) =
T(X)\ {2}

2. Si tomamos como P al conjunto ordenado de nimeros reales determi-
nado por el intervalo (0, 1), tenemos un orden parcial sin infimo. En

este caso P = P.

Tres enunciados de la teoria axiomatica de conjuntos de Zermelo-Fraenkel
que juegan un papel fundamental para nosotros son el axioma de eleccion, el
teorema del buen orden de Zermelo y el lema de Zorn. Cabe mencionar que
el axioma de eleccidn, el teorema del buen orden de Zermelo y el lema de
Zorn, son enunciados independientes (en el sentido de la 16gica matemética)
de la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel y que, aunque al parecer po-
driamos obtener tres teorias distintas tomando como base los axiomas de
Zermelo-Fraenkel y cada uno de estos enunciados, en realidad estas tres
teorfas son la misma en un sentido légico matematico. El lector interesa-
do encontrard en [8] mds sobre estos temas. También vale la pena leer la
parte de fundamentos del libro de Nagata ([4], pgs. 16-23). El famoso teo-
rema de Tychonov es otro enunciado de este tipo (véase [10], pgs. 101-102).

Axioma de Eleccién Sea A un conjunto no vacio de conjuntos no vacios.
Entonces existe una funcién ¢ : A — [J A tal que para toda A € A se tiene

que p(A) € A. Escrito de manera un poco mas formal, V.AVZVA

(A#£2) A (e d)= (@ #£2)) = Fp: A—|JA (A€ d) = (p(4) € A))]

Teorema de Zermelo Sea A un conjunto. Entonces existe un subconjunto



< del producto cartesiano A x A tal que (A, <) es un buen orden.

Lema de Zorn Sea (P, <) un orden parcial tal que P # @ y toda cadena
en P tiene una cota superior. Entonces existe un elemento maximal p € P.

Ahora estamos listos para dar la definicién de reticula:

Definicion Una reticula es un orden parcial en el cual todo subconjun-
to de dos elementos tiene tanto supremo como infimo. En vez de escribir
M{a,b} y L{a,b} por lo general escribiremos aMb y a Ll b. Decimos que una

reticula es distributiva si xM(yUz) = (xMy)U(xMz) para todos x,y, z € B.

Notacién Sea X un espacio topoldgico. Denotamos con C'(X) al conjunto
de funciones continuas de X a R y con C*(X) al conjunto de funciones con-

tinuas y acotadas de X a R.

Definicién Sean X un espacio topoldgico y Z(X) ={A € P(X) | 3 f €
C(X) (A= f{0}])}. Aun A € Z(X) por lo general lo llamamos conjunto

nulo de X o conjunto funcionalmente cerrado de X.

Proposicién Sean X un espacio topolégico y Z(X) el conjunto de nulos
de X. Entonces, (Z(X), C) es una reticula.

Demostracién. Solo tenemos que ver que cualesquiera dos A, B € Z(X)
tienen fnfimo y supremo. Para esto, tomemos f, g € C(X) tales que f~[{0}] =
Ay g7'[{0}] = B. Entonces el infimo de {A, B} es AN B; es claro que es el
infimo de estos dos conjuntos con respecto a la contencién. Para ver que en
efecto es también un conjunto nulo consideramos la funcién f? + ¢2. Esta
funcién pertenece a C(X) y de hecho (f2+g%)"1[{0}] = AN B, precisamente
porque f2(z) + g%(z) = 0 si y solo si f(x) = g(x) = 0. El supremo de Ay B
es AU B. Para ver esto simplemente observamos que (f-g)~'[{0}] = AU B,
porque f(z) - g(x) = 0 siy solo si o bien f(z) =0 o bien g(z) = 0, ademds
es un hecho bien conocido que f-g € C(X). |

Dados un orden parcial y un elemento en él, hay tres conjuntos que son

de suma importancia:



Notacién Sean (P, <) un orden parcial y p € P. Entonces

p={reP|p<ux}
p={rePlz<p}
5:{x€15\x§p}

Usamos estos simbolos porque nos sugieren ir hacia arriba o hacia abajo res-
pectivamente. Cuando pensamos en un orden parcial, a veces pensamos que
sus elementos estdan acomodados de izquierda a derecha y a veces pensamos
que estan acomodados de arriba a abajo, es decir si x < y a veces pensamos
que z esta a la izquierda de y y a veces que z estd abajo de y. Esta ultima
manera de ver las cosas es 1util cuando se quiere describir la estructura de
un orden parcial mediante un diagrama, como veremos en seguida. Tal vez
pensar en conjuntos con la contencién como ejemplos tipicos de reticulas sea
algo natural. Estos ejemplos son muy particulares, puesto que estas reticulas
son distributivas y no hay porque esperar que todas las reticulas tengan esta
propiedad. El siguiente diagrama muestra un ejemplo de una reticula que

no es distributiva:

I
N

Definicion Un dlgebra booleana es una reticula distributiva B que tiene
tanto supremo, que por lo general denotamos con 1, como infimo (que deno-
tamos por 0); satisface que para todo b € B existe un ¢ € B tal que bl1c =0
yblUc=1,y ademas 0 # 1.

Se puede ver que para cada b € B tal ¢ en la definicién anterior es tnico. Lo
llamamos el complemento de b en B y a veces lo denotamos b'. También po-
demos ahora verificar que la potencia de un conjunto es un algebra booleana.
Proposicién Sea X un espacio topolégico no vacio. Entonces
B(X)={Aer(X)|(X\A4)e(X)}

es un algebra booleana.



Definicion Sea X un espacio topolégico. Decimos que A C X es un abier-
to reqular de X si A = Int(Cl(A)). Denotamos con RO(X) al conjunto de

abiertos regulares de X.

Es muy importante para nosotros demostrar que si X es un espacio topologi-
co no vacio, entonces RO(X) es un algebra booleana. Para esto necesitamos
algunos lemas bésicos. La demostracién del primero se encuentra en [6] (pg.

15, de hecho nuestro lema aparece en este libro como el teorema 1.1.5).

Lema 1 Sean X un espacio topolégico y A C X. Entonces Int(A) =
X\ (CI(X\ A)).

Lema 2 Sean X un espacio topolégico y A C X. Entonces Int(Cl(A4)) =
Int(Cl(Int(C1(A)))) vy Cl(Int(A)) = Cl(Int(Cl(Int(A)))).

Proposicién 2 Sea X un espacio topolégico no vacio. Entonces RO(X) es

un algebra booleana.

Demostracién. Aunque la relacién de orden en RO(X) estd dada por
la contencién usual de conjuntos, es importante notar que los complemen-
tos en esta algebra booleana no son los complementos conjuntistas y que,
aunque el infimo de dos abiertos regulares es la interseccién de ellos, el su-
premo de dos abiertos regulares U y V no es su unién, sino Int(CL({U U
V)). Resulta que si U es un abierto regular, su complemento en RO(X)
es X \ Cl(U), como veremos a continuacién: Sea U € RO(X) entonces
CI(X \CI(U)) = Cl(Int(X \ U)) = Cl(Int(CI(X \ U))). Por lo anterior con-
cluimos que Int(Cl(X\CL(U))) = Int(Cl(Int(CL(X\U)))) = Int(CL(X\U)) =
Int(X\U) = X\ (Cl(X \ (X\U))) = X\ ClU). Entonces tenemos pa-
ra cada U € RO(U) un complemento ya que U N (X \ CI(U)) = @ y
Int(CI(U U (X \ CI(U)))) = X.

Ahora, si U, V,W € RO(X), entonces Ur(VUW) = UN(Int(CVUW))) =
Int(CLUN(VUW))) =Int(CLLUNV)U(UNW)))=UNV)U(UNW),

con lo cual tenemos que RO(X) es en efecto un élgebra booleana. 0

2. Filtros, Ultrafiltros y el Teorema de Representaciéon de
Birkhoff-Stone



Definicién Sea (P, <) un orden parcial. Decimos que F' C P es un P-orden-

filtro o un orden-filtro en P si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. o £F.
2. Six,y € F, entonces existe un r € F tal que r <z y r <.

3.5MxeF, ye Pyx <y, entonces y € F.

Si F' solamente satisface las primeras dos condiciones, llamamos a F' una

P-orden-base de filtro o una orden-base de filtro en P.

Definicién Sean (P, <) un orden parcial y F un orden-filtro en P. De-
cimos que F' es un P-orden-ultrafiltro o un orden-ultrafiltro en P si F es
maximal en el sentido de la contencién de conjuntos entre los orden-filtros
de P.

El siguiente resultado es bien conocido y es simplemente una aplicacion

directa del Lema de Zorn.

Proposicién 1 Sean (P, <) un orden parcial, B C P una orden-base de
filtro en P y F' un P-orden-filtro. Entonces {p € P | 3¢ € B (¢ <p)} es un
P-orden-filtro y existe un P-orden-ultrafiltro U tal que F' C U.

Definicién Sean (P, <) un orden parcial y F un orden-filtro en P. De-
cimos que F' es un orden-filtro primo en P o un P-orden-filtro primo si para

todas a,b € P se tiene que a LUb € F implicaa € F o b € F.

Definicién Sean (R, <) una reticula y F C R. Decimos que F es un ret-
filtro en R si F' es un orden-filtro en R.

Definicién Sean (B, <) un &dlgebra booleana y F' C B. Decimos que F' es
un boole-filtro en B o un B-boole-filtro si F' es un B-orden-filtro que ademés
satisface 0 ¢ F.

Las nociones de boole-base y boole-ultrafiltro se definen de la manera espe-
rada. Notemos que para un algebra booleana la nocién de ret-filtro y boole-
filtro coinciden, no asi la de ret-filtro y orden-filtro. Desde luego también

definimos de la manera esperada las otras nociones asociadas a ret-filtros.



Un teorema elemental pero muy importante que utilizaremos es el siguiente:

Teorema 1 Sean B un &dlgebra booleana y F' un boole-filtro en B. En-

tonces son equivalentes:

1. F' es un B-boole-ultrafiltro.
2. Sia € By para toda b € F tenemos que aM1b # 0, entonces a € F.
3. Para todos a,b € B,siallbe€ F, entoncesa € F'obe F.

4. Para toda a € B, tenemos que a € F 0 a’ € F.

Demostracién. (1) = (2) Sea G = {a b | b € F}. Entonces G es una
boole-base de filtro en B: Sean allby, allby € G, entonces como by, by € F te-
nemos que b1Mby € F, entonces al1(b1Mb2) € Gy ademés all1(b1Mb2) < allb;
y all(b; Mby) < alby. Como cada elemento de G es distinto de 0, G es una
B-boole-base de filtro. Entonces el boole-filtro H = {b € B|Jdc € G(c < b)}
es tal que F'C H y a € H. Como F es maximal entre los boole-filtros de B,

necesariamente /' = H y por tanto a € F.

(2) = (3) Supongamos que a Ub € F. Entonces, por hipdtesis, si all¢ # 0
para toda ¢ € F pues a € F. En caso de que exista una ¢ € F tal que
a Mc = 0 obtenemos, del hecho de que B es una reticula distributiva,
(aUb)MNe=(aMNec)U(bMec) =0U(bMe), por lo cual bMec € F y es-

to implica que b € F'. Entonces en cualquier caso se cumple a € F' o b € F.

(3) = (4) Como F es un boole-filtro, tenemos que 1 € F. Ademds, para
cualquier a € B, sabemos que alla’ = 1, es decir, a Ll a’ € F; entonces, por

hipétesis, o bien a € F' o bien a’ € F.

(4) = (1) Supongamos que existe un B-boole-filtro H tal que F' C H y
a € H\ F. Entonces, por hipdtesis ' € F pero esto implica que tanto a
como a’ pertenecen a H, en consecuencia ala’ € H por ser H un B-boole-
filtro, pero a Ma’ = 0 y no puede ser que 0 pertenezca a un B-boole-filtro.
De esta manera hemos mostrado que F' es maximal entre los boole-filtros de

B, es decir, que F' es un B-boole-ultrafiltro. O

Proposicién 3 Sean X un conjunto no vacio y x € X. Entonces {4 €
P(X) |z € A} es un boole-ultrafiltro en (P(X), C).

10



Notacién Sean {X,}aea una coleccién no vacia de conjuntos no vacios

y para cada a € A sea F, un boole-filtro en (P(X,), C). Definimos

n
HaepFo = {ﬂ T ME] | Fy € Fapyn€w, 0<i < nl.
i=1

Proposicién 4 Sean {X,}aeca una colecciéon no vacia de conjuntos no
vacios y para cada o € A sea F, un boole-filtro en (P(X,), C). Entonces
II,cpFa es una boole-base de filtro en (P(Ilocp X4 ), ©).

Demostracion. Sean U,V € Il cpFa, entonces U = lqenlfy vy V =
IIaenAGa, donde cada F,, y cada G, es igual a X, excepto para un nimero
finito de indices en A. Pues entonces U NV = IlyepFo N G, pertenece
a Ilo,eaFa, puesto que cada F, es un boole-filtro en (P(X), C); entonces
Fo.NG, € F,. Ademés, F, NG, = X, excepto quizas par un numero finito

de indices en A. Por lo tanto, II,cAF, es una boole-base de filtro. O

Ya que hemos hablado un poco de algebras booleanas y boole-filtros es-

tamos preparados para analizar el primer contrajemplo de la tesina.

Contraejemplo 1 Sean A = w y X, = R para toda o € A. Entonces
por la proposicién 3, U, = {A € P(R) | 0 € A} es un boole-ultrafiltro
en (P(X,),<). Sin embargo, el boole-filtro generado por Il,ealdy no es un
boole-ultrafiltro en (P(I1,ep X ), ) ya que estd contenido propiamente en
el boole-ultrafiltro U = {A € P(IloerXs) | 0 € A}. Para verificar esto,
basta observar que el producto [—1,1]* € U, pero no contiene a ningtin ele-

mento de I, pU, por lo cual no estd en el boole-filtro generado por I el

Definicién Sean (R, <) una reticula y A C R. Decimos que (A, <[4) es

una subreticula de (R, <) si (A, <[4) es una reticula.

Definiciéon Sean (R, <)y (P, <) reticulasy f : R — P una funcién. Decimos
que f es un morfismo de reticulas o un homomorfismo de reticulas si para
todas a,b € R se tiene que f(al1b) = f(a)Nf(b)y f(alb) = f(a)U f(b). De-
cimos que f es un isomorfismo de reticulas si existe un morfismo de reticulas
g: P — Rtalque fog=idpy gof=1idg. En tal caso decimos que Ry

P son reticulas isomorfas.

11



Definicién Sea (R, <) una reticula. Decimos que (R, <) es una reticula
conjuntista si existe un conjunto X tal que (R, <) es isomorfa como reticula
a una subreticula de (P(X), Q).

Teorema [Birkhoff-Stone]. Sea (R, <) una reticula tal que R # &. En-

tonces (R, <) es distributiva si y sélo si (R, <) es una reticula conjuntista.

Demostracién. Supongamos que (R, <) es una reticula distributiva. Si
|R| = 1, entonces (R, <) es isomorfa a (P(2),C). Supongamos pues que
|R| > 1. Podemos suponer también para fines de la demostracién que R
tiene infimo, puesto que de lo contrario podemos aumentarle a mano un
elemento que declaramos menor que todos los otros y obtener una reticula
con infimo y, de ser necesario, al final de la demostracién R seria una sub-
reticula de una reticula conjuntista y, por tanto, seria también una reticula
conjuntista. Andlogamente, podemos suponer que R tiene supremo. Es muy
importante notar que dado a € R el conjunto & = {p € R | a < p} es un
ret-filtro en R.

Ahora, si F' es un ret-filtro en R tal que a ¢ F, entonces existe, por el lema
de Zorn, un ret-filtro maximal M tal que a ¢ M y F' C M. Tal ret-filtro
maximal resulta ser un ret-filtro primo como podemos ver a continuacion:
Supongamos que bUc € M, pero que b ¢ M y ¢ ¢ M. Entonces para toda
m € M se tiene que bIMm # 0 y que ¢clMm # 0. Para convencernos de
este hecho hay que ver que si existiera una m € M tal que, por ejemplo,
c¢Mm = 0 tendriamos que (bLIc)Mm € M pero, dado que R es distributiva,
bue)Mm=(bMNm)U(cMNm)=(bMNm)L0=>bMNm, es decir,(bMNm) € M
y como (bMm) < b, tendriamos b € M contrario a lo que suponemos. Es-
to quiere decir que los conjuntos FF' = {p € R| Ik € M (bNk < p)}ty
G={peR|Ike M (ck < p)} son Rret-filtros tales que M C FFNG.
Ahora, sia ¢ F o a ¢ G, por hipdtesis de maximalidad, tendriamos F' = M
o G = M, pero ninguno de estos casos puede ocurrir ya que b€ F' y c € G.
Entonces concluimos que a € F' y a € G, de modo que existen ki, ko € M
tales que bMk; < ayclMky < a. Como M es un ret-filtro, existe ks € M
tal que k3 < ki M ky. Pero entonces (bl c) Mks € M, y nuevamente por ser
R distributiva tenemos que (bMks) U (cMks) € M pero bMks < bMky y
cMks < c¢Mky. Por lo tanto, a € M lo cual es una contradiccion, que muestra

que M tiene que ser un ret-filtro primo.
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Una vez que hemos visto esto, podemos definir para a € R, f(a) como
el conjunto de R-ret-filtros primos a los que a pertenece. Esta funcién es
inyectiva, ya que si a # b, entonces no puede ser que a < by b < a,
sin pérdida de generalidad b £ a de modo que b es un R-ret-filtro tal que
a ¢ 3, que estd contenido en un ret-filtro primo H tal que a ¢ H (como
ya hemos visto). Por lo tanto H € f(b) \ f(a), por lo cual f(b) # f(a).
Es claro que f(0) = @ y que f(1) es el conjunto de todos los ret-filtros
primos de R. Ahora, si F' es un ret-filtro primo tal que a € F 'y b € F,
entonces, por el hecho de ser F' un ret-filtro, a M b € F, lo cual muestra que
F e f(a)n f(b) = F € f(aNb). Reciprocamente, F' € f(aMb) =alNbe F
de modo que a,b € F' que por definicién quiere decir que F' € f(a) N f(b).
Esto muestra que f(aMb) = f(a)N f(b). Si F € f(alb) es porque allb € F,
pero como F es primo, a € F ob € F, es decir, F' € f(a) o F € f(b), asi que
flaUbd) C f(a)U f(b). Reciprocamente, si F' € f(a)U f(b), entonces a € F
o b€ Fy, en cualquier caso, alLlb € F y entonces F € f(aUb). Esto quiere
decir que f es un isomorfismo de reticulas, por lo cual (R, <) es una reticula

conjuntista.

La demostracién de la otra direcciéon en el teorema es directa porque si
X es un conjunto entonces una subreticula de (P(X), C) es distributiva por-

que infimos y supremos son intersecciones y uniones. O

3. Espacios de Stone y el Teorema de Representacién de Stone

Lo que sigue prepara el camino para los resultados relacionados con el axio-

ma de Martin.

Definicién Sea B un algebra booleana. Llamamos espacio de Stone de B

al conjunto de boole-ultrafiltros de B y lo denotamos S(B).

Definicién Sean B y C algebras booleanas y f : B — C un morfismo
de reticulas. Decimos que f es un homomorfismo booleano o simplemente
un morfismo booleano si para toda b € B, f(V') = f(b)'.

Definimos de manera categérica, al igual que para reticulas, la nocién de

isomorfismo booleano.

Teorema 2 Sean B un &algebra booleana, a,b € By A : B — P(S(B))
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definida por

Entonces

(
2. MaUb) = \a) UA(b).
3. Mamb) = Aa) N A().
4. Md') = S(B) \ Aa)

Teorema de Representaciéon de Stone. Sean B un élgebra booleana y
A: B — P(S(B)) definida como en el teorema 2. Entonces

1. A[B] es una base para una topologia que hace a S(B) un espacio Haus-

dorff compacto y cero-dimensional.
2. A\[B] es, de hecho, el conjunto de abiertos-y-cerrados de S(B).

3. X es un isomorfismo booleano de B sobre el conjunto de abiertos-y-
cerrados de S(B).

Demostraciéon. El hecho de que A[B] es una base para una topologia se
sigue del punto 3 del teorema 2. Veamos que S(B) con esta topologia es
un espacio Hausdorff: Sean F,G € S(B) dos boole-ultrafiltros distintos, en-
tonces, sin pérdida de generalidad, existe un b € F \ G; esto significa que
F € A\(b). Como G es un boole-ultrafiltro y b ¢ G, por el teorema 1, sabe-
mos que b’ € G, lo cual significa que G € \(b'). Ademés, por el punto 4 del
teorema 2, A() = S(B) \ \(b), asi que F'y G pertenecen a abiertos basicos

ajenos, es decir, S(B) con esta topologia es Hausdorff.

El punto 4 del teorema 2 también implica que los elementos de la base son
cerrados, por lo cual S(B) es cero-dimensional. Veamos ahora que S(B) es
compacto. Sean F un ret-filtro cerrado en S(B) (un ret-filtro en la reticula de
cerrados de S(B)) y G ={a€ B|3F € F (F C Aa))}. Como A[B] es una
base cerrada para S(B) (una base para los cerrados de S(B)), se sigue que
NF =({A(a) | a € G}. Ahora, si aj,as € G existen Fy, Fy € F tales que
Fy C Xaq) y F» C Mag), entonces F1NFy C A(a1)NA(az2) = A(a1Mag) de mo-
do que, por ser F un ret-filtro F1NFy € F, pero entonces aiMas € G. Esto im-

plica que G estd contenido en un boole-ultrafiltro U de B, lo cual a su vez dice

14



que U € A(a) para toda a € G, de modo que U € ({A(a) |a € G} = F.

Por lo cual S(B) es compacto.

Como ya hemos visto, A\[B] estd contenido en el conjunto de abiertos-y-
cerrados de S(B). Reciprocamente, si C' es un abierto-y-cerrado de S(B),
entonces por ser un subconjunto cerrado de un compacto, es compacto.
Ademés como los elementos de A[B] son abiertos basicos y C' es también
abierto, tenemos que C' es un unién de abiertos béasicos, pero como es com-
pacto, es union finita de abiertos basicos de modo que existen by, ..., b, tales
que C = A(b1)U...UA(by) = A(b1 U...Uby,). Entonces A[B] es el conjunto de
abiertos-y-cerrados de S(B). Ahora como A[B] es el conjunto de abiertos-
y-cerrados de S(B), el teorema anterior nos dice que A es un isomorfismo

booleano entre estas dos dlgebras booleanas. O

4. El Axioma de Martin

Definicién Sean (P, <) un conjunto parcialmente ordenado y x,y € P. De-
cimos que x y y son compatibles si existe algin z € P tal que z <zyz<uy.

En otro caso decimos que x y y son incompatibles.

Notacién Usamos la formula x 1 y para indicar que x y y son incom-

patibles.

Ejemplo Si P = P(R), entonces (P,C) es un orden parcial. En este ca-
so el infimo del orden parcial es el conjunto vacio. Los intervalos [0,1] y

[2, 3] son incompatibles, y los intervalos [0, 1] y [1, 2] son compatibles.
Definicién Sean (P, <) un orden parcial y E C P. Decimos que E es una
anticadena de P si para cualesquiera dos elementos distintos z,y € E tene-

mos que x | y.

Definicién Sea (P, <) un orden parcial. Decimos que P satisface la condi-

cion de cadena contable si toda anticadena de P es contable.

Notacion Como abreviatura del enunciado “P satisface la condicién de

cadena contable” usamos el enunciado “P es ccc”.
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Proposicién 5

1. Sea X un conjunto. Entonces P(X) es ccc si y sélo si X es contable.

2. Para cada espacio topolégico Hausdorff X, tanto C'(X) como C*(X)
estan parcialmente ordenados por la relacién f < g siy sélo si f(z) <
g(z) para toda x € X. Entonces, con esta relacién de orden, un sub-
conjunto £ C C*(X) (respectivamente £ C C(X)) es una anticadena
si y sélo si F es un conjunto de un solo elemento. En particular, tanto
C*(X), como C(X) son ccc.

3. Si (L, <) es un orden lineal, entonces £ C L es una anticadena si y
sélo si E es un conjunto de un solo elemento. En particular todo orden

lineal es ccc.

4. La topologia del orden en wi no es ccc.

Demostracién. Supongamos que X es contable. Sea L una anticadena en
P(X), si fuera de cardinalidad mayor que ¥y, por el axioma de eleccién
tendriamos una funcién de elecciéon de L a X. Por el hecho de ser una an-
ticadena, esta funcién seria inyectiva de modo que X serfa no numerable y
esto no puede ser. Por tanto, P(X) es ccc. Reciprocamente, si P(X) es ccc,
entonces la anticadena formada por los conjuntos de un solo elemento de X
seria contable, pero obviamente esta anticadena es biyectable con X, por lo

cual X es contable.

Para ver que se cumple el punto 2, basta ver que si f,g € C(X) enton-
ces fMg € C(X). Para esto tomamos un abierto subbésico de R de la
forma (a,00). Si f(x) > ay g(z) > a, entonces (f Mg)(z) > a, es decir, si
r € f(a,0)]Ng™[(a,00)], entonces x € (fMg)~*[(a,0)], lo cual significa
que f~Y(a,00)] N g~ (a,00)] C (f M g)~t[(a,0)]. Reciprocamente, si z €
(fM1g)~Y[(a, 00)], entonces tanto f(z) como g(z) son mayores que a, de modo
que x € f~1[(a,00)] N g ![(a,c0)]. Ahora, tomemos un abierto subbésico de
la forma (—o0,b). Si x € (fMg)~!)[(—o0,b)], entonces o bien f(z) < b o bien
g(z) < b de modo que z € f~[(—o00,b)] U g t[(—00,b)], y, reciprocamente,
six € fY(—o00,b)]Ug [(—o0,b)], entonces el infimo (fMg)(x) € (—oo,b).
Esto prueba que (fMg)~![(—oco,b)] = f~[(—o0,b)]Ug t[(—o0,b)]. Por tan-
to, f Mg es una funcién continua. Esto implica que si un subconjunto de
C(X) tiene més de un elemento, entonces no es una anticadena porque cua-

lesquiera dos de sus elementos son compatibles.
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En un conjunto linealmente ordenado cualesquiera dos elementos son com-
patibles por lo cual tenemos el punto 3. Y, finalmente, como los conjuntos
singulares de sucesores en w; son abiertos y son una cantidad no numerable,

la topologia del orden en w; no es ccc. O

Proposicién 6 Si (P,<) es un orden parcial y £ C P una anticadena

de P, entonces FE esta contenida en una anticadena maximal.

Demostracién. Sea E una anticadena en P. Sea C(E) el conjunto de anti-
cadenas de P que contienen a F. Este es un conjunto parcialmente ordenado
con la contencién y es no vacio, pues E C E. Si tomamos una cadena A en
C(E), entonces |JA es el supremo de A, basta ver que |J.A es una anti-
cadena de P que contiene a E. Como cualquier elemento de A contiene a
E, E C|JA. Sean p,q € | J A, entonces existen A, Ay € A tales que p € A;
vy q € As, pero como A es una cadena, sin pérdida de generalidad, podemos
suponer A7 C As de modo que p,q € Az, y como Ay es una anticadena,
tenemos que p L ¢q. Esto muestra que | J.A es una anticadena en P, asi que

por el lema de Zorn existe una anticadena maximal que contiene a F. O

Hay tres nociones de densidad que son de suma importancia para noso-

tros.

Definicion Sean X un espacio topoldgico y D C X. Decimos que D es
top-denso en X si Cl(D) = X.

Definicién Sean (P,<) un orden parcial y D C P. Decimos que D es

orden-denso en P si para cada x € P existe un d € D tal que d < x.

Definicién Sean (B, <) un élgebra booleana y D C B. Decimos que D
es boole-denso en B si 0 ¢ D y para cada = € B existe un d € D tal que
d<zx.

Notacién Sean (P, <) un orden parcial, p,q € P. Denotamos con Dx(p, q)

al conjunto

)}

KQo¢

{reP|(rLlpV(rLgVepn

Proposicién 7 Sea (P,<) un orden parcial. Entonces para todas p,q €

17



P, D s(p,q) es orden-denso en P.

Demostracién. Sea z € P. Notemos primero que si * 1 p, entonces
xr € Dp(p,q) y por supuesto < x, por lo cual para 2 hay un punto del
conjunto D (p,q) menor igual a z. Supongamos, entonces, que x y p son
compatibles, es decir, que existe un r € P tal quer<zyr<p Sirlag,
entonces r € Dp(p,q) y 7 < x. Si r y ¢ son compatibles, entonces existe
ke P tal que k <r y k < q, pero como también r < p tenemos que k < p.
Entonces k € pN ¢y k < r < z. Por lo tanto, k € Dp(p,q) y k < x. Esto
muestra que Dp(p, q) es denso en P. O

Axioma de Martin Sea s un cardinal infinito. El x-ésimo enunciado de

Martin es:

MA(k): Sean X un espacio topoldgico no vacio, compacto, Hausdorff de
topologia ccc, y {Ua}ack un conjunto de abiertos densos de X. Entonces
MUa}aer # 2.

El axioma de Martin es:

Para cada cardinal infinito £ < 2%° tenemos MA (k).

El enunciado de Martin MA(Xg) es una consecuencia del siguiente teore-

ma (véase [7], pg. 296, para una demostraciéon del mismo).

Teorema [Baire]. Si X es un espacio topolégico, compacto y Hausdorff
o métrico completo, entonces para cualquier familia {A, },e, de abiertos

densos de X tenemos que [, . Ay es denso en X.

new

Por otro lado, el siguiente ejemplo muestra que para x > 280 el k—ésimo

enunciado de Martin es falso.

Ejemplo El intervalo [0, 1] es compacto y Hausdorff. Los conjuntos que son
complementos de un punto de [0, 1] son abiertos densos en [0, 1] y son tantos

como puntos hay en [0, 1], es decir, 2%°. Sin embargo su interseccién es vacia.

Teorema 3 Sea x un cardinal infinito. Son equivalentes:

1. MA(k).

2. Si (B, <) es un &lgebra booleana ccc y {Dg}acx €s una familia de

subconjuntos boole-densos de B, entonces existe un boole-filtro F' en
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B tal que F N D, # & para cada « € k.

3. Si (P, <) es un orden parcial ccc, @ # |P| < k' y {Dq }ack €s una familia
de subconjuntos orden-densos de P, entonces existe un orden-filtro F’
en P tal que F N D, # & para toda «a € k.

4. Si (P,<) es un orden parcial ccc, P # @, y {Dg }acx €s una familia de
subconjuntos orden-densos de P, entonces existe un orden-filtro F' en
P tal que FF'N D, # @& para toda o € k.

Demostracién (1) = (2) Sea S(B) el espacio de Stone de By A\ : B —
B(X) el isomorfismo booleano candnico del teorema 2. Primero veremos
que la topologia del espacio compacto cero-dimensional S(B) es ccc. Sea
C = {O,},es una anticadena de abiertos no vacios en S(B); como cada
abierto de C es no vacio, cada abierto de C contiene un abierto basico no
vacio de la forma A(b,) = {U € S(B) | b, € U}. Entonces las correspon-
dientes b, son una anticadena en B: Si b, y b¢ fueran compatibles, entonces
existirfa un ¢ € B tal que ¢ < b, y ¢ < be. Entonces como el boole-filtro
¢ estaria contenido en un B-boole-ultrafiltro V', al cual pertenecerian tanto
b, como b¢, tendriamos que V € A(b,) N A(b¢), lo cual no puede ser porque
A(b,)NA(b¢) = @ en vista de que A(b,) y A(b¢) estan contenidos en elementos
distintos de una anticadena en la que la relaciéon de orden esta dada por la
contencién de conjuntos (incompatibles en conjuntos quiere decir ajenos).
De esta manera vemos que, en efecto, la topologia de S(B) es ccc. Ahora, si
tenemos un boole-denso D, de B, podemos tomar el conjunto de abiertos
A[D4], cuya unién es un abierto top-denso en S(B). Veamos esta afirma-
cién: Como A[D,] = {A\(d) | d € Dy} y cada A(d) es un abierto bdsico
de S(B), entonces |JA[D,] es abierto en S(B) por ser unién de abiertos
bésicos. Para ver que |JA[D,] es top-denso en S(B), tomamos un abierto
bésico cualquiera A(b). Entonces, como D, es boole-denso en B, existe un
¢ € D, tal que ¢ < b. Esto implica que A(c) C A\(b) y, por lo tanto, |JA[D4]
es top-denso en S(B). Por el axioma de Martin, concluimos que existe un
boole-ultrafiltro U € (¢, UA[Da], pero entonces U intersecta a todos los
D,’s porque para cada « € k existe un d, € D, tal que U € A(d,), lo cual
significa, por definicién de A, que d, € U.

(2) = (3) Sean (P, <) un orden parcial ccc de cardinalidad menor o igual
a Ky {Dq}acr una familia de conjuntos orden-densos de P. Primero note-
mos que si (P, <) tiene infimo entonces P mismo es el orden-filtro buscado.

Podemos entonces suponer que (P, <) no tiene infimo. Observemos que si
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x,y € Py z € pnqentonces Z C pNq. Esto implica que {& | x € P} es una
base para una topologia en P. Sea RO(P) el conjunto de abiertos regulares
de esta topologia para P. Como ya vimos, RO(P) es un &lgebra booleana.
Si C es una anticadena en RO(P), entonces para cada U € RO(P) existe un
pu € P tal que Int(Cl(py)) CU. SiU,V €Cy U # V entonces UNV =g,
asi que la funcién U — py es inyectiva y py Npy C U NV = I, es decir,
pu L py, de modo que {py | U € C} es una anticadena en P. Como P es
cce, concluimos que RO(P) es ccc. Recordemos que en este caso estamos

suponiendo que P=r

Sea D = {Da}ack U {Dp(p,q) | (p,q) € P x P}. Por la proposicién 7,
D es una familia de subconjuntos orden-densos de P. Como |P| < k, enton-
ces |D| < k. Sean D € D fijoy E(D) = {Int(Cl(p)) | p € D}. Para mostrar
que E(D) es boole-denso en RO(P), tomamos un U € RO(P) \ {@} y no-
tamos que existe un ¢ € P tal que Int(Cl(¢)) € U, entonces como D es
denso, existe un p € D tal que p < ¢q. Entonces p C ¢, lo cual implica que
Int(Cl(p)) C Int(Cl(¢)) C U. Por lo tanto, E(D) es boole-denso en RO(P).

Por hipétesis existe un boole-filtro F' en RO(P) tal que F N E(D,) # @y
FNE(Dg(p,q)) # @ para toda o € £ y todas p,q € P. Sea G = {p € P |
Int(Cl(p)) € F'}. Lo primero que observamos es que G intersecta a todos los
orden-densos Do y Dp(p, q): En efecto, si F' intersecta a E(D,) es porque
existe un p € D, tal que Int(Cl(p)) € F, esto quiere decir que dicho p perte-
nece también a G, por la definicién misma de G. Analogamente G intersecta
a todo Dp(p, q).

Veamos que G es un orden-filtro en P: G es distinto del vacio porque F
es un boole-filtro (y por tanto F # &) y ademds F intersecta a cual-
quier boole-denso E(D,) por lo tanto hay al menos un p € P tal que
Int(Cl(p)) € E(D,) N F, pero esto significa que p € G, por lo tanto G # &.
Ahora supongamos que p y ¢ pertenecen a G, entonces Int(Cl(p)) € F y
Int(Cl(g)) € F, entonces como F es un boole-filtro Int(Cl(p)) NInt(Cl(g)) €
F pero Int(Cl(p)) N Int(Cl(q)) = Int(Cl(p N G)). Sea r € Dp(p,q) NG. No
puede ser que r | p porque entonces tendriamos # N p = & y por tanto
Int(C1(7)) NInt(Cl(p)) = @ € F lo cual contradiria que F' es un boole-filtro.
Andlogamente, no puede ser que r L ¢; entonces r € p N ¢, es decir, hemos
encontrado un r € G tal que r < py r < ¢, por lo cual G ya es por lo menos

una orden-base de filtro. Ahora, sip € G,y g € P es tal que p < g entonces
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p C ¢, de modo que Int(Cl(p)) C Int(Cl(q)) por lo cual Int(Cl(q)) € F. De es-

ta manera tenemos que ¢ € G. Todo esto implica que G es un P-orden-filtro.

(3) = (4) Sean (P, <) un orden parcial ccc y {Dg }aex una familia de orden-
densos de P. Nuevamente si (P, <) tiene infimo entonces P es el orden-filtro
buscado. Supongamos entonces que (P, <) no tiene infimo, es decir, que P =
P. Por el axioma de eleccién, sabemos que existen funciones f, : P — D,
tales que fq(p) € p. Utilizando también el axioma de eleccién vemos que es
posible construir una funcién f: P x P — P tal que f(p,q) € pN ¢ cuando
pN G # <. Simplemente hacemos que f tome un valor constante en (p,q)
en caso de que p N ¢ = &. Tomemos un elemento ¢ € P fijo y definamos
por recursion So = {q} v Sn+1 = Sn U f[Sn x Sp] U (U{fal[Sn]}ack). Sea
S =J{Sn | n € w}, entonces |S| < k, f[Sx S| C Sy fua[S] C S para toda
a € k. Ahora, S es un conjunto parcialmente ordenado y si C es una antica-
dena en S, entonces C es una anticadena en P ya que f[S x S| C S. Entonces
S es ccc. Como f,[S] C S para toda « € Kk, tenemos que S N D, es orden-
denso en S. Entonces, por hipdtesis, existe un orden-filtro F' en S tal que
Fn(SND,) # @ para toda a € k. Entonces G ={p€ P|3re F(r <p)}
es un orden-filtro en P que intersecta a todos los orden-densos D,, como se

queria demostrar.

(4) = (1) Sea X un espacio topolégico compacto Hausdorff tal que su
topologia 7(X) vista como orden parcial con la contencién es ccc. Supon-
gamos que X es infinito, porque de ser X finito el resultado es inmediato.
Sean {Dg}acx un conjunto de abiertos top-densos y E(D,) = {U € 7(X) |
Cl(U) € D,}. Entonces E(D,) es ret-denso en 7(X). Esto quire decir que
existe un ret-filtro F' en 7(X) tal que F N E(D,) # @ para toda o € K.
Asi, tenemos que F' es un ret-filtro abierto en X. Como X es un espacio
topolégico compacto existe un z € (\{Cl(U) | U € F'}; entonces para cada
a € rkhayun U € FNE(D,), como U € F pues entonces z € Cl(U) y como
U € E(D,) pues CI(U) C D,, de modo que = € D, para toda « € k, es
decir e, Do # 2. O

ackR

Una consecuencia topoldgica del axioma de Martin es la siguiente
Proposicién 8 Supongamos que k es un cardinal regular mayor que Ng y

que el k-ésimo enunciado de Martin es valido. Entonces si X es un espacio

compacto Hausdorff cuya topologia es ccc y A es una familia de abiertos
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de X de cardinalidad k, existe una subfamilia O C A tal que |O| = Kk y
NO # 2.

Demostracién. Sean A = {A,}aex ¥ para cada a € k sea V,, = (J{U, |
a < v < k}. Entonces si @ < < k tenemos que Vg C V,, y, por lo tan-
to, Cl(V3) C Cl(V,). Ahora, tiene que suceder que a partir de algin punto
d € k Cl(V5) = Cl(V;,) si 6 < o < K, porque de lo contrario podriamos en-
contrar un subconjunto cofinal de x en el que para cualesquiera dos indices
a, 3 tendriamos Cl(V,) # Cl(V3). Pero entonces podriamos construir una
coleccién de abiertos ajenos tomando Vg, \ Va,,, que seria de cardinalidad
K, lo cual es imposible en vista de la suposicion de que la topologia de X es
ccc. Entonces debe de existir un 6 € « tal que Cl(V5) = CI(V,) para todo
J <y < k. SeaY = Cl(Vjy), entonces como Y es un subconjunto cerrado de
un espacio compacto y Hausdorff, pues Y es compacto y Hausdorff. Ademés,
una coleccién de abiertos ajenos no vacios en Y da origen a una colecciéon
de abiertos ajenos no vacios en X porque Y es la cerradura de un conjunto
abierto. Lo cual dice que la topologia de Y es ccc. Entonces, utilizando el
k—ésimo enunciado de Martin, concluimos que la familia V, con v > ¢ se
intersecta ya que cada V, es denso en Y, es decir, existe un p € ﬂ7>5 V.
Pero entonces podemos construir un conjunto cofinal de abiertos de A a los

cuales pertenezca p, como se buscaba. O

Contraejemplo 2 El objetivo es construir un espacio topoldgico Haus-
dorff numerablemente compacto cuyos subconjuntos de un solo punto sean
conjuntos G§, pero que no sea primero numerable. El conjunto subyacente
de este espacio es W = w1 + 1. El espacio W con la topologia del orden no es
el contraejemplo que buscamos. Lo que haremos serd dar un sistema de ve-
cindades alrededor de cada punto de W, es decir, para cada x € W daremos

un conjunto N (z) C P(W) que cumpla las siguientes tres propiedades:

1. Para toda z € W N(z) # @ y para cada U € N(z)z € U.

2. Sixz € V € N(y), entonces existe un U € N(z) tal que U C V.

3. Para cualesquiera U;,U; € N(x) existe un U € N(z) tal que U C
Uy NUs.

Para x € w; tomamos como N(z) el conjunto de vecindades de x de la
topologia del orden de w;. Ahora tenemos que definir N(w;). Para esto

necesitamos primero definir los siguientes conjuntos: Recordemos que hay
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béasicamente tres tipos de ordinales, a saber, el vacio, los sucesores que son
de la forma aU {a} para cualquier ordinal «, y los ordinales limite, que son
aquellos que no son ni el vacio, ni sucesores. Un ejemplo de tales ordinales
es w. Para hacer la notacién més clara en este contraejemplo denotamos con

LIM al conjunto de ordinales limite de wy.

Ahora, para cada n € w sea A, = {(8+n,8+w) | B € LIM} y pa-
ra v € w; denotemos con 7 al intervalo (7y,wi;]. Entonces un elemento
tipico de N(wj) es un conjunto de la forma 5 N (A4, U {w1}); es decir,
N(wi) ={7N (4, U{wi}) | n € w, v € w1 }. Este nuevo espacio topoldgico
sigue siendo Hausdorff y todos los puntos son G porque, con las nuevas ve-
cindades, {w;} ya es interseccién numerable de abiertos. También es numer-
ablemente compacto, pues si tomamos un subconjunto infinito numerable
de W, este conjunto estd acotado por arriba y, por lo tanto, contenido en
un intervalo de la forma [0, a]; como [0, a] tiene la misma topologia como
subespacio de w; o de W es compacto por lo que el conjunto infinito orig-
inal tiene un punto de acumulacién alli y por tanto en W, es decir, W es
numerablemente compacto, Hausdorff y todos los subconjuntos de W de un
elemento son Gy. Sin embargo, W no es primero numerable. Supongamos
que hay una base local numerable alrededor de w; en W. Por cada elemento
de esta supuesta base podriamos tomar un elemento de N(wj) contenido en
el. Por ser sélo una cantidad numerable los «’s estan acotados por digamos
o. Entonces si tomamos una vecindad de w; de la forma 6 N (Ag U {w1}) tal
que J sea un ordinal limite mayor que o+ w, obtenemos un abierto alrededor
de w1 que no estd contenido en ninguno de la coleccién numerable con la
que empezamos, que supuestamente era una base local. Esta contradicciéon
muestra que ninguna coleccién numerable de abiertos puede ser una base

local alrededor de wy. Por lo tanto, el espacio no es primero numerable.
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