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Resumen

En la presente Tesis primeramente se establecen algunas de las mas importan-
tes definiciones en materia de probabilidad y de teoria estocastica, enfocdndose
particularmente al caso de los procesos estocdsticos conocidos como cadenas
y procesos markovianos. Posteriormente se presentan las principales carac-
teristicas de las redes de Petri y se senala a las mismas como una herramienta
matematica dtil para la construccién, analisis formal, y representacién gréfice
de sistemas. Por tdltimo, se describe la forma en que las redes de Petri y los
procesos markovianos pueden aplicarse de manera conjunta en el estudio de
sistemas aleatorios.
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Objetivos

Objetivo general

Iniciar una nueva linea de investigacién dirigida a la aplicacién de redes de
Petri en la ciencia actuarial al presentar, explicar y vincular los conceptos
fundamentales de la teoria estocdstica y de la teoria de redes de Petri.

Objetivos particulares
= Construir la definicién de probabilidad partiendo del concepto de élgebra
booleana y algebra booleana de conjuntos.

= Difundir las redes de Petri como herramientas formales que permiten el
analisis cualitativo y cuantitativo de sistemas.

» Proporcionar métodos alternativos para el estudio de sistemas que invo-
lucren aleatoriedad.
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Delimitacion

Dentro de la teoria de los procesos estocasticos, el trabajo se enfocaré al caso
de aquellos que se ajusten a la teoria markoviana.
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Hipodtesis

» Existen beneficios para la carrera de Actuaria si las teorias markoviana
y de redes de Petri se estudian de manera conjunta.

= La teoria markoviana puede enriquecer a la teoria de las redes de Petri,
y viceversa.
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Justificacion

Los procesos estocasticos, especificamente los procesos markovianos, tienen
una importante aplicacion en las ciencias actuariales, matematicas e ingenieria,

principalmente. Su estudio es extenso y requiere de una amplia gama de teorias
matematicas.

Actualmente, las redes de Petri han empezado a jugar un papel preponderante,
como herramientas de modelado matematico al ser formalismos que permiten
la validacién cualitativa y cuantitativa de sistemas.

En virtud de lo anterior y tomando en cuenta que la aplicacién de las redes
de Petri al campo de los procesos markovianos es incipiente, es de especial
importancia iniciar una linea de investigacién dirigida a proporcionar métodos
alternativos para el estudio de sistemas que involucren aleatoriedad, ya que
ésta se encuentra presente en las diversas dreas en las que el actuario ejerce su
profesién.
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Introduccion

Una de las principales problemdticas de nuestro tiempo es la creciente com-
plejidad de la estructura y funcionamiento de sistemas modernos, por lo que
se requiere de nuevos métodos formales apropiados para la especificaciéon de
sistemas y para su validacién tanto cualitativa como cuantitativa. Las redes
de Petri son formalismos ttiles en el andlisis de sistemas modernos ya que
permiten describirlos de manera concisa y apropiada debido a que ofrecen una
representacién grafica ordenada, versatil y 16gica de los médulos que componen
a un sistema, asi como de la interaccién que guardan éstos entre si. Las redes
de Petri fueron creadas en 1962 por Carl Adam Petri para su Tesis doctoral, en
la cual describe sus fundamentos tedricos. Desde entonces, cada vez son mas

los estudiosos de este tema y han surgido muchas variedades de las mismas en
los dltimos anos.

Por otra parte, cuando la aleatoriedad se manifiesta en un sistema la comple-
jidad del mismo aumenta considerablemente, por lo que es necesario el uso de
herramientas probabilisticas que permitan su correcta modelacién y estudio.
La teoria de la probabilidad se inicié practicamente con el analisis matematico
de los- juegos de azar realizado primero por los matematicos Pierre du Fer-
mat (1601-1665) y Blas Pascal (1623-1662). Christian Huygens (1629-1695)
publicé en 1657 el primer tratado sobre problemas relacionados con juegos de
azar, el cual sirvié como base para el gran desarrollo experimentado por esta
teoria durante el siglo XVIII, con el aporte de Jacobo Bernoulli (1654-1705) y
Pierre Simon Laplace (1749-1827). Fueron Markov (1856-1922) y Kolmogorov
(1903-1987) dos de los principales matemdticos que contribuyeron al estudio
de la aleatoriedad a través de modelos conocidos como procesos estocésticos,

los cuales permiten modelar una amplia gama de fenémenos, bajo un sélido
fundamento matema4tico.
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Sin embargo, las redes de Petri y los procesos estocasticos no han sido difun-
didos en la debida proporcién debido a su reciente origen, en el primer caso; y
a la complejidad de los cdlculos que implican, en el segundo. Y menos ain han
sido consideradas las ventajas de estudiarlos y aplicarlos de manera conjunta,
prescindiendo asi del uso de herramientas matematicas potencialmente ttiles.

El hecho de que cada vez son més los actuarios que se desarrollan profesio-
nalmente no sélo en las 4reas tradicionales de seguros, finanzas, estadistica y
economia, sino también en las dreas de sistemas computacionales, industriales,
organizacionales y logisticos entre otros, me motivé a escribir la presente Tesis
con la intencién de iniciar una linea de investigacién dirigida a la aplicacién
de redes de Petri en la ciencia actuarial, ya que en el anterior plan de estudios
de la carrera de Actuaria y en el de reciente implantacién no existe ninguna
asignatura dirigida al estudio de las redes de Petri en combinacién con los
procesos estocasticos.

En este sentido, la presente Tesis es interdisciplinaria y ofrece un enfoque nove-
doso acerca de estas dos herramientas para el estudio de sistemas estocésticos,
por lo que me permito puntualizar algunos de los principales logros de este
trabajo:

= Para entender el concepto de proceso estocdstico es indispensable definir
primero el concepto de probabilidad. Sin embargo, el concepto de pro-
babilidad no puede ser entendido sin el algebra booleana propuesta por
el matemético inglés George Boole en 1854. Al revisar varios libros de
procesos estocésticos noté que la mayoria de ellos ni siquiera mencionan
el dlgebra de Boole. Algunos autores, como Durrett 1999 [13], Papoulis
1965 [26], Parzen 1962 [27] y Ross 1996 [30], hacen un breve repaso de
probabilidad a manera de introduccidén a los procesos estocésticos pero
sin considerar el dlgebra booleana. Algunos otros autores, como Vélez
1996 [37], ni siquiera hacen un repaso de probabilidad. Debido a lo ante-
rior y a la falta de material que provea un orden légico que nos permita
entender el concepto de probabilidad, uno de los logros de esta Tesis es
establecer la definicién de probabilidad bajo el enfoque del dlgebra de
Boole.

= En la mayoria de los libros de probabilidad los conceptos de probabilidad
y de variable aleatoria se estudian por separado y no se explica la relacién



INTRODUCCION 3

que existe entre ellos. Este trabajo explica que el édlgebra de variables
aleatorias satisface las leyes del dlgebra de Boole y que tanto el concepto
de algebra de variables aleatorias como el de probabilidad se desprenden
del algebra booleana.

= Por otra parte, se explica que el nombre de variable aleatoria puede ser
enganoso, pues la definicién clésica de este concepto matematico estable-
ce que en realidad se trata de una funcién numérica y no de una variable.
Sin embargo, existe un enfoque alternativo, y poco conocido, que propo-
ne que la variable aleatoria es, en efecto, variable. Este trabajo introduce
este enfoque alternativo, por lo que cumple una labor de difusién.

= En algunas ocasiones la notacién utilizada en libros sobre procesos es-
tocasticos es muy complicada y puede causar confusién. En esta Tesis se
establecen algunas definiciones fundamentales de las teorias estocéstica
y probabilista y de las redes de Petri, empleando una notacién accesible
e incluyendo més de 20 ejemplos, 18 de ellos inéditos, que ilustran el sig-
nificado de los conceptos y que guardan un orden légico como propuesta
de ensenianza, lo cual resulta una aportaciéon pedagégica de este trabajo.

= Cabe destacar que el tema de estudio de la presente Tesis lo he pre-
sentado y expuesto con éxito en The First International Conference on
Nonlinear, Fractional and Stochastic Dynamics, celebrado en la Facul-
tad de Estudios Superiores Cuautitlan del 24 al 28 de enero de 2005, con
el nombre de Stochastic Processes and Operads of Graphs. La memoria
sobre mi participacién en dicho Congreso titulada Some Basic Notions
of Probability and Markov Chains, la cual actualmente se encuentra en
proceso de publicacién, se incluye en el Apéndice de la presente Tesis.

» La gran cantidad de simbologia matematica necesaria en la mayoria de
los textos cientificos dificulta su composicién en editores de texto conven-
cionales. A pesar de su complejidad, el lenguaje IATEX 2¢ ofrece una gran
calidad tipografica para textos cientificos por lo que las més importan-
tes casas editoriales, como Springer-Verlag, lo emplean y los principales
congresos internacionales y revistas cientificas arbitradas lo exigen en la
presentacién de proyectos. Cabe destacar que la Actuaria y Maestra en
Educacién, MariCarmen Gonzélez Videgaray, ha sido una de las prin-
cipales promotoras del uso de esta importante herramienta en nuestro
Campus. En este proyecto se empleé el lenguaje BTEX 2¢, razén por la
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Campus. En este proyecto se empleé el lenguaje BTEX 2¢, razén por la
cual una de las conclusiones de este proyecto es el impulso a la utilizacién
de dicho lenguaje por los estudiantes de las dreas de matematicas para la
elaboracion de sus trabajos de investigacion, asi como para el desarrollo
de sus Tesis de Licenciatura y de Posgrado.

En el Capitulo 1, Teorfa estocdstica, se efectiia una revisién sobre conceptos
fundamentales de la teoria de la probabilidad. Especificamente, en este capitulo
se enfatiza la importancia del dlgebra booleana como concepto matemético
indispensable para comprender la teoria de la probabilidad y se estudia la
relacién entre los conceptos de variable aleatoria y probabilidad. Ademas, se
habla de los conceptos de aleatoriedad y proceso estocastico. Este capitulo
brinda los elementos fundamentales para la cabal comprensién de la teoria
markoviana.

En el Capitulo 2, Teoria markoviana, se hace un estudio extenso de los proce-
sos estocasticos conocidos como cadenas de Markov asi como de los procesos
de Markov, ya que ambos permiten modelar una amplia gama de fenémenos
de interés para el actuario, como son la ocurrencia de siniestros, indices de
contaminacion, indices inflacionarios, fluctuacién cambiaria y fenémenos de-
mograficos, entre otros. En este capitulo se crearon algunos ejemplos con el fin
de ilustrar las definiciones y utilidad de los teoremas del mismo.

El Capitulo 3, Redes de Petri, se enfoca esencialmente a la descripcién de las
principales caracteristicas de las redes de Petri ordinarias y senala a las mismas
como una herramienta matemadtica 1til en la construccién, andlisis formal, y
representacién grafica de sistemas. Al igual que en el capitulo anterior, se
crearon algunos ejemplos.

En el Capitulo 4, Redes de Petri estocdsticas, se describe la forma en que las
redes de Petri y la teoria markoviana pueden aplicarse de manera conjunta
en el estudio de sistemas aleatorios, idea expuesta por primera vez de forma
independiente por S. Natkin y M. K. Molloy a inicios de los afios ochenta. Se
proponen algunas aplicaciones en areas en donde el actuario tiene oportunida-
des de desarrollo potenciales.

Finalmente, se presentan las conclusiones y recomendaciones.
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Esta Tesis fue posible gracias a la atinada direccién del Dr. Zbigniew Ozie-
wicz, eminente catedratico e investigador de la maxima casa de estudios, quien
ha realizado importantes aportaciones mateméticas, especialmente en el area
de los lenguajes graficos, como son los Operades y sus aplicaciones. Estas
investigaciones proporcionan una importante alternativa al lenguaje cientifico
convencional.
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Capitulo 1

Teoria estocastica

“Es a esta ignorancia a la que se le da el nombre de azar; pero este bautismo
no seria mas que una pirueta si este azar no pudiera calcularse y si la teoria
no permitiera ninguna aplicacion prdctica”.

Jean-Louis Boursin

Para establecer qué es la teoria estocdstica, y comprender su importancia, es
preciso definir primero una serie de conceptos.

Primero nos ocuparemos de la definicién de proceso. Proceso es el sistema que
representa una serie de acciones, o bien las fases de un fenémeno natural o de
una operacién artificial, que tienen Iugar continua, sucesiva o regularmente’.

Proceso estocdstico es aquel cuya evolucién en el tiempo es aleatoria.

Pero, jqué es la aleatoriedad? Y si existe la aleatoriedad, debe existir la no
aleatoriedad.

A la no aleatoriedad se le conoce como determinismo y es la teoria que supone
que la evolucién de los fenémenos naturales o de otra fndole estad completa-
mente determinada por las condiciones iniciales del mismo.

! Diccionario de Términos Cientificos y Técnicos. Barcelona, McGraw Hill, Vol. IV, 1981,
p. 1629.
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A pesar de que en el Diccionario de la Lengua Espaiola las definiciones de azar
y aleatoriedad redundan en la casualidad y lo fortuito, Steen 1998 [32] sostiene
que se llama aleatoriedad a la cualidad que poseen algunos fenémenos de tener
resultados individuales inciertos pero con un patrén regular de los mismos en
muchas repeticiones. Es decir, que aleatorio no es propiamente sinénimo de
fortuito, sino la descripcién de un tipo de orden diferente del determinista que
suele asociarse a la ciencia y las matematicas.

Mucho se ha discutido sobre la existencia del azar. Mario Bunge afirma que el
azar existe en la mecdnica cudntica mientras que otros, como Henri Poincaré,
sostienen que a lo que llamamos azar no es otra cosa que a la ignorancia
derivada de la falta de informacién sobre un sistema. En fin, este tema ha
provocado polémica y ha sido causa de miiltiples debates a lo largo de los
ultimos anos.

Afirmar que el universo es aleatorio o determinista resulta sumamente aven-
turado. Menos ambicioso, pero mds itil, resulta modelar un subsistema del
mundo real por medio de un sistema matemaético aleatorio o determinista.

Nosotros nos limitaremos a hacer la siguiente distincién. Consideraremos a
un subsistema del universo como determinista si, ignorando efectos externos
inesperados, cada vez que lo devolvemos a lo que aparentemente es el mismo
estado inicial hace lo mismo durante un periodo de tiempo no nulo. En cam-
bio, lo consideraremos aleatorio si estados inicialmente indistinguibles pueden
conducir inmediatamente a resultados muy diferentes. Una vez establecido lo
anterior, podremos decidir si adoptar un modelo determinista o aleatorio para
el estudio del subsistema del universo.

Al conjunto de ecuaciones cuyo propésito es describir el comportamiento de un
sistema se le llama modelo matemdtico. Al comparar observaciones del mundo
real con algin modelo concreto, sélo del modelo podremos decir con seguridad
que es aleatorio o determinista. Y si es lo uno o lo otro, entonces aquellos
aspectos que éste recoge del mundo real también lo seran.

La teorfa matematica que sustenta a los modelos aleatorios es conocida como
teoria estocdstica, la cual ha cobrado cada vez mayor fuerza debido a que
permite construir modelos muy cercanos a la realidad.

Sin embargo, los modelos aleatorios no han sido explotados en la debida pro-
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porcién, en parte debido a la complejidad de los cdlculos que éstos implican.

Para efectos de este texto, a los modelos aleatorios los llamaremos procesos
estocdsticos.

i Por qué los procesos estocésticos resultan de especial interés para el actuario?
Recordemos que actuario es el especialista capacitado en la evaluacién, admi-
nistraciéon y prevencién de riesgos en dreas de seguros, finanzas, estadistica,
demografia, sistemas, entre otras.

Por ejemplo, el comportamiento del mercado y de los principales indicadores
econdmicos, las primas que debe cobrar una compania aseguradora a sus clien-
tes asi como la reserva con la que debe contar para cubrir sus compromisos,
la evaluacién de proyectos, la optimizacién ya sea de recursos o de tiempo,
son eventos que involucran riesgos en cuyo anélisis suele interesarse el actuario
debido a su campo de accidn.

El riesgo implica incertidumbre y una mayor o menor comprensién de los pro-
cesos estocdsticos le permitira al actuario en la misma medida tomar en cuenta
el papel del azar para cumplir con su misién.

1.1. Algebra de Boole

George Boole (1815-1864), 16gico y matemédtico inglés nacido en Lincoln y
fallecido en Cork (Irlanda), comenzé sus estudios sobre mateméticas por su
cuenta en el ano de 1835. El propdsito de Boole era reducir las “Leyes del
Pensamiento” a una rama axiomadtica del dlgebra. El titulo de su famoso libro
en la materia es An Investigation of the Laws of Thought, on which are founded
the Mathematical Theories of Logic and Probability, publicado en 1854. En la
introduccién de dicho trabajo, Boole enfatizé las diferencias entre la 1ogica y el
dlgebra, y explicé que intentaba unificar a estas dos ramas de las matemaéticas.

Para producir un élgebra de proposiciones, Boole se basé en las dos operaciones
binarias V, A y la operacién unaria ’, las cuales satisfacen leyes (tales como
la asociativa, conmutativa y distributiva) que se cumplen en la mayoria de las
estructuras algebraicas, como es el caso de los grupos y anillos.
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1.1 Definicién. Reticulo es la terna (R, V,A) donde R es un conjunto y V, A
son dos operaciones binarias definidas en R que cumplen las siguientes propie-
dades:

= Leyes asociativas: zV (yVz)=(zVy)VzyzA(yAz)=(zAy) Az
» Leyes conmutativas: zsVy=yVzyzAy=yAz.
» Leyes idempotentes: Nz =z yz Az =1.

» Leyes de absorcion: zV (z Ay) =z =z A (zVy).
Los reticulos poseen las siguientes propiedades:

» El reticulo es acotado si posee miaximo y minimo. Se designa por 1 al
méximo y por 0 al minimo.

= Sea R un reticulo acotado. Dado z € R se dice que z’ € R es comple-
mentario de zsizVz' =1y z Az’ =0. Un reticulo es complementario
si todos sus elementos poseen complementario.

= Un reticulo es distributivo si para cualesquiera ,y, z € R se cumple que:
zV(yAz)=(xVy)A(zVz)yzA(yVvz)=(zAy)V(zA?2).

1.2 Definicién. Algebra de Boole es el reticulo B con la operacién unaria ’ y
dos constantes, 0 y 1, que satisfacen las siguientes axiomas:

» Leyes de identidad: zV0=zyzA1l=zx.

n Leyes de Morgan: (zVy) =2'Ay y(zAy) =2' VY.

En otras palabras, dlgebra de Boole es un reticulo complementario y distribu-
tivo.

A los elementos de un &lgebra booleana se les denomina simplemente como
eventos.

1.3 Definicién. Si A es un conjunto finito, el nimero de elementos en A es
un entero N, llamado cardinalidad.
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1.4 Definicién. Para cualquier conjunto A, el conjunto de todos los subcon-
juntos de A recibe el nombre de conjunto potencia de A. Si A es un conjunto
finito con cardinalidad N, entonces la cardinalidad del conjunto potencia de
A es 2V Por esta razon, el conjunto potencia se escribe como 24.

1.5 Definicién. Algebra booleana de conjuntos define todas las operaciones
W = 2V del conjunto universal U/ de acuerdo con las siguientes reglas:

s zVy=zUuy.

= zAy=zNy.
' =U\z=2"
= 1=U,0=0.

1.6 Definicién. Sea Q C 2V, es decir, una familia de conjuntos. Funcidn de
conjunto es aquella cuyo dominio es una familia de conjuntos y cuyo recorrido
es un subconjunto de los niimeros reales

f:Q@—-R

1.7 Definicién. Una funcién de conjunto es de aditividad finita si para cada

par de elementos A y B, de la familia, y cuya unién es elemento de @, se
cumple que

f(AUB) = f(A) + f(B) — f(ANB)
De las definiciones anteriores se obtienen los siguientes resultados.
Por las leyes de Morgan tenemos que (G N H) = G°U H¢, entonces:
(A°UB°)=ANB

y como se tiene que si A y B pertenecen a @), y el complemento de cada
conjunto de ) igualmente pertenece a (), entonces:

AUB‘eQy (AUB)eQ

luego
ANBe @
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1.8 Definicién. A — B = AN B-.

Si A y B pertenecen a @, entonces como A — B = AN B° y dado que B¢
también pertenece a (), entonces se tiene que:

A-BeQ

Por tanto, si @ es cerrada para la unién, interseccién y diferencia (complemen-
tacién) de conjuntos entonces @ es dlgebra de Boole de conjuntos.

Entonces, como AU A° = U, se tiene que U € @, y también como A — A = 0,
para cada A € Q,
0e@

Por consiguiente, (), = {0,U} es la menor élgebra de Boole que se puede
construir a partir de los subconjuntos de un conjunto universal U. @ es el
conjunto de todos los subconjuntos de U y es, por tanto, el mayor dlgebra de
Boole que se puede construir con subconjuntos de U.

Si f es una funcién de conjunto con aditividad finita definida sobre un dlgebra
de Boole @, entonces si A y B son elementos cualesquiera de @, se tiene:

f(AUB) = f(AU (B — A)) = f(A) + f(B — A) (1.1)

por ser f con aditividad finita y los conjuntos A y B — A disjuntos. Luego

f(AUB) = f(A) + f(B — A) (1.2)

Y también:
A = AnU
= AN(BUB")
(ANB)U (AN B°)

entonces:

f(A) = f(An B) + f(AN B°)
y

f(AnB%) = f(A) - f(AN B)
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Y, ademas, AU B = (AN B°)U B, con (AN B°) N B = §; por consiguiente:
f(AUB) = f(ANB°) + f(B) (13)
Sustituyendo ( 1.2) en ( 1.3), se obtiene la definicién 1.7:
f(AUB) = f(A)+ f(B) - f(AN B) (14)
1.9 Definicién. Una funcién de conjunto con aditividad finita, definida no
negativa se llama medida con aditividad finita o, simplemente, una medida.

Una medida f sobre un élgebra de Boole Q cumple las propiedades siguientes:

1. Para cada par de elementos A y B de Q:
f(AU B) < f(A) + f(B) (1.5)
lo cual se concluye directamente de ( 1.4).

2. Si A es subconjunto de B entonces f(B — A) = f(B) — f(A), ya que por
(1.1), f(B— A) = f(AU B) — f(A), pero si A es subconjunto de B,
entonces AU B = B.

3. Si A es subconjunto de B y dado que f es medida, entonces se tiene:
f(B — A) = (B) — (A); por tanto:

f(A) L f(B)
4. Como A — A = (), entonces:

f@)=f(A—-A)=f(A) - f(A) =0

1.2. Probabilidad

La teoria de la probabilidad se inici6 practicamente con el analisis mateméatico
de los juegos de azar realizado primero por los matematicos Pierre du Fer-
mat (1601-1665) y Blas Pascal (1623-1662). Christian Huygens (1629-1695)
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publicé en 1657 el primer tratado sobre problemas relacionados con juegos de
azar, el cual sirvié como base para el gran desarrollo experimentado por esta
teoria durante el siglo XVIII, con el aporte de Jacobo Bernoulli (1654-1705) y
Pierre Simon Laplace (1749-1827), y posteriormente con las contribuciones de
Chebyshev, Markov y Kolmogorov; este tiltimo establecié en 1933 la presenta-
cién axiomatica que construye la base de la moderna teoria de la probabilidad.

Con todos los elementos previamente senalados ahora podemos construir en
forma axiomética el concepto de probabilidad.

1.10 Definicién. Sea @ un dlgebra de Boole. Probabilidad de un evento A; €
@, es la funcién P que satisface los axiomas:

1.OSPA)<L

2. P(Q) =1donde Q =J, o A

3. P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB) donde B € Q.

4. P(UL, A) =X, P(A),donde A;NA;=0ei#j.

De manera que espacio de probabilidad es toda dupla (Q, P).

Equivalentemente, una funcién P definida en @ se llama probabilidad si:

1. P es no negativa.

2. P(R2) = 1, esto es, una medida de probabilidad es una medida que asocia
1 a la unién de todos los eventos en Q.

3. P es de aditividad finita.

4. P es de aditividad numerable. Al escribir n se entiende que @ es un con-
junto de eventos finito. En el caso de que @ fuera infinito escribiriamos co
en lugar de n. Mas adelante ahondaremos sobre la aditividad numerable.

De la definicién de probabilidad se desprende lo siguiente:
1.1 Teorema. Para cada evento A, P (A°)=1— P(A).
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Demostracion. Como
Q=AU(A°) vy AN(4%) = 0
entonces

P(Q) = P(A) + P(A%) =1

P(A°) =1 — P(A)

1.2 Teorema. P (0) =

Demostracion. Sea {A,} = {©,0,0,...}. Entonces por las condiciones 2 y 4
de la definicion 1.10:

(UA ) P(Q) = P(Q) + P(0) + P(0) + ...
Es decir
P@)+P@)+...=0
por lo que P(@) = 0. O

Si A y B son dos eventos, entonces
P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB)

Este resultado, al igual que los anteriores, se desprende de las propiedades
demostradas antes para una funcién de conjunto con aditividad finita, y dado
que la probabilidad es una funcién de conjunto con aditividad finita definida no

negativa, entonces los resultados obtenidos para estas funciones son aplicables
a la probabilidad.

1.2.1. Teorema de Bayes

Para comprender la teoria estocastica, se requiere tener conocimiento sobre
algunos conceptos fundamentales de teoria de la probabilidad ya que ésta es
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la rama de las matematicas que describe la aleatoriedad. Esta subseccién se
ocupa de una introduccién basica sobre el tema. Para un estudio exhaustivo
sobre la materia se recomiendan al lector los libros de probabilidad de Devore
1998 [11], Lipschutz 1991 [22], Mendenhall 1994 [23] y Papoulis 1965 [26],
los tres primeros con un enfoque practico y el dltimo con un nivel teérico mas
elevado.

1.11 Definicién. Si dos eventos A y B son tales que
ANB=10
entonces los dos eventos son mutuamente excluyentes o disjuntos.

1.12 Definicién. Conjunto de eventos exhaustivos, es el conjunto de eventos
cuya unién forma el conjunto Q2 de todos los eventos de un dlgebra de Boole.

1.13 Definicién. Reciben el nombre de eventos mutuamente excluyentes ez-
haustivos los eventos {Ay, As, ..., An} tales que

AAi=ANA; =0 para toda ¢ # j

Q:A1UA2U---UAH (16)

1.14 Definicién. La probabilidad condicional de un evento A, dado que el
evento B ocurrié se denota como P[A|B] y se define como

P[AN B]

PJA|B] = 5]

siempre que P[B] # 0.
La independencia estadistica de eventos puede definirse como sigue. Dos even-
tos A y B se dicen estadisticamente independientes si

P[AN B] = P[A]|P[B] (1.7)

Para tres eventos A, B y C estadisticamente independientes, cada par de even-
tos debe satisfacer (1.7). De manera que

P[AN BN C] = P[A|P[B]P[C]
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y asi sucesivamente.

De donde se desprende que, para dos eventos independientes A y B

P|AN B]

PlAIB] = ~5rm

= P[A]
lo cual significa que la ocurrencia de un evento B no afecta la probabilidad de
ocurrencia del evento independiente A en forma alguna y viceversa.

El siguiente teorema es cominmente conocido como el teorema de probabilidad
total.

1.3 Teorema (de probabilidad total). Considere un evento B y el conjunto
de eventos mutuamente excluyentes ethaustivos {A;, Aa, ..., A}. Si el even-
to B ocurre, debe ocurrir conjuntamente con exactamente uno de los eventos
mutuamente excluyentes exhaustivos A;. Esto es

P[B] = Z P[A;N B

i=1

De la definicién de probabilidad condicional podemos escribir

lo que nos permite obtener una segunda forma del teorema de probabilidad
total

P[B] = P[B|A{|P[A)]
i=1
Esta 1ltima ecuacién sugiere que para encontrar la probabilidad de algin even-
to complejo B, es posible simplificar el cdlculo de la misma condicionando el
evento B a algin evento A; de forma tal que, al calcular la probabilidad del
evento B dado el evento A; y después multiplicarla por la probabilidad del even-
to condicional A4;, se obtenga la probabilidad P[A;B]. Una vez hecho esto para
un conjunto de eventos mutuamente excluyentes exhaustivos A; procederemos

a sumar estas probabilidades para encontrar la probabilidad de ocurrencia del
evento B.
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Ahora tenemos todos los elementos necesarios para comprender el teorema de
Bayes.

El tedlogo y matemadtico inglés Thomas Bayes (1702-1761) hizo importantes
contribuciones en materia de probabilidad y estadistica y sus ideas han creado
controversia entre muchos matematicos durante anos.

Probablemente, el escrito méas famoso de Bayes fue Essay Towards Solving a
Problem in the Doctrine of Chances publicado por la Royal Society of London
en 1764. En dicho ensayo se describe la técnica estadistica de Bayes hoy cono-
cida como estimacidn bayesiana, técnica que a nuestros dias sigue siendo tema
de discusién entre mateméticos de todo el mundo. El famoso teorema que hoy
lleva su nombre fue publicado en 1763 y es considerado una de sus principales
contribuciones matematicas.

1.4 Teorema (Bayes, 1763). Sea {A;} un conjunto de eventos mutuamente
ezcluyentes y erhaustivos. Entonces

P[B|Ai|P[Ai]
2.i-1 P[B|A;] P[Aj]

PIAB] = (L8)

Este teorema nos permite calcular la probabilidad de un evento condicionado
a un segundo al calcular la probabilidad del segundo condicionado a el primero
y otros términos.

1.3. Espacio muestral

La definicién de probabilidad ha sido construida hasta el momento inicamen-
te a través del dlgebra de Boole. En esta seccién se extiende esta definicién
incluyendo el concepto de espacio muestral y se explica brevemente la relacién
entre éste y el dlgebra de Boole.

1.15 Definicién. Espacio muestral asociado a un experimento aleatorio, es el
conjunto de todos los resultados posibles de dicho experimento.

Cada uno de los elementos de un espacio muestral (2 se llama suceso elemental.
Un suceso es un subconjunto del espacio muestral, es decir, un subconjunto de
sucesos elementales del experimento aleatorio.
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1.16 Definicién. Espacio muestral finito asociado a un experimento aleatorio,
es aquel en el que el miimero de sucesos elementales que lo conforman es finito.

1.17 Definicién. Espacio muestral numerable asociado a un experimento alea-
torio, es aquel en el que se puede establecer una aplicacién biyectiva entre los

sucesos elementales que lo conforman y el conjunto de los niimeros naturales
N.

1.18 Definicién. Espacio muestral no numerable asociado a un experimen-
to aleatorio, es aquel en el que no se puede establecer una correspondencia
biunivoca entre los sucesos elementales que lo conforman y el conjunto N.

Si Q es dlgebra de Boole cuyos elementos son subconjuntos del espacio muestral
(), por la definicién 1.4, tenemos que Q = 2%,

Extendamos la definicién de probabilidad a espacios muestrales numerables
(no necesariamente finitos). Sean (2 el espacio muestral numerable y @ dlgebra
de Boole de subconjuntos de {2. Definamos una medida de probabilidad P en
@ exigiendo la aditividad numerable ademéas de la aditividad finita. Esto es,
para toda coleccién numerable {A;, A, ...} de elementos de (), exigimos que

P(_L:JIA,-) =Z;P(Ai) donde A;NA;=0Dei+j (1.9)

Las funciones de conjunto de aditividad finita que satisfacen la ecuacién (1.9) se
llaman de aditividad numerable o completamente aditivas. Naturalmente, esta
propiedad exige también suponer que la reunién numerable A, U A; U A;. ..
pertenece a @ cuando cada A, pertenezca a Q. No todas las dlgebras de Boole
tienen esta propiedad. Las que la tienen se llaman o —élgebras de Boole. Un
ejemplo es el dlgebra booleana de todos los subconjuntos de (2.

1.19 Definicién. Sea () un espacio muestral numerable y @ una o-algebra
de Boole cuyos elementos son subconjuntos de §2. Probabilidad de un evento
A; € @, es la funcién P que satisface los axiomas:

1. 0<P(A)<1.
2. P(Q) =1.
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3. P(AUB) = P(A)+ P(B) - P(AN B) donde B € Q.

4. P(UZ, &) = 232, P(A:), donde AinA;j =0 ei#j.

Cuando Q es el dlgebra de Boole de todos los subconjuntos de £2, una funcién
de probabilidad queda completamente determinada mediante sus valores para
los subconjuntos de un sélo elemento, tales valores se llaman probabilidades
puntuales. En este caso, todo subconjunto A de € es finito o infinito numerable,
y la probabilidad de A se calcula sumando las probabilidades puntuales para
todos los elementos de A,

P(A)=>_ P(z)

T€EA

La suma del segundo miembro tiene un nimero finito de sumandos o es una
serie absolutamente convergente.

Hasta el momento hemos considerado un nimero numerable, ya sea finito o
infinito, de sucesos que conforman al espacio muestral. Ahora extendamos la
definicién de probabilidad incluyendo los espacios muestrales no numerables.

Si siguiéramos el mismo proceso que para espacios muestrales numerables
tendriamos que partir de un espacio muestral no numerable Q cualquiera y
una o-élgebra de Boole @ de subconjuntos de 2 y definir una medida de pro-
babilidad que fuera una funcién de conjunto P no negativa, de aditividad finita
y de aditividad numerable definida sobre Q siendo P(2) = 1. Esto origina cier-
tas dificultades técnicas, en las cuales no ahondaremos, que no se presentan
cuando {2 es numerable. Cuando el espacio muestral {2 es finito o infinito nume-
rable, todos los subconjuntos de 2 se pueden considerar como eventos. Esto no
ocurre cuando el espacio muestral es no numerable, pues es dificil considerar el
conjunto formado por todos los subconjuntos posibles, existiendo subconjuntos
que no pueden considerarse como eventos. Es por esta razén que es necesario

imponer las siguientes restricciones iniciales al espacio muestral 2 y al dlgebra
de Boole Q:

Primeramente, restringimos {2 a ser un subconjunto del eje real R, o del espacio
R™. Para el dlgebra booleana Q empleamos subconjuntos especiales de {2 que,

en el lenguaje de la moderna teoria de la integracién, se llaman subconjuntos
Q) medibles.
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1.20 Definicién. Consideremos subconjuntos de R. Subconjuntos medibles
son aquellos que tienen las propiedades siguientes:

= Si {A;, Ay, A3,...} es una coleccién numerable de conjuntos medibles, la
reuniéon A; U A, U A3 U ... también es medible.

= Si A es medible, asimismo lo es R — A, complemento de A.

= Todo intervalo A (abierto, cerrado, semiabierto, finito o infinito) es me-
dible.

Asl, los conjuntos medibles de R forman una o-dlgebra booleana que contiene
los intervalos. Existe una o-dlgebra booleana minima (en el sentido de la inclu-
sién) que tiene esta propiedad; sus elementos se llaman conjuntos de Borel en
atencién al matemético francés Emile Borel (1871-1956), creador de la teorfa
de la medida. Anédlogamente, en un espacio de dimensién 2 existe un o-dlge-
bra booleana minima que contiene todos los productos cartesianos de pares de
intervalos; sus elementos son conjuntos de Borel. Los conjuntos de Borel en un
espacio de dimensién n se definen de forma andloga.

De ahora en adelante, siempre que utilicemos un conjunto 2 de niimeros rea-
les como espacio muestral, supondremos que este conjunto es un conjunto de
Borel. Los subconjuntos de Borel de 2 forman asimismo una o-algebra de Boo-
le; supondremos que nuestras medidas de probabilidad estdn definidas sobre
esas algebras de Boole. Dichas dlgebras son lo bastante amplias para incluir

todos los eventos que se presentan en las aplicaciones corrientes de la teoria de
probabilidades.

1.21 Definicién. Sean ) el espacio muestral subconjunto de R" y Q la o-
algebra de Boole de subconjuntos de Borel de 2. Una funcién de conjunto
no negativa, completamente aditiva P definida en @ con P(2) = 1 se llama
medida de probabilidad.

1.4. Algebra de variables aleatorias

Definir qué es una variable aleatoria no es tarea facil. Comencemos con argu-
mentos heuristicos:
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Supongamos que tenemos un experimento F' cuyos posibles resultados ¢ son
varios objetos que corresponden a un cierto evento del espacio muestral .
Ahora, a cada ¢ asignémosle de acuerdo a alguna regla el nimero

x(€)

A la relacién entre los elementos ( del conjunto 2 y ciertos nimeros se le
conoce como variable aleatoria y se denota como X.

Dicho de otro modo, la variable aleatoria x es una funcién cuyo dominio es el
conjunto £ de todos los posibles resultados de un experimento.

Los posibles resultados de un experimento pueden ser objetos identificados

durante el transcurso del experimento. Por ejemplo, dguila, as de espadas,
blanco, etc. ..

En otros experimentos los resultados pueden ser niimeros reales: tiempo de
espera, siete en una ruleta, etc... Hay que recalcar que el cardcter numeérico de
este tipo de resultados, es s6lo una manera mas de identificarlos.

De manera que ¢ no es un niimero, sino un elemento del conjunto 2.

La regla de asociacién de una variable aleatoria asigna un y sélo un niimero
real a cada elemento del espacio muestral (2.

Y el rango de la variable aleatoria es el espacio muestral de nimeros definidos
por la regla de asociacién; en resumidas cuentas, un conjunto de niimeros.

1.1 Ejemplo. Supongamos que un experimento consiste en lanzar una moneda
(legal) al aire en dos ocasiones. Si la variable aleatoria es el nimero de “dguilas”
obtenidas en los dos lanzamientos, entonces,

» El espacio muestral de este experimento es
Q = {aa,as, sa, ss}.

» La regla de asociacién es contar el mimero de dguilas obtenidas después
de los dos lanzamientos.

= El rango del experimento es
R=1{0,1,2}.
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1.2 Ejemplo. Supongamos ahora que el experimento consiste en tirar un dado

dos veces. Si la variable aleatoria es el nimero de puntos acumulados en los
dos lanzamientos, entonces,

= El espacio muestral de este experimento es
Q={(1,1),(1,2),(1,3),...,(6,4),(6,5),(6,6)}.

» La regla de asociacién es contar el nimero total de puntos obtenidos
después de los dos lanzamientos.

= El rango del experimento es
R=1{2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}.

Algunos autores, como Tucker 1973 [36], afirman que el nombre de varia-
ble aleatoria es engafioso puesto que no se trata de una variable sino de una
funcién.

Julius W. R. Dedekind (1831-1916) y Wilchelm Weber (1804-1891) por primera
vez en 1882 tuvieron la idea de considerar en f(z) € R a f como variable y a
z fija, al contrario de la tradicién clésica. De acuerdo con la teoria clasica, la
variable aleatoria es una funcién que asigna un valor numérico a cada suceso
del espacio muestral. El enfoque de Dedekind y Weber es el inverso: un suceso
fijo del espacio muestral asigna un valor numérico a cada variable aleatoria, es
decir, la variable aleatoria es en efecto variable.

1.22 Definicién. Sean X y Y variables aleatorias, donde XY € F'y s € L
Algebm F' de variables aleatorias se define con las siguientes operaciones:
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Enfoque Enfoque
clasico de Dedekind y Weber
(X+Y)s)=X(s)+Y(s) | s(X+Y)=s(X)+s(Y)

(X —Y)(s) = X(s) =Y (s)

3(X -Y)=s(X)—s(Y)

(X-Y)(s) = X(s)-Y(s) |s(X-Y)=s(X)-s(Y)
(é)(s) Y((; Y(s) #0 (;) ﬁyg oY) #0
(1X)(s) = 7 - X (s) Sy ) =y s(X)

donde 7y es una constante.
Esto quiere decir que:

= La suma de variables aleatorias es variable aleatoria.

La resta de variables aleatorias es variable aleatoria.

El producto de variables aleatorias es variable aleatoria.

El cociente de variables aleatorias es variable aleatoria.

Una constante multiplicada por una variable aleatoria es variable alea-
toria.

1.4.1. Relacién entre probabilidad y algebra de

variables aleatorias

Ha llegado pues el momento de definir formalmente el concepto de variable
aleatoria. Papoulis 1965 [26] propone la siguiente definicién:

1.23 Definicién. Variable aleatoria x es una funcién cuyo dominio es el espa-
cio muestral €2, (i.e., el proceso de asignarle un nimero x(¢) a cada resultado
¢ del experimento F') tal que:



1.4. ALGEBRA DE VARIABLES ALEATORIAS 25

1. El conjunto {x < z} es un suceso para cualquier nimero real z.

2. La probabilidad de los sucesos {x = +o0} y {x = —oo} es igual a cero:

Plx = +00] = P[x = —co]=0

El tipo mas simple de variable aleatoria lo constituye el indicador I.

1.24 Definicién. Sean Q = 2% 4lgebra de Boole y 2 el espacio muestral,
donde A € Q y s € Q. El indicador de A, I, se define como la funcién:

I,: Q- N
Esto es:

0 sis¢g A
1l siseA

Ia(s) = {

1.5 Teorema. El indicador es idempotente.

Demostracion. Por élgebra de variables aleatorias

(Ia - 1a)(s) = La(s) - 1a(s) = Ia(s)
es decir, I4(s) es idempotente. O
1.6 Teorema. Sean A, B C Q e I4,Ig € F. Entonces I4(s)- Ig(s) = Lina(s).

Demostracidén. Por dlgebra de variables aleatorias (14 - Ig)(s) = Ia(s) - Ip(s)
y

Ix(s)- Ig(s) = {0 sis¢ ANB

1 sise ANB
= Ianp(s)

1.7 Teorema. Sean A,B C 2 e I4,Ig € F. Entonces

IA(S) + IB(S) — IA(S) . IB(S) = IAug(S)
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1.8 Teorema. Sean X,Y € F wvariables aleatorias idempotentes. Entonces
(XNY)2 =XNY, es decir, X NY es idempotente.

Demostracién. Por el teorema 1.6, X NY = X -Y y entonces

(XNnY)? = (X-Y)?
X-Y-X.Y
X-X-Y-Y
X-Y

= XNnY

O

1.9 Teorema. Sean X,Y € F wvariables aleatorias idempotentes. Entonces
(XUY)2=XUY, es decir, X UY es idempotente.

Demostracion. Por el teorema 1.7, XUY =X +Y — X - Y y entonces

(XuY)? = (X+Y-X-Y)?
= (X+Y-X-Y)(X+Y-X'Y)
= X+Y-X.Y
= XUY

O

Tras enunciar estos teoremas podemos concluir que el dlgebra de variables alea-
torias satisface las leyes del dlgebra de Boole y que, por lo tanto, los conceptos
de probabilidad y variable aleatoria se desprenden de la definicién del dlgebra
booleana.

La Figura 1.1 muestra que los conceptos de probabilidad y de dlgebra de va-
riables aleatorias son dos mundos separados: probabilidad es una funcién que
asigna valores entre cero y uno a cada evento del dlgebra de Boole Q@ mien-
tras que dlgebra de variables aleatorias es una funcién que asigna un valor
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Q=2%
Probabilidad
con puntos
Q /A\ Q
Algebra booleana Espacio muestral
de eventos de sucesos
Probabilidad Algebra de
sin puntos variables aleatorias
Y
[0,1] N,Z,R,...

Figura 1.1: Probabilidad y &lgebra de variables aleatorias

numérico a cada suceso del espacio muestral 2. La relacién entre estos dos
mundos se establece si Q = 2%, es decir, si Q es algebra de Boole de todos los
subconjuntos del espacio muestral §2, en cuyo caso la funcién de probabilidad
queda completamente determinada mediante sus valores para los subconjuntos
de un sélo elemento, por lo que recibe el nombre de probabilidad con puntos o
probabilidad puntual.

Sin embargo, cabe destacar que cuando no se establece esta relacién y no se
toma en cuenta el espacio muestral (2 sélo se habla del concepto de probabilidad
abstracta o probabilidad sin puntos.

1.4.2. Variables aleatorias discretas

Se dice que una variable aleatoria y es discreta si el conjunto de posibles valores
de x es numerable (pero no necesariamente finito). Dado que no conocemos con
certeza el valor que y tendr4, decimos que tomaré un valor z con probabilidad
Px(z). Esto es

px(x) = Plx = 1] (1.10)
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A lo cual se le conoce como funcién masa de probabilidad de x. Como una
distribucién de probabilidad discreta es una funcién probabilistica, obedece
las reglas y propiedades de la teoria de la probabilidad. Esto significa, entre
otras cosas, que 0< p,(z) <1V z y que

pr(x) =1

Noétese ademds que z puede ser cualquier niimero real.

Si se desea saber la probabilidad con la que x tomaréd valores x; menores o
iguales a algin valor a, el siguiente concepto es de gran utilidad.

1.25 Definicién. La funcion de distribucién acumulativa de una variable alea-
toria x es la funcién

Fy(a) = P[x < d] = pr(z.')

r<a

definida para toda variable real a.

Obviamente, 0< F, (z) < 1. Si partimos del hecho de que

{x<b}={x<a}u{a<x<b}

entonces
F(b) = Fy(a) + Pla < x < b

de donde se sigue que

Pla < x < b] = Fy(b) — Fy(a) (1.11)

1.4.3. Variables aleatorias continuas

Se dice que una variable aleatoria y es continua si existe una funcién no negati-
va f,(z) tal que la funcién de distribucién acumulativa F(z) puede calcularse
como

Fla)=Plx<d=[ fla)da (L12)

—00
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La funcién f,(z) es la funcién densidad de probabilidad de la variable aleatoria
x- Légicamente, dado que hablamos de probabilidades debe satisfacerse la
ecuacién

| t@az=1

Anélogo a (1.11), la probabilidad de que la variable aleatoria x se encuentre
en el intervalo (a, b) se calcula

b
Pla<x<tl= [ foys (L13)

La funcién de densidad f,(z) no necesariamente es una funcién continua. Sin
embargo, la funcién de distribucién acumulativa F, (z) automaticamente lo es.
Lo cual implica

Pix =7 =0 (1.14)
para cualquier valor de z. Esto quiere decir que los eventos
fa<x<B fo<x<8 fo<x<b}
tienen la misma probabilidad dada por (1.13).

Es claro que para calcular la funcién de densidad a partir de la funcién de
distribucién acumulativa

u(z) = (@) (1.15)

1.4.4. Momentos de una variable aleatoria

En muchos casos estamos interesados en conocer algunos valores caracteristicos
de una funcién de distribucién més que en la funcién de distribucién misma.
Entre los valores caracteristicos que mas cominmente se desean conocer se
encuentra el valor promedio de una variable aleatoria positiva x(t), es decir,
su valor esperado denotado por E[x] o bien por X cuyo valor se define como

Bl - [ "ttt
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Esta ecuacién es el primer momento. Es importante observar que estamos de-
finiendo la integral sélo en el intervalo ¢ € [0,00) dado que la variable indepen-
diente siempre serd el tiempo para nuestro estudio particular sobre procesos
estocdsticos.

A veces, también es necesario conocer €l valor esperado de la n-ésima potencia

de una variable aleatoria, es decir, el n-ésimo momento. El n-ésimo momento
puede calcularse a través de la férmula

Eiel= [ e
Y el n-ésimo momento central de una variable aleatoria se define como
%"= jﬂ (t— %) f(t)it

La varianza es el sequndo momento central y se denota como o2 y, utilizando
la expresién anterior, se calcula

o2 =(x—-x)*

=x*— (%)
Por 1ltimo, a la raiz cuadrada o, de la varianza se le llama desviacién estdndar.
Al radio de la desviacién estandar a la media de una variable aleatoria se le
llama coeficiente de variacion y se calcula

a
=2
X

1.4.5. Distribucién conjunta de variables aleatorias

Utilicemos el simbolo R™ para denotar el conjunto de todas las n-tuplas de
niimeros reales. Sean x,, x2,. .. ,X» variables aleatorias. Se dice que estas varia-
bles aleatorias tienen una distribucién conjunta discreta si existe una funcién
no negativa p(z,, s,. . .,z,) de n variables reales que toma el valor de 0 excepto
en un conjunto numerable de puntos en R™, tal que

Pha =21, X2 =23,---; Xn = Zn) = p(Z1, 22, ---,Tp)
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para todos los puntos z1, s,...,z, en R". Obviamente, tenemos que

> pl@)=1

TcRn

La coleccién de variables aleatorias 1, X2,- - ,Xn tiene una distribucion con-
junta continua si existe una funcién no negativa integrable f(z;,z2,...,2,) de
n variables reales que satisface

ay an
P[Xlﬁﬂl:---,XnS‘In]=/ / f(Il,zg,...,In)dI1...dIn

para todo limite superior ay, ay,. .., a,. La funcién f es la funcién de densidad
de probabilidad conjunta de las variables aleatorias X1, X2,- - - ,Xn ¥, cOmo en el
caso discreto, debemos tener que

(s 4] o0
/ / flz1,22,...,2Zn)dz; ... dz, =1
—O0 —00

Si conocemos la distribucién conjunta f de x1,X2, - - -, Xn, podemos obtener
la distribucion de cualquiera de estas variables, digamos X, integrando sobre
todos los valores de las variables aleatorias restantes. Esto es fi.(z) =

o0 00
f -/ f(mln---1Im—lsxymm+la--':mn)dxl--*dxm—ldxm+l ---dzn
—o0 —0o0

es la funcién densidad de probabilidad de x,,. Esto también se cumple para el
caso discreto en el que sumaremos, en lugar de integrar, sobre todos los valores
de las demas variables.

1.5. Proceso estocastico

La palabra estocdstico proviene del griego oToyaoTikos, que en el siglo XVII
significaba habil en conjeturar. Sin embargo y aunque no se sabe cémo, poco a
poco adquirié el significado de perteneciente o relativo al azar, significado que
prevalece a nuestros dias.

1.26 Definicién. Proceso es una sucesién de estados.
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En los libros de procesos estocésticos de Coleman 1976 [10], Parzen 1962 [27]
y Ross 1996 [30], entre otros, se establece la siguiente definicién de proceso
estocdstico.

1.27 Definicién. Proceso estocdstico es la familia de variables aleatorias {x.,
t € T}, donde T es llamado espacio parametral de tiempo y donde para cada
t € T, x: es un punto en el espacio S, llamado espacio de estados.

Sin embargo, Vélez 1996 [37] precisa que proceso estocdstico es una sucesion
de aplicaciones medibles

X1 (2,Q =27 = (R,B)
donde B representa la o-dlgebra de Borel en la recta real.

Cabe senalar que la relacién entre los conceptos de estado, suceso y variable
aleatoria no se ha establecido formalmente, sino de manera intuitiva, ya que
se asume que el espacio de estados S equivale al espacio muestral 2.

La clasificacién de los procesos estocdsticos, también conocidos como procesos
aleatorios, depende de tres factores: el espacio de estados, la naturaleza del
espacio parametral (o paramétrico) del tiempo y de la dependencia estadistica
entre las variables aleatorias x; para diferentes valores del espacio parametral
del tiempo.

1.28 Definicién. Si los valores en el espacio de estados S de x; son finitos o
numerables decimos que el proceso es de estados discretos, a lo cual comun-
mente se le llama cadena. El espacio de estados de una cadena usualmente es
el conjunto de enteros {0,1,2,...}. En cambio, si los valores permitidos en el
espacio de estados estdan definidos sobre un intervalo continuo ya sea finito o
infinito, entonces decimos que el proceso es de estados continuos.

La teoria de los procesos estocdsticos con espacio de estados continuo es suma-
mente complicada y nosotros nos limitaremos a considerar inicamente el caso
de los procesos estocdsticos con espacio de estados discreto.

1.29 Definicién. Si los valores de ¢ son finitos o numerables, entonces decimos
que tenemos un proceso de tiempo discreto. Y si t pertenece a un intervalo de
tiempo continuo finito o infinito, se dice que el proceso es de tiempo continuo.
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Cuando t sea discreto escribiremos x, en lugar de x; para referirnos a una
secuencia estocdstica en lugar de a un proceso estocdstico.

1.30 Definicién. Considere la distribucién conjunta de todas las variables
aleatorias X = {x,, X,, - - -} dada por

Fx(x;t) = Plxe, <71y, Xt < T

para toda x = (zy,23,...,%,), t = (t1,t3,...,t,) ¥y toda n. Entonces la na-
turaleza de Fx(x;t) es la tercera cantidad que determina la clase del proceso
estocastico.

En el siguiente capitulo abordaremos tinicamente a los procesos estocdsticos
conocidos como cadenas markovianas y haremos una breve introduccién a los
procesos markovianos.
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Capitulo 2

Teoria markoviana

“Las Matemadticas no son una marcha cautelosa a lo largo de una carretera
bien despejada, sino un viaje por un desierto desconocido en el que los
exploradores se pierden a menudo”.

W.S. Anglin

En este capitulo se hace un estudio extenso de los procesos estocésticos cono-
cidos como cadenas de Markov, bajo un enfoque préctico a través de varios
ejemplos que ilustran el concepto que involucra cada una de las definiciones
matemaéticas formales. Asimismo, se hace una breve introduccién a los procesos
markovianos.

2.1. Cadenas de Markov

El matemdatico Andrei Andreyevich Markov (1856-1922) comenzé su carrera
docente en la Universidad de San Petesburgo, en su natal Rusia, en el afio
1886. Aunque realizé numerosos estudios sobre teoria de mimeros, fracciones
continuas, limites de integrales, teorfa de la aproximacién y convergencia de
series, Markov es recordado principalmente por sus estudios sobre secuencias
de variables aleatorias en las cuales la variable futura es determinada tnica-

35
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mente por la variable presente, es decir, esta es dependiente sélo de la variable
antecesora inmediata. De ahi que dicha secuencia de variables aleatorias tome
el nombre de cadena de Markov.

La importancia de las cadenas de Markov se resume principalmente en dos
puntos:

(1) Existe un gran nimero de fenémenos fisicos, biolégicos, econémicos y
sociales que pueden ser descritos a través de ellas.

(ii) Existe ademéds una teoria desarrollada que nos permite realizar los célculos
necesarios para el estudio de dichos fenémenos.

2.1 Definicién. La secuencia estocdstica {x,.|n = 0,1,2,...}, es decir, con
espacio parametral de tiempo T € N y un espacio de estados S finito o infinito
numerable, es una cadena de Markov si se cumple que

P[X"H‘l = JIXO = io)Xl = ilr' sy Xn = ?‘] = P[xﬂ+1 — JIXH — i] ‘ (2'1)

Cuando el espacio de estados S es finito, la cadena de Markov es finita.

La expresion

Pij = Plxa+1 = jlxn =1
es la probabilidad de transicion en un paso y denota la probabilidad de que la
cadena vaya del estado i al estado j en un sélo paso. Es importante senalar
que p;; = P}j-

La forma general para expresar la probabilidad de transicion en m pasos es
P:? = PlXn4m = j|Xn = z]

esto es, la probabilidad de que el sistema pase del estado ¢ al j en m pasos.

Es importante enfatizar que las probabilidades de transicion en m pasos se

refieren a todos los posibles caminos para llegar de un estado a otro. Nétese
ademas que las probabilidades p} deben satisfacer:

0<p <1, i,5=1,2,...,N; m=0,1,2,...

ZP}?=1, §=12...,N;: m=0,1,12,...
jes
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2.2 Definicién. Se dice que una cadena de Markov es homdgenea en el tiempo
si la siguiente condicién se cumple,

Plxns1 = jlxn =1 = Plxms1 = jlxm =1l =p;; conm#n

es decir, si todas las probabilidades de transicién p;; son fijas e independientes
del tiempo.

Para nuestro estudio consideraremos unicamente cadenas markovianas ho-
mogéneas.

Supongamos que la cadena de Markov llega al estado % al tiempo 0, y que el
proceso no deja al estado 7 (lo cual quiere decir que no ocurre transicion a otro
estado) durante las siguientes s unidades de tiempo. ;Cuédl es la probabilidad
de que la cadena no deje al estado i durante las siguientes ¢ unidades de tiempo?
Para responder a esto, note que del hecho de que la cadena se encuentre en el
estado  al tiempo s se sigue, por la propiedad markoviana, que la probabilidad
de que se quede en dicho estado en el intervalo de tiempo [s,s +1], es la
probabilidad de que permanezca en el estado ¢z por al menos t unidades de
tiempo, lo cual quiere decir que si la variable aleatoria V; denota el tiempo
que la cadena permanece en el estado 7 antes de hacer una transicién a cualquier
otro estado, entonces no tiene memoria y la tnica distribucién de probabilidad
discreta que satisface dicha condicién es la geométrica. Esta distribucién tiene

un sélo pardmetro, lldmese p, donde la media es Q;—”Z y la funcién masa de
probabilidad es

pn.(n) =P[N;=n]=(1 —p)"p, paran=1,2,..;,0<p<1

y calculando su funcién de distribucién acumulativa

Fy,(t) = P[N; <t] = p,(n)

n<t

obtendremos la probabilidad de que la cadena no deje al estado 7 durante las
siguientes ¢ unidades de tiempo.

Supongamos ahora que nuestra cadena se encuentra en el estado 7 € S al
tiempo r € N. La probabilidad de ir del estado ¢ al estado j en un nimero de
pasos determinado, digamos n + m, equivale a la probabilidad de partir del
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estado 7 y llegar a un estado intermedio k al tiempo n y de ahi llegar al estado

j en m pasos. Los eventos {Xr4n = k|Xr =t} ¥ {Xr+ntm = JlXr+n = k} son
independientes y utilizando la propiedad markoviana tenemos

P[Xr+n+m e ler+n =k, X =1] = P[Xr+n+m = jXr4n = k]

de manera que podemos escribir la siguiente ecuacién recursiva considerando
todos los posibles estados intermedios k

p:;:l-m = ZP[X"+“ = k‘xf = i]P[Xr+n+m = j|Xr+n = k]
keS

Esto es

™ = D pheh (2.2)
keS
A la ecuacién (2.2) se le conoce como la ecuacién de Chapman-Kolmogorov
para cadenas de Markov de tiempo discreto.

Podemos escribir las probabilidades de transicion en un paso de forma matricial

Xn+1
0 1 2
0 Poo Por Poz
1 Pio Pu P2
Xn 2 =P

P20 P21 P22

La matriz de probabilidades de transicién P es estocdstica si cada uno de sus
renglones suma uno y doblemente estocdstica® si tanto sus renglones como sus

columnas suman uno. Utilizando la ecuacién de Chapman-Kolmogorov, es facil
verificar que

P2 = PP
P? = P?P

P! = PP

10 bien estocéstica por duplicado.
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Guadalajara

Monterrey
Distrito Federal

[ &1

Figura 2.1: Cadena de Markov ergédica

Y en general,
P™ =P™1p (2.3)

en donde
P°=1

la matriz identidad.

Esto nos permite calcular las probabilidades de transicién en m pasos a partir
de la n-ésima potencia de la matriz de transicién en un paso.

Para estudiar el comportamiento de las cadenas de Markov de una forma mas
sencilla, la teoria de grafos resulta de gran utilidad. Los estados suelen deno-
tarse por nodos, mientras que los arcos muestran las transiciones posibles de
un estado a otro y generalmente van acompafiados de sus respectivas probabi-
lidades. Al diagrama resultante se le llama diagrama de transicion de estados.

2.1 Ejemplo. El senor Homobono Buenrostro es agente de ventas de una com-
pania productora de equipo de seguridad industrial. Por ser el mejor vendedor,
al buen Homobono le han encomendado la venta de calzado de seguridad in-
dustrial en el Distrito Federal, Guadalajara y Monterrey.

Cada semana, digamos cada domingo, Homobono debe decidir viajar a alguno
de esos tres destinos para levantar pedidos.
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Las preferencias de Homobono, quien conoce el mercado, son las siguientes:

Si se encuentra en el Distrito Federal, viajard a Guadalajara con probabilidad
0.3 o a Monterrey con probabilidad 0.2. Si estd en Guadalajara, viajara al
Distrito Federal con probabilidad 0.7 o a Monterrey con probabilidad 0.3. Y si

se encuentra en Monterrey, viajard a cualquiera de los otros dos destinos con
probabilidad 0.5.

Sea xn41 €l lugar en el que se encuentra el vendedor en la semana n + 1. Es
claro que este ejemplo es una cadena de Markov, ya que el lugar en el que se
encontrarda Homobono est4 determinado por el lugar de procedencia x,.

1. La Figura 2.1 muestra el comportamiento de nuestro amigo Homobono.
Con nuestros destinos enumerados de este modo, el espacio de estados

es S = {1,2,3} donde el estado 1 se refiere al Distrito Federal, el estado
2, a Guadalajara; y el estado 3, a Monterrey. La matriz de transicién P
es la siguiente:
1 2 3
1 05 03 0.2
P= 2 07 0 03
3 05 05 0

2. La probabilidad de que Homobono llegue a Monterrey en dos semanas
habiendo partido de Guadalajara puede calcularse a través de la segunda
potencia de la matriz de transicién P:

05 03 0.2 05 03 02 0.56 0.25 0.19
P’=| 07 0 03 07 0 03 |=| 05 036 014
05 05 0 05 05 0 0.6 0.15 0.25

Entonces, p3,=0.14

3. Utilizando la ecuacién de Chapman-Kolmogorov podemos comprobar el
resultado obtenido en 2:

3
P = ) PPl
k=1
= puhs + Pe2Pas + Pl
= (0.7)(0.2) + (0)(0.3) + (0.3)(0) = 0.14
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4. La probabilidad de que el agente de ventas se encuentre en Guadalajara
en la segunda semana y en Monterrey en la cuarta semana, siendo que en
la primera semana se encontré en el Distrito Federal es la probabilidad
conjunta de dos eventos condicionada a un evento:

Plxa=3,x2=2,xa=1]
P = 3, — 2 — 1 —
[X4 X2 |X1 ] P[Xl = 1]
Sabemos que Plxs = 3,x2 = 2,x3 = 1] es igual a

Plxa=3lx2=2,x1 =1|P[x2=2,x1 = 1]

donde
Plx2=2,x1=1]=Plx2 =2|x1 = 1]P[x1 = 1]
Y ademas por la propiedad markoviana
Plxs=3lx2=2,x1=1=Plxa=3|x2 =2

Entonces

Plxa=3,x2=2[xa=1] = Plxa=3|x2=2]P[x2=2|xa=1]
= DhPr2

= (0.14)(0.3) = 0.042

Pero, jqué ocurre cuando el estado inicial es aleatorio? La probabilidad de
estado 77" de encontrar a la cadena de Markov en el estado j en el m-ésimo
paso:
"TJ{'m} = Pxm = J]

Sabemos

Plxm = jlxo =i = pjj
donde hemos asumido, sin pérdida de generalidad, que estamos en el estado ¢ al
tiempo 0. Multiplicando por 'JTEO) = P|[xo = ] a ambos miembros de la ecuacién,
sumando sobre todos los estados y aplicando el teorema de probabilidad total,
se tiene que

Z Plxo =1]P[xm = jlxo =1 = Z Plxo = il

Plxm=34] = ) =0
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Es decir

=Y 5o (2.4)
Lo cual permite calcular la distribucién de x,, en términos de la distribucién
inicial 11',-0) y la funcién de transicion en m pasos.

El vector renglén conformado por las probabilidades de estado al tiempo m es
el vector de probabilidades I1™). Esto es

nm = (ar},"",n{"",wg’“’, )
Con esta definicién, la ecuacién (2.4) puede escribirse matricialmente
nm™ =n@p=  m=1.2... (2.5)
2.2 Ejemplo. Siguiendo con el ejemplo del vendedor de la Figura 2.1

1. Para calcular la probabilidad conjunta P[x2 = 3, x1 = 1], como no se ha
especificado hasta este momento cial es la probabilidad de estado inicial,
el resultado queda expresado como:

Plx2=3,x1=1 = Phe=3pn=1P=1]
= Pls'ﬁin
2. Suponiendo que nuestra cadena comience en el estado 3, el vector de
probabilidades de estado al tiempo 1:

05 03 0.2
nM=0,0,1)[ 07 0 03 | =(05,0.5,0)
05 05 0

Como veremos posteriormente, el vector de probabilidades de estado IT™ tien-
de a un limite para m — oco. Puede mostrarse que para ciertas cadenas mar-
kovianas de tiempo discreto el efecto de II°) sobre el vector I10™) se desvanece
por completo. Este fenémeno no prevalece para todas las cadenas de Markov.

Para predecir el comportamiento de una cadena de Markov en el largo plazo,
es decir, cuando el niimero de transiciones tiende a infinito, es necesario hacer
un estudio minucioso de las caracteristicas de los estados que la conforman.
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Es por ello que ahora nos enfocaremos a realizar una clasificacién de estados
de acuerdo a las definiciones que siguen.

2.1.1. Clasificacién de los estados

Consideremos los estados i, 7 € S. Si existe un camino de 2 a j, es decir, si
existe un entero n tal que

p;; >0

entonces escribimos i — j.

Se dice que dos estados se comunican si existe un camino del estado i para
llegar al estado j y viceversa y esto se denota i = j.

Sea Cli] = {j|i = j;j € S} Vi € S. Llamamos C[i] a la clase del estado i.

2.3 Definicién. Se dice que el conjunto de estados C' de una cadena de Markov
es irreducible si todos los estados en C' se comunican entre si, i.e.

P3>0 Vm>1, ijeC

Si una cadena de Markov es irreducible, tendré sélo una clase de estados, i.e.

Cli|=Clj]Vije€S.

Sea C una clase cualquiera de estados y C el conjunto de todos los estados de
la cadena de Markov que no pertenecen a la clase C.

2.4 Definicién. Se dice que una clase C es cerrada si las probabilidades de
transicién pff =0 Vm >1conie€ Sy j ¢S, ie., si no existe un estado en
C que lleve a otro estado en C.

Si una clase cerrada C esta conformada tinicamente por un estado, digamos 1,
entonces a i se le llama estado absorbente. Una condicién suficiente y necesaria
para que 1 sea un estado absorbente es que

;Uii=1
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lo cual evidentemente implica
pii=0 Yi#j
esto es, un estado absorbente no se comunica con ningin otro estado.
Por otra parte, todos los estados de una cadena irreducible deben formar un
conjunto cerrado y ningin subconjunto puede ser cerrado.

2.5 Definicién. Se dice que una clase C es transitoria si existe algin camino
que lleve fuera de C'. Estoes, si 31 € C y k € C tal que p; > 0. Cada uno de
los estados pertenecientes a una clase transitoria es transitorio.

2.6 Definicién. Una cadena de Markov es absorbente si cada estado en ella
es absorbente y/o transitorio.

2.7 Definicién. Se dice que una clase C es ergédica si cada camino que
comienza en C vuelve a C. Esto es

Zpij:l' VEGC

jec

A cada estado de una clase ergédica se le llama ergddico. Una cadena de Markov
irreducible consiste en una clase ergédica particular, ie., Cli] = S, Vi € S.

Las definiciones 2.5, 2.6 y 2.7 nos hablan sobre las caracteristicas de transito-
riedad, absorcién y ergodicidad de una clase.

Estos mismos conceptos serdn retomados para el caso de los estados que con-
forman una clase.

2.3 Ejemplo. Considere la siguiente cadena de Markov

0 1 2 3
0 /01 04 05 0
p_1f[0 0 1 0
~ 2|02 0 05 03

3\0 0 0 1

La figura 2.2 muestra que los cuatro estados no constituyen una cadena irre-

ducible, pues los estados 0, 1 y 2 no pueden ser alcanzados desde el estado
3.
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Figura 2.2: Cadena reducible

El estado 3 por si mismo forma una cadena cerrada e irreducible y, como consta
de un 1nico elemento, es ademas absorbente.

Formalmente, C[3] = 3, C[0] = {0, 1,2}

Los estados 0, 1 y 2 son transitorios, pues todos ellos pueden alcanzar al estado
3 y una vez que la cadena caiga en este estado, no habra posibilidad de que la
cadena vuelva a la clase C[0].

2.8 Definicién. Sea la v.a. T;; = min{n > 1: x, = j|xo =i} ? el tiempo que

tarda la cadena en llegar, por primera vez, al estado j habiendo partido de i.
A la v.a. T}; suele llamarsele tiempo de alcance o tiempo de primera pasada®.

La probabilidad de que el tiempo de primera pasada del estado 7 al estado j
sea igual a n se denota

2Note que encontrarse en el estado j al tiempo 0 no cuenta.

3 Algunos autores prefieren llamar a T;; tiempo de llegada, mientras que otros se refieren
tinicamente al caso en que i = j y utilizan la definicién Tj = min{n > 1: x» = j}, a la que
suelen llamar tiempo de retorne o tiempo de recurrencia.
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y debe satisfacer

oo

P e

n=1

Existe una importante relacién entre las probabilidades de transicién y las
probabilidades de los tiempos de primera pasada.

Como puede observarse en la definicién anterior, cuando n = 1 la probabilidad
del tiempo de primera pasada es igual a la probabilidad de transicién en un
paso.

Para el caso en que n > 1, el tiempo de primera pasada puede calcularse a partir
de las probabilidades de transicién de forma recursiva ya que, como sabemos,
las probabilidades de transicién pi; exploran todos los posibles caminos para
llegar del estado ¢ al estado 7 en un nimero determinado de pasos m.

Por ejemplo, p? implica dos posibles sucesos: (i) que el tiempo de llegada a
7, partiendo de 1, haya sido igual a 2 o bien (i7) que el tiempo de llegada a j,
partiendo de ¢, sea igual a 1 y que luego suceda una transicién del estado j a
si mismo.

Esto es
1 1
p; = f,&’
— f® (1)1
v = fy + 50y
2 1
B = £+ fPp)+ 105

Por induccién

n—1
Py =f + 2 A0 ¥ on22

m=1

De forma tal que

Py paran =1

(n) _

5= n
py; —

n—1

(m)_n—
D™ Va2

m=1

(2.6)
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Entonces, la probabilidad de que el estado i alcance alguna vez al estado j se
expresa como ?

Zf"" (2.7)

Cuando f;; < 1, se dice que existe la posibilidad de que el estado i nunca
alcance al estado j. En cambio, cuando f;; = 1 se tiene la certeza de que el
estado ¢ alcanzara alguna vez a dicho estado.

Note que cuando » 77, fi: (") — 1 se tiene una distribucién de probabilidad para
la variable aleatoria T;;.

Si se desea conocer el tiempo promedio que tarda un estado ¢ en alcanzar a un
estado j se debe calcular la esperanza de la distribucién f;;.

pi; denota el tiempo esperado de primera pasada o tiempo esperado de alcance
del estado 7 al estado j y se define como

(o} Zf(")<1

Mij = (2.8)

an(ﬂ) si Z (“)

n=1

Cuando 7 = j se dice que p;; es el tiempo esperado de recurrencia.

Siempre que "> fg') = 1, u;; satisface de manera (inica
pi; =1+ ZP&kﬂ-kj (2.9)
k#j

2.9 Definicién. El periodo d(i) de un estado ¢ es el niimero més grande que
divide al n para el cual pf; > 0, i.e.,

d(i) = m.cd{n >1:p% > 0}

2.10 Definicién. Se dice que el estado i es aperiédico cuando d(z) = 1y
periddico si d(i) > 1°.

o # 15
58i plk = 0V n > 1, decimos que d(i) =
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Con base en las ecuaciones (2.7) y (2.8), y la definicién 2.10 los estados de una
cadena de Markov se clasifican como sigue:

1. Un estado es transitorio si f; < 1, i.e., si py; = oo.

2. Un estado es recurrente si f; = 1.

3. Un estado recurrente es nulo si p; = 00 y no nulo si piz; < o0®.

4. Un estado recurrente es ergédico si es no nulo y aperiédico.
2.1 Teorema. Los estados de una cadena de Markov irreducible son todos del
mismo tipo, dado que sélo pueden ser

= todos transitorios,

» todos recurrentes no nulos, o

s todos recurrentes nulos.

Incluso, los estados tendrdn la misma periodicidad n.
2.4 Ejemplo. Retomemos el ejemplo del vendedor de calzado de seguridad
industrial de la Figura 2.1.

1. Supongamos que ocurrié lo siguiente:
Xo=Lxi=3xe=2,x3=Lxa=2,xs=3,x6=1,--.
El tiempo de recurrencia:
Ty =min{n >1: x, = 1|xo = 1} = min{3,6,...} =3
Los tiempos de primera pasada del estado 1 a los demas estados:

Tia = min{n>1:x,=2|x0o=1}=min{2,4,...} =2
Tis = min{n>1:x,=3|x0 =1} =min{l,5,...} =1

Si una cadena de Markov irreducible consta de estados recurrentes no nulos, el niimero
de estados es finito.
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2. La probabilidad de que el tiempo de primera pasada del estado 3 al
estado 1 sea 3:

2
3 m) 3—
:51) Py — Z f:£1 }Pi'lm

m=1

1 2
— Pg1_ 351)1’%1_ :gl)P}l

0.53 — (0.5)(0.56) — (0.35)(0.5)
= 0.53—0.28 — 0.175

= 0.075

3. Utilizando la ecuacién (2.9) se tiene el siguiente sistema de ecuaciones
para el tiempo esperado de primera pasada del estado 3 al estado 1:

31 = 1 + paopior + paspar
Ho1 = 1 + paapio) + Paspiar
1 = 1+ piapor + prapar

Sustituyendo con los valores de la matriz de transiciéon P de la pagina
40

pay = 1+ 0.5u91 + Opas
po1 = 1+ Opoy + 0.3p31
pu =1+ 0.3u2 + 0.2u3

Y resolviendo este sistema de ecuaciones tenemos que
pa1 =176, pzn =1.53
y el tiempo esperado de recurrencia del estado 1

p1 = 1.81
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4. Como f;; =1Vi,j € S, la cadena es recurrente.

5. En cuanto a periodicidad se refiere, se tiene que pf; > 0 Vn:
i =05 p}=056, p}=055 pj=0.552...

Entonces
d(1) =m.cd.{1,2,3,4,... 1

y como todos los estados se comunican d(1)=d(2)=d(3). Por lo tanto, la
cadena es aperiddica.

La cadena es recurrente no nula y aperiédica y, por consecuencia, ergédi-
ca.

2.1.2. Distribuciéon de estado estable

El caso mds interesante para evaluar el comportamiento de una cadena de
Markov es aquel en el que la probabilidad pf} no cambia cuando m — oo.

Dicho de otro modo, cuando existe una probabilidad limite de que la cadena
se encuentre en el estado j después de un nimero grande de transiciones, sin
importar la probabilidad de estado inicial ﬂ;o).

2.11 Definicién. Definimos a la distribucién de probabilidad de estado estable
{mj;j € S} de una cadena de Markov como

;= lim po
7 m—-copu

Cuando este limite existe, se dice que el estado j ha alcanzado una distribucién
de estado estable.

La probabilidad de estado estable no implica en forma alguna que la cadena se
fije en un estado, ya que ésta sigue teniendo transiciones de un estado a otro
con probabilidades pf;.

2.2 Teorema. En una cadena de Markov homogénea, irreducible y aperiddica,
las probabilidades limite m; siempre ezisten y son independientes de la distri-
bucion de probabilidad de estado inicial 11'}-0}. Adn mds, o



2.1. CADENAS DE MARKOV 51

1. todos los estados son transitorios o todos los estados son recurrentes
nulos. En ambos casos m; =0V j y se dice que no hay una distribucién
de estado estable, o

2. todos los estados son recurrentes no nulos y entonces w; > 0V 7, en cuyo
caso el conjunto {m;} es la distribucion de probabilidad de estado estable
Y

my=— (2.10)
4

Las 7; satisfacen de manera tinica:
Sy om=1 (2.11)
J
m; = Z‘Jl’,;pij (212)
donde p; estd definida por la ecuacion (2.8).

Cuando en una cadena de Markov con espacio de estados .S existe la distribu-
cién de probabilidad {7;,j € S} que satisface la ecuacién (2.12), se dice que
la cadena es estacionaria o que tiene una distribucidn estacionaria.

El teorema anterior establece que, bajo ciertas condiciones, la distribucién de
estado estable es igual a la distribucidn estacionaria. Sin embargo, esto no se
cumple a la inversa, pues puede darse el caso de que una cadena sea estacionaria
y que no exista la distribucién de estado estable.

La ecuacién para 7; puede expresarse de forma matricial. Para ello, definimos
al vector de probabilidad II como

I1 = [?T{].,?T]_,?Tg, . ]
de manera que podamos reescribir la ecuacién (2.12) como

11 = IIP (2.13)
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o
wina
G|

1 2
3 3 1

Figura 2.3: Cadena de Ehrenfest con N =3

La ecuacién (2.13) se sigue directamente de la ecuacién I1I™ = II(™~1DP en el
limite cuando m — oo.

El siguiente ejemplo ilustra que no existe una distribucién de estado estable
para una cadena de Markov periédica.

2.5 Ejemplo. La cadena de Ehrenfest se origind en el campo de la fisica como
un modelo de dos voliimenes ciibicos de aire conectados a través de un orificio
pequeno. En la versién matematica, se tienen dos urnas que contienen un total
de N bolas. Tomamos una de las N bolas (de cualquiera de las dos urnas) al
azar y la depositamos en la otra urna.

Sea x,, el niimero de bolas que contiene la urna 1 en el n-ésimo ensayo.

Es légico que x, tiene la propiedad markoviana, pues si deseamos saber el
nimero de bolas en la urna 1 al tiempo n+ 1, es claro que la tinica informacién
relevante de la secuencia observada X, Xn—1,Xn—2;-- 3 X1, X0 €5 Xn, Y& que
revela el nimero de bolas en la urna 1 al tiempo antecesor inmediato n.

Para que el nimero 7 de bolas en la urna 1 se incremente en 1, es necesario
tomar una de las N — i bolas de la urna 2.

N —1
N

P[Xn+l :34—1')(,1:2] —=

Y evidentemente, el niimero ¢ de bolas en la urna 1 se decrementa en 1 con
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probabilidad # Esto es

[ =t Sj=isi
N 7=
pij=P[Xl'!-l-1=.l):|Xﬂ=i]='4 i sij=1-—1
N
0 en otro caso

.

Supongamos N = 3 y una matriz de transicién

0 2 3

-

P=

o owe O
O win Oelw
ow=O ©

QM= O
Wi Cwin O

Hemos escrito 3 para enfatizar el patrén que siguen las diagonales de la matriz.
La figura 2.3 muestra las transiciones posibles de un estado a otro.

Para conocer la periodicidad de esta cadena observamos que pg, = 0 para n
impar, y pgo > 0 para n par:
o _1 4 T 6L, 57
art 0T gy P TIogT
Entonces

d(0) = m.c.d.{2,4,6,8,...} =2
Todos los estados se comunican, por lo tanto d(0)=d(1)=d(2)=d(3).

Como d(i) > 1, la cadena es periddica.

Sea I1® = (1,0,0,0), entonces

ny = g@®p = (0,1,0,0)

n? = mnop (0.33,0,0.67,0)
n® = nep (0,0.78,0,0.22)
n4 = mepP = (0.26,0,0.74,0)

Il

Es claro que el limite IT = lim,,_., 1™ no existe.
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De manera similar, la cadena debe ser irreducible para que exista una solucién
unica.

2.6 Ejemplo. Consideremos ahora el ejemplo de la Figura 2.2, cuya matriz
de transicién ya hemos planteado en el Ejemplo 2.3. Sea II'” = (1,0,0,0),
entonces

o = IOP = (0.1,0.4,05,0)

n® = nmWp = (0.11,0.04,0.7,0.15)

n® = TP = (0.151,0.044,0.445,0.36)
% = NM®P = (0.1041,0.0604,0.342,0.4935)

Si se contintia calculando 1™, se observa que el limite IT = lim,,_o, [I™ no
existe.

Ahora, calculemos la distribucién de estado estable para el caso de nuestro
amigo Homobono.

2.7 Ejemplo. Dadas las caracteristicas de la cadena de la Figura 2.1, la dis-
tribucién de estado estable se calcula a partir de la distribucién estacionaria.
Usando la ecuacién (2.13) podemos escribir las siguientes ecuaciones lineales:

m = U.51T1 + 0.7?[2 - 0.5?1'3
2 0.3m; + Omg + 0.573 (214)
3 0.21‘?1 + 0.3172 + 0.5?1'3

Note que en el sistema de ecuaciones (2.14), la primera ecuacion es una com-
binacién lineal de la segunda y la tercera, lo cual indica que existe una depen-
dencia lineal entre ellas.

Siempre habra una dependencia lineal entre las ecuaciones del sistema que se
desprende de la ecuacién (2.13) ya que se tendra un sistema de N + 2 ecuacio-
nes con IV + 1 incégnitas y solucién tinica, por lo cual una de las ecuaciones
serd redundante y podré eliminarse del sistema, y en su lugar utilizaremos la
ecuacion (2.11) para encontrar la solucién.

Haciendo uso de la ecuacién (2.11), de dos ecuaciones cualesquiera del sistema
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(2.14) y resolviendo este nuevo sistema tenemos que:

m = 0.552
e = 0.260
Mg = 0.188

De manera que es mas probable encontrar a Homobono en el Distrito Federal.
De hecho, él regresa cada 1.81 semanas al D.F., pues despejando u; de la
ecuacién (2.10) tenemos que

lo cual coincide con el resultado obtenido en la pagina 49.

2.1.3. Cadenas absorbentes y comportamiento
transitorio

Cuando hablamos de cadenas de Markov para modelar sistemas reales, frecuen-
temente es ttil conocer el nimero de pasos (o, equivalentemente, el tiempo) que

la cadena permanecera en estados transitorios antes de alcanzar a un estado
absorbente.

Sea una cadena de Markov que consiste en un conjunto S; de n; estados tran-
sitorios y en un conjunto S, de n, estados absorbentes, sin perder de vista
que una clase recurrente puede ser considerada en su conjunto como un estado

absorbente.

Comenzaremos nuestro anélisis numerando los estados de la cadena de Markov
de manera que los estados absorbentes sean los primeros elementos del espacio
muestral S y escribiendo la matriz de transicién P como

P=(}‘; g) (2.15)

Una vez que la cadena se encuentra en un estado absorbente nunca saldré de
ahi, por lo que I es la matriz identidad con todos los elementos p; = 1,
1 < i < n,. R es una matriz de n; x n, que describe el movimiento de la
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cadena de los estados transitorios a los estados absorbentes; y @, una matriz
de n; X n; que describe el movimiento de la cadena en los estados transitorios.
Como no es posible pasar de un estado absorbente a uno transitorio 0 es la
matriz de ceros de tamano n, x n,.

Dado que la férmula para la multiplicacién de matrices prevalece para matrices
escritas por bloques, podemos calcular las potencias de P en términos de las
matrices Ry Q:

I 0
Pzz(R+QR Q?)
g I 0
"\ R+QR+Q*R @

Pn=(N£R 5)

donde Ny =1+ Q+Q+...+ Q"1 = Y0, Q.

2.3 Teorema. Cuando n — oo, entonces Q" —- 0 y N, — (I — Q). En
particular, la matriz I — Q) es invertible.

o0 en general,

La primera parte del teorema anterior es intuitiva, pues sabemos que para un
estado transitorio m; = 0. La demostracién puede consultarse en Cinlar 1997

[9]-

Se dice que la matriz
N=[n;]=(I-Q)"
es la matriz fundamental de la cadena de Markov.

Del ltimo teorema se sigue que

. e TG
sim e = (o o) 216)



2.1. CADENAS DE MARKOV 57

En el caso de cadenas absorbentes, los tinicos estados iniciales interesantes son
los transitorios.

La variable aleatoria v;; denota el nimero de visitas del estado ¢ al estado j.
Sii,jeS,0s81i€ 8,y j€ES,, Elv;j] = co. En cambio, sii € S, y j € S; o0 si
iy j son absorbentes, pero pertenecen a clases distintas, E[v;;] = 0.

Supongamos ahora que comenzamos en un estado inicial i € S;. Para cada
estado j € S;, v;; denota el niimero de visitas al estado j antes de que un
estado absorbente sea alcanzado. Cuando i = 7, v;;=1.

Por el Teorema 2.2 sabemos que v;; < oo para todo estado transitorio j, y
que v;; tiene por tanto un valor esperado finito.

2.4 Teorema. Para todo par de estados transitorios i,j
Blvi;] = ny;

donde la matriz N es la matriz fundamental.

Demostracion. Por la propiedad markoviana tenemos que

Efvg] = b5 + Y queE[vws]

ke Sg

donde §;; es la funcién delta de Kronecker:

5 = 1 sit=j
771 0 en otro caso

¥ ¢ix es la probabilidad de transicién del estado transitorio ¢ al estado transi-
torio k. Esta ecuacién reconoce el hecho de que la primera transicion, desde
el estado 7, puede ser al estado j o a algun otro estado k.

La primera parte de la ecuacién establece que si la primera transicién ocurre

del estado 7 al estado j, el niumero de visitas antes de alcanzar un estado
absorbente es 1.

La segunda parte contempla todas las posibilidades de que la primera transicién
ocurra del estado 7 al estado k (k # j), lo que ocurre con probabilidad g, y
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el nimero esperado de visitas del estado k al estado j antes de alcanzar un
estado absorbente.

Denotemos como M la matriz cuyos elementos sean E|[v;;] para toda ,j € S;.
Entonces, la tltima ecuacién puede reexpresarse como

M=1+QM

de manera que M = (I — Q)™ = N. O

Sea V = [E[vij]], es decir, la matriz cuyos elementos son el nimero esperado
de visitas de un estado a otro de la cadena.

El nimero total de pasos antes de alcanzar un estado absorbente es la suma
de todas las veces que visitamos a cada estado en S; antes de la absorcién.
Sea v; la variable aleatoria que denota este niimero total de pasos y 7; su valor
esperado.

2.5 Teorema.

n=E[p]=) n; i€S5 (2.17)
JES:

Y7 < 00.

Demostracion. Dado que la esperanza de la suma es la suma de las esperanzas,
este resultado se sigue del teorema anterior. O

2.8 Ejemplo. Supongamos que tenemos la siguiente matriz de transicion.
1 2 3 4 5 6 7

(02 08 0 0 0
0.7 03 0
0 03 05 02
0 06 0 04
0 0 04 06
0 01 01 02 02 03 0.1

\01 01 01 0 0.1 02 04 )

o,
Il
- N IS SURT R
coco
o
(=]
cooDo
COD oo
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Después de hacer un anilisis detallado podemos observar que en esta cadena
de Markov las clases C[1] = {1,2} y C[3] = {3,4, 5} son recurrentes, mientras
que la clase C[6] = {6, 7} es transitoria.

Haciendo a = C[1], b = C[3], ¢ = 6 y d = 7, podemos escribir la matriz de
transicion de acuerdo a la ecuacién (2.15):

a
b
c 01 05 03 01
d \02 02 02 04

De manera que

0.1 05 03 0.1
R=(0.2 0.2)’ Q‘(o.z 0.4)

i
-1
. =1 0.7 -0.1 (15 025
N=0-Q7 = ( -02 06 ) B ( 0.5 1.75
Entonces
a b ¢ d
a co 0 O 0
b 0 co 0 O
= c oo oo 15 0.25
d oo oo 0.5 1.75

y por la ecuacién (2.17)

. = 15+025=175
74 = 05+1.75=2.25

15 025 (01 05 0.2 0.8
NR_(O.s 1.75) (0.2 0.2) B ( 0.4 0.5)

Y por dltimo
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a b ¢ d

a 1 0 00

om b0 1 00
dm P"= 102 08 0 0
d \04 0600

Lo cual quiere decir que las probabilidades de que en el largo plazo, las clases
a 'y b absorban al estado ¢ son 0.2 y 0.8, respectivamente.

De igual forma, las probabilidades de que en el largo plazo, las clases a y b
absorban al estado d son 0.4 y 0.6, respectivamente.

Para conocer las probabilidades de absorcién y la distribucién de estado estable
para cade uno de los estados que conforman a la cadena del ejemplo anterior,
se recomienda al lector revisar el Capitulo 6 de Cinlar 1997 [9], en el que se
trata el tema de forma exhaustiva. En dicha obra también se hace un anilisis
riguroso para el caso de cadenas markovianas periddicas.

Con esto daremos por terminado nuestro estudio sobre cadenas de Markov.

2.2. Procesos de Markov

Los procesos de Markov son cadenas de Markov con espacio parametral de
tiempo continuo. En 1923 Norbert Wiener fue el primero en darle un trata-
miento riguroso al caso continuo de las cadenas markovianas. La teoria general
de dichos procesos fue fundamentada finalmente por Andrei Kolmogorov en
1930.

En la seccién anterior Homobono debia decidir cada domingo si quedarse o
abandonar el lugar en donde se encontraba. Esto es, debia tomar una decisién
en intervalos de tiempo regulares e iguales.

Supongamos que ahora le permitimos a nuestro amigo decidir en un tiempo ar-
bitrario a dénde ir, es decir, ahora puede tomar dicha decisién a cualquier hora
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de cualquier dia de la semana. Tenemos pues la versién con espacio parametral
de tiempo continuo del ejemplo anterior.

2.12 Definicién. El proceso estocéstico {x:,t > 0} es una cadena de Markov
de tiempo continuo o bien, un proceso de Markov si

P[Xt+s =jlxs =1, Xsn = tny---1 Xso ='i0] = P[xt =j|X0 =il (2-18)

para cualquier secuencia Sg, S1,...,5, tal que 0 < sp < 8, < ...,< s, y los
posibles estados %,...,%,,%,7 € S donde S es el espacio de estados discreto
finito o infinito numerable.

2.13 Definicién. Un proceso de Markov es homogéneo si
Plxts=jlxa=i= Pl =jlxo =i =p;; cons#0

es decir, si P[xi+s = j|xs = 7] es independiente de s.

Para nuestro estudio consideraremos sélamente procesos markovianos homo-

géneos.

El segundo miembro de la ecuacién ( 2.18) es la probabilidad de transicién del
proceso de Markov y la escribimos

PEJ- = Plx: = jlxo =1

que denota la probabilidad de que el proceso estara en el estado j al tiempo ¢,
dado que estd en el estado i al tiempo 0.

Note que necesitamos definir

. 1 sii=j
Pii =\ 0 en otro caso

para establecer el hecho de que el proceso no abandonard inmediatamente al
estado en cuestion para llegar a otro.

Ahora supongamos que un proceso de Markov llega al estado ¢ al tiempo 0, y
que el proceso no deja al estado i durante las siguientes s unidades de tiempo.
Del hecho de que el proceso se encuentre en el estado 7 al tiempo s se sigue, por
la propiedad markoviana, que la probabilidad de que se quede en dicho estado
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en el intervalo de tiempo [s, s + t], es la probabilidad de que permanezca en el
estado 7 por al menos ¢ unidades de tiempo. Esto es, si y; denota el tiempo que
el proceso permanece en el estado i antes de hacer una transicién a cualquier
otro estado, entonces

Ply; >t + s|lv; > s] = Ply: > {] para toda s,t > 0

Esto significa que la variable aleatoria 7; no tiene memoria y la tinica distribu-
cién de probabilidad continua que satisface dicha condicién es la exponencial.
Esta distribucién tiene un sélo pardmetro, llimese ), donde la media es + y la
funcién de densidad de probabilidad es

fu@®)=2Xe™, parat>0
y calculando su funcién de distribucién acumulativa
F (t)=Plyu<tj=1—e*, parat >0

obtendremos la probabilidad de que el proceso no deje al estado 7 durante las
siguientes ¢ unidades de tiempo.

Este resultado lleva a una forma equivalente para describir un proceso marko-

viano:

1. La variable aleatoria ; tiene una distribucién exponencial con media 5-.

2. Cuando el proceso sale de un estado %, el proceso se mueve a otro estado
J, con probabilidad p;;, en donde

P20, 4,j=12....,N;t>0
y

Ep§j=1, i=12,.....,N; t>0

JES

3. El siguiente estado que se visita después del estado i es independiente
del tiempo que pasé en el estado i.

El objetivo de los procesos markovianos es encontrar la probabilidad de que el
proceso esté en el estado 7 al tiempo ¢ o bien conocer la distribucién de estado
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estable. En el caso de los procesos markovianos, la solucién es distinta a la del
caso discreto indicada en el teorema ( 2.2), aun cuando los argumentos son
andlogos.

Igual que las probabilidades de transicion en un paso jugaron un papel pri-
mordial al describir una cadena de Markov, el papel andlogo para los procesos
de Markov lo tienen las tasas de transicién.

2.14 Definicién. Si el limite
i
h

¢;; = lim para j #1

existe, g;; es la intensidad o tasa de transicion de i a j.

Utilizando los mismos argumentos que en la pagina 37, de que el proceso visita
a un estado intermedio k al tiempo h en el recorrido que hace para pasar del
estado 7 al estado j obtenemos la ecuacién de Chapman-Kolmogorov para los
procesos markovianos:

P => " phni; (2.19)
kes

Restando a la ecuacién de Chapman-Kolmogorov el elemento pﬁj tenemos

Pt -pl = (Zp?kpi,-) -}

k€S

= | 3 dholy |+ P18 (220
(kAi)es

Con esto nuestro objetivo es dividir cada miembro de la ecuacién anterior por
h y hacer que h — 0 para poder calcular

t+h _ 1
ot ' — Yim Pij — Dij
¥ h—0 h
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Ignorando el detalle de intercambiar el limite y la suma y por la definicién de
tasa de transicién se tiene que

1
timl S sty = T
{ksi}eS (k#i}eS

Para el otro término, hacemos notar que 1 —pk = (ki}es pk de modo que

. pi—1 y Pik
===l 3 F=— ) wm=—k
{ki)es {k#i}es
Y h
c W1, t
}‘1_% —h PaT —AiPy;

Combinando todos estos hechos y partiendo de la ecuacién ( 2.20) y de la
definicién de derivada tenemos

Py =" aupki— NPy (2.21)
{k#i}esS

Para simplificar la 1iltima expresién introducimos a la matriz Q, conocida como
la. matriz de tasas de transicién”

) @ sij#i
Q—{_M

sij=1
y las matrices P* = [p};] y P* " = [p}; /]

Note que los elementos ¢;; de la matriz Q, es decir, los elementos que no
pertenecen a la diagonal de esta matriz son no negativos, mientras que los
elementos de la diagonal ); son negativos. De este modo, la suma de cada
renglén de la matriz de transicién Q es igual a cero.

De manera que usando notacién matricial podemos reescribir ( 2.21) simple-
mente como

P!’ = QP! (2.22)

"Que no debe de confundirse con la matriz Q de n; x n; mencionada en la subseccion
2.1.3, la cual describe el movimiento de una cadena en estados transitorios.
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A esta ecuaci6n se le conoce como la ecuacion diferencial de Chapman-Kolmo-
gorov hacia atrds® debido a que para calcular las probabilidades de transicién

del estado 7 al estado 7 al tiempo t+h, condicionamos sobre el estado intermedio
k al tiempo h.

La interpretacién intuitiva de \; y ¢;; es la siguiente. En particular, A; es la
tasa de transicion hacia afuera del estado 1 en el sentido de que ); es el nimero
esperado de veces que el proceso deja al estado 7 por unidad de tiempo que
pasa en el estado i. De manera similar, ¢;; es tasa de transicion del estado i al
estado j en el sentido de que g;; es el nimero esperado de veces que el proceso
transita del estado i al estado j por unidad de tiempo que pasa en el estado i.

Si hacemos el mismo anélisis, pero ahora condicionando sobre el estado inter-
medio k al tiempo ¢

h
P:;- _p:j = (Z pikptj) _p:j

kes
= | Y punk; | +[Ph-117
{k#i}eS
y haciendo los mismos célculos que acabamos de senalar obtenemos que
o= > phak— N (2.23)
{k#i}eS

Nuevamente, introduciendo la notacién matricial, podemos escribir
P!’ =P'Q (2.24)

Y de esta forma hemos obtenido la ecuacidén diferencial de Chapman-Kolmo-
gorov hacia adelante.

Comparando (2.24) con (2.22) podemos apreciar que P!Q = QP* y que estas
dos formas de las ecuaciones diferenciales de Chapman-Kolmogorov sélo se
distinguen la una de la otra en la escritura de la matriz de tasas de transicion
Q a la izquierda o a la derecha. Recordemos que, en general, la multiplicacién

8En algunos textos se omite el nombre de Chapman para esta ecuacién diferencial.
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de matrices no satisface la conmutatividad, es decir, AB # BA. Por este
motivo enfatizamos que P'Q = QP*.

Las ecuaciones diferenciales de Chapman-Kolmogorov permiten el cdlculo de
las probabilidades de transicién pf; a partir de las tasas de transicién g;;. Sin
embargo, cabe sefalar que, en general, el cdlculo de las p{; aun por medio de
las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov es una tarea complicada.

Antes de concluir esta seccién es necesario senalar que la clasificacién de esta-
dos para los procesos markovianos es exactamente la misma que mencionamos
en la subseccién 2.1.1 para las cadenas de Markov.

2.2.1. Distribucién de estado estable

El estudio del comportamiento limite de los procesos markovianos es méis sen-
cillo que en el caso de las cadenas markovianas debido a que no es necesario
preocuparse por la periodicidad.

2.6 Teorema. Un proceso markoviano x; wrreducible tiene distribucion de es-
tado estable si
7; = lim pi;

t—oo

Al establecer que x; es irreducible nos referimos a que para dos estados cua-
lesquiera del proceso = y y es posible llegar de z a y en un nimero finito
de transiciones. Para ser precisos, que hay una secuencia de estados zo =
z,%;,...,T, =y tales que ¢z,,_,z,, >0 paral <m < n.

Cuando el proceso markoviano es irreducible, homogéneo y todos los estados
que lo conforman son recurrentes no nulos este limite existe y es independien-
te de la distribucién de estado inicial. La distribucién limite en este caso se
determina de forma andloga al teorema 2.2.

En el caso de las cadenas markovianas la distribucién estacionaria es la solucién
de IIP = II. Como no hay una primera t > 0, en los procesos markovianos
se dice que II es el vector de probabilidades estacionarias si [TP* = II para
toda t > 0, lo cual resulta sumamente dificil de verificar considerando que esta
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expresién involucra a todas las P! y la complejidad que implica el célculo de
cada matriz P

El siguiente teorema resuelve este problema al expresar a Il en términos de la
matriz de tasas de transicion.

2.7 Teorema. II es un vector de probabilidades estacionarias si, y sélo st,

1Q = 0.

Demostracién. La ecuacién ( 2.24) senala que Pt ' = P*Q. Llevando esta ex-
presion matricial a su forma algebréica, multiplicando por 7; y sumando

D omph =) mhQxs

ics ikeS

Extrayendo la derivada de la suma, y usando ITP’ = II, el primer miembro de
esta ecuacién puede escribirse

d d
a (Z ﬂipzj) =@ T 0

ieS

mientras que al sumar sobre ¢z en el segundo miembro de la ecuacién tenemos

que
t
E , TiPik = Tk
i,k€S

De estos dos 1ltimos hechos se deprende que

0= mQi =m;Q;

kes

donde 7;Q; es el j-ésimo componente del vector I1Q.

Esto quiere decir que 7;Q; es la tasa a la que el proceso deja al estado j, ya
que 7; es la probabilidad de que el proceso esté en el estado j y Q; es la tasa
de transicién hacia afuera de j dado que el proceso se encuentra en el estado
j- De manera similar, m.Qy; es la tasa a la que el proceso entra al estado j
desde el estado k, ya que Qy; es la tasa de transicién del estado k al estado j
dado que el proceso se encuentra en el estado k. Sumando sobre toda k # j,
mQk; proporciona la tasa a la que el proceso entra al estado j desde cualquier
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estado. Por esta razén, la ecuacién anterior establece que la tasa a la cual el

proceso deja al estado 7 debe ser igual a la tasa a la que el proceso entra en el
estado j.

Hasta este momento hemos mostrado que si II es estacionario, entonces I1Q =
0. Si ahora comenzamos intercambiando la derivada y la suma podemos con-

cluir que
% (Z “*Pzz‘) =) _mrl;’
ies i€s
Para evaluar el segundo miembro de esta ecuacién utilizaremos ahora la ecua-
cién diferencial de Chapman-Kolmogorov ( 2.21). Multiplicindola por m; y
sumando se tiene que

&% Y mph = > mQupl; =0

€S kes

lo que se sigue debido a que hemos asumido de IIQ = 0. Como la derivada es
cero, los elementos de ITP! son constantes y deben ser entonces iguales a los
elementos de II. O

Por supuesto, las 7; satisfacen
2om=1
j

Con esto concluimos nuestra introduccién a los procesos markovianos. Para
ahondar en la teorfa markoviana se sugieren los libros de Ross 1996 [30] y
Parzen 1962 (27] los cuales tratan el tema con un nivel tedrico més elevado,
y Durrett 1999 [13], este 1ltimo con un enfoque mds practico y una serie de
ejemplos que ilustran las definiciones expuestas.



Capitulo 3

Redes de Petri

“Un Matemadtico es un Quijote moderno que lucha en un mundo real con
armas imaginarias”.

P. Corcho

Las redes de Petri fueron creadas en 1962 por Carl Adam Petri para su Tesis
doctoral titulada Kemmunikation mit Automaten (Comunicacién con autéma-
tas) en la cual establece los fundamentos teéricos de las mismas.

La importancia de las redes de Petri radica en dos aspectos:

(i) Permiten la descripcién de la concurrencia y sincronizacién inherente de
sistemas modernos.

(ii) Pueden ser analizadas de manera formal y brindar informacién del com-
portamiento dindmico del sistema modelado, es decir, podemos modelar
no sélo la estructura de un sistema, sino ademds su comportamiento, y
llevar el modelo a condiciones limite, que en un sistema real son dificiles
de lograr o muy costosas.

Para comprender la razén por la cual las redes de Petri son una herramienta
util para el estudio de sistemas que involucran concurrencia y sincronizacién,
es necesario conocer la estructura y funcionamiento de un sistema.

69
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Un sistema se compone de médulos que interactian entre si, los cuales pueden
ser considerados por si mismos un sistema. Podemos analizar a cada médulo
por separado, pero sin perder de vista la interaccién que guarda con los demas
modulos. Ahora bien, un sistema tiene variaciones en el transcurso del tiempo
y no permanece estatico. Las variaciones que sufre un sistema estdn determi-
nadas por las variaciones que sufren a su vez cada uno de los médulos, las
cuales se deben a eventos que se presentan en los mismos. Para que un evento
ocurra es necesario que se cumplan ciertas condiciones (condiciones previas) y
la ocurrencia de dicho evento nos conduce a nuevas condiciones (condiciones
posteriores).

Por 1iltimo, se dice que un sistema es concurrente si multiples eventos inde-
pendientes ocurren en paralelo, es decir, al mismo tiempo. Al ser esto posible,
y considerando la interaccién entre médulos, es necesaria la sincronizacion de
los eventos.

Para modelar un sistema a través de las redes de Petri debemos primeramente
identificar no sélo sus condiciones y eventos, sino ademas la interaccién de sus
moédulos, de manera tal que podamos hacer la analogia entre el sistema y el
modelo.

En este capitulo analizaremos la estructura, comportamiento y propiedades de
las redes de Petri ordinarias.

3.1. Representacion grafica

Ademaés de modelar y analizar formalmente sistemas que requieran de concu-
rrencia y sincronizacion, las redes de Petri ofrecen una representacién grafica
del sistema a modelar. En general, la representacién gréfica de las redes de
Petri estd conformada por los siguientes elementos:

Lugares, representados por circulos. Estos modelan condiciones u objetos.

Elementos, dibujados como puntos negros. Representan el valor especifico de
la condicién u objeto.
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Transiciones, representadas por rectdngulos. Estas modelan las actividades
que producen los cambios en los valores de las condiciones y objetos.

Arcos, que especifican la interconeccién de lugares y transiciones indicando
ademas qué objetos cambian por una determinada actividad.

Las redes de Petri son grdficas bipartitas, es decir, podemos conectar un lugar
a una transicién y viceversa, pero nunca dos lugares (o dos transiciones) entre

#

sl

Generalmente, al utilizar las redes de Petri para modelar un sistema, los lugares
representan condiciones y las transiciones representan eventos.

3.2. Estructura

Las redes de Petri ordinarias, también conocidas como redes Lugar-Transi-
cidn, son graficas bipartitas dirigidas compuestas por lugares, representados
por circulos, y transiciones, representadas por rectangulos.

3.1 Definicién. Sea V un conjunto finito no vacio y sea A CV x V. Al par
G = (V,A) se le llama grdfica dirigida (en V), donde V es el conjunto de
vértices, 0 nodos, y A es el conjunto de arcos.

Usualmente, las gréficas dirigidas son determinadas por la descripcién de sus
elementos (en el caso de las redes de Petri ordinarias existen dos clases de
nodos), y funciones o matrices que especifican su interconeccién. Por lo pronto
utilizaremos la notacién correspondiente a funciones y de aqui en adelante nos
referiremos a las redes de Petri ordinarias simplemente como redes de Petri.

3.2 Definicién. Red de Petri (PN) es la 4-tupla PN = (P,T,I~,I*) donde

= P={p;,...,p.} es un conjunto de lugares finito y no vacio.

= T'={t),...,tn} €s un conjunto de transiciones finito y no vacio.

= PNT = 0.
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w [, I*: PxT — N son las funciones de incidencia hacia atrds y hacia
adelante, respectivamente.

3.3 Definicién. Red de Petri marcada es la 5-tupla PN = (P, T, 1, 1%, My)
donde Mj : P — N es el marcado inicial.

Considerando unicamente la estructura de las redes de Petri, éstas pueden ser
consideradas como una 4-tupla PN = (P,T,I~,I") omitiendo el marcado ini-
cial My. El marcado M, representa el conjunto de condiciones iniciales de un
sistema. Algunos autores llaman a las redes no marcadas PN = (P, T,I~,I%)
redes de Petri; y a las redes de Petri marcadas PN = (P,T,I~,I*, M), siste-
mas.

Las funciones I~ e I" especifican la conexién entre lugares y transiciones. Si
I~ (p,t) > 0, quiere decir que un arco lleva del lugar p a la transicién ¢, por lo
cual a I~ se le llama funcién de incidencia hacia atras de la transicién t. I~
hace un mapeo a los niimeros naturales atendiendo al peso del arco que lleva
depat.

En la representacién gréfica de las redes de Petri el peso del arco se escribe
cerca del correspondiente arco. Por convencién, cuando no se especifica cuél es
el peso del arco se entendera que éste es igual a 1. Los pesos asignados a los
arcos especifican que la transicién estard activada sélo cuando haya, al menos,
el nimero de elementos senalados por el peso del arco en el lugar p que lleva a
dicha transicién. Al activarse la transicién se destruird exactamente el mismo
nimero de elementos de p. De manera similar, I*(p, t) especifica el nimero de
elementos creados en el lugar p en caso de que se active t.

3.1 Ejemplo. Después de anos de ardua labor, Homobono Buenrostro deci-
dié iniciar su propio negocio de venta de equipo de seguridad industrial. En su
negocio Homobono cuenta con un sistema que monitorea y autoriza el acceso a
la base de datos en donde se resume la informaciéon mas relevante. Al accesar a
la base de datos sélo es posible consultar datos o capturar nuevos datos, pues
nuestro amigo ha tomado la precaucién de asegurarse de que sélo él pueda
modificar la estructura de la base de datos. En el negocio Homobono cuenta
con tres ayudantes y una computadora. Es obvio que varios ayudantes pueden
estar leyendo al mismo tiempo la informacién resumida en la base de datos,
pero sélo uno puede capturar informacién a la vez.
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Figura 3.1: Red de Petri

Primeramente, identifiquémos los eventos y condiciones del sistema de moni-
toreo:

1. Eventos:

= Autorizacién para consultar.
= Finalizar consulta.
» Autorizacién para capturar.

» Finalizar captura.
2. Condiciones:

= Personas consultando.
= Personas capturando.

= Personas inactivas.

Ahora analicemos la interaccién entre los médulos del sistema. Como podemos
observar, las condiciones que acabamos de sefialar son los posibles estados del
sistema y podemos considerarlos como los médulos del mismo. El proceso de
consulta consiste en que la consulta se autorice, posteriormente se realice y
finalmente ésta se concluya. El proceso de captura es andlogo al de consul-
ta. Ambos procesos tienen en comin un estado: cuando no se consulta ni se
captura, es decir, el estado de inactividad.
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La representacién gréfica de este sistema de monitoreo es la de la Figura 3.1,
donde t; representa la autorizacién para consultar; t3, el fin de la consulta; £,
la autorizacién para capturar; y ¢4, el fin de la captura. Los lugares p1,p2 ¥ p3
representan los estados del sistema: personas realizando consultas, inactivas y
capturando, respectivamente. Los elementos en cada lugar indican la cantidad
de personas. La mutua exclusién entre el capturista y los demds esta senalada
en los arcos que van de p; a t, y de t4 a po con el nimero 3. En esta red
de Petri, el marcado inicial indica que el personal se encuentra en estado de
inactividad.

Por 1ltimo, cabe senalar que en esta red los eventos no ocurren en paralelo
ya que no existe la posibilidad de disparar dos transiciones al mismo tiempo
dadas las caracteristicas del sistema. Si se deseara que esta red contara con
transiciones en paralelo, bastaria con hacer que el peso de todos los arcos de la
red fuera igual a 1, ya que de esta forma, y considerando que el estado inicial del
sistema fuera el de inactividad, las transiciones t, y t; estarian activadas y, de
desearse asi, podrian dispararse simultdneamente. Sin embargo, es importante
senalar que aun haciendo este pequefio cambio, la red no seria concurrente,
pues para ello se requiere la independencia de las transiciones y en este caso
las transiciones t; y t; comparten el lugar de entrada ps y, por lo tanto, no son
independientes.

3.2 Ejemplo. La descripcién formal de la red de Petri de la Figura 3.1 es la
siguiente: PN = {P,T,1~,I"} donde

» P={p1,p2,ps}.
« T'= {t13t23t3:t4}-

" I_(plit:!) = 11I-(P21t1) = I:I_(p%t?) = 31I-(p31t4) = 1. Todos los
demas valores de la funcién I~ son cero.

= [Y(py,t1) = 1, I (po,t3) = 1,1*(p3,t2) = 1,I*(pg,t4) = 3. Todos los
demas valores de la funcién I+ son cero.
3.3 Ejemplo. El marcado inicial de la red de Petri de la Figura 3.1 es
Mo(p1) = 0
My(p2) 3
Mo(ps) = 0
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La entrada de elementos ya sea a lugares o bien a transiciones asi como la
salida de los mismos, se define formalmente como sigue:

3.4 Definicién. Sea PN = (P,T,1~,I") una red de Petri.

Los lugares de entrada para la transicién t: et:={p € P|I~(p,t) > 0}.

Los lugares de salida para la transicién t: te:={p € P|I*(p,t) > 0}.

Las transiciones de entrada para el lugar p: ep:={t € T|I*(p,t) > 0}.

Las transiciones de salida para el lugar p: pe:={t € T|I~(p,t) > 0}.

La extensién usual de conjuntos X C PUT se define como X = |J, .y oz,
Xeo=J,cx o

Esto quiere decir que si un arco va del lugar p a la transicién ¢, decimos que
p es un lugar de entrada para la transicién t. Un lugar de salida se define de
manera analoga.

Los conjuntos ep, et y pe, te son también conocidos, respectivamente, como
preconjuntos y postconjuntos ya sea del lugar p o de la transicién ¢, segin sea
el caso.

3.4 Ejemplo. En la red de Petri de la Figura 3.1:

» Las entradas de las transiciones son et; = {p;}, et = {p2}, es decir,
ofti,to} = {p2}, ot3 = {p1}, ots = {ps}; y las salidas, t10 = {p1},t2e =
{ps}, tse = {p2},ta® = {2}, 0 sea {ts,ts}o = {p2}.

» Las entradas de los lugares son ep, = {t;},ep> = {t3,t4},0p3 = {t2}; ¥
las salidas, pye = {t3}, pre = {t1,t2}, p3e = {t4}.

3.5 Definicién. Sea PN = (P, T,1~,I7").

1. AF C(PxT)U(Tx P) dada por F := {(z,y)|z,y € PUT : z € ey} sele
llama relacion de flujo de PN. Sea F™* la cerradura reflexiva y transitiva
de F, ie, Vz,y,2 € PUT:
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» (z,2) € F*.

(
s (z,y) € F= (z,y) € F~.
(

Y
z,y) € F*y (y,2) € F* = (z,2) € F*.

2. PN est4 débilmente conectada siy sblo si Vz,y € PUT : zF*y o yF*z.

3. PN esté fuertemente conectada si y slo si Vr,y € PUT : zF*y y yF*x.

Esto es:

1. Una red de Petri estd débilmente conectada si desde cualquier lugar existe
un camino (secuencia de transiciones) que conduzca a los demés lugares
de la red, pero que no haga posible el regreso al lugar de origen.

2. Una red de Petri estd fuertemente conectada si desde cualquier lugar
existe un camino (secuencia de transiciones) que conduzca a todos los
demads lugares de la red y que a su vez permita el regreso al lugar de
origen.

El concepto de red de Petri fuertemente conectada es muy similar al de cadena
irreducible estudiado previamente en el Capitulo 2, pagina 43.

3.3. Comportamiento Dinamico

El analisis del comportamiento de las redes de Petri permite calcular nuevos
marcados a partir del marcado original y una serie de descargas y describe
los cambios que sufren los estados del sistema dindmico de eventos discretos
modelado a través de las redes de Petri.

El comportamiento dindmico est4 determinado por las activaciones y descargas
de las transiciones como se explica a continuacién.

3.6 Definicién. Sea PN = (P,T,I~,I*, M) una red de Petri.
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1. El marcado de la red de Petri es una funcién M : P +— N, donde M(p)
denota el nimero de elementos en p. Esto es, el marcado de la red de
Petri asigna a cada lugar un entero no negativo. Si el marcado asigna el
entero no negativo n al lugar p, decimos que existen n elementos en p.

2. Se dice que el conjunto P C P es marcado en M, si y sélo si 3p € P :
M(p) > 0; de lo contrario, se dice que P es no marcado o vacio en M.

3. La transicién ¢t € T estd activada en M, si y sélo si M(p) > I (p,1),
Vp € P, y se denota M|t >. Si cada lugar de entrada de una transicién
t tiene, al menos, el mimero de elementos senalados por la funcién de
incidencia hacia atrds, decimos que ¢ estd activada.

4. La transicién t € T, activada en el marcado M, se descarga conduciendo
a un nuevo marcado M’ donde

M'(p)=M(p)-I~(p,t) +I"(p,t), VpeP

lo cual se denota como Mt > M'. Decimos que M’ es directamente
alcanzable desde M y lo escribimos M — M’. Sea —* la cerradura

reflexiva y transitiva de —. El marcado M’ es alcanzable desde M, si y
s6lo si M —* M.

5. La secuencia de descargas (secuencia de las ocurrencias) de una red de
Petri es una secuencia finita de transiciones ¢ = t;,...,t,,n > 0 tal
que los marcados M, ..., M, satisfacen M;[t; > M;;,,Vi=1,...,n. La

secuencia de descargas vacia es denotada por £ y cumple siempre que
M > M.

El marcado inicial es el punto de partida del comportamiento dindmico de las
redes de Petri y por ello se escribe simplemente como M,. Como las transiciones
sélo se activan si sus lugares de entrada tienen al menos tantos elementos como
los establecidos por la funcién de incidencia hacia atris, serdn de especial
interés los subconjuntos de lugares marcados.

Al modelar una situacién, la descarga de una transicién simula la ocurrencia
de ese evento. Por supuesto, un evento puede ocurrir sélo si se cumplen todas

las condiciones para su ejecucion; es decir, la transicion sélo se puede descargar
si estd activada.
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La expresién M'(p) = M(p)— I~ (p,t)+ I*(p,t) corresponde a la idea intuitiva
del proceso de descarga. Si la transicién ¢ se descarga, se destruiran I~ (p,t)
elementos del lugar p y se creardn I (p,t) elementos en p. Note que el lugar p
es el mismo en ambas expresiones, I~ (p,t) y I (p,t).

En muchos casos alguna de las dos funciones de incidencia es igual a 0, pero
existen algunos casos en los que una transicion puede destruir y crear elementos
en el mismo lugar a lo que suele llaméarsele bucle.

3.5 Ejemplo.

1. Ahora analicemos cudles transiciones de la Figura 3.1 estan activadas.
En el caso de la transicién t; podemos observar que

Mo(p) = I (pr,ta)

Mo(p2) > 17 (p2,t)

Mo(ps) = I (ps,ta)
La condicién M(p) > I~ (p,t,)Vp € P se cumple en el marcado My y por
lo tanto Mglt; >.

Haciendo este analisis para las demds transiciones, podemos comprobar
que en el marcado Mj la transicién ty también esta activada, mientras
que las transiciones t3 y t4 no lo estén.

2. Después de descargar la transicién t; se alcanza el marcado M; desde el
marcado inicial My, lo que se denota como

Mo[t1>Ml
Entonces
My = My (p) — I (p,t1) + I (p, t1)
donde
M (p) = Mo(p)+1=1
My (p;) = Mo(p2)—1=2
M, (ps) = Mo(ps)=0

3. Una posible secuencia de descargas para la Figura 3.1 es 0 = t,t,t3t3, la
cual se ilustra en la Figura 3.2.
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i
L 2 Mg[tl > M; g
51 93— =P P3
i3 M, [ i3 M, 14
M][tg > M, Ml[tl > M,
t
L { Mg[tg > M1 £
2
P P A——————— ] ps3
t3 M1 t,; t3 M2 t4

Figura 3.2: Secuencia de descargas o = t,t;t3t3

t ESTA TESIS NO SALE
DE LA BIBLIOTECA

Figura 3.3: Red de Petri no acotada
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3.4. Propiedades

Una vez descrito el comportamiento dindmico de las redes de Petri nos ocupa-
remos de las propiedades de estas redes y en cémo verificarlas. Evidentemente,
sélo estamos interesados en aquellas propiedades concernientes a los marcados
alcanzables.

La importancia de dichas propiedades se desprende de la necesidad de de-
mostrar la consistencia de las redes de Petri en el marcado inicial. En otras
palabras, generalmente se requiere que los sistemas implementables modelados
a través de las redes de Petri verifiquen dichas propiedades.

Para garantizar que no habra un desbordamiento de elementos en los luga-
res, es necesario que exista una cota. Un marcado M para una red de Petri
estéd acotado si existe algin entero positivo k con la propiedad de que, en cual-
quier secuencia de descarga, ningiin lugar recibe méas de k elementos. Si un
marcado M estd acotado y en cualquier secuencia de descargas ningin lugar
recibe mds de un elemento, decimos que M es un marcado seguro.

Otra propiedad es la supervivencia concerniente a las descargas de las transi-
ciones. Un marcado M de una red de Petri est4 vivo si, partiendo de M, sin
importar la serie de descargas realizadas, es posible descargar cualquier transi-
cién dada mediante alguna secuencia de descargas adicionales. Si un marcado
M estd vivo para una red de Petri PN, entonces, sin importar la serie de
descargas de las transiciones, PN nunca se estancard. Como las transiciones
modelan actividades, no resulta conveniente que el sistema llegue a un punto
tal en el que no le sea posible activar nuevamente una transicién. De ahi la
importancia de esta propiedad.

Por 1ltimo, es deseable que el conjunto de marcados alcanzables contenga exac-
tamente un subconjunto de marcados fuertemente conectados. Esta nocién es
equivalente a la de conjunto irreducible. Sabemos gracias a la teoria marko-
viana estudiada en el capitulo anterior, que es necesario que el proceso objeto
de estudio sea irreducible para que exista la distribucién de estado estable.
De manera similar cuando existe algin marcado M alcanzable desde todos los
demas marcados, es decir, un conjunto alcanzable finito existe la distribucién
de estado estable.
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Estas propiedades se resumen en la siguiente definicién.

3.7 Definicién. Sea PN = (P,T,1~,I", Mp) una red de Petri.

1. El conjunto alcanzable de PN se denota R(PN) := {M|M, —* M}. Si
PN denota una red de Petri no marcada o si queremos considerar a una
parte del conjunto alcanzable, el conjunto de marcados alcanzables para

un marcado M dado se denotarsd R(PN,M) := {IM[U‘%Zr —* M} Para
una red de Petri marcada R(PN) = R(PN, M).

2. PN es una red de Petri acotada, siysdlosiVp e P: 3k e N: VM €
R(PN) : M(p) < k. PN es segura, siy s6losi Vp € P:VYM € R(PN) :
M(p) <1

3. La transicién t € T estd viva, si y sélosi VM € R(PN) : 3M' € R(PN) :
M —* M"y M'[t >. PN estd viva, si y sblo si todas sus transiciones
estan vivas, i.e., Vt € T,M € R(PN):3M' € R(PN) : M —-* M'y
M'[t >.

4. El marcado M € R(PN) es un estado hogar, si y s6lo si YM' € R(PN) :
M —* M.

La seguridad es una propiedad de especial interés si los lugares de una red de
Petri representan condiciones de tipo booleano, es decir, de tipo légico: falso
o verdadero. En tal caso la presencia o ausencia de un elemento en el lugar
expresa la idea de que las condiciones se cumplen o no. Si, para algin marcado
M , un lugar estd vacio, se dice que la proposicién asociada es falsa en el estado
denotado por M. Si el lugar contiene un elemento, la proposicién asociada se
toma por cierta en el estado M.

Cuando modelamos condiciones booleanas estamos tinicamente interesados en
redes seguras, puesto que dos o m4s elementos en un lugar no tendrian sentido.
Las redes Evento-Condicién fueron de las primeras redes de Petri creadas y
fueron especialmente disefiadas para este propdsito. Dichas redes no permiten
pesos de arcos muiltiples y las transiciones se activan sélo cuando sus lugares
de salida estdn vacios, evitando asi marcados con mds de un elemento en un
lugar. En este tipo de redes, al caso en el que los lugares de salida de una
transicion activada estdn marcados se le conoce como contacto.
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Para simplificar un poco la notacién ahora utilizaremos notacién vectorial. Si
el conjunto de lugares P estd dado por {pi,....pn}, la funcién M : P — N
puede ser vista como un vector M = (M(p1), ..., M(p.))T.

3.1 Teorema. Si PN estd viva y acotada, entonces PN esta fuertemente conec-
tada.

En otras palabras, una condicién necesaria, pero no suficiente, para que una red
de Petri esté viva y acotada es que esté fuertemente conectada. Como estamos
interesados en redes de Petri que satisfagan estas condiciones, consideraremos
unicamente redes de Petri fuertemente conectadas.

3.5. Analisis de las redes de Petri

Al modelar sistemas por medio de las redes de Petri frecuentemente se desea
verificar las propiedades que las redes satisfacen. Existen dos métodos para este
fin: el anélisis del conjunto alcanzable y el andlisis invariante. A continuacién
explicaremos brevemente en qué consisten.

3.5.1. Analisis del conjunto alcanzable

El conjunto alcanzable de una red de Petri se representa usualmente como un
drbol, donde los nodos del arbol son los marcados de la red de Petri. Dos nodos
M y M’ se conectan con un arco dirigido si y sélo si M[t > M’ para alguna
t € T. Este arco se etiquetacont € T'.

El drbol del conjunto alcanzable se genera comenzando con el marcado inicial
de la red de Petri y anadiendo los marcados directamente alcanzables a los
cuales se les llama hojas. Luego seguimos con esos nuevos marcados y determi-
namos sus marcados directamente alcanzables. Esos marcados se convierten en
nuevas hojas de la parte previamente generada del 4rbol del conjunto alcanza-
ble, etc. Si alcanzamos un marcado previamente explorado ya no continuamos
construyendo el arbol partiendo de ese nodo.
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El &rbol del conjunto alcanzable puede transformarse directamente en un grafo
removiendo nodos miltiples y conectdndolos apropiadamente. A este grafo se
le conoce como grafo del conjunto alcanzable.

3.8 Definicién. El grafo del conjunto alcanzable de la red de Petri cuyo con-
junto alcanzable es R(PN, My) es el grafo en el cual:

= Los nodos son todos los elementos de R(PN, My).

= Hay un arco orientado del marcado M al marcado M, si y sélo si 3t €
T:M[t>M.

3.6 Ejemplo. Las Figuras 3.4y 3.5 muestran el arbol del conjunto alcanzable
y el grafo del conjunto alcanzable, respectivamente, correspondientes a la red
de Petri de la Figura 3.1.

3.7 Ejemplo. A través del grafo del conjunto alcanzable (Figura 3.5) podemos
apreciar todos los marcados alcanzables para cada uno de los lugares de la red
de Petri de la Figura 3.1. Es claro que, considerando el marcado inicial, esta
red estd acotada y su cota es igual a 3. Asimismo puede verificarse que la red
estd viva, pues después de una cierta secuencia de descargas siempre es posible
activar cada una de las transiciones que la conforman, lo cual quiere decir que
ninguna de ellas queda permanentemente inhabilitada. Como la red estd viva
y es acotada, por el teorema 3.1, la red estd fuertemente conectada.

Desafortunadamente, este método para crear el arbol del conjunto alcanzable
falla en el caso de redes no acotadas. Sin embargo, existe un método alternativo
para estos casos, el cual se estudia a detalle en el Capitulo 5 del libro de Bause
& Kritizinger 1995 [3].

3.5.2. Analisis invariante

Un método alternativo para verificar las propiedades que las redes de Petri
satisfacen es el andlisis p-invariante, también conocido como el anilisis de los
lugares invariantes.

Hasta el momento hemos explicado c6mo verificar que la sincronizacién del
sistema modelado por la red de Petri de la Figura 3.1 sea consistente. Pero
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Figura 3.4: Arbol del conjunto alcanzable
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no nos hemos ocupado de que los mecanismos de mutua exclusién funcionen
adecuadamente. Comunmente, para ello también se calculan los p-invariantes.

Como hemos sefialado con anterioridad, un marcado puede ser representado
con notacién de funciones o con notacién vectorial. Anédlogamente, las funcio-
nes de incidencia I~ e I pueden ser escritas como matrices. Dichas matrices
(C~ y C7*) reciben el nombre de matrices de incidencia hacia atrds y hacia
adelante, respectivamente, y se definen como sigue.

3.9 Definicién. PN = (P,T,I-,I*, My).

La matriz de incidencia hacia atrds C~ = (c;;) € N™™ se define como
c; = I"(pi,t;),Vpi € Pt; €T,

La matriz de incidencia hacia adelante C* = (¢;) € N™*™ se define como
¢ ==I*(pi,t;),Vp: € P,t; €T,

y la matriz de incidencia para PN se define como C := C* —C~.

Como podemos observar, C' es una matriz de n renglones (lugares) y m colum-
nas (transiciones) cuyos elementos pertenecen a N.

Es importante senalar que la matriz de incidencia no es suficiente para deter-
minar la estructura de una red de Petri, ya que para ello es necesario conocer
ademas las matrices de incidencia hacia atrds y hacia adelante.

Las activaciones y descargas de las transiciones pueden expresarse entonces en
términos de las matrices de incidencia. La transicién t; € T estd activada en
el marcado M, si y sélo si M > C~e;, donde e; es el i-€simo vector unitario
(0,...,\_\1’_,,0,...,0)7'.

]
Si una transicién activada t; € T" se descarga en el marcado M dando como
resultado el marcado M’, entonces escribimos

M' =M + Ce; (3.1)

Esta ecuacién recibe el nombre de ecuacion fundamental de la red de Petri
y establece que el proceso de descarga puede ser descrito sumando el vector
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Ce; al marcado dado M, conduciendo al nuevo marcado M'. Ce; es la i-ésima
columna de la matriz de incidencia C y especifica la repercusién de ¢; € T' en
sus lugares de entrada y salida. Dado que los marcados pueden calcularse por
medio de la adicién de vectores, las redes de Petri pueden ser vistas como sis-

temas de sumas vectoriales con la restriccién de que sélo transiciones activadas
pueden descargarse.

Considere ¢ = ty,...t,,j € N una secuencia de descargas con Mo[ty, >
...Mj_4[ty; > M;. El marcado M; puede calcularse como sigue. Para cada
marcado alcanzable la siguiente ecuacién se cumple:

MizMi—l+Cek,'! i=1:"'!j
Sustituyendo los valores de i se tiene que
M1 = Mo + Cek;

Mg M] 4 Cekz = Mg + C[eh + 6]:2]
M; = M, +Cek3 = M,y +C[€k1 + ek, +e;,3]

Lo que que conduce a la expresién

i
M;=My+C) e

=1

Al vector f := }:’.;1 ek, se le conoce como vector de descargas o vector carac-
teristico de la secuencia de descargas, y es de dimensién |T'|. El componente f;
del vector f se refiere al niimero de ocurrencias de la transicién ¢; en o.

3.8 Ejemplo. La Figura 3.1 tiene las siguientes matrices de incidencia:

1000 0010
cCtr={0013 C=(11300
0100 0001
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1. En el marcado inicial, ¢; estd activada y el marcado resultante después

de descargar t; es
0 1 1
=314+ 1 ]|=1| 2
0 0 0

2. Supongamos la secuencia de descargas o = t;t;t3t3. Entonces, el vector
de descargas es f = (2,0,2,0)T y con esta secuencia de descargas se

alcanza el marcado
0 1 -1 0
= 3 |+2| -1 | +2 1 =1 3
0 0 0 0

lo cual puede apreciarse ficilmente en la Figura 3.2.

M':M0+C

[ B e B o T

M”=Mo+c

O N O

Debido a que un marcado alcanzable implica la existencia de una secuencia
de descargas adecuada que conduce a dicho marcado, el siguiente teorema
obviamente se cumple.

3.2 Teorema.

VM € R(PN,M,) :3f e N": M = My + Cf (3.2)
Sea v la funcién P — Z, es decir, la funcién que asocia un nimero entero a
cada lugar p de la red de Petri.

3.3 Teorema. Sea v la solucion de la ecuacion vTC = 0, entonces la ecuacién
p-invariante se cumple:

v'M =v"M,, ¥YM € R(PN,M,) (3.3)

donde v es el vector transpuesto de v y C es la matriz de incidencia de la red
de Petri.
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Demostracién. Multiplicando v por ambos términos de la ecuacién funda-
mental ( 3.1) se tiene que

"M =vTMy +v7Cf
donde M es alcanzable mediante una serie de descargas o. Si v7C = 0, entonces
vIM =vT M,
O
El teorema anterior es sumamente til si se desea verificar las propiedades de

todos los marcados alcanzables de una red de Petri, tal como se ilustra en el
siguiente ejemplo.

3.9 Ejemplo. Consideremos nuevamente la red de Petri de la Figura 3.1. Como
ya hemos visto, la matriz de incidencia de esta red es

1 ta tz  t4

1 0 -1 0\ m
C=|-1 -3 1 3 P2
0 1 0 -1 P3
El vector
1
v=| 1
3
es una solucién positiva de v7'C = (0. Como
M(p1)
v'M =(1,1,3) | M(p2) | = M(p:) + M(p2) +3M(ps)
M (ps)
y

0
v%ﬁ=&L$(3)=3
0

De la ecuacién (3.3) se obtiene que la ecuacién p-invariante para esta red es

M(p1) + M(p2) + 3M(p3) =3 (3.4)
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El niimero de elementos en un lugar no puede ser negativo, por lo que de la
ecuacion ( 3.4) se derivan las siguientes restricciones

VM € R(PN, Mp); M(p,) < 3 (3.5)
VM € R(PN, My); M(ps) < 1 (3.6)
VM € R(PN, Mo); M(p1) + 3M(ps) < 3 (3.7)

De la ecuacién ( 3.5) podemos concluir que M (p,) varia de 0 a 3. Esto significa
que es posible que hayan a lo mas tres personas consultando la base de datos
simultdneamente. De la ecuacién ( 3.6) podemos concluir que en el lugar p3
el nimero de elementos puede ser igual a 0 6 1. Esto indica la mutua exclu-
sién entre capturistas ya que sélo puede haber uno en operacién. La ecuacién
( 3.7) prueba la mutua exclusién entre las personas que consultan y las que
capturan porque si el nimero de personas que consultan no es cero, entonces
necesariamente el nimero de capturistas es cero y viceversa. Asi que el hecho
de que la red de Petri de la Figura 3.1 representa las restricciones del sistema
de monitoreo de Homobono ha sido probado sin necesidad de enumerar todos
los marcados alcanzables a través del grafo del conjunto alcanzable.

Los invariantes v = (1,0,0)” y v = (0,0,1)” son otras dos posibles soluciones
del sistema de ecuaciones lineales v”C' = 0. Sin embargo, no resultan relevantes
al sustituirlos en la ecuacién vI' M = vT My, ya que simplemete expresan que el
niimero de personas que se encuentra ya sea realizando consultas o capturando
es constante, y de dichas ecuaciones no puede derivarse ninguna restriccién.

El anélisis de los p-invariantes frecuentemente se utiliza para verificar las pro-

piedades de las redes de Petri. Para las redes de Petri vivas el siguiente teorema
se cumple.

3.4 Teorema. Sea PN una red de Petri viva yv € Z", v # 0. Si vTM =
vT My, YM € R(PN, M), entonces v es un p-invariante.

Demostracion. Como PN estd viva, tenemos que Vt; € T': 3IM, M’ € R(PN,
M) : M[t; > M' y M’ = M + Ce;. Multiplicando ambos miembros de esta
ecuacién por v’ obtenemos vT M’ = vT M + vT Ce;.

Dado que v"M = vT M,, entonces vTCe; = 0, lo cual se satisface para todas
las transiciones, es decir, Vt; € T : v Ce; = 0, y asi v = 0, por lo que v es un
p-invartante. O
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Generalmente, la informacién proporcionada por los p-invariantes positivos es
muy 1til, ya que estos establecen una cota para todos los lugares cuyo niimero

de elementos es diferente de cero y ademés no es necesario enumerar todos los
marcados alcanzables.

Los p-invariantes positivos expresan la nocién de conservacién de un nimero
limitado de elementos en cada lugar en todos los marcados alcanzables, por lo
que es comun que se empleen para verificar la existencia de cotas para la red
de Petri. La base de todos los p-invariantes es el conjunto de restricciones que
generalmente caracteriza a los marcados alcanzables.

3.10 Definicién. PN estd cubierta por p-invariantes positivos, si y sélo si
Vp; € P : 3 p-invariante v € Z" con v > 0 y v; > 0.

3.5 Teorema. Si PN estd cubierta por p-invariantes positivos, entonces PN
estd acotada.

Demostracion. PN esté cubierta por p-invariantes positivos = 3 p-invarian-
tesv e N*:v; > 0,Vi € {1,...,n}. Con vTM = v"M, = k donde k es una
constante, YM € R(PN, My), tenemos que v; M (p;) < vI' My Vp; € P, ya que
M(p) > 0,YM € R(PN, My).

Si v; > 0, entonces M(p;) < ‘-’-Iviﬂﬂ, probando asi que la red estd acotada. O

Si la red no esta cubierta por p-invariantes positivos, pero hay algunos lugares
con p-invariantes positivos, entonces al menos esos lugares cubiertos estan
acotados.

3.1 Corolario. S eziste el p-invariante v € Z" : v > 0,v; > 0, entonces p;
estd acotado, i.e., Ik € N:YM € R(PN, M,) : M(p:) < k.

Demostracién. La prueba se sigue del teorema 3.5. O

Otro invariante 1til en el andlisis de las redes de Petri es el t-invariante (tran-
sicién invariante). Supongamos que tenemos un marcado M y que después de
descargar algunas transiciones deseamos alcanzar el marcado M nuevamente.
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Sea f € N™ el vector de descargas en cuestién. Si comenzamos en M, y alcan-
zamos a M nuevamente, siguiendo la ecuacién ( 3.2), obtenemos la ecuacién

M=M+Cf

lo cual implica que C'f = 0. Si deseamos regresar a algiin marcado de la red
de Petri entonces es necesario que el vector de descargas satisfaga C'f = 0. Sea
w la funcién T' — 7, es decir, la funcién que asocia un niimero entero a cada
transicién t de la red de Petri.

3.11 Definicién. w € Z™,w # 0, es un t-invariante si y sélo si Cw = 0.

3.12 Definicién. PN estd cubierta por t-invariantes positivos si y sélo si
Vt; € T : 3 el t-invariante w € Z™ con w > 0 y w; > 0.

3.10 Ejemplo. En el caso de la red de Petri de la Figura 3.1, existen dos posibles
soluciones t-invariantes para el sistema de ecuaciones lineales Cw = 0:

0

y w=

O - O =

1
0
1

Estos dos t-invariantes pueden ser descargados desde el marcado inicial te-
niendo de esta forma las dos series de descargas o = tif3 y 0 = tat4. Esto
significa que cualquier comportamiento repetitivo del sistema puede obtenerse
intercalando dos secuencias bésicas:

= Autorizacién para consultar y finalizar consulta.
= Autorizacién para capturar y finalizar captura.

Esto demuestra la consistencia del sistema en cuanto a su mecanismo de sin-
cronizacion.

Una condicién necesaria para que la red de Petri esté viva y acotada es que
esté cubierta por t-invariantes positivos.

3.6 Teorema. PN estd viva y acotada = PN estd cubierta por t-invariantes
positivos.
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Demostracién. Al ser PN acotada su conjunto alcanzable es finito. Sea R C
R(PN, M,) un subconjunto fuertemente conectado terminal de R(PN, M,).
Si escogemos un marcado arbitrario M € R siempre podremos alcanzar a
M después de hacer una serie de transiciones puesto que R est4 fuertemente
conectada.

Si PN estd viva entonces 3f e N™ . f; > 0,Va € {1,...,m} . M =M+ Cf,
lo cual implica que C'f = 0.

Asi, f es un t-invariante positivo que cubre a todas las transiciones de la red
de Petri. O

3.2 Corolario. Sea PN acotada. Sit; € T estda viva entonces 3 el t-invariante
wEZ’“:wzﬂ,wi>0.

Demostracion. La prueba se sigue del teorema 3.6. O

La complejidad del andlisis invariante de las redes de Petri depende tinicamente
del nimero de lugares y transiciones que la componen y no del tamano del
conjunto alcanzable.

Al imponer ciertas restricciones a las redes de Petri surgieron diferentes clases
de ellas y cada vez son maés los investigadores que se han dado a la tarea de
estudiarlas. En los libros de Bause & Kritzinger 1995 [3] y Cardoso & Camargo
1999 [8] se habla de algunas de las principales clases de redes de Petri que
frecuentemente se utilizan para modelar sistemas modernos.
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Capitulo 4

Redes de Petri estocasticas

“Las construcciones de los matemdticos, como las de los pintores o los poetas,
deben ser bellas; las ideas, como los colores o las palabras, deben encajar con
armonia. La belleza es el primer requisito: no hay un lugar permanente en el

mundo para las matemdticas feas”.

G. H. Hardy

Las redes de Petri no involucran nocién del tiempo, ya que no establecen en
qué momento se activaran las transiciones. Es por esta razén que analizar el
funcionamiento de un sistema a través de las redes de Petri que hemos estu-
diado hasta el momento no es posible. Las redes de Petri pueden ser utilizadas
para hacer un anélisis cualitativo del sistema, es decir, para analizar sus pro-
piedades y verificar que sus mecanismos de sincronizacién y concurrencia sean
los adecuados; en pocas palabras, para verificar la consistencia del sistema.
Para poder realizar el andlisis del funcionamiento, es decir, el andlisis cuanti-
tativo del sistema es necesario que el comportamiento del sistema a lo largo
del tiempo forme parte de la descripcién de la red de Petri.

Considerar el tiempo en el modelo es sumamente importante ya que en los
sistemas reales casi siempre es indispensable considerarlo en la sincronizacién

de los procesos.

A inicios de los anhos setenta surgieron multiples propuestas para incorporar el

95
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Tiempo Discreto Tiempo Continuo
Distribucién del tiempo de descarga/transicion:
Geométrica Exponencial
Descargas/transiciones:
Probabilidades P Tasas Q

Solucién de marcado/estado estable:
HZHP,Z’JT,;Zl HPZO,ZTF.;Zl

Figura 4.1: Redes de Petri estocisticas y teoria markoviana

factor tiempo a las redes de Petri. En general, existen dos posibilidades para
hacer esto:

1. Asignandole duracién a los lugares (nodos). Una vez que los elementos
han sido descargados a un lugar p, éstos no estardn disponibles para
activar ninguna transicién sino hasta después de un periodo de tiempo.

2. Asignandole duracién a las transiciones. Una vez que una transicién ha
sido activada ésta se disparara después de un periodo de tiempo.

En ambos casos, las redes de Petri pueden clasificarse, de acuerdo con la na-
turaleza del tiempo, como deterministas o estocédsticas. Si el tiempo es deter-
minista se les llama redes de Petri temporales; y si es aleatorio, redes de Petri
estocdsticas. Los pioneros en el estudio de las redes de Petri estocésticas fue-
ron S. Natkin y M. K. Molloy, cada uno por su cuenta, a inicios de los afios
ochenta.

Resultan de particular interés las redes de Petri estocésticas en donde el tiempo
tiene una distribucién geométrica o bien exponencial, ya que estos casos pue-
den ser analizados a través de técnicas markovianas. La Figura 4.1 muestra la
relacién entre las redes de Petri estocédsticas y la teoria markoviana. Particu-
larmente, nos enfocaremos a estudiar el caso de las redes de Petri estocésticas
donde el tiempo de descarga sigue una distribucién exponencial.

4.1 Definicién. La red de Petri estocdstica de tiempo continuo SPN(PN, )
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es aquella en la que PN = (P,T,17,I7, Mp) y el conjunto A = (Ay, ..., An),
donde A; es la tasa de descarga de la transicion t;.

Esto significa que el tiempo de descarga se distribuye exponencialmente, es
decir, que la distribucién acumulativa de la variable aleatoria x;, la cual denota
el tiempo de descarga de la transicién t;, es

FX.‘ (I) =1- e_/\iI

Para poder hacer la analogia entre una red de Petri estocastica y un proceso
markoviano es preciso obtener primero el grafo del conjunto alcanzable de la
red de Petri. El espacio de estados del proceso de Markov ser4 el conjunto al-
canzable R(PN) y la tasa de transicién del estado M; al estado M estard dada
por g;; = Ax. Es importante senalar que la tasa de descarga de la transicion ¢
de M; a M;, Ay puede ser dependiente de un determinado marcado.

Si varias transiciones van de M; a M; entonces ¢;; serd la suma de las tasas
de descarga de esas transiciones. Si no existe ninguna transicién de M; a M;,
entonces ¢;; = 0 y ¢i; se determina de forma que la ecuacién ZJ. gi; = 0 se
satisfaga.

La matriz cuadrada Q = [g;;] de orden s = |R(PN)| es la matriz Q de la
seccién 2.2. Como ya hemos visto, la distribucién de estado estable II de los
procesos de Markov se obtiene resolviendo el sistema de ecuaciones lineales

[Q =0; iﬂj:l
i=1

A partir del vector IT = (7, s, . .., ms) podemos calcular las siguientes medidas
referentes al funcionamiento de la red de Petri estocdstica de tiempo continuo.

4.2 Definicién. Sea B C R(PN) un subconjunto de los marcados alcanzables
de una red de Petri estocéstica. Entonces, la probabilidad de estar en un estado
elemento de dicho subconjunto estd dada por

PBl= > m

M;eB
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4.3 Definicién. Sea B(p;,n) el subconjunto de R(PN) en el cual el nimero
de elementos en el lugar p; es n, i.e. B(p;,n) = {M € R(PN)|M(p;) = n}.
Entonces, el nimero esperado de elementos en el lugar p; es

[e o]

m; = Z(HP[B(I%,H)])

n=1

4.4 Definicién. Sea EN; un subconjunto de R(PN) en donde la transicién ¢;
estd activada, i.e. EN; = {M € R(PN)|M|t; >}. La probabilidad de descarga

de la transicion t; es
by
=) 7T"((—J..))
M"GENJ' q"

donde (—g;;) es la suma de las tasas de transicién hacia afuera de M;.

4.1 Ejemplo. Analicemos la red de Petri estocdstica de la Figura 4.2 (Falko &
Bause 2002 [3]).

1. La transicién t; estd activada en el marcado inicial My = (1,0,0, O,O)T.
El tiempo de descarga se distribuye exponencialmente con tasa A, i.e. el
tiempo esperado de descarga de t, es /\% Una vez que t, se descarga, se
obtiene el marcado M; = (0,1,1,0,0)T. En Mj, to y t3 estdn activadas
de forma concurrente. Esto es, una de esas dos transiciones se descar-
gard pasado un cierto periodo de tiempo. Si la transicién ¢, se descarga
primero, obtendremos el marcado M, = (0,0,1,1,0)7 y si t3 se descarga
antes que t,, obtendremos el marcado M; = (0,1,0,0,1)7. El marcado
alcanzable a partir de M; depende entonces de qué transicién se activa
primero. La probabilidad de que #; se descargue primero! estd dada por:

P [t, se descargue primero en M;] = P|[x2 < x3]

= / (/ e 2¥dy) Aze T dx
0

0

= / (l—e_)‘"))\ge_)‘”dx
0

Az
A2+ A3

INo hay que perder de vista que ; denota el tiempo de descarga de la transicién ¢;.



Figura 4.2: Red de Petri estocdstica
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y de manera similar

A3
Ax + A3

P [t3 se descargue primero en M| =

Esto prueba que la probabilidad de alcanzar cualquier otro marcado a
partir de M, es independiente del tiempo que se permanezca en M, .

2. El tiempo que se permanece en M, estd dado por el minimo de los tiempos
de descarga independientes, los cuales se distribuyen exponencialmente:

Plmin(xz, xs) <z] = Plx2<zo0x3< 1]

1—Plxa>zyx3> 1z

1— e—AgIe—Aaz

1— e—()\2+)\3)3¢

Y de esta forma concluimos que el tiempo de permanencia en M; se
distribuye exponencialmente con pardmetro (Ay + A3).

4.2 Ejemplo. La Figura 4.4 muestra el proceso de Markov correspondiente a
la red de Petri estocéstica de la Figura 4.2. Asumamos las siguientes tasas de
descarga: A\ =2, Ao =1, A3 =1, A4 =3,y As = 2.

Comenzando con el marcado inicial en el que existe un elemento en el lugar
p1 y ninguno en los demés lugares de la red, el conjunto alcanzable tiene cinco
marcados o equivalentemente, el proceso de Markov cuenta con cinco estados.

La matriz de tasas de transicién es

MO Ml MQ M3 M4

Mo -2 2 0 0 0O
M; 0 -2 1 1 O
Q= M, 0 3 -4 0 1
M; 0 0 0 -1 1
M, 2 0 0 3 -5

Y resolviendo el proceso de Markov partiendo de las ecuaciones I1Q = 0 y



MO = (]-) 0) 0:0)0),114

t4 tg/

— M,=1(0,0,1,1,0)T

M, =(0,0,0,1,1)T

101

= (0,1,1,0,0)7

Ns 43

4
M3 = (07 1’ 0:0) l)T

t2 / t4

»

Figura 4.3: Grafo del conjunto alcanzable de la red de Petri estocastica

> i 1™ = 1, obtenemos las siguientes probabilidades de marcados estables:

PM] =
P[M,] =
P[M;] =
P[M,] =

P[M;] =

5
3

1,0,0,0,0)T

2
3

]=1
0,1,1,0,0)7] = %
1=

23

0)110707 ]')T 43

[(
[(
[(0,0,1,1,0)T
[(
I

]
0,0,0,1,1)7] = &

Apartir de las probabilidades de marcado estable y del nimero de elementos
en cada lugar en un marcado particular podemos calcular las probabilidades
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M, = (1,0,0,0,0)7,

E

~ M; =(0,1,1,0,0)T

A /\/ N\s As

¥ 4
- M2 = (0, 0, 1, 1,0)T M3 = (0, 1,0,0, l)T
x‘ ,\2,/ W

M, =(0,0,0,1,1)T

Figura 4.4: Proceso de Markov de la red de Petri estocéstica

de que en el largo plazo existan p; elementos en el lugar p;.

Py =0=38 Plm=1=2%

43

Plus=0=% Plua=1=5

Plus=0=% Plus=1=-1%

Plus=01=% Plua=1=5

—_q0l = 15 _q1_ 28
Plus=0]=3 Plus=1=45
Note que si asumimos un marcado inicial distinto obtendremos un proceso
markoviano distinto y que mientras mas elementos existan en el sistema el
proceso markoviano sera mads extenso.

El aspecto més importante de las redes de Petri estocdsticas es que el grafo del
conjunto alcanzable de las redes de Petri y las cadenas, o procesos segin sea
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el caso, de Markov son isomérficos. En otras palabras, el nimero de marca-
dos/estados y la estructura de los arcos que los conectan son los mismos tanto
para las redes de Petri como para las cadenas de Markov. Las cadenas de Mar-
kov describen el arbol del conjunto alcanzable de la red de Petri estocéstica.
Para la demostracién formal de la analogia entre la teorfa markoviana y las

redes de Petri se recomienda la publicacién de Morales, Navarro & Pérez 1999
[24].

Todas las propiedades de las redes de Petri ordinarias son las mismas para las
redes de Petri estocésticas. Por esta razoén, el andlisis cualitativo de las redes
de Petri estocasticas puede realizarse con las mismas técnicas utilizadas para
las redes de Petri ordinarias.

4.1. Posibles aplicaciones

En general, las redes de Petri estocdsticas permiten no sélo evaluar la correcta
estructura de un sistema sino ademés el correcto funcionamiento del mismo
bajo un enfoque aleatorio.

En virtud de la analogia entre redes de Petri estocdsticas y la teoria marko-
viana, practicamente cualquier sistema que pueda ser modelado a través de la
teoria markoviana puede serlo también a través de las redes de Petri estocésti-
cas. La importancia de las redes de Petri estocasticas radica en este aspecto,
pues éstas permiten construir modelos markovianos que ademds incorporan
mecanismos de sincronizacién, concurrencia y/o mutua exclusién, por lo que
pueden ser mas cercanos al sistema en cuestién.

A continuacién se presentan algunas posibles aplicaciones de las redes de Petri
estocasticas.

4.1.1. Modelos de crecimiento poblacional

El tamafio y composicién de una poblacién, cualquiera que esta sea, estd fluc-
tuando constantemente y, generalmente, en forma aleatoria. Algunos fenéme-
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nos biolégicos que pueden ser modelados a través de redes de Petri estocésticas
son:

(i) Las consecuencias de mutaciones genéticas y de recombinaciones de genes
en la teoria de la evolucién.

(ii) La distribucién espacial de plantas y de comunidades animales.

(iii) La lucha por la supervivencia entre dos poblaciones que interactian o
compiten.

(iv) La propagacién de epidemias.

4.1.2. Comunicacién y control

Una amplia gama de problemas que involucran comunicacién y /o control (como
la recepcién de seniales de radio en presencia de disturbios naturales o artificia-
les, la reproduccién de sonidos o imagenes, el diseno de sistemas de control para
procesos industriales, las proyecciones, el andlisis de fluctuaciones econémicas
y el andlisis de registros que representan observaciones a lo largo del tiempo)
son frecuentemente modelados a través de procesos estocasticos para evaluar
los sistemas de comunicacién y control en términos de su comportamiento
promedio sobre un rango de circunstancias descritas probabilisticamente.

Para el diseno de sistemas de comunicacién y de control éptimos el andlisis de
la interaccién entre los médulos que los conforman es esencial y es por ello que
las redes de Petri estocdsticas podrian ser de gran utilidad en estas areas.

4.1.3. Administracién e Investigacién de Operaciones

Las redes de Petri estocdsticas proveen un método para el estudio cualitativo
y cuantitativo de operaciones administrativas y, en consecuencia, son de vital
importancia en la ciencia administrativa y la investigacién de operaciones.
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Dos areas en las cuales los procesos estocasticos han tenido mayor aplicacién
son el control de inventarios y el anélisis de lineas de espera, también conocido
como teoria de colas.

Control de Inventarios. Para diversas organizaciones, como tiendas de ma-
yoreo o menudeo, almacenes, distribuidores de mercancias, manufactureras,
entre otras, dos problemas de considerable importancia son:

(i) Decidir cuando surtirse nuevamente de productos.

(ii) Decidir la cantidad de productos con la que se surtirdn.

El propésito del control de inventarios es minimizar el costo de mantenimiento
del inventario y al mismo tiempo mantener un nimero de existencias suficiente
para satisfacer la demanda aleatoria y para contar con una reserva en caso de
que la entrega de productos por parte de algin proveedor se retrase.

Las fluctuaciones de inventarios pueden ser modeladas a través de procesos
estocasticos eficientemente. Si incorporamos a nuestro modelo factores como la
sincronizacién, la concurrencia o bien la mutua exclusién, podriamos hacerlo
méas apegado a la realidad. De ahi que las redes de Petri estocdsticas sean
herramientas potencialmente ttiles en este campo.

Teoria de colas. Una cola (o linea de espera) se genera cuando clientes (o
servidores) que llegan a algin lugar a recibir (o prestar) un servicio deben
esperar para recibir (o prestar) dicho servicio. El grupo que espera para recibir
(o prestar) un servicio, incluyendo a aquellos que estén recibiendo (o prestando)
el servicio, es llamado cola.

Existen muchos ejemplos de colas. Personas que esperan en las taquillas del
cine, en las ventanillas del banco o en las cajas del supermercado forman una
cola asi como las personas que esperan en la estaciéon de autobuses o en el
aeropuerto ya sea para comprar boletos o para abordar. Aviones que aterrizan
en un aeropuerto forman una cola. Los barcos que llegan a puertos a descargar
y cargar nuevamente mercancias hacen una cola.

En la teoria de colas, las lineas de espera son clasificadas mateméticamente de
acuerdo con cuatro aspectos:
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(i) La ley de probabilidad, o la distribucién, que rige el tiempo entre llegadas
sucesivas de consumidores o clientes.

(i) La ley de probabilidad, o la distribucién, que rige el tiempo que toma
atender a cada consumidor o cliente.

(iii) EI nimero de servidores.

(iv) La manera en que los consumidores o clientes seran seleccionados para
prestarles el servicio; posibles politicas de atencion son: Primero en llegar,
primero en salir (FIFO por sus siglas en inglés First In, First Out),
seleccién de atencién aleatoria, atencién por orden de prioridad.

La teorfa de colas estudia el efecto que tienen estos cuatro aspectos en varias
cantidades de interés, tales como la longitud de la cola y el tiempo de espera
de los consumidores para recibir el servicio.

Puesto que en las colas la sincronizacion y concurrencia de eventos juegan un
papel importante, Bause & Kritzinger 1995 [3] ya han propuesto una extensién
de las redes de Petri estocdsticas aplicadas a la teoria de colas, a la que han
llamado Queuing Petri Nets.

4.1.4. Simulacién

Las redes de Petri estocasticas son formalismos que brindan informacién del
comportamiento dindmico del sistema modelado, esto es, ademas de modelar
la estructura de un sistema permiten analizar su comportamiento, y llevar
al modelo a condiciones limite, que en un sistema real son dificiles de lograr
0 sumamente costosas. Para llevar al modelo a dichas condiciones limite es
conveniente hacer uso de la simulacién.

En internet existen varios programas de redes de Petri estocésticas que permi-
ten simular la ocurrencia de los eventos que conforman al sistema y visualizar
la representacién grafica del mismo, asi como el comportamiento de la red a lo
largo del tiempo. Algunos sitios de interés son http://www.informatik.uni

-hamburg.de/TGI/PetriNets/tools/java/ en donde se ofrecen varios vincu-
los a programas que simulan el funcionamiento de las redes de Petri y la pagina
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http://pdv.cs.tu-berlin.de/ timenet, en la cual se puede encontrar infor-
macién sobre el paquete TimeNET (Timed Net Evaluation Tool) que modela
sistemas a través de redes de Petri estocasticas. Véase también el articulo de
Morales, Navarro & Pérez 1999 [24] titulado LENA: Un Lenguaje para Espe-
ctficar Redes de Petri Estocdsticas.

Podemos concluir seialando algunas de las principales ventajas de las redes de
Petri estocésticas:

= Son herramientas formales que permiten modelar sistemas y ofrecen una
representacion grafica de procesos.

= Son faciles de entender.
= Son flexibles.
= Pueden ser analizadas (o simuladas) por computadora.

» Existe una importante analogia entre las redes de Petri estocésticas y la
teoria markoviana.

Con esto daremos por terminado nuestro estudio sobre redes de Petri. En
el libro de Lecture Notes in Computer Science 2000 [20] se encuentra mas
informacién sobre teoria y aplicaciones de redes de Petri y para ahondar en el
tema de redes de Petri estocésticas se sugiere el libro de Lindemann 1998 [21].
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Conclusiones y recomendaciones

A lo largo de la presente Tesis se han presentado, explicado y vinculado los
conceptos fundamentales en materia de teoria markoviana y redes de Petri
estocdsticas como base de la teoria de la modelacion matematica de sistemas

empleando una notacién accesible e incluyendo mas de 20 ejemplos, de los
cuales 18 son inéditos.

Este trabajo presenta a las redes de Petri no sélo como herramientas formales
que permiten el andlisis cualitativo y cuantitativo de sistemas, sino ademas
como métodos alternativos para el estudio de sistemas que involucren alea-
toriedad, logrando asi el primer paso para iniciar una linea de investigacién
dirigida a la aplicacién de redes de Petri en la ciencia actuarial.

Adicionalmente, la definicién de probabilidad se ha construido partiendo de
los conceptos de algebra booleana y élgebra booleana de conjuntos y se ha ex-

plicado que el concepto de variable aleatoria se desprende también del algebra
booleana.

De este modo se han alcanzado los objetivos planteados al inicio de este tra-
bajo.

Por otra parte, las hipétesis fueron sustentadas en ejemplos:

Se ha presentado a las redes de Petri estocdsticas como producto de la conjun-
cién de las teorias markoviana y de redes de Petri y, adicionalmente, se han
propuesto algunas aplicaciones de las redes de Petri estocédsticas en dreas en
donde el actuario tiene oportunidades de desarrollo potenciales, por lo cual la
conjuncién de dichas teorias son benéficas para la carrera de Actuaria.
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A través de la teoria markoviana puede llevarse a cabo el analisis cuantitativo
de las redes de Petri al incorporar al modelo técnicas que permiten el estudio
del comportamiento aleatorio del sistema, concretamente, cuando el tiempo
de descarga de las transiciones que lo componen tiene una distribucién ya sea,
geométrica o exponencial. Y las redes de Petri permiten el andlisis cualitativo
de las cadenas y procesos markovianos al incorporar al modelo las condiciones
y eventos que conducen a los diferentes estados que los conforman. Por lo que
podemos concluir que la teoria markoviana enriquece a la teoria de las redes
de Petri, y viceversa.

En este proyecto se empleé como editor de textos el lenguaje IXTEX 2¢ debido
a la gran cantidad de simbologia matematica empleada, ya que a pesar de su
complejidad es empleado por la calidad de su tipografia por las mas importan-
tes casas editoriales. Asimismo, en los principales congresos internacionales y
revistas cientificas arbitradas se exige la presentacién de proyectos en KTEX 2¢,
razén por la cual una de las conclusiones de este proyecto es el impulso a la
utilizacién de este lenguaje por los estudiantes de las dreas de matemadticas

para el desarrollo de sus trabajos de investigacién, Tesis de Licenciatura y de
Posgrado.

En el presente, el campo profesional del actuario ha evolucionado de forma
notable, y se ha extendido a campos que inicialmente no eran considerados
tradicionales dentro de la Actuaria. Entre las diversas 4dreas para ejercer dicha
profesion se encuentran la industria, las ciencias médicas y bioldgicas, la pla-
neacion, las ciencias administrativas y econémicas, entre muchas otras, ademds
del campo clasico concerniente a los seguros, las finanzas y la estadistica.

El actuario moderno recibe una fuerte formacién matemadtica, que le permite
manejar herramientas actuales para el buen ejercicio de su profesién. Una de
estas herramientas, la cual ha sido poco difundida, la constituyen las redes de
Petri estocésticas y su relacién con los procesos markovianos. En este sentido la
presente Tesis otorga elementos que acercan al actuario a estas herramientas de
gran eficacia, pero que han sido poco difundidas y escasamente aplicadas. Este
es un primer paso para el consecuente uso de dichas técnicas en la resolucién
de diversos problemas que enfrenta nuestra nacién, lo cual constituye el reto
para las presentes y futuras generaciones de actuarios.
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Abstract. This paper states some of the most important defini-
tions about probability and stochastic theory, focusing particularly
in the stochastic processes known as Markovian chains. Since there
is a lack of a material that provides a logic order which allows us
to understand the concept of probability, one of the achievements
of this paper is stating a definition of probability through Boolean
algebra and Boolean algebra of sets. Moreover, it establishes some
basic definitions with a notation that makes possible an easy un-
derstanding of the meaning of the probabilistic and stochastic con-
cepts, thus implying an additional achievement.
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1 Introduction

The existence of randomness has been long discussed, and stating that the
universe is random or deterministic is a very risky issue. Modeling a subsystem
of the real world through a random or deterministic mathematical system is
more useful and less ambitious. In this case we will only consider a subsystem
of the universe as a deterministic one if, ignoring unexpected external effects,
every time we turn it back to what seemingly is the same initial state, it
produces the same effect during a nonnull period of time. We will consider it
otherwise random if undistinguishible original states can immediately produce
very different results. Once established the above-mentioned, we will be able
to decide if a deterministic or a random model can be adopted in order to
study the subsystem of the universe.

A mathematical model is a set of equations which purpose is to describe
the behavior of a system. We can only assure whether a model is random or
deterministic when comparing observations of the real world with a concrete
model.

Stochastic theory is the mathematical theory supporting random models.
This theory is increasingly stronger due to the fact that it allows building
models close to reality. Random models however have not been exploded
properly because of the calculation complexity they involve. In this article, we
will refer to random models as stochastic processes.

Stochastic processes are very interesting for actuaries, the specialists in the
evaluation, management and prevention of risks in insurance, finance, statis-
tics, demography, and systems among others.

For example, market behavior, main economic indicators’ behaviors, primes
an assurance company has to collect from its clients and reserves it must have
in order to meet its obligations, project evaluation, and resources or time
optimization are events that involve risks the actuary, due to his scope, is
usually interested in analyzing.

An actuary assumes the risk as a stochastic system, using therefore the
stochastic processes as a mathematical tool for its study.

In order to understand the concept of stochastic process, we must first define
the concept of probability. However, probability can not be understood with-
out Boolean algebra. While reviewing literature about stochastic processes I
realized that most of them do not even mention Boolean algebra. Some au-
thors, like Durrett [1], Papoulis [3], Parzen [4] and Ross [5], make a brief
review of probability as an introduction to stochastic processes, but do not
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consider Boolean algebra. Many other authors, like Vélez (7], do not even
make a review of probability. Due to the aforementioned and to the lack of
material that provides a logic order which allows us to understand the concept
of probability, one of the achievements of this paper is to stating a definition of
probability under a Boolean algebra approach. Sometimes the notation used
in several mathematical books is difficult to understand which might cause
confusion. This article states some basic definitions of the stochastic and the
probability theories with a notation that allows us to understand easily the
meaning of the concepts, which implies another achievement.

2 Probability review

Understanding the stochastic theory requires the acknowledgement of some
probability basic concepts. The following is a brief review.

Definition 1. A Set function f is defined by f : @ — R, where f is a set
function if Q is a family of sets and R is a subset of the real numbers.

Definition 2. A set function is of finite additivity if for each pair of elements
A and B, of the family, disjoint and which union is element of Q, satisfies
that f(AU B) = f(A) + f(B). A set function with finite additivity, defined
nonnegative is called measure with finite additivity or simply, measure.

Definition 3. Boolean algebra is the set B with two binary operations A\, V,
the complement ’ and two constants, 0 and 1, that satisfy the commutative,
associative, idempotent, absorption, Morgan, identity and complement laws.

Definition 4. Boolean algebra of sets defines all the operations W of the
ungversal set U according to the following rules: zVy=2xUy, cAy=xNy,

¢ =U\z,1=U,0=0.

From these definitions, it is easy to prove that if f is a set function with
finite additivity defined over a Boole algebra of sets @, and if A and B are any
element of @, we obtain f(AU B) = f(A) + f(B) — f(AN B)

Definition 5. Sample space associated to a random experiment, is the set of
all possible results of such experiment. Each element of the sample space S is
called elementary success, and the elements of a Boole algebra of sets of the
sample space S are simply successes or events.
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If two events A and B are such that ANB = @, then both events are mutually
exclusive or disjoint. With all the elements previously mentioned we can now
build in an axiomatic form the concept of probability.

Definition 6. Let S be a finite sample space and @@ a Boole algebra whose
elements are a subset of S. The function P defined in Q is called probability
if it satisfies:

1. P(A) >0
2. P(AuB)=P(A)+ P(B)—-P(ANnB)
3. P(S)=1

So the probability space is every tern (S,Q, P).

The ezhaustive set of events is an important concept required to understand
the stochastic theory. The union of this set of events creates the sample space
S of all possible outcomes of an experiment. Mutually exclusive events are
the events {A;, As,...,A,} such that A;A; = A; N A; =0 foralli # j and
AlUAU...UA, =S.

The conditional probability of an event A, given that event B occurred is
denoted by P[A|B] and defined as

P[AB]

P[A|B] := PIB|

whenever P[B] # 0. The statistical independence of events can be defined
as follows. Two events A and B are said to be statistically independent if,
and only if, P[AB]| = P[A]|P[B]. Moreover, for two independent events A and
B P[A|B] = P|A], which means that the occurrence of an event B does not
affect the occurrence probability of the independent event A in any way and
vice versa.

Theorem 1. Theorem of total probability. Consider an event B and the set
of mutually ezclusive events {A;, As,...,A,}. If the event B is to occur, it
must be in conjunction with exactly one of the mutually exclusive events A;.

That is P|B] = S, P[A;B]

From the definition of conditional probability we can obtain a second form of
the theorem of total probability: P[B] = Y., P[B|A;]P[A,]. With all these
concepts in mind we can understand the Bayes’ theorem.
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Theorem 2. Bayes’ theorem. Let {A;} be a set of mutually exclusive and
ezhaustive events. Then

P[BJA;]P[Ai]
251 PIBIA;|P[A]

This theorem allows calculating the probability of a conditioned event on a
second by calculating the probability of the second conditioned on the first one
as well as on other terms.

Let us assume that we have an experiment F' whose possible outcomes ¢ are
various objects that match with certain event S. Now, according to some rule,
lets assign to each ¢ a number x(¢). The relationship between the elements ¢
of the set S and certain numbers is known as random variable and it is denoted
by x.

In other words, the random variable y is the function whose domain is the
set S of all possible outcomes of an experiment. The possible outcomes of an
experiment can be objects identified during the performance of the experiment.
¢ is not a number, but an element of the set S. The association rule of a
random variable assigns one, and only one real number to each element in the
sample space S. And the range of the random variable is the sample space
of numbers defined by the association rule; in short, a set of numbers. The
following definition of random variable is given by Papoulis [3].

P[Ai|B] =

Definition 7. Random variable x is the function whose domain is the space
S, (i.e., the process of assigning a real number x({) to each outcome { of the
ezperiment F') such that the set {x < z} is an event for every real number z
and the probability of the events {x = +oo} and {x = —oo} equals zero, i.e.,
P[x = +o0] = P[x = —o0]=0.

It is said that a random variable is discrete if the set of possible values of x
is countable (though not necessarily finite). Since we do not know for sure the
value x will have, we say that it will take the value x with probability p, (z).
That is py(z) = P[x = z|, what is known as probability mass function of x.
Since a discrete probability distribution is a probabilistic function, it follows
the rules and properties of the probability theory. This means that, among
other things, 0< py(z) <1V z and ) _p,(z) = 1.

If we want to know the probability with which x takes the values z; less than
or equal to any value a, the following concept is very useful.

Definition 8. The cumulative distribution function of a random variable x is
the function Fy(a) = P[x < a] = 3 ., px(z), defined for any real variable a.
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A random variable is continuous if there is a nonnegative function f, (),
so the cumulative probability distribution F,(z) can be calculated as F}(a) =
Plx < a] = [°_ fx(z)dz. The function f,(z) is the probability density func-
tion of the random variable x. The density function f,(z) is not necessarily a
continuous function but the cumulative distribution function F, (z) automati-
cally is, implying that P[x = z| = 0, for any value of z. That means that the
events {a < x < b}, {a < x < b} and {a < x < b} have the same probability.
It is obvious that we can compute the density function from the cumulative

distribution function from f,(z) = £ F, ().

Definition 9. Stochastic process is the family of random variables {x;,t € T},
where T' is the time parameter space and where for each t € T, x; is a point
in space S, called state space.

The classification of the stochastic processes, also known as random proce-
sses, depends upon the state space S and the nature of the time parameter space
T. Both spaces, S and T, can be discrete or continuous. If T is discrete we
obtain stochastic sequences, but if T' is continuous we have stochastic processes.
In this occasion we will only refer to the case of the stochastic sequences known
as Markovian chains, which state space is discrete.

3 Markov Chains

The Russian mathematician Andrei Andreyevich Markov (1856-1922) is well
remembered for his studies on random variables sequences in which the future
variable is determined by the present variable, i.e., it only depends upon the
previous one. That is why these random variables sequences are called Markov
chains. The Markov chains are important mainly for two reasons: (i) a wide
variety of physical, biological, economic, and social phenomena that can be
described through these chains, and (i) the development of the theory allows
us to carry out the calculations required for studying these phenomena.

Definition 10. The stochastic sequence {x.|n € N}, i.c., the sequence with a
discrete parameter space of time T and a finite or infinite countable state space
S is @ Markov chain if Plxn11 = jlxo = i0,X1 = 1,-- -, Xn = 1] = PXny1 =
IIXn = 1].

When the space of states S is finite, the Markov chain is finite. The expres-
sion pi; = PlxXn+1 = j|X» = 1] is the one-step transition probability denoting the
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probability that the chain goes from state i to the state j in just one step!. The
general form of the m-step transition probability is pJ} = PXnim = jlxn = 1]-
It is very important to stress that the m-step transition probabilities refer to
all possible paths in order to get from one state to another. Furthermore, it
must be noted that the probabilities pJj must satisfy:

0<p:_’;§11 1,]21,2,,N, m=07]‘72’

szl:l, z=1,2,,N, m=20,1,2,...

jES

Definition 11. It is said that a Markov chain is homogeneous in time if it
satisfies the condition Plxnt1 = j|Xn = = PlXm+1 = JlXm =1 = piy, m#n
is met, i.e., if all transition probabilities p;; are fized and do not depend on the
current fime.

Throughout this paper we will only consider the homogeneous Markov chains.

The probability of going from state i to state j in a given number of steps,
say n + m, is the probability of going from state ¢ to an intermediate state
k in n steps, and then going to state j in m steps. Considering all possible
intermediate states k we obtain p?j*"" = D _res PikPiy, known as the Chapman-
Kolmogorov equation for discrete time Markov chains. The matrix form the
one-step transition probabilities is:

Xn+1
0 1 2
0 Poo Po1 Po2
1 P10 Pn1 P12
Xn 2 =P

D20 P21 P22

Now, P™ = P™1P, where P° = I is the identity matrix, allows us to calculate
the m-step transition probabilities from the one-step transition matrix powers.

Graph theory is a very useful for studying the Markov chains behavior in an
easier way. States are usually denoted by nodes, and arcs show all the possible
transitions between states with their respective probabilities. The resulting
diagram is called state transition diagram.

1, — 1
Pij = Pij-
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But, what happens when the initial state is random? The state probability
77" of finding the Markov chain in state j at the m-th step: 7rJ(-m) = Plxm = j|.
We know that Plx,, = jlxo = i] = pJ} where we have assumed, without
losing of generality, that we are in state 7 at time 0. Multiplying both sides
of the equation by 7r§0) = P[xo = 1] and summing over all states and applying
theorem of total probability, we obtain w§m) =5, 7r§0)pg-‘, which allows us to

compute the distribution of x,, in terms of the initial distribution 7r§°) and the
m-steps transition probabilities.

The row vector formed by the state probabilities at time m is the probability
vector TI0™ = (x{™ ™ #{™ ). With this definition, the matrix form is
1™ = TTIOP™ m=1,2,...

In order to forecast the long-term Markov chain behavior, i.e., when the
number of transitions tends to infinity, it is required to study the character-
istics of the states that form the chain. That is why we will now consider a
classification of Markov states with the following definitions.

Consider states i, j € S. If there is a path from 7 to 7, that is, if there is
an integer n such that p7; > 0, then we have ¢ — j. It is said that two states
communicate if there is a path from state 7 to state j and vice versa, denoted
by i = j. Let C[i] = {j|i = 7;7 € S} Vi € S. We call C[i] the class of state
i.

Definition 12. The set of states C of a Markov chain is said to be irreducible
if all states in C communicate with each other state, t.e., if pf} > 0V m >
1, ¢,5€C.

If a Markov chain is irreducible it will only have one class of states, i.e.
Cli] = C[j] V4,7 € S. Let C denote any class of state and C be the set of
Markov states that are not in class C.

Definition 13. A class C is closed if the transition probabilities pJ; = 0
Vm > 1 wherei € S and j ¢ S, i.e., if there is not a path from C to
C.

If C consists of a single state, say , then 7 is called an absorbing state. A
necessary and sufficient condition for 7 to be an absorbing state is that p; = 1,
and obviously p;; = 0 Vi # j, that is, an absorbing state does not communicate
with any other state. On the other hand, all states of an irreducible chain form
a closed set and no subset can be closed.
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Definition 14. A class C s said to be transient if there is a path out of C.
That is, if 3i € C and k € C such that pix > 0. The states in a transient
class are said to be transient.

Definition 15. A Markov chain is said to be absorbing if every state in it is
either absorbing or transient.

Definition 16. A class C is ergodic if every path that starts in C remains in
C. S0 ceps=1,VieC.

The states in an ergodic class are called ergodic. An irreducible Markov
chain consists in a particular ergodic class, i.e., C[i] = S, Vi € S.

Definition 17. Let T;; = min{n > 1 : x, = jlxo = i} ? be the random
variable denoting the time the chain spends to reach, for the first time, to state
j from state i. The random variable T;; is called reaching time3.

Usually, the definition of the random variable T;; is not very clear due to
the notation used in several books. Definition 17 allows us to understand the
meaning of this important concept in an easy way which implies an additional
achievement in this work.

The probability of a Markov chain leaving a state ¢ and first reaching state j
in n-steps is denoted by f(") Plixn=3,% #jVr<nixo=i} = P{T; =n}
and must satisfy Y .-, f i(j") < 1. Therefore, the probability of ever reaching
state j from state 7 is written as 4: fi; => >0  Jy M 1t fi; < 1, the possibility
of state 7 never reaching state j exists. If f;; = 1 state 7 will definitely reach
sometime state j. Note that when Y - fi(f) = 1 the random variable T;; has
a probability distribution.

If we want to know the average number of steps required to reach state j
from state 7 we must calculate the mean of the distribution f;;. Let p;; denote
the mean reaching time from state 7 to state j defined as follows

00 if Z (n)
Z £ lfzfm)_l

n=1

?Note that being in state j at time O is not considered.
3When i = j some authors define Tj = min{n > 1: xn = j}, as returning time.

4f:_7 7& f(l)-
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When i = j, it is said that p;; is the mean return time.

Definition 18. The period d(i) of a state i is the largest number that divides
the n for which pft > 0, i.e., d(i) = m.c.d.{n > 1: p% > 0}

Definition 19. A state 7 is said to be aperiodic if d(i) = 1 and periodic if
d(i) > 1°.

Based on the previous definitions, we can now classify the states of a Markov
chain as follows:

1. A state is transient if f; <1, i.e., if u; = oo.

2. A state is recurrent if f; = 1.

3. A recurrent state is null if p; = oo and nonnull if uy; < 0o®.
4. A recurrent state is ergodic if it is nonnull and aperiodic.

Theorem 1. All states of an irreducible Markov chain have the same type
since they can only be either

o all transient
o all recurrent nonnull, or
o all recurrent null.
Furthermore, if states are periodic, then all of them have the same period n.

The most interesting case for evaluating the behavior of a Markov chain
is the one in which the probability distribution wj(.m) does not change when
m — oo. In other words, if after a large number of transitions, regardless the
initial state probability 7r](-0), there is a limit probability of finding the chain in
state i.

Definition 20. The steady state probability distribution {m;;7 € S} of a
Markov chain is given by m; = limp—co 7r](-m).

SIf pt =0V n > 1, we say that d(z) = 0.
6An irreducible Markov chain can only have recurrent nonnull states if the number of
states is finite.
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When this limit does exist, state j is said to be stationary or has reached
a steady state distribution. The steady state probability does not imply in
any way that the chain remains in a particular state, since this one continues
having transitions from one state to another with p; probabilities.

Theorem 2. In an homogeneous, irreducible and aperiodic Markov chain, the
limiting probabilities 7; always exist and are independent of the initial state
probability distribution 7rJ(-O). Furthermore, either

1. all states are transient or all states are recurrent nonnull. In both cases
m; =0V 7 and there is no steady state distribution, or

2. all states are recurrent nonnull and then w; > 0V j, in which case set
{m;} is the steady state probability distribution and m; = “ij
; probabilities satisfy uniquely: ) . m; =1 and 7; = > Tibij-

The equation for 7; can be expressed in matrix form. For this, we define
the probability vector II as II = [mg, 7, 72,...], and then we can write the
equation II = ITP, followed directly from the equation II(™ = [1("~VP at the
limit when m — .

4 Conclusions

Stochastic processes, specifically Markovian chains, have an important appli-
cation mainly in actuarial sciences, mathematics and engineering. Their study
is extensive and requires a wide variety of mathematical theories. It is im-
portant to stress that this paper states a logic order of definitions in order
to understand the concept of probability under a Boolean algebra approach.
Usually, the notation used in several books is difficult for people to read, caus-
ing confusion. This article states some basic definitions with a notation that
makes possible an easy understanding of the meaning of the probabilistic and
stochastic concepts, thus implying an additional achievement.

This work is a brief abstract of my thesis on Actuary degree: “Stochastic
Processes and Stochastic Petri Nets” in process. Its purpose is to create the
material that provides basic concepts on Markovian Processes and Stochastic
Petri nets as an introduction to the system mathematical modeling theory and
to spread Petri Nets as a forefront investigation line through an introduction to
the system creation, formal analysis and graphic representation study modeled
under a random approach.
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