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Introduccion.

La modelacién geométrica usando NURBS (“Non Uniform Rational B-spline”) es una drea que ha
crecido en los tltimos 50 afios, debido a sus excelentes propiedades y su incorporacién en estdndares
internacionales como “IGES”! y “PHIGS+”2, siendo ideales para una gran cantidad de aplicaciones
a través de los disefios asistidos por computadora, es decir lo que se conoce como los CAD/CAM
(“Computer Aided Desing”, “Computer Aided Manufacturing”), las cuales incluyen la animacién en
peliculas, realidad virtual, diseno de automéviles, aviones, barcos, etc..

Inicialmente los CAD/CAM no explotaban el potencial de representacién de las superficies paramétri-
cas estudiadas en la Geometria Diferencial, fue con los trabajos desarrollados por Casteljau, Bézier,
Coons y Forrest junto con el estudio tedrico de las funciones B-spline de Schoenberg, De Boor, Cox,

Mansfield, Reiesenfeld y Versprille, los que establecieron nuevas perspectivas para el desarrollo de esta
area.

En el estudio de los NURBS, estan involucrados la teoria de la aproximacién, el andlisis numérico
y la geometria diferencial. Las principales caracteristicas que los hacen tan populares son, que ofrecen
representaciones precisas tanto de formas analiticas (secciones cénicas, superficies cuadraticas, etc.)
como de formas libres (carrocerias, aviones etc.), los algoritmos usados son rapidos y numéricamente
estables, son invariantes bajo una amplia gama de transformaciones geométricas y son generalizaciones
de las curvas y superficies de Bézier y B-splines racionales o no.

Todo esto se debe a la gran cantidad de propiedades de las funciones B-spline con las que se represen-
tan los NURBS, por ejemplo, estan definidas sobre un soporte pequeio, satisfacen una relacién recursiva
simple y tienen diferentes grados de diferenciabilidad. Ademas se han desarrollado procedimientos para
su evaluacién econémica y reduccién o elevacién de grado.

Si bien es cierto que la mayoria de fundamentos basicos de los NURBS ya estdn establecidos, el
area sigue siendo motivo de investigacién y se requiere el desarrollo de nuevas técnicas para multiples
aplicaciones.

Este trabajo tiene el objetivo de presentar los fundamentos de las funciones base B-spline, las curvas
y superficies NURBS. Asi como la descripcién de ciertos algoritmos y técnicas para la construccion
tanto de superficies clésicas, como de superficies libres y finalmente su representaciéon y graficacién
computacional.

Por lo que consideramos que su principal aportacién, es la de proporcionar herramientas tanto
tedricas como practicas a las personas dedicadas a la construccién de superficies avanzadas, ya que
en la actualidad es muy comin que se utilicen sistemas o bibliotecas basados en NURBS, sin mucho
entendimiento de su estructura matemadtica lo que generalmente limita las aplicaciones, pues en estos
“softwares” no se permiten el control total de todos los elementos del NURBS o el usuario no posee
mucho conocimiento para su manipulacién mds avanzada.

L4Initial Graphics Exchange Specification, Version 3.0%, Doc. No. NBSIR 86-3359, NIST, Gaithersburg, Md., 1986
2«pPHIGS+” Functional Description Revision 3.0 Computer Graphics,Vol. 22, NL 3, July 1988, pp.125-218
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La tesis consta de cinco capitulos y un apéndice que se describen a continuacién.

= En el primer capitulo, estudiamos el espacio vectorial formado por todas las funciones polinomiales
por pedazos sobre un vector de nodos fijo y dos de sus representaciones. Asi se presentan la base
formada por funciones de potencia truncada y la base de funciones B-spline con sus respectivas
propiedades. Mostramos por qué, en algunas ocasiones la representacién de funciones de potencia
truncada puede acarrear errores de precisién y cémo eliminarlos a través del uso la base de funciones
B-spline.

= En el segundo, definimos las curvas NURBS. Iniciamos con las curvas de Bézier y B-spline ambas no
racionales, presentamos sus respectivas propiedades y la relacién de las curvas de Bézier racionales
cuadraticas y las cénicas, lo que a su vez justifica la definicién de las curvas de Bézier racionales
y curvas NURBS, mostrando que estas tltimas son una generalizacién de todas las demas.

= En el tercero, definimos las superficies NURBS. Para esto iniciamos con el estudio de las superficies
de producto tensor, veremos como éstas, junto con el estudio previo de las curvas NURBS, nos
permite definir de forma relativamente simple superficies NURBS las cuales heredan todas las
caracteristicas de las curvas. También comenzamos con la construccién de algunas superficies
clésicas, como las de revolucidn, los cilindros generales y las obtenidas aplicando factores de escala
no uniformes.

= En el cuarto, describimos una serie de técnicas bésicas para la construccién de superficies NURBS
més avanzadas, asi estudiamos los algoritmos de refinamiento, insercién y eliminacién de nodos,
elevacidén y reduccién de grado, y finalizamos con la interpolacién global.

= En el quinto y Gltimo, hablamos de técnicas especiales para la construccién de superficies NURBS
como las llamadas “Swung”, las cuales son generalizaciones de la superficies de revolucién, “Skin-
ned”, que se forman a partir de un conjunto de curvas o una curva llamada “Spine” y las de
barrido, definidas a partir de una curva que sigue la trayectoria de otra.

= En el apéndice A, se presenta el uso de la biblioteca NURBS++ para C++. Aqui explicamos su
instalacién en un sistema operativo Linux, asi como una serie de ejemplos en donde se muestra
como representar y manipular tanto curvas como superficie NURBS.

El cédigo fuente de todos los ejemplos que presentamos en este trabajo viene en el disco anexo, los
cuales también se puede obtener en la pagina de “Internet”

http://tycho.fciencias.unam.mx/"danielcc

en donde ademds se encuetra la versién en formato pdf o ps, de esta tesis.
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Capitulo 1

Funciones polinomiales por pedazos
y Sus representaciones.

En este capitulo estudiaremos el espacio vectorial formado por todas las funciones polinomiales por
pedazos sobre un vector de nodos fijo y dos de sus representaciones. Asi presentamos la base formada por
funciones de potencia truncada y la base formada por funciones B-spline con sus respectivas propiedades.
Mostraremos por qué en algunas ocasiones la representacién de funciones de potencia truncada puede
acarrear errores de precisién y cémo eliminarlos mediante €l uso de la base de funciones B-spline.

1.1. Funciones polinomiales por pedazos.

Una funcién polinomial por pedazos (fpp) es una funcién formada por secciones de polinomios
definidos cada uno en un intervalo. Por ejemplo, en la figura 1.1 observamos una fpp formada por 7
polinomios definidos sobre ciertos intervalos. Es importante notar que este tipo de funciones no necesa-
riamente deben ser continuas, sin embargo para la definicién formal siguiente, supondremos que en la
unién de cada par de polinomios existe al menos continuidad por la derechal.

N bl |-

R o4

1P | \ B :
u; 0, W, by T.‘ ?M u,

Figura 1.1: Funcién Polinomial formada por 7 polinomios definidos cada uno en un intervalo.

'Esta suposicién es necesaria, ya que z comtinuacién definiremos el espacio veciorial formada por estas funciones, por
lo que no deben existir puntos en donde no estén definidas.



1. FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZQS.

Definicién 1 Sean k yp dos enteros positivos, U = {u, . ..,ur} un conjunto (llamado vector de nodos)
de k + 1 reales estrictamente creciente (llamados nodos) y {P;}{=4 una sucesién de polinomios de grado
< p entonces una funcidn polinomial por pedazos f de grado < p (también se dice de orden p+1)
en |uo, ux) (0 sobre U), es una funcidn de la forma

f(u) = P,'(U) stu€ [u“u.-H)

para i =0,..., k=1,

Un resultado importante, se deduce al suponer que el vector de nodos U es fijo y considerar al
conjunto (que denotaremos por Py, ) formado por todas las fpp de grado menor o igual que p definidas
sobre éste, ya que es posible probar [tesis, pdg.10] que forma un espacio vectorial sobre los reales con
dimensién k(p + 1). La demostracion de esta dltima afirmacién se puede deducir notando que cada
polinomio que forma una fpp de P,y es de 2 Jo més grado p, por lo que hay a lo més p + 1 variables
sin especificar de un total de & polinomios.

Una caracteristica deseable de Jas funciones polinomiales por pedazos, es que la unién de los polino-
niios que la forman sea suave, es decir, tengan ciertos grados de diferenciabilidad. Por ejemplo, tomemos
un vector de nodos U = {ug, uy, uz,u3,us} = {~1,1,3,5,7} y consideremos una fpp definida por

Po(u)=§+u+3 siue[-1,1)
f() = Pi(u) = '“9+25u ’gg W+ B - Jut siue(l,3)

Py(u) = ‘°‘ - Zu+ Uu? - 4’ siu € [3,5)

Py(u) = -3 %u siuel(57)

en este caso los polinomios Py, Py, P2 y Ps son respectivamente de grado 2, 4, 3 y 1, por lo que la fpp
f(u), es de grado 4 (o de orden 5). En la Figura 1.2, se puede observar que la unidn (representada con
una bolita negra) de los tres primeros polinomios que la forman es suave, de hecho es ficil probar que la
primera es de clase CV y la segunda de clase C?; en el caso de P, y P3 solamente existe continuidad
de clase C19.

B

B oo
flu) B ¢

1~ | 73 c®

1 1 1 i1 1 1 1 1 >

1 o 1 2 3 4 5 6 7

Qo

Figura 1.2: Funcién polinomial por pedazos formada por {P}i=o,..4, en donde Py y Py se unen con
continuidad de clase C!, Py y P, de C'® y P, y Py de C©,

Una manera conveniente de incorporar la diferenciabilidad en una fpp es considerar un vector de

k — 1 enteros v = (v1,...,U4—1) en donde cada elemento cumple —1 < v; < p (para toda ¢ = 1) los
cuales representarén el grado de diferenciabilidad en cada u;, es decir la fpp sera de clase C®) en u y
en caso de que v, = —1 entenderemos que f(u) es discontinua en u;.

2



CAPITULO 1. FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS Y SUS REPRESENTACIONES.

El conjunto de todas las fpp de a lo mas grado p sobre U fijo y grados de diferenciabilidad determi-
nados por v se denotara por Py y.,; éste como se esperaria, es un subespacio vectorial {|tesis, pag.12))
de Ppy con dimensién

k—1
dim(Pyp.) = k(p+1) = D (1 +1) (1)
i=1

El resultado se deduce del hecho de que cada condicién de continuidad fija una variable (o grado de

libertad) en cada polinomio que forma la fpp, disminuyendo en uno la dimensién de P,y por cada una
de estas condiciones.

Ejemplo 1 Supongamos que U = {ug, 4y, u2, 43} es un vector de nodos estrictamente creciente y que
p =1, asi P,y estd formado por todas las fpp de la forma

f(u) = Pi{u) = i + Biu st u € [y, usq1)

por lo que su dimensién de es igual a k(p+1) = (3)(2) = 6, es decir las variables oy y §; parai =0,1,2
son libres.

Ahora, construyamos el subespacio formado por todas las funciones de Py i las cuales sean de clase
C® en u, y discontinuas por la izquierda en us, es decir v = (0, —1) (ver Figura 1.3 ).

24 1231 H 2] W U, 125 2%}

Figura 1.3: Funciones polinomiales por pedazos que pertenecen al espacio Py, en donde U =
{UO,U],U@,U.‘} yv= (0)_1)

Asf los elementos de este espacio deben cumplir que Po(u;) = Pi{u1) por lo que en caso de que
u) # 0 debe suceder que

_ o — o + Bhuy
uy

Bo

quedando libres las variables ag, 1,2, 81 v fo. En el caso v = 0 podemos tomar o = ¢ en donde
las variables libres ahora son ay, a9, 8, /1 v 5.

Es decir, al imponer la condicién de continuidad en el nodo u; fijamos una de las 6 variables lo que
implica que dim(P, 7,} = 6 — 1 = 5. En términos de la igualdad (1.1) obtenemos el mismo resultado

dim(Ppy,)=6—-1-0=05.
°
Un importante caso particular de P, y.,, es el llamado espacio spline, que denotaremos por Sp (s,
el cual se obtiene cuando cada v; es igual a p — | (para toda i), es decir la unién de cualquier par de

polinomios tiene suavided “médxima”, segin la ecuacién (1.1) su dimensién es p + .

3



1.2. REPRESENTACIONES DE FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS.

1.2. Representaciones de funciones polinomiales por pedazos.

El enfoque de espacio vectorial con el que estamos abordando las fpp, permite entre otras cosas
plantear el problema de la bisqueda de bases adecuadas para la representacién de sus elementos. Ast lo
que resta del capitulo lo dedicaremos al estudio de dos bases para Py« (y sus subespacios), una formada
por las llamadas funciones de potencia truncada y la otra por los B-spline.

1.2.1. Funcidén de potencia truncada.

Una funcién de potencia truncada (fpt), es una funcién formada por el polinomio idénticamente cero
y el polinomio (u —t)?, los cuales estdn definidos sobre los intervalos (~o0, ¢ v (t, 00) respectivamente.
Es decir,

Definicién 2 Dado t € R, una funcién de potencia truncada de grado p > 0, gue denotaremos por
(u~t)}, es una funcién definida por

<u_t)1={ 7 st (1-2)

Asi es claro que (u — t)%. € P,y con U = {t}. En la Figura (1.4) se muestran las funciones de
potencia truncada para p = 0,1,2 y 3; notemos que excepto para p = 0, las fpt son continuas en R, y
en particular en £ Ja unién de los polinomios se vuelve mas svave a medida que el grado aumenta. Esto
en general se puede comprobar con el siguiente resultado.

A

(u-t )
(U't)-a-

(u-t)0 (u-t)%

] 1
I

|
t t-+1

v
ot

Figura 1.4: La funcién de potencia truncada para p =0,1,2,3.

Como

d plu—t)P~'  siu>t .
—(u —=t)? = = -8
du(u ) {0 stu<t plu— 03

tenemos que

ar-! u—1) siud>t
duT(u—t)ﬂ- = {g( ) Siu<t =pl(u — t)+ (1.3)
y
ar I siu>t
m(u - t)i = {g Giu<t = p'(u — l)g_ (1.4)



CAPITULO 1. FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS Y SUS REPRESENTACIONES.

Entonces de la ecuacién (1.3) deducimos que (u —¢)% tiene p — 1 derivadas continuas (es de clase
C'®=Y)) en R y en particular en t, donde toma el valor de cero, asi adicionalmente )a funcién de potencia
truncada pertenece a Poy, y Spy conU = {t} yv=(p-1).

En el caso de la ecuacién (1.4), se deduce que la fpt se vuelve discontinua en la p-ésima derivada
con un brinco de valor en las ordenadas de p!. .

1.2.2. Base de funciones de potencia truncada.

Una vez definida la funcién de potencia truncada estamos en la posibilidad de estudiar la base forma-
da por estas funciones. Para lo cual definiremos ura familia de funcionales lineales, que nos facilitara la
construccién de representaciones de fpp en términos de esta base.

Definicién 3 [DeBoor78, pdg.102]

Dado un vector de nodos estrictamente creciente U = {ug, ..., ux} con k > 0, definimos al conjunto
de funciones de potencia truncada {¢, s(u)} como

8!
{u=ur)y
8!

(u—ua!‘ ;=
as,,s(u):{ wr=0 (1.5)

sir=1,...,k—-1

para s =0,...,p con u € |up, ux).

Ejemplo 2 Supongamos que p = 2 y & = 3; entonces el conjunto {¢r .}, estd formado por las funciones
que se muestran en la Figura 1.5

foo(w) = (u—u)}  doaw) = (u—u0) doa(u) = 5L
ro(w) = (w-u)3 ¢1a(w) =(u—w)y a(w)= (u—_:;‘)j‘
$0(u) = (u—u2)d ¢a1(u) =(v—w)s @22(u) = (u_—;,_)_t

1
T T

U o, lll«. u,

Figura 1.5: Funciones que forman la familia {¢, .} parap=2y k = 3.



1.2. REPRESENTACIONES DE FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS.

Definicién 4 [DeBoor78, pdy.102]
Dado un vector de nodos estrictamente creciente U = {uo, ..., ur} definimos la familia de funcionales
lineales {Xi;(f)} del espacio dual de P,y como

S () sii=0

fOF)y - fO0;) sii=1,...,k—1 (1.6)

Aig(f(w) = {

para j =0,...,p, con f(u) € Poy yu € {ug, ux) en donde

i) = Vim_f(u),

u—u;

fui) = lim_f(u),

y SO (u;) representa la j-ésima derivada de [ evelueda en u;.

El término lineal de las funcionales se refiere a que de las propiedades de la derivada se verifica
facilmente que cualquier \; ; de (1.6) cumple

Ajlaf +g) = arii(f) + Xij(9) (1.7)
)‘i.J(fo) =0 (1.8)

en donde f representa la funcién idénticamente cero de Py u, (el cero de este espacio) f,g € Poy y a € R.
Una vez dadas las anteriores definiciones, a continuacién probaremos que el conjunto {¢r s} forma
una base de Py y.
Primeramente notemos que cada una de las funciones de {¢,.,} pertenece a P, iy y que la cardinalidad
de este conjunto coincide con la dimensién del espacio (es decir k(p+ 1)); por lo que solamente debemos
probar que {¢r s} es linealmente independiente, para esto tenemos el siguiente lema.

Lema 1 {¢r,} ¥ {\,} cumplen

1 sii=nrj3=35
"‘i.j(¢r.s) = 5t.r6j,s = { I

0 en otro caso.

Demostracion.
Por definicién

$92 (uo) sii=0
)\; i\Prsl)) = : 1.9
J(Prs(u) {4593 ut) = (r,g(u‘_) sii=1,... k-1 (1.9)
para j =0,...,p.
Entonces el primer caso de (1.9) se puede escribir como
s\ (3)
(Q_L“‘;l“’ )1 sir=0
¢9) (uo) = =0 (1.10)

( (u—-vr)y ) €2
sl

cuyo respectivo prirner csso, claramente es igual a cero para toda j < s e igual a 1 si j = s (no olvidemos
que i = 7 = 0). El segundo es igual a cero para toda j, yaque ug < u, parar=1,...,k—1 (aquii # r).

sir=1,...,k=1
u=up

6



CAPITULQO 1. FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS Y SUS REPRESENTACIONES.

Ahora, el segundo caso de (1.9), es igual a cero para toda j < 8 con i # r, debido a la propiedad de
diferenciabilidad de las funciones de potencia truncada (1.3). Por lo que s6lo cuando j = scons = r
tenemos

(uf —u)l - (uy —u)l=1-0=1
|
Teorema 1 {¢, s} es un conjunto linealmente independiente.
Demostracion. Supongamos que
k=1 p .
SN oretrsu) = f (1.11)
r=0 =0
debemos probar que a,, =0 Vr,s.
Entonces aplicando el funcional lineal ); ; en ambos lados de (1.11) tenemos
k-1 p .
’\hi (Z Z ar.s¢r.5(u)) = Ai.j £
r=0 s=0
y por {1.7) y (1.8)
k=1 p
DD arshig($rs(u) =0,
r=0 s=0
finalmente por el lema anterior
k=1 p
Z Z ar,slsi,rls_).s =0
=0 =0
de donde @;; =0 parai=0,....k—1y ji=0,...,p
|

Una, vez demostrado que {¢r .} forma una base de) espacio de funciones palinomiales por pedazos,
el siguiente teorema nos proporciona una manera ficil de obtener representaciones de fpp en términos
de la base {¢rs}-

Teorema 2 Dado un vector de nodos U = {uo, ..., ux} y p > 0, cualquier funcion f € Ppy se puede
escribir de forma tinica como
p

F) = 55 (s () Be5(2) (112)

i=0 j=0

Demostracién. Como {¢.s} forma una base de Py, existen coeficientes Gnicos oy, € R (para
r=0,...,k—1ys=0,...,p) tales que

k=31 p
f(u) = Zza'r\s¢r,s(u)

r=0 §=0

entonces sustituyendo el lado derecho de esta igualdad en el lado derecho de (1.12) tenemos

7



1.2. REPRESENTACIONES DE FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS.
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lo cual es cierto por las propiedades del funcional (1.7) y el lema 1.
|
Finalmente notemos que sustituyendo las definiciones de ¢, ; y A;; en (1.12), obtenemos la siguiente
expresion para f

P P k- - j
_f(u) =Z f(J)(UO)(u_UO)) +ZIZ(fU)(u{ ) f;:"( ))(u—ui)‘zl‘ (113)

la cual tiene la ventaja de que la derivada en la unidn de cada par de funciones que forman a la fpp es
explicita. Asi para el caso cuando f € P, 17, tenemos que los coeficientes

fO ) - fOw) =0

paraj=0,...,ysconi=1,...,k—1, (va f es de clase C**) en u; ver seccién 1.1), por lo que se puede
escribir como

p k-1 P . _ .
S =% f"’(uo)(ft —uol | T (fO) = fO ) — w)y

_ . (1-14)
§=0 Jl i=1 J=v, 4) '7!
y en particular cualquier s € Sp ¢
SU)(U.[))(’M ug)? < (P (u) = sP (D)) - wi)}
s(u) = ‘;0 Z o
_ i s(()j)(-uo)(u — ug)? + kzl (5P () = s () (w — w)} (1.15)

; |
= j p!

i=1
en donde s;{u) representa el i-ésimo polinomio que forma al spline s.

Ejemplo 3 Escribamos la fpp de la Figura 1.2 definida por

Po(u) = 3 +u+ ju? sive|-1,1)
Pi(u) = =49 4 250 — 12,2 4 Ly2 - S siue(1,3)
Pg(u) 101 _ 987u+ BBIuQ — %ufi siu€ [3‘5)

Py(u) = ~3 + 3u siu€|[57)

flu) =



CAPITULO 1. FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS Y SUS REPRESENTACIONES.

utilizando (1.14). Entonces ya que en este caso p =4,k =4 y v = (1,2,0); tenemos

fluy =3 L0 w0} | o~ g () = £ e )

=0 J! =1 v, +] J!

_r1)? S (P - A1)
ol = I
. A _ . \ |

T o s e O [ ) ) o e ) s ) Bl

j=3 J: =1 ¥
{u+1)? > 39 s 27 s 21 3
= 6(u — 1)++1—2(u--1)Jr 48(u 1), + 24(14 3)3+

27, 7 2, 9, o
+48(u 3)++2(u—5)++z(u—5)++24(u 5)%.-

1.2.3. La Base de funciones de potencia truncada puede ser mala.

Exdsten casos en donde )a representacién numérica de uoa fpp en términos de la base {¢,;} puede
acarrear errores de precision, 2 continuacién estudiaremos este problema por medio de un ejemplo.

Ejemplo 4 Construyamos una funcién spline s en términos de la base {¢;;} como una “constante
rota”, es decir deseamos que s aproxime a una funcién como la que se muestra en la Figura 1.6.

A

154

10

Qs u, u, i, u.u, 1, uy We Wa

Figura 1.6: Funcién que representa una constante rota.

Entonces podemos tomar un spline s € Spy, con p=1y U = {0,1,2,3, u4,u5,6,7,8,9} (ug y us se
determinardn mas adelante) en donde cada s;{u) = 10 para:=10,1,2,6,7,8,9y

si{u) = (u — uj)m; + sj(y;)
con

_ si(ugin) = s,(uy) _ s5(uier) — 85(u5)
! Ujky — Y5 4,




1.2. REPRESENTACIONES DE FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS.

para j = 3,4,5. Lo cual implica que
, 0 sik=0,1,267389
sy (u) = .
my. sik=3,4,5.
y por (ltimo notemos que s debe cumplir

sa(ua) = 16 = s4(uq)

34(‘&5) =5 = S5(‘LL5)

4
174 Spline de aproximacido.
154

1428
10
728 Funcidn aproximada.
g L
L L i 1. i 1 q 1 .
J U [ L T T T [ bl
o ouw W, U, ., w o ou, o u o,

Figura 1.7: La funcién spline en términos de la base de potencias truncadas pierde precisién al aproximar
una constante rota.

De (1.15) la funcién deseada en términos de la base de potencias truncadas es

1 () i 8
o(u) = 3 LI Z0R 4 S7at) — s fw) — )
j=0 ’ i=1
6
= s(uio) + 353 (a) — 8- () (1 = )y

=3
= sq(up) + (m3 — 0)(u — uz) + (Mg ~ m3)(u ~ uq)+
+ (ms — ma)(u = us)+ + (0 — ms)(u —~ ue)+
10 5

=10+5(u—3)y + (_A—4 - A_:x) {u— u4)4

+ (Ai5+213£4) (u—us) + 5(u—6)+

Entonces una vez que tenemos la representacién de la constante rota, notemos que cuando Ay = 0,
es decir u4 se aproxima a us (0 viceversa) implica que (v — uyq) = (u —us) y

—_ _.E i ~ i+£ >>1
Ar  As) T \As T A4

esto iltimo es cierto ya que los cocientes —%0: y ;—(’; tienden a infinito y menos infinito respectivamente,

asi 2 y 2 no son significativos. En términos geométricos Ay ~ 0 se puede interpretar diciendo que la

10
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pendiente de s4 (es decir my) se vuelve cada vez mis vertical lo que “deforma”al spline causando una
perdida de precisién al evaluar ciertos puntos en s (ver Figura 1.7).

Por ejemplo si us = 44 y us = 4.6 tenemos que Ay = 0.2 y usando aritmética de dos digitos
decimales y redondeando al par mas cercano el spline es

s(u) =10+ 5(u ~ 3)4 + ~53.58(u — 4.4)4 + 53.58(v — 4.6)4. — 5(u — 6)4

para0<u <9

Ahora si tomamos u = 8.5, tenemos que $(8.5) = 14.28 sin embargo $(8.5) deberia tener un valor de
10.

La razén de esto, se debe a que Ja evaluacién de s en u = 8.5 involucra todas las funciones de potencia
truncada base que la forman, y los coeficientes (my —ma) = (ms — my) = 53.58 son bastante grandes en
comparacién a los demds, alterando el resultado final. En la siguiente seccién volveremos a este ejeraplo
y mostraremos ¢émo usando funciones B-spline se elimina este error.

]

1.2.4. Diferencias divididas.

A partir de ahora nos enfocaremos en el estudio de la base formada por las funciones B-spline, para
esto sera necesario antes una breve introduccién a las diferencias divididas, ya que una manera de definir
a los B-spline, es utilizar la diferencia dividida de una funcién de potencia trucada.

Entonces supongamos dada la siguiente tabla de valores

w |- | w

v |
F@) | fluo) |-+ | flux)

para alguna funcién f : R — R (no necesariamente conocida para todos los R) y u; € R para toda 3.
El problema de encontrar un polinomio pi(u) de a lo mds grado k que interpole a2 f en los puntas
u; es decir

(1.16)

pr(ws) = fus) para i =0,...,k (1.17)

es bastante conocido y estudiado, de hecho uno de los resultados més importantes es el de la existencia
y unicidad de este polinomio. Para probarlo supongamos que py es de la forma

Pr () =ao+a1u+~‘-+akuk

y entonces para que este polinomio cumpla (1.17), debe suceder

pe{ug) = a0 + ayuo + - -+ + agul = f(uo)

pr(w) = a0 + aruy + - - + e = fluy)

pu(ue) = a0+ ayux + -+ + akuﬁ = f(ux)

lo que implica un sistema de k+ 1 ecuaciones con k41 incdgnitas cuya existencia y unicidad de solucién
depende de que e] determinante
1 wo --- ub

k
1 Uy P Uy

11



2. REPRESENTACIONES DE FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS.

(llamado de Vandermonde) sea distinto de cero. E} cual ademés se puede escribir como [Lang)(pag. 259)

Ay = (U.k - uk—l)(uk . -u_k_2) .
(ur = uo)(uk—1 — ur—2)(up—1 — uL=3) - (u) — W)

k
= H(ul’ - uj)
jE;
de donde se deduce que se puede garantizar la existencia y unicidad del polinomio de interpolacién

siempre y cuando Jos valores u; sean distintos.
Una de las formas clésicas de px () es el Polinomio de Lagrange, dado por la siguiente expresion

k

)= L B f(<“*) H( —%)—Zf(u.)é’«(u) (1.18)
i=0 3—0

en donde el conjunto de funciones base {¢;}i—o....x (llamadas cardinales), estan dadas por

() = (u—wug).. . (u—ui—))(u—rigr). . (v —ug)
(e —up) .. (wi = iy ) (1 — gt - - (s — ux)

Ya que asi

pi(ug) = Zﬂu AHES Zf(za)é i = flug)
=0

para j =0,...,k.

Este esquerna nos es recomendable en términos practicos, pues si se agrega otro punto (ug41, f(uk+1))
a la tabla (1.16), se debera volver a calcular cada funcién ¢;, lo que es bastante ineficiente.

Un método més adecuado para la representacién de px(u) en esos términos, es el lamado Polinomio
de Newton cuyo planteamiento es el siguiente.

Supongamos que pr—(u) y pr{u) son dos polinomios de grado a lo més k — 1 y k que interpolan a

f(u)en ug,...,uk—y ¥y up, - .., ux respectivamente; asf qx(u) = pr(u) — pr—1(z) €s un polinomio de a lo
més grado k& que se anula en ug,...,us-1 lo cual implica que se puede escribir como
k=1
i) = Ax(u —ug) - (u — up—) = Ax [ [ (v — ) (1.19)
i=0
con A € R.

Ahora, notando que g(ux) = f(ur) — pr-1(ur), podemos utilizar (1.19) para obtener Ay realizando
el siguiente despeje

Ax = f(u:zl— P (k) para k > 1 (1.20)
HX:O (Uk - u"l)
Por lo tanto, si tomamos pp(u) = f(up) (es decir si hacemos que el polinomio de grado cero pp{w)
sea igual a f(ug)) y Ao = f(uo) podemos usar (1.20) para calcular 4, de la siguiente manera

10— ) = pow) _ flm) = J(o)
= -

uy — Up u; — U

y asf p) (u) se puede escribir como
pr(u) = Ao + Ar(u — uo)

12



CAPITULO 1. FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS Y SUS REPRESENTACIONES.

logrando que pi(uo) = f(uo) y pr(w1) = f(ws)-

De forma andloga podemos calcular A5 y obtener el polinomio p2(u) que interpola a f en up,u; y
ug, y asi sucesivamente. Finalmente, el polinomio pr(u) que interpola a f en los puntos uy, . .., ui tiene
]a expresién

pr(u) = Ag + A (u — ug) + Aa(u — ug)(u — wy) (1.21)
+---+Ak(u—u0)---(u—uk_))

En este caso, si se desea interpolar un nuevo punto (ur+1, f(ur+1)) que no esté en la tabla (1.16), el
polinomio pr41(u) se obtiene simplemente sumando a (1.21) el término

Appr (= uo) - (u — uk).

El valor 4; es lamado la i-ésima diferencia dividida de f(u) enuo, ..., % y por conveniencia se denota

como fluo,...,u;| para indicar la dependencia con ug, ..., u;. Finalmente (1.21) se puede escribir como
k i-1

pe(w) = fluo, -] [ (u— us) (1.22)
=0 1=0

en donde H;zlo(u —u;) = 1y fluo,..., ux| es el coeficiente correspondiente de cada funcién base

Propiedades de las diferencias divididas.

A continuacién presentaremos algunas propiedades de la diferencia dividida, pensdndola ro sélo como
el coeficiente del polinomio de interpolacién, sino también como una funcién de los nodos u;, lo que nos
serd de gran utilidad para probar importantes resultados de las funciones B-spline mas adelante. Por otro

lado para simplificar la notacién diremos “la diferencia dividida de f en U”para indicar flug,...,us).
Sea un vector de k -+ 1 nodos estrictamente creciente? U = {up,...,ux} con k > 0 y una funcién
f:la,b) > R en donde a = min{up, ..., ux} y b = max{ug, ..., ux} entonces.

Teorema 3 La diferencia dividida de f en U cumple

k

f[u0)"‘luk] = z: (U f(Ui) (123)

i=0 l'"uO)--‘(‘Uq‘"Zl-{_l)(u,-—u.H_l)...(u'._uk)

y pot lo tanto es una funcidn simétrica respecto a sus argumentos, es decir se vevifica que
f|ug,.t.,uk|=f[ujo,...,ujk| (1%)
para toda permutecién (jo, - .., jr) de los subindices 0,... k.

Demostracién.
Primeramente notemos que el polinomio de interpolacidn px(u), se puede escribir como

pe(u) = flug, . .. ,uk}uk + un polinomijo de grado < k
de donde *
P (u)
k!

2M4s sdelante pcobaremos que bajo ciertas condiciones es posible suponer que la diferencia dividida puede estar definida
con un vector de nodos no decreciente

Sluo, - un] = (1.25)

13



1.2. REPRESENTACIONES DE FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS.

lo que muestra que la k-ésima diferencia dividida f|ug, ..., uk), es % veces )a k-ésima derivada de pi (u)®.
Ahora de (1.18) pe{u) también tiene la forma
= f(w)
pr(u) = Z k_‘u" + un polinomio de grado < &
=0 H};cl) (ui — u;)

y entonces por la unicidad del polinomio de interpolacién tenemos que

k
f{uo,...,uk]=2¢

x
+=0 Hf;tl?(ul - uy)

La propiedad de simetria (1.24) se verifica claramente de (1.23) y la conmutatividad de la suma de
nimeros reales; veamos:

fluo] = f(uo)
f () i f(w)
ug

—u) UL — U

fluo, 1) = - = flur, uo)

fluo, uy,ua| = Sfluo, uz, u1| = fluy, uz, uo] =
f{uo) fluy) + f(u2)
(wo — wr)(uo — ua)  (uy —up)(uy —ua) (w2 ~ uo)(uz ~ u1)
= fluy, w0, ua) = fluz, uy, u0) = f(uz, %o, w1

Teorema 4 La diferencia dividida de f en U se puede escribir como

flug, .. uk—1) = fluy, - ug) (1.26)
Up — Uk ‘

f[uo,...,uk] =

Demostracién.
De la ecuacidn (1.21) sabemos que el polinomio px de grado menor o igual que &, que interpola a f
en la tabla

U | Uk | | Ug
f@) | flue) | - | fluo)
estad dado por
pr(t) = By + By (u — ug) + Ba(u — ux)(u — ug—1) (1.27)

+ -+ Broy (w = uk—t) - (w0 —ug) + Br(u—ur) - (u — )

en donde By = flux,...,up). Ahora por la unicidad del polinomio de interpolacién y la propiedad de
simetria de las diferencias divididas Bx = f[uk,..., 20| = flzo,---,uk] = Ax.
Ahora, reescribiendo (1.27) y (1.21) tenemos
() = Ax(u —uo) -+ (u — ug_y) + Ae1u¥ 7 + pl_5(u)
pr(u) = Be(u —ue) - (u —wy) + Bi-10* ™" 4 pil_5(u)

3Usaremos este resultados més adelante.
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CAPITULO 1. FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS Y SUS REPRESENTACIONES.

(en donde p}._,(u) y py_,(u) son polinomios de grado a lo mas k& — 2 cuya expresién no nos interesa) y
restdndolas tenemos que

k-1
0= Ar(ur — uo) [ [ (e = w) + (Aky = Br=1)e* ™" 4+ pr_a(n)
=1

con pr—2 = Py_,(t) — p{_,(u). Entonces por la independencia lineal de la base {1,1?,...,u*} se deduce
que

Ap_1 = Br_1 + Ar(ug —uo) =0

y as{
A = Ar_y — Br
ug — uk
y de nuevo, por la simetria de las diferencias divididas Bx—y = fluk,...,ut]l = flu(,...,ux] de donde

tenemos (1.26).
. [ |
Una aplicacion del teorema anterior nos indica que la diferencia divida f{up, - .., u«] se puede obtener
por medio gdel calculo de diferencias divididas descritas en la siguiente tabla triangular.

fluo)
fluo,u1)
f['U/[] f{um U/),’M2]
f{ul)u'?]
flua)
: flug, - - - ue|
f[uo,...,uk] (128)
. f[ulx"')uk]
fluk-2)
Sluk—2, up—1]
fluk-1] fluk—2, ve—1, uk|
flr—r, uil
Flux]

Teorema 5 Si f es un polinomio de grado menor o igual que k, entonces la k-ésima diferencia dividida
de [ en U es constante. Y en particular fug,...,ux] =0, si f es un polinomio de grado menor o igual
que k— 1.

Demostracién Por la unicidad del polinomio de interpolacién, el polinomio py que interpola a f
en U es igual a f, asf la diferencia dividida (que por definicién es el coeficiente del término de grado k)
debe ser una constate.

Claramente si f es un polinomio de grado menor o igual que k — 1, este coeficiente es cero.

|
El siguiente teorema es atribuido a Leibniz.
Teorema 6 Si g(z), h(z) : [a,b] » R cumplen f(z) = g(z)h(z) Yz € R, entonces
k
Slug, .- ue] = Zg[ug, oo uglhug . uk] (1.29)
1=0
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1.2. REPRESENTACIONES DE FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS.

Demostracién. [DeBoor78, pdg 5.] Definamas la funcién
koi-) kook
F(u) = Z H(u ~ u,)glu,. .., ul + Z H(u — Ugi+1) Rty . uk) (1.30)
1=0 r=0 j=03s=0
en donde ]—],i::i)(u —w)=1s1i=0y H;:O(u —Ugpjpr) =1sij =k
Notemos que la primera sura que compone a F(u), es un polinomio de interpolacién en la forma
de Newton de una funciér g evaluada en U, y Ja segunda es el correspondiente polinomio para h; por
tanto F(u) interpola 2 f evaluada en U.
Ahora por ejemplo si desarrollamos (1.30) para k = 1 tenemos

=0 i=1 J=0 91=1
F(u) = (gluo) + (u — uo)g[uo, u1))((u — ui)hluo, us] + hju))
= g|fgo].ljou).1] + g[uo,u|l|71it.flz]éu — ug)
+=0,j=0 i=1.j=0
+ gluo)hlup, w1 ]{u — uy) + gluo, w1 |h{uo, wa}{u — uo)(u ~ 1)

Notemos que tltimo término de esta expresién es igual a cero cuando F se evalia en ug o uy, de
donde el polinomio formado por las tres sumas anteriores forma al polinomio de grado a lo més 1, que
interpola a f en up, us, cuyo coeficiente del término de grado 1 es

gluo, ui)h[u1] + gluolh|uy, us)

En general, (1.30) se puede descomponer al realizar las multiplicaciones correspondientes en dos
sumas, en donde en una se encuentren todos los productos que corresponden al polinomio de interpolacién
y en la otra los que se anulan al evaluarlos en U; es decir, la primera suma estard compuesta por los
productos cuyos indices cumplan que ¢ < 7, ya que estos productos forman monomios de grado a lo
mis k, y la otra suma estara formada por productos de grado mayor que k los cuales se anularén al ser
evaluados en U, es decir

F(u) = Z monomios de grado < k + Z monomios de grado > k
i<j i>j
En particular, los coeficientes de los términos de grado k son aquellos para los cuales i = j; es decir
9luo)(u ~ wy) -+ (u — wk)h(uo, - - -, uk
+(u — ug)glug, wr)(u — uz) - - - (¥ — uk)hju, ..., ukl
+{u —ug) - (2 — uk)gluo, - . -, uk]h[uk]
de donde se deduce (1.29).

Teorema 7 Sea @ € R tal que up < @ < ux; entonces

(uo — uk) fluo, - - ur] + (8 — uo) fluo, . s wk—1, 8 + {uk — @) fB, w1, - ug] = 0

Demostracién.
De la ecunacién (1.26), el lado izquierdo de la igualdad anterior es

)f[ul)"‘auk]_f[U'O)"'auk—l]

(U'O_‘U.k
Uk — U
e R e ‘ﬂ_ yroey Uk—
‘I‘(ﬁ——uo)f[ s k l-] quO k l]
2 —u0
‘I‘(uk—ﬁ)f[ul""‘ukl_f[u-‘uli"‘)uk—]]
Up — U
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CAPITULO 1. FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS Y SUS REPRESENTACIONES.

de donde tenemos la expresidn

=flurs o+ fleo, - uk— ) + flur,. o uk—y, )
—flug, -y uey] + flur, - ue] = fliw, o ug)

la cual por la simetria de las diferencias divididas es igual a cero.
|
Segidn lo mencionado al inicio de la seccién, la unicidad y existencia del polinomio de interpolacién
estd garantizada siempre y cuando los nodos no se repitan; sin embargo, los siguiente dos teoremas nos
proporcionan implicaciones muy interesantes de las diferencias divididas si f es diferenciable o tiene
cierto grados de diferenciabilidad contirua, cuya principal consecuencia (para nuestros intereses) radica
en el hecho, que bajo tal suposicidn, serd posible definir la diferencias divididas sobre nodos repetidos.

Teorema 8 Supongamos que f es k veces diferenciable en (a,b). Entonces eziste £ € (a,b) tal que

P
k!

o, . - ux) = (1.31)

Demostracién. Supongamos inicialmente que k = 1, asi debemos probar que existe £ € (a, b) tal que

f(ul) _f(uﬂ) = f/(f)
UL — U

f[u01ull =

para ug, u; € |a,d) y f diferenciabie en (a, b), o cual por el teorema del valor intermedio es cierto.
En general, observemos que segin la hipdtesis, la funcién gi(u) = f(u) — px(u) tiene (por lo menos)
k + 1 ceros distintos ug, ..., ux €n |a,b| (ya que pi es el polinomio de interpolacién de grado menor o
igual que k de f en estos puntos), de modo que si f es k veces diferenciable en (a,b), gx también lo es,
y por el teorema de Rolle g;.(u) tiene por lo menos k ceros en (a, b); continuando con este argumento

sucesivamente, tenemos gue q,(ck) tiene por lo menos un cero en (a, b), si por ejemplo lo denotamos como
&, entonces

0=4{(©) = f9©) - A
por otro lado de (1.25)
p(E) = fluo, ..., ulk!
de donde se obtiene (1.31). .

Claramente, la k-ésima diferencia dividida f|uo, ..., ux| no estd definida si algunos (o todos) valores
u; s€ repiteu, ya que por ejemplo si & = 1

f(uy) ~ f(xo)

f[uo,ull-_— 1 — %

y el lado derecho de esta igualdad no tiene sentido si u; = uo. Sin embargo si la funcién f es diferenciable
se puede hacer que

Nm M) = f'(v)

Ug.uy —U Uy — Ug
para algin valor v € R, de modo que tiene sentido definir
f[uo,ul] = f’(uo) slug =u) =v.

El siguiente teorema generaliza esta idea.
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1.2. REPRESENTACIONES DE FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOQS.

Teorema 9 Si f es una funcion de clase C*¥) en |a,b] y v € [a,b], entonces la diferencia dividida de f
en U cumple

‘ L ]
Iim  flug,...,ux] = Ff(k)(v)
v .

Y, UL

Demostracidn. Aplicando el teorema anterior sobre nuestras hipétesis tenemos que

oo, ] = 75 F(€) para algiin £ € (a,b)

De modo que sj todos los ug, ..., ur se “acercan”a v, el correspondiente € también lo hace, por lo que

. 1 1
; — Um LRy = & R ().
uu.A}},rl‘flL-—U f[uo)" "uk] —Elf_f*nu klf (6) k!f (v)’
la Gtima igualdad es cierta por la continuidad de f¥ ().
|
Ahora notemos que si pr(u) es el polinomio de Newton (1.22) que interpola a la funcién f de clase
C¥) en U, segin el teorema anterior, px(u) se transforma en

& . =1 k ) — a0
prlw) =3 2O [Jw-v) = 3 L= (1.32)
=0 j=0

1
z.
1=0

siempre y cuando los puntos de U se aproximen a v. Es decir pi(u) se vuelve la serie truncada de Taylor
para f alrededor de v, por lo que claramente se cumple que

PP () = fP(v) para j=10,...,k

Asf, el polinomio px no sélo interpola a f en v, sino que ademés la, j-ésima derivada (paraj =0,...,k)
de pr vy f coinciden en este punto. Este tipo de interpolacién es Ulamada osculatoria por la palabra
Jatina dsculos que significa beso, porque px no sélo toca 2 f en » sino que ademss lo hace tan suavemente
como grados de diferenciabilidad continua tenga f.

De todo lo anterior se deduce es posible definir la diferencia dividida de f(u) en k + 1 nodos iguales
como

f® ()
k!

fluo, - ux] = stug=uy = -+ ugp = . (1.33)

y entonces tenemos la siguiente definicién.

Definicidn 5 Si f es una funcidn de clase C® en [o,b), lo diferencia dividida de f sobre U se define
como sique:

= Siup < uy < L uy, entonces

fﬂl,»‘»suuﬁ—{‘[:o'----uk-d 8t up # uk
fluo, .-« ux] = £U9 (g K (1.34)
—le 8 ug = U
= Sino se cumple que up < uy < --- < up , entonces tomamos cuelguier reordenacion v, ..., Uk de

estos puntos, de tal manera que flug, ..., vx) se defina por el primer caso de (1.84).

La siguiente definicién serd necesaria para el siguiente teorema.
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CAPITULO 1. FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS Y SUS REPRESENTACIONES.

Definicidén 6 5i f es lo suficientemente diferenciable definimos la “restriccion de f en U ", al vector
flv formado por k + 1 elementos (fy, ..., fr) en donde

fi= fw) conr=wéx{jl wi-; = w}

Por ejemplo, si U = {0,0,1,2,2,2}, flo = (f(0), £(0), f(1), f(2), f/(2), f"(2)). La importancia de f},
se debe 2 que contiene toda la informacién acerca de la funcién f necesaria para construir un polinomio
de interpolacién de grado a lo mds k que coincida con f evaluada U.

Teorema 10 Todos los elementos de la tabla de las diferencias divididas (1.28), son funciones del vector
flv. BEs decir, para cualesquiera 0 < 7 < 5 < k, ezisten nimeros reales dy .. .,di que dependen de r,s y
U pero no de f, tales que

k
flaey. - us =Y difi (1.35)
=0

Demostracién. La prueba serd por induccidn sobre la diferencia s — r.

= Asi supongamos que s — 7 = {}, entonces de (1.35) se tiene si d; = 0 para toda i excepto para
alguna d; = 1 cuyo respectivo f; = f{%(u,), en donde j < s dependiendo solamente de cudntos
um hay con m < r y u;n = uy. De hecho, un caso mds general de esta suposicidn es r < sy
Up =+ = U, yB que entonces fluy, ..., u,] = fIEIWA/ (= y (1.35) se tiene si d, = 0 excepto
paraun d; = 1/(s — r)L

» Ahora supongamos que la sentencia es correcta para s — r < k y probemos para s — r = k con
ur < ug. Asl, por hipStesis de induccién, existen valores dj y d, que dependen sdlo de r,s y U
tales que flur, ... us—1] =3, difi y flursr,--- us) = 3., d fi entonces

~ Slurary o ug] = flu, o uemn] d, —d’ _

f[ur)---»us]'— Ug — U _Zu"_urfl
asi tornando & —
d‘-=‘——‘
UQ_U)-

tenemos (1.35) en donde d; es independiente de f.

1.2.5. Funcién B-spline.

Existen varias mareras de definir la funcién B-spline?; sin embargo, nosotros abordaremos el enfoque
de las diferencias divididas de la funcién de potencia truncada [DeBoor78|,[Cox72], [Schod6), ya que éste
DOS permite entre otras cosas, probar miiltiples propiedades de la funcién B-spline.

Definicién 7 Dado un entero positivo p y una sucesion de nodos no decreciente U = {uy, ..., Urp+1},
la i-ésima funcién B-spline normalizada de grado p (orden p+ 1) sobre U denotada por Njp(u) se
define como

Nip(u) = (u-H-p-H —ug)(- — u)i[“«‘a ey Uiy (1.36)
pera todo u € R.

1E) nombre B-spline se refiere al tdrmino “Basis”, ya que gracias a sus propiedades estas {unciones forman uns de las
bases mas comunes para el espacio de funciones Spline.
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1.2. REPRESENTACIONES DE FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS.

La notacién placeholder en (- ~ u)f se usa para indicar que en la diferencia dividida de la funcién
bivariada (% — %)%, con @ € U, se fija primero el valor de u y se le considera solamente como funcién de
. y asi la expresion resultante estd en funcién de u. Por ejeroplo para g(-, u){u,, uiy1)

9( )iy | — g(-,u)|u¢] — gluiri, u) — gui, v)
Uipy — Ui Uipy — Uy

g )i, uin] =

También notemos que en este caso se esta suponiendo que el vector de nodos U, es formado por nodos
no decreciente; esto se hace por simplicidad ya que por la definicidn 5, la diferencia dividida puede estar
definida sobre cualquier conjunto de mimeros reales no vacio.

(a) (b)

Q.Li ib-in 1.11',&2

»
L4

»
L

{
uz‘ Ufi+) UWB
Figura 1.8: (a) Funcién B-spline N;; sobre U. (b) Funcién B-spline V; | sobre V.

Ejemplo 5 Calculemos la funcién Nj y(w) sobre los dos vectores de nodos U = {uy, ui+1, uis2} €n donde
Ui < g1 < U2 ¥ V= (Ui, Uig1, Uiga} 0On ui = uigy < Uigpa-
Asi, de (1.36) y (1.26) el B-spline sobre U estd dado por

Nia(u) = (g2 — wi)(- = w)a|wq, vz, isa]
(wige —u)y — (a1 —u)s  (waay —U)s — (w —u)y
Ui+2 — Uiy) Uig) — Uy

Ujg2 — U 1 1 uj —1u
) ( + )(U5+1—u)++('—lt~
Ui4+2 — Uil U2 — Uiy Uil — W Ujgy — Y

Notemos que en este caso Ni(ui) = Nijy(zis2) = 0y Nin(uigy) = 1; la gréfica de esta funcién se
muestra en la Figura (1.8) inciso (2).
De manera anéloga, el B-spline sobre V es

Nia(u) = (Uigz — ) (- = ), i, th42)

(' - u)+[ui1u{+2] - ( - ’U->+[‘U,(,‘u.;]
U2 — Uy

= (tiyz — W)

_ (g2 )4 — (ui —u)s
Uit2 — Ui

= (- =) [uq, )

El segundo término de la viltima igualdad se caleula utilizando la diferencia dividida para el caso de
nodos repetidos en (1.34) asf
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CAPITULO 1. FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS Y SUS REPRESENTACIONES.

Uj - - P u
N“(u) - ( 42 u).,. (u )+ _ (u1 . u)‘nl_ (1.37)
Uip2 — Ui

y entonces

Nii(w) = Yirz = U 5y

Uip2 — Wy
0-0
i =———-0=0;
Nia(uig2) Uirg — Ui 0

la grifica de esta funcién se muestra en la Figura 1.8 inciso (b).

De este ejemplo podemos notar que el célculo de una funcién B-spline segun la definicién 7 puede ser
bastante engorrosa y en términos numéricos dificil de evaluar; sin embargo, a principios de los setenta
de Boor, Cox y Mansfield [Cox72],[DeBoor72),[DeBoor78}, descubrieron simultdneamente una expresiéu
recursiva que simplifica enormemente los cdlculos.

Teorema 11 Dado un entero p > 0 y vector de nodos no decreciente U = {wy, ..., Uiyps1 }, lo funcidn
B-spline Nyy(u) cumple

] 1 sy <u<uyq
Nio(u) = { 0 en otro caso. (1.38)
Y
u— Uq Uq -U
Nip(u) = ———Nipor (1) + — 2 Ny 51 (u) (1.39)
Uipp — Ui Uipptl — Ui4|

Demostracion.

La ecuacién (1.38) se sigue de las definiciones de la funcién B-spline, la potencia truncada y la
propiedad (1.26)

Nia(u) = (i1 — w)(- - U)g[% 1) = (Uig1 — U)'-j;- —(u. - u)gr

1 siu 1S |u,,ui+1)
0 en otro caso.

Ahora para probar (1.39) notemos que si &,z € R, la funcién de potencia truncada (o — u)5, cumple

(= w)?. = {(a—‘u)(a—u)i‘l stu<a — (0 - w)(o— )"

0 en otro caso.

Entonces, del teorema de Leibniz (ver teorema 6) tenemos que
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1.2. REPRESENTACIONES DE FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZQOS.

(- — u)z_[u,, . "U-.‘+p+l]

= (u; —u)(- — u).’rl[Ui,- . ,‘ltx+p+l](‘ - u’)i{uu .- -,Uq‘+p+1]
i+p+1

Z C—w)wi e — )5 ey Uit

r=i

(= ) = W5 i, i
+ (- =W unl( - u)z.:-.]luz+h---xui+p+l]

+ (- — )i, wigr, v — u)i"[u,-“, vy Uigpat)

Il

+ ( - u)[u‘r teay ul+P+|](ul+P+) - u)ﬁ—_l
= (i = w)(- = )5 iyt (DG =W g digpa|

la dltima igualdad es cierta por el teorema 5, ya que la diferencias divididas de un polinomio de grado
k > 2 que interpola a (- — u) en los mimeros {u;,...,ur} es cero (teorema 5). Ahora

U —u

(= u)lilui,. ugen) = [(' ~ ) i, Uigp]

Uidpt1 — Uy
"(' - u)-’;—'l [ul) ey u1+P_|]

+ (vt — ) = W5 err, + , Uikpr

Uitpr) — Yy
1 [ p—1
— ——— u—u -—u u-’...)u-
e [ w0 =07
~)
—(witprr — w)(- — w57 [ue, o ,u¢+p+1]
y de la definicién del B-spline tenemos finalmente
1 U — Yy
(-—’lL)p Ugy ooy Ugdpl| = [ N(, 1(21.)+
+[ P ] Uitptl — U LUppp — Y "
Uy 1 — U
LN‘“,p_l{u)]
Uitp1 — Uity

[ |
Es importante notar que en el caso de un vector con nodos repetidos, la ecuacidén (1.39) puede tener
cocientes con denominadores igual a cero, sin embargo eso significa que la funcién B-spline que multiplica
a este cociente, esta definida sobre un vector de nodos iguales, de donde por definicién es idénticamente
cero y por lo tanto el sumando también es cero.

Ejemplo 6 Sea la sucesion de nodos V = {u;, wis1,uir2} del ejemplo 5; entonces Nio(u) sobre V
esta dado por

Uy

Nia(u) = %Nm(u) g2 7Y

Ni u).
i1 — U Urgp2 = Uil +ro(v)

En este caso el cociente del primer término de 1a suma esta indefinido pero la funcién N; o{u) es cero
por definicién, de donde

Uip2—U ;g < .
N; (U.) = { YW+27 Ui 82 Uiyl U < Uit2
il
0 en otro caso0.
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CAPITULO 1. FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS Y SUS REPRESENTACIONES.

Este resultado coincide con {1.37).
a

Otra ventaja de la relacién recursiva del teorema anterior, es que nos permite calcular o evaluar de
forma facil una funcién B-spline N; p(u) realizando los célculos descritos en la siguiente tabla.

Nio(u)
Niy(u)
Nis1,0(u) Ni2(u)
N (U)
Nito0(u)
Nip—1(u)
Nip(u) (1.40)
- Nl+l p=1 (u)
Nijp—2,0(2)
Nigpraa(u)
Nisp-1,0(u) Niypr2.2(n)
Nipp—1,1{u)
Nispo(u)

Ejemplo 7 Tomemos un vector de nodos U = {uo, u1,u2,u3} = {-1,1,3,5} y calculemos la funcién
B-spline Ny 2(u) sobre éste. Asi primeramente obtenemos

Ne(u) =1 siu € [ug, uigy)
para ¢ =0,1,2. Ahora
el sive (-1,1)
Noa= ¢ 3% siue[1,3)
0 en otro caso.

u=1 siue|l,3)
Nl'l(u)z 3;“ mu€[1,2)
0 en otro caso.

y por ultimo
%ﬁ siu€[-1,1)
Noo = (u+1)8(3—u1 4 (s—u)a(u—l) suell,3)
&%ﬁ siu€[3,5)

Las funciones No(u), N1,1(u) y No.2(u) se presentan en Ja Figura 1.9.
a
El siguiente teorema pos proporciona una relacién importante que nos pennite escribir el B-spline
como una combinacién lineal de B-splines, sobre un vector de nodos “refinado”, es decir, sobre un vector
con més nodos que el original.

Teorema 12 ([Boehm80)) Dada una sucesion de p + 2 nodos no decreciente U = {ui, ..., Uixpt1} ¥
un nodo @ tal que up < 4 < upyy St definimos

U= {8 =ui, ..,k = Up, By = U Bkt2 = Ukt ls-- - Ligpt2 = Yigpt) )y
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A
15

y L
0S
0 >

!

15 N,

1k

1
osr (u+1)? @)EY) | GuXey &)’
8 8 ] 8

o ——
sk
R »

i [] 1 2 L) v

Figura 1.9: Funciones B-spline Ng 1, N}y y No,2 sobre U = {-1,1, 3,5}.

la funcidn B-spline N; p(u) sobre U se puede escribir como

U — Uy

3 Uigpi2 — 8 o
N{p(u) = —— 8 —N; u+_';_Nil u
‘P( ) Totpsr — Ui L,P( ) Bigpt2 — Tap1 + :D( )

en donde Nyp(u) y Nig1.p(u) son los B-splines definidos en U.

Demostracién. Del teorema 7, si f = (- —u)%. tenemos que

(uerprr — u)( — w)i[ui, - Uirpn) =
U — wq _ _ _
——————(Bippr — @) — W) (i, Uigp, T
Yitpyl — Ui
u e
. (+p+1 -u
Uifp+2 — Uiy

(1.41)
(Bigptz — Bir)(- — WEE, wigr, s Uierpei ]

Ahora, de la propiedad de la simetria de las diferencias divididas tenemos

N R g
(- =) ey Ty g2y - - -y Uigp) = (- — u)ilﬁhal+ls oo Uiep1)
Yy
(- = w | vig1, - - Yigpr) = (- — w) Ty, Bigns Gigay - -, Bigpia)

de donde (1.41) se puede escribir como
(itprr — ) — wWifuiy. o Uigpr1] =
4 — Uy _ _ _ _
m(ui+p+l — ) (- —w)i i, . . B

Tiypta — U - 7 i Z
F P (fiypsa — Bag1) (- — W) gy Tirpr]
Uitrpt+2 — Uit
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CAPITULO 1. FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS Y SUS REPRESENTACIONES.

y de la definicién de la funcién B-spline tenemos finalmente

U — 14 U, 2—U =
Nip(u) = ————Nip(u) + ﬂ—NHl,D(u) (1.42)
Ujgptl — U Ujppt2 — Uit

Propiedades de las funciones B-spline.

A continuacion describiremos algunas de las propiedades mas importantes de la funcién B-spline; para
esto supondremos dado un entero p > 0 y un vector de nodos no decreciente U = {uj_p,. .., Uitps1}-

1) Soporte local; N;p(u) # 0sl u € (u;,sitps1). Esta propiedad se deduce al observar la tabla
(1.40), ya que N p(u) se construye a partir de las funciones N;g(u) las cuales por (1.38) son
mayores que ceroen 4, < u < Uiy para: =0,...,t + p.

11) No negatividad; N; ,(u) >0 Vi, p, u. Probaremos esta propiedad por induccién sobre p.

Asi por (1.38) es cierta para p = 0. Ahora supongamos que es valida para p—1, y lo demostraremos
para p. Si u ¢ {u;, uitps)) la propiedad de soporte local implica que

Nip-1(¥) = Nij1p1(2) =0
Supongamos lo contrario, es decir que u € {1, i1p+1); €ntonces

U— U Us4p+) — U
A
Uiep — WU Uigps] ~ Urtd

>0

asi de (1.39) y la hipétesis de induccién concluimos que Ny p(u) > 0

(11) Particién de la unidad. Eij:,-_p N, p(u) = 1 Vu € [ui, ui4) ). De la relacién recursiva del B-spline

esta suma se puede descomponer ¢como

i

Z Nyp(u) = Z u—NJ.p-l(“)

e = Ujip — U
j=i-p jmi—p ItP

+ Z e il B Nj-l-l.p—)(u)

joisp Witp+1 T Ui

ahora, cambiando el subindice de i — p por i —p + 1 en la segunda suma del lado derecho de la
igualdad, podemos escribir

i i+1
— s ws
Z ————Njp1(u) + Z J"-p—N; p—1(u) (1.43)
) j=1—p+l Uj4p — Uj
y como u € [u;, u;j4)). la propiedad del soporte local implica que

N.'_.p.p_.l(lL) = Ni+|"p—l(u) =0
y agrupando términos (1.43)
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1.2. REPRESENTACIONES DE FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS.

; i
U~ uj Ujpp — U
> [ L —ite ]’Vj.p_)<u)= > Nop-s(w)

J=i—p) Ujip — Uj Ujtp — Uy j=i—p+1
repitiendo el argumento se deduce que
i i i
Z N_,-_p_;(u) = Z Nj_p_g(u) = - = N_,‘o(u) = 1.
Jj=i-p+l i~p+2 j=1
la tdltima igualdad es cierta por (1.38).
1v) La Derivada: La derivada de la funcién B-spline |Cox82, péag.15],[DeBoor78, pag.138|. Notermos

que
a(a -u)f = —p(a —u)?! aeR
de donde la derivada respecto a u, de la i-ésima diferencia dividida
(- — ) [y Uigpt]
es igual a —p(a — u)f’;)[u,, «o.yUjppi1] y entonces
N:,p('u) = (‘uz+p+1 —u)(=p)(- - u)f:‘[u.-, .- -,ﬂz'+p+1]
=-p [(' o) F (TS een) Y GEE Lak PR ,uH.,,]]
de donde p P
N (u) = ———N;p1(u) = —————Nip1 p-1{u 1.44
0 = B N () = PNy ) (1.44)

En general si N,.‘U)(u) representa la j-ésima derivada de N; p(), la derivacién repetida j-veces de
(1.44) resulta la férmula

(1.45)

. NU“l) N-U—l)
Nf?,B(u)=p( ip-t () Noipes

Uipp — Ui Uigp+1 — Uitl

1.2.6. Base de funciones B-spline.

Una vez que se ha definido y discutido las principales caracteristicas de la funcién B-spline, es
momento de construir la base formada por estas funciones.

Teorema 13 (Curry y Schoenberg) [DeBoor78, pdg. 113] Sean k un entero positivo, U = {uo, ..., ur}
un vector de nodos estrictamente creciente y v = (v1,...,vkx—)) un vector de enteros (en donde —1 <
vi < p) los cuales representan los grados de diferenciabilidad en cada nodo interior (ver seccién 1.1).

Entonces, si
k-1

n=kip+1) =Y (n+1) =dim(Ppu,)
=]

definimos U = {1y, . .. yUnsp} en donde

]) o < Uy <"'Sﬁp5u0 yuksan<”'sﬁﬂ+p~
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CAPITULO 1. FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS Y SUS REPRESENTACIONES.

1) Cada nodo Gpy; es igual p— v; veces a w; parai=1,...,k—1. Bs decir

Uppr = =Up—y, = U
Gpeyy41 = - = U2ppy—uy = U2
Uie-2yp—SiSt st = 7T By intw, T ML

Entonces el conjunto de funciones B-spline

{Nip(@)}i=0..n—s (1.46)
consideradas como funciones sobre (i, fi,] forman una base del espacio Ppy,..

Demostracién. Inicialmente probemos que cualquier N; ,(u) de (1.46) pertenece al espacio Ppp,.-
El teorema 10, nos indica que si f es cualquier funcién suficientemente diferenciable existen escalares
di,...,dixpt+1 Que no dependen de f, tales que

i+pt+t

fltn, - Bigpn] = Z drf0-)(a,)

yr={
con jr =méx{s| r—-s>iyi,_s=1iy} parar=41,...,i+p+1. Dedondesi f =(--u)}

i+p+1 _ |
Nip(u) = @irprs —w)(- —uw)ifug, .t | = (Risper — %) Z dr(r — U)i_”(p_L'jr)' (1.47)
lo que muestra que N; p es una funcién polinomial por pedazos de grado a lo més p con puntos de ruptura
@iy ., Gippr1 J0s cuales por definicién son iguales a ciertos nodos interiores u,, ..., ux-). Ademas si
Gr=u; (parar €i,...,i+p+1yj€l,...,k—1), las propiedades de la funcién de potencia truncada
implican que esta funcién tiene p—j,—1 grados de diferencizabilidad en u; (es decir, es de clase CP=ir=D),
Por otro lado notemos que por definicién, j, cuenta el nimero de nodos igusles que u; (no incluyendo
a uj), y p — v; la cantidad de nodos iguales que u; (incluyéndolo), de donde p — vs = jr + 1 es decir
v =p—jr—1, asi Nip es de clase C(*4) en u; y por Jo tanto Nip € Pptiw-
Ahors, lo unico que falta probar es que (1.46) es linezlmente independiente. Para esto usaremos la
férmula recursiva de los B-splines realizando induccién sobre p.

r=i

= Supongamos que p = 0; asi, si

n—1

Za.-N,‘o(u) =0cono; ER
i=0
entonces oy =0 Vi, ya que

1 siu€ [ug,ipy)
N.-,o(w:{o €t

lo que implica que a; =0 parai=0,...,n—1,

« Ahora supongamos cierto para p — 1 y probemos para p;
n—1
> oiNip(u) =0
i=0
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Entonces si derivamos esta ecuacién usando )a propiedad (iv), tenemos

n—1 )
i=0 i=0

=p'§ai (Ni,p—l(u) _ Nigip-1(2) )
i=0

Uigp — Ui Yigps) — Uity

entonces

n—1 n—1
Nip_ A -
O:Zal P 1(u)_2a Niyrp (1)

1
=0 Wi+p T Ut T t4p+1 — Uig

ahora notando que por definicién Ny p—1(z) = N_pp-1(u) = 0, y ademas cambiamos el subindice
de ¢ + 1 por ¢ en el segundo sumando, tenemos

n—1_ n—1 :
0= Z o Nim-l(u) _ Zai—l Nt,p—l(u)

— —u
=1 e T W T Uitp — Ui

n—-1}

de donde por hipdtesis de induccién oy —avi—1 = 0, y ya que los valores de o; pueden ser cualesquiera
se deduce que o =0 Vi.

Ejemplo 8 8ip =2, U = {ug,uy,us,u3,uqa} = {-1,2,5,6,9} y v = (-1,0,1), obtengamos la base
de funciones B-splines de Py, formada por todas las fpp de a lo méis grado 2 sobre U las cuales son
discontinuas por la izquierda en u;, continuas en uy y de clase C(1 en ug.

Entonces, segiin Ja demostracién del teorema anterior, la base estd formada por n = dim(Pu,) =
(3)(4) — 3 = 9 funciones y por Jo tanto U = {&g,..., %1} con

sl tormamos g =4y =0y =ug Yy &y = 19 = %11 = u4 entonces
0 = {_11 _11 _11 2a2»2)5)5) 6)9)9l9}
y asf la base estd formada por el conjunto de funciones

{N(,2(u)}£=0,.“‘8

sobre U en donde u € [y, %) = [~1,9].
Para este caso por ejemplo las funciones N3 2(u), Nj2(u) segun la ecuacién (1.47) son

Naa(u) = 3lda(—1 — u)3 +da(2 — u)} + 2d4(2 — )y + 2d5(2 — w)3]
Naa(u) = 3[d3(2 — u)? + 2d4(2 — u) 4 + ds(2 — w)§ + 2d6(5 — u)%]
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las cuales claramente son discontinuas en 2 como se esperaba.

Obtendremos las expresiones explicitas de las funciones que forman la base usando la tabla de los
B-splines (1.40). Asi tenemos

Noo=Nip=Nzo=Nso=Ngo=Ngo= Noo=0.

1 siue|-1,2 1 siu€el2,5
Nao(u) = { | ) Nso(u) = { 12.5)
0 en otro caso 0 en otro caso

1 . )
Noo(u) = siu € |[5,6) Ngo(u) = 1 siu€l6,9)
0 en otro caso 0 en otro caso

Ahora las funciones B-spline de grado 1 son Ngy = Na, = Ngy =0

2—u ; - utt . _
Nislw) =143 stue€[-1,2) Noa(w) = 43 stu€(-1,2)
0 en olro caso 0 en olro caso
S—u : u—2 .
=2 s5uel2,b stuel2,5
N4.1<u)={ 30 sucing) N5.1<u>={ 3 12.5)
0 en ofro caso 0 en oiro caso
. -3 stu€|[56)
6—u situ€l[5,6 .
Noy(u) = {0 o mf aw) Nrafu) =< %% siu€l6,9)
0 en otro caso
u—=6 -
Ner(u)=4 3 siu€l6,9)
' 0 en otro caso

1
Nea
\UPS
Noo N, Ne Nz
05} N Ny
0 . A . . >

4 0 1 2 3 4 S5 6 7 8 9
Figura 1.10: Base de funciones B-spline de grado 2, con U = {~1,2,5,6,9} y v = {-1,0,1).
Por iltimo las funciones B-spline de grado 2 son Jas siguientes, éstas se presentan en la Figura 1.10.
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i€ [-1,2)
No o(1) — 5 siu€ |1,
02(u) {0 en otro ¢aso
(ut1)(2—w) |, (2—ulu+l) . _
Ny a(u) = 3 + o sive[-1,2)
' 0 en olro caso
(u+1)? .
~1,2)
N ol1s) = 5 stu € [~1,
22(v) {0 en otro caso
(5~-w)? .
siu € (2,5)
N3 o(u) = !
s2(u) {0 en olro caso
2(u—2)(5~u) .
Nialu) = {—; iU € [25)
0 en otro ¢aso
(u=2)? 2 .
Nsa(u) = s +{6—-u)® siu€(5,6)
0 en otro caso
(u—5)(6 —u) + E=XB) gy ¢ (5,6)
Neg,2(u) = 5% siu €16,9)
0 en olro caso
fu=9) siu € [5,6)
Naa(u) = ¢ 810w | O-ww=6) 4, ¢ g,9)
0 en olro caso
(u—6)?2 B
6,9)
Neole) = 5 siu € [6,
82() {0 en otro caso

O

Tanto de la ecuacién (1.47) como del ejemplo anterior, se puede deducir que los grados de diferencia-
bilidad de las funciones B-spline de cierto grado p en un nodo interior se reducen a medida de que éste
se repite (y por lo tanto la fpp representada por esta base). Es decir si por ejemplo la funcién N; p{u) es
distinta de cero en un nodo x; el cual no se repite, entonces ésta es de clase C(P~1) en este nodo, en caso
de que se repita exactamente dos veces, tendremos continuidad de clase C(P~? y asf sucesivamente. A

coutinuacion presentaremos un ejemplo de esto.

Ejemplo 9 Tomemos la funcién B-spline Nj 2(u) de ejemplo 7, es decir

gu+l)"'

8
(u+1)(3~u) (5—u)(u~1)
8 + 2

(5=w)?
8

0

Noa(u) =

ssu€[-1,1)
siue(l,3),
siu € (3,5)

en olro caso

en donde U = {-~1,1,3,5} que se muestra en la Figura 1.11 (a). La cual se puede probar que es
de clase C(V en 1 y 3. Ahora supongamos que repetimos el nodo 1 reemplazéndolo por 3, es decir

U = {-1,1,1,5}; entonees la funcién resulta
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DD siwe |-1,1)

Noa(u)= ¢ 8200 5y e 1,2)

18
0 en otro caso

lo que implica una continuidad de C© en 1, como se muestra en la Figura 1.11 (b). Por Gltimo. volvamos
a ingertar 1 ahora reemplazandolo con 5; asi U = {~1,1,1,1} y entonces tenemos

wl o siue(-1,1)

Noo(u) = { z

0 en olro caso

la cual es discontinua en 1, como se observa en la Figura 1.11 (c).

(@)

4
18-

r 2
oL utl
ash 7

1

1 : L] 3 s T >
o

o
ol u+1y'
I

8
osl

4

i ©

>
= 1 »

Figura 1.11: Funcién B-spline Ny definida sobre U = {-1,1,3,5} en la parte superior, sobre U =
{-1,1,1,5} en medio y U = {-1,1,1,1} en la parte inferior.

O

Ejemplo 10 Recordemos que en el ejemplo 4, se representé una “constante rota” usando la base de
funciones de potencia truncada, y vimos por qué en este caso se pierde precisién. Ahora representaremos
la misma funcién pero con la base de funciones B-spline.

Aquf el vector de nodos debe ser U = {ug,...,u} = {0,1,2,3,4.44.6 ,6,7,8,9},p=1yv =
(vyy...,u8) = (0,...,0).

Entonces n = (2)(9) -8=10y U = {dg,...,%1,}. Tomando @y = @ = up y p = @ = uo tenemos
que U = {0,0,1,2,3,4.4,4.6,6,7, 8,9, 9}.
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1.2. REPRESENTACIONES DE FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS.

Asf las funciones B-spline que forma esta hase son

No‘)(u) = {(1)_ “
u—1
Nyj(u) =¢3-u
0
=
Nyj(u) = ¢ 4820
0
u—4.6
4
Ns,)(u) = 7—u
0
u-—-7
Ngy(u) =<9 —uy
0

Ahora la funcién spline s € S; y que representa a la recta rota estd dada por s(u) = E?=0 a; Ny g (u)
para 1 € {0,9) en donde ap = @) =az =a3 = 10,04 = 5,05 = 15y @5 = ag = -+ = ag = 10, en este

caso sl 4 = 8.5 tenemos

sin€0,1)
en olro caso

siu € [1,2)
siuc(2,3)
en olro caso
stu € (3,4.4)
stu € {4.4,4.6)
enotrocaso
stu € 14.6,6)
siu€[6,7)
enotrocaso

st [7,8)

stu € (8,9)
en olro caso

u
Nm(u) = 2 - u
;
u—2
Ny y(u) = ¢ 352
§
u—4.4
02
Ns(u) = ¢
f
u—6
Nzjy(u)=<8—u
0
Noa(u) = {g 8

siu€(0,1)
siue|l,2)
en olro caso
siu € [2,3)
siu € [3,4.4)
en olro caso
siu € |4.4,4.6)
siu € [4.6,6)
en olro ¢aso
stu €[6,7)
siu € (7,8)
en 0iro caso

siu € [8,9)
en otro caso

3(8.5) = 10Ng ;(8.5) + 10Ng,1(8.5) = 10(0.5) + 10(0.5) = 10.

es decir obtenemos el resultado esperado. Esto se debe a la propiedad del soporte local de las funciones

B-spline ya que para esta evaluacién solamente 2 funciones base estdn involucradas.
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Capitulo 2

Curvas NURBS

Una vez discutidas las principales caracteristicas de las funciones B-spline, este capitulo lo dedi-
caremos a estudiar una importante familia de curvas paramétricas definidas en términos de B-splines,
llamadas “Non Uniform Rational B-spline” (NURBS).

2.1. Curva de Bézier integral.

La idea de la siguiente exposicién es partir de lo mas particular a lo mds general, asi iniciaremos
con las curvas de Bézier integrales las cuales en este contexto son las méas simples pero a la vez més
importantes. Una manera intuitiva y bastante 1til para definirlas es por medio del llamado algoritmo
de Casltejua que discutiremos a continuacién.

El Algoritmo de Casteljau

El algoritmo de Casteljau es un proceso recursivo con el que se obtienen puntos ya sea en el planc o
espacio de una curva Bézier integral, lo presentaremos usando el siguiente ejemplo.

Ejemplo 11 Sean Py, Py, P,, P; puntos en R? o R? y un real t € [0,1]. Si fijamos ¢ = § y denotamos
P,o = Py, (parai=0,1,2,3) el algoritmo de Casteljau para este caso consiste en los siguientes pasos:

» Pasol: Calcular el punto medio entre P, o y Piy1,0, que denotaremos por P; (1), es decir

1 1 1
P, (-2‘) = §Pi,0 + '2“Pi+1,0

para i =(,1,2.

= Paso 2: Calcular el punto medio entre P; ;(1) y P41,1(3) denotado por P.o(1)
1 1 1 1 1
P2 (5) =50 (5) + 5P (5)

» Paso 3: Y finalmente calcular el punto medio entre Py 2(3) y Pi12(3) denotado por Py 3 (3)

1 1 1 1 1
Po,3 (5) =552 (5) + 5 12 (5)
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2.1. CURVA DE BEZIER INTEGRAL.

Se dice entonces que Py 3(3) es un punto de pardmetro ¢t = 3, sobre la curva de Bézier de integral
clibica definida por Py, Py, P2 y P3. Graficamente, estos tres pasos se presentan en la Figura 2.1(a).

Si ahora tomamos t = %, los nuevos puntos estaran ubicados en el segundo tercio de la linea recta
que une cada par, es decir los pasos son

i

s Paso 1: P, ( 3P0+ %P,-Hp parai=0,1,2.

%Pf,l(%) + %Pi+1‘l(%) parat=0,1.

9
= Paso 2: Pz-‘g(%)
5)=3P2(3)+ 3P1a(3)

s Paso 3: Poyg(

Y de nuevo se dice que Povg(%) es un punto de pardmetro ¢t = % sobre la curva de Bézier. éstos se
muestran en la Figura 2.1(b).

Ré 0 =R 1 Rd O =23 1

Figura 2.1: Puntos obtenidos por el algoritmo de Casteljau con Py, P, Py, Psy t =1 (a) y t = 2 (b).

En general, se puede establecer que para cualquier pardmetro t € [0,1], los pasos que componen al
algoritmo son

s Paso 1: P 1(t) = (1 —t)Po(t) + tPi+10(t) parai=10,1,2.
» Paso 2: Pio(t) = (1 —t)Pa(t) + tPit1,1(t) parai=0,1.
= Paso 3: P 3(t) = (1 — t)Poa(t) + tP12(t).
que notemos, se puede escribir como
Pir(t) = (1 —t)Pra(t) + tPipr,r—1(2)
parar = 1,23 yi =1,...,3 —r. Asi, el conjunto de todos los puntos P 3(t) para todos los valores

t € 10, 1], forma la curva de Bézier de integral de grado 3, que presentamos en la Figura 2.2.
O

En la siguiente definicién se formaliza el proceso descrito en este ejemplo.
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CAPITULO 2. CURVAS NURBS

oo

B

Figura 2.2: Curva generada por el algoritmo de Casteljau con puntos de control Py, Pr, P, Py y t € [0,1]

Definicién 8 Dado un conjunto de puntos Py, Pi,..., P, € R? o R? llamados de control, y t € [0,1]
el algoritmo de Casteljou es el proceso que calcula puntos de una curva de Bézier por medio de la
siguiente ecuacion

Pi_,-(t) = (1 — t)Pi‘r._l(t) + tPi-H,r—l(t) (2.1)
parar =1,...,p,i=0...,p—7 con Pjo(t} = P; para j=0,...,p.
Ast, una curva de Bézier integral de grado p definida por Py, Py, ..., Py, que denotaremos por

B(t). Es aquelle que estd formade por los puntos Py p(t) pera todos los t € [0,1}. El poligono formado
por los puntos de control es llamado poligono de Control.

La curva de Bézier v la base de Bernstein.

Es importante notar que los puntos en (2.1), son sumas de productos de ¢ y 1 — ¢, lo que resulta
un polinomio, de donde es claro que B(t) es una curva polinomial (es decir sus funciones coordenadas
son polinomios). En la siguiente discusién probaremos que ésta se puede representar usando una base
de funciones polinomiales, lamadas de Bernstein’ las cuales definimos a continuacién.

Definicién 9 Dado un entero positivo p yt € [0,1], el i-ésimo polinomio de Bernstein de grado p
se define como

B, @) = (p) (1~ )P (2.2)

i
il 0 c.0.C.

Algunas de las principales propiedades de las funciones de Bernstein son las siguientes

para i =0,...,p.

1) B;p(t) > 0. Esto se sigue de (2.2).

1Que veremos més adelante son un caso particular de los B-splines.
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2.1. CURVA DE BEZIER INTEGRAL.

11) Particién de la Unidad: Y_7_, B; ,(t) = 1.
Por el teorema del binomio tenemos que

L p
ZBi-p(t) = Z (p) -t i=(t+1-t)P =1
1=0

i=0

1) By p(0) = Bpp(1) = 1. Como

tenemos que B ,(0) = By (1) = 1.

IV) Bi‘p(t) = (1 — t)Bi‘p_l(t) + tBi-—l,p—l(t).
Esto se sigue del hecho

BP(t) = (p; 1)&(1 ~ )t
[ (e
- (P; 1)#(1 — )P (‘f: Dt"(l — )Pt
=(1-1t) (p . 1)t*’(1 — Pty t(?:ll)til(l — g
= (1= t)Bip1(t) + B (¢)

V) B ,(t) = plBic1p-1(t) = B p-1(t)]

B (t) = gi KFD £(1 - t)”‘i]
= (I:) [ (1 = )P~ — £ (p — ) (1 — £)P ]

i -t p! i p—i—
mt L1 —pyP _Mt(l_t) 1

SR o e
ZP[B'—I,p—l(t) - Bi,p—l(t)j

1l

La siguiente proposicién da sentido a la afirmaciéon de que los polinomios de Bernstein forman una
base.

Proposicién 1 Dado un entero positive p yt € (0,1) el conjunto de polinomios de Bernstein

{Bi.p(t)}?zo (2.3)

forma une base del conjunto de funciones polinomiales por pedazos Ppy (ver seccidn 1.1) en donde
U= {uo,ul} = {0,1}.
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CAPITULO 2. CURVAS NURBS

Demostracién.

Primeramente notemos que por definicién cada B;, € Ppy parai =0,...,p. Ahora probaremos la
independencia lineal de (2.3) por induccién sobre p, asi si p = 1 el conjunto {1 — ¢,t} es linealmente
independiente, es decir

ag(l —t) + ot = 0 entonces ag = a; =0
ya que t € (0,1). Supongamos cierto para p — 1 y demostremos para. p, asi supongamos

p

Z aiBi,p('u.) =0

1=0

entonces usando la propiedad 1v de los polinomios de Bernstein tenemos que

p
D [Bi-1,p-1(u) = Bip-1(u)] =

i=0
p P

P ZGiBi—l,p—l - E aiBi,p—l =0
i=0 i=0

ahora por definicién B_; ,_1(u) = Bp p—1 = 0, de donde

P p-1
p {Z By p_1(u) - ZaiBi,p—-l(u):l =0
i=1 i=0

cambiando subindices

P p
D {Z o;Bi_1p-1 — Zai—lBi—l,p—l} =
=1 i=1

P
Z(ai - ai—l)Bi—l,p—l(u)] =0

i=1

p

y por hipétesis de induccién concluimos que o; — a;—1 = 0, ¥ ya que éstos son escalares cualesquiera
tenemos que ¢o; = 0 para toda i, es decir (2.3) es un conjunto linealmente independiente.
Por ultimo notemos que segin (1.1), la dimensién de este espacio es

dim(Poy)=1-(p+1)-0=p+1

ya que en este caso el valor de k es igual a 1 y no existe un vector de grados de diferenciabilidad continua
en las uniones de los polinomios, pues este espacio estd formado por las funciones polinomiales de un
solo pedazo. Asf la dimensién coincide con la cantidad de funciones de (2.3) y concluimos que éste forma
una base de P, .

|
Ahora presentaremos un teorema muy importante, que indica que los puntos obtenidos por el algo-
ritmo de Casteljau se pueden escribir en términos de los polinomios de Bernstein.

Teorema 14 [Far90, pigina 42| Dado un entero positivo p y puntos de control Py, ..., P,, de una curva
de Bézier de grado p, entonces

Pir(t) = Pu;Byr(t) (2.4)
7=0

parar =0,...,pyi=0,...,p—71 yt € [0,1], en donde P, .(t) es el i-ésimo punto obtenido en el
r-ésimo paso del algoritmo de Casteljou (2.1) con pardmetro t € [0,1].
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2.1. CURVA DE BEZIER INTEGRAL.

Demostracién.

Esta demostracién se hard por induccion sobre r, usando las propiedades de los polinomios de

Bernstein presentadas anteriormente. Asisir =0
0
Piot)=PF = Z P,B)(t)
Jj=0

por la propiedad [11. Ahora supongamos que se cumple para r — 1 es decir

r—1

Pir1(t) =Y Py Biroa(t)
§=0

v probemos para r. Entonces del algoritmo de Casteljau
Pi,r(t) = (1 - t)Pi,r—l(t) + tPi+1,r-1(t)

asi sustituyendo (2.5) en (2.6) tenemos

r~1 r—1
Pir(t)=(1—1)> PuyiBjra(t) +t) Py Byroa(t)
7=0 =0
ifr—1 it
=(1—=1) > PBjira(t)+t Y PiBji1r-a(t)
P j=it1
y por definicién B_j r_1(t) = By r-1(t) = 0 entonces
itr it+r
Pyp=01—-1)) PBj iy a(t)+ty PiBj—i1r1(t)
j=i =t

por ltimo por la propiedad 1
i+
Pir(t) = > Pi{(1 = £)Bjo1ro1(t) + tBjmim1,r1]
i=t

i+r

=S "PiBiis(t) =Y Py Bir(t)
j=i =0

(2.5)

Asi finalmente, los puntos obtenidos en el dltimo paso del algoritmo de Casteljau, se pueden escribir

como lo indica el siguiente corolario.

Corolario 1 Dado un entero positivo p y un conjunto de puntos de control B, ..
, .
B(t) = Poy(t) = »_ PiBipl(t)

=0

Demostraciéon. Claramente la igual es cierta, sien (24) i=0y r=p.
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CAPITULO 2. CURVAS NURBS

Ejemplo 12 Representemos la curva del ejemplo 11 usando ahora la base de Bernstein. Asi segin el
teorema anterior esta curva se puede escribir como

3
B(t) = Y B,s(t)P;
i=0

en donde-
Boa(t) = (1 t)°
Bi3(t) = 3t(1 — t)*
Bg)g(t) = 3t2(1 —t)
Baa(t) =t*
estas funciones se presentan en la Figura 2.3
Iy
1
B By
0.5+ B, B.,
| >
0 05 17

Figura 2.3: Polinomios Bernstein B; 3 para i=0,2,3.

|

2.1.1. Propiedades.
A continuacion describiremos algunas de las principales propiedades de la curva de Bézier integral,

para esto supondremos dado un entero positivo p y puntos de control Fy, ..., P, que definen a B(t) con
te0,1]. :

1) Interpolacion de los Puntos Frontera.

De las propiedades 111 y particién de la unidad los polinomios de Bernstein, tenemos que B; ,(0) =
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CURVA DE BEZIER INTEGRAL.

Bip(l)=0paral < j<py0<k<pasi

B(0) = > Bip(0)P; = Bop(0)Po = Py
=0

B(1) =Y Bip(1)P, = Bpp(1)P, = Py
i=0

Esta propiedad es bastante Gtil ya que proporciona un mayor control en la curva.

1) Enveltura Convexa. La curva est4 contenida en la envoltura convexa de los puntos de control.

Sea t* € [0,1], entonces por la no negatividad y particién de la unidad de los polinomios de
Bernstein

p
Bip(t*) =1

i=0

Bip(t*) 20

de donde B(t*) = > B; »(t*) P, pertenece a la envoltura convexa de los puntos Fj, ..., Pp.

i) Invarianza Afin. Esta propiedad es muy importante ya que nos indica que es posible aplicar

clertas transformaciones geométricas a B(t), con sélo aplicarlas a los puntos de control, para
describirla necesitaremos la siguiente definicién.

Definicién 10 Dado un conjunto de reales mayores o iguales que cero o, . .., ap tales que y oo o; =
1 un mapeo ¢ : R — R3 es llamado afin si

Asi la propiedad de la invariaza afin de la curva de Bézier nos indica que

¢’(Z BipP) = Z Bip9(F;)

lo cual es cierto por la propiedad 111 de los polinomios de Bernstein.

Los mapeos afines que son interesantes para las curvas de Bézier, (y en general para los NURBS)
son las transformaciones geométricas basica, como translaciones, rotaciones, proyecciones etc., s
decir aquellas de la forma

p(v) = Av+w (2.7)

en donde A es una matriz de 3 x 3 y w es un vector. Notemos que para este caso la invarianza se
puede probar como sigue

& (Z Bi,pPi) =A (Z Bi_pP{) 4+ w= Z Bi‘pAPi + Z B{,p‘w
=Y Bip(AP+w) =Y _ Bipd(P)

1v) Invarianza Bajo Transformaciones de Parametros Afines.
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CAPITULO 2. CURVAS NURBS

Los valores parametrales de B(t), segiin la definicién del algoritmo de Casteljau o los polinomios
de Bernstein pertenecen al [0, 1], sin embargo es posible definir a la curva sobre cualquier intervalo
[, 8] (con &r < B ya, § € R) por medio del cambio de variable

(2.8)

y asi
ZBW )P, = ZB,p( )

el algoritmo de Casteljau para este caso, se escribe como

_ﬁ*u U — &
Pz,r(t) = mpi,r—l(u) + ﬁ_apz-f—l,r—l(u)
patar=0,...,pyi=0,...,p—r.

Es importante notar que la igualdad (2.8) se puede ver como un mapeo ¥(t) : [, 3] — [0,1], la
cual se puede probar (ver [tesis, pigina 75]) también es un mapeo afin de R en R, y asi se dice
que es una transformacién de pardmetros afines y que B(t) es invariante bajo ésta.

v) Derivada. La derivada de B(t) estd dada por

p—1

B(t)=pY APBizi(t) (2.9)
i=0

en donde AP, = -Pi+l - Pi-

Esto se sigue de la propiedad v de los polinomios de Bernstein ya que

ZBP —pz [Biovp-1— Bip1] Py

i=0

y por definicién B_;p_1(t) = Bpp-_1(t) =0 y asi

P p-1
B(1)=pY Biorp ()P pY_ Bip ()P
1=0

i=0

p—1
=p> Bip )Py —p Y Bip1(O)P:
i==0

i—O
p—-1
'—PZ i+l — 11) 1 ):pZARBi,pfl(t)'
1 =0

Para la derivada de orden r (con 0 < r < p), es necesario definir la siguiente notacién

ATP = AT Py - AR
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CURVA DE BEZIER INTEGRAL.

en donde AYP; = P,. Por gjeinplo

A'Pi=Py - P
AP, =Py — 2P + P,
ASPL' = Pi.g.g - 3Pz'+2 + 3P1+1 =P

. r
AP, = Fiyr — (71) Pipro1 + (2) Piyrg— -+ B

que se puede escribir como
r—1 ;
AP = ( , )(—1)1A‘P1~+,._1_j
, Z ;
Entonces si B (t) denota la r-ésima derivada de la curva, tenemos que

B™)(t) =

P
Y ATPB, 5 (t)

(p— )t

esta igualdad demostrard por induccidn sobre r. Asisir=1

_pZ(Pz+l sz~ = ‘1 L/—\ BBy 1

Ahora supongamos que es cierto para r — 1, es decir

dr—l p' p—r+l )

y probemos para r. Al derivar el lado derecho de esta ultima expresidn resulta que

p—r+1

p! ~ 1
G rrm P ED X AT RBep-r(6) — Bu-r(t)] =
i=0

p!
(p—r)!

p—r‘
A" TP By pen(t) — Z AT_IPLBLP—T("’)} =
i=0

ol p-r . p_—: .
; {Z A 1P1'+1Biyp—r(t) - L A lPiBivp—r(t)} =

i=0 =0

(b

=0
Z(Ar_lpi+l - Ar_le‘)Bi.p—r(t)} =

p—r

p—7

p! -

=y Z ATPB; 5 r (1)
i=0
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CAPITULO 2. CURVAS NURBS

2.1.2. Subdivisién y diferenciabilidad.

Segiin lo discutido anteriormente, el cdlcule de un punto sobre la curva de Bézier integral usando el

algoritmo de Casteljau, requiere de una serie de pasos que generan puntos intermedios. A continuacién

- describiremos como algunos de éstos, pueden verse como los puntos de control de dos subcurvas que
subdividen a la original y la diferenciabilidad que existe en su unién.

Ejemplo 13 Sean los puntos de control By, P, Py y Ps del ejemplo 11 y fijemos a ¢ = L. Entonces la
respectiva curva de Bézier integral B(t) junto con los puntos obtenidos por el algoritmo de Casteljau,
(para este pardmetro) se presentan en la Figura 2.4. Notemos que B(t) puede verse como si estuviese
formada por las curvas Bg(t) y B;(t)para la cuales su rango y puntos de control son respectivamente
tef0,4],te(s 1], Qo,...,Q3 ¥ Q3,..., Q5. Ademds se observa que estos puntos cumplen que

21

Qi = Fip(1/2)
Qayi = P 3-i(1/2)

parat =0,...,3.

Figura 2.4: Curva de Bézier integral subdividida por Bo(t) con t € (0, 3] y B1(t) con t € [3,1].

a
Asi, ya que el algoritmo de Casteljau es un proceso recursivo, las observaciones hechas a la curva
del ejemplo anterior se puede “extrapolar”a una curva B(t) de grado p con puntos Fy,...,Pp. Es
decir si t* € (0,1), B(t) estd subdividida por Bg(t) y B1(¢) cuyos dominios y puntos de control son
respectivamente [0,¢*], [t*,1], Qo,...,@p ¥ @y, ..., Q2p los cuales cumplen
Qi = Poa(t”)
Qpys = Fip-i(t”) (2.12)

parat=0...,p.
Por otro lado notemos que la unién de las curvas cdbicas Ba(t) y B (t) del ejemplo se realiza en el
punto 3 y en general segiin (2.12) en Qp cuando t = t*. Entonces cabe la pregunta acerca de como es,
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2.1. CURVA DE BEZIER INTEGRAL.

O que tan suave es esta union. Para responder a esto, es necesario entender las relaciones geométricas
entre los puntos Qo, ..., Qap, Fo.-.., Py y sus respectivos poligonos de control.

Tomemos el caso particular del ejemplo anterior y observemos la Figura 2.5. Ya que {2, @3 v Q4
son colineales y la distancia entre (J2, (3 v @3, (4 es proporcional a la distancia que hay entre 0 at y t
a 1 respectivamente, la interpolacién lineal (que denotaremos por Q9.1 (u)) de los puntos Qs y €3 dada
por

Qealu) =(1-2u)@2+2uls -—w<u<ow

cumple que Q2,1(1) = Q4.

Figura 2.5: Curva de Bézier subdividida en donde se muestra las distancias proporcionales del poligonos
de control y el rango parametral.

Esto mismo sucede con las interpolaciones lineales @y 1{u) y @1 2(u) de los puntos Q1, @2 y @11(1), G2,1(1)
dadas por

raf{u) = 11 — 2u) + Q221 —00 < U < 00
Gr2(u) = Gy (1A = 2u) + @2,1(1)2u —00 < u <00
es decir
Q1) = Pu(%)
Q12(1) = Qs
y por ultimo Ja interpolacién lineal de Qo 2(1) y G 2(1) dada por
Qoa(u) = (1 = 2u)Qo,1(1) + 2uQi2(1) —o00 <u< o0

cumple
Qo,3(1) = We.
Es decir tenemos que
Q21(1) = Q4
@1,2(1) = Qs
Qo,3(1) = Qs
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CAPITULO 2. CURVAS NURBS

En la siguiente proposicion generalizamos este resultado.

Proposicion 2 Sea un entero positivo p y un conjunto de puntos de control Fy, ..., Py de una curve
de Bézier integral B(t). Sit* € (0,1) y Bo(t) ( para t € [0,t*]) y Bi(t) ( para t € [t*,1]) son las
curvas de Bézier, que subdividen a B(t), las cuales tiene puntos de control Qo,...,Qp ¥ @p,---, Q2

respectivamente, gue (2.12), entonces
Qivp = Qp-ia(1) {2.13)
para 1 =0,...,py Gio = Qi

Demostracidn

La demostracién se hard por induccién sobre 7. Asi supongamos que ¢ = 1. Es decir debemos de-
mostrar que Q41 = (Jp-1,1(1}, sin embargo por (2.12) tenemos que Gp+1 = Prp-1(t*), por lo que es
equivalente probar que Py p_1(t*) = Qp-1,1(1).

Entonces por el algoritmo de Casteljau y la propiedad 1V de las curvas de Bézier integrales tenemos
que

Q1) = (1- 1) Qo0+ 20500

y de nuevo por (2.12)
t * L .
Gp—1a(t) = (1 — 7 Fop-1 () + = Poalt )

, 1 1 .
Qp—l‘l(l) = kl - F)Pﬁ,p—l(t*) + t_‘PO’p(t )

1 l‘ 3 * ® *
= (1= ) Popm1 () + 2 (1= E)Popa(t) + £ Prpea (8]
= Py, (7).

Ahora supongamos cierto para i — 1 es decir

P p-i+1(t") = Qpiic1 = Qp-itri-1(1)

y probemos para i. Entonces como Qpys = Pip_;(t*), es equivalente probar que P ;_i(t*) = Qp—:,:(1)
h

Qp—ialt) =(1- %)Qp~1’,i——l(t) + %prH-l,i—l(t)
t t

de donde

Qp-ii(D) = (1= 2)Qpias(1) + 2 Qpssrica (1)

1 . 1 "
=1 = ) Po1p-i(t) + = Pimtp-in ()

1 « 1 * ® * *
= (1= 2P (t7) +  [(1 =) P o (87) £ 7 B ps (8]
= Pi.nﬂ(t*)

|
El siguiente teorema nos proporciona la relacién entre los puntos de control ), y la suavidad de la
union de las subcurvas.
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2.1. CURVA DE BEZIER INTEGRAL.

Teorema 15 Sea un entero positive p y un congunto de punios de control Py, ..., Fy de una curva de
Bézier B(1). si t* € (0,1) y las curvas Bo(t) con t € [0,¢*], y By(t) con t € [¢*, 1],y puntos de conirol
Qos . Gy Qpo- ... Qop (respectivamente) subdividen a B(t). entonces Bo(t) y Bi(t) se unen en
(cuando t = t*) con una continuidad de clase C'™) con § < r < p— 1, siempre que

Qitp = Qp-i,:(1) (2.14)
para ¢ =0,...,7.
Demostracién.

Por la propiedad v de la curva de Bézier integral

B
t A
Bo(t) = Bipl, t € [0,
o(t) ;ﬂczl o) para t € [0,*]
z t -t
By(t) = ZQP‘HBi,p(T:T) parat € [t 1]
i=0

ahora por la propiedad v

dr R t 1
%BO(tJ = ; A QiBi,p—r(t_,,) . (t_*j

dr =L t—t* 1
E;Bl(t) = M;A Qp+7‘,B1'.‘p-—r(l_‘7t*)' (1 T
Asi
T Balt) - 2 amg,. (L)
dtr O T =)l P ¢

d’ P v 1 i
S Bilt) = (p_—r)!A @p (ﬁ)

de donde, la demostracién se reduce a probar que?

1\ . 1 .
Qivp = Gp-ra(l) = (t_*) ANQpr = (m) ATQp (2.15)
parai=10,...,r.
Probaremos la expresién 2.15 por induccién sobre r. Si r = 0 se cumple trivialmente, si r = 1

debemos demostrar que
1 1
(t_*) AlQp—l — (H) AIQIJ

asi por el algoritmo de Casteljau y la hipdtesis

(125 80 = 125 @1 - @) = 12 @11 - Q)

1 [t -1 1
Tt (t—*Q”“+FQp_Qp)

Q- = (i) N

t t*

?De hecho se cumple también la implicacidn inversa para esto ver [Far80, pgina 103].
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CAPITULO 2. CURVAS NURBS

Ahora supongamos cierto para 7 — 1 es decir

1 r—1 1 r—1
(t_*) AT Qpri1 = (1 — t*) ATQ,

y probemos para r. Entonces por hipétesis de induccién

(1 —1t> B = (1—1t*>r (AT_IQ”“AjAHQp)
T
- (1_”) A Qp]
() ()
( ><_) AT Qp- r+l]
1
A\

tlt
(e)sann)

[ (1 ) ATTIQp ry2
1
usando (2.10) la dltima expresién se puede escribir como

) (£ (o) e
S ENE (o
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2.1. CURVA DE BEZIER INTEGRAL.

1 re o (1Y ar
(1_t*> ATQ, = (t) A Qp_y
B

Claramente, por la propiedad de invarianza bajo transformaciones afines, la curva de Bézier B(t)
del teorema anterior, puede ser definida sobre cualquier intervalo (¢, 8], en donde el respectivo t* es un
valor u* € [a, §] con u* = t*(f — o) + . Asi en este caso las curvas se escriben como

y por lo tanto

p
B(u) =Y PBi, (g - Q) para u € [a, [
i=0 v—a
14 Yy
Bo(u) = > QiBi, < u* _a ) para u € [a, u”]
prd u* — o
P .
B;(u) = ZQp+iBi,p (H) para u € [u”, 3]
i=0 :

y entonces Bo(u) y B(w) se unen en u* con una continuidad de clase C") siempre que

Qirp = Qp-1.:(F)

parai=0,...,7.

Geométricamente, el teorema nos indica que la diferenciabilidad de la unién de dos curvas de Bézier,
estd directamente relacionado con el hecho de que sus puntos de control tengan una geometria definida
por el algoritmo de Casteljau.

Por ejemplo para que dos curvas de Bézier Bo(u) con u € [a, ] y By(u) con u € [3,7] y puntos de
control Fo,...,Pp vy Pp,..., Pyp, se unan con una continuidad de clase C) en P, cuando u = (3, debe
suceder lo que se muestra en la Figura 2.6

B

Figura 2.6: Condicién de continuidad de clase CV)
Es decir la distancia de Pp,_, a P, y P, a Ppy1 debe ser proporcional a la distanciade c a Sy G a 7.
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CAPITULO 2. CURVAS NURBS

En el caso de la continuidad de clase C(? debe existir algiin nimero d € R3, de tal manera que se
cumpla lo que presenta en la Figura 2.7. Para una continuidad de clase C® deben existir dos puntas d,
y d3 € R* y suceder lo que se observa en la Figura 2.8. Siguiendo el mismo proceso es posible determinar
la geometria de los puntos de control para obtener cualquier grado de diferenciabilidad requerido®.

Figura 2.8: Condicién de continuidad de clase C®

3Por supuesto esto también depende con cuantos puntos de control se dispongan.
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2.2. CURVAS DE BEZIER RACIONALES.

2.2. Curvas de Bézier racionales.

Una cénica, es una curva polinomial cuadratica definida por la ecuacion

ar? + 2bzy + ey’ + 2dr + 2ey + f =0

dentro de la cuales se encuentran las bien conocidas hipérbolas, elipses y pardbolas. éstas tiene una
caracteristica importante dentro de nuestro contexto lamada irreductibilidad, que indica que no se
pueden descomponer como el producto de dos factores lineales, lo que ademdas implica que las parame-
trizaciones polinomiales, deben de tener funciones coordenadas de cocientes de polinomios? llamadas
racionales [Marsh, pag. 98-115]. Esto quiere decir, que estas cénicas no pueden ser representadas por
curvas polinomiales con funciones coordenadas del estilo

z(u) = ag + ayu+ ...+ agu”
ylu)=by +hu+ ...+ bu" (2.16)
con a;, b; € R para toda 1. Por ejemplo, supongamos que deseamos representar el circulo con centro en

el origen 2?2 + y% = 1 con (2.16)
Entonces, sustituyendo estas dos ecuaciones en

22+t —1=0 (2.17)
tenemos
0=(ao+au+--+anu®)+ (b + byu+--- 4+ byu™)? -1
= (G% + bg —1) + 2{apay + boby)u + (U,f + 2apag + b:'; + ‘Zbobg)uz
A (ai—l + 2apgan + b?‘*l + 2bn_2bn)u2n_2
+ 2(a/nan—l —+ bnbn—»ljuzn_l + (Gi + b;z-,)u2n
Es decir, para que las funciones coordenadas puedan representar al circulo, es necesario que esta

igualdad se cumpla para toda u € R, lo cual es cierto si todos sus coeficientes son cero, lo que implica
que 0=af+ b2 —1,a,=0y b =0 para 1 < i < n. Esto se sigue de

La2+62=0=ay,=b, =0

2. 0% | +2an-20,+02_1bp=0yelpasol = a’_; +b2_| =0yan-1 =bp-1 =0.

n. a? + 2agay + 0% + 2bgby =0y el pason — 1 = a; = by = 0.

Entonces z(u) = ag y y{u) = by, las cuales claramente no satisfacen (2.17) para toda u,ap,bp e R y
por lo tanto con (2.16) no se puede representar la circunferencia.

Ahora, ya que las curvas de Bézier integral estan definidas en términos de los polinomios de Bernstein,
se deduce que éstas excluyen la posibilidad de representar las hipérbolas y elipses, asi surge la necesidad
de definir la curvas de Bézier racional.

4Excepto las pardbolas.

U
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CAPITULO 2. CURVAS NURBS

Definicién 11 Dado un entero positivo p, puntos de control Py, ..., Py en R® y reales mayores o iquales
que cero llamados pesos wy, ..., wp, una curva de Bézier racional de grado p, estd dada por
4 B. ()P,
B(t) = LazoWiBip(t)P: cont €[0,1] (2.18)

2 h—owiBjp(t)

en donde cada funcidn B; ,(t) es un polinomio de Bernstein definido en (2.2), en el caso de que algun
w; = 0, el punto w; P; es remplazado por P;. Sin embargo para esta definicion supondremos que al menos
hay un peso distinto de cero.

Ahora si denotamos
’l.UZ'Bi’p(t)

Faplt) = > 0w Bjp(t)

(2.19)

B(t) se puede escribir como
n
B(t) =) Rip(t)B
i=0

es decir, la curva se puede representar como combinacién lineal de las funciones racionales R; p(t).

Las curva de Bézier racional, tienen una interpretacién geométrica en el contexto de Geometria
Proyectiva [Marsh, pag. 19-27] ® muy 1til, con la que B(¢) puede ser representada en términos de una
curva integral.

Para esto definamos las coordenada homogénea de un punto en el espacio F; = (x4, 4:, ;) como

pw _ (wizy, wiys, wizi, w;) siw; #£0 (2.20)
: (Iiv yi) Ziy O) Si Wy =
y la proyeccién H : R* — R3 como
Hz,y,zw) = { w70 w) siw gl (2.21)
direccién de (z,y,2) siw=0

en donde el caso direccién de (z,y, 2), se refiere al concepto de punto al infinito, que nos indica
que éste representa un tGnico punto en el infinito en direccién de (z,y, 2).

Por entender mejor esto, consideremos la linea en el espacio (z(t), y(t), 2(¢)) = (tz + e, ty + b, tz+¢)
que pasa a tréves de (a,b,¢) en direccién de (z,y, z), la cual tienen una representacién en coordenadas

homogéneas (tz + a,ty + b,tz + c,w’) para algin w’ € R # 0, y multipliquemosla por 1 (con ¢ # 0)

resultando (z+ %, y+ I;’, z+%,%). Entonces si ahora tomamos el limite cuando ¢ tiende a infinito tenemos

) = (a:’ y’ Z, O)

B a b w'
hm(:v+;,y+z,z+ ’T

t—oo

~ O

De donde resulta natural la interpretacién anterior.
Con estos elementos notemos que la curva (2.18), se puede escribir en la siguiente manera

b4]
BY(t) =Y B, p(t)P¥
=0

la cual, es la expresién que representa a una curva de Bézier integral, que por lo general es maés simple
de manipular®, adem4s de que la mayoria de los algoritmos para curvas de Bézier estdn disefiados para

Sla cual para los alcances de este trabajo no necesitaremos abordar.
8En términos computacionales esto es muy claro, ya que las curvas de Bézier racionales involucran el cilculo de cocientes
lo que generalmente causa perdida de precisién.



2.2. CURVAS DE BEZIER RACIONALES.

curvas integrales.” Asi una vez realizada alguna transformacion o céleulo a B¥(t), es posible aplicar la
proyeccién H al plano w = 1 y obtener nuevamente la versién racional (ver Figura 2.9).

Py -

/

L

Xe—

Y

Figura 2.9: Coordenadas homogéneas, el plano proyectivo y la curva B-spline racional.

2.2.1. Propiedades.

A continuacién presentaremos algunas de las principales propiedades de las funciones R; ,(t) y la
curva de Bézier racional B(t).

1) No negatividad; R; ,(t) >0V i,pyte[0,1]
Esto se sigue del hecho de que B; ,(t) > 0 y que cada w; > 0.
11) Particién de la unidad. 3°7_ ) R; ,(t) = 1.

Notemos que

p » .
" Riplt) = ammo Bl

i=0 .,;:0 'U.)] B]’p(t)
i) Rop(0) = Rpp(1)=1.
_ ’LUoBo7p(0) _ wOBO,p(O) -1
Rop(0) = ;?=0 w;B;(0) ~ woBo,»(0)
fo (1) = —ZeBaal) _ wpBppl1) _

B Z?:o w;Bjp(1)  wpBpp(l)

"Lo que no quiere decir que siempre que se trabaja con curvas racionales se tenga que realizar esta transformacién.
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V) Si w; = ¢ para ¢ constante, entouces F; 5(t) = B; 5(t).

Esto se tiene por la propiedad de la particién de la unidad de los polinomios <e Bernstein, ya que
asi
CBj (t) C‘Bi
Rip(t) = -2 = —F = Bi,t)
i CZ?:O Bj,p(t) C B

v) Interpolacién de los puntos frontera.

Se sigue de 111

vi) Envoltura convexa. B(t) estd contenida en la envoltura convexa de sus puntos de control. Esto
se tiene por I y 11

vil) Invarianza Afin. B(t) es invariante bajo transformaciones afines. Se sigue de 1I.

vii) Una curva de Bézier integral es un caso particular de la curva de Bézier racional.

Se sigue de 1v.

1X) Derivada.

Para obtener la derivada de la curva de Bézier racional notemos que si F(t) = f(£)/g(£)

O - S OFO O - o ()
Fie) = 70 = 0

Ahora por la regla de Leibniz la r-ésima derivada de f(t) = g(t)F{t)

r

=3 (:) o () FT=D(2)

i=0

= g(O)F™ tHZ( ) W ) FrD )

lo que implica que
FOE) - 3, (g OFTI()
g(t)

FU) = (2.22)

Ahora si tomamos f(t) = 3.7, wiBi 5(t)Ps y g(t) = 3_8_ w; Bj p(t), es posible calcular la r-ésima
derivada de B(t) usando (2. 22) por gjemplosir=1yr=2

(Zf:o wiBi,p(t)Pz’)l - ( j=0Wj J.p(t)) B(¢)
2 =0 wiBjp(t)
(Zf:o Bivp(t)Pi)” -2(3°0 _ow;Bip(t)) B(t) — (Ep—o w; B, p(t))"B(t)
Z?:o w; B;,p(t)

B(t) =

B(t) =

aqui B;  estd dada por (2.9) y (2.11).
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2.2.2. La curva de Bézier cuadratica racional y cénicas.

Alinicio de esta seccidn, se menciond que la principal razén para definir la curva de Bézier racional, es
que ésta, a diferencia de la curva integral, permite la representacién las cénicas. Claramente, la manera
mas natural de hacerlo es utilizar la curva racional cuadratica, dada por

woll — t)zpo + 2unt(l — )P + w'zngg
-wg(l - t)’z + 21.()1t(1 - t) + w2t2
= Roa(t)Po + Ri2(t}P1 + Re o Py (2.23)

B(t) =

A continuacién describiremos ({Lee87]), como probar que esta ecuacidn, representa una cénica y una
manera de clasificarla.

Supongamos que los puntos de control Py, Py, Py de B(t), no son colineales y definamos S = Py — P,
v T = P, — P\, asi los vectores S y T son linealmente independientes y podemos considerar un sistema
coordenado oblicuo definido por { P, 5, T}, en donde P; es el centro y S y T los ejes. Entonces por la
propiedad de la envoltura convexa de las curvas de Bézier racional, tenemos que para cada ¢ € [0,1],
existen escalares a(t) y £(¢) tales que

B(t) = P +a(t)S + 8(t)T
=a(t)Ps + (1~ a(t) - 8P + B} P, (2.24)
Ahora comparando esta ecuacidn con (2.23) se deduce que
alt) = Ho.(t)

B(t) = Haa(t)
(1 —aft) - A(t)) = Ria(t)

ademas, notando que

Boa(t)Bz2(t) = (Bl—?(t)> 2

2
tenemos
wowy Bg o (t) Ba o (t
o010 = o) = 20225200
_woweBE,(8)  wowy (wiBr2)
o dw?(t) aw? wR(Y)
WoWsy .
= 4?“}%2 Rf,z(t)
es decir
a(t)B(t) = k(1 — a(t) — B(8))* (2.25)
donde o
- 2.26
4111% ( )

Esto nos indica, que las coordenadas oblicuas de todo punto de (2.24), satisfacen la ecuacién cuadrati-
ca (2.25), por lo que representan un conica.
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Si definimos el segmento de curva B(t) como

woll — )2 P — 2wy (1 — )P + wot® Py

B - ()

(2.27)

con
w(t) = wo(1 — )% — 2wy (1 — £t + wot?

tenemoes que

—_ _ ’LUQBohg_)(t)

at) = o)

Zo.y w2Baa(t)

Blt) = 0N
- i —TUIB]‘Q(t)
1—a(t) - pt) = O

y por lo tanto, G(£)3(t) = k(1 — a(t) — B(t))?, es decir, B(t) también es una cénica.
Ahora notemos que por definicién

B(t)B(t) — w(t)B(E) = —2u, Py = (@(t) — w(t)) Py

entonces _
BOB() — B()P, = wd)B(t) — w(t) Py

y suponiendo que w(t) # 0 tenemos que

B0 - 20

(B(t) - A)

esto nos indica que los puntos Py, B(t) y B(t) son colineales, y asi B(t) describe un segmento de curva
complementaria a B(t), la cual nos permitirid determinar el tipo de cénica que representa. Para esto,
notemos que el dencminador de (2.27) se puede descomponer como

W(t) = (wo + 2wy + wa)t? — 2{wg + wy)t + up
de donde sus raices estan dadas por
_ wo+w + w1 — 4k

t; = i=1,2.
wg + 2wy +ws

ahora de (2.26), sabemos que wy y ws pueden tener cualquier valor mayor o igual que cero y que wy # 0,
entonces si tomamos wy = we = 1 (lo cual es Hlamado paramelrizacidn normal) podemos determinar la
clasificacién de la cénica (2.23) considerando lo siguiente

= Sidk > 1, @(t) no tiene raices reales y por lo tanto B(t) no tiene puntos en el infinito, de donde
estd acotada para toda t € [0,1] y se deduce que B(t) es una elipse (ver Figura 2.10 (a)).

w Sidk = 1, w(t) tiene una raiz real y por (2.26), w; = 1 o w; = —1, sin embargo si w; = -1,
tenemos que w{t) = 1, Ia cual es una funcidén que no tiene raices reales. Asi debe suceder que
wy = 1y entonces w(t) = (2t — 1) > 0 para toda t, por lo que B(t) estd contenido en el primer
cuadrante del sistema oblicuo {P1, 5,7} v no esta acotado. Notemos que cuando ¢ se aproxima

a £ por la izquierda o por la derecha, B(t) crece infinitamente. Esto nos indica que en este caso
B(t) representa una parabola (ver Figura 2.10 (b)).
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By B
tel0t)  te(,l]

Figura 2.10: Elipse y pardbola obtenidas con el segmento complementario ]§(t), de la curva de Bézier
racional.

» Finalmente cuando 4k < 1, @(¢) tiene raices distintas t; < t2. Asi a medida de que ¢ se aproxima
por la izquierda a t; o a 1, B(t) crece infinitamente en el cuadrante ++. Cuando t; < t < to, B(t)
pertenece al tercer cuadrante (- -}, de tal manera que cuande t se aproxima a t; o a tq, esta curva
crece infinitamente. Es decir tenemos una hipérbola, (ver Figura 2.11).

Esta clasificacién se puede escribir en términos del peso w, de la siguiente manera

e Sidk>1,= wow > wf = wf <1=0<w <1, por lo que en este caso tenemos una elipse.
s Sidk =1,= w? = w, =1, tenemos una parabola.

s Sidk < 1,= w? = w; > 1, tenemos una hipérbola.

Es importante notar que cuando w; = 0, tenemos que

1-— t)2P0 + t2P2

B() - | (1—t)2+¢2

en donde B(0) = Py y B(1) = Py, es decir esta curva resulta en una recta que une sus puntos de control.

El shoulder point

Otra herramienta 1til para determinar el tipo de cdnica que forma (2.23), es con el llamado “shoulder
point”, el cual se deduce de la siguiente manera.

Sea t* = 1 (no necesariamente tiene que ser este valor) y denotemos S = B(t*), entonces continuando
con la suposicién de una parametrizacién normal (wp = we = 1), de la ecuacién (2.23) tenemos que

1 B+ P wh P = M " wy P, (228)

B(*) =
(%) 1+ uy 2 14w 1+un 14+un

la cual se puede escribir como
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Figura 2.11: Hipérbola obtenida con el segmento complementario B(t), de la curva de Bézier racional.

S=(1-5M +sP, (2.29)
con w
1

- 2.30

=TT wm (2:30)

Entonces, basados en la clasificacién usando el peso wi, podemos establecer que

Si s =0, la curva (2.27) representa un segmento de recta.

Si0 < s < %, entonces tenemos una elipse.
» Si s = 3, una parabola.
= Y finalmente si % < § < 1, una hipérbala.

en la Figura 2.12, se muestran ejemplos de curvas resultantes al variar este valor.

El arco circular.

Ya que el circulo es un caso particular de una elipse, debe existir algin valor de wn, con el que
podamos representar un arco circular. Para esto, notemos que por simetria, es claro que para lograr que
la curva Bézier racional pueda representar este arco, debe suceder que su peligonc de control forme un
tridngulo isdsceles, asi, supongamos que los puntos Fy, Py y P tienen esta forma.

Ahora, si denotamos el centro del circulo que contiene al arco (ver figura 2.13) como O, r el radio,
M el punto medio de la cuerda PyP,, X la intérseccién del circulo con el segmento M Py y 2« el dngulo
en el punto P;. Se puede deducir que el valor de w; debe cumplir que

IMX‘ . wh
MP| ~ 1+ w
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2.2. CURVAS DE BEZIER RACIONALES.

Figura 2.12: Cénicas para distintos valores del parametro s. Si s = % tenemos una elipse, si s = % una
pardbola v si s = % una hipérbola.

Entonces, notando que del tridngulo 0M F; se deduce que [0M| = rsin(«) entonces
IMX|=1[0X| - |0M| = r — rsin(a) = r(1 — sin(a))
ademds, del tridngulo 0P P se deduce que |0P;| = Snay ¥ ast M Py estd dado por

(1 - sin®(x))

]WP]l = |OP[| - |OM, = - rsin(a) = sin(a}

T
sin{a)
con lo que finalmente

wy  |MX|  sin(a)
l+w ~ |MP|  1+sin(a)

y wy = sin(a).
Todo esto nos indica que para obtener un arco circular debemos hacer que wq tenga el valor del seno
de la mitad del dngulo de la arista del punto de control P;. Por ejemplo para un arco de 60° debemos
1

hacer que wy = sin(30°) = 3, para un arco de 90° w; = sin(45°) = % = %

Variacién del peso.
Como se puede observar en la Figura 2.12, la variacién de w; (y a su vez la de 3), modifica la curva
siguiendo una recta, este comportamiento se puede aprovechar para modificar®la forma de una curva, lo

que nos proporciona mayor flexibilidad en el disefio libre tanto de curvas comge superficies, a continuacién
presentaremos un teorema que formaliza esto.

Teorema 16 Dado un entero positivo p, pesos wy, ..., wp ¥ puntos de control Fy,..., P, de una curva
de Bézier racional B(t). Supongamos que algiin peso wy (con 0 < k < p) es modificado a wi + dwy, para

8La alteracién de toda la curva por medio de la variacién de un sélo punto o peso no siempre es lo deseado, sobre todo
cuando ya se tiene completamente disefiada la curva y se desea hacer s6lo un ligero cambio, las curvas NURBS discutidas
en la siguiente seccioén evitan esta complicacion.
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&

Figura 2.13: Arco circular representado por una curva de Bézier cuadritica racional.

algun real § > 0 entonces cualquier punto P* = B(t*) (con t* € {0,1]), cambia a P’ = {1 — a)P* + oF;

donde
5kak'p(t')

2w B p(t*) + Swy B p(t*)

O =

Demostracidn. Primeramente notemos que

1o — Z?:o w; By p(t")
?:o w; By p(t*) + dwi Bi,p(t*)

Ahora por definicién de la curva racional, el punto P’ que resulta de modificar wy por wg + dwi
esta dado por

_ woBop(t*)Py + - - + (wi + dwi) B p(t")Pe + - -+ + wpBpp(t*) Py

P
'LUOB{)_p<t*) + (we + 5wk)Bk|p(t') 4t ’wap,p(t*)
_ z?=0 w; B 5 (8") Py + dwe Bi,p(t*) Pi
> how;Bjp(t*) + Swe By p(t*)
ahora
j=4 Z?:O ijj‘P(t*)Pj 5w;ch|p (t*)Pk P

20w Byp(t*) + Swi Biep (%) * D F 0w Byp(t*) + Swi B p(t*)
_ E?:o w; B p(1*) (Z?:o i Bj,p(t*)Pj)
o w Bip(t*) + 0wk Biep(t*) \ g w; Bjp(t*)

5kak,?(t')
Z?:o Wy Bjp(t) + Swi B,p(t*)
— (1 - a)P" +aP;

By

+

Claramente si § = 0 entonces « = 0 y P/ = P*, es decir no hay modificacién alguna a la curva.
Ademés si wx = 0 el respectivo factor By ,(t*) en el numerador y denominador de (2.18) se elimina,
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2.3. CURVAS B-SPLINE.

resultando una curva de grado p — 1 y puntos de control Py, ..., Py_1, Pey1,. .., Fp. Por dltimo si §
tiende a infinito tenemos que

lim o = lim dwi B p(t")
booo 800 30w Byp(t*) + Swi Bi,p(t*)

- lm ‘kak,p(t*) _ kak,p(t*)
§—o00 Z?zo W B]-‘p(t*)/é + 'kak‘p(t*) Wk Bk‘p(t*)

=1.

es decir P’ = P.

Figura 2.14: Curva B-spline cubica.

2.3. Curvas B-spline.

Una curva spline de grado p, es una curva paramétrica, formada por secciones de curvas con
funciones coordenadas polinomiales de a lo mas grado p, que se unen con una continuidad de clase
CP~1. Asi segiin lo discutido en la seccién anterior, es intuitivamente claro que esta curva puede
representarse por medio de secciones de curvas de Bézier definidas en cierto intervalo, uniéndose con la
diferenciabilidad requerida. Por ejemplo en la Figura 2.14 se presenta una curva spline cibica formada
por 6 curvas de Bézier denotadas por B;(t) con u € [ui+3, ui+4] para i = 0,...,5, que se unen con una
continuidad de clase C{?) en los nodos ua, ..., us.

Este enfoque no es completamente trivial, sin embargo serd mas evidente cuando estudiemos el
algoritmo de Boor, que digamos es el equivalente para los splines al de Casteljau para las curvas de
Bézier.

En la representacién analitica de una curva spline, por lo general se usan las funciones B-spline?,
debido a su gran cantidad de propiedades, ademés como probaremos més adelante los polinomios de
Bernstein son un caso particular de estas funciones lo que comprueba la idea geométrica anterior.

Una curva spline representada usando la base de funciones B-spline es llamada curva B-spline y
se define como sigue.

95in embargo esto no quiere decir que se la tnica forma de hacerlo, por ejemplo también es posible usar la base de
funciones de potencia truncada discutidas en la seccién 1.2.2.
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Definicion 12 Dados tres enleros positivos n,m, p y puntos de eontrol Py. ..., Py, una curva B-spline
de grado p estd dada por

T
Cu) = Z Nip(u)P, pare u € |a, bl
i=0

en donde cada N; p(u) es une funcion base B-spline definida por (1.39) sobre un vector de m + 1 nodos
estrictamente crecientes y no uniformes de le forma

U=Aa,...,a upi1,- - bmep-1,b,. .., b} (2.31)
N, gt e

ptl ptl

La multiplicidad de los nodos de los extremos de U, se debe a que esto permite (como se mostrard mds
adelante) la interpolacidn de los puntos de control Fy y P, justo como una curva de Bézier, lo que
proporciona un mayor control de la curva, sin embargo a diferencia de las curvas de Bézier, los B-

splines permiten un control local, es decir la modificacién de algin punto de control sélo afecta a ciertas
secciones de ésta.

Los nodos u; coni=p+1,...,m —p— 1 (llamados interiores), la definicién indica que éstos deben
cumplir que u; < ui41, sin embargo en algunos casos es necesario una desigualdad no estricta, es decir
que algunos (o todos) nodos se puedan repetir, lo que por propiedades de los B-spline implica una
perdida de diferenciabilidad y estrictamente hablado para estos casos la curva no es un spline.

El término “no uniforme”’de U se refiere a que no se exige cierta distancia fija entre los nodos, y
por supuesto es posible definir a la curva sobre multiples tipos de vector ( para mas sobre esto ver en
[Rog01, paginas, 60-73]) sin embargo a menos que se indique lo contrario nosotros supondremos que
el vector de nodos tiene la forma de la definicién. A continuacién presentaremos algunos ejemplos de
curvas B-spline.

Ejemplo 14 Construyamos una curva B-spline cuadritica con 7 puntos de control. Asi si tomamos el
vector de nodes U = {0,0,0,1,2,3,4,5,5,5} la respectivas funciones B-spline estan dadas por

No alus) = (1—w)? siue(d1)
0.2 = 0 en otro caso.

w(l—w)+ 29 siuel0,1)
Nyo(u) = K—LZ_ZU : stuell,2)

Q en otro caso.
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I

j

P

Nyt

Figura 2.15: Curva B-spline cuadrética y sus funciones base.

% stu€[0,1)
MO g Gl siue[1,2)
N2,2(u) = (3—u)? .
G siu € [2,3)
0 en otro caso.
( (u—zlg’ stu€[1,2)
@-UG-w) | G-w-D gy e (2,3)
N32(u) = ¢ (4—u)? )
. stu € [3,4)
\O en otro caso.
( gu—22)2 stu € [2,3)
Noat — 2w | Gow=3) gy e (3,4)
4,2 (5—214)2 siu € [4,5)
0 en otro caso.

: ("—_232 siu € [3,4)
Nsa(u) = =861 | (5 _y)(u—4) siu€[4,5)
en otro caso.

0
(u—4)? siue4,5)
N, =
6:2(u) {0 en otro caso.
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2.3.1. Propiedades.

Claramente por definicién la mayoria de las propiedades de las curvas B-spline son una implicacién
de las funciones base B-spline. A continuacién presentamos las més importantes.

1) Interpolacion de los puntos frontera; C(0) = Py y C{1) = P,.

Esto es cierto ya que para el vector de nodos U tenemos que Npp(a) = 1, N, ,(b) = 1 y asi la
particion de la unidad de los B-splines implica que

C(a) =) PN;p(a) = P
i=0
ki
Cd) =) PN, ,(b)="P,
i=0
Para probar que Ny y(a) = 1, demostraremos la siguiente igualdad por induccién sobre i
Ny_ii{a)=1para0<i<p
Sii=0
1 51 y = R
Npo(u) = { si u € [up, Upt1) = (@, Up1)

0 en otro caso.

Ahora supongamos cierto para i = p — 1 y probemos para i = p as{

u— g Upy1 — U
N = Ny, e N
0,p(w) o~y 0P 1(w) + ot —up 1(w)
u—a b—u
=~ Nop-1(u) + 3 —_ Nip-1(u)
b—u
= b_avap_l(u)

¥y entonces
b—a
_ No,p(a) = le,p—l(a) =1
por hipédtesis de induccién. Ny, 5(b) = 1 es andlogo.

1) Propiedad Fuerte de Envoltura Convexa. La curva estd contenida en la envoltura convexa
de su poligono de control, ademés si u € [u;,uiy1) para p < ¢ < m —p — 1, entonces C(u)
estd contenida en la envoltura convexa de los puntos P;_yp,..., F.

El término “fuerte” de esta propiedad, se refiere al hecho de que la curva no sélo estd contenida en
la envoltura convexa de sus puntos de control (como en el caso de las curvas de Bézier racionales o

no) sino que ademas, cada subcurva de Bézier que la forma esté contenida en su propia envoltura
convexa.

Esto se sigue del hecho de que si u € [u;, uip1)
ki3
C(u) =Y N;p(u)P; = Ni_pp(u)Pip+ -+ + Nip(u) P;
j=0

con N;p, >0y Z?:i—p Njp(u) =1

En la Figura 2.16 se muestra las envolturas convexas de cada subcurva que forman al B-spline del
ejemplo anterior.
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1)

Figura 2.16: (a) Curva B-spline. (b),(c),(d),(e) y (f) Envolturas convexas..

Invarianza Afin.

Una curva B-spline es invariante bajo transformaciones afines (ver definicién 10), es decir para
aplicar ciertas transformaciones geométricas a la curva, sélo hay que hacerlo a los puntos de
control.

Esto se tiene por la particién de la unidad de las funciones B-spline, ya que si ® : R® — R3 es un
mapeo afin

®(C(u) = @ (Z R-N.-,p(u)) =Y Nip(w)®(F)
i=0 3

Sin=pyU={a,...,a,b,...,b}, C(u) es una curva de Bézier B(u) {con u € [a,}]), de grado p

p+1 p+1
y puntos de control Fy, ..., B,

Esto se debe a que para este vector de nodos la base B-spline es equivalente a la formada por los
polinomios de Bernstein, para demostrarlo probemos la siguiente igualdad por induccién sobre j.

u-—a
Nitp—j,i(u) = Bi,j(b__a) (2.32)

para j=0,...,pyi=0,...,7.

Si j = 0, por definicién tenemos que

1 siu€ [up, upy1) = [a,b)
0 en otro caso.

NP,O(U) = {
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u—a 0\ fu—a\’ [b-u\’
B0,0<b_a):<o> (m) (b—a) :lconuG[a,bJ

Ahora supongamos cierto para j — 1 en donde 0 < j — 1 < p y probemos para j. Como

U Uitp—y .
Nipp—jilu) = - Nigp-jj-1(u)
Yitp — Yitp-j
Us 1 — U .
+ e Nitp—jtrj—1(u)

Uipp+1 — Uigp—j+1
St i = 0 tenemos que Np_j ;-1 (1) =0, ya que u € [up—j,up) = |a,a), entonces

b—wu

U —Uu
p+1 4
B ]\'p,(j,l)‘j_l(u,)

Np_jilu)= ——————Ny_i1q21{u) =
p—ig ) Upt1 — Up_g 41 p—i+1.j 1(u) h—

y por hipdtesis de induccién

b—u b—y u—a Yy a
Moo = B (520 = s (527

Si ¢ = j tenemos que Npii j-1(%) = 0 ya que u € [Uupy1, Upyj+1)= [b,b) entonces

U—a
Npj(u) = ———Npj-1(u) = 3= Ni-1tp-g-1.5-1(1)

u—a u—a u—a
o - B..[=—=
b—aBJ La 1(b—a) “(b—a)

Ahora supongamos que 0 < j < i, entonces

7 U= Uifp—j o
Nipp,j(u) =————"——Niyp—j-1(u)
Uidp — Uitp—j

Uitptl — U

Nipp—j+1,j-1(u)
Uitp+i = Yigp—j+1
u—a
= Nicvip—(-1),j—1{u
b—g (-1 ()

b—u
+ ENi+p~(j—l),j—l(u)

L—a u—a
=558 (55)
b—u u—a
+ bﬁaBi'j_l (b—a)
U—a
=B
b (b—a)

Una vez probada la igualdad, notemos que si j = p

Uu—4a
Nip(u) = Bip (m)

parai=20,...,p.
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v)

Vi)

El namero de puntos de control, la cantidad de nodos y el grado estan relacionados por m =
n+p+ 1. '

Esto se deben a la propiedad de no negatividad de las curvas B-spline, es decir cada funcién
Nip(u) > 0 siu € [us, uiypt1), en particular si 2 = n la dltima funcién base cumple Ny, p(u) > 0
si % € [Un,Untps1) de donde Unipr1 =umym=n+p+1.

Modificaciones Locales.

A diferencia de las curvas de Bézier las curvas B-spline tienen la propiedad de control local, es decir
las modificacion de algiin punto de control altera, la curva sélo en ciertas secciones. Esta propiedad
es Util sobre todo en el disefio de curvas o superficies de forma libre ya que permite hacer ligeros
cambios sin altera el disefio completo. Asi, si modificamos el punto P; por P/, la curva se cambia
sobre el rango parametral en donde la respectiva funcién base N; ,(u) es distinta de cero, lo cual
se tiene en (Ui, Uitpt1)-

Por ejemplo en la curva de la Figura 2.17 se modifica del valor del punto Ps y ésta se ve afectada
en el rango parametral [us, ug), alterando las curvas C;, Cg y Cs correspondientes a los intervalos
[us, u4q), [uq,us) y [us, us) respectivamente.

En general cualquier modificacién al punto P;, afecta en el rango parametral [ui, uiipt1) ¥ s6lo
p + 1 curvas definidas sobre los intervalos [, uit+1), - ., [Uitp, Uitp+1) cambian.

) )
5 | 53

Figura 2.17: La modificacién del punto Ps. cambia las subcurvas C;, Cp y C3 por C}, C; y C5.

Vi)

Diferenciabilidad.

Ya que C(u) es una combinacién lineal de funciones B-spline, su diferenciabilidad est4 sujeta a la
diferenciabilidad de éstas. Asi de la demostracién del teorema 13 (capitulo 1), sabemos que cada
N; p(u) tiene una continuidad de clase C®~%) en algtin nodo u € [u;,Ui+p+1) en donde k es el
nimero de veces que se repite (es de multiplicidad k). De igual modo una curva B-spline tiene
una continuidad de clase C(*=*) sobre algiin u € U de multiplicidad k, en el caso de que u sea
algin nodo de los extremos (u = a o u = b) su multiplicidad es p + 1 y las funciones No p(u) y
Ny p(u) son discontinuas en éste, sin embargo su evaluacién es igual a 1, logrando la interpolacién
los puntos frontera como se muestra en el inciso i.
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Por ejemplo en la Figura 2.18 (a) se muestra la curva B-spline cuadratica del ejemplo 14, y en (b)
la misma curva pero ahora con un vector de nodos U = {0,0,0,1,1,3,4,5,5,5} v asi la unién de

la primer y segunda subcurva (que se realiza en el nodo u = 1) es ahora de clase C® en el punto
Py

Es posible hacer modificaciones a los puntos de control de tal manera que se obtenga alguna
diferenciabilidad deseada (por supuesto esto también depende de cuantos puntos de control se
tengan), por ejemplo si en la Figura 2.18 (b) se modifican los puntos P> y Py de tal manera que
las distancias de Py a P3 y P3 a Py seau proporcionales a las distancias de up a ug = ug yde ug a
us respectivamente, se logra una continuidad de clase C(!) en P3, esto se muestra en 2.18 (c).

Figura 2.18: (a) Curva B-spline cuadratica. (b) Curva B-spline cuadrética en la cual la primer y segunda
subcurva se unen con una continuidad de clase C'®. (c) Curva B-spline con modificaciones en los puntos
de control, para lograr una continuidad de clase C(1 en la unién de la primer y segunda curva.

Vi)

Repeticién de Puntos de Control.

Es posible y algunas veces til repetir puntos de control, por ejemplo en la Figura 2.19 (b) el punto
P3 es igual a P», y por la propiedad de la envoltura convexa las curvas C; y Cz que se muestran
en 2.19 (a) son lineas rectas, ya que Cj{u) est4 contenida en la envoltura convexa de Py, Py y Ps
y Cq en la envoltura convexa de Py, Pz v Ps. Ademds aunque visualmente exista un pico, la unién
de estas dos curvas es de clase C1). En 2.19 (c) se hace que el punto Py sea igual P, y entonces
la curva Cs coincide con este punto.

Derivada.

Si C(u)® denota la k-ésima derivada la curva B-spline de C(u), entonces claramente para u fijo
tenemos que

n
Cu)® = Z Ni(_’;) (u) P;
=0
Por ejemplo para k =1 por (1.44)
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Py P, 6P3 Py
B
/G 6\
[ o \f
P P
P,

Figura 2.19:

C'(u) — i (pNi,p—l(u) —p Ni+1,p_1(u) ) P

i N Wity T U Uitp4+1 == Uil

n—1 n
Nit1p-1(a Ni1,p-
- (Z p—tlpoit )Pi+1— (ZP Vsl 1(?) )B

im—p Witp+l T Uit imn Uitptl T Uit
-1
Nop—1(u) N;
_ ,o—1 i+1,p—1
=p— LRy 4 [ Y p——E L) (B, - )
Up — U o Uitp+l T Uitl
Nn+1,p—1(u)
Untp+l — Un+1

Py

sin embargo notemos que por definicién de U, ug = %p ¥ Uny1 = Un4ps1 de donde el primer y
ultimo término son eliminados '° y tenemos que

n—1

C'(u) = pz Nig1,p—1(u)(Pip1 — ZN1+1,D—

Uitp+l — Ui+l

con
Py —
Uitpt1 — Uitl

Qi:p

Si ahora definimos U’ como el vector de nodos obtenide al eliminar el primer y ultimo node de U,
es decir

18Tanto en el ejemplo 6 del capftulo 1, como en su comentario previo, se explica por qué para estos casos, es posible
eliminar factores en donde existan cocientes no definidos.
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U =1{0,...,00tp, .. timp-1,1,...,1}
(N N
P P
es claro que las funciones N,y p_1{u) sobre U coinciden con N; p_1(u) sobre U’ parai =0,...,n—
1, asi podemos escribir
7i—1
C'(u) = Nipoa ()@ _ (2.33)
jax

En general usando el mismo procedimiento podemos obtener las derivadas de orden mayor. Es
decir si escribimos Pi(o) =Py

n B
Clu) = COw) = 3 N (1) P
1=0
entonces
-k ,
C®E ) =3 Nopr(w) BP (2.34)
=0
cOnl
P(k‘) _ Pi k =0
U e (B - B k0
it+tp+1 A
Y k
UR —10,...,0,ups1,. - s tmep_121,...,1}
R p— S rememee’
p—k+1 p—k+1

2.4. Curvas NURBS.

De manera andloga al caso de las curvas de Bézier racionales e integrales, las curvas “Non Uniform
Raticnal B-splines” (NURBS) son una generalizacién de las curvas B-spline, con las que ademss se
pueden representar cdnicas por medio de secciones de curvas racionales que se unen con ciertos grados
de diferenciabilidad. Asi las siglas NURBS indican que la curva tiene funciones coordenadas racionales
en términos de funciones base B-splines definidas sobre un vector de nodos no uniforme.

U #ﬁ h Curva de Bézier Racional

po r%

Curva NURBS Curva de Bézier Integral

Wi=C Curva de Besolin =p
urva de b-spline U:{%al%l}

Figura 2.20: Las curvas NURBS son una generalizacién de todas las curvas presentadas en este capitulo.
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Definicién 13 Dados los enteros positivos n, p,m, puntos de control Fy, ..., Fn y pesos wo, ..., Wn,
entonces una curva NURBS de grado p estd dada por

C(u) — Zr‘-o w’-]\/ |D( )R

Zj:O w;iNj p(v)

en donde cada N;p(u) es una funcién base B-spline definida por (1.89) sobre un vector de m + 1 nodos
no decrecientes y no uniformes

pare u < [a, b (2.35)

{(l CLLl.p+1,...,um_p_1,b,...,b}
p+1 p+1
En este caso a diferencia de la curva B-spline en U no se exige que que los nodos sean estrictamente
crecientes, ya que una curva spline es un caso particular de un NURBS.
Ahora si tomamos U = {0,...,0,1,...,1} y n = p, por la propiedad 1V de las curvas B-spline, (2.35)
|

p+l p+1
se escribe como

C(u) _ Zfz(} wi B; p P
2 =0 wi Bj p(u)
la cual es una expresidn que define a la de la curva de Bézier racional.
Por otro lade si w; = ¢, con ¢ constante para toda 4, la propiedad de particion de la unidad de las
funcienes B-spline implica que (2.35)

e o N (u)Pt "
C(u) = =070p E N; P
(u) sz (}Al H(u ‘e P (u)

cuya ecuacion coincide con la de la curva B-spline. Y finalmente del hecho de que la curva de Bézier

integral ses un caso particular de un B-spline integral y una curva de Bézier racional, deducimos que

los NURBS son una generalizacién de todas las curvas estudiadas en este capitulo (ver Figura 2.20).
De igual forma que para el caso de las curvas de Bézier racionales si definimos

parau € {0,1]

w; Ny ()
Rip(u) = et (2.36)
(1) 250 WilN; p(u)
para ¢ = 0,...,n, podemos reescribir (2.35) como
= Z Rip(u) P (2.37)
=0

Ademés la representacion en coordenadas homogéneas P, definidas por (2.20) esté dada por

CH () — Y Nop(u) Py

i=0
(ZUJ; 'p It,ZwINtyp u)y‘uzwt ,p(u zl,z ,p( ))
i=0

Ya que aplicando el mapeo (2.21) tenemos que

w 2o WilNip(w)z T, wilVip(w)y Do WilVip(u)zi

H(CY(u)) = = 1 A P TR
Y=o wiNip(n) T 2 qwiNip(n) * 3 50 wiNip(n)
= C(u)
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CAPITULO 2. CURVAS NURBS

Ejemplo 15 Es posible representar una circunferencia usando 3 o 4 secciones de curvas de Bézier
racional cuadraticas, en el caso de una representacién con 3 secciones podemos tomar el vector de nodos
v los pesos siguientes

1
U= {0,0,0,1,1,2,2,3,3,3}, w; =1, wy = 5

parat=10,2,4,6y j=1,3,5.
Para la representacién con 4 curvas podemos tomar

f;

U= {0,0,0,1,1,2,2,3,3,4,4,4}, w; = ]., wy = 7

parai=0,2,4,6,8y j=1,3,57.

Estas circunferencias se muestra en la Figuras 2.21 y 2.22.

) P,
P6 JB
P I P
B

Figura 2.21: Circunferencia representadas con una curvas NURBS.

Ejemplo 16 Construyamos una curva NURBS cubica con 6 puntos de control y pesos wy = 1, w1
2,wg = 1wz = 3,wg = 0,5,ws = 1. Entonces por definicién tenemos que p = 3, n =5y U
{0,0,0,0,1,2,3,3,3,3}. Ahora las funciones R; 3(u) dadas por (2.36), tienen como funciones b-spline

(1-u)® siuel0,1)
0 en oiro caso.

No)g(’u.) = {

u(l —u)? + @mueow | w@w? gy o)1)
Nyg(u) = ¢ 2=w’ siu€[1,2)
0 en otro caso.
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2.4. CURVAS NURBS.

I I R
F,

Figura 2.22: Circunferencias representadas con una curvas NURBS.

b /’\R

1 —— T
R Re
Pl B) E 0B R Ry !
06 b i
o4 b (@
I Ry RY
02
" A :

g 05 1 15 2 25 3

Figura 2.23: Curva NURBS de cibica con 5 puntos de control.
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CAPITULO 2. CURVAS NURBS

]V'g'g(‘u) =

N3 3(u) =

)

w?(1—u) + u2(24~u) + (3—1‘1.)u2

6
u(2—u)? (3—u)u(2-u) (3—u)?{u—1}
4 + 5] + 6

(3—u)*
5]

0

u3

6

u?(2—w) + u(@—uj(u—1) (3—u){u-1)?
& 6 o 4

u(3—u)? n (u—13(3—w)* | (3—uw)*(u—2)
43 4 + 2

0

LY

(u-1)°

4
Nag(u) = § =) | oDSad) | (3 y)(u - 2)?

0

‘(\75,3 (’U) ES {0

(u—2)3

stu € [2,3)

en olro caso.

siu€[0,1)
siu€ [1,2)

stu € ]2,3)
en olro caso.
stu € [0,1)
siuél,2)
stu € [2,3)
en olro caso.

siu€[l,2)
sTuE {2,3)
en olro caso.

Todas las R; 3(u) como la curva NURBS se presenta en la Figura 2.23.

Notemos que el segmento de curva cercano al punto P tiene un “ligero pico”, y sin embargo tedri-
camente estd curva tiene una diferenciabilidad de clase O? en (1, 3), esto se debe a que el peso wy = 3,
hace que la curva se “acerque”a este punto.

2.4.1. Propiedades.

Al igual que en el caso de las curvas B-spline, las propiedades de las funciones R; p(u) y las curvas
NURBS que presentamos & continuacian, se tienen gracias a las funciones base B-spline presentadas en

el capitulo 1.

R; p(u) es p — k veces continuamente diferenciable para algin nodo v € [ui, Ui4p41), en donde &

Propiedad fuerte de la envoltura convexa. C(u) estd contenida en la envoltura convexa de

sus puntos de control, ademas si v € [u;, ui4+1) entonces C(u) esté contenida dentro de la envoltura

1) Soporte local. R; ,(u) # 0 Yu € (ui, Uigpi1)-
1) No negatividad. R;,(u) >0 Vi,pyu
m) Particién de la unidad; > Rip(u) =1.
V) Rop(a) = Rnp(b) =1
v)
es la multiplicidad de éste.
v1) Interpolacion de los puntos frontera. Cla) = By y C(b) = Pa.
Vi)
convexa de los puntos F;_,,..., Byparap<i<n—p—1.
VIII)

sus puntos de control.
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2.4. CURVAS NURBS.

IX)

X)

X1)

X11)

Modificaciones Locales. Si un punto de control P, es movido, o el peso w; es cambiado, C(u) sélo
se ve afectada en el intervalo [u;, Uiy py1). Siu* € [uy, Uiyps1) entonces el incremento (decremento)
de w; hace que el punto C(u*) se acerque (aleje) a P; a través de una recta.

Diferenciabilidad C(u) tiene una continuidad de clase C?=%) en algtin nodo interior u € U de
multiplicidad k.

Repeticién de puntos de control. Es posible repetir puntos de control con lo que se puede
ohtener picos visuales sin perder diferenciabilidad.

Derivada. Se puede deducir una formula para la derivada de las curvas NURBS usando la ecuacién
(2.22) y haciendo f(u) = 37 wiNi p(u)P; y g(u) = 35 o w;Njp(u). Las derivadas de f(u) y
g(u) se obtienen aplicando la formula (2.34) considerando w; P; los puntos de control de f(u) y w;
los de g(u).
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Capitulo 3

Superficies NURBS

Como su nombre lo indica, en este capitulo estudiaremos las superficies NURBS. Veremos que utili-
zando el esquema, de superficie de producto tensor, tanto la definicidén de las superficie como las propieda-
des son similares al caso de la curvas NURBS, en particular mostraremos que éstas, son la generalizaciéon
de las superficies de Bézier y B-spline.

3.1. Superficies de producto tensor.

Hay varias maneras de representar una superficie paramétrica, las cuales por Jo general, difieren en el
tipo de funciones coordenadas y dominio. Sin embargo, el esquema méis cominmeute usado es llamado
producto tensor?, el cual es un modelo de curvas bidireccional, que usa funciones bivariadas, obtenidas
del producto de funciones base univariadas, y puntos en el plano o espacio como coeficientes.

Definicién 14 Sean n,m enteros positivos, un conjunto de puntos P ; € R® y una familia de funciones
base fi - [a,b) = Ryg;:[c,d] 5 R (parai=1,...,n,j=1,...,m yea,becd€R). Entonces una
superficies de producto tensor, es un mapeo de |a,b) x [¢,d) — R®, dado por

S(u) U) = (:c(u,v),y(u, v),z(u, v)) = ZZf‘(u)gj(U)Phj (31)

1=0 ;=0
Este tipo de superficies, también se puede escribir en la forma matricial siguiente

Pop -+ Pom| [90(v)
S(u,v) = [fo(u) - - fa(u)] : :
Prp + Pam) Lgm(v)

notando que la matriz tiene como elementos puntos en R® y asi la multiplicacidn por el renglén y
columna de funciones base, son multiplicaciones de un real por un vector.

Esta representacién es util en muchos cdlculos sobre las superficies de producto tensor.

LOtro posibilidad esquema triangulsar, que se presenta en {HL97. pdginas 287-329), (Far0, Cap.18].
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3.1. SUPERFICIES DE PRODUCTO TENSOR.

Ahora, supongamos que fijamos el pardmetro u = ug, entonces

n m

S(uo,v) = Cuo(v) =Y Y _ fi(uo)g;(v)Pi;

1=0 j=0

g,(v) (Z fr.(u(])PiJ>

=0

I
hE

0

7

NgE

9,(v)Q;5(x0)

<,
It
[+

con Q;(uo) = 2oig filuo)Pr ;-

Es decir la superficie se vuelve una curva paramétrica llamada isocurva para el pardmetro v con
puntos de control Q,(ug) (para j = 0,...,m). Andlogamente la respectiva isocurva de pardmetro u
Coy, (1), se obtiene fijando » = vy, la cual tiene puntos de control Q¢(vo) = Z;-';o 93{(va) Py ;. Notemos
que estas dos curvas se intersectan en el punto (g, vo)-

Ejemplo 17 Sean las funciones base? fo(u) = 1 —u, fi(z) = u, go{u) =1 —v y :(v) = v con
0 < u,v < 1. Entonces, la correspondiente superficie de producto tensor con puntos P, ; parai,j =0,1,
esta dada por

S(u,v) = (1 —u)(1 = v)Pop + (1 —w)vPo,y +u(l —v)Pyo+ uvhPy

1-v»
]
5(uo,v) = Cuo (v) = (1 — 2)Qo(0) + vQ1 (o)

con Qj(wy) = (1—up) P j+uoPr; (para j =0, 1), es decir la superficie se convierte en una interpolacién
lineal de los puntos Qo(ug) ¥ Q1(uo), que a su vez resultan de la interpolacién lineal de Pp 0, Py 0 ¥ FPo,1,
P,y respectivamente (ver Figura 3.1). La isocurva Cy,(u) se deduce de forma andloga fijando v = wvy.
Notemos finalmente, que la superficie interpola a los puntos {F;,;}, es decir

y su respectiva representacién matricial es

Poo  FPop

S(u,v) =[1-u 4 [Pl,o Py

Ahora si fijamos u = ug

5(0,0) = Popo S(0,1) =Py
S(lho)=P1,0 ’5(111):P1.l

a

Ejemplo 18 Sea la base de funciones de potencia fi(u) = u* y g;(v) = v? con 0 < u,v < 1y los puntos
P = (zij, ¥i,j,215) parai=0,...,n, j = 0,...,m. Entonces una superficie de producto tensor para

este caso es
n m

S(u,v) = ZZu"iju (3.2)

1=0 j=0

la cual tiene una representacién matricial dada por

2Pademos afirma esto, ya que notemos que estas funciones son completamente andlogas a las funciones B-spline de
grado 1, presentadas en el capftulo 1, ejemplo 7.
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CAPITULO 3. SUPERFICIES NURBS

o
0 L& PN 1 .
Figura 3.1: Superficie de productor tensor.
1
Poo - Pom| |,
S(u,v)={1 u --- u?}| : : )
Pn.U e Pn.,m 2)‘"‘

Por ejemplo si tomamos n =2y m = 3, (3.2) serja

2 3
Su,v) =Y > u' Py

i=0 y=0

= Pog +vPo, +v?Poa+ v Pos

+uP o+ uwvPry + uv?Pig + wiPs
+u?Pyg + 1Py + U Pys + PV Py

Esta superficie se presenta en la Figura 3.2.

3.2. Superficies de Bézier integrales.

Una superficie de Bézier integral, es una superficie de productor teusor, formada por funciones biva-

riadas definidas por productas de polinomios de Bernstein (ver capftulo 2). A continuacién presentamos
la definicién formal.

Definjcién 16 Dados dos enteros positivos p,q y un conjunto de puntos de control (P:;} € R? o R3,
(parai=0,...,pyj=0,...,9) una Superficie de Bézier integral de grado p en direccidén de
s y de grado q en direccidn de t estd dada por la superficie de producto tensor

P 0
S(st=zz Bip(s)Bjq(t)P; con0<s,¢<1

i=0 j=0
donde B p(8) y Bj,(t) son polinomios de Bernstein (2.2), para toda i, j.
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3.2. SUPERFICIES DE BEZIER INTEGRALES.

Figura 3.2: Superficie de productor tensor con funciones base de potencia.

Para este caso notemos que si fijamos s = sq,

P 9

S(50,) = Cao(t) = Y. > Bip(s0)Bja(t)Pr
1=0 j=0
q JP
=" Bjqlt) (Z Bi.p(So)Pu)
7=0 i=0
q
= Byo(t)Q;(s0) (3.3)
1=0
donde
14
Qs(s0) = D _ Bip(s0)Pr; (3-4)
=0

es decir, la isocurva de pardmetro t, C,,(t), s una curva de Bézier integral de grado g con puntos de
control Q;(so) para j =0,...,q.

Anélogamente }a isocurva de pardmetro s, que se obtiene fijando t = ¢¢ esta dada por

P
Cuo(s) =Y Bip(s)Qi{to) (3-5)
i=0
que es una curva de Bézier integral de grado p con puntos de control
q
Qi(to) = Z Biq4{to)P.; (3.6)

3=0

Ejemplo 19 Construyamos una superficie de Bézier integral tomando, p = 3, ¢ = 3 y los puntos de
control
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CAPITULO 3. SUPERFICIES NURBS

| Puntos de conirol ]
i/
(15,0,10) | (5,0,15) | (-5,0,15) | (-15,0,10)
(15,5,15) | (5.5,25) | (—5,5,25) | (—15,5,15)
(15,0,15) | (5,10,25) | (—5,10,25) | (—15, 10, L5)
(15,15,10) | (5,15,15) | (—5,15,15) | (~15,15,10)

entonces segun la definicién anterior la superficie, estd dada por
3 3
S(s,t) =3 > Bia(s)Bja(t) Py
i=0 j=0

la cual se muestra en la Figura (3.3) y sus respectivas funciones base By 3(s)B23(t) y Bs.3(s)B1.3(t) en
la Figura (3.3).

Figura 3.3: Superficie de Bézier integral.

O

Es 1til notar, que el algoritmo de Casteljau (ver capitulo 2), puede ser aplicado f4cilmente en el
cdlculo de los puntos de control de las isocurvas (3.3) y (3.5). Esto se debe, a que (3.4), representa un
punto de una curva de Bézjer integral, el cual sabemos se puede calcular con este algoritmo.

El proceso inicia aplicando (2.1), a los puntos P, ; para i =0,...,p con j = 0, con el que se obtiene
el primer punto de control de la isocurva, después se hace lo mismo para j = 1 y asi sucesivamente. Esto
se presenta en la Figura (3.5). Claramente el caso de (3.6) es anslogo.

3.2.1. Propiedades

Las siguientes propiedades de las funciones B; ,(s)Bj,q(t) y Ja superficie S(s,t), se deducen claramente
de las respectivas para los polinomios de Bernstein y las curvas de Bézier discutidas en la seccién 2.1
del capitulo 2.

1) No negatividad.
Bip(8)Bjg(t) 20,V i,75,8,t.

11) Particién de la unidad.
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3.2.

SUPERFICIES DE BEZIER INTEGRALES.

Figura 3.4: Superficies base,

Figura 3.5: El algoritmo de Casteljau aplicado a una superficie de Bézier.
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CAPITULO 3. SUPERFICIES NURBS

i o Z?:o B; p(5)Bj.4(¢) = 1. Esta propiedad se sigue de

D Bip(s)Bio(t) = (Z Bi p(5) ) (Z Bj.of ) 1=1.

=0 §=0 1=0

1) Bo,p(O)BO.q(O) = Bp‘p(l)BO,q(O) = BO.p(O)Bq\q(l) P P(l) q. q (H=1L

1Iv) Interpolacién de los cuatro puntos de las esquinas. S(3,7) = P;; parai,j = 0,1.
Esta propiedad se tiene por 111

V) Envoltura convexa.

S(s,t) estd contenida en el poliedro formado por Jos puntos de control. Por 1 y 1.

vi) Invarianza afin. Una transformacién afin (ver definicién 10) es aplicada a S(s,t), haciéndolo a
sus puntos de control. Esta propiedad es cierta por 11 y 1.

vil) Invarianza bajo Transformaciones de parametros afines.
Sio,B,v,0€cRtalquea<Byy<$

g Bip(3)B,4(t
i B;, ( ) Bjq (%) Py

v)

i

9-33
~0
5
i=0j
= u
cona<ulfyvy<v<ié.

viil) Derivada.

De (2.9) tenemos que

g /p=)
% = p (Z (Piy15 — iJB«'m-l(s))) B o(t)

3=0 i=0
q p-1

=p Z Z A.‘P,;JB(..p—l(s)Bj-q(t)
CODAPlj— i—|—lJ_P‘j
y

P 9=t
38_;;’ 2 Zq (Z (P41 — Puj) Bj.q—l(t)j Bip(s)

=0 3=0

p q-!
=q Z Z AjPi,ij,q—l(t)B!.P(S)

1=0 j=0

con AjP,'.j = Pg‘j_H — P,-J.
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3.3. SUPERFICIES DE BEZIER RAGIONALES.

En generalsi0 <e < py 0 < f < g por (2.10)

3"'”5 ,L | t p—eq—J
6368(; : = (p f e) (g ff)! Z Z A% P, ;B pe(8)Bjg-s (t)

i=0 ;=0

en donde

aclps =33 (z) (7{1) (VD)™ Peyetyifom

=0 m=

3.3. Superficies de Bézier racionales.

De forma andloga al caso de las curvas de Bézier integrales, y de la definicién de la superficie de
producto tensor, una superficie de Bézier integra) no puede realizar una representacion precisa (tanto de
forma analitica como geométrica) de secciones (también llamados parches) de superficies conicas. Asi el
equivalente de una curva de Bézier racional para superficies es ]a superficie de Bézier racional.

Definicidn 16 Dados dos enteros positivos p, q, un conjunto de puntos de control {P,;} y pesos {wi ;}
pareti=0,...,p, 7 =0,...,q, una Superficie de Bézier racional de grado p en direccion s y grado
g en direccion t se define como

S(s,t) = i=0 Z§=o wi i Bi.p(8) By.q(t) Pij e
)'D=0 Z?=o w; 1 Bi p(8)Byq(t) RS RIS

en donde Bip(8) y Bjo(t) son los polinomios de Bernstein definidos por (£.3) para toda i,j.

Ahora la representacion de esta superficie en coordenadas homogéneas definidas por (2.20), es

P 9
S¥(s,t) =D > Bip(9)Bjg(t) P

i=0 j=0

ya que aplicado el mapeo (2.21) tenemos

Z?:o 23:0 wi 3 B p(8) By.4(t) Pi s

H (SY(s,t)) = = §(s,
(856 2= L= Wi, Bip(8)Bjq(t) (=)
=22 Rispals:6)Py
i=0 j=0
en donde
Rijpa(s,t) = Wiy Bip(8)By,g(t) (3.7)

ZLO Zznzo Bip(8) Bm o(t)w1,m

sin embargo por simplicidad escribiremos R; j{s,t) en vez de Ry jp.o(5,1)-
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CAPITULO 3. SUPERFICIES NURBS

(@)

Figura 3.6: Parche de Bézier racional que representa un cilindro parabélico.

Ejemplo 20 Construyamos una superficie de Bézier raciona) que represente un cilindro que tenga como
curvas lfrnites dos arcos circulares (ver Figura 3.6 (a)).

Entonces de la seccidn de cdnicas y curvas de Bézier racionales (2.2.2), sabemos que es posible obtener
la representacién un arco circular de 90 grados usando una curva de Bézier racional cuadritica. Asi,
supongamos que estas estdn dadas por

2 . k pk
Bi(s) = 21=20 Bualshu, -
2 izo Bia(s)wy
en donde wf =1 para i = 0,2y wf = %2 para k=0, 1.
Por lo que la superficie buscada se obteniene haciendo una interpolacién lineal entre estas dos curvas,
que notemos se puede escribir en términos de polinomios de Bernstein en la siguiente forma

1
(Q-tPy+tP = B;\(t)P,
7=0

en donde Py y P; son puntos de Bg(s) y Bi(8) respectivamente.
Asi se deduce que el cilindro esta dado por

i Y =0 Bi2(s) By (twi ; P
Simo & jmo Bi2(8) Bin (w5

S(s,t) =

con Pig = P2, P,y = P}, pesos
Wo,0 = 1 wWo,1 =

w

3
Wyo = % Wy =
wre =1 we =

En la Figura 3.6 (b), se presenta la superficie resultante.

1
V2
2
1
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3.3. SUPERFICIES DE BEZIER RACIONALES.

3.3.1. Propiedades.

Las siguientes propiedades se deducen de las respectivas para las funciones base de las curvas de
Bézier racional.

1) No negatividad; R; ;(s,t) > 0 Vs, £,1,7.
11) Particién de la unidad; }°7_, 39 o Ri,(s,t) = 1.

v=0 2a=a Bip(s)Bjg(twr, -
0 39 Bip(s)Bj.g(thws,;

1) Ro,0(0,0) = Rp0(1,0) = Ro(0,1) = Rp4(1,1) = L.
1v) Siw;; = ¢ con ¢ constante para toda i, j, entonces R, p(s,t) = By p(3)Bj4(t).
Esto se sigue de lo siguiente
Rip(s,t) = wy,; Bi,p(5)Bj,q(t) — Bi p(s)Bjiq(t)
o t=0 E,q:o wi,5Bi,p(8) Bjiq(t) Yo 2?:0 Bip(s)Bj,4(t)
= Bip(8)B;4(1)-

v) Inmterpolacién de los cuatro puntos de las esquinas. S(¢,j) = P, ; para,j = 0,1. Se tiene
por 111 :

vi) Envoltura convexa. S(s,t) estd contenida en el la envoltura convexa formada por los puntos de
control, Se tiene por 1y I1.

vi1) Invarianza afin. Una transformacién affn es aplicada a S(s, ¢), haciéndolo a sus puntos de control.
Se tiene por II.

vil) Invarianza bajo transformaciones de pardmetros afines. Es decir si, o, 8,7, € R

?:o Zg-:o w;,; Bi,p(8)Bjq (£) Fi 5
$=0 2g=0 Wi, Bi,p(8) Bj q(t)
f:o Z?=0 Wy,j Bip( %:—Z)Bj.q(ﬁ )Pi;
Yo Ej:o Wi Bip( ;;%3)31.‘;(2—:})
= S{u,v)

S(s,t) =

cona<u<fyy<v<d

1X) La superficie de Bézier integral es un caso particular de la superficie de Bézier racional. Se sigue
de 1V.

X) §i w; ; se incrementa (o disminuye), la superficie S(s, ) se acerca (o aleja) a F j, estos movimientos
se realizan siguiendo una lfnea recta. Como ejemplo de esto, tomemos la superficie de) ejemplo
20 y modifiquemos los pesos que deterrninan el tipo de cdnica de las curvas de los extremos, es
decir w0 y wy,1. En la Figura 3.7 s¢ presentan las distintas superficies resultantes al realizar
estas variaciones. Notemos por ejemplo en la Figura (d), que una de las curvas de los extremos es

muy aproximada a su poligono de control y la otra a una recta, esto se debe a que w0 = 30 y
Wy = 0.01.
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CAPITULO 3. SUPERFICIES NURBS

Figura 3.7: Parches racionales que resultan de la variacién de sus pesos. (a) wy o = 0.9 wy,; = 0.6 (b)
wio=5y w1 =02 (c)wo=10yw, =1(d) w,=30yw, =00l

x1) Derivada. Supongamos que

[,

(s.2)

Fls.t)= a(s,t)

entonces si denotamos fa(s,t) = Q%i—"l, con a = $ o ¢, teremos

9(8,1) fa(5,1) — 9a f(5,¢)
9%(s,1)

_ Jalst) = gals,OF(s,1)

9(s,t)

F&(sat) =

Ahora si F' = F(s,t), g = g(s,t) y &;‘%{,ﬁ = fd tenemos

U _ [(gF)k]f _ (i (F)g(m)F(k—;‘o))‘
=0 \*
_ é (’:) JX;:O C) 610) plk=id=5)
k

— g(0.0)F(kJ.) + Zg(z‘.O)F(k—hx)

i=1
k

{ ! -
! s k L) ket
+5 ()) @D Ft=9) 5™ (2) Y (Jl)g( J) plk—ul=3)
=1

=1 =1
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entonces

- k . i
peny _ L8 Th (g0t
g 9

) prk : (3.8)
~ Ty (1)@ k=2 B S () Dy () gt Flk-ii=

9 9

Finalmente si tomamos o
1= wis Bipl)Biat) Pij

y

P g

= Z Zw 2 Bup(8)Bie(t)
=0 1=0

la superficie de Bézier racional estd dada por S = é y por ejemplo

FOD (10 gD _ 40,1 g010) _ p(LL g

Seu =501 =
9
S =500 _ £120) _ 95005010 _ 52008
5.8 — -
9
P 502 f02) _94(0)G(01) _ 40D g
e =0 =
9

3.4. Superficies B-spline.

Une superficie B-spline, es una superficie de producto tensor la cual tiene como funciones base, las
funciones B-spline (ver capitulo 1) y por lo tanto sus propiedades junto con las equivalentes, de las
curvas B-spline (ver capitulo 2), a continuaciép presentamos la definicién formal.

Definicién 17 Dados los enteros positivos p,q,n,m y un conjunto de puntos de control {P;;}, (para
i=0,...,nyj=0,...,m) una Superficie de B-spline de grado p en direccién u y grado g en
direccidn v, estd deda por

n m
S(u,v) = Z Z Nip(u)N;v)P;; a<u,v<b (3.9)
i=0 j=0

en donde cada N;p(u) y Njqo(v) son funciones B-spline (1.89), definidas respectivamente sobre los
vectores de v+ 1 y s+ 1 nodos no decrecientes

U={a,. . ,8,Upt1y---rUr—p—t,0,..., b}
pHl p+L

V={a...,0,0u41,---,Vs—g-1,b,...,b
q+) q+1

U y V no necesariamente lienen gue tener los nodos de los extremos iguales, sin embargo por simplicidad
generalmente se supone gue Si.
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CAPITULO 3. SUPERFICIES NURBS

Claramente para este caso, la isocurva de parametro v, Cy,(¥), que se obtieve fijando el valor de
u = Ug

Cug(v) = S(uo,v) = > Nyo(0)Q;(uo)

j=0

Qj(ug) = > Nip(uo)Pi
i=0

es una curva B-spline de grado ¢ con puntos de control Q;(u) para j = 0,...,m sobre un vector de
nodos U. Andlogamente para Cy, (u).

Ejemplo 21 Construyamos una superficie de B-spline de grado 3 en direccion de u y 2 en direccién de
v y puntos de control

| Puntos de control |

2]
(—10,-10,5) | (=10,-5,5) | (=10.0,5) | (=10,5,5) | (~10,—10,5)
(=5,-10,5) | (=5.-5,5) | (=5,0,5) | (=5.5,5) | (=5,10,5)
{0,-10,5) | (0,—5,-10) | (0,0,15) | (0,5,—10) | _ (0, 10,5)
(5\ —101 5) (5\ _5) 5) (5) 0: ‘5) (51 5: 5) (51 lOv 5)
(10,-10,5) | (10,=5,5) | (10,0,5) | (16,5.5) | (10, 10,5)

Asfi en este caso

3 2
S(u,v) = Z Z Nis(u)N;2(v) Py

i=0 j=0

y tomemos los vectores de nodos

U={0,0,0,%,1,1,1,1}

12

V= {010501§|§

’]‘|1)1}

La superficie se muestra en la Figura (3.8).

3.4.1. Propiedades.
1) Soporte local. Ny (u)Njq(v) # 0 81 u € (Ui, Uigps1) ¥ U € (¥, Vigpr1)-
1) No negatividad: N;p(u)N;,q > 0 para toda i, 5,p,9,u,v-
1) Particién de la unidad: Y7_y 3770 Nip(2)Njq(v) =1 para u € (wy, %itps1) ¥ ¥ € (90, Oiapt1)-

V) Nop(a)Noq(a) = No.p(@)Nm,q(b) = Ny p(b)Np o(a) = N p(b)Nm 4(b) = 1.

VYSin=p,m=¢q U=1{a-...,a,b...,0} yV = {a,...,0,b,...,b} entonces Nip(u)N,q(v) =
p+1 pt1 g+l g+l

Bi,p(U)leq('U) v i)j) g u, v

vi) La superficie interpola los cuatro puntos de control de las esquinas. Es decir S(a,a) = Fop,
S(b,a) = Pnp, S(a,0) = Poym y S(b,b) = P, ;. Esta propiedad se tiene por 1v.
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3.4. SUPERFICIES B-SPLINE.

Figura 3.8: La Figura superior es la superficie B-spline y los puntos de control las isocurvas, en la inferior
la superficie sin puntos de control.

vil) Propiedad fuerte de la envoltura convexa. Si u € Uiy, Uig41) ¥ U € [Ujy,V5041) entonces
S(u,v) estéd contenido en la envoltura convexa de los puntos de control {Py 3}, con o —p < i <idg
Y Jjo—q<3j < jo

vii) Invarianza afin. Una transformacién afin es aplicada a la superficie aplicindola a sus puntos de
contral.

X) Sin=pym=4q U ={a,...,a,b,...,0} y V = {a,...,a,b,...,b} entonces S(u,v), es una
w—/
p+1 p+1

1 p+1
superficie de Bézier integral.

x) Modificaciones locales. Si algin punto de control P; ; es un modificado, esto afecta a la superficie
sélo en el rectangulo |ug, wispr1) X [V5,V54p+1)°. Un ejemplo de esto se presenta en la Figura 3.9.

x1) Diferenciabilidad. S(u,v) es (p — k) veces diferenciable en un nodo interior v, de multiplicidad
k y es (g — k) veces diferenciable en un nodo v de multiplicidad k.

X11) Repeticién de puntos de control. Es posible utilizar puntos de control que coincidan, lo cual
petmite obtener discontinuidades visuales. Un ejemplo se presenta en la Figura 3.10.

x111) Derivada. Notemos que

Su(u, 'U) = %S(u,v) = iNqu(”) (% Z Ni,p(u)P‘-.j) (310)
3=0 =0

= g”:‘,q(v) (gcj(u))

3En donde Ax B = {(z,y)lx € Ayy € B).
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CAPITULO 3. SUPERFICIES NURBS

Figura 3.9: La superficie sélo se altera en un rectdngulo al modificarse un punto de control.

Figura 3.10: La repeticién de puntos de control puede cansar discontinuidades visuales en la superficie.
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3.4. SUPERFICIES B-SPLINE.

donde C,(u) = Y oy Nip(u)Pij para j =0,...,m, son curva B-spline. Ahora aplicando la ecua-
cién (2.33), a cada C;(u) y sustituyendo en (3.10) tenemos

n-} m

(w,0) =3 > Nip1(u)Nq(0) P (3.11)
=0 j=0
donde
pto o Pinry — Py
3 Uidparl = Uyl
U(]) = {a.,.. 3@y Uptay - ,u,-_p_[,b,...,b}
p P
Ve =y
Andlogamente
n omn~1 o,
Su(wv) = Y Nip(u)Njem ()PS5 (312)
1=0 i=0
donde
PO _ g Pije1 = Py
i Ujtq+1 — Ui+l
U@ =y
V(l) = {0')"'la')vq+ll"'le—q—l)b""‘b}
S M
q 9
Ahora aplicando (3.11) y (3.12)
n-1m-1\
1,1
N|p_1(u Nj q_l(v)P(‘j )
i=0 3=0
donde (1.0) (1.0)
1 1
pLD _ qP"'H - Py
™ Vj+q+l — Vit
UMy V) como antes.
En general tenemos que
ak_H n—km-—I
Fagiy S ) = 30 D” Nig-e(@)Nat() PG
=0 §=0

donde

(kd=1) _ plki-1)
PR (g 4 1) ¥
“ Viagrt — Vjtl
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CAPITULO 3. SUPERFICIES NURBS

k
U( ) = {a':"'1a‘)up+l)"'1“1‘~p-11b)"'1b
—
p+1-k p+H1—k
VD =a,...,6, 0941, Us—gqe1,b: .., b}
—_——
q+1-1 q+1-!

3.5. Superficies NURBS.

Después de todo el trabajo previo nos encontramos en el punto en el cual es posible definir de forma
muy clara y concisa las superficies NURBS. Las cuales son una generalizacidn de todas las superficies
estudiadas en el capitulo, y es f4cil probar que las implicaciones que se muestran en la Figura 3.11.

np  Superficie de Bézier Racional
bl N
Fi w%?

Superficie NURBS Superficie de Bézier Integral

n=y
K= \ /
i Superficie de B-spline Uéaﬁbﬁh

Figura 3.11: Las curvas NURBS son una generalizacién de todas las curvas presentadas en este capitulo.
Definicion 18 Una superficie NURBS de grado p en direccidn u y grado g en direccion v es una

funcidn racional por piezas bivariada de la forma

n m N, N ig P
):;:2 Z;:vn')1 tp(W) Ny g(V)wiy Pi O<uv<l (3.13)
Z{:O 2]:0 Ni‘p(u)Nj‘q(‘U)‘lUi‘j

Los puntos { P, ;} forman una red bidireccional de puntos de control, los {w; ;} son los pesos y {Ni p(u)}y{N;.qo(v)}
son dos sucesiones de funciones base B-spline sobre los vectores

S{u,v) =

U={e,...,a,%p41,-- -y Ur—p-1,b,...,]
: p+1 pt+1

V={e,...,0,V41,---,Vs—g—1,0,...,b
q+) q+1

donder=n+p+1ys=m+tq+ 1, respectivamente.

Si escribimos

Ny p(u)Nj.o(v)wn,;
Risipa(thV) = b : ' (3.14)
gipa(t:?) 2 k=0 Zr;o Ni,p(u) Ny o(v)wicy
la ecuacién (3.13) toma la forma mas compacta
S(u,v) = Z zRi.J:p‘o(“» v)Pi, (3.15)

i=0 =0
Escribiremos R; j(z,v) en vez de Ry j5p.0(%, ).
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3.5.1. Propiedades.

1) No negatividad; R; ;(u,v) > 0 para toda (u,) € [a,d} x |a,b).
1) Particién de la unidad; 3°7_, 37 Rij(s,t) = 1, para toda (,%) € [a,8] x [a,8].
”]) RO,O(O:O) = RPO(LO) = RO,q(Os ]) = R‘p,q(ly 1) = 1.

1v) Diferenciabilidad de R;,(u,v) . En un nodo u (o v) interior de multiplicidad k, Ry j(u,v) es
p—k (0 g — k) veces diferenciable en direccién u (o v).

v) Siw;; = ccon ¢ # 0 constante para toda i, j, entonces Ry p(s,1) = Nyp(s)N, (1)

v]) Interpolacién de los cuatro puntos de las esquinas. S(i,7) = P;j parai,j = 0, 1. Se tiene
por 1L

vil) Propiedad fuerte de envoltura convexa. Si w;; > 0 para toda 4,j. Si (u,v) € [tig, Urgt1) X
[Vjo, Ujo+1), entonces S(u, v) estd contenida en el la envoltura convexa formada por los puntos de
control, Py j, ip—p<i<ipy jo—9<j <.

vir) Imvarjianza afin. Una transformacién afin es aplicada a S(u, v), haciéndolo a sus puntos de control.
Se tiene por 1I.

i1X) Invarianza bajo transformaciones de pardmetros afines.
X) La superficie B-spline es un caso particular de la superficie de NURBS. Esto es cierto por v.

X1) Si P;; es movido o w;; cambjado, esto afecta a la superficie s6lo en el rectdngulo |ug, Uigpt1) X
[v7, Vi4q+1) -

xil) Diferenciabilidad de S(u,v). La superficie NURBS, es p — k (0 g — k) veces diferenciable con
respecto al nodo u (o v) de multiplicidad k.

xn1) Derivada. Es posible calcular la derivada de esta funcién, tomando

f=3_3 wiiNip(u)Nyo(v)Pry
i=0 =0
9= Z Zwi.th‘p(u)Nj,q(U)

=0 j=0

con lo que S(z,v) = F = é y entonces podernos usar (3.8).
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CAPITULO 3. SUPERFICIES NURBS

A continuacién describiremos la construccién de algunas superficies estdndares, de la geometria
clésica usando NURBS.

Ejemplo 22 Cilindros generales. Un cilindro general, es una superficie que resulta de “barrer”una
curva, a cierta distancia a través de un vector. Es decir, si denotamos a este vector (unitario) por Wy
d la distancia. Dada una curva NURBS

Clu) =) Rip(u)P,

1=0

la superficie NURBS S(u,v), que representa un cilindro general con C(u), a través de W y distancia d,
denotando el pardmetro de barrido con v (0 < » < 1), debe satisfacer las siguientes condiciones

1. Para i fijo, S(4,v) es un segmento de linea recta de C(u) a C(&) + dW.
2. Para v fijo,
n
S(u,9) = C(u) + 5dW = > Rip(P: + 5dW)
=0
Asi el cilindro debe ser de la forma

n 1
Su,v) =D Rip(u)R;a(v)Pr; (3.16)

i=0 j=0

con vectores de nodos U y V en donde V = {0,0,1,1} y U es el vector de nodos de C(u). Los puntos
de control estdn dados por

Po=PF

Py = P +dW (3.17)
y los pesos

Wi, 0 = Wi = Wy (3-18)

Por ejemplo en Ja Figura 3.12 se presenta un cilindro general obtenido al barrer la curva NURBS
cuadrética en forme de trébol, cuyos puntos de control son

Puntos de control

(=10, —10,0) | (=30, —40,0)
(=30,40,0) | (—30,-40,0)
{30,40,0) | (=10,—10,0)
(10,10,0) | (=30, —-30,0)
(30,30,0) | (—30,30,0)
(30, -30,0) | (—10,10,0)
(10, =10, 0)

vector de nodos U = {0,0,0,1,2,2,3,4,4,5,6,6,7,8,8,8} y w; = 1 para toda i.
Entonces tomando d = 10, W = (0,0, 10) y calculando (3.17), (3.18), la superficie 3.16 esté dada por

12 1
S(u, ‘U) = ZZR'-IJ\Q')(U’ v)P(,j

1=0 =0

En la Figura 3.13, se presenta una superficie que representa un domo. Los puntos de la curva NURBS
son
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Figura 3.12: Curva NURBS cuadritica en forma de trébol, con la que se forma el cilindro general.

| Puntos de control

(20, 15, 10)

(20v — 101 20)

(20, =5, 10)
(20, 0, 20)
(20,5, 10)
(20, 10, 20)
(20, 15, 10)

en este caso U = {0,0,0,0,1/4,1/2,3/4,1,1,1,1}, w5 = 1 para toda i,d =10y W = (-10,0,0). Y

asf la superficie estd dada por

] )]
S(u,v) = E Z R jiao (uw, v) Py

i=0 =0
La implementacién de los programas con los que se obtuvieron estas superficies se incluye en este trabajo

de tesis.
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CAPITULO 3. SUPERFICIES NURBS

Figura 3.13: Curva NURBS ciibica, con 1a que se forma un cilindro general en forma de domo.

Ejemplo 23 Superficies de revolucién.

Dado una curva NURBS C(v) = 371, R;4(v)P; con vector de nodos V, llamada generatriz que
supondremos estd contenida en el plano 2z. No es dificil encontrar la representacién NURBS de una
superficie de revolucién obtenida al girar C(v) 360° al rededor del eje de las z. Ya que notemos ésta
debe cumplir que

1. para i fija, S(@,v) deber ser una curva C(v), rotada algin dngulo al rededor del eje z.

2. para 7 fija, S(u, ) deber ser un circulo completo en un plano perpendicular al eje z, con centro
en este ¢eje.

Entonces, podemos usar los 9 puntos de control como los que representaron la una circunferencia del
ejemplo 154, y tomar U = {0,0,0,4,3,4,4,2,%,1,1,1}, con pesos {1,%2,1,%2,1,%2,1,2,1}. As( la
superficie requerida tendr4 la forma

8 m
S(u,v) = > > Rijoe(u,v)Py (3.19)

=0 j=0

en donde sus vectores de nodos, son U y V, los puntos de control se obtiene como se muestra en la
Figura 3.14 y los pesos son wg; = wy, w1 = (lg—i)w,-,wg\j = W, Wa; = (?)wj, C W = WY

En la Figura {3.15), se obtiene una esfera, haciendo girar al rededor del eje de las z, una curva
NURBS que representa la mitad de una circunferencia. Los puntos de control de la superficie son

4Tambiép podriamos usar la representacién de sélo 7 puntos.
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PB,O-PO ,O_P

Figura 3.14: Seleccién de Puntos de control para una superficie de revolucién NURBS.

LO

| Puntos de control ]
i/j
{0,0,30) | (0,-30,30) | (0,—30,0) | (0,—30,-30) [ (0,0, —30)
(0,0,30) | (30, —30,30) | (30,-30,0) | (30,=30,—30) | (0,0, —30)
(0,0,30) | _ (30,0, 30) (30,0, 0) (30.0,-30) | (0,0, -30)
(0,0,30) | (30, 30, 30) 730, 30, 0) (30,30, -30) | (0,0, —30)
{0,0,30) | (0,30, 30) (0, 30,0) (©,30,-30) | (0,0, —30)
(0,0,30) | (~30,30,30) | (~30,30,0) | (—30,30,-30) | (0,0, —30)
(0,5,30) | (=30,0,30) | (=30,0,0) | (=30,0,—30) | (0,0,—30)
(0,0,30) | (=30, —30,30) | (30, -30,0) | (—30,—30,—30) | (0,0, —30)
(0,0,30) | (0,—30,30) | (0,—30,0y | (0,—30,-30) | (0,0,=30)
parai=0,...,8 Con V = {0,0,0,4,1,1,1} y la matriz de pesos de (9 x 5) es

V2

Y asf la superficie de revolucién (3.19), tiene la forma

1 21

V21 2 L V2
2 AZ 2 2
w=|1 ¥ 1 ¥ 1
1 2 1 2

S(u,v) = ZZR.Jgg(uvP.,,

i=0 j=0
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VT TLE
1

Figura 3.15: Esfera obtenida al girar un arco circular al rededor del eje de las .

En la Figura 3.16, se presenta una superficie de revolucién usando una curva NURBS, la cual tiene
puntos de control

Puntos de control

/3
(10,0,0) | (0,0,5) | (10,0, 10) (10,0,15) | (0,0,20) | (10.0,25) | (0,0,35)
(10,10,0) | (0,0,5) | (10, 10, 10) (10,10,15) | {0,0,20) | {I0,10,25) | (0,0,35)
0,10,0) | (0,0,5) | (0, 10, 10) (0,10,15) | (0,0,20) | (0,10,25) | (0,0,35)

{(-10,10,0) [ (0,0,5) | (-10,10,10) (-10,10,15) | (0,0,20) { (-10,10,25) | (0,0,35)
(=10,0,0) | (0,0,5) | (-10,0,10) (-10,0,15) | (0,0,20) | (—10,0,25) | (0,0,35)
(=10,-10,0) | (0,0,5y | (=10,-10,10) | (—10,—10,15) | (0,0,20) | (=10, —-10,25) | (0,0, 35)
(0,-10,0) | (0,0,5) | (0,—10,10) (0,—10,15) | (0,0,20y | (0,—10,25) | (0,0,35)
(10,=10,0) | (0,0,5) | (10,-10,10) | (10,—10,15) | (0,0,20y | (10,—10,25) | (0,0, 35)
(10,0, 0) (0,0,5) (10,0, 10) (10,0, 15) (0,0, 20) (10,0, 25) (0,0, 35)

con vector de nodos V = {0,0,0,%,2,¢,4,1,1,1} y matriz de pesos (de 9 x 7) dada por

1 1
2 2
2 )
W= :
P) 3
[ |
y asi (3.19) para este caso es
8 6
S(u,0) = 3> Rij2a(uv)P
i=0 y=0
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Figura 3.16: Superficie libre obtenida al girar la curva NURBS cuadritica al rededor del eje de las z.

Ejemplo 24 Superficies con factor de escala no uniforme.
Una herramienta simple pero Gti) en la construccién de superficies, es la aplicacidn de factores de
escala, a continuacién estudiaremos la representacién NURBS de este tipo de superficies.

_ Dado un punto en el espacio P = (py, p2, p2) y un conjunto de reales F = {f; f2 y f3}. Se dice que
P tiene un factor de escala F al rededor del origen si

P = (fyp1, fap2, f3p3) (3.20)

Anélogamente, si C = (c1,¢3,ca) es un punto en ¢l espacio, P tiene un factor de escala F al rededor de
C si

P= (ﬁl\ﬁ%ﬁfﬁ) (321)
en donde
= fipi +(1- fi)ea, 1=1,2,3.

Los factores de escala, pueden ayudarnos en la construccién de interesantes superficies NURBS, ya
que éstos “expanden o contraen”sus puntos en los tres ejes coordenados.
Por ejemplo, es posible construir una elipsoide con centro en el origen de manera muy simple apli-
cando ciertos factores de escala a los puntos de control de la esfera construida en el ejemplo anterior.
Para esto, recordemos que la ecuacién de una elipsoide con centro en el origen y semiejes a, b y ¢,
est4d dada por
72 2,2
a2 + z_z + = =1
en donde la interseccién de esta superficie con el plano zy, z2 y zy, resultan las elipses que se presentan en
la Figura 3.17, esto nos indica que al tomar F = {a, b, ¢}, los puntos de control de la esfera resultarin,
en Jos respectivos para e elipsoide. En la Figura 3.18, se presenta el elipsoide resultante tomando
F={1,1,2}.
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() v (b) 1%

@) 0

(©)

0.b)

-

Figura 3.17: Elipse que resulta de la interseccién de la elipsoide y el plano (a) yz, (b) zz, (c) zy.

RARS o T
iR

Figura 3.18: Elipsoide, que resulta de aplicar el factor de escala F = {1, 1,2}, a los puntos de control de
la esfera del ejemplo anterior.

En general, cuando los puntos estén en el espacio de tres dimensiones, se les puede aplicar las
ecuaciones (3.20) y (3.21) directamente, dejando sin cambio los pesos. Cuando estos sean de la forma
PY = (wz, wy, wz, w), s6lo las tres primeras coordenadas cambian, es decir para (3.20) tendremos P* =
(frwe, frwy, fawz, w) y para (3.21), P¥ = (fiwz + (1 — fi)wer, fowy + (1 — fa)wes, fawz(l — fa)wes).
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Capitulo 4

Técnicas basicas para la
construccion de superficies.

En este capitulo estudiaremos varios algoritnos y téenicas importantes en la teoria de las curva y
superficie NURBS, las cuales nos serdn de gran utilidad para la construccién de superficies mds avanzadas
en el siguiente.

Asi discutiremos los algoritmos de insercién y refinamiento, la eliminacién de nodos y la elevacién
de grado y finalizaremos con la interpolacién global de curvas y superficies.

4.1. Insercién de nodos.

Ei algoritmo de insercién de nodos, es uno de los mas-importantes para las curvas y superficies
NURBS, ya que nos permite entre otras cosas, una evaluacién sencilla, subdivisién! y la posibilidad de
agregar puntos de control adicionales para incrementar la flexibilidad de éstas.

Sea una curva NURBS

n
C¥(w) =3 Niplu) P (4.1)
i=0
con vector de nodos U = {ug,...,um}. Asi supongamos que se inserta un nodo u € (ug,ur41) (para
k € {0,...,m}) en U, obteniendo el nuevo vector de nodos
U= {fip =1uo,..., 0 = g, ks) = Gy Bkt2 = Ukt 1s-- - sl = Um}

entonces el proceso de insercién de nodos se refiere a obtener puntos Q¥ € R3 tales que

n+l

C¥(w) ="y Nipu)Qy (4.2)
=0

en donde Ny ,(u) (para i =0,...,n+ 1) son las funciones B-spline definidas en U.
Asi notemos, que como u € [ux,ux41) y por la propiedad de soporte local de la funciones B-spline
(ver seccién 1.2.5), podemos escribir (4.1) y (4.2) como

) De forma equivalente a como se realiza para las curvas de Bézier.
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4.1. INSERCION DE NODOS.

k
Cu)= Y Nip(u)P? (43)
i=k—p
k+)
C¥(u)= D) Nip(w)Q¥ (4.4)
i=k—p

Ahora, igualandolas a cero y sustituyendo (4.1), tenemos

k-p-1
> (P~ QU)Nip(u) =0
=0
Y (PP = QF)Nip(u) =0
i=k+1

y por la independencia lineal de Jas funciones B-spline (ver capitulo 1 seccién 1.2.6)
P¥=QY parai=0,....k—p—1 (4.5)
PY=QY paraj=k+1,...,n (4.6)

Por otro lado, del teorema 12 del capitulo 1, sabemos que es posible expresar las funciones N;p(u)
en términos de N; ,(u) en la siguiente manera

@—a Titps2 — 8 o
Ni.p(u) = ._‘__N(.p(u) + %Nﬁlm(u) (4.7)
Ui4p+1 — Ug Uitp42 — Uit}

entonces sustituyendo (4.7) en (4.3) e igualando con (4.4) tenemos que (escribiremos N¢ en vez de
Nip(u))
U~ tg—p Ugi2 — U -
——— N p+ —————— Ny ) P
<Uk+l —Tpmp P Tppa— Gkppr PH ) TRop

u— ﬁk—p+l — 'D'k-t-ﬁ - U Y w
+ (ka-p-H + _—_Nk-p+2 Pk—p+l
Uk = Uk—p+1 Uk+3 — Uk—p+2

U—1u - (778 -4 -
+(- £y ¢ R Nk+1)Pi-ﬂ
Uk+p+) — Uk Uk4p+2 — Uk
= NepQ¥_p ¥ + N1 Qi
Ahora factorizando y usando los nodos de) vector U en vez de los de U

Ny Uk — Uk—p~1
0= Nk- (Qz’_ —_ —Pk—
P TR

g ; U= Uk—pt1 Uk — U w
+ Ni-pr (Q}LW - Pl ——— P,
Uk41 — Uk—p+1 U1 — Uk—p+1

. U — Uy Uk4p — U Y w n
A (QL" - Py - ) + Ner (QE4y — PY)
Ugap = Uk Uktp — Uk
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CAPITULO 4. TECNICAS BASICAS PARA LA CONSTRUCCION DE SUPERFICIES.

v de nuevo por la independencia lineal de las funciones B-spline

Q}cu—p = Piu—p

Ugt1 — U

w a- Uk—pt! w w
¢ pp) =—PY o+ ———PY
QL A Uk4+1 — Uk—p+1 k—ptl UL+) — Uk—p+) k-p
(4.8)
Qf = ——py - 2=y,
Uksp — Uk Uktp — Uk
Qiyy = P&
Si denotamos
o = 2—u, 1_OII_u;Jr,E.—-u
Uitp — Uy Uipp — Yy
(4.8) se puede escribir como
Qf =P’ +(1-a)PY, (4.9)
parat=k—p+1,--- k.
Ademds, notemos que usando (4.5) y (4.6) si definimos
1 i<k—p
@ =4yt k-pHl<ick (4.10)
0 1<k+1

la ecuacibn (4.9) también es valida para todo i =€ {0,...,n+ 1}.

Ejemplo 25 Sea una curva NURBS C¥(u), de grado p = 3 con puntos de control Py, ..., Py’ y vector
de nodos U = {0,0,0,0,1,2,3,4,5,5,5,5}. Entones supongamos que deseamos obtener los puntos de
control de curva que resulta de insertar un nodo @ = 3.5 ev U.

Entonces los nuevos puntos estdn dados por (4.9), en donde en este caso k =6 y

1 s1i <3
o= gt 4<i<6 (4.11)
0 sii>7

con ay = %, as = % y ag = i. En la Figura 4.1 se muestra los puntos de control antes y después de la
insercidn de 4.
O

Es de gran utilidad entender la relacién geométrica entre los puntos de control QY, el vector de nodos
U, y el nodo @. Asi notemos que de la ecuacién (4.10), los valores de cada a; (para k ~p+ 1 <i < k)
representan la distancia relativa al intervalo [uj, uitp) entre u; y 4. Por lo que de (4.9), cada QY se
encuentra & una distancia de P, y P, proporcional a Ja que existe de % a u; ¥y uisp (ver Figura 4.2).

Esto ademis nos indica, que los elementos del vector de nodos particionan el polfgono de control es
decir si L; (para i =1,...,n) representa el segmento de recta entre P, y P? y d; su distancia, a cada
L; se le puede asociar los nodos u4; (para j =0,...,p) de tal manera que si definimos

A = YUitj+l — Uity
1

para j=0,...,p—1
Unp — U

podemos decir que esta recta ests, formada por los segmentos L! cuya distancia es ¢ = Md;.
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4.1. INSERCION DE NODOS.

W

Qy=R"
o ] i
W W uw oy Oy W
o 1 2 3 354 5

Figura 4.1: Insercién del nodo @ = 3.5, en una curva cibica NURBS.

w w
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0 (o 7}
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Woow o w ¥y W@
1] L] T 1 L 1
0 1 2 3 35 4 5
1 L 1 & J
[l a‘ L ) 1
1 f A d Al Al
Os
——t
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Figura 4.2: Las distancias que existen eptre el nodo insertado y el nuevo punto de control son propor-
cionales.
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En la Figura 4.3 se presentan los segmentos que subdividen al poligoro de control del ejemplo
anterior, notemos la relacién de cada L, y sus nodos asociados, también que Ly = L? y A = A} = 0 por

lo que d = d} = 0. Adicionalmente, observemos que los nuevos puntos de contro) cumplen que Q4 € L2,
QseLiyQee L

n i
1 —
W w  uw w Ty W
1) 1 T L] L T I
0 1 2 3 35 4 5
L { ] a ]
—e—t——

Figura 4.3: El poligono de control estd particionado por el vector de nodos.

E! mismo poligono de control pero con un vector de nodos no uniforme

4 U ={0,0,0,0,1,1.5,2.3,3.9,4.2,4.2,4.2,4.2}
es particionado como se muestra en la Figura 4.4.
El siguiente ejemplo nos ayudars a estudiar los efectos que tiene en la curva la insercién repetida de
un nodo.
Ejemplo 26 Tomemos la curva NURBS del ejemplo 25 (con % ya insertado) con puntos PY = QY

(para i =0,...,8) y vector U = {0,0,0,0,1,2,3,3.5,4,5,5,5,5} € insertemos de nuevo % = 3.5.
Entonces para este caso k = 7, y los puntos dados por (4.9) tiene

1 sii<4 a)
0y = u"*:—g‘u— si5<i<7 b)
0 sii>8 c)

en donde aj = %, Qg = } y a7 = 0. Con éstos valores observemos que es posible cambiar el rango de i

en b) y escribir § < ¢ < 6, y para ¢), ¢ > 7, ademds si por un momento suponemos gue nuestro vector
de nodos U es el del ejemaplo 25, la igualdad anterior es

1 sii <4
o= gl si5<i<6 (4.12)
0 sii>7
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w W
I L,
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Figura 4.4: El pol{gono de control de la Figura anterior, pero con otro vector de nodos.

Los nuevos puntos de control Q¥ se presentan en la Figura 4.5, notemos que para este caso Qs € LZ y

Finalmente si reinsertamos una vez mas & = 3.5 pero ahora en
U ={0,0,0,0,1,2,3.5,3.5,4,5,5,5,5}

tenemos que k = §, y los nuevos puntos de control dados por (4.9) tienen

1 sii<5
=gt si6<i<8 (4.13)
0 sii>9

con ag = % o7 = ag = 0. Haciendo la observacién y suposicién anterior, tenemos que esta igualdad
también se puede escribir como

1 sii<h
o= q i Si6<i<6 (4.14)
0 sii>7

Los puntos de control resultantes de esta insercién se presentan en la Figura 4.6, aqul Qs € L2.
a

Siguiendo las ideas de los ejemplos anteriores, se deduce que la insercién de un nodo @ € [uk, wey))
de multiplicidad s (para 0 < 3 < p—1) en U, corta las esquinas del polfgono de control de la curva
NURBS (4.1), en los puntos Px_ps1, .-, Px—s—1 ¥ los p — 5 nuevos puntos de control cumplen

QY el jparaj=p-1,...,s (4.15)
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L 7=
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Qe=1/4

B ’ "
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o=0

Figura 4.5: Insercién del nodo @ = 3.5 por segunda ocasién.
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Figura 4.6: Insercién del nodo % = 3.5 por tercera ocasién.
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1.1. INSERCION DE NODOS.

asi en el ejemplo 25, las equinas cortadas tienen como puntos P}’, P (ver Figura 4.1) y en el ejemplo
26 el punto es P (ver Figura 4.5).

Si se continua con este proceso T veces, (con r + s < p no tiene sentido practico hacerlo para valores
mayores que p ya que la curva no tiene ninguna modificacién) y QY. denota el i-ésimo punto de control
del r-ésimo paso de insercién {con Q¥; = P}*) entonces (4.10) y (4.9) se pueden generalizar con e}
llamado Algoritmo de Boor dado por

}?r =a.rQpr-y + (1- ai.r)Q.:‘O_L..—_l (4.16)
con
1 sit<k-p+r—-1
= gt sik-p+r<i<k-s (4.17)
0 sii>k—g-+1

Notemos que cuando s = 0 y r = p, este algoritmo genera la tabla

Q1.1
Qi?—p4-2.2
Qx-p+2,1
: Qkp
Qe
Qk2
@i
en donde los puntos de control resultantes son Q?—p—{-l‘l’Q?—p-{-‘Zﬂl‘ - sQF gy - Q¥ 2,QF,- Asi en cada
insercién el nimero total de nuevos puntos es
p—s+1—1 (4.18)
los cuales remplazan a
p—s—1 (4.19)
que inician en el {ndice
k—p+1 (4.20)
Por ejemplo para la triple insercién del nodo & = 3.5, la correspondiente tabla serfa
Qi)
Q52
Q%
Q%3
Qe
Q8

en donde (4.11), (4.12) y (4.14) son respectivamente las aq, ay2 Y @3 del algoritmo de Boor. En la
primera insercién, los 3 (3 — 0 + 1 - 1 = 3) nuevos puntos son Qf,,Q¥,,Q¥,, en la segunda, los 2
(3—1+41-1 = 2) nuevos puntos son Q¥,,Q¥, los cuales remplazan a Q¥ (3-1-1=1) el cual tiene indice
7-3+1 = 5.
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4.1.1. Refinamiento.

Sea una curva NURBS
n
C¥(u) = 3 Niplu)P?
=0
con vector de nodos U = {up,...,um} y un conjunto de nimeros reales X = {zq,...,z.} tales que
Ty < z,41 Y uo < Zj < Uy para toda ¢. Entonces supongamos que se desea realizar la insercién de los
elementos de X en U (con lo que resultarin los nuevos puntos de control Q¥ ..., Qnir+1 ¥y un vector

). Claramente el proceso a seguir, seria aplicar el algoritmo de insercién anterior a cada uno de los
eleroentos del conjunto hasta terminarlos, esto es correcto, sin embargo existen algoritmos mds eficientes
para realizarlo. Uno de ellos es el llarnado de Oslo disenado por Riesenfeld, Cohen y Lyche [Cohen), otro
mas simple y también eficiente es el desarrollado por Boehm y Prautzsch {Boehm85] el cual presentamos
a continuacidn.

La idea consiste en encontrar indices a y b tales que u, < z; < up, para toda i, y con éstos determinar

los segmentos del poligono de control y los puntos que serdn alterados, es decir los de Lo—py; 2 Lp-1
(ver Figura 4.7).

Figura 4.7: Aristas del poligono de control que se ven afectadas por el refinamiento del vector de nodos.

Esto implica ademéds, que los puntos que wo cambian son Py,..., P2,y BZ,,.... P y que el
nimero de nuevas puntos a calcular est4 dada por

(n+r+2)—[la-p+ V) +(n-b+2)=r+p+b-a-—-1
El algoritmo, calcula los nuevos puntos usando un ciclo de insercién, que puede iniciar con zg (con

109



4.1. INSERCION DE NODOS.

el que obtiene Q¥_,,,) o con z, (con el que obtiene QF,, _,). Nosotros presentaremos esta tltima?®.

RefineKnotVectCurve(n,p, U, P, X,r,U,Q")
{

/* Entrada : n.pU,PY.X.r */

/* Salida : U,Q% %/

m=n+p+1
a = Encuentra subindice e tal que u,
b = Encuentra subindice b tal que z,

N A
&8

for(j=0;j<=a-p;j++) Q7 = P}
for(j=b-1;j<=n;j++) Q;"_,_r_,_l =Py
for(j=0;j<=a;j++) U; = U,
for(3j=0;j<=m; j++) 0,‘4..-4.) = UJ'

i=b+p+1 k=b+p+r
for(j=r; j>=0; j--)

while(X; <=U; & i> a)
{
Qk\y—p—) = Px'zf—p-—l
Uk = Ux
k=k-1 i=i-1
t
Qk-p-1 = Q¥
for(1=1; 1<=p;1++)
{
ind = k-ptl
a = Ukp — X;
if(a == 0.0)
w — w
ind-{ ind
else

{

o = o

U —U, 5y
Qia—y = @ Qg + (1-)Qiy

}

Ug = X;
k=k-1

2Boehm y Hartmut, también proponen el algoritmo para el caso de una curva NURBS periédica[Boelm85).
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Ahora presentamos un ejemplo sencille para mostrar su funcionamiento.

Ejemplo 27 Sea la curva NURBS cuadritica que se presenta en la Figura 4.8, la cual tiene un vector de
nodos U = {0,0,0,1,2,2,2}. Entonces supongamos que se desea refinar U con el conjunto X L
P‘W

=\ 2

X

Pzw

.:%
—

u,
|
1

1

o TE5E

nLegs

Figura 4.8: Curva NURBS cuadrética original.

Para este caso notemos que e = 2, b =4 y r = 1, asf el primer paso del algoritmo es (ver Figura 4.9)
Qf =R Q=P

ﬂo = U, 2—j'l = Uy, &2=U’2‘ '17'8 = Ug.

£l gl

Q&

o £l

|
I
1

Figura 4.9: Primer paso del algoritmo de refinamiento.
Ahora entrando al for principal tenemos

o——£cl

QY =P Gy =us, k=86, i=4

Qg,=lel ﬁ6=u4)k=6)i=4
Qy = QY
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7 Q‘; ‘
Q
Q\v L Q\:
[]

T, I,
Q; L 5
Uy Ug

e |

0 1 2

Figura 4.10: Poligono y vector de nodos intermedios en el algoritmo de refinamiento.

esto se muestra en la Figura 4.10. A continuacién se calcula (ver Figura 4.11)

Ug — U2 4

Uy = U3

QY = aQf + (1 - x)Q¥

‘ﬁ5=l‘1, k=4

Q;U=P01 1_1,4—-—11.3, k$3) r =2,
Y finalmente tenemos

G=uUg — Iy —=

O =

1
2
a _ 1
1-/.4—?.L1_2

V=aQY + (1 - a)@y
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Qs

Q=g

o~

o T L£ILES
&
ro—Lclgt gl

(i
~~— -
o

Figura 4.11: Poligono y vector de nodos intermedios en e} algoritmo de refinamiento.

a=uy—zp=1

-
a_ﬁ5—11,2_§
QY =aQf + (1 —0)Q¥
U3 = Zo

En la Figura 4.12, se muestra la curva con su vector de nodos refinado v el poligono de control
resultante.

;
Q
0
Q
!
0 U
Q; W
| bR
! I 1 1 |
0 % 1 32 2

Figura 4.12: Poligono de control y vector de nodos resultante.
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Una importante aplicacién del refinamiento de nodos, es la descomposicién de una curva NURBS en
sus respectivos segmentos de Bézier. Para lograr esto, se deben insertar nodos iguales a los interiores,
de tal manera la multiplicidad de todos sea p, es decir

U={a,...,¢,up, .- Um—p-1,b,....0 (4.21)
ptl p+)
se debe convertir en

U={a,...,a,up,...,Up, ..., Um—p—1,- -, Um—p—1,0,.... b
H 4 h L%

p+1 F4 p 1

Esto permitird que la unién de las subcurves tenga una continuidad de clase C9 (ver la propiedad
z) de la curvas NURBS seccion 2.4), resultando las curvas de Bézier que la componen.

Ejemplo 28 Supongamos que se¢ desea descomponer la curva NURBS cuadrética que se presenta en la
Figura 4.13, en sus respectivas curvas de Bézier. As{ ya que su vector de nodos es

12
U={0,0,0.3,311,1}
debemos insertar nodos % y % de tal manera que tengamos

1 2
= - - 1,1,1
U {010)0131 )3)1) » }

Wl N

3

L —

B

Figura 4.13: Curva NURBS cuadrética con 5 puntos de control.
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Una vez que realizado el proceso de insercién, la curva NURBS y las curvas de Bézier resultantes
son las que se muestran en la Figura 4.13

B/

//f/ 1A
/ . @ N
PO // B'IE2) oy \
\ ? s
BM /X
. C(O) /)
W, B® Y. /
N\
/ 53
/

/
R

Figura 4.14: Curva NURBS con sus 3 segmeutos de Bézier.

En donde sus respectivas funciones base son

Noa(u) = (1-32)® siue|0,3)
02 0 en otro caso
Nos(u) = 6u(l-3u)? sive(0,3)
12 o en otro caso
0y? siue(0,%)
NQ‘Q(U) = (2 - 311.)2 siué {3\ 2)
0 en otro caso
Nya(u) = 2(2-3u)(3u-1) siuvels, 2)
32 0 en otro caso
(Bu-1)siuve [3,§
Nyo(u) = ¢ (3 —3u)? sive(31)
0 en otro caso
Ny o) 2(3u — 2)(3 — 3u) siué[%,%
u) =
52 0 en otro caso
Ju—1 siuve(i )
N = 3
6.2(u) {0 en otro caso

las cuales se presenta en la Figura 4.15, notemos que éstas son iguales a los polinomios de Berostein
cuadréticos en cada intervalo (0, 3}, (3, 3} v (3, 1)-
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1 T T T = T
0.8 P\Noz MNoaf % Ni2f 3 Ny 2/
06 - \N, /7 3N, S AN,/
™ T~/ o
04 |- .‘:\ .5 !‘ ,‘x:‘ X‘ =
- -‘ \ " 'ﬂ, “ s . “‘_
0.2 , '.-" \ .‘ "l' -,‘- \‘ :" } \“ ‘l‘
0 i 1 .I.-‘I" ‘.\‘. l‘:/ 1 “'-"
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.15: Funciones base cuadraticas de la curva NURBS refinada.

4.2. Eliminacion de nodos.

El proceso de eliminacién de nodos es el inverso al de insercidn, y nos sera de gran utilidad para el
algoritmo de elevacién de grado que estudiaremos en la siguiente seccién.
Sea una curva. NURBS

C¥(uy = Nip(uv)P* (4.22)
i=0

con vector de nodos U y u,- € U, un nodo interior de multiplicidad s. Si suponemos que U; denota el
vector de nodos obtenido a) quitar u,, en ¢ ocasiones de U (1 < ¢ < s). Diremos que u, se puede eliminar
¢ veces de la curva C¥(u), si ésta se puede escribir en la forma

Co(w) = S Wy p(u)QY (4.23)

i=0

donde N, (1) son las funciones base definidas en U,.

Para esto, recordemos del capftulo 1, que las funciones B-spline Ny p{u) distintas de cero en u, tiene
una continuidad de clase C(P=#). Asi, aunque generalmente no se espera mis que ésta, es posible que
el poligono de control tengan una geometria definida por el algoritmo de Casteljau (ver seccién 2.1.2)
de tal manera que su continuidad sea mayor y ngs permita eliminar una o més veces este nodo, sin
ninguna alteracién. En otras palabras, u, se puede eliminar t veces si y sélo si lo curva C¥(u) es de
clase CP=541) op g, 3

De acuerdo a esto deduciremos las ecuaciones para determinar si un nodo se puede eliminar usando
el siguiente ejemplo. Por simplicidad de notacién omitiremos el superindice w de los puntos de control
y lo remplazaremos por un entero que representaré el paso del proceso de eliminacién, as{ inicialmente
este valor serd 0.

Ejemplo 29 Sea una curva NURBS cubica, con puntos de control P, ..., P y vector de nodos

11
2722
que se presenta en la Figura (4.16). Notemos que ésta, es curva NURBS subdividida por dos de Bézier
racionales C¥’(u) y C}“(u) (por simplicidad de notacién las denotaremos asi, en vez de Bo(u) y Bi(u)),

las cuales segiin la ecuacién (2.15), para que su unién sea de continuidad de clase C(V) y asf u = 1 pueda
ser eliminado una vez, los puntos Py, PPy P9 deben ser colineales y la distancia de Py a Py y P3 a Py,

) —

UZ{uO)“'au“}:{oao)o)O :1)1’111}

3Es importante notar que la continuidad debe ser respecto a C*¥(u) y no s su proyeccién C(u). la cual puede ser
continva pero C¥(u) no.
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= B =¥

L Uyg

w Uy

g% %

L | i

I I 1

0 1 1
2

Figura 4.16: Curva NURBS formada por dos curvas que se unen ¢on una continuidad de clase C®

proporcional a la que hay entre los nodos ug a uz y u7 a u4 respectivamente (ver Figura 4.16), lo cual
se puede escribir como

—L—(P§ - P}) = —L—(P} - F¥)
6

ug U7 — U4
haciendo u = u4 = ug y reordenando términos esta ecuacién tiene la forma

pY= 2 poy MY po (4.24)
ur — u3 U7 — U3z

si definimos P! = PP parai=1,2,y P} = PP, para j = 3,4 podemos escribir

P = asPl 4+ (1 —a3)Py (4.25)
con

U — U3
oy = ————

Uy — Ug
Ahora, para lograr que la unién de C¥(u) y CP(u) sea de continuidad de clase C? y 4 = 3 pueda
ser removido por segunda vez, debe existir un punto P# (ver Figura 4.17) tal que

Py =P} + (1 - a2)P}

P} =3P} + (1 — )Py (4.26)
con
U — Uy
= ———
Uitp+2 — Ui
definiendo P2 = P!, P? = P} parai=2,3.

Finalmente, para la continuidad de clase C(® y u = § pueda ser removido tres veces, deben existir
puntos P y P3 (ver Figura 4.18 ) tales que
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Pi=P=P! Pi=P:=P%
U, Uyg
g [4 w
u, 0 o
4 [ |
] 1 1
0 1 1
2

Figura 4.17: El vector de nodos u = 3 puede ser eliminado dos veces sin que se pierda diferenciabilidad.

A

=%

o>TEREEF
ol +—ERE
1=

Figura 4.18: El vector de nodos v = § puede ser eliminado 3 veces sin que se pierda diferenciabilidad.
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P12 = a|P,3 + (1 - O‘l)Pg
P} =P} + (1 — )P} (4.27)
P32 = (Igpg + (1 - O’3)P23

con
U —uy
o = —————

Uipp+3 — Uy
para i = 1,2, 3, haciendo Py = FY, P§ = Py.

Resumiendo, la ecuacién (4.25), nos indica que tanto u = % como Py (que serd remplazado por P3
y Pj) pueden ser eliminados siempre y cuando azPi + (1 —o3)P) y P$ coincidan dentro de cierta
tolerancia.

Si en (4.26), despejamos PZ, tenemos

P} —(1- )P}

P = -
o 1—-on

y asi, u se puede eliminar dos veces y los Py y P§ ser remplazados por P, si éstos cocientes son iguales,
dentro de cierta tolerancia.

Finalmente, de la primera y tercera ecuacién de (4.27) tepemos que

Pl —(1—a,)P P} —0aPj
i V)P b3 3

3 _
P =
Q) 1—‘&3

y por lo tanto, u podré ser eliminado tres veces y P2, P} y P? remplazados por P} y Py, si el punto que
resulta de sustituir éstos dltimos en el lado derecho de la segunda ecuacién de (4.27), coinciden dentro
de cierta tolerancia con P2.

D

En general si tenemos un ndmero par de ecuaciones como en (4.26), es posible determinar si un nodo
puede ser eliminado del vector U de la curva NURBS (4.22), si al calcular los nuevos puntos de control
iniciando con la primera y ultima ecuacién (después con la segunda y penutitima y asi sucesivamente
terminando con dos ecuaciones) los Wtimos dos coinciden dentro de cierta tolerancia.

Andlogamente para el caso impar, es posible determinar si un nodo puede ser eliminado, si al caleular
los nuevos puntos iniciando con la primera y Wtima ecuacién y asi sucesivamente, el lado derecho de la
ecuacién de en medio, al ser sustituidos los puntos obtenidos en las ecuaciones anterior {o de arriba) y
posterior (o de abajo), coinciden dentro de cierta tolerancia con el punto del lado izquierdo.

Si v = ur # up41, los nuevos puntos de control en el proceso de eliminacién de nodos en el i-ésimo
paso estdn dados por

P (1 — o) P
Pl = ( Py r—p—t+l$i$l(2r—p—s—t)
Qi 2
P o, P
pp =t o  or—p-s4t41)<j<r—sti—1
1—a_,+1 2
con
U — U U — Uj—g+)
o= — =
Uitpte — Ui Uj4p+1 — Uj—t1
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4.3. Elevacion de grado.

En esta seccién estudiaremos el algoritmo de elevacién de grado, el cual nos permite entre otras
coseas, empatar el grado de distintas curvas NURBS sin alterarlas, esto nos serd de gran utilidad en el
siguiente capitulo ya que con estas curvas es posible construir distintas superficies.

Sea C¥(u) = 3_\_o Nip(u)P¥ una curva NURBS con vector de nodos U. Entonces por definicién,
sabemos que es una curva polinomial por pedazos y por lo tanto es posible obtener su representecién
con grado mayor que p. Es decir, debe existir un vector de nodos U, un entero positivo 7, y un conjunto
de puntos {QP} tales que

CE(u) = Cy(w) = D Nipi(u)Q¥ (4.28)
=0

en donde ]Vi‘,,ﬂ(u), es la funcién B-spline de grado p + 1, definida en U para toda i.
Si suponemos que U tiene la forma
U={ug,...,um} ={a,.-.,0,U1, . Uty Us,.. ., Us, D,..., ]
—_—— — N —
41 my e p+1
entonces C¥(u) es de al menos de continuidad de clase CP~™4) en cada nodo interior u; (para i =

1,...,38) y por lo tanto se espera que C¥, ,(u) también tenga esta continuidad, de donde la multiplicidad
de sus nodos interiores debe de ser m; + 1 y en los extremos tener un nodo mds, es decir

U={u01---1uv?1} = Ia,--.,G,U1,---,ZL1,---,U9,---,ua,b,---|b}
N—— N————— N——
p+2 wmy 1 ma+1 p+2

porloque m=m-+s+2y
A=m—(p+1l)—l=m+s+2-p-2=n+p+l+s—-p=n+s+1

Para el cdlculo de los puntos {Q¥}, existen distintos métodos como los propuestos por Prautzsch
[Praus4], Cohen [Cohen85) y Prautzsch y Piper [Praudl). Este dltimo es el mis eficiente para el caso
general, sin embargo nosotros presentaremos el propuesto por Piegl y Tiller [PT97, pdg.200] el cual
mateméticamente es més simple y compite el de Prautzsch y Piper, particularmente en el caso donde
el grado es elevado a més de uno [Prau91).

El algoritmo consiste en la iteracién de los siguientes pasos
1. Extraer la i-ésima curva de Bézier de C¥(u).
2. Elevar el grado de de ésta.
3. Eliminar los nodos innecesarios para separar la curva i — I con la z.

Tanto el primer paso como el tercero fueron discutidos en las secciones (4.1.1) y ( 4.2) respectiva-
mente. A continuacién desarrollaremos segundo [Far90, pég.65|.
Sea una curva de Bézier racional de grado p

P
BY(u) = Bip(u)P” (4.29)
=0

4Esto es claro en el polinomio apzP + - - 4 ap, ya que se puede escribir como ap412Pt! 4 apz? + - - - + ap, haciendo
apy1 =0
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y una de grado p+1

p+l u‘) ZBz p-H(u (4.30)

i=0
Entonces multiplicando (u + (1 — u)) = 1 por (4.29) e igualando la a (4.30) tenemos que

p+) P
> Bipr(W)QF = (u+ (1 —u) Y Bip(w)P,
=0 i=0

r
=) (1= w)Bip(u) + uB, p(u)) P;
{=0

ahora por definicidn

P41

> (77 ) - - Z (7) (@ -wprat e unia =y 2

P p+1
- PN i1 — )P -ip p i1 — PP
O(Z_)u(l ) z+£_l(i_1)u(l ) -1

=

entonces los coeficientes de u'(1 — u)P*+!~! cumplen

(7 ar=()ne (2

(?)/(pfl) _ i1 pkl-i i

y ya que

3 g i'(p—)(p+ 1) p+1 p+L
P / p+ 1\ plil(p+ 1 —13)! 1
i—1 i ) G-Dip+1-—id(p+1) p+1
tenemos finalmente
Q=(1—-a)P+oiFiy (4.31)

donde A

1

;=
p+1

parai=0,...,p+ 1.
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Ejemplo 30 Sea una curvas NURBS cibica con puntos de control P}, ..., P y vector de nodos
U = {0,0,0,0,%,2,1,1,1,1}, la cual se presenta en la Figura 4.19. Entonces apliquemos el algoritmo
anterior para cambiar su grado a 4.

Asi, lo primero que debemos hacer, es extraer el segmento inicial de Bézier insertando dos veces el
nodo u = 3 en U. Esto se presenta en la Figura 4.20.

Figura 4.19: Curva NURBS cubica.

Figura 4.20: Se extrae el primer segmento de curva de Bézier.
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Una vez hecho esto, elevemos el grado de la subcurva de Bézier utilizando la ecuaciéon (4.31) (ver

Figura 4.21) y obtengamos la segunda subcurva de Bézier insertando dos veces el nodo u = % ( ver

Figura 4.22).

Figura 4.21: Elevacidn de grado de la subcurva de Bézier.

Figura 4.22: Se extrae la siguiente curva de Bézier.
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4.3. ELEVACION DE GRADO.

Ahora elevemos el grado de la segunda curva de Bézier (ver Figura 4.23) y eliminemos las dos
repeticiones del nodo u = } (ver Figura 4.24).

Figura 4.23: Se eleva el grado de la segunda curva de Bézier.

Figura 4.24: Se eliminan los nodos adicionales que se insertaron al extraer la primera curva de Bézier.
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Finalmente elevemos el grado de la dltima subcurva de Bézier (4.25) y eliminemos dos ocurrencias

del nodo u = % , con lo que tenemos la curva deseada que se muestra ev la Figura 4.26.

Figura 4.25: Se eleva ¢l grado de la Gltima curva de Bézier.

Figura 4.26: Se elimina los nodos adicionales que se insertaron para extraer €] segundo segmento de
Bézier.

O
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4.4. Interpolacién global de curvas B-spline.

Una de las técnicas mas usadas en la aproximacién polinomial es por supuesto la interpolaciéa.
A continuacion describiremos como podemos realizarla usando una curva B-spline. Las interpolaciones
usando curvas racionales, son un poco mds complicadas sobre todo por las variables adicionales de
los pesos w;. Nosotros siguiendo el objetivo de este trabajo, no necesitaremos abordar este tema, sin
embargo se puede encontrar algo en [Far91, pdg. 59-74].

Sea un conjunto de puntos {Q.} para k = 0,...,n en R?, los cuales se desea interpolar con una
curva B-spline de grado p. Si asignamos un valor parametral 2, a cada Qx y seleccionamos un vector
de nodos apropiado U = {uq,...,um}, es posible establecer un sistema de {n + 1) x (n + 1) ecuaciones

Qe = C(i) = ) Nip()P, (4.32)
i=0

en donde las incégnitas son los puntos de control de la curva B-spline de interpolacién.
Asf el 1inico problema es la seleccién de los pardmetros %y y el vector U, los cuales determinaréan la
forma de la curva.

Existen varias posibilidades para la seleccién de @k, a continuacién presentaremos algunas posibili-
dades

« Igualmente espaciado.

=

Gp=0 Op=1lydx=— k=1,...,n-1 (4.33)

3

Este método no es del todo recomendable, ya que puede producir formas que no describen la
tendencia de los puntos interpolados.
» Longitud de arco.

Si d representa la longitud total de arco, es decir

d= ZIQk - Qi1

k=1
entonces en este caso se toman

|Qr — Qu—1]

7 k=1,...,n-1 (4.34)

=0 @n=1y G =1bp-1 +

Este método, es el més comunmente usado y generalmente es adecuado ya que su parametrizaciéon
“refleja”a forma de la curva.

= Centripetal.

Aqui tomamos

d=Y" VIQk— Qs-1l

k=1

G M Qe (4.35)

d

126



CAPITULO 4. TECNICAS BASICAS PARA LA CONSTRUCCION DE SUPERFICIES.

Para el vector de nodos U, una posibilidad es hacer que los nodos interiores sean igualmente espa-
ciados, es decir

uO:"'up':O u,n_p==u,1n=]_
uj‘”’:n—;p-!rl j=4L...,n—p (4.36)

Sin embargo esto no es recomendable si se usa en conjuncién con (4.34) o (4.35), ya que puede implicar
un sistema de ecuaciones singular.

Otra posibilidad son las llamadas abscisas de Greville definidas por

uoz---:up:(] y,m_p:---:um=]_
1j+p+l
Ujpp = — i, j=1...,n—p (4.37)
i=j

las cuales reflejan la distribucién de 4. Ademéas usandolas en combinacién con (4.34) o (4.35), el sisterna
de ecuaciones que resultante es definido positivo y bandeado [DeBoor78] y puede ser resuelto usando el
método de eliminacién Gaussiana sin pivoteo.

Ejemplo 31 Construyamos una curva de interpolacién B-spline clibica para los puntos Qo = (2,3,0),
Q1=(6,4,0), Q2=(4,14,0), Q3 =(12,18,0), Q4 =(15,8,0), Qs=(18,3,0).

Entonces usendo las ecuaciones (4.33) y (4.36), Jos valores parametrales y el vector de nodos estdn
dados por

=0, 2, =02, G42=04, 43 =06, 14 =038, u5g=1
12
3"y
Para el caso de las ecuaciones (4.34) y (4.37), tenemos que

U= {u0)"'1u9} = {0,0,0,0,

|y — Qo| = 4.123 |Q2 — Q1| = 10.198
|Qs — Q2| = 8.944 |Qs — Qa| = 10.440 Qs — Qa4 = 5.831

entonces d = 39.537 y
g =0, 4; = 0.104 &y = 0.362, @3 = 0.588, 44 = 0.853, 45 =1

U= {0,0,0,0,U4,U5, 15 11 11 1}

en donde uq = 3(@, + 1z + 3) = 0.352 y us = 3(G2 + s + &) = 0.601
Por ltimo para (4.35) y {4.37)

VIQ) — Qo| = 2.030 ViQ2 — Q1| = 3.193
V@3 — @2] = 2.990 VR4 — Q3| = 3.231 vV |Q5 - Q4| =2414
y d = 13.860

fip = 0, Gy = 0.146 G = 0.377, &3 = 0.593, &g = 0.826, G5 = 1
U = {0,0,0,0,0.352,0.601,1,1,1,1}
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Una vez calculado ux y U, debemos resolver el sistema de ecuaciones (4.32), con matriz de coeficientes
dados por
1 0 0 0 0 0
Noa(t) Nis(@y) Nos(in) Naa(d) 0 0
0 Nya(Ga) Nog(dz) Naa(fz)  Naa(dz 0

Q 0 Naa(s) Nig(@z) Naz(az) Nsaz(zz)
0 0 Naj3(t4) Nas(@a) Niaa(fy) Nsa(is)
0 0 0 0 0 1

en la Figura (4.27), se presentan las tres curvas de interpolacidn con los distintos valores de ux y U.

B

(2) e———
O) e—— —

(C) o v = ——

Figura 4.27: Interpolacién ciibica con valores parametrales y vector de nodos (a) uniforme, (b) longitud
de arco y abscisas de Greville y {¢) longitud centripetal y abscisas de Greville.

O

En muchas aplicaciones es comin necesitar una curva que ademds de interpolar los puntos {Qx},
también lo haga con su primer derivada (o de orden mayor) { Dy} (para k =0,...,7n) en éstos puntos.

Para esto, es necesario que en (4.32) se incluyan puntos adicionales y se tengan m4s ecuaciones, lo
que ademés implica nuevos nodos (ya que tenemos més puntos a interpolar). Es decir las n+1 ecuaciones
para Jos puntos Qx ahora estan dadas por

n+1
Qu=Clax) = > Nip(®)P, (4.38)
=0
y usando Ja ecuacion {2.33), las n + | ecuaciones para las derivadas son
2nt1
Dy =C'(ax)= Y N{,(8)P (4.39)
1=0

Los parametros i se pueden calcular como antes, sin embargo U, ahora estard compuesto de 2(n +
1) + p+ 1 nodos, los cuales pueden ser seleccionados de manera que reflejen la distribucién de los uy,
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una posibilidad para los casos p = 2 y p = 3 son respectivamente

) i Up— 1
U:{Oxoaosﬁlnui;u2:ﬁ21'--1‘&ﬂ—13%111]11} (4‘40)
g iy 24, + Uy U + 2u U + 2@ i +1
Uy LUy U2 Uy U Un~2 Up—) Up-)
U ={0,0,0,0, —, . ey . ,1,1,1,1 4.41
{ 3 T3 3 3 } (441)

Finalmente las ecuaciones (4.38) y (4.39) se colocan de forma alternada lo que implica un sistema
de 2(n + 1) x 2(n + 1) ecuaciones.

Ejemplo 32 Construyamos una curva de interpolacién B-spline ciibica que interpole los puntos del
ejemplo anterior y a sus derivadas en estos puntos dadas en la siguiente tabla

Figura 4.28: Curva de interpolacidn ctibica de ciertos puntos y sus derivadas.

| Derivadas en los puntos de contro} ]

Do = (73.781,—7.368,0) | D; = (9.308,24.083,0) | D2 = (13.854, 38.409, 0)
Ds = (32.523, —10.763,0) | Da = (7.355, —46.020,0) | Ds = (38.784, —15.812, 0)

As{ si tomamos
tg =0, %) =0.104 @, = 0.362, u3 =0.588, 44 =0.853, 15 =1
el vector de nodos U es
U = {0,0,0,0,0.130,0.233,0.357,0.475, 0.595,0.720, 0.833,0.747, 1, 1,1, 1}

la matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones tiene la forma
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1 0 . 0
3
- % 0 . e 0
0 MNya(@) Noa() Naa(@) Nas(w) 0
0 Nis(t) Nyps(h) Nig(@n) Njs(a) 0
0 0 N7a(@a) Nga(da) Noa(i) Nioa(da) 0
0 0 N7a(@a) Ngg(ta) Ngs(@a) Niga(s) 0
0 0 _1—?4,, 1-1,.
0
y la curva resuttante se muestra en la Figura (4.28).
(m]

4.5. Interpolacién global con superficies B-spline.

De la definicién de una superficie de producto tensor (ver cap{tulo 3), es relativamente simple extender
la técnica de construccion de una curva de interpolacién B-spline a las superficies B-spline.

Dado un conjunto de puntos {Qx,} para k = 0,...,n y ! = 0,...,m en R3, desearnos construir
una superficie B-spline de grados p y ¢ en direccién de los pardmetros u y v (respectivamente) que los
interpole. Es decir determinar los puntos P; ; en R tales que

Qut = STk, ) = Y Y Ni,p(@k) Ny o(0)Pr 5 (4.42)

1=0 j=0

para ciertos valores u; y vr para toda ! y k.

Como en el caso de la curva de interpolacién, lo primero que debemos obtener son los valores
parametrales (%, ;) y los vectores de nodos U y V.

Una posibilidad para @, es usar (4.34) o (4.35) y para cads k en {Qx,;} calcular

!

&0,...,1'1’,1 paral=0,...,m
y entonces
-0 =m
- Up + -+ Uy
G = ———= ak=0,...,n 4.43
§ m+1 par (4.43)
Anilogamente para 7; tenemos
o,..., o5 parak=0,...,n
Y 0
Y DRCEEY 7N
ﬁ;=upa.ral=0,...,m (4.44)
n+1

Los vectores de nodas U y V, pueden ser calculados con las abscisas de Greville (4.37) usando (4.43)
y {4.44).

Para obtener los puntos {F;;}, notemos que si fijamos la variable ! en (4.42) la superficie tiene la
forma

Qk‘l = Z Ni\p(ﬂk) (Z Nj.o(ﬁl)Px,jj = Z Ni,p(ak)Ri,I (4~45)
i=0 =0 =0
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con

Rit = Nj(@)Piy (4.46)
j=0

es decir resulta la isocurva C,;,(,) y una curva B-spline de interpolacion de los puntos {Q.} para
k=0,....,n.

Ahora observemos que si en (4.46) dejamos fijo el valor de 4 y variamos [, resulta una curva B-spline
de interpolacién de los puntos {R;;} (para !l =0,...,m) con la que obtendremos los puntos de control
buscados P, p,..., Pm.

En resumen, si suponemos que los puntos que se desea interpolar son como Jos que se muestra en la
Figura (4.29). El proceso de construccién de la superficie se puede establecer en los siguiente pasos.

Figura 4.29: Puntos a interpolar.

1. Usando U y los valores i, obtener m + 1 curvas de interpolacién para los puntos Qo , - - -, Qx4
paral =0,...,m, con las que resulta los puntos R;, ver Figura 4.30.

2. Usando V y los valores 9, obtener n + 1 curvas de interpolacién a través de Rio,..., Rim para
¢ =10,...,n, con las que resultan los puntos P; ;, ver Figura 4.31.
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Figura 4.31: Puntos de control resultantes de la interpolacidn de los puntos de control de las isocurvas
Co, (‘U,)
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Ejemplo 33 Supongamos que se desea interpolar con una superficie B-spline los siguientes puntos, los
cuales forman la malla que se muestra en la Figura 4.32 (a).

| Puntos a interpolar

/3

(13,15,40) | (13,5,40) | (13,0,40) | (13,-5,40) | (13,-10,40)
(10, 15,40) | (10,5,43) | (10,0,40) | (10,—5,40) | (10,—-10,40)
(7, 15, 40) (7,5,43) (7,0,40) (7, —5,43) (7, - 10, 40)
(=3,15,40) | (=3,5,40) | (=3,0,40) | (—3,—5,40) | (-3, —10,40)
(-6,15,40) | (—6,5,42) | (=6,0,40) | (—6,—5,35) | (-6, -10,40)
(-9,15,40) | (—9,5,40) | (=9,0,40) | (-9,—5,40) | (-9,-10,40)

Asf usando (4.43) y (4.44) los velores parametrales estdn dados por

|

0 o
0

0.13635 1, =0.271186 w3 =0.698947 14 =0.849474¢ u5 =1
9 = 0.

385707 T, = 0.587684 T3 = 0.793842 Bqa=1

0
0

y entonces en el caso de una interpolacién con p =1y g = 1, los vectores de nodos son

U = {0,0,0.13635,0.271186,0.698947,0.849474, 1, 1}
V = {0,0,0.385707, 0.587684, 0.793842, 1,1}

esta superficie se presenta en la Figura 4.32 (b). Ahora supongamos que se desea realizar una interpo-
lacidén con p =1 y ¢ = 2 entonces para este caso los vectores serian

U = {0,0,0.13635,0.271186, 0.698947, 0.849474,1,1}
V = {0,0,0,0.486695,0.690763,1,1, 1}

la superficie se muestra en la Figura 4.33 (a). Finalmente para p = 3 y ¢ = 2 tenemos

U = {0,0,0,0,0.368828,0.606536,1,1,1,1}
V = {0,0,0,0.486695,0.690763,1, 1,1}

la cual se presenta en la Figura 4.33 (b).
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4.5. INTERPOLACION GLOBAL CON SUPERFICIES B-SPLINE.

Superficie de interpolacién con p =1y

)

b

(

Figura 4.32: (a) Malla de puntos que se desesa interpolar.

qg=1.

3

én con p =

2. (b) Superficie de interpolacié

Figura 4.33: (a) Superficie de interpolacién con p=1y ¢

= 2.

ya
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Capitulo 5

Técnicas especiales para la
construcciéon de superficies.

Finalizaremos este trabajo presentando varias técmicas para la construccién de superficies NURBS
un poco mas complicadas de las que hasta ahora hernos hecho, para lo cual utilizaremos los algoritmos
descritos en el capitulo anterior.

Estas superficies tienen miltiples aplicaciones sobre todo en las dreas de los disenos graficos asistidos
por computadora, es decir los llamedos “Computer Geometry Aided Design” (CAGD).

5.1. Superficies “Swung”

La palabra en Inglés “Swung”, se puede traducir como “osc¢ilacién”, “balances”o “dar vueltas libre-
mente al rededor de algo”, significados que describen adecuadamente la definicién matemdtica de esta
superficie. Ya que como veremos, son el caso general de una superficie de revolucién pues resuita de la
rotacién de una curva al rededor del eje z siguiendo la trayectoria de otra. Adicionalmente se le puede
aplicar ciertos factores de escala.

Asf, supongamos que la curva perfil (“profile”), definida en el plano zz con vector de nodos U, es
n n n
P(u)=>" Rip(u)P; = (Z R-,p(u)ri‘O,Z&.p(u)zfj = (Px(u),0, P;(u))
i=0 i=0 i=0
y la curva (“trajectory”) est4 definida en el plano zy con vector de nodos V, es
T(v) = Z R ()T, = z R (v)z), Z R, 4(v)y;,0 | = (Tz(v), Ty(v),0)
j=0 =0 =0
Entonces una superficie “Swung”definida por Woodward {Woo0d87) estd dada por
S(u, U) = (QPI(U')T:(U);ap:<u)Ty(v)\ P, (u)) (51)

con a € R.
La interpretacién geométrica de (5.1) se deduce notando que al fijar u = @

S('L_l., ‘U) = CE(U) = (ﬁTz(v)>ﬁTy(v)> Pz(ﬂ))
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5.1. SUPERFICIES “SWUNG?”

con § = aP(u), es decir la superficie “Swupng”es una isocurva de forma similar a 7'(v), pero con un
factor de escala ( para la entrada en = y y en un plano paralelo al zy de altura P, ().
Andlogamente si fijamos v = 7 tenemos

S(u,0) = Co(u) = (BzPz(w), By Pe(u), Px())

con f; = aT.(?) y By = aTy(?). Que resulta en una isocurva con forma similar a P(u), pero rotada
hacia un planc perpendicular a zy que contiene ¢l vector (8. 8y), con factores de escalamiento 3; para
la entrada z y 8, para la entrada y, por ejemplo en la Figura 5.1, se muestra una transformacién de
este tipo sobre algiin punto (Pz(u),0, P (u)).

(B, 0, Be)

(BB, By Py(u)’gm)
‘,—“J

&

A 5o
\

Figura 5.1: Transformacién de un punto de una curva perfil en la superficie “Swung”.

En el caso cuando a = 0 la superficie resulta

S(u,v) = (0,0, Py(u)) = (0,0, Rip(u)z)

=0

que es un conjunto de puntos sobre el eje z.

Entonces por la propiedad de invarianza bajo transformaciones afines de la superficie NURBS, se
deduce que es posible obtener una representacién de la superficie “Swung”realizando la transformacién
(5.1) a los puntos de control, es decir la superficie NURBS esté dada por

S{u,v) = Z Z R(u,9)t,p:5,4Qi.j

=0 §=0

en donde
QiJ = (OP‘\ITj‘I)QPi.ITj,m Pi,z)

Wij = Wiw;

En las Figuras (5.2), (5.3) y (5.4) se presentan tres ejemplos de superficies “Swung”, en donde las
curvas de trayectoria estdn etiquetadas con (a), las curvas perfil con (b) y la superficies resultantes con
(c), todas con un factor de escala a = 0.15, los puntos de control para la curva perfil y de trayectoria
estan dadas en las siguiente tablas.
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CAPITULO 5. TECNICAS ESPECIALES PARA LA CONSTRUCCION DE SUPERFICIES.

Puntos de conltrol de lo superficie de lo Figura 5.2

P | (10,0,5) (5,0,5) (6,0, 15) (5,0, 15)
(3.0,0) | (5,-2,0) [ (10,-2,0) | (10,3,0) | (10,3,0)
T, [ (10,8,0) | (10,8,0) | (30,13,0) | (5.13,0) | (5,13,0)
(3,13,0) | (3,13,0) | (=2,13,0) | (-2,8,0) | (0,8,0)
Puntos de control de la superficie de lo Figura 5.3
P, | (10,0,5) | (5,0,5) | (10,0.13) | (6.0,15) | (5,0,15)
3.0,0) | (5,-2,0) | (10,-2,0) | (10,3,0) | (9,3,0)
T. [ (9,8,0) | (10,8,0) | (10,13,0) | (5,13,0) | (5,12,0)
(3.12,0) | (3.13,0) | (=2.13,0) | (-2,8,0) | (0,8,0)
| Puntos de control de la Figura de la superficie 5.4
P | (10,0,5) 5,0,5) (0,0, 10) (10,0,13) | (6,0, 15)
(5,0, 15)
(5,0,0) | (5,-2,0) [ (10,-2,0) | (10,3,0) | (5.3,0)
T. [ (5,8,0) | (10,8,0) | (30,13,0) | (5,13,0) | (5,10,0)
{3,10,0) | (3,13,0) | (-2.13,0) | (—2,8,0) (0,8,0)

(b)

Figura 5.2: Superficie “Swung”: (a) Curva nurbs de trayectoria cuadratica. (b) Curva nurbs de perfil
cubica. (c) Superficie resultante.

Por supuesto también es posible hacer variaciones del factor de escalar & de tal manera que ob-
tengamos distintas superficies, en la Figura (5.5) se muestran distintos valores para este valor y las
superficies resultantes. En particular notemos que si tomamos o = 1 y la curva de trayectoria T(v) es
el circulo unitario con centro en el origen, entonces la superficie “Swung”, es la superficie de revolucién
que presentamos en el capitulo 3, ejemplo 23.

En las Figura (5.6) se disefaron dos superficies libres, en la primera se representa un florero, y en la
segunda una muela.
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5.1. SUPERFICIES “SWUNG”

I /
|
T AN
) 9 5
: ‘E =

Figura 5.3: Superficie “Swung”: (a) Curva nurbs de trayectoria cuadritica. (b) Curva nurbs de perfil
cubica. (c¢) Superficie resultante.

Figura 5.4: Superficie “Swung”: (2) Curva nurbs de trayectoria cuadritica- (b) Curva nurbs de perfil
ctibica. (c) Superficie resultante.
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0.=05

0=03

Figura 5.5: Superficies “Swung”que resulta de variar el factor de escala.

3

117

.

ILE

AW

Curva perfil. (b) Curva trayectoria. (¢) Superficie resultante.

)

a

Figura 5.6: Superficie libre “Swung”: (

)

(c

®)

@

]
IWIE]

1
= i

Curva perfil. {(b) Curva trayectoria. (¢) Superficie resultante.

)

a

Figura 5.7: Superficie libre “Swung”: (
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5.2. SUPERFICIES “SKINNED".

5.2. Superficies “Skinned”.

Una superficie “skinned”, es aquella que resulta de la interpolacién de los puntos de control de un
conjunto de curvas NURBS en el espacio, de tal manera que éstas se convierten en sus isocurvas.

Asf aunque intuitivamente su construccién parezca simple, notemos que no se esta suponiendo que
las curvas NURBS deban de cumplir ciertas caracteristicas, es decir tanto sus grados como el mimero
de puntos de control pueden ser cualesquiera, sin embargo por defincién de una superficie de producto
tensor esto no debe ser asf, por lo que es necesario transformarlas sin modificar su forma.

5.2.1. Superficies regladas.

La superficie “skinned” mds simple es la llamada reglada, la cual esta formada sélo por dos curvas
NURBS, iniciaremos estudiandola ya que su construccién nos permitird generalizar de forma muy simple
las “skinned” generales.

Sean dos curvas NURBS

nge
Crlu) =D Rup (u) P
i=0
definidas sobre los vectores de nodos U* = {uf,... uk,, } para k =1,2.

Entonces, una superficie reglada S{u,v) es aquella que tiene como isocurvas de los extremos en
direccion del parametro u, las curvas Cy(u), Ca(u), y para u = 4 fijo, S(#%,v) es una interpolacién lineal
entre los puntos C(i) y Ca(a).

Ahora si hacemos Po = C((2) y Py = Ca(Z), de la seccién 3.1 sabemos que esta interpolacién se
puede representar en términos NURBS como

C(v) = Po(1—v) + Pro= Y _ Ris{v) P

=0

conwp=w =1yV ={0,0,1,1}.
Entonces se deduce que una superficie reglada debe tener la forma

S(u)v) = -R'f,p;j.l(u'xv)Pt,j (52)

en donde P;g = Pl y P;1 = P? y el grado p est4 en funcién de po y p1-

Por otro lado, como se menciond anteriormente, no se est4 suponiendo que ni los grados px ui el
nimero de puntos n; (para k = 1,2} coincidan, por lo que es necesario igualarlos. Para esto se utilizan
el algoritmo de elevacién de grado (ver seccién 4.3) y el de refinamiento (ver seccién 4.1.1), utilizando
el proceso que se presenta en los siguientes pasos.

1) En caso de ser necesario redefinir los vectores de nodos U; y Us, de tal manera que tengamos el

mismo rango parametral para u, es decir debe suceder que u = ud y uy,, =u?,,.

1) Empatar los grados. Si p; = p; entonces tomar p = pi. En caso contrario tomar p = méax{p;,p2}
y elevar el grado de la curva que sea menor a p.

i) Si Uy y Us no son iguales, mezclarlos para obtener U, de tal manera que si u; esta en U entonces
debe suceder que u; esté en Uy o Us. Ademas la multiplicidad méxima de cierto nodo u; en Uy 0
U también debe estar en U.

tv) Usando U, aplicar el algoritmo de refinamiento sobre ambas curvas , con lo que finalmente obten-
dremos el valor de 7, los pesos w ; y los puntos de control {7, ;}.
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CAPITULO 5. TECNICAS ESPECIALES PARA LA CONSTRUCCION DE SUPERFICIES.

Ejemplo 34 Construyamos una superficie reglada, con dos curvas NURBS C,(u) y Ca(u) de grados
py =3y p2 =2, pesos w} = wj = 1 para toda i, j, vectores de nodos vy puntos de control (ver Figura

5.8 (a)).

123
b= —, ==, L1
U {010|0)0)414141 J ¥ 3 }
12
U? ={0,0,0,~,=,1,1,1
| Punios de control
P = (12,-5,10) | P = (14,~5,0) | Py = (15,-5,13) | Ps = (6,5,0)
P = (1,5,0) P7 = (17,5, 10) P} =1(9,5,-3) | P = (12,5,10)

Entonces siguiendo los pasos anteriores, lo primero que tenemos que hacer en este caso, es empatar
los grados C\(u) y Ca(u), es decir elevar a 3 el grado de C»(u)'. Aplicando el proceso de elevacién de
grado, resulta que la nueva curva tiene el vector de nodos y puntos de control (ver Figura 5.8 (b))

11 2
1 3 | 3 A 3
Puntos de control

P{ = (2.667.5,0) Pj = (2,5, 1.667)
PZ = (8.666,5, —0.833) | PZ = (10,5, 1.333)

U? = {0,0,0,0 § ,1,1,1,1}

PZ = (6, 5,8.333)

Ps = (6,5,0)
P7 = (12, 5, 10)

P7 = (7.333, 5, 7.833)

Ahora mezclando los vectores de nodos U* y U? tenemos que

U:{01050)01115)§)§;§1§121 1Ay dy

Finalmente aplicando el algoritmo de refinamiento, los pyntos de control de las dos curvas son

| Puntos de control |

Py = (8,-5,0) P =(1,-5,0) P5 = (5,—5,6.667) PJ = (6.925, -5, 5.037)
P{ = (8130, -5,3,260) | Py = (9.092, -5, —0.592) | Pa = (10.351, —5,3.260) | P7 = (11.333, —5,5.037)
Pa = (12.667, -5, 6.667) Py = (14,-5,0) Pro = (15, —5, 13)
PZ = (6,5,0) P; = (3.5,5,0) P7 = (2.1667, 5, 1.25) P{=(35,5,4.167)
P7 = (5,5,6.667) PZ = (6.667, 5, 8.083) PZ = (7.667, 5, 5.667) PF = (8.1667, 5, 2.417)
Py = (9,5, —0.301) P7 = (10.5, 5, 3.5) Ph = (12,5, 10)

en donde ademés w; ; = 1 para toda i, 5. (ver Figura 5.9(a)). La superficie resuitante se muestra en

la Figura 5.9 (4).

a

1Claramente también es posible reducir el grado de Ci (u) este algoritmo se describe en [PT97, pig. 212]
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5.2. SUPERFICIES “SKINNED”.

Figura 5.8: (a) Las dos curvas con las que se construiré la superficie reglada. (b) Elevacién de grado de
la segunda curva.
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Figura 5.9: {c) Refinamiento de) vector de nodos. (d) Superficie reglada resultante.
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CAPITULO 5. TECNICAS ESPECIALES PARA LA CONSTRUCCION DE SUPERFICIES.

Un caso particular de una superficie reglada son los conos generales. Si por ejemplo suponemaos que
P es el vértice del cono y Ci(u) es la curva base, entonces por la propiedad de la envoltura convexa de
las curvas NURBS podemos hacer Cy(u) represente a P tomando P? = Py w? = w} para toda i. Asi el
cono deseado resulta de construir la superficie reglada con estas dos curvas.

Ejemplo 35 Tomemos Jos puntos de control de la curva C)(u) como

Puntos de control

(6,0,0)

(1,0,0)

(7,10,0)

(7,—-1,0)

(12,10, 0)

(14,0,0)

(6.0,0)

Y los respectivos para Ca(u) como P2 = (12,0,0). El cono resultante se presenta en la Figura 5.10.

(b)

Figura 5.10: Cono general. (a) Curva NURBS base del cono. (b) Cono resultante.
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5.2. SUPERFICIES “SKINNED?,

5.2.2. Superficies “Skinned” generales.

Una vez discutido el caso mas particular de la superficies“Skinned”, es bastante directo establecer
la construccion de la superficie “Skinned"en general. Dado un conjunto de K curvas NURBS

Cr(u) = 3 Rip(u)P% (53)
i=0
para k =0,..., K, que supondremos estdn definidas sobre un mismo vector de nodos U y son del mismo

grado p, ya que en caso de no ser asi, podemos utilizar los pasos descritos para las superficies regladas.

Una superficie “Skinned” S(u,v), estd formada por la interpolacidn sobre e)] parametro v, de los
puntos de control de todas las Cy’(u). Con lo que segin la seccién 4.5 implica que las curvas (5.3) son
isocurvas de la superficie.

Es importante notar que la técnica de interpolacion que estudiamos estd disenada para curvas no
racionales, y asi para calcular la interpolacién de los puntos de control se deben usar las versiones
homogéneas. Esto como veremos mis adelante, puede traer ciertos problemas en la forma final de la
superficie.

La tnica restriccién para la eleccién de un grado comin p es que 0 < p < K, va que en caso contrario
el sistema de ecuaciones que resulta de las interpolaciones tendrian mas ecuaciones que incégnitas. Los
pardmetros {Ox} se puede seleccionar de distintas maneras, una posibilidad es tomar [PT97, p4g.462)

n
T nl S lP"“h.P“"“" parak=1,...,K -1 (5.4)
=0

+14 d;
donde d; denota la longitud de arco total de Jos puntos P, ..., P - Por tltimo el vector de nodos U

se puede obtener usando }as abscisas de Greville (4.37) usando los valores {ox}.

Ejemplo 36 Construyamos una superficie “Skinned”, con las NURBS C¥(u) , C¥(u) ,C¥(v), C¥ (u)
de grados 1,2,3,2 y 1 respectivamente, las cuales tienen como puntos de control (ver Figura 5.1))

Puntos de control curvas que forman la superficie“Skinned”.
Cy | (13,15,40) (10, 15, 40) (7,15, 40) (-3, 15,40) (-6, 15, 40) (-9, 15, 40)
CyY (13,5, 40) (12,5, 46) (5,5, 49) (—3,5,37) (-7,5,48) (-9, 5, 40)
C¥ | (13,0,40) (12,0, 49) (7,0,42) (-5,0,35) (-6,0,52) (—9,0,40)
Cy | (13,~5,40) | (10,-5,39) (6, —5,45) (-1,-5,40) | (-7,-5,40) | (-9,-5,40)
Cy | (33,-10,40) | (10, -10,40) | (7,~10,40) | (-3,—10,40) | (—6,-10,40) | (-9, —10,40)

En las Figura 5.12 se presenta la superficie resultante usando una interpolacion lineal, en la Figura
5.13 con interpolacién cuadritica y en la Figura 5.15 con interpolacién cibica.
O

Como mencionamos al inicio de capitulo, este tipo de superficies tienen multiples aplicaciones en
los disefios gréficos asistidos por computadora, por ejemplo en la Figura 5.5 se presenta una superficie
“Skinned” que representa un “rostro humano ”la cual se construyé usando el “software” Rhino?.

2Para més informacién a cerca de soltware ver en hitp://www.rhino3d.com/.
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Figura 5.11: Isocurvas de la superficie “Skinned”.
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Figura 5.13: Superficie “Skinned”, obtenida con las curvas anteriores haciendo una interpolacién
cuadratica.
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5.2. SUPERFICIES “SKINNED".

Figura 5.14: Superficie “Skinned”obtenida con las curvas anteriores haciendo una interpolacién cabica.

Figura 5.15: Cara formada con una superficie “Skinned”.
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5.2.3. Superficies “Skinned Spine”.

Un método iitil en la construceién de las superficie “Skinned”, que ayuda a posicionar y orientar las
curvas (5.3), es el que utiliza la llamada curva “Spine”, dada por

Cuv) =S Rip, P
=0

Con ésta, las curvas (5.3) son colocadas sobre los puntos Cs(%k), en ciertas posiciones C(uy), en
donde los parametros 95 y @, con k = 0, ..., K, pueden ser seleccionados por el disenador de la superficie.
Sin embargo es importante mencionar que que sus valores determinaran en gran medida la forma de la
superficie resuitante, y asi se debe tener cuidado con su seleccion.

Para el caso de 7, también es posible usar (5.4) o algiin método descrito en la seccién 4.4, usando
los puntos de control de la curva “Spine”, sin embargo esto puede ser peligroso en los casos cuando la
curva tenga una mala parametrizacién. En la Figura 5.16 se presentan dos formas de seleccionar 9y y
4k, suponiendo que el rango parametral de todas es el ntervalo [0, 1].

(b)

Figura 5.16: Posicionamiento de las isocurvas sobre la curva “Spine”. (a) V= {0, ,%,%, 1}y U=
{%1%)%1%)%} (b) V={0)é)%3%)1}yU:{%)%)0117%

Es interesante notar que la curva “Spine”, puede contribuir con informacién para la forma de la
superficie “Skinned”. Por ejemplo es posible hacer que las curvas (5.3) se oriente de tal manera que el
plano que las contenga® sea perpendicular al vector tangente del punto Cy(dx), lo cual permitird que
la superficie resultante sea mas acorde a la estructura de la curva, un ejemplo se muestra en la Figura
5.17.

También, es posible hacer que las curvas de interpolacién en el pardmetro v, no sélo interpolen los

puntos de control Pig, ..., Pk, (en donde cada P ; es el i-ésimo punto de control de la j-ésima curva
para j =0,..., K) sino que también lo hagan con ciertos vectores D, g, .. ., D; x paralelos a las derivadas

3Siempre y cuando las curvas sean planares, en caso de no ser asi el disebador debers decidir si trabsjar con las versiones
planares o con otro método.
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5.2. SUPERFICIES “SKINNED”.

Figura 5.17: Las curvas deben ser orientadas de tal manera que su derivada en el punto Cy{vx) se
perpendicular al plano que la contiene.
Es decir, si tomamos Py = Cy(dx), Dx = C{(x) parak=0,...,K y
de=|Pe—Piy| k=1,...,K
los D; & pueden ser calculados haciendo

- |P; k41 — Pik| + 1Pix — Pl

Dix Dx 5.5
& Do e K (5.5)
y
Py -P
L L g wlp,
H
i —Pl' -
Dix = P = Pureoal py o (5.6)
dx

Con lo que )as derivadas de las v-isocurva en @y, serdn paralelas a los vectores Dy, es decir
So(u,Ty)||Dx  paratodauy k=0,..., K (5.7)

Ahora si, m = 2K + 1, cada i-ésima curva de interpolacién, determinaré el sistema de m + 1 ecuaciones

Pip =) Nio()Qi,

=0

Dio = Z Ny o(00)Q1.5

J=0

Pk = Z N o(51)Q,;

J=0

Dik =Y Njo(0x)Qi;
i=0
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en donde el vector de nodos de cada una de estas curvas, debe contener (m+1)+g¢+1 = m+qg+2, para
calcularlos es posible usar las ecuaciones (4.40) y (4.41) para los casos ¢ = 2 y ¢ = 3 respectivamente.

Ejemplo 37 Construyamos una superficie “Skinned Spine”, en donde la curva “Spine”es la que se
presenta ep la Figura 5.18, la cual es una curva NURBS de interpolacién de los puntos

Puntos de interpolacién de la curva “Spine”.
(0,-80,80,1) | (0,-50,100,1) | (0,30,—-50,1) | (0,70, 20, 1)

Las isocurvas seran las que se presentan en la Figura 5.19, éstas tiene como puntos de control orienta-
dos de acuerdo a los planos perpendiculares a la derivadas los siguientes valores, las cuales colocaremos
tomando U = {3, 3,3,3} y V ={0,4,2,1} como se muestra en la Figura 5.20.

| Puntos de control curvas que forman la superficie“Skinned Spine”. |
C§'(u) Cv'(u) C3'(u) C3'(u)
(90,-90,95,1) | (90,=20,111,25,1) | (90,30, —-23,75,1) | (90,70, —20, 1)
(30, -80,80,1) | (50, =10, 123,98,1) | (50,20, —41,528,1) | (70,80, —33,33, I)
(30, -100, 110, ) | (20,—20,111,25,1) | (30,50,11,806,1) | (50,60, -6,66,1)
(0, —80, 80, 1) (0, =47,5,76,25,1) | (0,30, —23,75, 1) 0,70, 20, 1)
(=30, —100,110, 1) | (=20, =20, 111,25, 1) | (=30,50, 1L,81,1) | (=50, 60, —6,66, 1)
(=50, —80,80,1) | (=50,—10,124,1) | (50,20, —41,53,1) | (70,80, —33,33,1)
(=90, —90,95,1) | (=90, =20, 111,25, 1) | (=90.30. =33,75,1) | (90,70, 20, 1)

C

C
C{™»

Figura 5.18: Curva “Spine”y puntos en donde seran posicionas Jas isocurvas.

Una vez hecho esto, las superficie resultante se muestra en la Figura 5.21. En la Figura 5.22 se

muestra la misma superficie pero en este caso no se realizé interpolacién de vectores paralelos 2 las
derivas.

149



5.2. SUPERFICIES “SKINNED”.

Y

Figura 5.19: Isocurvas, las cuales seran posicionadas sobre la curva “Spine”.

Figura 5.20: Posicionamiento y orientacién de las isocurvas.
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Si por ¢jemplo ahora tomamos V = (0,1, 3,

1} los puntos resultantes son

Puntos de control curvas que forman la superficie“Skinned Spine”.

e Ty (w) Cr () R0
(90, =90, 95, 1) (90, 9,2, G0) {90, 0, 8) (90, 70, —20, 1)
(50,80, 80, 1) (50.19.6,66,5) | (50,10, 1,4) | (70,80, —33,33,1)
(30, —100, 110, 1 (20,9.2, 60) (30, 20, 21) (50. 60, 6,66, 1)
{0, 80,80, 1) (0, —19.8, 12,3 {0,0,8) (0,70, =20, 1)
(=30, =100, 110,1) | (—20,9,2,60) | (=30,20,21) | (=50,60,—6.66,1)
(=50,-80,80,1) | (=50, 19,6,66,5) | (=50, —10, 1,4) | (—70.80, —33,33, 1)
(=90,-90,95,1) | (=90,9.2,60) (=90,0,8) (=90, 70, —20, 1)

el nuevo posicionamiento y orientacién se presenta en la Figura 5.23 y las superficies resultantes en
las figuras 5.24 y 5.25.

Figura 5.23: Otro posicionamiento y orientacién de las isocurvas.

o A
AR
= ARANNNIN RN
annit
Rhhn
X \\N\\ N
R ‘}‘&%\\‘\\\\}‘,\f.\y
R
sy, 1 g
2
T,
SRS
.‘.0,0“::\‘\\\:"0 O
SOSRONINN \"0
W i, e 4\‘ "0‘0‘00 \ “
T R 0
L S R O
‘ /:‘@u"":“:\‘:“:"t“‘ .\\\\?‘\:‘0:0:0':‘:? P
t“‘t & \\\ & ‘Q‘.‘,\ «\\\“.‘.‘0.:. X
R
\ Q0 &
N \ R
\ N

Figura 5.24: Superficie “Skinned Spine”, con interpolacion de derivadas.
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Figura 5.25: Superficie “Skinned Spine”, sin interpolacién de derivadas.

5.2.4. Superficies “Skinned”con curvas racionales.

En el caso cuando algunas (o todas) de la curvas de (5.3) sean racionales, las interpolaciones de los
puntos deben realizarse en el espacio homogéneo y los pardmetros 9, ser calculados con los puntos en
este espacio. Es decir

1 IR - Bl

Ok = Vg +
k= Uk n.+1§ v

parak =1,...,K —1 en donde d} denota la longitud de arco de PY%, ..., P Los nodos {v;} se tienen
usando las abscisas de Greville (4.37) y los puntos finales de la superficie resultan aplicando el mapeo
(2.21). Generalmente estas superficie resultan como se esperarfa, sin embargo pueden existir algunocs
problemas como lo mostraremos a continuacién.

Ejemplo 38 Sea la superficie reglada que se presenta en la parte inferior de la Figura 5.26, definida por
las curvas NURBS cuadréticas C§'(u) y C}’(u) de la parte superior, que tiene como puntos de control

Puntos de control en el espacio homogéneo
Cy'(u) Ci'(u)

P = (23, yl, 21, w) | P¥ = (zi,ui, 2, W)
(201 _251 012) (20125) 0) 2)
(10,—25,20, 1) (10, =25, 20, 1)
(=10, —25,20, 1) (=10,25,20, 1)
(=10,-25,0,2) {(-10,25,0,2)

Es claro, que si multiplicamos algin conjunto de éstos, }a respectiva curva en el espacio no homogéneo
permanecer4 sin cambio, es decir si por ejemplo multiplicamos por & € R los puntos de control de Cy'(u),
por definicién
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Cy

Figura 5.26: En la parte superior se presentan la curvas racionales con las que se construye la superficie
reglada de la parte inferior.

3
Cy(u) = Nis(u)aP®

(=0

3 3 3 3
Y Np(wywfaz?d, S Nia(u)ulay?, Y Na(w)wlaz?, > Na(u)ula
i=0 1=0 i=0 =0

entonces aplicando el mapeo {2.21) tenemos que

H(C¥ (w)) =
2o Nip(wyuwfar? T2 Mia(wpuday? 32 Nia(u)uwlaz?
Lo Nia(wula | Y Nia(wula T S5y Nia(u)uda
Z?:o Nia(u)wz® Yoo Nia(u)wdy? T3 o Nia{u)w?z?
Timo Niawwd  Tig Nia(wyu® T3y Nio(uyu?
Co(u)

Sin embargo para un valor grande de a, la superficie resultante no tiene una buena parametrizacién
en la direccion de v. Es decir, ya que la superficie reglada en términos de coordenadas homogéneas tiene
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la forma

'U. 'U) ZZN‘L?(U')NJ l(v 10

i=0 ;=0

= (1 -v) ZN;g(u)Pl“i) +vZN. 2(w)PY,

=0

en donde P = (ax? oyf, azl,0l) y P = (z},9], 2] w}).
Asi si fijamos u = 0, S¥(u,v) se convierte en una interpolacién lineal de los puntos Py g a Py,1 €5
decir
Ci=o(v) = (1 = v)Fpo + v Py

la cual no tiene una buena parametrizacién para algin valor de o grande.

Por ejemplo supéngase que a = 20 y evaluemos Cjo(v) en v = 3, entonces se esperaria que el punto
resultante estuviera en medio de la recta, es decir para nuestro ejemplo tendria que ser el valor (10,5, 0)
(ya que el pardmetro varia del 0 a 1) sin embargo notemos que -

400 20 200 10 210
1,1 [-200] , 1 [w0] _|-100 5 —95
Cul3) =321 0 3101= o |F|ol=|o
40 2 20 1 21

asi aplicando el mapeo H definido en la ecuacién (2.21), este punto es igual a (10, —4.5,0). La superficie
completa se muestra en la parte superior de la Figura 5.27. En general, 2 medida de que el valor de o
se incrementa las v-isocurvas se aproximaréan més a Co(u) por ejeraplo en ia parte inferior de la Figura
6.27 se toma o = 50.

5.3. Superficies de barrido.

Finalizaremos el capitulo, estudiando la representacion NURBS de una interesante superficie llamada
de barrido, la cual resulta de trasladar o “barrer”una curva siguiendo la trayectoria descrita por otra.

Tomemos dos curvas NURBS T'(v) y C(u) en donde T'(v) representa la trayectoria y C(u) es la
curva que seré trasladada (nosotros la denominaremos de barrido), entonces una superficie de barrido
es aquella que tiene la forma general

S(u,w) =T(v) + C(u) (5.8)
Esta definicién es clara, notando que para un valor fijo de v = 9, la superficie se convierte en la curva
S{u,v) = Co(u) = T(9) + C(u)

la cual es una copia de C(u) trasladada por T(¥). De aqui ademés se puede deducir que esta clase de
superficies son un caso general de los cilindros discutidos en el ejemplo 22 del capitulo 3, los cuales
resultan de (5.8) cuando T'(v) es una recta.

Si ahora fijamos u = & tenemos que

S(@,v) = Talv) = T(v) + C(&)

la cual es una curva similar a T(v) trasladada por C(a). Aqui Tg(v) se convierte en isocurva de la
superficie, si para algin valor ¢, C(@) = 0, ya que en este caso S(z,v) = T(v) para v.
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5.3. SUPERFICIES DE BARRIDO.

Figura 5.27: Superficies “Skinned”mal parametrizada en el pardmetro v. En superficie superior o = 20
y en la superficie inferior & = 50.

Entonces si
Z"'_o N( P(u)wiCQi
Clu) = &52—
(v Z?.—.o Ny p(u)u¢
con vector de nodos U = {up,...,ur}. Y
T(v) = Z;nzo Nj.q(v)w}‘Tj
2?:0 N_,‘q(-v)w}“
con vector de nodos V = {vo, ..., vs}.

La superficie NURBS que representa a (5.8) esta dada por

Z?.—o Z;n.—.o Ny p(u)Njq(v)wi; Py
Yo Z?:o Nip(u)Nj,q(v)w s

en donde los vectores de nodos son U y V, los puntos de control

S(u,v) =

(5.9)

P(‘_,' = Tj + Q.

y los pesos w; ; = wCw! parai=0,...,nyj=0,...,m
A continuacién presentaremos un ejemplo, de este tipo de superficies.

Ejemplo 39 Construyamos una superficie de barrido, tomando como curva trayectoria la curva NURBS

cuadrética de la Figura 5.28 inciso (b} y como curva de barrido la curva NURBS ciibica del inciso (2),
las cuales tiene los puntos de control,
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Figura 5.28: (2) Curva NURBS que sigue la trayectoria de la curva (b). (c) Superficie de barrido resul-
tante.

Puntos de control. |
Qf (_‘10)0) 5) (Oto\ 5) (10;0-25) (15)0)5) (25)0»5)
(0,-30,5) | (0,—20,-7) | (0,-15,5) | (0,-5,—-7) | (0,5, 10)
TJ (0) 101 0) (01 151 _7> (0‘ 251 3) (0) 301 _7) (0!40) 3)

vectores de nodos U = {0,0,0,0,3,1,1,1,1}, V = {0,0,0,4,2,3,4,8,8,1,1,1,1} y pesos w] =
1,w§ =1 para toda i, j.
Entonces por (5.9), la superficie es

Yico Lo Nia(u) N2 (v)wi s P g
im0 L= Ni2(@) N 3(v)we,

con P =T+ Qi wy; = wiw§ parai=0,...,4y j =0,...,9. Esta superficie se muestra en la
Figura 5.28 inciso (c).

S(u,v) =

O

Una caracterfstica deseable de la superficie de barrido, es que la curva C(z), pueda ser modificada
a medida que se va trasladando, es decir, se le puedan aplicar ciertas transformaciones geométricas
como rotaciones, escalamientos, etc., cuando el pardmetro v € [v,vs] cambie. Para este objetivo, se
han desarrollado varias técnicas como la propuesta por Bloomenthal y Riesenfeld {Blom91] o Coquillar
[Coqu87}. Nosotros presentaremos un algoritmo desarrollado por Piegl y Tiller (PT97, pag. 475), que
usa técnicas “Skinned ”(ver seccién anterior) para su construccién.

Su procedimiento permite aplicar a la curva de barrido los factores de escala. deseados a K € Z+ copias
de C(u) por medio de una funcidén que dependa de v, una vez hecho esto, las curvas son posicionadas
en K puntos de la curva trayectoria de acuerdo a ciertos sistemas coordenados locales, y finalmente

la superficie se construye interpolando los puntos de control de éstas, logrando asi que las curvas sean
isocurvas.
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El valor de K es un parametro que el disefiador de la superficie selecciona de acuerdo a sus intereses,
v claramente entre mayor sea, la superficie resultante describird mejor la trayectoria de la curva. Asi,
es recomendable al menos se tenga una copia de C(u) relativa a cada punto de control de 7'(v), por lo
que si K es menor que m + 1 (condicion que notemos también se puede expresar en términos de nodos
como s+1> K +q+ 1) haremos K = m.

En los casos cuando K > m +1 (que en términos de nodos se escribe s+ 1 <= K + ¢) sera necesario
insertar® K — (nm+1) =: K +q —r nodos mas a V, los cuales pueden ser colocados en los puntos medios
de los intervalos de longitnd mayor.

Por otro lado, si denotamos las /{ copias de C(u) como

Yo Nip(w)wf QY
Clw) = Z?io r:.p(u)w.

y su respectivas versiones homogéneas

con Qi = (zf .yl 2f) (5.10)

n
CPu) =) Nipw)Q¥ con QF = (wlaf,wlyl, wfzf ,wf)
i=0
con vector de nodos a V.
Podemos definir a la funcién de escala s, : [vp, vs) — R como

v = (f:(v)a fy(v)) fz(v))

en donde fI, fys fz @ [vo,vs) — R. Y aplicar los factores de escala a los n + 1 puntos de control
QF = (z¥,yk, 2¥) de la k-ésima copia, haciendo

(fe(Vr)xs, fy('{’k)yfn fz(ﬁk)zi) = 38p, - QF

y para el caso homogéneo

(wf f2(B)xi, w fy (B, wf f(86)z, wE) = 0, - QE% (5.11)

cont=0,...,.nyke{0,..., K -1}

Cada ¥y, representa el valor parametral con el que al evaluar T'(9x) resultard el punto en donde Ci.(u)
(o C}¥(u)) seré posicionada. Para esto, se selecciona 99 = vy ¥ k-1 = Um (€8 decir el valor méximo y
minimo de V'), de tal manera que dos copias de C(u) se colocardn de acuerdo en el primer y ultimo
punto de control de T'(v). Los valores intermedios se pueden obtener convenientemente promediando los
nodos relativos, es decir

T = (V4 + -+ Ukeq)/q (5.12)

parak=1 ..., K —-2.

Los sistemas coordenados locales, representan un mapeo de rotacién que toma el espacio de tres
dimensiones que denotaremos por {0, X,Y, Z} a un espacio local {o(u), z(vk), y(vx), z(vx)} en donde
por convenieucia tomaremos

_ _ - 7" (%)
o(tx) = T(tx) y(B) = @] (5-13)
_ B(oy)
2(B) = 1B(o0)] (5.14)
z(0x) = (k) X z(k) (5.15)

4S6lo insertaremas os nodos en el vector sin calcular los dueves puntos de control de T(»).

158



CAPITULO 5. TECNICAS ESPECIALES PARA LA CONSTRUCCION DE SUPERFICIES.

Aqui B(v) es una funcién de valores vectoriales que cumple que y(v) - B(v) = 0 para toda v, es decir
son ortogonales para toda v.

La definicién de B(v) no es trivial v determinarla es uno de los puntos mas importantes en la
construceién de las superficies de barrido. Una solucién natural, seria usar las ecuaciones Frenet-Serrel
descritas en Geometria Diferencial [Klok] {DoCa)

_ T'() x T"(v)

BO) = 1oy < T7(0)]

(5.16)

N(v) = B(v) x T'(v) (5.17)

Sin embargo para esto es necesario suponer que T°(v) es doblemente diferenciable, lo cual en términos
practicos tiene las siguientes desventajas

= Para segmentos de linea recta o en puntos de inflexién, B(v) no estd definida, es decir cuando
T'(v) y T”(v) no existan o sean paralelos, ya que en este caso T'(v) x T"(v) = 0.

= B(v) puede cambian abruptamente en direccién opuesta en puntos de inflexidn.

= Para trayectorias en el espacio de tres dimensiones, los vectores proporcionados por B(v) pueden
rotar causando excesivos giros.

Siltanen y Woodward (Silt], proponen un método lamado “proyection normal” que elimina estos pro-
blernas. Su técnica consiste en construir la funcién B(v) por medio de une interpolacién o aproximacion
de ciertos vectores B; definidos para cada ¥, los cuales se calculan tomando un vector arbitrario By
unitario y ortogonal a T7'(ug) y entonces para k=1,..., K ~ 1

T (v:)
T =
(7 (vi)]|
by = Bi_y — (Bi-1 - T.)T} (5.18)
b.
B = 2
(bl

Es decir, B; se obtiene de normalizar la diferencia del vector que resulta de la proyeccién ortogonal
de By_; sobre Ty y B;—; (ver figura 5.29), lo cual garantiza que B; - T; = 0, ya que

T = [(Bi—l — Bi_y - )T;
|4
_ Bioy T = (Bioa - TH)|T
154!
Biy-Ti = (Biox-Ti) _

= =0
[Bs]

B;-

Ti

Una vez determinados el origen y los ejes del sistema local para cada Uy

O(f’k) = (Oz»oy' 0z)
z(0k) = (T2, Ty, Tz)
Y(Bk) = (Yz, Yy, ¥2)
2(5‘-') = (2, Zys 2z)
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Bi-1

Bi.1°T;

Figura 5.29: Proyeccién ortogonal para el cdlculo del vector B;.

es necesario rotar y trasladar cada punto de control de (5.10) de acuerdo a éste. Asi, es importante
notar que esta rotacién representa un cambio de sistema coordenado, en donde por definicién, cada
tercia {x(Ux, (i), z(Tx)} es una base del nuevo sistema local (ya que son linealmente independientes).

Entonces del dlgebra lineal clésica, sabemos que este tipo de transformaciones se realiza usando la
matriz de cambio de coordenadas |Friedberg], que se obtiene de la representacién esta base en términos
de alguna para {0, X,Y, Z}, asi, si por ejemplo tomamos la base candnica tenemos

(o) = ez + C2Zy + 3T,
y(ﬁk) = e1yz + e2yy -+ ey,
z(Uk) = eyz; + €22y + €32,

con ey = (1,0,0), e2 = (0,1,0), e3 = (0,0,1). De donde la matriz de transformacién que denotaremos
por R, resulta

Tz Yz 2=
R=lzy yy 2z
Tz Ye 22

Por lo que cada Q¥ se transforma haciendo la multiplicacién

Tz Yz 2z z
Ty Yy %y y
Zy Yr 2s z
22 + Yt + 2228
2,8 4+ gyt + 242

k
! f

Izz:‘: + yzyi. + Zzzi‘

R-(Q%Y)

k
4
k
1
k
t

i

una vez kecho esto la translacién se obtiene

xzx}‘( + y:ry? + Z:;z.k + 0x
RAQD) + o) = | xyaf + i + z2F + 0y
2 + y. ¥ + 22 o,

y asi el punto de resultante es
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(zzaf + yoyf + 2225 + 04,

Tyz¥ + yyy + 2,28 + 0y,

.25 + Lyt + zzzf" + 0;)

(5.19)

Una manera conveniente de realizar estas dos transformaciones es considerar la versiéon homogénea
del punto de control Q¥ es decir Q! y realizar la composicion de transformaciones homogéneas siguiente

[Marsh]

1 0 0 o Tz Yz <z 0 Ty Yz 2z Oz
_ {6 1 0 o Ty yy zp 0 |3y Yy 2y Oy
A=l0 o 1 o |l v 2 0l |e v 2z o (5.20)
0 00 1 0 0 0 1 0 0 0 1
De tal manera que

Tz Yy 2y O wgzi

wit _ | Ty Yy Zy Oy wry

A ( i'k) - Tz Y: 2z O wlCz}\

0 0 0 1 w&

2, wC ¥ + yowC oy + 2wl 25 + o, wE

C.k Cok C .k c

a:yw‘c:ct + vy + zwaczi' + aywz-:

w7 Ty Yy Wiy éi— 2 W7 2+ oy
w.

ahora sj definimos
A-Qur = (zzwfzF + youwlyf + z,uf

Iyw?

2 4 0,07,

=¥ + yuwlyf + 2wl 2f + oyuf,
zowlaf + ywlyf + 2wl 2 + 0w,
wi')

y aplicamos el mapeo de perspectiva (2.21) a este puunto, es decir

H(A-Qik))

obtenemos {5.19).
Siguiendo las consideraciones anteriores, el proceso de célculo de los puntos de control P de la

superficie de barrido asi como su vector de nodos V del pardmetro v (el vector de nodos U serd el mismo
de la curva de barrido), se puede determinar con el siguiente algoritmo.

SweepSurface(T(v), C(u), B(v), S(v),K,V,P¥) {
Entrada: 7'(v),C(u),B(v),S(),K
Salida: P Puntos de control de la superficie de barrido
V  Vector de nodos del pardmetro v de la superficie de barride.

g = grado de la curva 7(v)
ktv = nimero de nodos de la curva T'(v) //Notemos que entonces ktv =
V = Vector de nodos de T(v)

s+1
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nsect= K

if (ktv <= nsect+q){ //Es necesario refinar el vector de nodos
m =nsact+q — ktv + 1

Debemos insertar m nodos més a V.

Una posibilidad es inmsertarlos en los puntos medios

de los intervalos con longitud m&s grande.

}

else { //No es necesario modificar el vector de nodos V.
V = vector de nodos de T(v)

if (ktv > nsect+g+ 1) //Demos incrementar el nimerc de copias de C(u)
nsect = kiv—qg-—1

}

Yo =Yg

Unsect—1 = Um

//Calcular los valores parametrales promediando los nodos.
for(k=1;k<nsect-1;k++)
Tk = (Vkeay + -+ + Ukyq)/q

//C&lculo de la funcién B(v)
Bo = vector arbitrario ortonormal a 7'(vp)
for(i=l;i<nsect;i++){

T . T’!U.!
T (o
B, =B,y - (Bi-1- TV)T;
Bi = 13
}
B(v) = funcién que resulta de interpolar o aproximar los puntos {Bj,...,Bnsect—1}

//for principal
for(k=0; k<nsect; k++){

//Escalar los puntos de control QY para i=0,...,ny k=0,...,nsect -1
for(i=0; i<=nm; i++){
vk = So, - QY //ecuacitn (5.10)

//C&lculo de los sistemas ortonormales locales.

o(0x) = T(ﬁk} = (0z,0y,0;)

() = T = (ves vy, v2)

Z(ﬁk) = % = (Z::xzya zz)

z(0x) = 2(Tx) % I('Z)k) = (x:stsxz)
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//Calculo de la matriz de transformacién

Tz Yz 2z O 1 0 0 o
- Iy Yy 2y O - 01 0 o = _ _
R = y v L) = y . = . \
(Dk) L. y. 2o 0 T(%) 00 1 o A(o) = T(ox) - R(Dy)
0 0 0 1 0 0 01
//Transformacién de puntos de control de cada curva.
for (i=0; i<=m; i++){
o= Al - Q)
} //Termina for principal
for(i=0;icn;i++){
{Q6:...,Qnsect—1} = Puntos de control de
la curva de interpclacién global a través los puntos QY- Q¥neect—1

con vector paramétrico V y grado gq.
for(k=0; k<msect; k++){

P = Q
}

}

Ejemplo 40 Construyamos una superficie de barrido con las curvas NURBS cibicas que se presentan
eun la Figura 5.30 colocando 9 copias de C(u) a lo large de T(v) (ver figura 5.31), en doude sus vectores
de nodos estan dados por

U ={0,0,0,0,5,1,1,1,1}
12345
V_{0)0)010)€l6)8)616)111)1)1}

los pesos w& =1 para i =0,2,4y w? =2parat=138y ij =1 para j =0,...,8, y los puntos de
control son

| Puntos de control |

Q: | (=3,0,0) | (—=2,0,4) | (0,0,0) | (2,0,4) | (3,0,0)
T. | (0,—10,0) | (0,—10,4) | (0,4,2) | (0,3,18) | {0,18,20)
(0,19,6) | (0.33,10) | {0,35,19) | (0, 40,19)

Primeramente notemos que el nimero de puntos de cootrol de T(v) coincide con la cantidad de
curvas que deseamos insertar (K es igual a 9), por lo que la primer condicién de nuestro algoritmo es
falsa, es decir ktv (igual 2 13) no es menor o igual que nsect + g (igual a 12) y asf el vector de nodos
de la superficie de barrido en el pardmetro v, serd exactamente igual al de la curva de trayectoria.
También observese que no es neceario incrementar el nimero de copias de la curva, ya que ktv es igual
ansect+q+1.

Ahora tomapdo ¥ = vy = 0 ¥ Tnsect—1 = U8 = ¥m = 1, podemos calcular los valores parametrales en
donde seran posicionadas las copias de la curva de barrido usando la formula (5.12), es decir
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(2)

(b)

Figura 5.30: (a) Curva de barrido. (b) Curva Trayectoria.

Figura 5.31: Curvas posicionadas a través de la curva de trayectoria.
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_ vo - vy 4wy

0 = ——————
3

_ Vg + g + Vyp

U= ———

3
entonces _
V = {0,0.056,0.167,0.333,0.5,0.667,0.833,0.944, 1.0}

Por otro lado como T/(%g) = (0,0, 72) podemos tomar By = (1,0,0). Y ya que en este caso la curva
trayectoria pertenece al plano yz por (5.18) todos los vectores B; = (1,0,0), por lo que la funcién de
aproximacion o interpolacién debera ser la funcién constante B(v) = (1,0, 0) para toda v.

Si inicialmente suponemos que la funcién de escala es s, = (1, 1, 1) para toda v (es decir no realizamos
ningln escalamiento), el siguiente paso del algoritmo es calcular los sistemas coordenados locales usando
(5.13),(5.14) y (5.15) y su respectiva matriz de cambio de coordenada (5.20), por ejemplo el caso para
Uy, la implementacién del algoritmo resulta

(%) = (0,-10,0) =z(zo) = (0, -1,0)
y(ﬁﬁ) = (01 0,1) (%) = (1,0,0)

y por lo tanto Ja matriz de transformacién es

0 0 1
-1 0 0 -10
A= 0 1 0 0
0 0 O 1
entonces
0 0 1 0 -3 0
-1 0 0 -—-10 0| _[-7
0 1 0 O o | o
0 0 O 1 1 1
0 0 1 0 —fl 8
-1 0 0 -10 0| |-16
0 1 0 0 8 | 0
0 0 O 1 2 2
0 0 1 0 0 0
-1 0 0 -10 0] _|[-10
0 10 0|~ 0
\0 0 ¢ 1 1) \ 1
0 01 /4 8\
-1 0 0 =10 0 _ —24
0 1 0 8| 0
6 0 0 1 \2 2
0 0 1 /3 0
-1 0 0 -10 0] _ —13
0 1 0 0|~
0 0 O 1 1 1
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es decir Jos puntos de control de Co(u)Y son

Q¥y=(0,-7,0,1) Q¥ =(8-16,0,2) Q¥ =(0,-10,0,1)
Q%o = (8,-24,0,2) Q¥ =(0,-13,0,1)

Este proceso continua para k& = 1,..., K — 1 y finalmente se realiza la interpolacién de Q. .- -, @{%),
con lo que se obtienen los puntos de control de Ply,..., P%_, para i = 0,...,n de la superficie de
barrido, la cual se muestra en la Figura 5.32.

Figura 5.32: Superficie de barrido.
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Si ahora tomamos una funcién de escala sj,(u) construida con una curva NURBS cuadritica, que
interpole los puntos {(1,1,1),(0.1,0.1,0.1),(1,1,1)} de tal manera que

s'uu =(1,1,1)

:;'U4 = (0.1,0.1,0.1)

sge = (L.1,1)
lograremos que las curvas de barrido en los pardmetros Dy, ..., U4 se escalen con factores de que van del
1al 0.1 y en los paridmetros de Uy, ..., Ug con factores de 0.1 a 1. Por ejernplo para 73 = 0.5, los puntos

de control escalonados son

s55.Q81 = (—0.3,0,0,1)
39, QY = (-0.4,0,0.8,2)
S5, Q5% = (0,0,0,1)
36,Q% ) = (0.4,0,0.8,2)
s5,Q4%x = (0.3,0,0,1)

e] sistema coordenado local tiene como origen y ejes los puntos

o(Bg) = (015.666716.8333)  z(s) = (—00.4902610.871576)
y(B4) = (00.871576 — 0.490261) 2(Bg) = (1,0,0)

y asi la matriz de transformacién queda

0 0 1 0
0.490261 0.871576 (0 15.6667
0.871576 _—0.490261 0 16.8333
0 0 0 1
por lo que las rotaciones al nuevo sistema se calculan haciendo
0 0 1 0 -0.3 0
0.490261 0.871576 0 15.6667 0 _ | 15.5196
0.871576 —0.490261 0 16.8333 0 ~ 1 16.5719
0 0 0 1 1 1
0 0 1 0 —-0.4 0.8
0.490261 0.871576 0 15.6667 0 _ | 31.1372
0.871576 —0.490261 0 16.8333 0.8 | ~ | 33.318
0 0 0 1 2 2
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0
0.490261
0.871576

0

0
0.490261
0.871576

0

(]
0.490261
0.871576

0

0
0.871576

—0.490261

0

0
0.871576
—0.490261
0

0
0.871576
—0.490261
0

OO O -

1
0

[ B en B =

0 0
15.6667 | | O
16.8333 | | 0

1 1

0 0.4
15.6667 0
16.8333 [ | 0.8

1 2

0 0.3
15.6667 0
16.8333 0

1 1

la superficie resultante se muestra en la Figura 5.33.

0
15.6667
16.8333

1

0.8
31.5294
34.0153

2

0
15.8137
17.0948

1

Figura 5.33: Superficie de barrido con funcidn de escala s,,.
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Fipalmente si construimos una funcién de escala 5” usando una curva NURBS, de tal manera que
interpole los puntos {(1,1,1), (2,2,2),(1,1,1)}, en los parametros ¥y,54 y Ug respectivamente, es decir

‘Sgo = (l: la])
S/U—)4 =(2,2,2)
Sge =(1,1,1)

La superficie resultante se muestra en la Figura 5.34.

e
W
s

ez 1
&

Figura 5.34: Superficie de barrido con funcién de escala s’ .
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Apéndice A

La biblioteca NURBS-++.

La biblioteca NURBS++, es un conjunto de rutinas con un disefio orientado a objetos implemen-
tadas con el lenguaje de programacién C++ por el Dr.Philippe Lavoie, la cual proporciona clases con
las se pueden representar curvas y superficies NURBS y tiene implementados varios algoritmos des-
critos en libro “The NURBS Book”([PT97]). Ademés proporciona médulos para la manipulacién de
matrices, métodos numéricos (como aproximacién minima cuadrada, SVD y funciones estadisticas), y
permite el manejo de distintos formatos de imdgenes con los que se puede realizar impresiones de curvas
y superficies usando OpenGL , VRML y Post-Script.

NURBS-+ se puede obtener libremente bajo los términos de la licencia GNU en la pagina de
“Internet” (ver figura A.1) http://libnurbs.sourceforge.net/index.shtml.

T

NURRS Libxary deviload
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PP s e e e 1

¢ ig

DL e

NURBS linery fustfstion

b s g o g A bR 7 L at g v, | ke v
s

Pt s ot g

Figura A.1: Pdgina electrénica de la biblioteca NURBS++

En ésta, ademds se puede consultar las instrucciones para instalacién de la biblioteca tanto en los

sistemas operativos basados en “Unix”(como linux) o“Windows”de Microsoft y asi como informacién
relacionada a este proyecto.
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A.1. Instalacién.

Existen varias manera de realizar la instalacién dependiendo del “software” preinstalado y el sistema
operativo con el que se trabaje. Sin embargo, independientemente de éste, la biblioteca NURBS++
requiere instaladas las bibliotecas graficas de OpenGL y GLUT ! y un compilador del lenguaje C++?

A continuacién presentaremos las instrucciones bésicas para la instalacién de la versién 3.11, supo-
niendo que se esta trabajando bajo sistema operativo linux.

Primeramente se debe bajar el paquete, en la pagina de NURBS++ presionando en la liga “files”,
la cual nos mandard a la base de datos de “software”libre “sourceforge.net”3 para esta biblioteca, en
esta pagina es posible seleccionar el paquete NURBS++ comprimido en varios formatos, para esta
explicacién nosotros seleccionaremos el formato tar.gz, es decir nurbs++-3.0.11.tar.gz. Una vez
hecho, se abrird otra pagina en donde se puede seleccionar el dominio desde donde se copiard el archivo,
en este caso es recomendable seleccionar el més cercano a nuestro lugar de trabajo, por ejemplo nosotros
seleccionaremos cualquiera de norte América.

Cuando el paquete esté copiado, debemos proceder a descomprimirlo e instalarlo, en este caso supon-
dremos que esto se realizara en la carpeta /home/usuario/, en donde usuario, es el “login”de nuestra
respectiva cuenta en linux. Entonces tecleemos los siguientes comandos

[usuariol$ tar -zxf nurbs++-3.0.11.tar.gz
[usuariol$ cd nurbs++-3.0.11

[usuario]$ ./configure

[usuario]$ make

[usuariol$ su

[root]# make install

La primera instruccién descomprimira la biblioteca, con la segunda entraremos a la carpeta en donde
se encuentra NURBS++ y la siguiente ejecutara al programa configure que sirve para configurar el
“software”en la plataforma que se va instalar, a este programa es posible pasarle varios pardmetros para
realizar una instalacién personalizada, por ejemplo si escribimos

[usuariol$ ./configure --prefix=/home/usuario/nurbs++-3.0.11/1ib

las bibliotecas ya compiladas se instalaran en la ruta /home/usuario/nurbs++-3.0.11/1ib en vez de
/usr/local/lib (por “default”), esto es dtil cuando por ejemplo no se conoce el “password”de “root”o se
desea realizar una instalacion de las biblioteca s6lo en nuestra cuenta de Linux. Otros posibles parametros
al programa configure se describen en la péagina.

La instruccién make, compilars todas los bibliotecas de NURBS++, su ejecucién tardard unos
cuantos minutos dependiendo del procesador de nuestra maquina.

La instruccién su, permite en un sistema Linux cambiar a modo superusuario o administrador,
con ésta podremos ejecutar la siguiente make install, con la que se copiardn las bibliotecas recién
compiladas a la carpeta /usr/local/lib, estds dos instrucciones sélo se podran realizar si se conoce
el “password”de “root”. En caso de que no sea asi, es recomendable como se mencioné anteriormente,
realizar la instalacién local pasandole al programa configure el parametro --prefix, en cuyo caso estas
dos tdltimas instrucciones no se deberdn ejecutarse.

Una manera facil de comprobar si nuestra instalacién funciona, es tratar de correr los ejemplos
incluidos en la biblioteca. Por ejemplo probemos los de curvas y superficies NURBS escribiendo

[usuario]$ cd /home/usuario/nurbs++-3.0.11/examples/nurbs
[usuariol$ make

1Es posible encontrar mas informacién en http: //www.opengl.org/
2En la pigina se indica cuales son la versiones adecuadas.
3Para més acerca de este proyecto ver en http://sourceforge.net/
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Asi una vez que todos estén compilados ejecutemos por ejemplo
[usuariol$ ./tnsSweep

este programa creard varias superficies de barrido en el formato VRML, para poder verlas es necesario
tener un visualizador de esta clase de archivos, uno fécil de instalar es Rational Reducer, el cual tiene
una versién de evaluacién gratuita en la direccién http://www.sim.no/products/evaluate/

En algunas versiones de linux, es posible que al momento de hacer la compilacién de los ejemplos no se
encuentre ciertas bibliotecas de OpenGL y GLUT o sus versiones no sean compatibles con las requeridas
por NURBS++. Una manera facil de resolver esto, es instalar la dltima versién de OpenGL o su
versién libre Mesa. A continuacién explicaremos la instalacién de la versién 6.2 de Mesa suponiendo
que se realizara en la carpeta /home/usuario.

En la pigina de Mesa http://www.mesa3d.org/, bajar los archivos MesaLib-6.2.1.tar.gz y
MesaDemos-6.2.1.tar.gz y descomprimirlos con las instrucciones

[usuariol$ tar ~-zxf Mesalib-6.2.1.tar.gz
[usuariol$ tar -zxf MesaDemos—6.2.1.tar.gz

una vez hecho esto se creara la carpeta Mesa-6.2.1 y entonces tecleemos

[usuariol$ cd Mesa-6.2.1
[usuariol$ chmod a+x bin/mklib
[usuariol$ make linux

para comprobar que la instalacién tuvo éxito, probemos uno de los ejemplos que vienen con la distribu-
cion, asi escribamos

[usuariol$ cd 1ib

[usuariol$ export LD_LIBRARY_PATH=${PWD}
[usuariol$ cd ../progs/demos

[usuariol$ ./gears

si Mesa se instalé correctamente, se presentara una animacién de varios engranes moviéndose. En caso
de tener algln problema es recomendable revisar con cuidado la pagina de “Internet”, en donde se
explica con detalle la instalacién anterior.

Una vez que hayamos instalado Mesa lo tinico que debemos hacer para que los ejemplos de NURBSH-4-
funcionen, es indicar al compilador la ruta del las nuevas bibliotecas de GLUT y OpenGL, las cuales
estdn en la carpeta /home/usuario/Mesa—6.2.1/1ib, una manera de hacerlo es modificando el Makefile
de /home/usuario/nurbs++-3.0.11/examples/nurbs remplazando las lineas

OPENGL_LIBS = -1glut $(GL_LFLAGS) $(GL_LIBS) $(X_EXTRA_LIBS)
ALLLIBS = -1glut $(packagedir)/nurbs/libnurbsf.la $(MATRIXLIB)

por

OPENGL_LIBS = -L/home/usuario/Mesa-6.3.1/glut $(GL_LFLAGS) $(GL_LIBS) $(X_EXTRA_LIBS)
ALLLIBS = -L/home/usuario/Mesa-6.3.1/glut $(packagedir)/nurbs/libnurbsf.la $(MATRIXLIB)
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A.2. Uso de la biblioteca NURBS++.

En esta seccién describiremos brevemente el uso de la biblioteca NURBS++ para la representacién
y manipulacién de curvas y superficies NURBS.

A.2.1. Curvas

La clase principal para la definicién de un objeto NURBS en el caso de la curva es la clase “template”
NurbsCurve la cual se deriva de la clase ParaCurve y estd definida en el archivo nurbs.h. Los prototipos
de sus constructores son

NurbsCurve() ;

NurbsCurve (const NurbsCurve<T,N>& nurb) ;

NurbsCurve(const Vector< HPoint_nD<T,N> >& P1, const Vector<T> &Ul, int deg=3);

NurbsCurve (const Vector< Point_nD<T,N> >& P1, const Vector<T> &W, const Vector<T> &Ui,
int deg=3);

Ademas se definen los tipos de datos

typedef NurbsCurve<float,3> NurbsCurvef;
typedef NurbsCurve<double,3> NurbsCurved;
typedef NurbsCurve<float,2> NurbsCurve_2Df;
typedef NurbsCurve<double,2> NurbsCurve_2Dd;

los cuales nos permite por ejemplo, construir una curva NURBS usando el constructor NurbsCurvef, en
donde <float, 3> nos indica que la curva manipulard nimeros representados en punto flotante y puntos
de tres dimensiones, andlogamente con los otros tipos de datos.

El siguiente programa muestra cémo se puede definir una curva NURBS ctbica con 5 puntos de
control, vector de nodos U = {0,0,0,0, 3, %, 1,1,1,1} y pesos W = {1,1,1,2,1,3}. La curva resultante
se muestra en A.2.

Figura A.2: Curva NURBS ciibica.
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//definida la clase NurbsCurve
#include <nurbs.h>
int main(){

//Permiten escribir NurbsCurvef
//en vez de PLib::NurbsCurvef
using namespace PLib ;

Y e
//Grado y nimero de puntos de la curva

/=== - -

int p = 3 ; // Grado de la curva.

int n = 5; // n+l es el nimero de puntos.
int i,j; // Variables auxiliares.
//

// Definici6n de los puntos de control y pesos

1/

//Vector de puntos de tres dimensiones
// en donde se almacenan los puntos
// de control de la curva.

Vector_Point3Df P(n+1);

P[0] = Point3D£(2,3,0);
P[1] = Point3D£(6,4,0);
P[2] = Point3Df(4,14,0);
P{3] = Point3Df(12,18,0);
P{4] = Point3Df(16,8,0);
P[5] = Point3Df(12,2,0);

//Vector de nimeros de punto flotante
//en el que almacenaremos los pesos de
// la curva.

Vector _FLOAT W(n+1);
wi0l=1.0;
wlil=1.0;
wi2]=1.0;
W[31=2.0;
W[43=2.0;
Ww(5]=1.0;

//También es posible usar la versién de
//los puntos en coordenadas homogéneas
//haciendo

Vector_HPoint3Df PH(n+1);

PH{0] = HPoint3Df(2,3,0,1);
PH[{1] = HPoint3Df(6,4,0,1);
PH[2] = HPoint3Df(4,14,0,1);
PH[3] = HPoint3Df(12,18,0,2);
PH{4] = HPoint3Df(16,8,0,2);

PH[5] = HPoint3Df(12,2,0,1);

1/

//Definicién del vector de nodos
// - -

// subindice del Wltimo vector de nodos.
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int m = n+p+l;

// Vector de nodos
Vector_FLOAT U(m+1) ;
for(i=0;i<=p;++i)
Ulil = 0;
for(i=p+1,j=1;i<=n ;i++,j++)
U[i] = (float)j/float(n~p+1);
for(i=p+1;i<=m;++i)

Uil = 15
// - -—=
// Declaracién de la curva nurbs
// -—-=

NurbsCurvef curva_nurbsi(PH,U,p);
NurbsCurvef curva_nurbs2(P,W,U,p);

// -—-

//Impresién en formato ps usando el método writePS

// ---
// Parémetros:

//El primer argumento es el nombre del
//archivo postscrip.

//cp: sirve, para indicar si

//se desea imprimir los puntos de control
//en donde si cp=0 no y cp=1 si.

int ¢cp = 1;

//magFact: sirve, para indicar el factor
//de tama”o de la imagen postscrip.
float magFact = 40.5;

//dash: sirve para determinar los espacios
//en blanco de las lineas que unen los puntos
//de control de la curva.

//8i este valor es menor o igual que 0

//la linea no tendrd espacios.

float dash =0.0;

curva_nurbsl.writePS("cnurbsi.ps",cp,magFact,dash) ;
curva_nurbs2.writePS("cnurbs2.ps",cp,magFact,dash) ;

//

//Impresién en formato VRML usando el método writeVRML
//

// Parémetros:

//El primer argumento es el nombre del
//archivo en formato VRML.

//radio: Radio de la linea.
float radio = 2.0;

//K: Nimero minimo de interpolaciénm.
int K=18;

//color: Color de la linea.
Color color = blueColor;
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// Nu: Nimero de puntos en el circulo.
int Nu =20;

//Nv: Nimero de puntos a través del camino.
int Nv = 30;

curva_nurbsl.writeVRML("cnurbsi.wrl®,radio,K,color,Nu,Nv)
curva_nurbs2.writeVRML("cnurbs2.wrl"”,radio,X, color,Nu,Nv)

return O ;

}

Del capitulo 2, sabemos que una curva NURBS

Yoo Nip(w)wi By

C(u) =
() Z?:o Nip(u)w;
con vector de nodos
U={a,...,a,ups1...,Un,b,..., b}
—— ——
p+1 p+l1

es una curva B-spline si w; = ¢ con ¢ constante para toda i, y una curva de Béziersin =py
U={a,...,ab,...,b}
Se—— ——
p+1 p+1

en particular si e = 0 y b = 1. En el siguiente programa creamos dos objetos uno que representa una
curva B-spline y otro una curva de Bézier.

@) (b)

Figura A.3: (a) Curva B-spline cibica. (b) Curva de Bézier cubica.

#include <nurbs.h>
int main(){

int p = 3; // Grado de las dos curvas.
int n1 = 5; // nl+l es el nimero de
// puntos de la curva B-spline.
int n2 = 3; // Namero de puntos de la curva de Bézier.
int 1i,j; // Variables auxiliares.

using namespace PLib;
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//Puntos de control
Vector_Point3Df P1(nl+1);
P1{0] = Point3Df(2,3,0);
P1{1] = Point3Df(6,4,0);
P1[2] = Point3Df(4,14,0);
P1[3] = Point3Df(12,18,0);
P1[4] = Point3Df(16,8,0);
P1[5] = Point3Df(12,2,0);

//Pesos

Vector_Point3Df Pd(nl+l);
Vector_FLOAT Wi(nl+1);
W1[0]=1.0;

wi[1]=1.0;

wi[2]1=1.0;

W1[3]1=1.0;

Wil4]l=1.0;

W1[51=1.0;

// subindice del dltimo vector de nodos.
int ml = nl+p+1;

// Vector de nodos
Vector_FLOAT Ui(mi+1l) ;
for(i=0;i<=p;++i)
U1[i] = 0;
for(i=p+1,j=1;i<=nl ;i++,j++)
U1[i]l = (float)j/float(nl-p+1);
for(i=ni+1;i<=ml;++i)
U1[i] = 1;

// Declaracién de la curva B-spline

P1NurbsCurvef curva_bspline(P1,W1,Ul,p);
curva_bspline.writePS("curva_bspline.ps”,1,25.0,0)

/e o o oK ok o R o o ok ok ok R ok R R OR RO Kk R AOR Ao R Rk R KR Rk Aok ok

*kk ok o ok K ook kKo Rk ok kR ok okok [

//Puntos de control
Vector_Point3Df P2(n2+1);
P2[0] Point3Df (0,-20,0) ;
P2[1] = Point3Df(15,25,0) ;

n

P2[2] = Point3Df(30,-20,0) ;
P2[3] = Point3Df(45,25,0) ;
//Pesos

Vector_FLOAT W2(n2+1);
w2[01=1.0;
w2[11=1.0;
W2[2]1=1.0;
w2[{31=1.0;

// subindice del ultimo vector de nodos.
int m2 = n2+p+1;
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// Vector de nodos
Vector _FLOAT U2(m2+1) ;
for(i=0;i<=p;++i)

U2[i] = 0;
for(i=n2+1;i<=m2;++i)
U2l = 1;

// Declaracién de la curva de Bézier
PlNurbsCurvef curva_de_bezier(P2,W2,U2,p);
curva_de_bezier.writePS("curva_de_bezier.ps",1,25.0,0) ;

return O;

}

Como mencionamos al inicio de este apéndice, la biblioteca NURBS++, tiene implementados
muchos de los algoritmos descritos en el libro “The NURBS Book”, uno 1til es el de interpolacién
global, el cual se describié en la seccién 4.4 del capitulo 4. Esta biblioteca crea una curva NURBS de
interpolacién usando el método globallnterp, como mostraremos en €l siguiente programa.

(a) (b)

Figura A.4: (a) Interpolacién global. (b) Interpolacién global de puntos y derivadas.

#include <nurbs.h>
using namespace PLib ;

//Definicién de funciones auxiliares
double normaEuclidiana(Point3Df P1, Point3Df P2){
return sqrt((P2.x()-P1.x())*(P2.x()-P1.x())+
(P2.yO-PL.yO)*(P2.yO-P1L.y(O)+
(P2.2z()-P1.z())*(P2.2(0-P1.2()));
}
double longitudArco(const Vector_Point3Df & P){
int n = P.size();
double larc=0.0;

for(int i=0;i<n-1;i++)
larc+= normaEuclidiana(P[i],P[i+1]);
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return larc;

}
int main(){

.int 1 ;
int n = 5;
// Puntos de control

Vector_Point3Df points(n+l) ;
points[0] = Point3Df(0,0,0) ;

points[1] = Point3Df(5,5,0) ;

points[2] = Point3Df(15,0,0) ;
points[3] = Point3Df(20,15,0) ;
peints[4] = Point3Df(25,5,0) ;
points[5] = Point3Df(35,10,0) ;

// Calculo del vector Ubar, usando la
// longitud de arco. Ver seccién 4.4 del
// capitulo 4.

double larc = longitudArco(points);
std::cout << larc << std::endl;

Vector _FLOAT Ubar(n+1);
Ubar[0] = 0.0;
Ubar [n] 1.0;

for(int i=1;i<n;i++)
Ubar[i]= Ubar[i-1]+normaEuclidiana(points[i-1],points[i])/larc;

// Declaracién de las curvas NURBS
NurbsCurvef curval,curva?2;

Vector_Point3Df deriv(n+1) ;
Vector_Point3Df empty ;

//Creaci6n de la curva de interpolacién
//cubica, usando el vector Ubar.
curval.globalInterp(points,Ubar,3);

//C&lculo de los vectores de derivadas
//en los puntos de interpolaciém.
Vector_Point3Df dtemp(2);
for(int i=0;i<=n;i++){
curval.deriveAt (Ubar([i],1,dtemp);
deriv[il= dtemp[1];
}

//Creacién de la curva de interpolacién
//cibica,. la cual ademds de interpolar los
//puntos, también lo hace con las derivadas.
//Ver seccién 4.4 del capitulo 4.
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curva2.globalInterpD(points,deriv,3,0) ;

//Impresi6én de la curva, en la cual también se
//presentan los puntos de interpolaciénm.
curval.writePSp("nurbsinterpl.ps",points,empty,1,25.0,0) ;

//Impresién de la curva, en la cual también se
//presentan los puntos de interpolacién y sus
//derivadas.

curva2.writePSp("nurbsinterp2.ps”,points,deriv,1,25.0,0) ;

return 0;

A.2.2.

En el caso de las superficies, la clase principal para su representacién es NurbsSurface, la cual se deriva de
ParaSurface y se encuentra en el archivo nurbsS.h. Tiene como constructores

Superficies

NurbsSurface() ;
NurbsSurface(const NurbsSurface<T,N>& nS) ;
NurbsSurface(int DeglU, int DegV, comst Vector<T>% Uk,
const Vector<T>& Vk, const Matrix< HPoint_nD<T,N> >& Cp) ;
NurbsSurface(int Degl, int DegV, Vector<T>& Uk,
Vector<T>%& Vk, Matrix< Point_nD<T,N> >& Cp, Matrix<T>& W) ;

y los tipos definidos para la declaracién de sus objetos son

typedef NurbsSurface<float,3> NurbsSurfacef ;
typedef NurbsSurface<double,3> NurbsSurfaced ;

con éstos, se pueden definir superficies NURBS, manejando tipos de datos de punto flotante y de doble precisién
respectivamente.

El siguiente programa define una superficie NURBS de grados p = 3 y ¢ = 2, puntos de control

| Puntos de control |

i/j
(20,-10,10) | (10,-10,10) | (0,-10,10) | (-5,-10,10) | (-10,-10,10)
(20,0,0) | (10,0,10) | (0,0,25) | (-5,0,10) | (-10,0,10)
(20,5,10) | (10,510) | (0,5,10) | (-5,5,10) | (-10,5,10)
(20,10,10 | (10,10,10) | (0,10,10) | (-5,10,10) | (-10,10,10)
pesos
1 2 1 1 1
1 2 1 1 1
W=11 111 2
2 11 1 1

y vectores de nodos

U = {0,0,0,0,1,1,1,1}

v ={0,0,0,

12
3’3

71’1)1}

las superficies resultantes para cada método de impresién se muestran en la figura A.5.
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Figura A.5: Superficie NURBS de grado 3z2. (a) Superficie en formato ps. (b) Superficie con puntos de
control de sus isocurvas. (¢) Superficie en formato VRML.

#include <nurbsS.h>

int main()

{
// Supuerficie B-spline
int 1i,j;

using namespace PLib ;

int p = 3, q = 2;
int n = 3, m = 4; // Nimero de puntos, 4(0,...,3) en direccién uy 5 (0,...,4) en direccién v
int a = 0, b = 1; // intervalo de los nodos

Matrix_Point3Df Pts(n+1,m+1);
Pts(0,0) = Point3Df(20,-10,10);
Pts(1,0) = Point3Df(20,0,0);
Pts(2,0) = Point3Df(20,5,10);
Pts(3,0) = Point3Df(20,10,10);

Pts(0,1) = Point3Df(10,-10,10);
Pts(1,1) = Point3Df(10,0,10);
Pts(2,1) = Point3Df(10,5,10);
Pts(3,1) = Point3Df(10,10,10);

Pts(0,2) = Point3Df(0,-10,10);
Pts(1,2) = Point3Df(0,0,25);
Pts(2,2) = Point3Df(0,5,10);
Pts(3,2) = Point3D£(0,10,10);

Pts(0,3) = Point3Df(-5,-10,10);
Pts(1,3) = Point3Df(-5,0,10);
Pts(2,3) = Point3Df(-5,5,10);
Pts(3,3) = Point3Df(-5,10,10);

Pts(0,4) = Point3Df(-10,-10,10);
Pts(1,4) = Point3Df(-10,0,10);
Pts(2,4) = Point3Df(-10,5,10);
Pts(3,4) = Point3Df(-10,10,10);
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//Pesos
Matrix_FLOAT W(n+1,m+1);
for(i=0;i<n+1;i++)

for (j=0; j<m+1; j++)

wlil{jl=1.0;
Wwi11[1] = 2;
w2141 = 2;
Wwioll1]l = 2;
Wi31[0] = 2;

// Vector de nodos U y V
int r = ptnt+l;
Vector_FLOAT U(r+1) ;
for(i=0;i<=p;i++)

U[i] = a;
for(i=p+1,j=1; i<=r-p-1;i++,j++)

Uli]l=a+j*(float(b-a)/(r-2*p) );
for(i=r-p;i<=r;i++)

U[i]l = b ;

int s = g+m+1;
Vector_FLOAT V(s+1);

for(i=0;i<=q;i++)

VIil=a;
for(i=q+1,j=1;i<=s-q-1;i++,j++)

VIi] = atj*(float(b-a)/(s-2%q));
for(i=s-q;i<=s;i++)

V[i]l = b ;

P1lNurbsSurfacef sbspline(p,q,U,V,Pts,W);
sbspline.writePS("SupBspline.ps",40,40,Point3D£(0,0,0),Point3D£(1.5,1.5,1.5),false,15,5);
sbspline.writePS("SupBspline2.ps",10,10,Point3D£(0,0,0),Point3D£(1.5,1.5,1.5),true,15,5);
sbspline.writeVRML("SupBspline.wrl",blueColor);

El siguiente programa define una superficie de Bézier biciibica con puntos de control

| Puntos de control \

i/j

(15,0,10) | (5,0,15) | (-5,0,15) | (-15,0,10)
(15,5,15) | (5,5,25) | (-5,5,25) | (-15,5,15)
(15,10,15) | (5,10,25) | (-5,10,25) | (-15,10,15)
(15,15,10) | (5,15,15) | (-5,15,15) | (-15,15,10)

#include <nurbsS.h>

int main(){
int p =3,q =3;
int npr = p+l, npc = g+1;
// Supuerficie de Bézier

int i,j,k; // variables auxiliares

using namespace PLib ;
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Figura A.6: Superficie de Bézier de grado 3z3. (a) Superficie en formato ps. (b) Superficie con puntos
de control de sus isocurvas. (¢) Superficie en formato VRML

Matrix_Point3Df Pts(npr,npc);

Pts(0,0) = Point3Df(15,0,10);
Pts(1,0) = Point3Df(15,5,15);
Pts(2,0) = Point3Df(15,10,15);
Pts(3,0) = Point3Df(15,15,10);

Pts(0,1) = Point3Df(5,0,15);
Pts(i,1) = Point3Df(5,5,25);
Pts(2,1) = Point3Df(5,10,25);
Pts(3,1) = Point3Df(5,15,15);

Pts(0,2) = Point3Df(-5,0,15);
Pts(1,2) = Point3Df(-5,5,25);
Pts(2,2) = Point3Df(-5,10,25);
Pts(3,2) = Point3Df(-5,15,15);

Pts(0,3) = Point3Df(-15,0,10);
Pts(1,3) = Point3Df(-15,5,15);
Pts(2,3) = Point3Df(-15,10,15);
Pts(3,3) = Point3Df(-15,15,10);

Vector_Point3Df Vp(opr*npc);
for(k=j=0;k<npr*npc &&j<unpr;j++)
for(i=0;i<npc;i++,k++)

Vplk] = Pts(i,j);

//Pesos
Matrix_FLOAT W(npr,npc);

for(i=0;i<npr;i++)
for(j=0; j<mpc;j++)
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wlil[jl=1.0;

// Vector de nodos U y V

Vector_FLDAT U(2%p+2) ;
for(i=0;i<p+1;i++)

U[i] = 0;
for(i=p+1 ;i<U.n();i++)
Ulil = 1.0 ;

Vector _FLOAT V(2xq+2);
for(i=0;i<q+1;i++)

V[il=0;
for(i=q+1;i<V.n();i++)
VI[i] = 1.0;

PlNurbsSurfacef s(p,q,U,V,Pts,W);
s.writePS("SupBezInt1l.ps",10,10,Point3D£(10,10,10),Point3Df(0,0,0),true,15,5);
s.writePS("SupBezInt2.ps",20,20,Point3Df(10,10,10),Point3Df(0,0,0),false,15,5);
s.writeVRML("SupBezInt.wrl",blueColor);

return 0;

En el siguiente programa se construye una superficie NURBS, realizando la interpolacién global de los puntos
de la tabla del ejemplo anterior.

Figura A.7: Superficie de interpolacién global de grado 3z2. (a) Superficie en formato ps. (b) Superficie
con puntos de control de sus isocurvas. (c¢) Superficie en formato VRML

#include <nurbsS.h>

int main()

{
// Supuerficie B-spline
int i,j;

using namespace PLib ;
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int p =
int n =
int a

i
O W w

Matrix_Po

Pts(0,0)
Pts(1,0)
Pts(2,0)
Pts(3,0)

Pts(0,1)
Pts(1,1)
Pts(2,1)
Pts(3,1)

Pts(0,2)
Pts(1,2)
Pts(2,2)
Pts(3,2)

Pts(0,3)
Pts(1,3)
Pts(2,3)
Pts(3,3)

Pts(0,4)
Pts(1,4)
Pts(2,4)
Pts(3,4)

o B .0
no
=

; // intervalo de los nodos

int3Df Pts(n+i,m+1);

= Point3Df (20,-10,10);
= Point3D£(20,0,0);
= Point3D£(20,5,10);
= Point3D£(20,10,10);

= Point3Df(10,-10,10);
= Point3Df (10,0,10);
= Point3Df (10,5,10);
= Point3Df (10,10,10);

= Point3Df(0,-10,10);
= Point3D£(0,0,25);
= Point3D£(0,5,10);
= Point3Df(0,10,10);

= Point3Df(-5,-10,10);
= Point3D£f(-5,0,10);
= Point3Df(-5,5,10);
= Point3Df(-5,10,10);

= Point3Df (-10,-10,10);
= Point3Df(-10,0,10);
= Point3Df (-10,5,10);
= Point3Df (-10,10,10);

NurbsSurfacef sbspline;

sbspline
sbspline
sbspline
sbspline

return 0;

.globallnterp(Pts,3,2);

// Nimero de puntos, 4(0,...,3) en direcci6én uy 5 (0,

...,4) en direccién v

.writePS("SupInterpl.ps",40,40,Point3Df(0,0,0),Point3Df(1.5,1.5,1.5),false,15,5);
.writePS("SupInterp2.ps",10,10,Point3Df(0,0,0),Point3Df(1.5,1.5,1.5),true,15,5);

.writeVRML("SupInterp.wrl",blueColor);
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