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0.1 Prefacio 

Las categorías monoidales y monoidales simétricas fueron introducidas en 
los trabajos de Bénabou ([1] y [2]) Y Mac Lane ([15]), en donde también 
se introduce la dualidad -una categoría monoidal con dualidad es llamada 
~ategoría pivotal- y fueron muy estudiadas en relación con la geometría y la 
topología algebraica. Dold y Puppe ([4]' 1980), motivados por aplicaciones 
topológicas, analizan los conceptos de dualidad fuerte, traza y tránsfer en 
categorías monoidales simétricas. Para definir el concepto de tránsfer, estos 
autores introducen el concepto de coálgebra en una categoría monoidal. Más 
adelante, alrededor del año 1990, durante la efervescencia provocada por lo 
que se ha dado en llamar "The Jones Revolution", se generalizan las cate
gorías monoidales simétricas y aparece en los trabajos de Joyal y Street ([11] 
y [12]) la noción de categorías trenzadas (braiding category). En [12] y [8], 
se trata también la dualidad y en [12] se introduce el concepto de torsión 
(twist) en una categoría trenzada. U na categoría trenzada con torsión com
patible con la dualidad, es llamada categoría de listones ("ribbon category", 
término acuñado por Turaev en [33], aunque originalmente aparece en [12] 
como "tortile tensor category"; el término "balanced tensor category" es 
usado por Joyal y Street en la literatura mencionada arriba y por Shum 
([27]) y Yetter ([36]) , para designar una categoría monoidal trenzada con 
torsión, no necesariamente compatible con la dualidad) . El "modelo" (a la 
palabra modelo se le puede dar un significado categórico preciso) para las cat
egorías trenzadas, resulta ser la categoría de trenzas (braid category), para 
las categorías monoidales con dualidad, la categoría de marañas (tangle cat
egory) y para las categorías de listones la categoría de marañas enmarcadas 
(framed tangle category) . En' los trabajos de Turaev ([32] y [31]) e indepen
dientemente de Freyd y Yetter ([8]), se dan presentaciones de la categoría 
de marañas orientadas y no orientadas MO y M salvo isotopía (o salvo 
isotopía regular) por generadores y relaciones, de manera similar a como se 
presenta un grupo. Esto les permite obtener condiciones para la existencia de 
funtores pivotales de MO y M en otras categorías, simplemente definiendo 
el funtor en los generadores y analizando bajo qué condiciones las imágenes 
del funtor satisfacen las relaciones correspondientes ([32]), o bien teniendo en 
un principio otra categoría pivotal trenzada y definiendo un funtor monoidal 
que conserve dualidad y trenzamiento ([8]). Un tal funtor se conoce con el 
nombre de representación de la categoría dominio. Con este método, se en
cuentran invariantes de nudos y enlaces orientados y no orientados -algunos 
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conocidos, como el polinomio de Jones-Conway; el corchete de Kauffman se 
puede obtener también de esta forma , ver [25]- observando que la imagen 
por el funtor de un endomorfismo del objeto unidad es un invariante del en
domorfismo, que no es otra cosa que un enlace orientado o no orientado. Con 
la misma idea, se obtienen invariantes de enlaces enmarcados, considerando 
funtor<:y:l pivotales que conserven trenzamiento y torsión de la categoría de 
marañas enmarcadas en otra categoría de listones. De aquí la importancia de 
tener ejemplos de categorías de listones: ellas nos proveen de un método para 
encontrar invariantes de enlaces enmarcados, de maraña.<; emnarcada.<;, y por 
lo tanto de 3-variedades. Esto nos lleva en particular a los gT1.¿POS cuánticos, 
término popularizado por Drinfeld para designar a ciertas álgebras d<:' Hopf 
que son deformaciones no triviales de las álgebras envolventes de álgebras 
semisimples de Lie. Por ejemplo, la q-deformación del álgebra envolvente de 
.5[(2), Uq , contiene una subálgebra de listones U q , lo cual implica que la cate
goría de sus representaciones es de listones. Usando este hecho, Reshetikhin 
y Turaev, encuentran invariantes de 3-variedades ([23]). 
Este trabajo de tesis está basado, en esencia, en las nociones de repre
sentación de categorías (pivotales, trenzadas y de listones) en el sentido 
arriba mencionado, de tránsfer, que generalizamos a categorías de listones 
y de coálgebras (y por lo tanto de manera dual, de álgebras), consideradas 
como en [4] en el contexto de las categorías monoidales. A diferencia de [4] 
nosotros incluimos en la definición al axioma de coasociatividad (respectiva
mente de asociatividad). En [16], Mac Lane le llama monoide a un objeto 
en una categoría monoidal con estructura de álgebra asociativa. 
En el Capítulo 1 definimos los conceptos de categoría monoidal, pivotal, tren
zada y de listones. Presentamos también un breve repaso de los conceptos 
de álgebras, biálgebras, álgebras de Hopf, álgebras de Hopf cuasi triangular 
y álgebras de Hopf de listones , con un doble propósito. Por una parte como 
ejemplos de las categorías previamente definidas, en donde, a un álgebra A, 
le vamos añadiendo sucesivamente, estructura de coálgebra compatible, de 
álgebra de Hopf, de álgebra de Hopf con R-matriz universal, y de álgebra 
de Hopf con R-matriz universal y torsión, para obtener en la categoría de 
A-módulos, estructura monoidal, pivotal, trenzada y de listones respecti
vamente. Por otra parte porque estos conceptos serán utilizados en otros 
capítulos. Concluimos con una introducción al cálculo gráfico, técnica que es 
extensamente utilizada en los capítulos subsiguientes. 
En el capítulo 2 consideramos otros ejemplos geométricos y algebraicos. En 
particular exponemos con bastante detalle un ejemplo que aparece en [8], la 
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categoría de los G-conjuntos cruzados (Ejemplo 2.2.3), que es monoidal tren
zada aunque no pivotal. Nosotros a este ejemplo le añadimos una torsión. 
Para considerar una dualidad, se construye una categoría asociada, que en 
cierto sentido extiende linealmente el trenzamiento original. No es difícil ver 
que en ese mismo sentido se extiende la torsión que encontramos, de manera 
Rue la categoría resulta ser de listones. También ilustramos el método de las 
representaciones de las categorías geométricas que mencionamos arriba, en 
particular, el Teorema 2.3.4, que es el último que se menciona en el capítulo, 
es usado en los capítulos 3 y 5. Este teorema se debe a Thraev ([34]) que lo 
obtiene como una generalización de un resultado previo de [22] y constituye 
entre otras cosas, un método para extraer invariantes de enlaces enmarcados 
"coloreados", una justificación rigurosa para el cálculo gráfico definido en el 
capítulo 1 y un método para extraer morfismos en la categoría en estudio a 
partir de gráficas de listones. Nosotros lo usaremos en este último sentido. 
El material del Capítulo 3 puede ser considerado como la parte central de 
este trabajo. Comenzamos definiendo el conocido concepto de traza en una 
categoría de listones (algunos autores le llaman "traza cuántica") y enumer
amos sus propiedades. A continuación, definimos los conceptos de álgebra 
y coálgebra en categorías monoidales, que como ya mencionamos, difieren 
de las definiciones dadas en [4], en que allí no exigen los axiomas de aso
ciatividad y coasociatividad y nosotros sí lo hacemos. La razón es que en 
categorías de listones arbitrarias, aparecen objetos con estructuras de álgebra 
y coálgebra de manera natural (Proposición 3.2.5) y además, porque tenemos 
en mente la idea de las representaciones de categorías monoidales, de man
era que la imagen por una tal representación de un álgebra de una categoría 
monoidal arbitraria en la categoría de espacios vectoriales, es un álgebra en el 
sentido usual (en todo el trabajo, álgebra siempre significará álgebra asocia
tiva). En la exposición subsiguiente consideramos principalmente álgebras, 
puesto que los resultados para coálgebras son duales. Si la categoría es tren...: 
zada y A tiene estructura de álgebra, entonces con el trenzamiento le damos 
a A ® A estructura de álgebra (proposición 3.2.2). En particular, podemos 
considerar biálgebras en categorías trenzadas. Sin embargo, aunque como ya 
mencionamos, en una categoría de listones existen de manera natural obje
tos con estructura de álgebra y coálgebra, no aparecen de la misma manera 
biálgebras (el Capítulo 5 está dedicado a la construcción de una categoría 
monoidal trenzada a partir de una categoría de listones, en donde existen 
objetos con estructura de biálgebra). Discutimos también el hecho de que 
si tenemos una representación en la categoría de espacios vectoriales, y A 



lV 

es álgebra, el espacio imagen de A ® A tiene, en general, dos estructuras 
distintas de álgebra con la misma unidad (Nota 3.2.11). 
Por otra parte, el tener en un objeto A estructura de álgebra y en otro ob
jeto e estructura de coálgebra, nos permite definir el "producto convolución" 
en el conjunto de morfismos de e ---t A (Definición 3.2.14). Esta op
eración, la usamos en el Capítulo 4, para dar una descripción geométrica 
alternativa de las álgebras de Temperlcy-Lieb. Definimos además las trazas 
parciales (Definición 3.3.1) en una categoría de listones y analizamos algu
nas de sus propiedades. Por ejemplo demostrarnos que la traza parcial del 
trenzamiento es la torsión en una categoría de listones (Proposición 3.3.3). 
Recíprocamente, bajo ciertas condiciones, demostramos que en una categoría 
autónoma (o sea, con dualidad izquierda y derecha) el trenzamiento deter
mina una torsión (Proposición 3.3.4) . Aplicando esto último a la categoría 
de representaciones de dimensión finita del álgebra de Sweedler, encontramos 
la torsión ya mencionada en [13J (Ejemplo 3.3.7) . Aplicamos también este 
método a la categoría de U q-módulos de dimensión finita y encontramos una 
torsión que coincide con la reportada en [23J (Ejemplo 3.3.9). La siguiente 
sección está dedicada a extender el concepto de tránsfer para endomorfismos 
de una coálgebra e en una categoría de listones (Definición 3.3.10) y a discu
tir sus propiedades de "punto fijo" (Proposición 3.3.12) y su relación con la 
traza (Proposición 3.3.14). Además, el tránsfer se relaciona, por adjunción, 
con la traza parcial cuando e tiene cierta estructura de coálgebra canónica 
(Proposición 3.3.15). Concluimos el capítulo proponiendo generalizaciones 
del tránsfer para endomorfismos de comódulos sobre un álgebra de Hopf de 
listones, de manera que se tenga una relación con la traza análoga a la del 
tránsfer (Definición 3.3.18 y Proposición 3.3.19). Para lograr una generali
zación del tránsfer en la que se tenga además una propiedad de punto fijo, 
consideramos H -módulos-coálgebras, si H es un álgebra de Hopf de listones 
(Definición 3.3.21 y Proposición 3.3.22) . Pensamos que un tránsfer gener
alizado, con propiedad de punto fijo, puede relacionarse con las distintas 
cohomologías de bimódulos sobre un álgebra de Hopf, como las que aparecen 
por ejemplo en [9J o en [30J. Los resultados expuestos en este capítulo y la 
investigación en curso, están siendo reunidos en [19J para su posible publi
cación. 
En el capítulo 4 introducimos brevemente las álgebras de Temperley-Lieb 
y temas asociados como el corchete de Kauffman, aunque nuestro objetivo 
es dar un definición geométrica alternativa de estas álgebras, como ya men
cionamos (Teorema 4.2.2 de la Sección 4.2). Esta definición alternativa tiene 



'v 

la ventaja de que de manera muy sencilla se observa que en ciertos rangos, un 
álgebra de Temperley-Lieb está contenida como ideal izquierdo y derecho de 
álgebras de ordenes superiores (Corolarios 4.2.2, 4.2.4 y Proposición 4.2.3). 
De aquí encontramos cadenas hereditarias de ideales bilaterales (Corolario 
4.2.5 y Teorema 4.2.8), de manera distinta a como se encuentran en [35J . Pen
~amos que esta definición se puede considerar en el contexto de las álgebras 
de Temperley-Lieb ciclotómicas. Los resultados expuestos en este capítulo 
y la investigación en curso, están siendo reunidos en [18J para su posible 
publicación. Por último, en el capítulo 5, a partir de una Ab-categoría de 
listones pequeña e construimos una eso en la que existen objetos con es
tructura de biálgebra (Teoremas 5.1.3 y 5.2.1) . La construcción se hace de 
manera que se extienden las representaciones de la categoría original. La 
imagen de estas biálgebras bajo una representación no es necesariamente 
una biálgebra en el sentido usual. Sin embargo, usando una representación 
asociada que definimos en el Capítulo 3, podemos obtener una biálgebra en 
el sentido usual. Así, coincidimos parcialmente con un teorema de Yetter 
([36]). Además vinculamos la construcción eso con el concepto de categoría 
modular (Proposiciones 5.4.5 y 5.4.7 y Lema 5.4.6). 
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Capítulo 1 

Preliminares 

1.1 Categorías monoidales 

La definición de categoría. monoidal axiomatiza las propiedades del producto 
tensorial de módulos sobre un anillo conmutativo. Recordemos brevemente 
los conceptos de categoría y de categoría monoidal. 
Una categoría V consiste en una clase de objetos Ob(V), una clase de mortis
IDOS Hom(V ) y una ley de composición que satisface los siguientes axiomas. 
Cada morfismo f tiene asociados dos objetos de V denotados por sU) y 
tU)· Es común usar la notación I : sU) ~ tU). Para cualquier par de 
objetos V, W de V , los morfismos V __ W forman un conjunto denotado 
por Hom(V, W ). La. composición f og de dos morfismos está definida siempre 
que t(g) = sU) y es tal que sU o g) = S(9) Y tU o g) = tU) . La composición 
es asociativa.: 

U o g) o h = l o (g o h) (1.1) 

siempre que ambos miembros de la igualdad estén definidos. Por último, 
cada objeto V , tiene asociado un morfismo idv : V --+ V tal que 

lo idv = 1, idv o 9 = 9 (1.2) 

para cualquier par de morfismos j : V ---+ W, 9 : W ---+ V . Un morfismo 
j : V ---+ W se dice que es un isomorfismo, si existe un modismo 9 : W ---+ 

V tal que lo 9 = idw Y gol = idv. 
Sean V y W dos ca.tegorías. Un juntar covariante, F : V ---+ W , consiste 
en dos aplicaciones F : Ob(V) ~ Ob(W) y F : Hom(V) ~ Hom(W) 
tales que 

1 



2 CAPÍTULO l. PRELIMINARES 

(a) para cualquier objeto V E Ob(V) , tenemos F(idv ) = id,,(v) 
(b) para cualquier morfismo f E Hom(V) , tenemos 

s(F(f)) = F(s(f)) y t(F(f)) = F(t(f)) 

(e) si 1,9 son modismos que se pueden componer en V , tenemos 

F(g o f) = F(g) o F(f) 

Sean :F Y 9 funtores de la categoría V a la categoría W . Una trnnsform.ación 
natural K. de F a g, denotada por K. : :F ---+ g, es una familia de morfismos 
~(V) : F(V) ~ 9 (V) indizada por los objetos de V y tal que para cualquier 
morfismo f : V - V' en V , el siguiente diagrama conmuta 

F(V)~9(V) 

TU)! ! 9(/) 

F(V') 52 9(V') 

Si además K(V) es un isomorfismo para cada V, decimos que K. : :F ---+ Q es un 
isomorfismo natural. Un producto tensorial en una categoría V es un Cuntar 
covanante ® : V x V _ V que asocia a cada par de objetos V, W de V 
un objeto V® W de V y a cada par de modismos f: V ----+ V', g: W ---+ W' 
un modismo f ® g: V 0 W --+ V' ® W'. Que ® sea un funtor covariante 
significa que se cumplen las s iguientes identidades 

(J® g) o (f'® g~ = (Jo n ® (go g) 

¡dv ® id w = id v0W . 

(1.3) 

(lA) 

Una categoría monoidal estricta (o tensorial estricta) es una categoría V 
equipada con un producto tensorial y un objeto 1 = Iv llamado el objeto 
unidad, que es tal que se cumplen las siguientes condiciones. Para cualquier 
objeto V de V , se cumple que 

V ® I=V, I ® V=V (1.5) 

y para cualesquiera U, V Y W objetos de V , se tiene 

(U® \1) ® W= U® (V® W). (1.6) 
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Para cualquier morfismo J en V, 

J ® id! = id¡ ® J = J (1.7) 

y para cualesquiera J, 9 y h morfismos en V, 

(f®g)®h=J®(g®h). (1.8) 

Una categoría monoidal (no necesariamente estricta) se define de manera 
similar, solo que en lugar de las igualdades en (1.5), (1.6) se supone que los 
lados derecho e izquierdo de esas igualdades están relacionados por isomor
fismos. Más precisamente, se exige la existencia de isomorfismos naturales 
a : ®( ® x id) --+ ®(id x ®) llamado asociatividad, l : ®(I x id) --+ id lla
mado unidad izquierda y r : ®(id x 1) --+ id llamado unidad derecha. Que 
a sea natural significa que para cualesquiera objetos U, V, W en V, existe un 
isomorfismo au,v,w : (U ® V) ® W --+ U ® (V ® W) tal que el cuadrado 

(U ® V) ® W au,v,w. U ® (V ® W) 

(f®g)®h 1 ll®(g®h) 

(U' ® V') ® w,au"v',";' u' ® (V' ® W') 

(1.9) 

conmute, siempre que J, g, h sean morfismos en la categoría. El morfismo 
asociatividad a debe satisfacer el Axioma Pentagonal, o sea el diagrama 

(U ® (V ® W)) ® X E aU,v,w®idx ((U ® V) ® W) ® X (1.10) 

1 aUI8lV,W,X 

aU,VI8lW,X (U ® V) ® (W ® X) 

1 aU,V,WI8IX 

U ® ((V ® W) ® X) idu®av,w,x. U ® (V ® (W ® X)) 

debe conmutar para objetos U, V, w, X cualesquiera de V. La naturalidad 
de l significa que para cualquier objeto V en V se tiene un isomorfismo 
lv : 1 ® V --+ V de manera que el cuadrado 

I ®V~V (1.11) 

id¡®ll 11 
Iv' 

1 ® v'----v' 



4 CAPÍTULO l. PRELIMINARES 

conmuta para cualquier morfismo f en V . La conmutatividad de un cuadrado 
análogo al anterior, con la variación obvia, refleja la naturalidad de r. Los 
modismos a, l y r deben satisfacer el Axioma Triangular, lo cual significa 
que el siguiente triángulo debe conmutar 

(V ® 1) ® W __ o:.:v",." w,,-_. V ® (1 ® W ) (1.12) 

r~ ~: 
V ® W 

Por ejemplo, la. categoría de módulos sobre un an illo conmutativo con el 
producto tensorial usual es mOlloidal con objeto unidad el anillo base, sin 
embargo no es monoidal estricta, puesto que los módulos (U ® V) ® W y 
U ® (V ® W) son naturalmente isomorfos pero no iguales. En este caso los 
isomorfismos naturales a, l y r son los usuales. 

D efinición 1.1.1. Si V=(V, ®, 1, a,l, r) Y V '=(V1
, ®', Y, a'J, T'} son dos ca

tegorías monoidales, un Juntor monoidal estricto (o tensorial estricto) es un 
¡untor F , V - V', tal que F(I) = l' Y F(U ®V) = F(U) ®F (V) para todo 
par de objetos U, V en V . En general un funtor monoidal (no necesariamente 
estricto) es una terna (F ,lPo,lP2) donde F: V --+ V ' es un funtor, lPo es un 
isomorfismo entre l' y F(I), Y 

,!,,(U, V) , F (U) ® F(V) - F(U ® V) 

es una familia de isomorfismos naturales con índice la familia de todos los 
pares (U, V) de objetos de V de manera que los diagramas 

o' 
(F(U) ® F(V)) ® F (W ) ,<uv,v""';" F(U) ® (F(V ) ® F(W)) (1.13) 

'II'2(U,V)0idF(W) ! ! IdF (U)&.:>2(V, W) 

F (U ® V ) ® F (W) F(U) ® F(V ® W ) 

'II'2(U0V,W) 1 1 'P'2(U,V®W ) 

F«U ® V) ® W) F(ou.v.w) • F(U ® (V ® W)) 

" l' ® F(U) "u,. F(U ) (1.14) 

'II'00 id:F(U) 1 tJ"(IU) 

F (I) ® F(U)~F(I ®U) 
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y 
r ' F(U) ® l' J'(U)~ F(U) (1.15) 

idJ'(U)®'PO 1 I :F(ru) 

F(U) ® F(I) ~ F(U ® 1) 

conmutan. Es claro que si los isomorfismos 'Po Y 'P2 son identidades en Y', 
entonces el funtor F es estricto. 
Una transformación natural monoidal (o transformación natural tensorial) 
r¡ : (F, 'P,'P2) ~ (F', 'P~, 'P~) entre funtores monoidales de Y en Y', es 
una transformación natural r¡ : F ~ F' tal que los siguientes diagramas 
conmutan para cualquier par de objetos (U, V) de Y. 

F(I) F(U) ® F(V) ~ F(U ® V) (1.16) 

;:/ 
1 1/(I) 

~ 
F(I') 

y 

I (UV) 
F'(U) ® F'(Vr~ F'(U ® V) 

Un isomorfismo natural monoidal es una transformación natural monoidal, 
que es además un isomorfismo natural. Por último, una equivalencia entre 
categorías monoidales es un funtor monoidal F : Y ~ Y', tal que existe 
un funtor monoidal F' : Y' ~ Y e isomorfismos naturales monoidales, 
r¡ : idyl ~ FF' Y () : F' F ~ idy . En este último caso diremos que las 
categorías monoidales son monoidalmente equivalentes. 

Resulta que cualquier categoría · monoidal es equivalente a una que es 
monoidal estricta. Aunque no daremos la demostración (remitimos al lector 
a [13], por ejemplo) veremos rápidamente como se construye una categoría 
monoidal estricta y est

. a partir de un categoría monoidal Y. 
Sea S la clase de todas las sucesiones finitas S = (VI, ... , Vk ) de objetos de Y 
incluyendo a la sucesión vacía 0. Si S = (VI, ... , Vk ) Y S' = (Vk+I, ... , Vk+n), 
denotamos por S * S' a la sucesión 

S * S' = (Ví, ... , Vk , Vk+I , ... , Vk+n ) 

Convenimos en que S * 0 = S = 0 * S. A cualquier sucesión S de S, le 
asignamos el objeto F(V) de Y , definido inductivamente por 

F(0) = 1, F«V)) = V, F(S* (V)) = F(S) ® V 



6 CAPÍTULO l . PRELIMINARES 

En otras palabras, 

F«V¡, V" ... , V._ I , V.)) = « ... (V, ® V,) ® ... ) ® V._ I ) ® V. 

donde todos los paréntesis abiertos, están a la izquierda de VI-
La categoría V eIlL

• se define tomando como sus objetos a los elementos de S 
y sus morfismos están dados por 

Homy .. ,.(S, S') = Homy (F(S), F(S')) 

La estructura monoida! de vut
. se define por S ® S' = S * S', No veremos la 

definición del producto tensorial de morfismos pues requiere de un poco más 
de elaboración, ver por ejemplo [13] pero resulta entonces que la categoría 
V e,d. t iene la siguiente propiedad. 

Proposición 1.1.2. La categoría ve"t. es monoidal estricta y monoidal
mente equivalente a V . 

Esta proposición implica el teorema de coherencia. de Mac Lane ¡I6} que 
establece que en una categoría monoidal, cualquier diagrama construido a 
partir de all, r Y id, realizando composiciones y productos tensoriales, con
muta. En la mayor parte de este trabajo de tesis, consideraremos solamente 
categoría monoidales estrictas. No obstante, en el Capítulo 5, trataremos 
con una categoría que no es monoidal estricta. Es por eso que a pesar de 
tener una proposición como la anterior, hemos incluido la definición de cate
goría monoidal en general. 

En lo que resta de este Capítulo y los siguientes hasta el Capítulo 4, 
trotaremos solamente con categorías monoidales estrictas. 

1.2 Trenzamientos y torsiones 

El producto tensorial de módulos sobre un anillo conmutativo es conmutativo 
en el sentido de que existe un isomorfismo natural Pv,w : V ® w __ W ® V 
llamado trasposición que transforma cualquier vector v ® w en w ® v y se 
extiende a V ® W por linealidad. El sistema de trasposiciones es compatible 
con el producto tensorial , es decir, para cualesquiera módulos U, V Y W los 
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diagramas 

PU,v0idw 
U®V®W--=="----. V ®U® W 

~ ~u,w 
V ® W ®U 

idu0Pv, w 
U ® V ® W • U® W ® V 

~ ~dV 
W ®U® V 

7 

conmutan. El sistema de trasposiciones también es compatible en el sentido 
de que Pw,vPv,w = id v 0W . Axiomatizando estas propiedades llegam?S a los 
conceptos de trenzamiento y torsión en una categoría monoidal. 

Definición 1.2.1. Un trenzamiento en una categoría monoidal (estricta) es 
una familia de isomorfismos naturales 

c= {cv,w: V ® W ~ W ® V}, (!.l7) 

donde V, W varían en el conjunto de objetos de V , tales que para cualquier 
trío de objetos U, V Y W, se satisfacen las siguientes identidades: 

Cu,v®w = (idv ® cu,w)(cu,v ® idw), 

cu.w,w = (cu,w ® idv)( idu ® cv,w). 

O sea, los siguientes diagramas 

eU,v®idw 
U ® V ® W . V ®U® W 

~ ~.w 
V ® W ® U 

idu®Cv, W 
U ® V ® W 'U®W® V 

~ ~dV 
W ®U® V 

(!.lB) 

(!.l9) 
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conmutan. Una categoría con un trenzamiento diremos que es una categoria 
trenzada. 

La naturalidad de los isomorfismos (1. 17), significa que para cualquier 
par de morfismos f : V ---+ V' Y [J : W ---+ W ', tenemos 

(g ® J)ev,w ~ ev',w'U ® g). (1.20) 

o sea, el diagrama 

V®W~V'0W' 
cv,w! !CVI,WI 

W®V-W' ® V' 
g@/ 

ccnmuta. Aplicando (1.7), (1.18) Y (1.19) con V ~ W ~ l Y U ~ V ~ 1 Y el 
hecho de que los morfismos Cv,w son isomorfismos , obtenemos 

CV,I = C¡,v = idv (1.21) 

para cualquier morfismo V de V . Más adelante, usando el cálculo gráfico, 
vamos a demostrar de forma muy sencilla la siguiente identidad, conocida 
como identidad de Yang~Baxter (ver la figura 1.20 de 1.5). 

(id w ®eu,v )(eu,w ® idv )(idu ®ev,lV) ~ (ev,IV ®idu)(idv ®eu,w )(eu,v ® idw ). 
(1.22) 

En el caso en que CV,IV sea involutiva como la trasposición, esto es, cuando 
tengamos que cw,vcv,w = idv®w) diremos que la categoría V es simétrica. 
Axiomatizar la involutividad de la trasposición en un contexto más general 
nos lleva al concepto de torsión. 

Definición 1.2.2. Una torsión en una categoría monoidal V con trenza
miento c l se define como una familia de isomorfismos naturales 

e ~ {ev , V ~ V} , (1.23) 

donde V varía en el conjunto de objetos de V , tales que para cualquier par 
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de objetos V, W de V I tenemos 

9v ®w = cw,vcv,w(9v ® ew ) (1.24) 

Es decir el diagrama 

v®w~v®w 
9V®8W! r cw.y 

V®WCV\t"W®V 

conmuta. 
De aquí que CW,vcv,w = BV0W(8v -1 ® ew -1). La naturalidad de (J significa 
que para cualquier modismo f: U --+ V en V , se cumple que Bv! = ¡Bu. 
Usando la naturalidad del trenzamiento, podemos escribir a (1.24) como sigue 

Ov®w = cw,v(Ow ® Ov)cv,w = (Ov ® Ow)cw,vCV,w. 

En efecto, de la conmutatividad del diagrama 

V®W9~V®W 

ov w! !ovw 
w ® Vo-;®OvW ® V 

(1.25) 

se tiene que ev,w(8v ® ew ) = (ew 181 Bv)cv,w lo que demuestra la primera 
igualdad¡ la segunda se obtiene de ésta intercambiando en la última relación 
V por W. 
Además 01 = idl. En efecto de (1.7), (1.3) , (1.21), (1.24) obtenemos 

(01)' = (01 ® idl)(idl ® 01) = 01 ® 01 = 01, 

La igualdad se deduce entonces de que 8 es isomorfismo. 

1.3 Dualidad 

Sea V una categoría monoidal estricta. Supongamos que para cada objeto 
V de V , hay asociado un objeto V* y dos morfismos 
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bv : 1 __ V ® V·, dv : V" ® V ~ 1. (1.26) 

Diremos Que la asignación V.....- (V ' , bv,dv ) es una dualidad izquierda en 
V si se cumplen las siguientes identidades 

(idv ® dv )(bv ® id y ) = idv. (1.27) 

(dv ® idv. )(idy• ® bv ) = idv•· (1.28) 

De la misma. manera existe el concepto de dualidad derecha. Supongamos 
que para cada objeto V, hay asociado un objeto 'V y dos morfismos 

bv: I --tV ® V, dv : V ®'V ~ 1. (1.29) 

Diremos que la asignación V 1----+ ( " V, bv , dv) es una dualidad derecha en V 
si se cumplen las siguientes identidades 

(d y ® idy)(idv ® b v ) = idv . (1.30) 

(id ·v ® dv)(bv ® id ·v ) = id· v · (1.31) 

En general, la dualidad izquierda y la dualidad derecha son diferentes, a 
menos que se impongan condiciones extras a la categoría V . Sin embargo, 
puede ocurrir que la categoría sea autónoma, o sea, que tenga a la vez dual
idad izquierda y derecha. En ese caso, hay isomorfismos 

"(V' ) '" V'" ('V)" (1.32) 

Para la demostración de este hecho, ver 112]. En lo que resta de éste capítulo, 
dualidad significará dualidad izquierda. 

Definición 1 .3 .1. Una categoría monoidal con dualidad es llamada categoría 
rígida. 

Diremos que la dualidad es compatible con la torsión () y el trenzamiento 
c si se cumple además que 

(Oy ® id". )bv = (id y ® Oy. )bv . (1.33) 
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En general en la definición de dualidad no se exige que (V·)· = V, pero 
la compatibilidad de la dualidad implicará como veremos más adelante que 
V·· = (V·)· es canónicamente isomorfo a V. 

Definición 1.3.2. Una categoría monoidal V con trenzamiento e, torsión 8 y 
dualidad compatible (*, b,d), es llamada categoría de listonf$, Una categoría 
de listones es estricta, si la categoría monoidal base lo es. 

1.4 Biálgebras (co)cuasitriangulares y de lis
tones 

En esta sección estableceremos, sin demostración, algunos preliminares alge
braicos que serán usados en 10 que sigue. En particular vamos a presentar los 
primeros ejemplos de categorías monoidales, rígidas, t renzadas y de listones. 
Remitimos en cada caso al lector a una fuente en donde se puede consultar 
el material expuesto. 

1.4.1 Álgebras , coálgebras y biálgebras 

Daremos a continuación un rápido repaso a los conceptos de álgebra, coál
gebra, biálgebra y álgebra de Hopí. La idea de la exposición es ir añadiendo 
estructura a un álgebra A, para que la categoría de sus representaciones sea 
sucesivamente monoidal, rígida, trenzada y de listones. Un álgebra (A, Il, 7]) 
es un espacio vectorial sobre un campo k, con dos aplicaciones lineales, 
Il : A ® A --+ A llamada producto y '7 : k --+ A llamada unidad, que 
satisfacen las relaciones (ver 3.2.1 para los correspondientes diagramas con
mutativos) 

(1.34) 

Escribirnos Il(a®b) = abo Las relaciones anteriores significan que el producto 
es asociativo, a(bc) = (ab)c, y que tiene elemento neutro, al = a = l a. 
Sean 6. : A --+ A ® A Y E : A --+ k, dos aplicaciones lineales. Si requerimos 
que A· sea un álgebra con producto y unidad dados por las aplicaciones 
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donde q,: A·®A· --+ (A®A)· es la aplicación canónica -que es isomorfismo 
si A es de dimensión finita- no es difícil demostrar que se le debe e.x:igir a l:l. 
ya E, que cumplan las siguientes condiciones duales de (1.34) 

(1.35) 

Si los modismos 6. y E satisfacen las condiciones anteriores, diremos que 
(A, 6., e) es una coálgebra. En general, una coálgebra (e, ó. , e) es un espacio 
vectorial e sobre k, con aplicaciones lineales 6. : e ---+ e ® e y e : e --+ k 
que satisfacen (1.35) , sustituyendo A por C. 
Un A-módulo izquierdo o simplemente A-módulo, es un espacio vectorial 
V con una aplicación lineal ¡.tv : A ® V -- V, tal que I'v(p. ® idv) = 
I'v(id. ® I'v) Y I'v (~ ® idv) = idv. Si escribimos I'v(a®v) = a · v, entonces 
las relaciones anteriores se expresan como sigue 

a·(a'·v)=(aa')·v y l ·v=v. 

La categoríaA-Mod de A-módulos (o categoría de representaciones de A) 
tiene como objetos a los A-módulos y como modismos a las aplicaciones A
lineales, es decir, aplicaciones tales que f(a· v) = a· f (v). 
Supongamos que la categoríaA-Mod es monoidal con el producto tensorial 
usual de espacios vectoriales (e isomorfismos naturales a,l y r usuales) y con 
objeto identidad el campo base k, -lo cual significa que tenemos una acción 
de A en k y para cualesquiera A-módulos V y W, una acción de A en V ® w 
- pero vamos a exigir que la estructura de categoría monoidal en A-Mod 
satisfaga las dos condiciones siguientes: 

1. La acción de A en A ® A (A es un A-módulo con la acción traslación 
izquierda, a· a' = aa') es compatible con el producto en A ® A, esto es, 
se tiene que a· (b ®c)(b' ®¿) = (a· (b®c))(b' ®¿) , para a, b,b', c,¿ EA. 

2. La acción de A en k es compatible con la acción de k en A, o sea, se 
tiene que a· A = Aa· h , para a E A Y A, 1.1;; E k 
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Entonces, si definimos la aplicación lineal t:l. : A --+ A ® A por ~(a) -
a· (1 ® 1), resulta que Ó. es morfismo de álgebras. En efecto, 

t.(aa') = (aa') . (1 ® 1) 

= a· (a'· (I® 1)) 
= a· (t.(a')) 
= a· ((1 ® I)t.(a')) 
= (a· (1 ® I))t.(a') 
= t.(a)t.(a') 

donde en la penúltima igualdad hemos usado la compatibilidad l. 

(1.36) 

Si definimos la aplicación lineal e : A --+ k por e(a) = a· Ik , entonces E es 
también modismo de álgebras. En efecto, 

«aa') = (ao') . 1, 

=a·(a'·I,) 

=a·«a') 
= «a')a· 1, (1.37) 

= ««a')a) 

= «a')«a) 

= «a)«a') 

donde se ha usado la compatibilidad 2 en la cuarta igualdad. Resumiendo, si 
la categoría A-Mod es monoidal, de forma tal que se satisfacen las condiciones 
de compatibilidad 1 y 2, podemos definir dos modismos de álgebra t::.. : A --+ 

A ® A Y E : A --+ k. Si además, (Al D.. , E) es una coálgebra, entonces diremos 
que (A,Ji., T}, 6, E) es una biálgebra. En general, una biálgebra (H,p" 1], D.., e) 
es un espacio vectorial H con aplicaciones lineales Ji. : H ® H --+ H Y 
"., : k --+ H que satisfacen (1.34) y morfismos de álgebra, t::.. : H --+ H ® H 
Y e : H --+ k, llamados comultiplicación y counidad respectivamente, que 
satisfacen (1.35) , en cada caso sustituyendo A por H. 
Recíprocamente, si (A, p.. 1], 1:::.., e) es una biá.lgebra, entonces podemos dotar 
a A-Mod con una estructura de categoría monoidal tal que se satisfacen 
las condiciones de compatibilidad 1 y 2. Para esto, primero notemos que si 
V y W son A-módulos, entonces V ® W es (A ® A)-módulo con la acción 
(a®b)· (v®w) = a·v®b·w para a, b E A, v E V Y w E W. El morlismo 
de álgebras A, nos permite "jalar" la estructura a A, esto es, definimos 

a· (v®w) = t.(a)· (v®w) (1.38) 
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para a E A, v E V Y w E W. Además, podemos definir 

a· ~ = «a)~ (1.39) 

para a E A Y A E k. No es difícil ver que así A-Mod es monoidal, de ma
nera que se satisfacen las condiciones de compatibilidad 1 y 2. Resumiendo, 
tenemos 

Proposición 1.4.1. Si (A,,u,7],.6.,e) es una biálgehra, entonces la catego
na A-Mod es monoidal con la est11lctum antes mencionada que satiJjace 
las relaciones de compatibilidad 1 y 2. Recíprocamente, si paro un álgebra A 
tenemos que A-Mod es monoidal, de manera que se satisfa cen 1 y 2, entonces 
existen morfismos de álgebra A : A ----+ A ® A Y E : A --¡. k como fueron 
definidos más arriba. 

Nota 1.4.2. Supongamos que A es un álgebra y que 6. : A -- A ® A Y 
e : A __ k son modismos de álgebra. Puede demostrarse entonces que 

Proposición 1.4.3. A es una biálgebro con comultiplicación.6. y counidad E:, 

si y sólo si la categoriaA-Mod con (®,a,I,1",k) usuales y con acciones como 
las descritas en (1.98) y (1.99) es monoidal. 

Por otra parte, si solo pedimos que A-Mod sea monoidal con ® de los 
espacios vectoriales, pero con otros posibles isomorfismos naturales a, 1 y 
r llegamos al concepto de casibiálgebra. Un álgebra A con dos morfismos 
de álgebra ~ y e es una casibiálgebra si la categoría A-Mod es monoidal 
con el producto tensorial usual. Puede demostrarse entonces la siguiente 
caracterización, que es en realidad la definición original de casibiálgebra dada 
por Drinfeld en [7]. 

Proposición 1.4.4. Seo. A u.n álgebra con morfi.smos de álgebra ~ ye como 
antes. Entonces A es casibiálgebra si y solo si existe un elemento inveTtible 
4> en A ® A ® A Y elementos invertibles l, r en A tales que 

(id ® ~)(~(a)) = <I>«~ ® id)(~(a)))<I>-l 

« ® id)(~ (a)) = lal- 1
, (id ® <)(~(a)) = r-'ar 

paro a E A, 

(id ® id ® ~)(<I>)(~ ® id ® id )« ~ ) = <I>",,(id ® ~ ® id) (<I» <I>'23 

y 
(id ® < ® id)(<I» = r ® , - , 

donde <1>'23 = <1> ® 1 Y <1>"" = 1 ® <1>. 
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Notemos que iP, I Y T "modulan" los axiomas (1.35). Cuando iP = 1®1®1 
Y 1 = r = 1, tenemos el concepto de biálgebra. El elemento ~ es llamado 
'Iasociador de Drinfeld". Para más detalles ver [7J. 
Nosotros aquí hemos usado un enfoque distinto, pues hemos partido de 
una estructura monoidal cualquiera para A-Mod, es decir, de acciones cua
lesquiera, no necesariamente dadas por (1.38) y (1.39), que cumplan con las 
condiciones de compatibilidad 1 y 2, Y hemos obtenido modismos de álgebra, 
/). y e. 

Hemos visto hasta aquí condiciones que aseguran que la categoríaA-Mod 
sea monoidal. Para lograr que A-Mod sea pivota! necesitamos tener una 
acción en V· para cualquier A-módulo V. Esto se logra con una antípoda, 
que definimos a continuación. 

Definición 1.4.5. Una antípoda para una biálgebra (H,I'. T},~, é), es un 
endomorfismo S de H que satisface la relación 

I'(S ® id)/), = I'(id ® S)/), = ~e (1.40) 

Un álgebra de Hopf es una biálgebra (H, I' ,~, /). , e) con una antípoda S. 

Asociada. a un álgebra A = (A, J.1., 1]), tenemos otra. álgebra llamada 
el álgebra opuesta, AOP = (A, pov, 11) que tiene el mismo conjunto subya
cente, pero la. multiplicación es invertida, p.0J1 = Jj o P A,A I donde P A,A es la. 
trasposición. O sea (ab)Op = bao De manera dual, asociada. a una coálgebra 
e = (C, 6 ,e), tenemos asociada una coálgebra opuesta, Cap = (C,ó.ap = 

Pe,e 0.6., e). Se tiene entonces lo siguiente. 

Proposición 1.4.6. Sea H = (H, j1., 1], I::l. ,é, S) un álgebra de Hopf. Entonces 
H"""" = (H,I''''',~, /)."",e, S) es otro álgebra de Hopf y 

S : H __ H OTXXJP 

es morfismo de álgebras de Hap! Si además, S es un isomorfismo con inversa 
S-l , entonces H OP = (H ,J.Lqp',T}, Ó. ,é,S- I ) 'Y H CI:IP = (H , Jl.I1J , llO'p,e) son 
álgebras de Hopf isomorfas, con isomorfismo dado por S. 

Para una demostración de esta proposición, ver [13}, página 55. Si H es 
un álgebra de Hopf con antípoda S, vamos a mostrar cómo dar una. estruc
tura. natural de H-módulo en el espacio vectorial Hom(V, VI) de aplicaciones 
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lineales de V en V', Primero observemos que la relación ((x ® x') . f)(v) = 
x· ¡(TI· v), le da una estructura de H ® HOP-módulo a Hom(V, V' ). Ahora, si 
H es álgebra de Hopf con antípoda S, entonces (id ® S)fl : H __ H ® HOfl 
es morfismo de álgebras en virtud de la proposición anterior. "Jalamos" la 
acción usando este morfismo para obtener una acción de H en Hom(V, V'). 
Explícitamente queda 

(xJ)(v) = ¿ x' . /(8(x") . v) (1.41) 
(.) 

donde hemos usado la notación de Sweedler (/30]) para "-. o se. "-(x) = 
¿(;¡:) x' ® x/l E H ® H. En realidad la notación original de Sweedler usa 
subíndices: .ó.(x) = L (z) X(I) ® $(2), pero las dos notaciones son aceptadas 
(la expuesta aquí es usada en el libro de Kassel). En particular, si tomamos 
V' = k con la acción (1.39), la relación (1.41) nos da una acción de H en el 
espacio vectorial dual V· , quedando 

(x· J)(v) = J(8(x)· v) (1.42) 

para f : V ---+ k, x E H. De esta manera la subcategoríade H -módulos 
de dimensión finita, H-Mod, . es una categoría rígida, tomando bv : k _ 
V 0 V* y dv : V· 0 V _ k como los modismos evaluación y coevaluación 
usuales. Si además, la antípoda S es invertible, para cada. H -módulo V 
denotemos por *V al espacio dual de V pero provisto ahora de una acción 
de H dada por 

(x· f)(v) = /(8- 1(x)· v). 

Definimos b~ : k -* V 0 V Y d~ : V 0 * V _ k por 

b~(l) = ¿ Vi ® Vi Y d~(vi 0 vi) = ó{ 
i 

Fácilmente se verifica que estos modismos son H -lineales, dotando a H -M od, 
con una dualidad derecha. Resumiendo: 

P roposición 1.4.7. Si (H , jJ., TI, 6 , E, S) es álgebra de Hopj, entonces la subca
tegoriaH-Mod, de H-Mod, de H-módulos de dimensiónjinita es rígida. Si 
además S es invertible, entonces la categoría H -AtIod, es autónoma. 

Para más detalles ver [13[. 
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1.4.2 Biálgebras cuasitriangulares 

Definición 1.4.8. Sea (H,I',q,6.,E) un. biálgebr •. Decimos que H es ro
sicoconmutativa, si existe un elemento invertible R del álgebra. H ®H tal que 
para todo x E H tenemos 

6.""(x) = R6.(x)W'. (1.43) 

donde 6,qr1 = PH,HOll, denota el coproducto opuesto en H. A un tal elemento 
le llamaremos R-matriz universaL 

Si R = Ei Si ® ti, entonces la relación (1.43) se puede expresar en la 
notación de Sweedler I por 

¿ XIlSi®x't¡= LSiX'®~X" (1.44) 
(z),i (z),i 

Definimos un álgebra de Hap! casicoconmutativo, como un álgebra de Hopf 
cuya. biálgebra estructural es casicoconmutativa. 

Definición 1.4.9. Una biálgehra casicoconmutativa (H,I', T}, Ó,c, R) o un 
álgebra de Hopf casicoconmutativa (H , IJ, '7, tl,c, S, 5- 1

, R), es cuasitriangu
lar, si la R-matriz universal R satisface las siguientes relaciones 

(6. ® idH)(R) = R13 R.", (idH ® 6.)(R) = R13R12 (1.45) 

donde R13 = Ei Si ® 1 ® ti. ~J = Ei 1 ® Si ® tí Y Ru = Ei Si ® 4. ® 1. 

Las biálgebras trenzadas juegan un papel muy importante en la teoría de 
los grupos cuánticos y las R- matrices (o soluciones de la ecuación de Yang
Ba.xter). En [5] y [6J donde el concepto se define por primera vez, aparece 
con el nombre de biálgebrns wsitriangulares, que usan muchos autores. Le 
llamamos biálgebra trenzada, siguiendo a Kassel en [13J, denominación esta, 
que se justifica con la siguiente proposición. 

Proposición 1.4.10. Sea (H, 1', q, 6. ,E) una biálgebra. La rotegoria H-Mod, 
de módulos sobre H es trenzada, si y sólo si la biálgebro H es trenzada. 

La idea de la demostración es la siguiente: Si H tiene R-matriz R y V Y 
W son H -módulos, entonces se demuestra que 

C~,w(v ® w) = Pv,w(R(v ® w)) (1.46) 
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definido para todo v E V Y w E W define un trenzarniento en la categoría 
H-Mod. Recíprocamente, si la. categoría H-Mod tiene un trenzamiento e, se 
demuestra que R = PH,H(cH,H(l®l)) define una R-matriz universal para H. 
De esta. proposición se deduce en particular, que si la biá,lgebra H tiene una 
R- matriz universal R, entonces c~,v es una R- matriz para V, es decir es 
solución de la ecuación de Yang-Baxter para el H-módulo V. 

1.4.3 Biálgebras cocuasitriangulares 

De la. misma manera en que las biálgebras trenzadas inducen trenzamien
tos en sus categorías de módulos, hay biálgebras que inducen trenzamien
tos en sus categorías de comódulos (ver la Definición 3.3.17). Estas son las 
biálgebras cotrenzadas, concepto dual al de biálgebra. trenzada, que definimos 
a continuación. 

Definición 1.4.11. Una biálgebra cotrenzada (H,p,TJ,6,e,r) es una biál
gebra H junto con una forma lineal 7' definida en H ® H que satisface las 
siguientes condiciones 
(i) existe una forma lineal r en JI ® H tal que 

(1.47) 

(ii) se tiene que 

¡,L0P = r * p * r (1.48) 

(iii) Y por último 

r(p ® idH ) = r13 * r23. r(idfl ® J.L) = ru * r12 (1.49) 

donde * es el producto convolución de formas lineales, y r12 = r®e, r23 = e®r 
y r13 = (e®r)(PH,H®idH ). La forma lineal f' es llamada la R-jorma universal 
para H. Un álgebra de Hopf es cotrenzada, si su biálgebra estructural lo es. 

Las relaciones anteriores se pueden expresar usando la notación de Sweedler, 
ver [13[. 
La relación (1.48) es dual de (1.43), mientras que las relaciones (1.49) corres
ponden a las relaciones (1.45). De la misma manera, tenemos un dual para 
1.4.10. 

Proposición 1.4.12. Sea (N, J.L , TJ , 6 , e, ) una biálgebm. La categoría H
Comod de comódulos sobre H es trenzada, si 11 sólo si la biálgebra H es 
colrenzada. 
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No daremos la. demostración, pero vamos a dar la expresión para el tren
zamiento, en el caso en que H sea cotrenzada con R-forma universal T. Si V 
Y W son H-comódulos, entonces cv,w : V ® W ---+ W ® V está dada por la. 
composición 

r®idw0V 
,WiIl>V 

Para más detalles ver [ID], [17[, o [27[. 

1.4.4 Algebras de listones 

Con lo visto hasta ahora, no estamos lejos de nuestro primer ejemplo de ca
tegoría de listones. Ya hemos visto que una R-matriz universal en un álgebra 
de Hopf H , induce un trenzarniento en la categoría de sus representaciones. 
La pregunta natural que surge entonces, es qué estructura en H inducirá una 
torsión en la categoría H-Mod. La respuesta la da la siguiente definición. 

Definición 1 .4.13. Un álgebra de Hopftrenzada H es un álgebm de listones, 
si existe un elemento O que pertenece al centro de H y que satisface las 
relaciones 

t>(0) ~ (R'21R)-I. «O) ~ 1 Y 8(0) ~ O (1.50) 

Como ya mencionamos, las álgebras de listones inducen categorías de 
listones. 

Proposición 1.4.14. Para cualquier álgebra de listones H , la categoría pi
votal H -M od, es una categoría de listones con torsión (}v : V _ V dada 
por (}v(u) = (}-tu . Recíprocamente, si H es un álgebra de Hopf trenzada 
de dimensión finita y la categoríaH-Mod¡ con dualidad (izquierda) es de 
listone8, entonces H es un álgebra de listones. 

Para una demostración de esta proposición, el lector puede consultar [13], 
pp. 365-366. Las álgebras de listones fueron definidas por primera vez por 
Reshetikhin y Thraev en [231. 

Ejemplo 1.4.15. Vamos a considerar el álgebra envolvente cuántica des[(2), 
U, ~ U,(s[(2)) para q f. O. (definida por Kulish y Reshetikhin en [14[ aunque 
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seguiremos a 113D en 10 sucesivo) que es una q-deformación del álgebra envol
vente U de 5(2). El álgebra Uq se puede presentar como el álgebra generada 
por las variables E, F, K , K- 1

, L Y las relaciones 

K K- I = K- I j( = 1, (1.51) 

J(EK- I = q'E, J(FK- I = q-'F, (1.52) 
[E, F[ = L, (q - ,, - 1)1- = j( - j(- I , (1.53) 

[L, E] = q(EJ( + K - I E), [L, F] = q-I(EF + K- I F) (1.54) 

Resulta entonces que si q = 1, se tiene 

UI e< U]KI!(1<' - 1) Y U e< UI /(1< - 1) (1.55) 

donde U es el álgebra envolvente de s{(2). Sin embargo es posible dar una 
presentación más sencilla. de Vq si q i:- ±l , a saber, como el álgebra generada 
por las variables E , F, K, [(-1, con las relaciones 

(1.56) 

(1.57) 

Con esta última presentación vamos a dar una estructura de álgebra de Hopf 
en Vq . Definimos 

t, (E) = 1 ®E+E® K, t,(F) = j(-I ® F+ F ® 1, t, (K ) = K® K, 
(1.58) 

t, (J(- I ) = J(- I ® K - I , erE) = e(F) = O, e(J() = e(J(-I) = 1, (1.59) 
S(E) = -EJ(-I , S(F) = -KF, S(1<) = K - I S(K - I) = J( (1.60) 

Se puede demostrar entonces que (Vq , J.l, 1, 6.., é, S) es un álgebra de Hopf. 
Por lo tanto, la categoría. Uq-Mod¡ es pivotal, según 1.4.7. Antes de seguir 
añadiendo estructura a Vq-Madl • vamos a considerar la subálgebra de Hopf 
U q de Uq definida como sigue. Supongamos que q es raíz de la unidad y sea 
d su orden. Vamos a suponer que d > 2 Y sea . 

{ 
d si d es impar 

e = d/2 si d es par 

Definición 1.4.16. El álgebra Uq es el cociente de Uq con el ideal bilateral 
generado por los elementos (centrales) se, pe y Ke - l . 
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Puede demostrarse que la estructura. de álgebra de Hopf dada en Uq in
duce una estructura. de álgebra de Rapf en U q de manera. que la aplicación 
cociente U, ---+ U, es morfismo de álgebras de Rapf y Que U, es de dimensión 
finita. Vamos a restringirnos a la categoría Uq-Mod, _ 
Para construir un trenzamiento en Uq-Mod, o equivalentemente, una R
matriz universal en U q. se usa la construcción doble cuántico de Drinfeld 
([5]), que construye, a partir de UD álgebra de Hopf con antípoda invertible 
y de dimensión finita H , un álgebra trenzada D(H). Para. este fin, se con
sidera la subálgebra de U q. B, generada. por el conjunto {em Kilo }O$m.nSdo 

Como álgebra, es fácil ver que Bq está generada por E y K con las relaciones 
KEK-l = q2E, Sil = O Y K d = 1. Se prueba. entonces que existe un 
epimornsmo X : D(B, ---+ Uq)que es tal que si RD es una R-matriz ~
versal en D(B,), entonces (X ® X)(Ro ) es una R- matriz universal en U,. 
Explícitamente, la R-matriz universal para U q queda 

R = ~ " (q - q-I) <1"-1)/2+21<';-;)-"; e' K' ® F' Ki. 
d L.. [k]I 

O$tJ,'=Sd-l . 

(1.61) 

donde [nJ = ';~::I' y [nJ! = [nlln - 1J ... [lJ, para <i' '" 1. 
Por último, Reshetikhin y Thraev demostraron en 124J que U q es un álgebra 
de listones, esto es 

Proposición 1.4.17. El álgebra de Hopf Uq es de listones con fJ = K -lu, = 
uK-l, donde u = Li S(t¡)s¡ y Si Y ti están definidos por la igualdad R = 
L¡Si ® t j EUq®Uq. 

Así, la categoría U q-M od,es una categoría de listones. 

1.5 Cálculo gráfico. 

En esta sección discutiremos una técnica para representar modismos en 
una categoría monoidal mediante diagramas en el plano. Veremos, al fi
nal del capítulo 2, su justificación para el caso en que la categoría sea de 
listones. Esta técnica se conoce como cálculo gráfico y nos permite susti
tuir razonamientos algebraicos que involucran diagramas conmutativos, por 
razonamientos geométricos sencillos. Por ejemplo, cuando se considera la 
dualidad en una categoría monoidal las fórmulas tienden a complicarse, por 
lo que este método será de gran utilidad para demostrar resultados en las 
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v 

u 
Figura 1.1: Representación de un morfismo 1 : U --t V. 

categorías pivotales y de listones. 
Representaremos un modismo en una categoría monoidal V por un rectángulo 
con dos flechas orientadas hacia abajo como se muestra en la figura 1.1. Nos 
referiremos a U y V como los "colores" de las flechas y a 1 como el "color" 
del rectángulo. La composición de un morfismo 1 : U --t V con otro 
9 : V --t W se representa poniendo el diagrama de 9 encima del diagrama 
de 1 como se muestra en la figura 1.2. La identidad de V se representa por 

w 

g 

f 

u 

Figura 1.2: Composición de morfismos. 

una flecha vertical 1 v dirigida hacia abajo. El producto tensorial de dos mor
fismos se representa colocándolos uno al lado del otro como se muestra en la 
figura 1.3. Podemos también representar al morfismo 10g : U0W --t V0Z 
por el diagrama de la figura 1.4. Tenemos entonces la igualdad de diagramas 
de la figura 1.5. La identidad 10g = (f®id)(id0g) se ve gráficamente como 
el la figura 1.6. Esto nos lleva a un principio de isotopía parcial de diagra
mas: en cualquier diagrama que represente a un morfismo dado, la parte de 
la figura a la derecha (o a la izquierda) de una recta vertical se puede mover 
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v z 

u w 
Figura 1.3: Producto tensorial de morfismos. 

v z 

u w 
Figura 1.4: Un morfismo f ® g: U ® W --t V ® z. 

hacia arriba o hacia abajo sin cambiar el morfismo. 

Vamos ahora a dar una descripción gráfica de la dualidad introducida en 
la Sección 1.1.3. Representaremos la identidad de V* por una flecha vertical 
dirigida hacia arriba ¡v. De manera más general, usaremos la convención 
de que una flecha dirigida hacia arriba, estará coloreada con el objeto dual. 
De esta manera, por ejemplo, hay cuatro formas distintas de representar un 
morfismo f : U* --t V* como se muestra en la figura 1.7. Los morfismos que 
definen la dualidad, bv : 1 --t V ® V* y dv : V* ® V --t 1 se representan en 
la figura 1.8 y las identidades 1.27, 1.28 toman la forma gráfica de la figura 
1.9. 
Definimos ahora la aplicación dual, 1* : V* --t U* de un morfismo f : U --t 

V en una categoría pivotal V por 

r = (dv ® idu• )(idv• ® f ® idu• ) (idv• ® bu). (1.62) 

Gráficamente, la aplicación dual de una aplicación f : U --t V se representa 



24 CAPÍTULO l. PRELIMINARES 

Figura 1.5: Igualdad de los diagramas para f ® g. 

Figura 1.6: Isotopía parcial de diagramas. 

entonces como en la figura 1.10. 

Proposición 1.5.1. Sea V una categoría pivotal. 
(i) Si f : V ---- W y 9 : U ____ V son morfismos de V I entonces se cumple 
que (f o 9t = gO o r I y (idv)- = idv• para cualquier objeto V, esto es, la 
dualidad es un juntor controvariante • : V-V. 
(ii) Si U, V, W son objetos de V , tenemos biyecciones naturales 

Hom(U ® V, W) '" Hom(U, W ® V') (1.63) 

y 
Hom(U' ® V, W) '" Hom(V, U ® W) (1.64) 

Esto es, el juntor que en objetos es W I-t W ® V (respectivamente, el Juntor 
que en objetos es W I-t U· ® W) es adjunto izquierdo del juntor W I-t W ® v· 
(resp. del Juntar W .... U ® W). 
(iii) Paro cualquier par V, W de objetos de V, (V ® W)' y W' ® V' son 
objetos isomorfos. 

Demostración 
(i) Aunque ulla demostración directa es fácil de dar , usaremos el cruculo 
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V* v V* v 

U* U* u u 
Figura 1.7: Distintas formas de representar a f : U* ~ V*. 

Figura 1.8: Los modismos bv Y dv . 

gráfico. La demostración está dada en la figura 1.11. La primera igualdad 
se obtiene usando la figura 1.9 y la segunda igualdad en la gráfica usa la 
isotopía de diagramas mencionada antes, representada en la figura 1.6. 
(ii) Definimos cp : Hom(U @ V, W) ~ Hom(U, W @ V*) y'IjJ : Hom(U, W @ 

V*) ~ Hom(U @ V, W) como sigue 

cpU) : U idu®bv ) U @ V @ V* .f®idv ) W @ V* 

'IjJ(g) : U @ V g®idv ) W @ V* @ V idw®dv ) W 

para f : U @ V ~ W y 9 : U ~ W @ V*. Una demostración gráfica de 
que son inversas se da en la figura 1.12 aunque por supuesto es posible dar 
una demostración directa usando las relaciones 1.27 y 1.28. 
(iii) Definimos los morfismos /'v,w : W* @ V* ~ (V @ W)* y IIV,W : 
(V @ W)* ~ W* @ V* como las composiciones 

/'V,W = (dw @ id(v®w)* ) (idw * @ dv @ idw®(v®w)* ) (idw*®v* @ bv®w) (1.65) 

IIv,w = (dv®w @ idw*®v* ) (id(v®w)*®v @ bw @ idv * )(id(v®w)* @ bv ) (1.66) 

Si hacemos las composiciones gráficas correspondientes, los morfismos /'v,w 
y IIv,w quedan representados como en la figura 1.13 La demostración de que 
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v 

v 

Figura 1.9: Identidades 1.27 y 1.28. 

u 

v 
Figura 1.10: La aplicación dual de f. 

son aplicaciones inversas una de otra es algo engorrosa si se hace de ma
nera directa, sin embargo usando el cálculo gráfico es muy sencilla. En la 
figura 1.14 se demuestra que lIv,w o IV,W = idw'~w" La demostración de que 
IV,W o lIv,w = id(v®w)' es completamente análoga y la omitimos. 

Proposición 1.5.2. Sea f : V --+ W un morfismo en una categoría pivotal. 
Entonces se tienen las identidades 

(J®idv.)bv = (idw®j*)bw , dv(J*®idv) =dw(idw• ®j) (1.67) 

La primera igualdad de 1.67 se ve en forma gráfica en la figura 1.15. La 
segunda es una variación obvia de ésta. 
Demostración. 
La demostración se da en la figura 1.16. 
Supongamos ahora que la categoría es trenzada con trenzamiento c. Sean V 
y W objetos de la categoría. En la figura 1.17 damos las representaciones 

'fi d -1 -} -1 -1 P 1 gra cas e cv,w, cwy , cw,v cv" ,w, cW' y ' cV,w', cv',w' y cW' ,v" or o 
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w w 

([ag)· = 

v v 

w 

= g·or 

v 

Figura 1.11: Demostración de 1.5.1 (i). 

tanto se tienen las igualdades de diagramas como los de la figura 1.18. La 
naturalidad de cV,w se ve en la figura 1.19 

En la figura 1.20, se demuestra usando el cálculo gráfico la igualdad 1.22. 

Supongamos ahora que la categoría tiene torsión {}. Representaremos a la 
torsión {}v y su inversa en la figura 1.21. De aquí que se tengan las igualdades 
de diagramas de la figura 1.22 La relación 1.24 que define a la torsión {} y 
las igualdades de 1.25 se representan en la figura 1.23. 

De la proposición anterior se deduce el siguiente corolario. 

Corolario 1.5.3. Una categoría pivotal V con torsión {} es de listones si y 
sólo si se cumple {}v. = ({}v )· para todo objeto V de V. 

Demostración. Debemos demostrar que la relación {}v. = ({}v)* es equi-
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v 

f= ~ q>(f)= 

v 

q>o'!' (g) = g , '!'oq> (f) = 

Figura 1.12: Demostración de 1.5.1 (ii). 

valente a la relación (idv * ® Bv)bv = (idv @ Bv· )bv . La necesidad es con
secuencia de 1.5.2 tomando W = V. La suficiencia se demuestra de manera 
análoga en la figura 1.24. 

Proposición 1.5.4. En una categor-ía de listones V se tiene un isomorfismos 
canónico entre V y V**. 

Demostración. Es un ejercicio sencillo de cálculo gráfico. 

v 

=f 
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v® w 
w v 

w v 
v®w 

Figura 1.13: Los morfismos I'v,w Y lIv,w· 

= 

Figura 1.14: lIv,w o I'v,w = idw.~w'. 
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w v w 

Figura 1.15: (f 0 idv* )bv = (idw 0 f*)bw . 

Figura 1.16: Demostración de 1.5.2. 

v 

v 
Cv,w· 

Figura 1.17: Representaciones del trenzamiento. 

-1 
C •• 

W.V 
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= 

v w . vw 

Figura 1.18: Invertibilidad de cV,w. 

w' V' w' V' 

"---

~ cr V V W V W 

Figura 1.19: Naturalidad de cV,w. 

~ V®U V®U ) 
~ l ~-l l j 

J 
CUV X- L u®v w u®v w 

U v w U v w 

Figura 1.20: Demostración de 1.22. 
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v V 

- -- -

V V V 

Figura 1.21: {}v y {}v 1
. 

v , v 
Figura 1.22: {}v o {}v 1 = idv = {}v 1 o {}v. 
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ctJ~ ~ 
=~ -

~ 
-- -

- - ~ - ~ - - -

~ ~~ 
Figura 1.23: Relaciones 1.24 y 1.25. 

v 

v v 

Figura 1.24: Suficiencia de 1.5.3. 



Capítulo 2 

Ejemplos y funtores monoidales 

2.1 Ejemplos geométricos 

En esta sección veremos algunos ejemplos geométricos de categorías monoi
dales. En cada ejemplo veremos si la categoría tiene trenzamiento, dualidad 
y torsión. Esta sección está tomada de 181. 113), 1331. 121) y 135). 

2.1.1 Elementos de la teoría de nudos 

Definición 2.1.1. Un nudo (knot) es un subespacio K de 1R3 homeomorfo 
a SI. Dos nudos Ka Y K¡ son equivalentes, si existe un homeomorfismo 
cp : ]R3 ---+ 1R3 que conserva la orientación, tal que I{J(Ko) = K¡_ Un nudo 
manso es un nudo que es equivalente a un nudo poligonal, es decir, un nudo 
que está formado por un número finito de segmentos. En lo que sigue nos 
restringiremos a nudos mansos. (En contraposición a los nudos mansos, exis
ten los nudos salvajes; ver por ejemplo [21]) Un enlace es una unión ajena 
de una fami lia finita de nudos en IR3, es decir, nudos que posiblemente se 
entrelacen, pero que no se intersectan. De esta manera, un nudo es un enlace 
con una sola componente. 

N ota 2.1.2. Recordemos que un homeomorfismo !p : 1R3 .- 1R3 es isotópico 
a la identidad, si existe una isotopía H : !p ::::::: idR3, es decir , una homotopía, 
tal que para cada t E J, He : 1R3 .- R3 es un homeomorfismo, Ho = !P y 
H¡ = idR,. Si K e 1R3 es un nudo, entonce<i KL = H¡_t(K) e R3 es un nudo 
para cada t. Además, K o = K Y cuando t varía de O a 1, K se deforma en 

34 
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]R3. De un tal homeomorfismo c.p decimos que conserva la orientación. Este 
es el concepto que hemos usado en la definición anterior. 

Definición 2.1.3. Un diagrama de enlace es la proyección de un enlace en 
]R3 sobre un plano tal que la curva resultante tenga solo un número finito de 
puntos dobles aislados, con intersección transversal, en los que se ha selec
cionado cual es la línea que va por encima y la que va por debajo (y si el 
enlace es orientado, la orientación inducida por el enlace). A una proyección 
de este tipo se le llama proyección regular. 

Reidemeister [22J demostró el siguiente teorema que caracteriza la clase 
de isotopía de un enlace en términos de sus diagramas de enlaces. 

Teorema 2.1.4. Dos diagramas de enlaces representan enlaces equivalentes 
(ambientalmente isotópicos) en ]R3 si y sólo si uno se obtiene del otro apli
cando un número finito de veces las transformaciones (o jugadas) de Rei
demeister (!), (JI) Y (JI!), e isotopía de diagramas. Además la isotopía de 
diagramas puede ser reemplazada con las transformaciones (TI.!) Y (TI.!!). 

Todas estas transformaciones están representadas en la figura 2.1. Diremos 

II III 

n.I n .JI 

Figura 2.1: Jugadas de Reideimester e isotopía de diagramas 

abusando del lenguaje que dos diagramas relacionados por las transforma
ciones anteriores son isotópicos. La siguiente definición se debe a Kauffman. 

Definición 2.1.5. Dos diagramas de enlaces son regularmente isotópicos si 
son equivalentes bajo las transformaciones (Il), (IlI), (TI.!) y (TI.JI). (Note 
que no se pide I). 
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Veremos abora el concepto de maraña (tangle) y de marañas equivalentes. 

Definición 2.1.6. Sean k y 1 dos enteros no negativos. Una (k,l)-maraña 
(o (k, l)-ovillo) es una subvariedad L, compacta, lisa y unidimensional de 
IR' x [0,1], tal que iJL = L n (IR' x {O, I }) = {(i,O,O) [ i = 1,2, ... ,k} U 
{(j,O,I) I j = 1,2, ... ,I}, Y tal que en los puntos [rontera, L es ortogonal a 
los planos JR2 x O y ]R2 X 1. Una orienlaci6n de lIlla (k, l)-maraña es una 
orientación de la variedad L. A cada (k, l)-maraila orientada, le asociamos 
dos sucesiones de números, (éllé2, ... ,é'k) y (Vl,V~!:. ... , VI), denotadas s(L) y 
t(L) respectivamente. Los números E¡ se definen de forma que e¡ = 1 si el 
vector unitario tangente a (i,O,O) E L es el vector (0,0,-1) y é¡ = - 1 si 
es el vector (0,0,1). El número Vj = ±l se define exactamente de la misma 
manera por la dirección del vector unitario tangente en el punto (j, 0, 1). Si 
k = O (respectivamente ¡ = O), s(L) = 0 (respectivamente I(L) = 0). Nótese 
que una (O,O)-maraña no es más que un nudo (encajado en IR x (0, 1)). 

Definición 2.1.7. Dos marañas LI y ~, son equivalentes, si existe una 
isotopía de X = IR x J x IR, H : X x J ~ X, tal que H(x,O) = x y 
H(L1 , 1) =~. O sea H es un homeomorfismo para cada t, que empieza en 
la identidad de X y tal que par. cada 1, H (1, - ) I.x = id.x . 

Al igual que con los nudos, hay marañas salvajes y marañas mansas. A 
estas últimas nos restringiremos. 

Definición 2.1.8. Un diagrama de maraña es la proyección regular de una 
maraña en el plano xz. Puede demostrarse al igual que en el caso de los 
diagramas de enlace, que una tal proyección siempre existe. De esta manera, 
un diagrama de maraña puede ser visto corno una porción de un diagrama 
de enlace contenido en un rectángulo que se intersecta con la frontera de éste 
sólo en los lados superior e inferior. 

Se tiene un resultado análogo a 2.1.4. 

Teorema 2.1.9. Dos diagramas de marañas representan marañas equiva
lentes en IR x ¡ X IR, si y sólo si uno se obtiene del otro aplicando un número 
finito de veces, las transformaciones (1), (!!), (lII) e isotopías de diagramas, 
que equivalen a transformaciones del tipo n.1 y n . 1 1 . 
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2.1.2 Categorías de marañas 

Ejemplo 2.1.10. Categoría de marañas orientadas. Los objetos de 
esta categoría son sucesiones finitas cuyos elementos son los números 1 y -1 , 
incluyendo la sucesión vacía. Un morfismo de una sucesión E: = ('1oE2 • ...• ek) 
a. una sucesión v = (lit . 1I2 •...• 111) , es una clase de isotopía de (k,l)-marañas 
orientadas L, tal que s(L) = e y t(L) = 11. La composición de los morfismos 
L : e --+ v y L I 

: /1 __ A, es la clase de isotopía que se obtiene al escoger 
un representante de L', situarlo encima de un representante de L y luego 
encogerlo de manera obvia, a una maraña en IR x I x IR. La identidad del 
objeto e = (El, E2, , .. , Ek) es la clase de la maraña. que se obtiene tomando k 
segmentos verticales Que unen los puntos (j, 0,1) Y (j, 0, O) con la orientación 
como se explicó en la subsección anterior. La identidad del objeto 0 es el 
morfismo 0 ____ 0 representado por la (O,O)-maraña vacía. Denotaremos 
esta categoría por MO. En la figura 2.2 mostramos un ejemplo de maraña 
y en la figura 2.3 un ejemplo de composición de marañas. 
El producto tensorial de dos sucesiones é = (él, é2, ... , ék) Y v = (V¡, 112 •... , v¡) 

+ + 

/ 

Figura 2.2: Una maraña que representa a. un morfismo con dominio 
(1, -1, 1, - 1, 1, - 1) Y codominio (1,1, -1, -1). 

es el objeto é®V = (E:¡,é2, ... ,ék,Vt, V2 , ... ,VI) y el objeto identidad es la 
sucesión vacía 0. De esta manera es fácil ver que la categoría (MO , ®,0) 
es monoidal estricta. Además es de listones con las siguientes estructuras 
de trenzamiento, dualidad y torsión. Para cada objeto E: = (ét,E:2 .... ,E:,:), 
definimos su dual por E:* = (-ék,-ék_h "', -E:¡). Definimos el trenzarniento 
e y la dualidad (' . b,d) como en la figura 4.6 (a), (e) y (d) respectivamente 
aunque en este caso los arcos son orientados. La torsión 8 se define como la. 
identidad en los objetos (1) y (-1) Y se extiende a cualquier objeto según la 
fórmula 1.24. Ver por ejemplo [33[. 



38 CAPÍTULO 2. EJEMPLOS Y FUNTORES MONOIDALES 

Figura 2.3: Composición de dos marañas 

Ejemplo 2.1.11. Categoría de marañas no orientadas. Esta catego
ría es similar a la anterior, con la diferencia de que ahora los arcos no son 
orientados. Los objetos son entonces los números naturales, con el cero como 
objeto identidad, y los morfismos son clases de isotopías de marañas no orien
tadas. La estructura de categoría de listones es obviamente análoga a la del 
ejemplo anterior. 

Ejemplo 2.1.12. Categorías de diagramas de marañas. (Este ejem
plo está tomado de [8]). La categoría de diagramas de marañas orientadas 
salvo isotopía regular (respectivamente marañas orientadas salvo isotopía; 
marañas no orientadas salvo isotopía regular; marañas no orientadas salvo 
isotopía; marañas orientadas S-coloreadas salvo isotopía regular; etc), deno
tadas por IDl((lMIR; IDlOM; IDlMIR;IDlMIR; S - IDlOMIR; etc, es la categoría que 
tiene por objetos a sucesiones cuyos elementos son 1 y -1 (respectivamente, 
sucesiones cuyos elementos son 1 y -1; números naturales; números natu
rales; sucesiones cuyos elementos son elementos del conjunto {1, -1} x S; etc) 
y cuyos morfismos son clases de diagramas de marañas orientadas respecto a 
isotopía regular (respectivamente, clases de diagramas de marañas orientadas 
respecto a isotopía; clases de diagramas de marañas no orientadas respecto 
a isotopía regular; clases de diagramas de marañas no orientadas respecto a 
isotopía; clases de diagramas de marañas respecto a isotopía regular en la 
cual los arcos de un representante están "coloreados" con los elementos del 
conjunto S de manera tal que las isotopías no cambian los "colores"; etc). En 
todos los casos la composición f o 9 se realiza pegando el lado inferior de un 
representante de la clase de la maraña f con el lado superior de un represen
tante de la clase de la maraña 9 y tomando su clase de isotopía respectiva. 
Además el producto tensorial se realiza, en todos los casos, como en el ejem
plo anterior, o sea colocando uno al lado del otro de izquierda a derecha. El 
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objeto identidad es la sucesión vacía (respectivamente, la sucesión vacía; O; 
O; la sucesión vacía; etc). El dual de un objeto, lo definimos invirtiendo el 
orden de la sucesión y cambiando el signo de sus elementos (respectivamente, 
invirtiendo el orden de la sucesión y cambiando el signo de sus elementos; el 
mismo objeto; el mismo objeto; invirtiendo el orden de la sucesión y cam~ 
biando el signo de sus elementos sin cambiar el color; etc). El trenzamiento 
e, y la dualidad (. , b, d) se definen de manera. análoga a como se definió en el 
ejemplo anterior tomando los arcos orientados y/o coloreados, si la categoría 
respectiva es orientada y Jo coloreada. 

Ejemplo 2.1.13. Categoría de marañas enmarcadas. La categoría de 
marañas enmarcadas ME tiene los mismos objetos que MO, pero un mor
fismo es una clase de isotopía de maraña enmarcada.. Una. maraña enmar
cada L es una. maraña con un campo vectorial normal de clase COQ definido 
en ella, tal que el campo nunca es tangente a L y está. dado por el vector 
(O, -1, O) en los puntos frontera aL. Podemos imaginar una maraña enmar
cada, como una maraña en la que en lugar de arcos, tenemos listones, uno 
de cuyos bordes es la maraña en sí y el otro, es la. maraña que se obtiene de 
la primera haciendo una pequeña traslación en la dirección del campo vecto
rial. Un enmarcamiento (framing) de una maraña enmarcada L es una clase 
de homotopía de campos vectoriales normales, donde dos campos vectoriales 
se dicen homotópicos si uno se puede transformar en el otro mediante una 
homotopía dentro de la clase de campos vectoriales normales. 
Las marañas enmarcadas admiten también una representación como diagra
mas en el plano. En principio se pueden representar como diagramas de 
listones, proyectando los listones en el plano, de manera análoga a como se 
hace con marañas usuales, pero mejor aún, se pueden representar como dia
gramas de marañas usuales. Sea D un diagrama de marañas. Por definición, 
este diagrama va a representar la maraña enmarcada que tiene como maraña 
subyacente a la que ésta representa y cuyo emharcamiento está dado por el 
campo vectorial constante (O, -1 ,0), que es perpendicular al plano del dia
grama y que apunta hacia el lector. Para representar una maraña enmarcada 
en general, basta con saber cómo representar una maraña alrededor de la cual 
el campo vectorial rota un ángulo de 211" o de - 211". Los diagramas correspon
dientes se representan en la figura 2.4. Los de listones en a y b y los diagramas 
de marañas, en e y d. La composición de morfismos, el producto tensorial, 
la dualidad y el trenzamiento se generalizan en este caso de manera natural. 
Sin embargo, la torsión ya no es trivial. Definimos O±l : (±l) --+ (±1) como 
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\ t Ji \J 6' J J~ 'C~1 ~ ~r(J ~99 
I Ir l , (1 I 

b a 

e d 

Figura 2.4: Representación de una torcedura completa en un listón. 

la maraña enmarcada que tiene a id±l como maraña subyacente y en la que 
el campo vectorial da una vuelta completa de 27r, si el objeto es 1 y -27r si 
el objeto es -1 como en las figuras 2.4 a y b. La torsión se extiende al resto 
de los objetos, por la fórmula 1.24. 

El siguiente ejemplo es una generalización de este último. 

Ejemplo 2.1.14. Categoría de gráficas de listones sobre una cate
goría pivotal estricta. Una gráfica de listones es una superficie compacta y 
orientada de ]R3, que se puede descomponer en piezas básicas: bandas, anillos 
y cupones. Una banda es la imagen homeomorfa del cuadrado [O,lJ x [O,lJ. 
A las imágenes de los intervalos [O, 1 J x O y [O, 1 J x 1 las llamamos bases de 
la banda, mientras que a la imagen del intervalo (1/2) x [O,lJ la llamaremos 
el alma de la banda. 
Un anillo es la imagen homeomorfa del cilindro §l x [O, 1J. La imagen del 
círculo §l x (1/2) se denominará el alma del anillo. Una banda o un anillo 
se dice que están dirigidos, si sus almas respectivas están orientadas. 
Un cupón es una banda con una base distinguida, llamada base inferior. La 
base opuesta es llamada base superior. 

Definición 2.1.15. Sean k, l enteros no negativos. Una (k, l)-gráfica de 
listones en R3 es una superficie orientada n, encajada en ]R2 x [0,1], que 
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se puede descomponer en la unión de un número finito de bandas, anillos y 
cupones, de manera que: 
(i) n intersecta los planos 1R2 x O y JR2 X 1 ortogonalmente en los siguientes 
segmentos, Que son la bases de ciertas banclss de n : 

{Ji - {1/IO),i + {1 / lO)J x O x O I i = 1,2, ... ,k} 

([j - {l/lO),j + {1/10)J x O xli j = 1,2, ... , l} 

En los puntos de esos segmentos, la orientación de n, está. determinada por 
el par de vectores (1,0,0) y (O,O, 1) tangentes a n. 
(ii) Las otras bases de las bandas yacen en las bases de los cupones; de otra 
forma, las bandas cupones y anillos son ajenos. 
(iii) Las bandas y los anillos, están dirigidos. 

Por una isotopía de gráficas de listones vamos a entender una. isotopía 
en ]R2 x [O,1J que es constante en los intervalos fronteras (mencionados en 
(i)) y que conserva. la descomposición en bandas, anillos y cupones, así como 
las direcciones de las bandas y anillos y la orientación de la superficie. En el 
curso de la isotopía las bases de las bandas que yacen en las bases de cupones 
se pueden mover a 10 largo de estas bases sin tocarse entre sí. 
De manera. similar al caso de enlaces y ma.ra.ñas las gráficas de listones 
se pueden representar por dia.gra.mas planos. La. proyección la. realizamos 
primero deformando la. gráfica. en IR2 x [O,IJ a. la. posición general, o sea, de 
manera. que quede casi paralela. y muy cerca. del plano R x O x R. En par
ticular, los cupones deben quedar paralelos al plano de proyección de forma 
tal Que las bases superiores queden por arriba de las inferiores. Proyectamos 
entonces los cupones y las almas (no toda la banda) de las bandas. Los pun
tos de cruce no deben solaparse con las proyecciones de los cupones. 
Esperamos que al lector le Quede clara la. idea general de la. definición de 
gráficas de listones y de diagramas de gráficas de listones. En la figura. 2.5 
mostramos ejemplos de gráficas de listones. Ha.y algunos deta.lles por pre
cisar, pero harían esta sección, a. mi juicio, innecesariamente larga; el lector 
interesado puede ronsultar la fuente original {3SJ de donde fue extraído este 
importante ejemplo. 

Sea ahora V , una. ca.tegoría pivotal. Diremos que una. gráfica. de listones 
está rolorea.da. sobre V si cada banda. y cada anillo de la gráfica. tiene asocia
do un objeto de V. A este objeto lo llamaremos el rolor de la banda o del 
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Figura 2.5: Ejemplos de gráficas de listones. 

anillo. Los cupones del diagrama los coloreamos con morfismos de V como 
sigue. Sea Q un cupón de una gráfica n con bandas y anillos coloreados. 
Sean VI, '\12, ... , Vm los colores de las bandas de n que tocan a la base inferior 
de Q, y que aparecen en el orden illducido por la orientación de n restringida 
a Q, y sean WI, W2 , ... , Wn los colores de las bandas de n que tocan a la 
base superior de Q y que aparecen en el orden inducido por la orientación 
opuesta. En la figura 2.6 hemos representado una gráfica en donde Q está 
orientado en sentido horario. Sean J-t1, ... ,J-tm E {-1,1} , (respectivamente 

f I 

Figura 2.6: Ejemplo de gráfica V-coloreada 

CI, ... , cn E {-1, 1}) los números determinados por las direcciones de las 
bandas, o sea, J-ti = 1 (respectivamente Ci = -1) si la orientación de la banda 
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sale del cupón y J.Li = -1 (respectivamente E¡ = 1) si la. orientación de la. 
banda. es hacia el cupón. Un color del cupón Q es un morfismo arbitrario 
f : Vf'1 ® ... ® V;:m ___ W: t ® o .. ® W:", donde para cada objeto V de V, 
definimos Vi = V Y V-1 = V·. Una gráfica de listones decimos entonces que 
está V -coloreada, si todas sus bandas, anillos y cupones están coloreadas. 
La técnica de colorear gráficas de listones se extiende de manera obvia a los 
diagramas de gráficas de listones, en donde se colorean las proyecciones de 
la. almas de bandas y anillos y las proyecciones de los cupones. 
Pasamos ahora a. definir la categoría de gráficas de listones. 

Definición 2.1.16. La. categoría de gráficas de listones V-coloreadas, deno
tada por t:.v tiene como objetos a sucesiones finitas ((\Ii, 1-'1), ... , (Vm, Jlm», 
donde Vlt ... , Vm son objetos de V y I-'lt ... , J.'m E {-1, 1}. La. sucesión vacía 
también se considera. un objeto de LV. Un morfismo u __ 01 es una. clase 
de isotopía. de gráficas de listones V~coloreadas tal que u (respectivamente 
0"') es la. sucesión de objetos y direcciones de estos que inciden en la frontera 
inferior (respectivamente superior). El producto tensorial, la dualidad, el 
trenzamiento y la. torsión se definen de manera análoga a como se definieron 
en el ejemplo anterior. 

2.2 Ejemplos algebraicos 

En la sección anterior vimos algunos ejemplos geométricos de categorías de 
listones. Ya. en el capítulo anterior, vimos un primer ejemplo algebraico 
de categoría. de listones, a saber I la categoría Il q-M od f. En esta. sección 
veremos otros ejemplos algebraicos. La relación con los ejemplos geométricos 
la veremos en la. siguiente sección. 

Ejemplo 2.2.1. Sea K un anillo conmutativo con unidad. La categoría P(K) 
de los K ~m6dulos proyectivos finitamente generados sobre K y aplicaciones 
K~lineales es una categoría de listones. A saber, el producto tensorial es el 
usual sobre K, pongamos 1 = K. Con el producto tensorial y el objeto unidad 
así definidos, es obvio que P(K) es una categoría monoidaJ. El trenzamiento 
es el sistema de trasposiciones Pv,w mencionado al inicio de la. sección 1.2. La 
torsión la definimos como la identidad 8v = idv y la dualidad de la manera. 
usual, o sea definimos V· = Hom K(V, K), el morfismo dv : V· ® V __ K 
como la. evaluación Q ® v .....- Q(v) , para Q E V· y v E K Y el modismo 
bv : K ~ V®V·!o definimos como bv = (dv )· : K" = K ~ (V·®V)· = 
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v··®v· = V®V·, en donde hemos usado las identificaciones usuales K- = K 
Y V .. = V. Es fácil verificar que se cumplen los axiomas que definen a una 
categoría de listones. 
Sea. V un m6dulo libre finitamente generado con base (V¡hSiSn y (vi hsiSI1 
la. base dual de V· . Es un hecho conocido del álgebra lineal que se tiene un 
isomorfismo ~v : V ® V ' ~ End(V), definido por ~v(a ® v)(u) = a(u)v 
para (} E K Y V,tL E V. En este caso bv( l ) = Av1(idv). Es fácil ver que 
expresado en las bases, tenemos que bv (1) = :L7 .. , Vi ® Vi. 

Nuestro segundo ejemplo es algo más interesante. 

Ejemplo 2.2.2. Sea G un grupo abeliano escrito multiplicativamente, K un 
anillo conmutativo con unidad, J(. el grupo multiplicativo formado por los 
elementos invertibles en K y e : G x G _ K~ bilineal, esto es, e cumple 
que C(99', h) = C(9, h)C(9' , 11) y c(g, IIh') = C(9, II)C(9, h') para 9,9', h, h' E G. 
Definimos una categoría V como sigue. Los objetos de V son los elementos 
de G. Para cualquier 9 E G el conjunto Hom(g, g) es una copia de K y 
si 9 'f; h, Hom(g, h) = O es un conjunto unitario que llamaremos cero. La 
composición de dos modismos 9 - h - f es la multiplicación de los 
elementos correspondientes en I< si f = 9 = h Y es cero en otro caso. Así I 
la unidad de K juega el papel del modismo identidad de cualquier objeto. 
Vamos a definir un producto tensorial en V . Definimos 9 ® h := gh y el 
producto tensorial de dos morfismos 9 _ h Y g' --. h' como el producto 
de los elementos correspondientes de 1< si 9 = h Y g' = h' Y como cero en 
otro caso. Es fácil ver que este producto tensorial hace de V una categoría 
monoidal estricta con objeto unidad la identidad de G. 
Definiremos ahora un trenzamiento y una torsión en V . Para g, h E G 
definimos Cg,h := c(g, h) E 1< : 9 ® h = gIL _ h ® 9 = hg = gh Y la torsión 
8, := C(9, 9) E K. Las igualdades (1.18), (1.19) Y (1.24) son consecuencia de 
la bilinealidad y la naturalidad de e y O Y se verifican fácilmente. Definimos 
el objeto dual de 9 como su inverso, esto es, 9- = g-I. Entonces bg : 1 -
9 ® g- = 99- 1 = 1 es el elemento unidad 1 E I< al igual que el modismo 
dg : 9· ® 9 = 9- 19 = 1 - 1. Las identidades que deben cumplir bv y dv se 
trivializan y la compatibilidad de 8 se deduce de la identidad C(g- I , 9-1) = 

c(g, g). De esta manera, V es una categoría de listones. 

El siguiente ejemplo está tomado de {8] donde se dejan al lector muchas de 
las demostraciones que aquí hacemos. Además, nosotros le hemos añadido 
la torsión a la categoría que allí construyen. 
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Ejemplo 2.2.3. Sea G un grupo. Un G-conjunto cruzado (derecho) es un 
conjunto X en el que G actúa por la derecha X x G ---+ X Y una aplicación 
I . I : X ---+ G tal que el siguiente diagrama conmuta 

XxG-'-X 

1·I,ida ¡ jl .1 

G x G;;;;;¡- G 

donde conj : G x G ---+ G es la acción derecha de G en sí mismo dada por 
conjugación. En otras palabras! se satisface la relación g-11x19 = Ix, 91 · 
Una aplicación entre G-conjuntos cruzados f : X ---+ Y I es una aplicación 
G-equivariante (o sea f(x·g) = J(x)·y) tal que el siguiente diagrama conmuta 

X I • Y 

~h 
G 

Vamos a denotar la categoría de los O-conjuntos cruzados y aplicaciones 
entre estos por X(G). Definimos un producto tensorial en X (G) por X®Y := 

X X Y con la G-acción diagonal dada por (x, y) . 9 = (x· g, y. g) y con la 
aplicación X ® Y = X x Y ~ G dada por I(x, y)1 = Ixllyl. La igualdad 

g-ll(x, y)lg = g-llxllylg = g-llxlgg- 1Iylg = Ix· glly· gl 
= I(x . g, y. g)1 = I(x, y) . gl (2.1) 

demuestra que X ® Y es un objeto de X(G). De la. misma manera, si dados 
dos morfismos f y h, definimos f ® h := J x h, las igualdades 

u x h)(x, y) . g» = U(x· g), h(y· g» = U x h)(x, y) . 9 

IU x h)(x, y)1 = IU(x), h(y»1 = IJ(x)lh(y)1 = Ixllyl = I(x, y)1 

demuestran que f ® 9 = J x 9 es un morfismo en X(G). Así, X(G) es una 
categoría monoidal estricta con objeto unidad el G-conjunto {l}. con 111 = l. 
Definimos las aplicaciones CX,y : X ®Y ~ Y ® X por CX,y(x,y) = (y,x·lyl), 
para x E X Y Y E Y. Tenemos entonces Que: 
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Proposición 2.2.4. Las aplicaciones CX,y : X ® Y --t Y ® X definen un 
trenzamiento en la categoría X (G). 

Demostración. 

eX,y«x,y)· g) = eX,y(x· g,y . g) 
= (y . g,(x· g) 'Iy' gl) 
= (y. g, (x. g). g-llylg) 

= (y. g,x ·Iylg) 
= (y, x ·Iyl) . 9 

= (ex,y )(x, y) . 9 

Así, e es G-equivariante . Además, 

lex,y(x,y)1 = I(y,x ·lyl) l 
= Iyllx . Iyll 
= lyllyl - 1lxllyl 
= Ixllyl 
= I(x, y)1 

Luego CX,Y es un morfismo en X(G). Por último, las igualdades: 

(id y ® ex,z)(eX,y ® idz)(x, y, z) = (idy ® ex.z)(y, x· Iyl, z) 
= (y,z,x ·Iyl·lzl) 
=(y,z,x·l(y, z)1) 
= cx,n~z(x, y, z) 

(ex,z ® idy)(idu ® ey,z)(x, y, z) = (ex,z ® idy )(x, z, y ' Izl) 
= (z,x ·Izl,y 'Izl) 
= {z, (x, y) 'Izl) 
= cxo:w,z(x, y, z) 

(ex',yo)(f ® h){x, y) = ex'.y,(f(x), h{y)) 

= (h{y), f{x) . Ih{y)1) 

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 

= (h(y),j{x) · Iyl) (2.6) 
= (h{y), f(x ·Iyl)) 
= {h ® f){eX ,y)(x, y) 
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donde en la. última igualdad f : X -- X' Y h : Y -- Y' , son modismos en 
X(G), demuestran que CX,Y es un trenzamiento en la categoría X (G). 
Con esto tenemos entonces que la categoría X(G) es monoidal estricta con 
trenzamiento. Sin embargo no es pivotal , puesto que no hay un candidato 
natural para X· . Este ejemplo cstá tomado de [81 y también aparece con 
algunas variaciones en [131. En [S] se construye una categoría asociada que 
sí resulta ser pivota.1 con trem:alllicuto, y en \13J se ve que ésta, para el 
caso particular en que X es una potencia de e, resulta ser de listones. No 
obstante, debemos hacer notar que X (C) así definida. tiene torsión. Tenemos 
el siguiente resultado. 

Proposición 2.2.5. Sea 9x , X ~ X definido por9x (x) = x·lx¡. Entonces 
la familia de isomorfismos () x es una torsión en X (G). 

Demostración. Es claro que (9x )-l(X) = x·lxl- l , luego 9x es isomorfismo 
para cada X . La igualdad 

9x (x ·g) = x·g·lx·gl = x·g·(g-'Ixlg) = x·(lxlg) = (x·lx!)·g = 9x (x)·g (2.7) 

demuestra Que Ox es G-equivariante. Concluimos Que Ox es modismo de 
G-conjuntos cruzados, de la igualdad 

Por otra parte, tenemos que 

9x•w (x,y) = (x,y) ·1(x,y)1 = (x,y) ·Ixllyl 

y por otro lado 

cY0xcx.w(9x ® 9y )(x, y) = CY@XCX@y(x ·Ixl, y. Iy!) 
= Cy@x(y· lyl,(x·lx!) ·Iy ·Iyl!) 
= CY0X(y · Iyl, x· (lxllyl-'lylly!)) 
= CY0X(y ·Iyl, x ·Ixlly!) 
= (x ·Ixllyl, (y ·Iy!) ·Ix ·Ixllyl!) 
= (x ·Ixlly!' y. (Ivllyl-'lxl- ' lxllxllv!)) 
= (x ·Ixlly!' y ·Ixlly!) 
= (x, y) ·Ixllyl 

(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 
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Por lo tanto, ()x®y = CY®XCX®y(()x@()y) y con esto termina la demostración. 

Para poder definir una dualidad en X (G), tomamos un anillo conmutativo 
con unidad R y pasamos a matrices sobre R. 

Definición 2.2.6. Definimos la categoría X(G)j R como sigue. Los objetos 
de X(G)j R son los G-conjuntos cruzados finitos, pero Hom(X, Y) es el con
junto de matrices indiciadas por pares (x, y) E X x Y tales que: 
i. Mx.g,y.g = Mx,y, \/g E G 
ii. Mx,y = Ólxl,lyIMx,y. 

Proposición 2.2.7. X (G) j R es en efecto una categoría monoidal con objeto 
unidad {l} Y con la composición y el producto tensorial de morfismos, dados 
por la multiplicación y el producto tensorial de matrices respectivamente. 

Nota 2.2.8. Producto tensorial de matrices. 
Recordemos cómo se realiza el producto tensorial de matrices. Sean A = 

(aijh~í~p,l~j~q Y B = (bklh9~m,1~I~n dos matrices sobre un anillo conmu
tativo R. La matriz A @ B es una matriz de orden pm x qn que se define 
como sigue. Indizamos las filas del producto tensorial con los pares (i, k), 1 ::; 
i ::; p, 1 ::; k ::; m y las columnas con los pares (j, l), 1 ::; j ::; q, 1 ::; l ::; n 
siguiendo el orden lexicográfico, esto es, (i, k) < (i', k') si i < i' o si i = i' Y 
k < k'. Entonces el elemento en la fila (i, k) Y la columna (j, l) es aijbkl . Por 
ejemplo, 

au av bu bv 
au' av' bu' bv' 

( ~ !) 0 ( :. v ) au" av" bu" bv" v' (2.11) cu cv du dv u" v" 
c'u' cv' du' dv' 
cu" cv" du" dv" 

Demostración. Sean !vI : X ----+ Y Y N : Y --t Z morfismos en X ( G) / R. 
Entonces 

(N o M)x.g,z.g = L lvfx.g,yNlI ,z.g = L kIx'g,lI.gN y.g,z.g = L lV!x,yNy,z 
yEY yEY yEY 
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La segunda igualdad se deduce de que y 1-+ y.g es una biyección de Y en sí 
mismo. Además 

(N o M):1;,;r. = ¿ M:1;,1INII,;r. = ¿ ólzl,lvlóISlI,I;r.IM:':,lINy,-, = á1zl,lzl(N o M)z,z' 
lIEY IIEY 

En otras palabras, (N o /v1)z. .: es cero si Ixl :/; IzI. Esto prueba que la 
composición está bien definida y es claro que idx es la matriz (Ó:¡:,%')z,r'EX, 

Supongamos ahora que M : X ---+ X' Y N : Y --+ y' son dos morfismos en 
X(G)j R y que X = {XltX2, "', xp }, XI = {x~, x;, "0' x~}, Y = {Yh Y2, ···,Ym} 
y y' ~ {YÍ, y" ... , y~} y sea Q ~ M®N. Las filas de Q están indizadas por las 
parejas (Xi, y.J19:5p,1S;k:5m y las columnas por las parejas (xi, V:hSiSq,lSI:Sn' 
El elemento de Q en la fila (Xi, YA,) Y la columna (xj, yD es M;r; ,zjN1I .. ,>/¡, 
Luego 

Q(:t:¡,1It).9,(zj,vj).g = Q (:Z:¡.9,1I1<'9),(:z:j,9,V;.9) = M;r;i.9.;cj.gN",..g,!/¡.g = Mx;,zjNYI<.ví. = 
= Q(Z¡'1IIo),(zj,tI¡) y 
I(x" y,)1 ,¡ I(xj, yíll ." IXi11y,1 ,¡ Ix,llyíl => IXil ,¡ Ix,1 o ly,l ,¡ 11IÍ1 => 
Mz;,zj = O o NII~,IIÍ. = O. Por lo tanto Q(Zi,II.t).(zí,v,) = O. Luego M ® N E 
Hom(X ® X', Y ® y'). Además es claro que el objeto unidad {l} tiene las 
propiedades deseadas. 
La categoría X(G)j R, así definida, es pivotal con trenzamiento inducido por 
el de X(G) como veremos a continuación, pero de la misma manera tiene 
torsión inducida por la que encontramos en 2.2.5. 

Proposición 2.2.9. X(G )j R es una categoría pivotal, con X· definido como 
el mismo conjunto X, pero con la aplicación I . 1-1 en lugar de I . 1, y con b 
y d, definidos por 

bx(l) ~ I)x ,x) 
zEX 

y 

dx(x, x') = 6z ,%" 

Además es de listones con trenzamiento Allx .y : X ® Y - Y ® X definido 
de manera que 
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y la torsión como la matriz e x : X ---+ X definida por 

Demostración. Ver [8J. Lo nuevo aquí es la torsión, y la demostración de 
que se cumplen las condiciones requeridas, se deduce de las propiedades del 
producto tensorial de matrices y de la delta de Kronecker. 

2.3 Funtores monoidales 

Nuestro primer ejemplo de Cuntor mouoidal estricto, relaciona las categorías 
de los ejemplos 2.1.10 y 2.2.1. A un tal funtor lo llamaremos una repre
sentación de la categoríaMO. La importancia de tener una representación 
de MO, radica en el hecho de que cada representación :F determina un in
variante de ¡sotopía de enlaces orientados con valores en el campo K. En 
efecto, un enlace orientado L en ]R2X¡O, I [ (este espacio es difeomorfo a 1R3) 

se puede considerar como un endomorfismo del objeto identidad 0. Por lo 
tanto, la imagen :F(L) es un endomorfismo de K, o sea multiplicación por 
un escalar en K. Por definición este escalar depende solamente de la clase de 
isotopía de L. 

Denotemos por X+, X_ , n, u, ñ y Ü respectivamente a los morfismos 
a, b, e, d, e, y J de MO mostrados en la figura 2.7. Turaev en [33J e inde-

a b e e 

Figura 2.7: Generadores de MO 

pendientemente Freyd y Yetter en [8J, demostraron que la categoría MO , se 
puede presentar como generada por los Ulorfislllos anteriores con relaciones 
entre ellos y los morfismos id 1 e id_l' 
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Por ejemplo, Turaev usa las relaciones siguientes: 

y 

(! n) o (U !) =!= (n !) o (! U) (2.12) 

(T n) o (U T) =T= (n T) o (T U) (2.13) 

X+ o X_ = X_ oX+ =!! (2.14) 

(X+ !) o (! X+ ) o (X+ !) = (! X+) o (X+ !) o (! X+) (2.15) 
(! n) o (X± T) o (! U) =! (2.16) 

(n!T) o (T X.T) o (T! U) o (T! n) o (T X± T) o (U !T) =!T (2. 17) 

(T! n) o (T X± T) o (U !T) o (n !T) o (T X, T) o (T! U) =T! (2.18) 

(n TT) o (T n LTT) o (TT X± TT) o (TU U T) o (TT U) = 

= (TT n) o (TT! n T) o (TT X± TT) o (T U ! TT) o (n TT) (2.19) 

donde, para simplificar la notación, hemos escrito ab en lugar de a ® b. 
Supongamos ahora que :F es un funtor monoidal estricto de MO a la 

categoría K,d/ de espacios vectoriales de dimensión finita sobre K, con la 
estructura de listones que hereda como subcategoría del ejemplo 2.2.1. En
tonces, si F( 1) = V, debido a que X+ es isomorfismo en MO y en virtud de 
(1.22), F(X+) = R satisface la ecuación de Yang-Baxter para V , o sea, es 
un automorfismo de V ® V que cumple que: 

(R® idv)(idv ® R)(R® idv ) = (idv ® R)(R® idv)(idv ® R). 

En ese caso diremos también que R es una R-matriz para. V. Recíprocamente, 
sea R : V ® V __ V ® V un automorfismo en V ® V que es solución de la 
ecuación de Yang-Baxter y ¡.L : V - V automorfismo de V que satisfacen 
las relaciones: 

R(I' ® 1') = (1' ® I')R (2.20) 

tr,(R±(idv ® 1')) = idv (2.21) 

(rR~)+(idv_ ® I')(R±r)+(idv- ® 1'-1) = idv•w- (2.22) 

El siguiente teorema se debe a 1\lraev, [33J 

Teorema 2.3 .1. Dadas una R-matriz R y un automorfismo JJ. en un espacio 
de dimensión finita V que satisfacen las relaciones (2.20), (2.21) Y (2.22), 
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existe un único juntor tensorial estricto F de MO a K-d/' tal que ;:(1) = V, 
F(-I)=V', y 

F(X+) = R, F(U) = by , F(\) = (id y • <8> I"- I)by • (2.23) 

Necesariamente entonces se tiene 

(2.24) 

No veremos la. demostración del teorema, remitimos al lector a [33] o [13J, 
aunque la idea de la demostración es clara: los generadores de MO satisfacen 
ciertas relaciones que deben satisfacer las imágenes por F. Las condiciones 
(2.20), (2.21) Y (2.22) garantizan que así sea. 

Ejemplo 2.3.2. Sea m > 1 Y Vm, un espacio vectorial sobre k de dimensión 
m, con base {Vl,""Vm }, Definimos R.n: Vm®Vm --. Vm ® Vm• por 

R".(V¡ <8> Vi) = { 

y 

q-m+lv¡ ®V¡ 

-m ~ q Vi \01' Vi 
-m ~ + -m( -1) ~ q Vj >,OIV¡ q q - q Vi 'O/Vj 

() m-2i+l' d J1.m Vi = q I V, .. ®V.., 

si i = i, 
si i < j, 
si j > i 

(2.25) 

(2.26) 

Puede demostrarse entonces que el par (Rm, J.Lm) satisface las condiciones del 
teorema 2.3.1, luego este par da lugar a un invariante de ¡sotepía de MO. 
De este invariante se puede derivar el conocido polinomio de Jones-Conway 
para nudos y enlaces. Ver [33). 

Consideremos la categoría ME del ejemplo 2.1.13. Esta. categoría tiene 
una propiedad universal que establecemos a continuación. 

Teorema 2.3.3. Sea e una categoria de listones y V un objeto de C. En
tonces existe un único juntor monoidal est1icto:Fv de ME a e que conserva 
el trenzamiento, la dualidad (izquierda) y la torsión, y tal que F(+1) = V. 

El teorema anterior nos da un método para encontrar invariantes de en
laces enmarcados. Por ejemplo, tomemos en el ejemplo 2.2.3, la subcategoría 
XG(G)/ R de X(G) / Rcuya colección de objetos es el conjunto {l, G, G"', ... ¡. 
Si aplicamos el teorema anterior a la calegoríaXc(G)j R y al objeto G, 
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obtenemos un endomorfismo :F"c( L} del objeto {l}, o sea un número en
tero, para cada enlace enmarcado L. Por ejemplo, .:Fc(L) es el número de 
pares (911 92) E G ® G que conmutan, 9192 = 9291, si L es el enlace de Hopf, 
y que cumplen la condición 91929. 1 = 92191{/2, si L es el nudo trébol. En 
general , en [S} se demuestra que rc(L) es el número de homomorfismos de 
grupo del grupo fundamental de LaG. 

Por último, consideremos para una categoría de listones V , la categoría L:v 
del ejemplo 2.1.16. Se tiene que ([351): 

Teorema 2.3.4. Sea V una categoría de listones estricta con trenzamiento 
e, torsi6n 8 11 dualidad compatible (., b, d) . Existe un único juntar covariante 
F = .:F v : C. v _ V que conserva el producto tensorial 11 que satisface las 
siguientes condiciones: 
(i) F tronsforma cualquier objeto (V, +1) en V y cualquier objeto (V, -1) en 
V', 
(ii) paro cualesquiera objetos V 11 W de V , tenemos 

F(X~w) = cv,w, F ('Pv) = Ov , F (Uv) = bv, F (nv) = dv , 

donde X~w es el morfismo de .c y que corresponde a la figura 2. 7 (a) colo
reada con' los objetos V y W, <py es el morfismo de r. v que corresponde a 
la figura 2.4 (e) coloreada con el objeto V , y Uv y nv, son los morfismos 
que corresponden a las figuras 2.7 (e) y (d) respectivamente, coloreadas con 
el objeto V , 
(iii) F realiza la correspondencia entre los morfismos de [, v representados 
en la figura 1.17, y sus correspondientes etiquetas. 

Este teorema, entre otras cosas, (ver [351), constituye un soporte riguroso 
para. el cálculo gráfico visto en el capítulo anterior. Si n, n' son gráficas de 
listones V-coloreadas, y f es un morfismo en V , en 1.5 hemos escrito f = n 
o n = n', en cualquiera de los siguientes casos: 
(i) f = F (fl), 
(ii) n ~ n' (o sea, si son isotópicos) o, si 
(iii) F (fl) = F(fl'). 



Capítulo 3 

Trazas parciales y tránsfer 

3.1 Traza y dimensión 

Sea V una categoría. de listones y sea K = K v el semigrupo End(I) con 
la multiplicación inducida por la composición de modismos y el elemento 
unidad ¡di' El semigrupo K es conmutativo, pues si k, k' : 1 ---+ 1, entonces 

kk' ~ (k ® id,)(id, ® k') ~ k ® k' ~ (id, ® k')(k ® id,) ~ k'k. 

Definiremos para endomorfismos en V un concepto de traza que toma valores 
en K. 

Definición 3.1.1. Sea f : V ---+ V un endomorfismo del objeto V. Defini
mos su traza tr(J) E K como la composición 

trU) ~ dvcv,v'(Ov f ® idv· )bv : 1 ~ 1. (3.1) 

Para un objeto V de V definimos su dimensión Dim(V) por la fórmula 

Dim(V) ~ tr(idv) ~ dvcv,v'(Ov ® idv• )bv E K. (3.2) 

Sean bv : 1 ---+ V· 0 V Y dv : V ® V· ---+ 1 los morfismos representados 
en la figura 3.1. (En la definición de estos morfismos estamos usando el teo
rema 2.3.4). 

Proposición 3.1.2. En una categoría de listones V se cumple 

dv ~ dvcv,v'(Ov ® idv·) 

bv ~ (idv· ® Ov )ev,v' bv 

54 

(3.3) 

(3 .4) 
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v v 

Figura 3.1: Los modismos bv y dv 

Demostración. 
La demostración de (3.3) se da gráficamente en la figura 3.2. La identidad 
(3.4) se demuestra análogamente. 

N o es difícil ver que la asignación V 1---+ (V*, bv , dv ) es una dualidad 
derecha en V. Por lo tanto, la proposición anterior nos da un método para 
construir una dualidad derecha, a partir de una dualidad izquierda, usando 
el trenzamiento y la torsión. 
En lo que sigue, vamos a deducir algunas consecuencias de la proposición 
anterior. 

Corolario 3.1.3. Tenemos las siguientes expresiones equivalentes para la 
traza: 

tr(f) = dv(f ® idv• )bv = dv{idv • ® j)bv 

Demostración. Para la primera igualdad tenemos, 

tr(f) = dvcv,v·{Ov ¡ ® idv* )bv 
= dvcv,v·{Ov ® idv*)(f ® idv * )bv 

= dv(f ® idv* )bv 

(3.5) 

(3.6) 

donde en la última igualdad se ha usado la identidad (3.3). Por otra parte, 

tr(f) = d vCv, V· (Ov ¡ ® idv* ) bv 
= dvcv,v·(fOv ® idv·)bv 
= dv{idv • ® ¡Ov)cv,v*bv 

= dv{idv• ® f){idv• ® Ov )cv,v· bv 

= dv{idv• ® f)bv 

(3.7) 
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donde en la segunda igualdad se ha usado la naturalidad de Bv , en la tercera 
la naturalidad de cv,v. yen la última, la igualdad (3.4). 
De aquí obtenemos dos representaciones geométricas equivalentes para la 
traza. 

Corolario 3.1.4. La traza tr(J) de un endomorfismo f : V ----t V se ve 
geométricamente uniendo por un arco simple los extremos inferior y superior 
de la representación gráfica de f de cualquiera de las formas mostradas en 
la figura 3.3. 

v v 

Figura 3.2: dv = dvcv,v. (Bv Q9 idv• ) 

r ¡ 

v 

Figura 3.3: Representaciones equivalentes de tr(J) 
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Nota 3.1.5. En el caso en que el modismo 1 represente a una maraña 
(orientada o no orientada), la construcción geométrica a la que se refiere 
el corolario anterior, se conoce como la cerradura de la maraña l. Por 
extensión, en el caso general nos referiremos a esta construcción, como la 
cerradura del morfismo l. 

Corolario 3.1.6. Para cualquier endomorfismo 1 de un objeto V en una 
categoría de listones, se tiene que tr(f*) = tr(f) . 

Demostración. Se da en la figura 3.4, donde hemos representado a tr(f*) 
como la cerradura del morfismo definido en (1.62). 

Figura 3.4: tr(f*) = tr(f) . 

La traza así definida tiene propiedades análogas a las de la traza usual 
definida en la categoría de módulos finitamente generados. 

Proposición 3.1.7. (i) Para cualquier par de morfismos 1 : V ----? W, 
9 : W ----? V se tiene que tr(f g) = tr(g J), 
(ii) Para cualquier par de endomorfismos 1, 9 de objetos de V, se tiene que 
tr(f ® g) = tr(f)tr(g), 
(iii) Para cualquier morfismo k : 1 ----? 1 se tiene tr(k) = k 

La condición de conmutatividad (i) de 3.1.7 implica la invariancia de la 
traza bajo la conjugación en End(V), o sea tr(g-llg) = tr(f). 
Demostración. Para (i) y (ii) , ver las figuras 3.5 y 3.6. La relación (iii), 
se deduce fácilmente de (3.1) puesto que todos los morfismos involucrados se 
convierten en idI , salvo 1 que es igual a k. El resultado es tr(k) = k. 
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Figura 3.5: tr(fg) = tr(gJ) 

Figura 3.6: tr(f 0 g) = tr(f)tr(g) 

3.2 Algebras en categorías monoidales. 

En esta sección extenderemos los conceptos de álgebra y coálgebra a las 
categorías monoidales. 

Definición 3.2.1. Sea V una categoría monoidal con objeto unidad I. De
cimos que un objeto A de V es un álgebra o que tiene estructura de álgebra 
en V, si existen modismos J.L : A 0 A --+ A Y r¡ : 1 --+ A, tales que los 
siguientes diagramas conmutan 
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A '10id
". A ® A • id,,@1f A 

~¡"/. 
A 

o sea se cumple que 1'(1' ® idA) = l'(idA ® 1') Y l'(idA ®~) = idA = I'(~ ® 
idA) . En este caso decimos que se satisfacen los axiomas de asociatividad 
y de unidad respectivamente. Si (A,j.'.l1) Y (A',Ji,f]') son álgebras en V, 
un modismo f : A -- Al diremos que es un morfismo de álgebras, si los 
diagramas 

conmutan. 
De manera. dual tenemos el concepto de coálgebra. Un objeto e de V decimos 
Que es una coálgebrn o que tiene estructura de coálgebra en V si existen 
modismos tl : e -- e ® e y e : e __ 1 de manera que conmutan los 
siguientes diagramas 

C 6. C®C 

6) )6®idc 
C®C~C®C®C 

C t0idc C C idc0C C . ® • 

~61/. 
C 

O sea se cumple que (Il. ® ide)1l. = (ide ® 1l. )1l. Y (ide ® E)1l. = ide = (E ® 
idc)ó.. Decimos en este caso, que se satisfacen los axiomas de COO3ociatividad 
y de cotmidad respectivamente. Si (e, 6, e) y (e', tl', c') son corugebras en 
V, diremos que un morfismo f : e ---+ e' es morfismo de coálgehras si los 
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siguientes diagramas 

f C ) C' 

~/-
1 

conmutan. 

En la figura 3.7 damos una representación diagramática de los morfismos 
¡.t, 7], A y é Y de los axiomas de asociatividad, unidad, coasociatividad y 
counidad. Los diagramas correspondientes los etiquetamos con los números 
1, ... ,8 respectivamente. 

3 4 

6 
5 

A 

Figura 3.7: Axiomas de álgebra y de coálgebra. 

e 8 
e 

Supongamos que V es una categoría monoidal con trenzamiento e, y sea 
A un álgebra en V. Podemos dotar a A 0 A con una estructura de álgebra 
de manera canónica usando el trenzamiento c. 

e 
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Proposición 3.2.2. Sea A un álgebra en la categoría monoidal V que tiene 
trenzamiento c. Entonces (A 0 A, ¡?, 7] 0 7]) es álgebra, donde ¡? está dado por 

¡?: A0A0A0A idA®CA,A®id
A

) A 0 A 0 A0A~A0A 

Demostración En la figura 3.8 se demuestra la proposición. En la segunda 
igualdad en la parte superior se ha usado dos veces el axioma de asociativi
dad, en tanto que en la segunda igualdad de la parte inferior se ha usado dos 
veces el axioma de unidad. Aunque no se ha señalado en el dibujo, todos los 
arcos están coloreados con el objeto A. 

1 
= ./ \ 

n 
Figura 3.8: Estructura de álgebra en A 0 A. 

Si C es una coálgebra en V, entonces de manera dual C 0 C tiene estruc
tura de coálgebra, dada por 

El objeto 1 tiene estructura de álgebra y de coálgebra trivial, o sea, la mul
tiplicación, unidad, comultiplicación y counidad son todos iguales a idI 

Proposición 3.2.3. Si (H, J-L, 7]) es álgebra y (H, 6., é) es coálgebra, entonces 
las siguientes condiciones son equivalentes. 
i . 6. : H ~ H 0 H Y é : H ~ 1 son morfismos de álgebras. 
íí. J-L : H 0 H ~ H Y 7] : 1 ~ H son morfismos de coálgebras. 
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DemostmciÓn. El hecho de que 6. y é sean morfismos de álgebras equivale 
a la conmutatividad de los siguientes diagramas: 

En tanto que JJ. y 1] son modismos de coálgebras si los siguientes diagramas 
conmutan 

'1 1 • H 

~/ 
1 

Teniendo en cuenta las definiciones de .ó. y de í1 vemos que son exactamente 
los mismos diagramas. La siguiente definición se debe a Majid (1991), (ver 
por ejemplo [29]). 

Definición 3.2.4. Sea H un objeto en una categoría monoidal V , que tiene 
simultáneamente estructura de ¿ílgcbra. (H,p.,1]) y de coálgebra (H, 6. ,é). 
Diremos que H es un biálgebm, si los morfismos J1.. 1'/, t:l. , é satisfacen una de 
las dos condiciones equivalentes siguientes: 
i. 6. : H .- H ® H Y é : H --+ 1 son morfismos de álgebras. 
ii. J.L : H ® H --+ H Y 1] : 1 ---+ H son morlismos de coálgebras. 

Veremos en la siguiente proposición que en una categoría pivotal, apare
cen de manera natural objetos con estructura de álgebra y de coálgebra. 

-
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Proposición 3.2.5. Sea V una categoría que es pivotal autónoma tal que 
paro todo objeto X se tiene" X = X', o es de listones, y X un objeto de V. 
Entonces el objeto B = X ® X· tiene estructura de álgebra con J.' y TI dadas 
por 

y 

1": B ® B = X ® X· ®X ® X·;d x 0dx"ldx; X ® X· = B 

bx 
~: I-B 

y tiene estructura de coálgebra con l::i y é dadas por 

y 

6.: B = X ® X .. idx0iJX0id,'('; X ® X' ®X ® X' = 8 0 B 

dx .:B=X®X·- I 

Demostración. En la figura 3.9 simultáneamente se representan los morfis
mos J.I. y TJ Y se demuestran los axiomas de asociatividad y de unidad , o sea que 
se cumplen las condiciones que definen a. un álgebra. JJ{p. ® idx ) = Jl(idx ® 1") 
Y I"(idx ® ~) = idx = I"(ry ® idx ). Los morfismos t!. y. los representamos 
en la figura. 3.10 La demostración de los axiomas de coasociatividad y de 
counidad es dual a ésta y la omitimos. 

Sin embargo, el objeto B = X ®X· no tiene estructura de biálgebra, pues 
no se cumplen las condiciones de compatibilidad de 3.2.4. En el Capítulo 5 
veremos cómo construir, a partir de una categoría pivota! , una en donde 
existen objetos con estructura de biálgebra. 

Nota 3.2.6. Supongamos que F es una representación de la categoría V , es 
decir , un funtor monoidal estricto de V en la categoría de espacios vectoriales 
sobre e de dimensión finita, y que A es un álgebra en V . Entonces F (A) 
es un álgebra en el sentido usual. Análogamente, si e es una coálgebra en 
V , entonces F(C) es una coálgebra en el sentido usual. Para F (A ® A) = 
1'(A) ® 1'(A), tenemos dos estructuras de álgebra, a saber, una dada por 
(1'(A ® A),1'(íl),F(ry®ry)), donde (A ® A,íl, ry ® ~) es la estructura de 3.2.2 
y otra dada por la estructura usual o canónica para F (A) ® F(A) , es decir 
(1'(A) ® 1'(A) , (1'(1") ® 1'(I"))(idF(A) ® rF(A).F(A) ® idF(A»), 1'(ry) ® 1'(ry)). 
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TI - U X 

X X 

Figura 3.9: ¡t(¡t0 idB) = ¡t(idB 0 ¡t) y ¡t(r¡ 0 idB) = ¡t(idB 0 r¡) = idB ' 

Figura 3.10: La comultiplicación ~ y la counidad é 

Vamos a escribir F(A) 0 F(A) Y F(A) 0 F(A) para denotar las álgebras 
con las estructuras no canónica y canónica respectivamente. Notemos que 
la diferencia radica en el producto, pues F(íJ,) = (F(¡t) 0 F(¡t))(idF(A) 0 
F(CMM)0idF(A») y F(CMM) es una R-matriz en F(A), que no coincide con 
la trasposición P A,A en general. 

Es por esto último, que si H es una biálgebra en V, entonces no nece
sariamente F(H) es una biálgebra en el sentido usual, puesto que ~ : 
H ---+ H 0 H es un morfismo de álgebras en V, o sea, con el producto 
(¡t0 ¡t)(idH 0 CH,H 0 idH ) en H 0 H. Luego lo que tenemos es que F(~) : 

--------F(H) ---+ F(H) 0 F(H) es un morfismo de álgebras, pero no necesaria-
mente lo es F(~) : F(H) ---+ F(H) 0 F(H). 
Sin embargo, es posible obtener al álgebra F(H) 0 F(H) como la imagen 
de un funtor si la categoría V es de listones y F es un funtor monidal es
tricto que conserva la dualidad de V a la categoría de espacios vectoriales de 

-
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dimensión finita sobre e, que denotaremos por edJ , considerada como cate
goría de listones con la estructura usual (en particular el trenzamiento es la 
trasposición) o Sean .cv y .cCd! las categorías de grá.ficas de listones asociadas 
a V y edJ respectivamente y Qv, QCd! los funtores de la proposición 203.40 

Podemos extender el funtor F, a un funtor F : .cv --t .cCd! que trans
forma el objeto ((Ví., ,8¡), 000' (Vm, ,8m)) de .cv , donde ,8 = ±1, en el objeto 
((F(V1), ,81), 000' (F(Vm ), ,8m)) de .cCd! ya una gráfica de listones V-coloreada, 
le cambia el color de las bandas, los cupones y anillos, por la imagen bajo el 
funtor F de estos colores, quedando una grá.fica de listones edrcoloreadao 
Sean 

~ F QCd! 
S = QCdJ o F : .cv -+- edJ -+- edJ 

(308) 
Entonces, si denotamos por r v al trenzamiento de .cv coloreado con 

el objeto V de V, tenemos que R(rv) = F(cv,v) , en tanto que S(rv) = 
PF(V),F(V) o Sea O el diagrama de gráfica de listones V-coloreada de la figura 
3011 (a)o La imagen F(O) está representada en el diagrama de la figura 3011 
(b)o De aquí que R(O) = F(¡¡) : F(H)®4 --t F(H)®2, mientras que S(O) = 
(F(J.L) ® F(J.L))(idF(H) ® PF(H) ,F(H) ® idF(H») : F(H)®4 --t F(H)®2 0 Es ----decir, R((H, 1) ® (H, 1)) = F(H) ® F(H), en tanto que S((H, 1) ® (H, 1)) = -----F(H) ® F(H)o Luego las estructuras de álgebra F(H) ® F(H) Y F(H) ® 

A 

F 

F(H) ~ F(H) 
(a) 

F(H)F(H) 
(b) 

Figura 3011: S(O) = F(H) ® F(H) 

F(H) se obtienen de una misma gráfica V-coloreada, como imágenes de dos 
funtores distintoso 

Haremos uso del funtor S en el Capítulo 50 
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Ejemplo 3.2.7. Si la categoría Ves la categoría de espacios vectoriales, 
con el trenzamiento dado por la t rasposicióll , lo::> conceptos anteriores son 
entonces los conceptos usuales de álgebras, coHlgebro.s y biálgebrns. A con
tinuación veremos cual es la estructura de álgebra y coálgebra en el espacio 
vectorial V ® V· si V es un espacio vectorial de dimensión finita. Estable
ceremos el siguiente lema del álgehrn. lineal, :-.in dar la demostración. 

Lema 3.2.8. La aplicaciÓ't Xu,v : V ® U' ---- Jlom(U, V) dada por Xu,v(v® 
a)(u) = o(u)v para u E V, v E V Y (t E V' es 1m isomorfismo si U o V son 
espacios vectoriales de dimensión finita. En pm1¡icular, si V es de dimensión 
finita, la aplicación Xv,v : V ® V' --+ End(V) es un isomorfismo. 

Entonces tenemos que 

Proposición 3.2.9. El producto en V ® V ' definido en 3.2.5 corresponde 
bajo la aplicación X dellcma antcrior, u ir, m1ftlK>sición de aplicaciones. En 
otras palabras X es un isomorfi.smo dc lilycbms. 

Demostración. Sean f : V - V Y [J : V ---+ V dos endomorfismos de 
V. Entonces es fácil ver que 

X¡;,~(J) ~ ¿ J;jv) ® v'. 
iJ 

En efecto, 

Análogamente, tenemos 

"','~ 

Multiplicando en V ® V· , queda 

(L fi jVj ® Vi )(¿Y,nn1J" ® 1'''') = L !/",.J;JVj ® urn 

iJ m , Il j ,m .• 

que es el modismo que corresponde bajo y 11 9 o J. Además, t.enemos que 
X¡;,~(idv) ~ L:, v, ® v'. 

La siguiente proposición es un conocido resultado del álgebra lineal que 
establecemos sin demostración. 

-
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Proposición 3 .2.10. El espacio dual de un álgebm de dimensión finita tiene 
estructuro de coálgebra. 

De aquí, que la estructura. de coú.lgcbra en V ® V· corresponda a la es
tructura de corugebra dual a End(V). 

Nota 3.2.11. Supongamos ahora que:F (~ \lila representación de la catego
ría de listones X y sean X un objeto de X , V = F(X) y W = F(X ®X' ) = 
V ® V-o Entonces R = F(CX0X' ,X®X' ) : W ® w --+ W ® W es una 
R-matriz en W ® W I que corresponde bajo el isomorfismo de 3.2.8 a una 
R-matriz, R en End(V) ® End(V). Por lo .... isto en 3.2.6, W ® W y por 
lo tanto End(V) ® End(V) tiene dos estructuras de álgebra con la misma 
unidad idv ® idv, a saber, la usual, y (J ® g) ® (h ® i) ~ (J o h') ® (g' o i) , 
donde h' ® g' = R(g ® h), que satisface (J ® g) ® (idv ® idv ) ~ f ® 9 Y 
(idv ® idv) ® (h ® i) ~ h ® i, para f , g, he i endomorfismos de V. 

Ejemplo 3 .2.12. Consideremos la categoría X (G) del ejemplo 2.2.3. 

Proposición 3.2.13. El objeto G es un álgebra en X(G). 

Demostración. G es un G-conjunto en X (G) con la acción dada por 
conjugación y 1 . 1 = ideo Definimos l' : G ® G = G x G ~ G como el 
producto en el grupo,l'(x,y) = xy y ~: {I} ~ G, por ~( I ) = 1. Tenemos 

I'((x, y) . g) = I'(g- Ixg , g-Iyg) 
= g- lxyg 

= I'(x,y)· 9 

para X , Y, 9 E G, luego J.L es G-equivariante, y 

II'(x, y)1 = xy = I(x, y)1 

Es decir, I·IJJ = 1·1. Por lo tanto, It e'i morfismo en X(G) y es trivial ver que 
también lo es TI. 
Los axiomas de asociatividad y de unidad que se deben satisfacer en X(G) 
son los correspondientes axiomas de asociatividad y de unidad en el grupo 
G. Luego (G,I',~) es un álgebra en X(G). 

Sin embargo no existe una estructura de coálgebra visible para G. 
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Supongamos que A tiene estmctura de álgebra (A, J,I., 71) Y e de coálgebra 
(e, 6., e). Concluimos esta sección definiendo una operación en Hom(C, A) 
que llamaremos producto convolución. 

D efinición 3.2.14 . Sean A un álgebra y CUila coálgebra en V . Para I ,g E 
Hom(C, A) definimos el producto convolución de f y g, f * 9 E Hom(C, A) 
por 

Supongamos que A es de la forma A = X ® X· y e es de la forma 
e = y ® y* con las estructuras de álgebra y coálgebra de la proposición 3.2.5. 
Geométricamente, en este caso, el producto convolución de los modismos f 
y g, se representa. en la figura 3,]2. 

Definimos ¡¡ : Hom (C,A) x Hom(C, A) ~ Hom(C,A) y:;¡ : {*} ~ 

Figura 3.12: Representación gráfica de f * g. 

Hom(C,A) por ¡¡U,g) = f * 9 y :;¡ = ~<. Podemos considerar a ¡¡ y :;¡ 
como morfismos en la categoría mOlloidal de conjuntos, (e, x, *). Tenemos 
entonces que 

P roposición 3 .2 .15. (Hom(C, A) , Ii, 7f) es un ál,qcbm en la categoría monoidal 
de conjuntos (e, x,*). 

Demostración. En la figura 3.13 se demuestran los axiomas de asociativi
dad y unidad. 
Vamos a usar este producto en el siguiente capítulo para dar una descripción 

alternativa de las álgebras de Tcmpcrlcy-Lil!b. 

Nota 3.2.16 . Si la categoría V es la categoría de espacios vectoriales, la 
definición anterior es el conocido producto convolución de aplicaciones li
neales. Si H = A = C recordemos que cu este caso, (End(H ), *. 1J~) es un 
álgebra, y si las estructuras son compatibles, esto es, si H es una biálgebra, 

-
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~x x* x~ f - I = f 

Y Y r y y y 

entonces una antípoda S para H es un endomorfismo que es inverso de la 
identidad para este producto, o sea, S * id = id * S = fié Y que un álgebra de 
Hop! es una biálgebra H con una antípoda S. 

3.3 Trazas p a rciales y t rá nsfer. 

3.3.1 Trazas p arciales 

En esta sección vamos a extender el concepto de traza a trazas parciales 
y veremos su relación con el tránsfer que es un concepto de la topología 
algebraica, categorizado por Dold y Puppe en [41. 

D efinición 3.3 .1. Sea f : X ® Y -- X ® Y un cndomorfismo en una cate
goríade listones X. Definimos un endomorfismo de Y , denotado por trl,X(f) 
y otro de X, denotado por tr2,y (J) y que llamaremos la primera traza parcial 
de J respecto a X y la segunda troza parcial de f respecto a Y respectivamente, 
como las composiciones 



70 CAPÍTULO 3. TRAZAS PAnC/ALES y TRÁNSFER 

Las trazas parciales se representan gráficamente en la figura 3.14. 
A continuación veremos algunas de sus propiedades. 

y 

Figura 3.14: Trazas parciales. 

Proposición 3.3.2. Sea f : X 0 Y __ X ® Y un endomorfismo en una 
categoría de listones X . Entonces 
(i) tr(tr¡ ,x(J)) = tr(tr2,y(J)) = tr(J) 
(ii) si Y = X', f. idx"x = (tr2,,,(J) 0 id,,) Y idx"x' f = (idx 0 tr¡,x(J)) · 

Demostración. 
(i) La traza de cada una de las trazas parciales se representa como la cerra
dura del morfismo J, luego el resultado se deduce del corolario 3.1.4. 
(ii ) La primera igualdad se demuestra grúficamente en la figura 3.15. La 
segunda igualdad se demuest.ra análogamente. 
La siguiente proposición relaciona mediante la traza parcial , al trenzamiento 

Figura 3.15: J * idx®x = tr2,X(f) ® id,\'". 

y la torsión en una categoría de listones. 

Proposición 3.3.3. En una categoría de listones X con trenzamiento e y 
torsión (j, se satisfacen las ndaciones 

(3.9) 

-
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Demostración. Se da en la figura 3.16. 

Supongamos ala inversa, que la categoría V es t renzada -no suponemos que 

x x 

= ex = 

x x 

Figura 3.16: tr2.Y(cx.x) = Ox = trl ,X(CX,x). 

tiene torsión- y autónoma, o sea, que tiene dualidad izquierda (V·, bv , dv ) 
y derecha eV,bv,dv ). de forma tal que·V = V· y V" es naturalmente 
isomorfo a V. La última condición implica que f U corresponde a f bajo el 
isomorfismo natural . Podemos entonces definir las trazas parciales, según las 
fórmulas 3.3.1. Tenemos entonces que: 

Teorema 3.3.4. Supongamos que paro cada objeto V de V , el morfismo 
trl,V(CV,v) = trl (CV,V) : V ---. V es un isomorfismo. Entonces la fórmula 
Bv = tri (cv,v) define una torsión en V . 

Demostración. Por hipótesis ()v es isomorfismo. Demostraremos que 
8v®w = cw,vcv,w(8v ® 8w ) y que () es naturaL La primera relación se 
demuestra usando el cálculo gráfico en la figura 3.17, donde se ha usado la 
naturalidad del t renzamiento en los cruces encerrados en los círculos A y e, 
y la relación de Yang-Bax:ter para c en los cruces encerrados en el círculo 
B. La figura 3.18 demuestra la naturalidad de trt(cv,v). La primera y 
última igualdades se deducen de la naturalidad de c. La segunda igualdad se 
deduce de la proposición correspondiente a (1.67) para la dualidad derecha, 
la tercera por isotopía de diagramas y la cuarta de (1.67) teniendo en cuenta 
que podemos sustituir a j"* por J en la figu ra. 

Supongamos que (H , J.L, rJ,~ , ~, S, R) es un álgebra de Hopf cuasit riangu
lar con antípoda S. S es entonces invertible, pues en este caso fJl resulta 



72 CAPÍTULO 3. TRAZAS PARCIALES Y TRÁNSFER 

Figura 3.17: tri (CV@W,V®IV) = CW,VCV,W(trt (CV,v) ® tri (Cw.w» 

ser un automorfisrno interno (ver por cj<'ll lplo. [13], sección VIII.4 página 
179). Sabemos por 1.4.7 y 1.4.10 que la C¡l.t(~gOrí fl f1 -Mod¡ es una categoría 
trenzada con dualidad izquierda. Podemos dOLar a H-A4od¡ de una dualidad 
derecha, si tomamos para ulllllódulo V en I/-M odI , 'V = V· y 

(x· f)(v) = f(S - ' (x)· v) (3.10) 

para x E H Y f E V·. Se puede comprobar sin dificultad que las aplicaciones 
bv : k -- v· ® V Y d : V ® V· -- k dcJiuidas por bv(l) = ¿ i Vi ® Vi Y 
dv(v¡ ®vi) = Óij define una dualidad derecha en H-Mad, de manera tal Que 
se satisfacen las condiciones previas a la proposición anterior, o sea, *V = v· 
y V·· es naturalmente isomorfo a V . P OI' lo tant.o, tencmos: 

Corolario 3.3.5. Sea (H, J1. , 1], 1:1 , é, S , R) un álgebra de Hopf cuasitriangular 
con antípoda invertible, y supongamos que pa1ll cada H-módulo V en H
MadI, se tiene que 9v = trl(CV,V) es Uf! isomorfismo en V. Entonces la 
familia (9v )v es una torsión compatible con la dualidad. Por Jo tanto H
M 00, e.s una categoría de listones o equitl6lentemente, H es un álgebra de 
listones. 

-



-

3.3. TRAZAS PARCIALES Y TRÁNSFER. 

I 

X l)! 

f\<-
1 

= 

Figura 3.18: Naturalidad de trl (cv,v) 
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Demostración. Sabemos por la proposición anterior, que Bv = trI (cv,v) es 
una torsión en H·/vJod, . Faltaría por demostrar que la torsión es compatible 
con la dualidad, o equivalentemente, por 1.5.3, que trI (ev · ,v,) = (trI (cv,v » .. 
Notemos primero que la noción de traza parcial en H-Mod, coincide con 
la noción usual , a saber, si f : U ® V _ U ® V es un endomorfismo de 
espacios vectoriales de dimensión finita U y V con bases (uih:Si:Sn Y (Vjh5i:Sm 
respectivamente, y si f(u¡ ® vi) = ¿k,! fi~IUk ® VI, entonces 

"" ./ "" .. tr¡U)(Vj) = L. f!jv/ y tr,U)(u;) = L.I./u. (3. 11) 
i,1 j,k 

Se cumple entonces que: 

Lema 3.3.6. Las trozas pardales satisJacen tr.U") = (tr.U))" para '" = 
1,2. 

Demostración. Haremos la demostración para cuando a = 1. El caso 
'" = 2 es análogo. Tenemos J"(u' ®vi) = L,k/ J;lu' ®v/ , luego tr¡U")(vi) = 
L,¡¡J;/v/ = (tr¡U))" (vi). Por lo tanto tr¡(J.') = (tr¡U))". , 
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Aplicando el lema anterior para f = Cvy, obtenemos el resultado deseado. 

Ejemplo 3 .3 .7. Sea k un campo y H el codent.e del álgebra libre k{ t , x} 
por el ideal bilateral gencmdo por (l. - 1, X2, xL + tx. ASÍ, ¡.¡ es un álgebra 
de cuatro dimensiones, con ba."C {1, :r.. t, ,¡;f,}. No L~ difícil demostrar que 

ó(t)=t ® t, Ó(x)= I ® x+x ® t, « t )= 1 
«x) = O, 5(t) = t, S(,,) = tx 

(3. 12) 

(3. 13) 

le dan a H una estructura de álgebra de Hopf con antípoda S de orden de 4. 
Este ejemplo se debe a Sweedler ([30]). Se puede demostrar también que 

1 ,\ 
R, = 2(1 ® 1+ 1 ®x+x® I- x®x) + 2(t ® t +t®xt+xt®tx - tx® t) 

dota a H con una estructura de álgebra de Hopf trenzada, para cualquier 
escalar A. Además es fácil ver que H¡I = Pu,u(R),) . Esta úl tima condición 
implica que el trenzamienLO dado por n e; s illlétrico, igual a la t rasposición, 
en virtud de (1.46), esto es, cv,v = Pv,v para cualquier H-módulo V de 
dimensión finita. Luego trl(cv.v) = idv y por lo tanto, 8v = idv es una 
torsión compatible con la. dualidad que hace de N -AlIad, una. categoría de 
listones 

Nota 3.3.8. La estructura de li!:itones qlle hemos obtenido aquí con el 
método expuesto, coincide con la dada en [13] , aunque a llí no dicen cómo 
obtenerla. 

Ejemplo 3.3.9. Consideremos el Uq-módulo V,I = VI ,n definido en p31, para. 
0 < n < d. Como módulo , está ge·neruuo por un vector de peso má..ximo VOl y 
la acción de U q en la base canónica {vi: , ... , IJ::J Cti t{t dada. por las relaciones 

Kv; = qrn-2Pv;, Ev;=[m-p+l]v;_11 FV;=[p+l]v;+I' (3. 14) 

Si Vm es otro Uq-módulo, aplicando (1.46) ti. la R-matriz universal de (1.61 ) 
podemos encontrar explícitamente il r~., \"" : Vn ® Vrn --+ VfII ® V". Queda 
entonces. 

c~ .. ,v ... (v; ® v;.n) = L 
O:Sk9-1 

(q-q-')'ln-p+kJ I[p+rJ! n.o m n 

['-J' I _ J'I·J ' "".. (a)v ... ® vp_' h".. JI, r. J • 

(3.15) 

-
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donde cr es cualquier entero tal que m + od sea un número par, y 

q~m (Ct') = qk(k-l )/Z+k(m-fI,)-"...-rn -2(k-p)(k+r)+(m+od)n/2 

Si U = V. calculando, nos da 

donde 

n-, 
tr,(cñ)(v,) = 12:: r; .. "lv, 

'.0 

, (q - q-I)' In - rl !12r + kl! n 
r,+" , = Ikl! In r kl!lrl! q, (,,), 

q~(Q) = qk(k-I)/2-(r+k)n-rn+2r(k+r)+(n+Qd)n/2 
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(3.16) 

(3.17) 

(3. 18) 

(3.19) 

y 0'. como antes, es cualquier ent.ero tal que n + crd es un número par. 
Es decir, la. traza parcial es multiplicación por un escalar. Este resultado 
para la torsión en Uq-Mod¡. coincide con el dado en 1.4,17 si realizamos 
el cálculo correspondiente de la acción (K u -1 )Vp , usando la fórmula general 
u-1 = Eí S-2(t¡}S¡. siendo R = Li Si ® ti la R-matriz universaL 

3.3.2 Tránsfer 

En [4], Dold y Puppe dan una definición de tránsfer para categorías pivcr 
tales simétricas. Nosotros consideraremos el trlÍnsfer 1 en el contexto de las 
categorías de listones. 
Supongamos que el objeto e de V tiene estructura de coálgebra (C,6,E), y 
sea f : e --t C un endomorfismo de c. 

Definición 3.3.10. El tmnsfer T f de f se define como la composición 

Tf: I~C®C·~c· ®d~c· ®c~C· ®c®C~c 
(3.20) 

o bien, en virtud de (3.4), como la composición 

(3.21) 
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Proposición 3.3.11. Sin cambiar- el morfism.o T f podemos reemplazar en 
(3.20) a 1* 0 ~ por cualquiem de los siguientes mO'rfismos 

(i) C* 0 C idc·®A ~ C* ® C 0 C illc· ®f 0 id c,.. C* ® C ® C 

(ii) C* 0 C idc ·®¡ ~ C* 0 C idc'®~) C* 0 C 0 C 

(iii) C* 0 C idc·®A) C* 0 C 0 C idc'®f~ C* 0 C 0 C 

si f es morfismo de coálgebras en el caso (iii). 

Demostración. El tránsfer y las igualdades que plantea la proposición 
están dadas en la figura 3.19. Las primeras dos igualdades, se obtienen de 
1.5.2. La tercera es obvia. 
Una de las características que hacen al tránsfer interesante es que tiene una 

e 

(i) 
(ji) 

(iii) 

Figura 3.19: Demostración de 3.3.11. 

propiedad de "punto fijo" , como muestra. la. siguiente proposición. 

-
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Proposición 3 .3.12. Si f : e -- e es morfismo de coálgebros, entonces 
el diagrama 

1 

y~ 
C J • C 

conmuta. 

Salvo por la generalidad categórica, podemos decir entonces, que la ima· 
gen de 'T / yace en el Uconjunto de puntos fijos de j." 
Demostraci6n. Tomando como representación para r J el diagrama 3.19 (i) 
el resultado se deduce de la igualdad de los diagramas 3.19 (ii) Y (iii). 

Si e es una coálgebra en V , podemos definir ~ igual que en el caso clásico, 
.6,(n) : e __ C'8(n+l) inductivamente para n 2: 1 por .6.(1) = .6. Y 

(3.22) 

Una sencilla inducción demuestra entonces que: 

Corolario 3.3.13. Si f : e __ e es morfismo de coálgebros, entonces el 
diagrama 

conmuta. 

Otra propiedad. interesante del tránsfer es que "está. a un paso de la traza" 
en el siguiente sentido. 

Proposición 3.3.14. Si e es una coálgebm en una categoría V, la troza 
de un endomorfismo f : e --+ e factotua a través de e como muestro el 
siguiente diagrama 

C 

:/.' 1 " In. 1 

Demostroci6n. Ver la figura. 3.20, donde se ha usado el axioma de counidad. 
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e 

Figura 3.20: E( T 1) = tr(f) 

Proposición 3.3.15. Si e = X 0 X* tiene la estructura canónica de coálgebra 
dada en 3.2.5, entonces el tránsfer cO'fí'espondc por- la adjunción f ~ (f 0 
idv• ) (idu ® bv ) de (1.63) a la traza pur-C'ial tr) ,x (f). 

Demostración. Ver la figura 3.21, en donde hemos usado para el tránsfer 
la representación de la figura 3.19 (ii). 

.. 

Figura 3.21: Demostración de 3.3.15 

Sea K = IR o te y consideremos la categoría f{ dI de espacios vectoriales de 
dimensión finita sobre K. Sabemos que KdJ es de listones con la estructura 
trivial, o sea, cv,w = Pv,w y ev = idv para cualesquiera espacios vectoriales 
de dimensión finita V y W. Si e es un objeto en f{dJ y f : e --+ e es 
un endomorfismo, podemos considerar su tránsfer T f : K --+ e, que es un 
punto fijo del endomorfismo f. 
Supongamos ahora que la coálgcbra e tiene un elemento 1 tal que .6.(1) = 
1 ® 1 (lo cual implica que é (1) = 1). Pongamos T" (e) = e (i!;n si n > o y 
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T'l(C) = K. Definamos las aplicaciones lineales Ó~''''IÓ~+I de rn en m+1 
por: 

Ó!!(x¡ ® ... ® xn ) = 1 ® XI ® ... ® X, .. 

~+l(Xl ® o •• 0xn ) = XI ® ... ®xn 0 1, 
Ón (Xl ® 0'0 ® xn ) = Xl ® o •• ® Xi_1 ® 6(x¡) ® Xi+! ® o •• ® X n 

(3.23) 

si 1 ~ i $ n. Si n = O, definimos 6g(1) = óó(l2 = 1 Y Ó : yn _ yn+l por 

n+1 

ón = ¿)- I);Ón 

i=O 

resulta entonces que 6n +1 o ón = 0, luego (T· (C) , ó) es un complejo de COC8-

denas llamado el complejo cabarra (cobar complex). 
Notemos que HO(C) = (x E C I L\.(x) = x ® 1 + 1 ® x}. Si x es un elemento 
en HO(C), se dice que x es un elemento primitivo de e y el subespacio de 
elementos primitivos de e se denota por Prim(C). La siguiente proposición 
es bien conocida (ver por ejemplo, [3[ Cap. 11, §1.2, Prop. 4, o [13), Cap IlI, 
Proposición 111.2.6) 

Proposición 3.3.16. Si x E Prim(C), entonces é(X) = O. Además, si e 
es una biálgebm, entonce3 Prim(C) es cerrado bajo eL ronmutador [x, U] = 
xy - yx. 

Demostración. Tenemos 

x = «I)x + «x)1 = x + «x)1 

luego e(x) = O. Por otra parte si Ces biálgebra, entonces 

L\.(xy) = (1 ® x + x ® 1)(1 ® Y + V ® 1) 

= l®xy+x ® V+y®x+xy®1 

luego L\.([x, yD = 1 ® xy + XV ® 1. 

(3.24) 

Supongamos que f : C -- e es un modismo de coálgebras tal que T f E 
Prim( C). Necesariamente cntonces se ticne que tr(J) = 0, en virtud de 
3.3.14 y de la proposición anterior. En este caso, T f ; K __ e es una coau
mentación del complejo de cocadenas, induciendo una cohomología reducida 
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que denotamos por H-(C). Además, si J(I ) = 1, J"'o , yo - yo es un 
morfismo de cocadenas, pues 

f"I0+1)60(x, ® ... ® xo) = J(I) ® J(x,) ® ... ® J(x,,) 

- (f ® /)I'>(x¡) ® ... ® J(x,,) 
+ J(x,) ® (f ® /)I'>(x,) ® ... ® J(xo) - ... 
+ (-1)"+' J(x,) ® ... ® J(x,,) ® f(l) 
= I ® /(.,,) ® ... ® f(x,,) -I'>(f(x,)) ® ... ® f(x,,) 

+ f(x,) ® I'>(f(", )) ® ... ® f(xo) - ... 
+ (-1)"+' f(x,) ® ... ® f(x o) ® 1 
= án.J®n 

(3.25) 

Por lo tanto, ~ este casoJ induce un endomorfismo en las cohomologías 
reducidas r ' Ho(C) _ HO(C). 

3.3.3 Generalizaciones del t ránsfer 

Sea (H, Ji, TJ , 6. , €, S, 8) , un álgebra de list.ones y consideremos la categoría 
H-Mod, de módulos de dimensión fiuita sobre JI. Vamos a definir una ge.
neralización del tránsfer para enuolllorfislUos de ciertos objetos de H-ModJ• 
de manera que se tenga uua propiedad análoga a 3.3.14. Necesitamos el 
concepto de comódulo, dual al de módulo, esto es, 

D efinición 3 .3.17. Sea H unacoálgebra. Un espacio vectorial V provisto de 
una aplicación lineal .ó.v : V --+ H ® \/, es un fI -comódulo, si los siguientes 
diagramas conmutan 

Diremos que f : U --+ Ves morfismo de com6dulos si Óv J = (id u ® J)fiu. 

Supongamos que V es H -módulo, con ¡LV: H ® V ---+ V Y a la vez es H
comódulo con Óv : V ---+ H ® V. PO<!CIIll»> dot.ar n 11 ® V con las estructuras 
inducidas de H-módulo y d<: H-('omódulo. No es difícil demostrar entonces 

-
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que J.'v es modismo de comódulos si y sólo si 6 v es morfismo de módulos 
(la demostración es análoga a la demostración de 3.2.3). Si se satisfacen esas 
dos condiciones de compatibilidad equivalentes, se dice que V es un bim6dulo 
(algunos autores prefieren la denominación M6dulo de Hop/). 

Definición 3.3.18. Si V es un H-bimódulo de dimensión finita, y f ; V ---t 
V es un endomorfislllo, definilllos {'¡ tniu ... fl !r' de J asociado a N , como la 
composición 

(T f)H : I~V ®V·~V ®V·~~·H ®V®V·~H (3. 26) 

De esta manera, a un endomorfismo f de V le asociamos un elemento en 
el álgebra de listones H, que tiene la siguiente propiedad (ver 3.3.14). 

Proposición 3.3.19. «(Tf)~/)) = tr(f). 

Demostración. Veáse la figura 3.22 a, b y e donde se han representado el 
morfismo .6. v I la conmutatividad del triángulo de 3.3.17 y la demostración 
de la proposición respectivamente. 

Otra opción es definir el tránsfer como una aplicación que asocie a cada 
morfismo f E End(V) una aplicaci6n lineal -r fE End( H ). Definimos 

(3.27) 
Tenemos entonces: 

Proposición 3.3.20. «(-rf)II))~ = trU). 

Demostraci6n. Vease la figura 3.23. 

Por último, 
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~v 

v , 
(a) (b) 

= 

v 

(e) 

Figura 3.22: é((T.f)}{)) = tr(J). 

Definición 3.3.21. Si V es un H-módulo-coálgebra, para cada f : V ---+ V 
en H-Mod¡, asociamos una aplicación lineal (T' f)H,v : H ---+ V, por 

idv®dv 
-----~) V 

(3.28) 

Este tránsfer generalizado tiene las dos propiedades del tránsfer, a saber, 
tenemos: 

Proposición 3.3.22. Si V es un JI -módulo-coálgebra y f es un morfismo 
en H -M od ¡ que es a su vez morfismo de coálgebras, entonces: 
i. év o (T' f)H,v o TI = tr(J), 
ii. f o (T' f) H,v = (T' f) H,v , si f : V ---+ V es además un morfismo de 
coálgebras. 

Demostración. Es similar a las anteriores usando el cálculo gráfico y la 
omitimos. 
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f 

H~ 
v 

v 

o 

Figura 3.23: é( T f)H)r¡ = tr(f). 

En estos momentos se está analizando la relación del transfer generalizado, 
con las diversas cohomologías de bimódulos de álgebras de Hopf introducidas 
en [9]. El contenido de este capítulo y la investigación en curso esperamos 
que aparezcan en [20]. Vale la pena mencionar que el concepto de traza y du
alidad en categoríamomoidales también ha sido considerado por Maltsiniotis 
en [18]. 
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Capítulo 4 

AIgebras de Temperley-Lieb 

4.1 Introducción 

4.1.1 El módulo de madejas Ek,l 

Sean k, 1 dos enteros no negativos. Consideraremos (k, l)-diagramas de mara
ñas no orientadas con k entradas y 1 salidas. Sea K un anillo conmutativo y 
a E K un elemento invertible y sea Ek,¡ = Ek,¡(a) el K-módulo libre generado 
por todos los (k, l)-diagramas, cociente las relaciones: 
(i) isotopía en lR x [0,1] que deja fija la frontera de lR x {O, 1}. 
(ii) la relación D U 0= -(a2 + a-2 )D donde D es un diagrama arbitrario y 
O es una curva cerrada simple en R x [0 , 1] que es frontera de un disco en el 
complemento de D. En otras palabras O no se cruza con los arcos y lazos 
que definen a D. 
(iii) la identidad de la figura 4.1 
La fórmula (iii), conocida como la identidad de Kauffman involucra a tres 

x 
Figura 4.1: Relación de Kauffman 

diagramas idénticos salvo en un pequeño disco donde aparecen como en la 
figura. Los diagramas del lado derecho de la igualdad se obtienen defor-

84 
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mando el cruce del diagrama del lado izquierdo y aparecen con coeficientes a 
ya-l. Podemos determinar el coeficiente del diagrama deformado siguiendo 
la siguiente regla: si nos movemos por el arco que va por arriba, justo antes de 
llegar al cruce damos vuelta en sentido izquierdo (o levógiro) hasta encontrar 
al arco que va por abajo. El diagrama así obtenido adquiere el coeficiente a y 
el otro posible (con el desvío en el sentido dextrógiro) adquiere el coeficiente 
a-l. 

El módulo Ek,l es llamado el (k, l)-módulo de madejas correspondiente a 
a E K. Cada (k, l)-diagrama de maraña D representa un elemento de Ek,l 

denotado por (D) que es llamado la clase de madeja de D. Es claro que si 
k + l es impar, no hay (k, l)-diagramas de marañas y Ek,l = O. 
Aplicando la relación de Kauffman a cada cruce del (k, l)-diagrama D podemos 
expresar a D como una combinación lineal formal con coeficientes en K de 
diagramas sin cruces, con (k + l)/2 arcos en la que no aparecen lazos, en 
virtud de la relación (ii). Un diagrama de maraña con estas características 
es llamado simple. 
En particular Eo,o = K está generado por la clase del diagrama vacío. Puede 
demostrarse que el número de (k, l)-diagramas simples es igual al número de 

Catalán c!m/(m + 1) donde c!m = ( 2: ) y m = (k + 1)/2. 

Teorema 4.1.1. La clase de madeja de cualquier (k, l)-diagrama de maraña 
es invariante bajo los movimientos mostrados en la figura 4.2 

Es bien conocido que dos (k, l)-diagramas representan marañas enmar
cadas isotópicas en JR2 x [O, 1] si y sólo si los diagramas están relacionados 
por los movimientos de la figura 4.2 y los movimientos inversos a éstos. De 
aquí que la clase de madeja (D) E Ek,l de un diagrama de maraña D es un 
invariante de isotopía de (k, l)-marañas enmarcadas. 

Demostración del Teorema. Sea D' el diagrama obtenido de D insertando 
una coca positiva, como en la parte superior del movimiento (a) en 4.2. La 
figura 4.3 muestra que (D') = -a3 (D). Análogamente si D' se obtiene de D 
insertando una coca negativa como en la parte inferior del movimiento (a) en 
4.2, entonces (D') = -a-3 (D). Luego (D) es invariante bajo el movimiento 
(a) de la figura 4.2. La invariancia de (D) bajo el movimiento (b) es mostrada 
en la figura 4.4 y la invariancia de (e) en la figura 4.5 
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d] ) 
.. ( .. 

9 \ , 
(a) 

(b) 

\\ 
X 

.. 0 \\ 
(e) 

Figura 4.2: Invariancia de la clase 

4.1.2 El corchete de Kauffman 

Sea K = R Para cualquier enlace enmarcado L e IR3 , su clase de madeja 
(L) E Eo,o = IR nos da un invariante de isotopía de L. Más precisamente, es 
fácil ver que aplicando la relación de Kauffman recursivamente, se obtiene 
un polinomio de Laurent en a E IR que es llamado el corchete de K auJJman 
de L. El corchet}l se normaliza de manera que su valor en el nudo trivial con 
marco (framing) cero es igual a -(a2 + a-2 ). 

El corchete de Kauffman, se puede obtener ele un teorema similar a 2.3.1 para 
el caso de enlaces enmarcados y no orientados (este teorema aparece también 
en [33]). Para este fin, tomemos V = e:2, visto como espacio vectorial sobre 
e, y la base de V Q9 V dada por (1, O) ® (1, O), (1, O) Q9 (0,1), (0,1) ® (1, O) 
y (0,1) ® (0,1). En este caso los generadores son X+, sin orientar, X_ 
sin orientar, 1, U Y n. El funtor monoidal está definido entonces en los 
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3 
=-a 

Figura 4.3: Efecto de una rotación positiva 

Figura 4.4: Invariancia bajo (b) 

generadores por 

O O O 
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O 

F(X+) = ( ~ O a- 1 n F(X_) = (y a-1 - a3 a J) a-1 a - a-3 a O 
. O O O O O 

F(n) = (O a -a -1 O ) F(I) = (~ ~) F(U) = ( O -a a-1 O )T 

para más detalles ver [26]. Usando el corchete de Kauffman, podemos definir 
un invariante polinomial de enlaces (no enmarcados) en IR3

. Este polinomio 
es una versión del polinomio de Jones para enlaces orientados. 
Todo enlace orientado (L) e IR3 admite un marco tal que el enlazamiento 
(linking) de L con el enlace obtenido al desplazar L en la dirección del campo 
vectorial correspondiente (en otras palabras con el otro borde del marco) es 
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'x\+ \0 / 
= a-1 

/' --

/ \~ 

X -, )< ~ = 
, ~: a \ = 

, , 
, '. " , 

Figura 4.5: Invariancia bajo (c) 

igual a cero. Este marco asociado no es único, pero los corchetes asociados a 
dos cualesquiera de éstos son iguales. Esto nos da un invariante polinomial 
de L denotado por VL (a). El polinomio VL (a) ::;e puede calcular a partir 
de cualquier diagrama D de L como sigue. La orientación de L determina 
signos ±1 en todos los puntos de cruce de D (por definición el cruce del lado 
izquierdo de 4.1 tiene signo +1, el otro cruce posible tiene signo -1.). Sea 
w(D) E Z la suma de los signos sobre cada cruce de D. (El número w(D) es 
llamado el torcimiento (wri the) de D). Entonces 

VL(a) = (-a3 t'W(Dl(D)(a) 

donde (D) (a) es el corchete de K auffman de D. El polinomio original de J ones 
se obtiene de éste sustituyendo a = t- 1/ 4 y dividiendo entre _(t1/ 2 + t- 1/ 2 ). 

Para más detalles ver [21]. 

4.1.3 La categoría de madejas :R 

Definimos la categoría R como sigue. Los objetos de R son enteros no negati
vos O, 1,2 ... Un morfismo k ---7 1 de 1R e::; uu elemenLu de Ek ,¡. La composición 

-
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de modismos representados por diagramas de marañas se realiza como en la 
categoría de diagramas de marañas y se extiende a morfismos arbitrarios por 
linealidad. El diagrama que consiste en k arcos verticales paralelos representa 
el morfismo identidad idk : k ~ k. (El modismo identidad del objeto O se 
representa por el diagrama vacío.) La categoría R resulta ser de listones 
y a continuación vamos a definir el producto tensorial, el trenzamiento, la 
torcedura y la dualidad en R. 
El producto tensorial de objetos k, l E {O, 1,2, ... } es el objeto k + l. El 
producto tensorial de dos morfismos representados por diagramas de marañas 
D y D' se define por el diagrama que resulta de poner a D' a la derecha de 
D y se extiende a morfismos arbitrarios por linealidad. El objeto identidad 
es IlR = O de manera que la categoría es monoidal estricta. Además la 
operación suma definida en los módulos Hom(k, l) = Ek,l hace de Runa 
categoría abeliana con anillo base End(JlR) = Eo,o = K. 
Las clases de los diagramas (a), (b), (e) y (d) en la figura 4.6 representan res
pectivamente el trenzamiento Ck,l : k®l = k+l ~ l®k = l+k, la torcedura 
(h : k ~ k Y la dualidad bk : O ~ k ® k* = 2k Y dk : k* ® k = 2k ~ O, 
donde se ha definido k* = k. Es fácil demostrar que se tienen las propiedades 
deseadas. En las dos secciones que siguen vamos a dar dos definiciones de las 
álgebras de Temperley-Lieb, en la siguiente sección, en la definición conocida, 
haremos uso de la estructura abeliana de la categoría de madejas, en la otra, 
de su estructura de listones. 

4.1.4 Definición del álgebra de Temperley-Lieb 

Para cada k 2: O, el módulo EndlR(k) = Ek,k adquiere una estructura de 
álgebra sobre K. El producto xy de x, y E Eu es la composición de x y 
y vistos como morfismos de k ~ k. Así definida, el álgebra es asociativa 
y con unidad 1k representada por la identidad en Ek,k. La llamaremos la 
k-ésima álgebra de Temperley-Lieb y la denotaremos por Ek. Por ejemplo, 
Eo = K Y El = K. Además para k 2: 3, Ek no es conmutativa. Considerada 
como K-módulo, Ek admite una base cuyos elementos están representados 
por (k, k)-diagramas de marañas simples, pero como álgebra posee un con
junto más elemental de generadores. En efecto, sea ei el diagrama de la figura 
4.7. Para simplificar abusaremos de la notación y denotaremos la clase de 
madeja (ei) con el mismo símbolo ei. 
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k 

k 
k 

(a) (b) 

k k 

'(:!) W 
k k 

(e) (d) 

Figura 4.6: Definiciones de e, e, by d 

Teorema 4.1.2. Los elementos lk ,el,e2, ... ,ek-l generan a Ek como K
álgebra. 

La demostración del teorema se puede ellcontrar en [35]. 

Lema 4.1.3. Los elementos 1k, el , e2, ... , ek-l E El. satisfacen las siguientes 
relaciones: 

e; = _(a2 + a-2 )ei 

eiej = ejei si I'i - JI 2: 2 

donde i,j = 1,2, ... , k - 1. 

(4.1) 

(4.2) 

(4.3) 

La demostración de este lema es geométricamente simple como se muestra 
en la figura 4.8 
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e. = 
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Figura 4.7: Generadores de Ek 

4.2 Una definición alternativa 
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En esta sección vamos a dar otra presentación goemétrica de las álgebras de 
Temperley-Lieb y deduciremos algunas propiedades que resultan muy claras 
desde este punto de vista. 
Notemos primero que todo número par 2n = n (8) n en ~ tiene la estructura 
de álgebra y coálgebra dada en 3.2.5. Si x, y E E 2m,2n son básicos, conside
remos el producto convolución x * y E E2m,2n dado en 3.2.14, y extendamos 
el producto a todos los elementos de Elm,2n por linealidad. De esta man
era, E 2m,2n se convieriz en un álgebra sobre K con unidad 1/ncm E E 2m,2n, 

que denotaremos por E 2m,2n . El teorema fundamental de esta sección, es el 
siguiente. 

Teorema 4.2.1. El álgebra E2m,2n es isomorfa al álgebra de Temperley-Lieb 
En+m . 

Demostración. Definimos <P : E2m,2n ---> En+m y W : En+m ---> E 2m,2n en 
los básicos, como se muestra en la figura 4.9 (a) y (b) y los extendemos por 
linealidad. Es fácil ver que <I> y W son aplicaciones inversas una de la otra. 
La figura 4.9 (e) demuestra que el> conserva el producto, y la figura 4.9 (d) 
demuestra que <I> conserva la unidad de las álgebras. Por lo tanto, E2m,2n Y 
En+m , son isomorfas. 
Como consecuencia del teorema anterior, tenemos: 
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Figura 4.8: Relaciones entre los generadores de Ek 

u 
n 

U 

n 
~J 

n 

= 

(e) 

Corolario 4.2.2. Ek es 'U,n Em -mód'ulo izquierdo para k :2: !ff s'Í m es par, y 
para k :2: m~l si m es impar'. -

Demostración. Usaremos los isomorfismos E 2rt ~ E2n,2n Y E2n+l ~ 

E2n,2n+2 del teorema anterior. Supongamos que m = 2p es par, y sean 
x E E2P,2P y v E Ek básicos. Definimos x . v como se muestra en la figura 4.10 
(a) si k = 2l es par, y como se muestra en la figura 4.10 (b) si k = 2l + 1 es 
impar. Es fácil ver que se cumple (:r: * y) . v = x· (y. v) y (T]é) . V = v, luego 
tenemos una acción en los bé:1.,:;icos que extcllclernos linealmente. 
En ambos casos para tener bien definida la acción , debe cumplirse queJl 2:: p, 
o sea k 2:: p = W- . Supongamos ahora que 'In = 2p + 1 Y sean :1; E E2p,2p+2 

Y v E Ek básicos. Definimos J; . V COIllO se muestra en la figura 4.10 (e) si 
k = 2l es par, y como se muestra en la figura 4. 10 (el) si k = 2l + 1 es impar y 
extendemos como antes por linealidad. En ambos ca.'jos debe cumplirse que 
k 2:: p + 1 = m~l , para tener definida la acción. 

U 
=e 

n 
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n~n el> mlffi m~n '1' 
x l. x x If---·· 
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m 
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lO 

(d) 

m 
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m 
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n 

n 

Figura 4.9: E2m,2n es isomorfa a En+m 
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Proposición 4.2.3. Sean k < l Y Ek Y El dos Em -módulos, con las acciones 
definidas en 4.2.2. Entonces existe un Em-monomorfismo de módulos, jk,l : 
Ek -+ El. 

Demostración. Definimos jk : Ek -+ Ek+ll en los básicos, como se 
muestra en las figuras 4.11 (a) y (b) si k es par o impar respectivamente, y 
extendemos por linealidad. Las figuras 4.11 c y d demuestran que jk es inyec
tiva en el caso par e impar respectivamente. En la figura 4.12 demostramos 
que jk es Em-lineal para el caso en que rn y k son pares. Los otros ca
sos son análogos. El monomorfismo está dado entonces por la composición 
jk,l = jI-lo ... o jk : Ek -+ El· 
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P~2/-P 
x y 

P P P 2/-p, 

(a) 

p~2/+2-P 
x y 

P P P 21-] 

(b) 

x."~+~-P+J 
P~21-¡; 

(d) 

Figura 4.10: Acciones de Em en Ek 

Luego, si identificarnos a Ek con su imagen jk,11I(Ek) e Em, obtenemos: 

Corolario 4.2.4. Para m > 0, Eh e Eh+l e ... e Em-l e Em es una 
sucesión creciente de ideales izquierdos en Em , donde h = ~ si m es par y 
h = m~l si m es impar. 

Es fácil ver que podernos reformular todo lo anterior para acciones dere
chas de Em, de manera que existen Em-monomorfismos ik,l : Ek ---7 El. En 
la figura 4.13 (a) representamos la acción derecha de Em en Ek en el caso en 
que m = 2p Y k = 2l. Los otros ca::;os son análogos. En las figuras 4.13 (b) Y 
(e) representarnos los monomorfismos ik : Ek ---7 Ek+l para cuando k es par 
o impar respectivamente. 

Por lo tanto, en el corolario anterior, podemos sustituir ideales izquierdos 
por ideales derechos, si identificamos a Ek con su imagen ik,m(Ek) e Em. 

Sea h el subespacio generado por j/¡ ,m(Eh)ih,m(Eh ) e Em. Tenernos entonces 
que: 

Corolario 4.2.5. Supongamos q'I.Le b = -(a2 + a-2
) es invertible en K. 

Entonces para m > 0, Ih e Ih+J e ... e Im-l e 1m = Em es una sucesión 
creciente de ideales bilatelares de Em , donde h = !fJ: si m es par, y h = m~l 
si m es impar. 

Demostración. En las figuras 4.14 (a) y (b), representamos el producto 
jk,m(Ek) * ik,m(Ek) para cuando "In c::> pm y k es par e impar respectivamente. 
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(a) 

~+J 1---1 _ .. 

T.-J (b) 

k+~ w 

k-¡ n 
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=====) 
(e) 

=====) ~
+J _~+J 

v - w 

k-¡ k-j (d) 

Figura 4.11: Definición e inyectividad de jk : Ek ---+ Ek+1 

12 k-ml2 

m12~ 

¡(x ·v) =m/~ = x·j(v) 

ml2 k-ml2 

Figura 4.12: jk : Ek ---+ Ek+1 es Em-lineal 

El caso en que m es impar, es análogo. En la figura 4.14 (e) vemos que, 
siendo 5 invertible, el sub espacio generado por estos productos, es un ideal 
izquierdo de Em para m par. Con la variación obvia- reflexión en un eje 
vertical- la figura demuestra que también es un ideal derecho de Em para m 
par. El caso en que m es impar es análogo. 

El enfoque diagramático que hemos usado aquí difiere del dado en [36], 
en donde demuestran que si J( es semisimple y 5 es invertible entonces el 
álgebra de Temperley-Lieb Em es casi-hereditaria. A continuación vamos a 
usar el enfoque geométrico que hemos usado para dar otra demostración de 
este hecho. 

Definición 4.2.6. Un ideal bilateral J de un álgebra A es un ideal heredi
tario, si : 

(i) J J = J 

(ii) JNJ=O 
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~ ~~ 
J (b) 1. 

~/I '----> ~+¡ 
1.-1 (e) ~k-J 

Figura 4.13: Acción derecha y definición de ik : Ek ---t Ek+l 

(iii) JA Y AJ son A-módulos proyectivos. 

donde N es el radical de Jacobson de A. 

Definición 4.2.7. Un álgebra A es casi-hereditaria si existe una cadena de 
ideales bilaterales 

o = Jo e JI e ... e Jm = A 

tal que para 1 ~ i ~ m, Ji / Ji - l es un ideal bilateral de A/ Ji-l. Una cadena 
que cumpla con lo anterior es llamada cadena hereditaria. 

Teorema 4.2.8. Si K es semisimple y ó es invertible, entonces Em es casi
hereditaria y 

o e 1h e ... e Im-l e 1m = Em 

es una cadena hereditaria con h = rg:. si m es par y h = mil si m es impar. 

Demostración. Vamos a hacer la demostración para el caso en que m y k 
son pares. Los otros casos son anci.logo:-;. 
Denotemos por J = 1k/h-l Y por A = Em/h-l. La figura 4.15 demuestra 
que, siendo Ó invertible, JJ = .l. Por otra parte, la. figura 4.16, demuestra 
que, siendo Ó invertible, AxA = .J dOllde x E h es el elemento representado 
en el centro. De aquí que A J Y J A son proyectivos. Por último, si t E J N J , 
t = ¿i tiXi, donde ti E K Y Xi es uu conjunto generador de h. No es difícil 
ver que entonces ti es nilpotente en J( para todo i . Como K es semisimple, 
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entonces ti = O para todo i, luego t = O. 

El contenido de esta sección está siendo reunido en [19] para su posible publi
cación. En estos momentos se está analizando la aplicabilidad de este enfoque 
en el contexto de las álgebras de Temperley-Lieb ciclotómicas. Éstas son una 
generalización de las álgebras clásicas de Ternperley-Lieb y en este caso el 
enfoque gráfico usa diagramas cuyos arcos están etiquetados con elementos 
del grupo Zm. (El álgebra TLn ,m(8o, .. . ,Óm- l ) depende de m parámetros 
Ói{O~i~m-I}, y tiene generadores 1, el, ... , en-}, tI, ... , tn con relaciones en las 
que aparecen los parámetros Ói , jugando un papel similar a Ó = -a2 

- a-2 

en el caso clásico. Para una definición de las álgebras de Temperley-Lieb 
ciclotórnicas y sus representaciones, ver [25]). 
Es por eso que pensamos que el método geométrico que hemos usado parece 
apropiado también para este caso. 
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k-ml2 k-ml2 

ml2 mil mil mil 

;(v)i(v)= alll - k 

mIl ml2 ml2 mil 

k-ml2 k- mil 

(a) 

k+J-ml2 k+/-mll 

ml2 ml2 m/2 mil 

j(v)i(v)= am- k 

ml2 mil ml2 mil 
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(b) 

ml2 k-ml2 11112 k-ml2 

r r 
11112 mil 

ml2 
'-------
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(e) 

ml2 k- ml2 k-ml2 

Figura 4.14: h en Ent es ideal bilateral 
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ml2 k-ml2 ml2 
ml2 ml2 k-ml2 k-ml2 k-ml2 

= 

ml2 ml2 
ml2 k-ml2 ml2 

m-k 
-----

I \ = 
Ó O 

m-k 

Figura 4.15: J J = J 
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ml2 m-k m-k ml2 
k- m/2 

k-m/2 

k- m/2 ml2 m-k m-k ml2 

m/2 
ml2 

O 
m- k 

m-k 

= 

m-ko 
ml2 

Figura 4.16: J = AxA 



Capítulo 5 

Biálgebras en eSo 

5.1 La categoría libre e So 

Sea e una Ab-categoría pequeña. Denotemos por Obj(C) y Ji sus conjuntos 
de objetos y morfismos respectivamente. Asociaremos a e una nueva cate
goría eso como sigue. Tomemos un conjunto fijo So Y consideremos el con-

junto M(So , Obj(C)) ~ ( So :) S ~ Obj(C) j, donde S es un subconjunto 
cualquiera de So y f es una función de conjuntos. Los objetos de eSo serán los 
elementos de M(So ,Obj(C». Sean J: SI ~ Obj(C) y g: S, ~ Obj(C) 
dos objetos. Un morfismo F : f __ 9 será una. función de dos variables 
F: SI X S, ~ 11. tal que: 

(i) Para todo (x,y) E SI X S" tenemos F(.x,y): J(x) ~ g(y), 

(ii) Si S9 es infinito, para todo x E SI existe un conjunto finito S[ e 89 , 

con F(x, y) ~ O si y E S, - S;. 

Sean J : SI ~ Obj(C), 9 : S, ~ Obj{C) y h: Sh ~ Obj(Cj objetos, 
y F : f -- g, G : 9 -- h morfismos. Definimos G o F : f -- h, como la 
función G o F : SI x Sh __ 1t dada por: 

(GoF)(x,y)~ ¿G(z,y)oF(x,z) (5. 1) 
zES», 

101 
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para x E SI Y Y E Sh' Esta suma es siempre finita. En efecto, si escribimos 
Si = {Zl. "', Zk } , entonces la suma se convierte en 

• 
(G o F )(x,y) = ¿ G(Z;, y) o F(x, z,) (5.2) 

Es claro que la. función G o F so tis fncc la c:oll(lición (i). Además, si y rt SO;; U 

... u~, entonces G(Zi . y) = O para 1 ::; 'i ;:; k, luego podemos tomar S~GoF) = 

S~ U o • • U S~ y tenemos que si y E Sil - s.f;OF), enLonces (G o F)(x, y) = O. 
Por 10 tanto también satisface la condición (ji). Para cualquier objeto f : 
S, ~ Obj(C) definimos Id, : ¡ ~ ¡ como la función Id, : S, x S, ~ Ji, 
dada por Id, (x,y) = 6" , idf(,) : ¡(x) ~ f(y) para (:c,y) E S, x S, . Si 
G: ¡ ~ g, entonces (G o Id, ) : ¡ ~ 9 está dada por 

(G o Id, )(x, y) = ¿ (;(z, y) o IrJ(x, z) 
:ES¡ 

= ¿ G(z, y) o 6."id,t.) 
:ES, 

= G(x,y) 

(5.3) 

Luego G o Id I = G. Análogamente se demllestra que Idg o G = G para 
cualquier morfismo G : f ---+ (j. 

Además, la composición es asociativa, es decir, si F: f -- g, G: 9 --+ h Y 
H : h --+ i , entonces (H o G) o F = J-/ o (C o F). En efecto, para w E S" 
x E 89 , Y E Sh y Z E Si tenemos: 

((H o G) o F )(w, z) = ¿ (H o G)(x, z) o F(w, x) 

= ¿ ¿ U/ (y,,)oG(x,y))oF(w,x) 

= ¿ H(y ,z) o (¿ G(x,y) o F(w,x)) (5.4) 

-
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y (ii), vemos que eso es también una Ab-categoría. La siguiente proposición 
demuestra que la suma directa está definida para ciertas colecciones de oh
jetos en eSa. 

P roposición 5.1.1. Sea {h : Si --t Obj(C)}iEZ cualquier colección de fun
ciones tales que {Sihez son subconjuntos de S disjuntos dos a dos. Entonces 
(j : liiez Si ~ Obj(C) , Ji), donde lis, ~ f¡ y J. : S. x liiez Si ~ Ji está 
dada por Jk(x, y) = Ó;¡;yid;¡: : Sk ---+ UiEI Si, es el coproducto de la familia 
(Ji: Si ~ Obj(C)};ez cnC~'. 

Demostración. Supongamos que tenemos dados un objeto 9 : 8g ---+ 

Obj(C) y una familia de morfismos T¡ : (Ji : Si ~ Obj(C)} ~ (g: S. ~ 
Obj(C)). Definimos T: (J: liiezSi ~ Obj(C)) ~ (g: S. ~ Obj(C)} 
por T(t,y) ~ T.(t,y): I(t) ~ g(y) si t E S •. Entonces si x E S. y y E S" 
tenemos 

(T o J.)(x, y) ~ L T(t,x) o J.(x, t) 
iell s¡ 

~ L ó.,T(t, y) o id. 
tEUSi 

~ T(x,y) 

~ T.(x, y) 

Además, la última igualdad demuestra la unicidad de T. 
Tenemos en particular que: 

(5.5) 

Corolario 5.1.2 . Si S e So es no vacío, entonces cualquier objeto J : S ---+ 

Obj(C) se puede descomponer como la suma directa de la familia de objetos 
Ult.} : {x} ~ Obj(C)).es. 

Supongamos ahora que la categoría e es monoidal estricta de manera que 
el producto tensorial de morfismos es bilinea1 en e y que el conjunto So es 
infinito. En lo que sigue, dotaremos a eSo de una estructura monoidal que 
extiende a la dada en e. Sin embargo la estructura monoidal que definiremos 
en eso no es en general estricta, por lo que además de las definiciones de pro
ducto tensorial de objetos y morfismos, deberemos definir una asociatividad 
A: (j®g) ®h ~ I ®(g®h), y habiendo definido un objeto unidad 1, una 
unidad izquierda L :] ® f ~ f y una unidad derecha R : f ® 1 ~ f· 
Comenzaremos por definir el producto tensorial de objetos y morfismos, luego 
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definiremos los isomorfismos naturales A, L Y R Y luego demostraremos que 
se satisfacen las propiedades requeridas. 
Fijemos primero una. biyección "1 : So x So ----4 So. Para dos objetos 
f: SI ~ Obj(C) y 9 : S9 ~ Obj(C), definimos f ®g como l. función dad. 
por la siguiente composición 

f ® 9 : "((SI x S9).:CL SI x S9 !..'ó?. Obj(C) x Obj(C) -2... Obj(C) (5.6) 

Elegimos un punto cualquiera * en So y definimos 1 : {*} ---+ Obj{C) por 
1(.) = I E Obj(C). 
Ahora, para dos morfismos F: f ---+ 1', G : 9 ---+ g', Y (z,z') E ,(S, x 
S9) X "((SI' x S,,), definimos F®G: f®g ~ f'®g' por 

(F ® G)(z, z') := F(x"x~,) ® G(y" y~,) : f(x,) ® g(y') ~ /,(x;,) ® g'(y;,) 
(5.7) 

donde "(-I(Z) = (x"y,) E SI x S9 y "(-I(z') = (x~,,¡/,,) E SI' x S", de 
manera que (J ® g)(z) = f(x,) ® g(y,) y (J' ® g')(z') = /,(x;,) ® g'(¡/,,). 
Es claro que "f(S:' x S~) e ¡(SI' x 8g') es un conjunto finito y que si 
z' E "((SI' x S" ) - "((S:' x S;:), entonces "(-1 (z') ~ S:: x S;:, luego X;, rt S:. 
o¡/" <f. s;: y por lo tanto (F ® G)(z, x') = O si z' ~ "((S:' x S~). 

Para definir la asociatividad A, notemos primero que si f : SI ----40bj(C), 
9 : S, ~ Obj(C) and h : S, ~ Obj(C) son tres objetos, entonces 105 
dominios de las funciones (J ® g) ® h Y f ® (g ® h) son S(/®9)®' = "(("((SI x 
S9) x S,) y S/®(g®') = "((SI x "((S9 x S,.)) respectivamente. Así por ejemplo, 
si v E "(("((SI x S9) x S,), entonces ,,(-I(V) = (t.,x.), donde t. E "((SI x S9) 
y z" E S,. Por lo tanto, ("(-1 x idh-I(v) = ((x,.,y,.),z.). 
Como ("1- 1 x idh- J es una biyccción entre los coujuntos S(f®g)0h = ¡(¡(S, x 
S9) x Sh) y S,®S9 ®Sh, cada v E ,(¡(S, x Su) x Sil) determina unívocamente 
una terna (Xli' Y1J' zu) Y recíprocamente, luego, con el fin de no complicar aun 
más la notación introduciendo más vnriablCti, vamOs o denotar a tu por (x, Y)1J' 
o sea, usaremos la notación ')'-1 (ti) = «(x, Y)u,~) y escribiremos además 

donde el paréntesis interior indicará la posición del segundo ')'-1 en la com
posición b- I x id)-y-t, aunque dond{' no haya lugar a confusión , escribire
mos simplemente (')'-1 x idh-I(V) = (x1J ,y",zu). Análogamente, para w E 

-
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..,(S, x ..,(S, x S.)) escribiremos 

(id x ..,-'h-'(w) = (xw, (yw,z,.,)) E S, x S, x S. 

o si no hay lugar a confusión, (id x ¡-l)¡-l(w) = (XW'YWIZw). De la misma 
manera, por ejemplo, si v E SU,,""'»"" = ..,{-¡(S, x ..,(S, x S.)) x Si)' 
escribiremos 

(id X ..,-1 x id){-¡- I X idh-I(v) = «x.,(y.,z,)),t,) E S, x Sg x S. x Si, 

o (id X ,-1 X id)b- I X id);-I(V) = (X1I1 YU'Zu, tu), etc. Con esta notación, 
tenemos por ejemplo que: 

«F ® G) ® H){v , w) = (F ® G){(x, y)., (x, Y)w) ® H(z", z,.,) 
= F(x.,xw) ® G(y" Yw) ® H(z", z,.,). 

Definimos ahora A,~,. : U ® g) ® h - f ® (g ® h) por 

(5.8) 

A,~,.(v, w) = .~:;;.id'I •• )®gl")"'I •• ) : (U ® g) ® h){v) ~ U ® (g ® h))(w) 
(5.9) 

donde, para simplificar la notación, hemos escrito ó~;~ :r en lugar de ó: • .%.ólh,Tlw 

Óz".z .... 
Es claro de aquí que la inversa de A"g,hl está dada por 

A;:!,.(w, v) = .;:;;:.id,I •• )®gl")"'I") : U ® (g ® h))(w) ~ (U ® g) ® h){v) 
(5.10) 

Pasamos ahora a definir a la unidad derecha R, : f ® 1 --+ f. Para 
cualquier objeto f 1 tenemos qu~: '. 

f ® 1 : ..,(S, x (o}) D S, x {o} k'.. Obj(C) x Obj(C) --.!.... Obj(C) 
(5. 11) 

Para z E ..,(S, x (o}), escribimos ..,- I(Z) = (x" o) E S, x o y definimos 
R, : f ® I - f por 

R,(z , x) = ..... id,I •• ) : U ® I){z) = f(x.) - f(x) (5.12) 

para (z,x) E ..,(S, x (o}) x S,. Es fácil ver que R, es un isomorfismo con 
inversa R¡l : f --+ / ® 1 dada por la función 

R¡'(X, z) = •• ,.,id'I.) : f(x) - U ® l ){z) = f(x,) (5.13) 
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Definimos la unidad. izquierda L J : 1 ® f -- f de manera análoga, o sea si 
para z E ¡( * x S f) escribimos 1'-1 (.~ ) = (*, j;::) . entonces 

Lf(z,x) = ó'",.idfl •• ) : (1 ® f)(z) = f(:c,) ~ f(x) (5. 14) 

De la misma manera, L¡ es un isomorfismo con inversa 

Lt(x. z) = ó., •• idfl.) : f(x) ~ (id ® f)(z) = f(x,) (5.15) 

Teorema 5.1.3. La categoría eSo es una categoría monoidal con el producto 
tensorial de objetos 11 morfismos, asociativid(td, y unidad izquierda 11 derecha 
que hemos definido. 

Demostración. Dividiremos la demostración en cuatro lemas. 

Lema 5.1.4. Si F: f --+ r. F': J' ---+ ¡n, G: 9 -- g' 11 G I
: 9' --t gil 

son morfismos en CCo, entonces: 

(i) (F' ®G') o (F®G) = (1" 0 1') ® (G'oG) 

Demostmción. 
(i) Para z E ')'(8¡ x 89 ) y l' E ')'(81" x S9")' tenemos que: 

((F' ® G') o (F ® G))(z , z") = ¿ (F' ® G')(z' , z") o (F ® G)(z, z') 

¿ ( F' (x;"x~,,) o P(x" x;,)) 
='E"I'{S"xS,,') 

® (G'(y;" y:,,) o G(y" y;,)) 

= ( L F'(X',:I:~,,) o F(:t'" , x')) 
:e'ES" 

®( ¿ G'(y', y:,,) o G(y" y')) 
!¡,es~, 

= (F' o 1')(.". x~,,) ® (G' o G)(y" y:,,) 
= ((1" o F) ~ (G' o G))(z, z") 

(5.16) 

-
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La tercera igualdad se deduce del hecho de que 'Y establece una biyección 
entre 81' x 8g, y "1(81' X 8g , ). 

(ii) Para z, z' E 'Y(8¡ x 8g ) tenemos: 

(Id¡ ® Idg)(z, z') = Id¡(xz, x z,) ® Idg(yz, yz') 

= Ox"x)d¡(x,) ® Oy.,y"idg(y,) 

= Oz,z,id¡(x,) ® idg(y,) 

= oz,z,id¡(x,)®g(y,) 

= Oz,z,id(J®g)(z) 

= Id¡®g(z, z') 

(5.17) 

Lema 5.1.5. La asociatividad A definida más arriba es un isomorfismo na
tural, o sea A¡,g,h es un isomorfismo para cualesquiera objetos f, 9 y h, de 
manera tal que si F : f -- /" G : 9 -- g' y H : h -- h' son morfismos, 
el cuadrado 

U®g)®h Af'9 ,h~f®(g®h) (5.18) 

(F®G)®H 1 1 F®(G®H) 
Af' , h' u' ® g') ® h' ,9 ') /' ® (g' ® h') 

conmuta, y además satisface el Axioma Pentagonal, o sea para cualesquiera 
objetos f, g, h, i, el diagrama 

U ® (g ® h)) ® i • Af,g,I.® idi (U ® g) ® h) ® i (5.19) 

1 A¡®g,h,i 

A¡,9®h,i U ® g) ® (h ® i) 

1 A¡,9,h®i 

f ® ((g ® h) ® i) id¡®Ag,h,i) f ® (g ® (h ® i)) 

conmuta. 
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Demostroción. Ya vimos que A es isomorfismo. Para demostrar la natu
ralidad, por una parte tenemos: 

((F ® (G ® H)) o A¡~,h)(V , w') ~ (F ® (G ® If ))(w, w')o 

Por otra parte, 

wE"Y(S¡ x-r(5, XSIo» 

o A¡,9,h(V, tu) 

lUE1'(S I X ,(Sy xS¡,l) 

(F(x., x.') ® G(y. , Yw')® 

® 1-1 (,::::w 1 Zu.")) o á;¡;;: id/(zu)0 9(lJu)0h(z"l 

~ F(x" xw') ® G(y., Yw') ® If (z., z.,). 
(5.20) 

(Af'.g'.h' o ((F ® G) ® H))(v, w') ~ L Af'.g',h'(v', w') o ((F ® G)® 
v' e ..,(-y{S /' xS" )xS", ) 

H )(v, v') 

¿ 6; ;;::,id/,(~ .... )®g'("' .... )0h'(z:,,)O 

v'e..,(-y(s" xS,.. )xslI.) 

o (F(x., x:,) ® G(y., y~) ® H(z", z'0I)) 
~ F(x., x,,) ® G(y. , y •• ) ® H(z., z.,). 

(5.21) 

Por lo tanto, Af',,',h' o ((F ® G) ® 11 ) ~ (F ® (G ® 11 )) o A¡""" luego A es 
un isomorfismo natural. 
Vamos a demostrar ahora que A satisface el axioma pentagonal. Sea Iv/(s, w) = 

((id¡®A"h,.)oA¡"®h,;o(A¡,,,h®id;))(s , w). Para s E ,bb(S¡xS,)x Sh) xS;) 
y W E ')(S¡ x ')(S, X ,(Sh X S;))) tenemOl; 

M(s , w) ~ L (id¡ ® A"h,;)(V, w) o A¡.,®h,;(U, v) o (A¡",h ® id;)(s, u) 
'UeS Je«~")e¡J 
vES /3«,3")3') 

¿ (Óza,z .. id/(z,,) ® 6;;~tid!1ly.)0h(:~)®i( t .. ») o 15;;;::;1 
"eS'8(riPhl8i) 
~s ¡eH,eh) •• ) 

id/(z")®9(1I.)0h(:"lG1(I M ) o (Ó!;;)d/(l .• )~g{".)®h(:.) ® ó, .. t)di{I.») 
.r' ,1II -d = U~;¡t;:r; tl 1(~. )0g(¡t~)~h(:.)CS:i(I~ ). 

(5.22) 

-
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Sea ahora N(s, w) = (A¡.,,",,' o A¡®g,h,.)(s, w). Entonces 

N(s,w) = (A¡.,h",)(r, w) o (A¡®g,...)(s, r) 

(5.23) 

Así I M(s, w) = N(s, w) y con esto hemos demostrado que A cumple con el 
Axioma. Pentagonal. 

Lema 5.1.6. Las unidades derecha R e izquierda L son isomorfismos natu
roles. 

Demostración. Haremos la demostración solamente para R, puesto que 
para L es completamente análoga. 
Ya vimos que R, es isomorfismo. Debemos demostrar que el diagrama 

f ® I--'!!..... f (5.24) 

F@idll IF 
RI' 

!, ® I -!, 

conmuta para. cualquier morfismo F : f -- f'. Para z E 1(S IX *) y x' E S /' 
tenemos por 1mB parte 

Por otra. parte 

(F o R¡ )(z, x') = L F(x, x') o R¡(z, x) 
zes, 

= F(x, x') o Óz.~/idf(z.) 

= F(x" x'). 

(Rf' o (F® ld,»)(z,x') = L R¡,(z',x') o (F® ld,)(z,z') 
z'E-,(S/'x_) 

= 5.;""id¡I"., ) o (F(x" x;,) ® Id,( *, *» 
= óz:,~idf(:r'~I ) o F(x:,x:,) 

= F(x" x'). 

(5.25) 

(5.26) 
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Luego el cuadrado conmuta. 

Lema 5.1. 7. Los morfismos A, R Y L satisfacen el Axioma Triangular, o 
sea, el triángulo 

Al.' ,,, 
(f ® 1) ® 9 --=-_. f ® (1 ® IJ) 

n~ ~. 
f ® y 

conmuta. 

Demostración. Sea P(v. w) = ((Id, ® L,) o A"I&)(V, w). Entonces: 

P(V, w) = ¿ (Id, ® L,)(u. tu) o A"I,,(V, u) 
uES¡8Cle,l 

= (ór .. ,r., id/(z .. ) ® ólI.,lI",idg(y .. ') o ó~;= id/(r.)@I ( . )@g(II.) 

= óz •. z",idJ(ru) ® ólI~,1I",id9(1I .. ) 
= (R, ® Id, )(v, w). 

(5.27) 

(5.28) 

Proposición 5.1.8. La categoría eSo con t'iene una sttbcateg07"Ía completa 
que es lensorialmente equivalente a c. 

Demostmci6n. Definimos un funtor J : e __ eSo , seleccionando para 
cada objeto V en e, un puuLo Xv .Y 111m fUII<.:iún Iv : {:t:v} _ Obj(C), 
definida por !v(xv) = V , de nlllucra que Xv ':/: Xu si V '" U. Defini mos 
entonces J(V) = Iv- A un morfislIlo a : V ---+ W le asignamos una función 
Fo(xv,xw) = o: fv(xv ) = V ~ [IV(XIV) = IV Y definimos J(o) = Fo · 
Para el objeto unidad 1 de e seleccionamos ('1 punto fijo que habímos tomado 
antes, • de manera que ) (1) = 1 E Oúj (e So ). Para V, V objetos de e, 
definimos 'P,(U, V) ; J(U) ® J(V) = fu ® f. , ~ J(U ® V) = fU0V, como 
sigue. Si 1'-I({XU} x {xv}) = {XV. I' }' entonces (fu ®fl')(x'u,v) = U®V 
y !UfiW(XU®V) = U ® V, luego t Olll<llUOS .y:!.(V. V)(xu.v,(xu,.cv) = idu®v. 
La demostración de que se cumpleu las condiciones de la Definición 1.1.1 es 
directa pues los morfismos /fo Y '¡;2 seu idenLidades. En parLicular el [untor 
J es estricto. Es obvio entonces que) C::i 1111<\ equivalencia entre categoría 
monoidales. 
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5.1.1 Extensión del t renzamiento 

Supongamos ahora que la categoría e es trenzada con trenzamiento c. Vamos 
a extender este trenzamient.o a un trcm".alllicnt.o en la cat.egoría eSo como 
sigue. Para v E 1(S, x Sg) y w E -y(Sg x S,), definimos C,.(v, w) por 

= (g 0 J)(w) 
(5.29) 

Es claro entonces que e/,g es invertible con inversa dada por C;~(w,v) = 
Ó""vC-l 

Z;II 1(% .. ),g(lIw)" 

Proposición 5.1.9. La familia de isomorfismos C,,g es un trenzamiento en 
la categoríc. eSo. 

Para demostrar que e es un trenzamiento en eSo , debemos demostrar que 
es natural y que satisface el Axioma HexagonaL O sea debemos demostrar 
que si F : J --t f' y G : 9 - 9' , entonceti el cuadrado 

(5.30) 

conmuta y que los hexágonos 

1 0 (g 0 h{'!:!!!:(g 0 h) 0 1 (5.31 ) 

~ 
U00 0 h g 0 0 0 1) 

c~ A ~h 
(g 0 J) 0 h -!:!t: 9 0 (f 0 h) 
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conmutan para cualesquiera objetos J, g, h. Comenzamos con la naturalidad. 
Por una parte, tenemos que 

«G ® F) o C/9 )(v, w') = I: (G ® F)(w, w') o C/.,(v, w) 
WE"I'(S~@S/) 

L (G(yw. YId) ® F(xW1 xw')) o Ó;;~C/(% .. ),g(y.) 

'UlE"l'(S.0S J) 

= (G(y" Yw') ® F(x .. . x,~» o e/I.").91, .. )' 
(5 .33) 

Por otra parte, 

CI',g' o (F ® G)(v, w') = I: CI'.y.(v' ,w') o (F®G)(v,v') 

(5.34) 

Las dos sumas resultan iguales pues e es un trem:amiento en e y por lo tanto 
es natural. Así, e es natural. Comprobaremos aLora que el primer hexágono 
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conmuta. Sea M(w, w') = (Ag, • .! o e,..,.. o A"g,.)(w, tÚ). Entonces: 

M(w, w') = L: A"g,.(u , w') o e,,g0'(v, u) o A'$,'(w, v) 
uESU*.)$1I 
tlESJ@{g0h) 

UESuei'Jelt. 
lIeS,®l90h) 

o Ó~~:lidf(;J: .. )®9(1I",)0h(z ... ) 

,,"ww' 
= u2:;~;zc/(z .. ),g(lIw)®h(z ... )' 

Sea N(w, w' ) = « Idg ® e".) o Ag.!,. o (e'$ ® Id.»(w, w'). Entonces: 
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(5.35) 

N(w, w') = L: (Idg ® e".)(u, w') o A"".(v, u) o (e'$ ® Id.)(w, v) 
lIeS,e(fela¡ 
tlES(t3/le" 

- L (ó"",",)d9(1I") ® Ó;;':' c/(z,,),h(zw») o Ó;:::zidg("")0/( z w}®h(z.) 

,.esri!(lelll 
veS(ril / >811 

o (~~C/(z.),g{lI .. ) ® ózw,l)dh(zw») 

= Ó;;~~(idg(1I"') ® c/(z .. ),h(z .. ») o (c/(2: ... ),g(lI") ® idh(z .. »)' 
(5.36) 

De nuevo, puesto que e es un trenzamiento estricto en e, se tiene la igualdad 
M(w, w') = N(w , w'). La conmutatividad del segundo hexágono se demues
tra análogamente. 

Con esto terminamos la demostración del teorema. 

De la misma manera, si la categoría e tiene torsión, cálculos del mismo 
tipo de los anteriores demuestran entonces que: 

Proposición 5 .1.10. Si la categoría e tiene torsión 9, entonces la categoría 
eSo tiene torsi6n e/: f --+ f dada por: 

9,(x ,y) = 5r.,8'(r): ¡(x) ~ J(y) (5.37) 

para cualquier objeto f en eSo. 
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Sin embargo no es posible extender una dualidad de e a eSo puesto que, 
aunque para cada f : S, - Obj(C) tenemos un candidato canónico para 
l' : S, ~ Obj(C), • saber, l' es la función definid. por I' (x) = (J(x))" 
y un candidato canónico para la evaluación DI : r ® f --+ 1, dado por 
D,(v, (o)) = óz:~. d'lz.) : I' (x:) ® f(x,) - 1(0) = 1, donde ,-I (V) = 
(x:. xv) E S / x S / , no es así para la coevaluación, pues la extensión canónica 
B, : l ~ f ® l' dad. por B,(o , v) = ó.;.z.b'lz.) : l ~ f(x,) ® I'(x;) 
no es un morfismo en eSo si S / es infini to, pucs no se satisface la condición 
(ii) (página 101) de la definición de mOl'fi:smo eu eSo. No obstante, si con
sideramos la subcategoría completa C:O que tiene como objetos a funciones 
f con dominio S, finito, entonces si ~ pOSible extender la dualidad según 
las fórmulas dadas a C¡-O . No es difícil ver que entonces el Cuntor inclusión 

J : e --+ eSo factoriza a través de C;o I o sea. 

(5.38) 

Además: 

Proposición 5.1.11. Si la categoría e es de Ustones, entonces la estructura 
extendida da lugar en c¡O a una estructU11l pivo tal trenzada (no estricta). 

La demostración de esta proposicióu y de todo lo anterior se basa, como 
antes, en propiedades de la delta de Kroneckcr y de la estructura de C. 

Nota 5.1.12. Para simpli ficar los cálculos en lo que sigue, adoptaremos 
la siguiente notación. Sea A el conjunto de isomorfismos de eSo generado 
bajo productos tensoriales y composiciones de modismos por el conjunto 
(Idx,A",~.J.I)' donde X. ~. A Y J1. son objetos cualesquiera en eSo. En olras 
palabras A es el conjunto de isomorfismos que relacionan objetos distintos 
por asociatividad. Si F, G : o ----. ¡3 son morfismos en eSo, escribiremos 
F == G si e o G o B = X o F o Y, donde !:J, e, x y y son elementos de A. 
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Por ejemplo, F ~ G si el siguiente diagrama conmuta. 

(((JI 012) 0 h) 0 14) 0 15 -f- (g) 0 92) 093 

Ah®f2.f3.J4 ®idfsl 

((JI 012) 0 (h 0 14)) 0 15 

Ah®fz'f3®f 4.J5 ! AY ¡'Y2,93 

(JI 012) 0 ((h 0 14) 0 15) 

Id ®A - 1 I 
h®fz f3.J4.J5 t 
(JI 012) 0 (h 0 (14 0 15)) -S 91 0 (92 093) 

Es claro que ~ es una relación de equivalencia en el conjunto de modismos 
de eso que es además compatible con la composición en el sentido de que 
si F ~ G y F' ~ G' entonces P' o F == G' o G, si las composiciones están 
definidas. En efecto, supongamos que e o F o B = X o G o Y y que D o F' o 
E = Z o G' o W, para B, e, D, E, X, Y, Z y W elementos en A. Entonces 
ZoG'oGoY = DoF'oEoW-1ox-1oeoFoB. El morfismo EoW-l ox-loe es 
un endomorfismo del dominio dominio s(F' ) de F' que es igual al codominio 
t(F) de F y es un elemento de A. Por el teorema de coherencia de Mac Lane, 
tiene que ser igual al morfismo identidad Ids(FI). Por lo tanto Z o G' o G o Y = 
DoF'oFoB 

Esta notación se puede introducir , por supuesto, en cualquier categoría 
monoidal no estricta. En el desarrollo posterior usaremos esta notación sin 
comentarios adicionales. 

5.2 Biálgebras 

En el capítulo 3, definimos los conceptos de álgebra, coálgebra y biálgebra 
en una categoría monoidal estricta. En el caso que nos ocupa, diremos que 
un objeto A de V es un álgebra en V ) si existen morfismos f-L : A 0 A ----T A 
Y r¡ : 1 ----T A, tales que 

f-L(f-L 0 idA) ~ f-L(idA 0 f-L) 
f-L(r¡ 0 idA) = f-L(idA ® r¡) = idA 

(5.39) 

(5.40) 



116 CAPÍTULO 5. B/ÁLGEBRAS EN eSo 

Análogamente, diremos que e es una coálgebra en V si existen morfismos 
6. : e --t e ® e y f: : e __ 1 tales que 

(c, ® ide)c, '" (ide ® c,)c, 

(t®idc)C, = (ide ® t)c, = ide 

(5.41) 

(5.42) 

Si H es álgebra, entonces el prod neto ell 11 ® 1/ lo definimos como la siguiente 
composición: 

íi' (H ® H) ® (H ® H) A;;~".".~ ((H ® 11 ) ® H) ® HA"."."" ;d.,,. (5.43) 

(( H ® H) ® H) ® H AI".Hl.".,~ ( 11 ® /1) 0 (11 0 11) ----''''''oo"=___ 

--------. H ® 11 

Por último diremos que H es biálgebra en V , si íi(ó, ® .6.) ~ 6.JJ. Y é lL = é®f:. 

En esta sección encontraremos biálgebras en eSo, en el caso en que e sea 
una categoría monoidal con tren:r.3111iento y dualidad izqu ierda. 

Sea h : Sh - Obj(C) una función inycctiva tal que h(SI,) e Obj(C) sea 
cerrado bajo ®, es decir, para todo ·pm" (x,y) E Sil X S,,, existe un único 
z E S. tal que h(x) ® h(y) = h(z) y tal 'lile 1 E I«S,.). Por ejemplo, si l. 
cardinalidad de So es igual a la cardinalidud de Obj(C), entonces podemos 
tomar h : So -- Obj(C) como cualquier fUllciólI biyectiva. 
Sea 6" = {(Xl x) I x E S,,} e S" x S" y SNl iI el objeto definido por la 
siguiente composición: 

(5.44) 

donde h'(x) ,= (h(x))'. Es decir, ¡¡ está definida por la relación ¡¡(-¡(x,x)) = 

h'(x) ® h(x), para ,(x,x) E S¡; = -((c,,, ) . 
El teorema principal de esta ,sección es 1'1 siguiente: 
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Teorema 5 .2 .1. El objeto h de eSo tiene estructura de biálgebra. 

Estableceremos dos lemas previos a la demostración. 

Sea X : S. x S. ~ S. l. función definid. por l. relación h(X(x, y)) -
h(x) ® h(y). 

Lema 5.2.2. lA aplicación X satisJace la relación X(X(x, y), z) = X(x, X(y, z)). 

Demostración. h(X(X(x, y), z)) = h(X(x, y)) ® h(z) = h(x) ® h(y) ® h(z) 
= h(x) ® h(X(y, z)) = h(X(x , X(Y, z))). Luego X(X(x, y), z) = X(x, X(y , z)). 

Para enunciar y demostrar el siguiente lema usaremos las letras X, y Y z, 
que habíamos usado para designar puntos en So , para designar objetos de C. 
Esperamos que esto no traiga confusión. 
Sean x, y objetos de V . Recordemos primeramente el isomorfismo 17:.." : 
y' ® x' ~ (x ® y)' , definido en (1.65) y representado en l. figura 1.13. 
Definimos ahor.el isomorfismo r •.• : y' ®y®x' ®x ~ (x®y) ' ®(x ® y) , 
como la composición 

id .0c . ®id", ., @c., r •.• :y' ® y®x'®x· '.' • y'®x'®y®x '.' ¡'(x®y)' ®(x®y) 

Lema 5.2.3. Los isomorfismos r r,lJ satisfacen la relación 

En otras palabras, si x, y y z son objetos en V el siguiente diagrama 
conmuta 

r ll .• ®idz '®" 
z' ® z ® y' ® y ® x' ® x ---'=.:.:.:"-. (y ® x)' ® (y ® x) ® x' ® x 

~ .... ®r .. j ¡r .... 
r~*I' .• z' ®z ® (x ® y)' ® (x®y) -="'-_. (x ® y® z) ' ® (x ® y® z) 

Demostración. La demostración la haremos usando el cálculo gráfico. En 
la figura 5.1 se muestran los modismos r ~,¡t. En la figura 5.2 se demuestra 
el Lema. Las figuras superior izquierda e inferior derecha, representan a los 
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x'y 
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x y 

x 

Figura 5.l: El morfismo f ,c,y 

Demostración de 5.2.1. Definimos ¡..¿ : 11 0 11 -- 11 por 

0h*(yv) 0 h(yu) óz,x(v"' .'.u )f".(y,,),h(.ru) > 11(¡(z, z)) = h*(z) ® h(z) 

(5.45) 
Puesto que existe un único Xo E Sil tal que h(xo) = 1 E Obj(C), podemos 
definir r¡ : 1 -- 11 por 

r¡( *, ,(y, y)) = 0xO,yidI : I = h*(:r:(}) 0 h(xo) -- h*(y) ® h(y) 

Debemos probar ahora que ¡..¿(¡.t ® Idd = ¡.¿(IdI; ® ¡..¿) y que ¡..¿( r¡ ® Idj)-) = Id¡:¡ = 
¡..¿(Id¡:¡ ® r¡). 
Sean S = ¡..¿(¡..¿ ® Id¡:¡)(w , ,(t, t)) y R = ¡¿(Id!) @ ¡¿)(w' , ,(t, t)). Por una parte 
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tenemos que: 

S=. L: I'(V,7(t,t))o(I'® ld¡;)(w,v) 
UES",,@'Ii 

= ¿ Ót ,x(" ... :':v) rh(y,,),h(z,,) o (óx".x(u...,;r ... )r'I(II .. ),h(:Zw) ® óz""II)dh"(z",)0h(z",» 

IIESIi®Ii 

= Ót,x(z .... x(lI .. ,z .. ») f h(z .. ),h(X(II ... ,x .. )) o (r'I{IJ",) ,h(z .. ) ® idh"(z .. )0h(%",» 

= Ót,x(z""x(II .... ,., .. » r h,(z .. ),h(yw)0h(z ... ) o (f h(II ... ),h(x",) ® idh"(z .. )0h(z,.,» 

Por otra parte: 

R = L: I'(V,7(t , t)) o (Id;; ® I')(w', v) 
vEsIie'li 

(5.46) 

= L ót,X{lIu..x .. )rh(lI .. ),h(;¡;,,¡ o (Óz ... "z .. id/¡· (.% ..... 10h(z ..... ) ® ó~,x(z""',II ..... )r h(z..,..),h(lI ..... » 
veSIieli 

= Ót,:dx(zvl ,11.." l.:.: ..... )r h(x(zaI ." ..... )),Ia(z,,) o (idIJ.0 (::t .... )0h(::t ..... ) ® r h(z.." ),h(lI ..... ») 
= Ót.x(x(zw' ,11-' ),z..,..) r h(z .... )0h(y",. ),h(: .. ) o (id, •. (:.: .... )0h(z..,,) ® r h(z .... ),h(II..,..») 

(5.47) 

Según el Lema 5.2.2, tenemos X(X(z."y",.),x",.) = X(z",.,X(y",.,x",.)). De 
aquí y del Lema 5.2.3 es fácil deducir que Ro AIi,h,h = S y por lo tanto 
R· S. 
Vamos a demostrar ahora que l'(ry®ld;;) = Id,. Sea J = l'(ry®ld¡;)(u, 7(Z, z)). 
De la relación h(X(x., xo)) = h(x.) ® h(xo) = h(x.) ® I = h(xo) deducimos 
que X(x", xo) = x" y puesto que r 0,1 = idh O(Q.)0h(0) para. todo objeto a de e, 
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tenemos: 

J = L I'(v, ,(z, z)) o (~® Id¡¡)(u, v) 
tlE$¡¡a¡ 

= L ó •. x(, •••• ) f h(,,,)./,(.,, ) o ('/¡( *. ,(x". :c,,)) ® Id¡¡('J'(x., x.), ,(y", Y.))) 

= L óz,x(~",%u)rh(v,,),h(zu) o (ó:l:o,x)d l ® óz,,,II,.id¡'·(%u)@h(z~)) 
tlES'li@h 

= óz,x(:J: .. ,:l:o)fh(:l:u),h(%o) 

= óz,% .. f ,.(:,,),1 

= óz,x .. id"· (% .. )®h(% .. ) 

= Id,(u, ,(z, z)) 

La igualdad .u(Id¡¡ ® 11) = Jd¡:¡- se demuest.ra nnálogumente. 
Con esto hemos demostrado Que (Í1, ¡L, TI) liS un ,ilgebra en eSo. 
Definimos ahora Ó. : h -- ii ® h como la runción 

lI('J'(x, x), v) : h·(x) ® h(x) ~ ".(y,.) ® h(y,,) ® " · (z,,) ® h(z,,) 

igual al siguiente morfismo 

"·(r.) ® "(z,,) 

Definimos a é : h __ 1 como la función dado por 

e('J'(x, x), *) = dh(.) : "·(x) ® "(x) ~ I 

(5.48) 

Vamos a demostrar que (ld¡¡ ® lI)lI '" (lI ® ld¡¡lI) Y que (e ® ld¡¡)lI = Id, = 
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(Id, ® o). Sea L = (Id, ® ~)~b(t, t), w). Entonces: 

L = L: ( Id, ® ~)(v,w') o~b(t,t),v) 
vESb8" 

= ¿ (óz~,z...idh.(z .. )0h(% .. ) ® ó¡¡V,lI"'ólI ... .I: ... irlh.-(¡tv) ® bh(J/u) ® idh(¡¡.)}o 
"eS¡;.1i 

(Ót,zuÓt,lI.,idh,o(t) ® bh(t) ® ¡dh(L» 
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= Ót,x"Ót,lIvÓt,z,,(id '¡"(L)@I. (L) ® id¡¡' (L) ® blo(L) ® ¡dh(!» o ( id/¡.o(t) ® bh(t) ® idn(t» 
(5.49) 

Sea ahora R = (~® Id,~)b(t , t) , w). Entonces: 

R = L: (~® Id¡;)(v, w) o ~(-y(t , t) , v) 
veS¡®s¡ 

= L óz",:z:.ó.z:",lI.(idhO(z. ) ® b,,(z,,) ® idh(z.) ® ótl .. ,z ... idh·( .... >®h(lIu»O 

ves¡¡0S¡; 

(Ó"r"Ót,lI"idhO(f) ® hll(t) ® id"'(t» 
= 61,%"6t ,,, .. 61,%,, (idho(!) ® bh(f) ® idh(t) ® id"' (L)0h{L» o (idllo(!) ® bh(t) ® idh(t» 

(5.50) 

En la figura 5.3, si tomamos x = h(t), vemos que R y L son iguale') salvo 
asociatividad, es decir, Aií,h,ji(w, w') o R = L, luego L ~ R. 
Comprobaremos ahora que (E: ® Id}j).6. = ldli' 

Sea J = (o ® Id¡;)~b(x , x),-y(y, y)). Entonces: 

J = L: (o ® (Id¡;))(v, -y(y, y)) o ~b(x, x), v) 

= L: (ob(x.,x.),*)® Id¡;b(v.,y.) ,-y(y,y)))o 
zESJ;®S¡¡ 

(Ó%,r .. Ó%, .. )dhO(z) ® bh(z) ® idh(z)} 

= (dh(z.) ® ó .... ,vidh· (l/v)0h(¡¡ .. » o (óz,z.óz,lI)dhO(z) ® bh(:.:) ® idh(z» 
= óz,lI(dh(z) ® idhO(z)0h(z» o (idhO(z) ® bh(z) ® idh(z» 

(5.51) 

De la definición de dualidad izquierda tenemos que (dh(z) ® idhO{:.:»(idhO{z) ® 
b.(.») = id.,(.), luego J = ó."id.,(.)®.(.) = Id¡;b(x, x), ,(y, y)). 
La igualdad Id¡¡ = (ld¡¡®e) se demuestra de forma análoga y con esto hemos 
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demostrado que (ii, ~ ,é) es una coálgebm en eso. 
Resta demostrar que ó. y é son modismos de {Ilgcbra. Para demostrar que 
Ó. es morfismo de álgebras debemos demos! mr que el siguiente diagrama 
conmuta salvo por la relación =, 

donde p. es el producto en 11 ® ii y está definido como en (5.43), por la 
composición 

.1- 1_ -

¡; : (b ® li) ® (li ® li) r..",: ((ii ® ii) ® li) ® li , 
( JdJi®C¡;,ti@!tlk)Af.".&'1i , 
(h ® (li ® li)) ® ii , 

('18111) A¡¡®Ii.ti,¡¡(Ai".¡,¡¡®idt;) , 
h®h 

El morfismo Id¡;®C¡;,¡;®Id¡;(v, w) : (h®(h®h) ®h)(v) ~ (h®(li®h)®li)(w) 

está relacionado con el morfismo Fw(v, 'W) : (h ® (h ® ii) ® li)(u) ~ (li ® 
h) ® (h ® h) representado por la siguiente Hecba verticu l: 

h(x.)' ® h(x.) ® h(y.)' ® h(y,)® h(z, l ' ® h(z,) ® h(t.)' ® h(t,) 
I 

F ... ( tI,W ) .. 6;· ... id~ (:o:u J' 01,(,. .. )0ó;::' e,./ 11") ' ~~Iu" l,h( .,,)· ®/of." )067'" 1<1,,(1,,) ' 01. ( . ,,) • h(xw)' ® h(xw) ® h( ... )' ® h(zw) ® h(y.)' ® h(Ywl ® h(tw)' ® h(tw) 

puesto que los codominios están relacionados por nsociatividad. 
El morfismo (J.l. ®.u)( w , u) : (11 ® 11) ® (il ® Ji) -- fi ~ ji, estÁ. representado en 
el siguiente diagrama vertical: 

h(xwl' ® h(xw) ® h(zw)' ® 11(>,,) ® "(y",) ' ~ "(y",) ® h(Iw)' ® h(tw) 
6 . r 1.5 . ., .. ,,1[( ........ ) "-( .... )."-(.0: ... )« .... \" .......... ) 1/0(1 .. )./011' ... ) • h(x.)' ® h(x,,) ® h(y,,)' ® "(y,,) 
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Es claro entonces que jj. == Lw(J,L ® ¡..¡.) o F,v Y que este morfismo resulta ser 
igual a 

h(x.)· <8> h(x.) <8> h(1I.)· <8> h(y.) <8> h(",)' <8> h(",) <8> h(I.)· <8> h(I.) 

6% .. ,;((~",.,u)6\1 .. ,:l;( t"'lIu)(rh(Z"J.h("u)®r h(I")'''(h»)(id ... (~"¡ ' @h(",,¡0Ch(IIU)"0h(wu),h(a,,¡ ' 0hezu)0idl>(lu) " @h(I,,¡) 
t 

h(x.)· <8> h(xu) <8> h(y.)· <8> h(yu) 

Por lo tanto ¡i(~ ® .:::1) =- Lu G" o (6. ® 6.), c1ond~ C,,-es la ftcdla_ vcr~ical 
anterior. Teniendo en cuenta que (6 <8> 6)(p, v) , (h <8> h)(p) ~ «h <8> h) <8> 

(h <8> h)) (v) está dado por 

(ó.®.6.) (p, v) = ó:J:p,:t"ÓXp,II" ÓI/P,Z" ÓllP,t" (¡dh(z,,)' ®bh(:tp)0idh (:l:p)) (idh (",,) · ®bh(l/p)0idh(IIP») 

vemos que la suma da como resultado 

M = 15:1:" ,)(II",:I:")Ól/u,)(1/,,,:I:,,) (r IIp.:t"p ® r 11",2:,,) (idh(:J:p)'@h{zp) ® Ch(:J:p)'@h(:J:p),h(¡tp) ' ®h(lIp) 

® idh(lIP)'@h(IIP)}(idh (zp) ' ® bh (;!;,,) ® idh(zl'))(idh(lIp)' ® hll(II") ® idh (lIp») 

Por otra parte tenemos que (pLl)(p, u) es la suma en v de la siguiente com
posición 

h(x,)' <8> h(x,) <8> h(y,)' <8> h(y,) .... "" .• "r.,,,, .• ,.,'. h(x.l" <8> h(x.) 
I 

6", .. ,Zu 6.,~ .\1 .. (idll(~ ~r ®bl>lz" )®idh(.,,,) 

h(xu)" <8> h(x,) <8> h(yu)' <8> h(yu) 

La suma entonces resulta ser igual a 

(p.6.) (p, tI.) = Óz".X(lIP,%plÓll .. ,x(vp,:¡:"l (idh(X(V,.,;¡::p»0bh(x(IIP,2:p»0idh(x(lIp,Zp»)f h(lIp),h(%p) 

En la figura 5.4, tomando y = xp y x = Yp. el gráfico que está en la 
parte superior izquierda representa a NI . en tanto que el gráfico en la parte 
inferior derecha representa a (.u6.)(p, u). Por lo tanto son iguales y con esto 
hemos demostrado que J..I.6. == [t(ó, ® 6.). Para demostrar que e es morfismo 
de álgebras, debemos demostrar que el diagrama 
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conmuta. Tenemos que 
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w 

w 

= dh(x{y~ ,z .. )) r h(v,,),h(r N ) 

= d/l.(lIu¡0 1.(:I:,,¡ r" (II.),I,(r .. ¡ 

Por otra parte, (e ® e)(u, *) = dh (:I: .. ¡@/¡(II .. ¡· 
La figura 5.5, tomando como antes x = Yu Y Y = Xu , demuestra que estos dos 
últimos morfismos son iguales. Por lo tanto (h, ¡J, 1], 6. , e) es una biálgebra. 

5.3 Representaciones de e 
Supongamos que e es lila categoría pequeña y monoidal estricta y sea R un 
anillo conmutativo cualquiera con identidad. Asociada a e consideramos la 
categoría e' que tiene los lUismos objetos que e pero para dos objetos a y b, 
HOIDc' (a, b) es el R-módulo libre generado por Homc(a, b). La composición de 
dos morfismos básicos en e' es la misma que en e y se extiende por linealidad a 
todas las composiciones de morfismos en e' y el producto tensorial de objetos 
es el de e y el de morfismos se extiende también por linealidad a e'. Vamos 
a suponer en lo que sigue que el anillo R es el crunpo C. Con esto e' es una 
Ab-categoría monoidaJ Cl:iLrict,u y pcqueiH.l, por lo que le POdCll¡OS aplicar la 
construcción de la sección 5.1 y obtener una categoría que denotaremos igual 
que antes por eso y Que le llamaremos ca.tegorin liIm: asociada a C. 
Supongamos que F es una representación de e, es decir, un [untor monoidal 
estricto de e en la categoría C«f de espacios vectoriales sobre C de dimensión 
finita . Entonces podemos extender F a un Cuntor monoidal estricto F 1 de 
la categoría e' en la categoría C<tr, simplcmonte definiendo el [untor F' que 
coincide con F en objetos (e y e' ticuen los mismos objetos) y definiendo 
P(¿;,,¡l'i) = ¿;,,¡F(F¡); F(a) ~ F(b), si /~; a ~ b son morfismos en 
e y O¡ E e para todo i. Podemos e..xlellder a su vez F' a un [untor Illonoidal 
no estricto ¡ : eSo --+ eu , donde eu c:; la categoría de espacios vectoriales 
sobre e, no necesariamente de dimensión finita, como sigue. Si f es un objeto 
de es" definimos F(/) = Ell.€sJ P(/(.,)). 
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Para un modismo F : f --+ 9 definimos 

F(F) = EB :F'(F(x, y)) , EB :F'(J(x)) ~ EB :F'(g(y)) 
¡tES, 

Es fácil ver que efectivamente ¡ es un r untor que extiende a ;:' y por lo 
tanto a F . Si J. 9 , h son objetos de eSo entonces la asociatividad AI,g,1a es 
transformada por j en la habitual identificación ent re los espacios vectoria
les (F(J) ® F(g)) ® F(h) y F (J) ® F(g)(®F(h)), es decir, entre los espa
cios $.,¡,,(:F'(J(x) ) ® :F'(g(y))) ® :F'(h(z)) y $.,." :F'(J(x)) ® (:F'(g(y)) ® 
:F'(h(z))). 
Con esto hemos demostrado la siguiente propiedad universal de la construcción 
Cs., 

Teorema 5.3.1. Sea e una categoría pequeña y monoidal estricta y :F : 
e --+ Ccif un Juntar monoidal e.stricto, donde Ce({ es la categoría de espacios 
vectoriales de dimensión finita sobre C. Entonces:F faetoriza a tmués de la 
categoría libre asociada eSo, es decir, existe un Juntar monoidal (no e.stricto) 

F, tal que el siguiente diagrama conmuta 

C~cSo (5.52) 

FI IF 
C/d'---C II 

donde J es elfuntor inclusión de la Proposición 5.1.8. 

Si :F es una representación . de .C y h es una biálgebra en cSo entonces 
tenemos que: 

Proposición 5.3.2. El espacio vectorial ¡(ti) tiene estructura de álgebra y 
de coálgebra en el,. 

Sin embargo, como ya vimos en 3.2.6, ¡(h) no es biálgebra en general. 
No obstante, aplicando un razonamiento similar al que allí hicimos, podemos 
obtener una biálgebra en e" a partir de h usando el funtor S . En efecto, 
supongamos que la categoríaC es de listones y apliquemos el funtor S a todos 
los diagramas de gráficas de listones C-coloreados de las figuras 5.1-5.5. En
tonces $ .,. S(I'(v, u)) ,F(ii)®F(ii) _ F(h) y $qS(~(., q)) ,e ~ F(ii), 
le dan a F(ii) estructura de álgebra. Análogamente, $.,. S(~(u,v)) , 
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F(h) ~ F(h)®F(h) y Elle S«(p,.)) : F(h) ~ e le dan a F(h) estructura 
de coágebra. La aplicación de S a las figuras 5.4 y 5.5 demuestra-graduadamente
que las dos estructuras son compat.ibles. 
Así, (F(h) , EIl.,. S(I'(v, ,,)), EIl, S(7¡( *,fJ)) , EIl.,. S(t.(u, v)), Elle S«(p, .)) es 
una biálgebra en Cl/' 
En f37! , Yetter demuestra. que: 

Teorema 5 .3 .3. Dada cualquier categoría pivotal V y un Juntor pivotal 
:F: V _ C.q, existe un ,qnlpo cuántico H , tal que :F Jactoriza 

Hdml 

donde:f : V - H;bm es un junt01' pivotal de V enIa subcategoria de la 
categoría de bimódulos cnLZudos sobre 1/ que es ccnuda bajo •• y J es el 
Juntor que olvida. 

Señalemos por último, que es fácil ver (tll(' In bj¡Hgebra H a la que hace 
referencia el teorema es la mislTI¡l. que la <¡no obLCuemos funt.orialmente de la 
biálgebra que hemos definido. 

5.4 Relación d e eso con categorías modulares 

Recordemos rápidamente el concepto de categoría modular. 
Sea e una Ab-categoría mOlloid,tl con el prodl\cto t.('tlsorial bilineal. La com
posición de morfismos, considerada como lIlultiplicución en End(I) , dota a 
este grupo abeliano con una estruct.ura de anillo con unidad id¡, que es clara
mente conmutativo. A este anillo lo llamaremos el anillo base y lo deno
taremos por K.. Para cualesquiera objetos V y W de e, el grupo abeliano 
Hom(V, W) puede ser considerado como un K-módulo con la estructura dada 
por kJ = k ® J, para k E K. Y J E Hom(V, IV). Esta estructura es compati
ble con la composición de morfismos en el :'cutido de que es K.-biJineal. En 
efecto, 

(kJ) ® 9 = (k ® f)(id , ® g) =, k ® /9 = k(J o g) 

y análogamente / o kg = k(J o g). 
Consideraremos en lo que sigue Ab-categori'L'i de Ii.<;toncs. 

(5.53) 
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Definición 5.4.1. Sea e una Ab-categoría de listones. Un objeto V de e es 
llamado simple, si la aplicación k --jo k ® idv = kid v define una. biyección 
!( ~ End(V). 

Es fácil ver que un objeto es simple si y sólo si End(V) es un K-módulo 
libre de rango 1. En efecto, la necesidad es obvia y para la suficiencia, 
obsérvese que si End(V) ~ IC con generador x, entonces idv = kx y X2 = k'x, 
con k, k' E IC. Por lo tanto, x = idvx = kx2 = kk'x, luego k es invertible en 
K, y así idv es un generador libre de C. 

Definición 5.4.2. Sea {V; }iEl una familia de objetos de C. Un objeto e 
está dominado por la familia {Vi}iE/, si existe un conjunto finito {Vi(r)}r 
de objetos de esta familia (posiblemente con repeticiones) y una familia de 
morfismos {Ir: V¡(r) ---+ V, 9r : V --¡. \Ii(r)} tal que 

(5.54) 

Vamos a introducir algunas notaciones que serán usadas para establecer 
la definición de categoría modular. Para i,j E 1 sea 

Sin dificultad se puede probar que Si,j = Sj,i (ambos lados de la igualdad 
están representados por el enlace de Hopf), luego la matriz S = (Si,j)i,jEJ es 
una matriz cuadrada simétrica sobre K.. 

Definición 5.4.3. Una categoría modular es un par que consiste de una 
Ab-categoría e y de una familfa fhüta {1.Ii }iEJ de objetos simples de e que 
satisfacen las siguientes cuatro condiciones: 

(i) (Axioma de normalización). Existe O E 1 tal que Vo = 1 

(ii) (Axioma de dualidad). Para cada i E J, existe i- E 1 tal que el objeto 
V¡. es isomorfo a (1.Ii) •. 

(iii) (Axioma de dominancia). Todos los objetos de e están dominados por 
la familia {V;}iEf. 

(iv) (Axioma de no degeneración). La matriz cuadrada S = (Si,j)i,jEI es 
invertible sobre K.. 
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Se tiene que: 

Lema 5 .4.4. Sea (C ,{Vihel) una categoría modular. Si i '# j en J, entonces 
Hom(V;, V;) = o. 

Para una demostración de este Lema, elle<.:t.or pUl.:dc consultar /351, pp.75-
76. 

A continuación vumo..<¡ a relaciol1nf cstoo conccpto.':I con la cOllstrucciólt 
eso. En lo Que sigue vamos a suponer que las categorías consideradas son 
pequeñas. 

Es fácil ver que el producto tensorial en eso es bilineal . Por otra parte, 
K = End(l ) tiene estructura de anillo cou el producto definido por la com-
posición, donde , recordemos que 1 : * ___ Oúj(C) es la función definida por 
1(*) = 1 E Obj(C). Así, Hom(j, g) se convierte en un K-módulo con la es
tructura X F = X ® F para X E J( Y F E ¡tomU, g). Consideremos ahora 
el anillo n = K So®So. Este es claramente una anillo conmutativo con unidad 
lo : So x So ~ End(I) dada por 10(I, y) = id l . Para Y e ¡¡ y G : f ~ 9 
en Hom(J,g) definimos YG E Hom(J,g) po" 

(YG)(u,v) = n1<,v)(*,*) ® C(1<. u) : J(u) ~ g(v) , (5.55) 

para u E SI , v E Sg y Y(u ,v)(*,*): 1 -- 1. Diremos que el objeto J de 
eso es fl wsimple, si es "simple" con respt.'Cto a n, es decir ) si la aplicación 
y -- y ® Id, es una biyección n -- End(J) (nótese que en la definición de 
objeto simple no se usa la estructura de listoncs ele la categoría, de manera. 
que el concepto se pudiera definir en 'Ull iL Ab-categoría monoidal en la cual 
End(J ) sea un anillo conmutativo). COIIIO II lIl!..':'; , t'Sto es (.'q ui vnlcnlc a decir 
que End(J) es un O-módulo libre de rango l. 
Usando la construcción eSo podemos dar una. definición de categoría moclular 
haciendo referencia a propiedades de un solo oujclO de eSo. Es dccir, tenemos 
que: 

Proposición 5.4.5. Sea (C,{\f¡ }i€l) una categoría modular y tomemos So = 
N x Obj(C). Entonces existe un objeto i.p de es.... que cumple que: 

(i) 1 E im(<p). 

(ii) <p' '" <p. 



(iii) Para cualquier objeto V de e, el objeto Iv : * _ Obj(e) de eSo 
definido por Iv( *) = V, es un 1'etmcto de !(J. 

(iv) CPn = r,o!{n ) xObj(C) es un objeto de C¡O, de manero que tT(~ .. ,<pJ es 
invertible sobre n. 

Demostroci6n. Tomemos un conjunto finito S = {XlI""Xn} e So con la 
misma cardinalidad que el conjunto finito de objetos simples {\I¡he¡. Sea 
S. = N x S. Definimos <p : S. _ Obj(e) por <p(m, x,) = v. , para todo 
m E N Y 1 ~ i :s; n. Las condiciones (i) y (ii) de la. Definición 5:4.3 implican 
claramente las condiciones (i) y (ii) de la proposición. 
Para demostrar (i¡i), definimos J : Iv -- cp y P : I{J -- Iv de manera Que 
J(* ,(m, x,)) = O = P«m,x;),*) si el objeto V. de e aparece menos de m 
veces en la descomposición de idv y en otro caso, de manera Que 

L P«m, x;),.) o J(., (m, x;)) = idv . 
(m,i) 

(5.56) 

De esta manera, es obvio que Po J = Id/v. Por último es fácil ver que la 
condición (iv) de la definición se traduce en este contexto en que tT(C~",<P,,) 
es invertible en í1. 

El Lema 5.4.4, se puede entonces enunciar como sigue. ) 

Lema 5.4.6. Sea e una categoría modular. Entonces el objeto cp de la 
proposición anterior, es D.-simple. 

La definición de categoría semisimple, generaliza. la noción de catego
ría modular, al quitar la restri¡::ciÓ.n de que el conjunto de objetos simples 
que dominan sea finito. Más precisamente, diremos que una categoría es 
semisimple, si se satisfacen los axiomas (i), (ii) Y (iii) de la Definición 5.4.3 
y el siguiente axioma: 

(iv) ' Para i ,¡, j E 1, Hom(V., 1';) = o. 
Tenemos entonces que: 

Proposición 5.4.7. Si C es una categoría semisimple y So = N x Obj(C). 
entonces existe un objeto cp de eSo que es D.-simple, y que sati3face las 
propiedades (i), (ii) Y (iii) de la Proposición 5.4.5. 
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~x x x~x 

x x x 

Figura 5.3: (idh; ® bhi ® idhi ® idh;®h.) (idhi ® bhi ® idhJ = (idhi®hi ® idh¡ ® 
bhi ® idhi ) (idhi ® bhi ® idhi) 

x 
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Figura 5.4: (p,(!:l ® !:l))(p, u) = (¡.¡.!:l)(p, 'u) 
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Figura 5.5: dh ·.o.hTh · h · = d h · ® d h · 
'l 1O' J 1.: J J t 
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