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Introducción 

El trabajo de esta tesis, pertenece a la rama de la Topología que se conoce como Teoría 

de los Continuos. El tema que se estudia es una generalización de la conexidad local. Los 

teoremas principales se encuentran en los dos últimos capítulos, los cuales tratan acerca de 

continuos arcoconexos y de la existencia de curvas cerradas simples. En esta tesis, se 

establece la arcoconexidad para algún tipo de continuos aposindéticos, no localmente 

conexos del plano. Es decir, se darán condiciones para ver cuándo un continuo aposindético, 

no localmente conexo del plano es arcoconexo y contiene curvas cerradas simples. De igual 

manera. para los continuos no aposindéticos. Estos teoremas se obtuvieron del artículo [1] 

de C. L. Hagopian. 

En el primer capitulo, se presentan algunos resultados básicos de la topología general 

que serán útiles más adelante. En particular de la topología métrica. Resultados acerca de 

conexidad. conexidad local y compacidad son los más importantes de este capítulo. 

El segundo capítulo, es un breve análisis acerca de los continuos. En especial. el 

teorema 2.11 de golpes en la frontera y algunos resultados acerca de las composantes y los 

continuos irreducibles. Resultados acerca de las sucesiones de continuos, serán también muy 

importantes más adelante. 

En el tercer capítulo, se introduce el concepto de aposindesis, el cual, como ya dijimos, 

es más general que el concepto de conexidad local, es decir, todo continuo localmente 

conexo es aposindético. Se definirán a los conjuntos Ly, Lyz y Kx, los cuales son la 

herramienta en los resultados de este trabajo. Se verá que Kx es un conjunto cerrado y tanto 

Ly como Lyz son continuos. Se verán ejemplos en los cuales Kx no necesariamente es un 

continuo. Por último, se verá la relación que tiene la aposindesis con la propiedad de ser 

semilocalmente conexo, se verá que globalmente las propiedades de aposindesis y de ser 

semilocalmente conexo son equivalentes, es decir, un continuo M es aposindético en x, para 



toda x e M si y sólo si M es semilocalmente conexo en x, para toda x e M. 

En los últimos dos capítulos, se presentan los resultados principales de este trabajo que 

comprenden continuos en el plano. Primero, se estudian condiciones que deben cumplir los 

continuos del plano que son aposindéticos para que sean arcoconexos y contengan curvas 

cerradas simples, además de ser cíclicamente conexos. Los continuos localmente conexos 

son aposindéticos y arcoconexos, por ello, nos interesan continuos aposindéticos del plano 

que no son localmente conexos. 

En el último capítulo, que comprende a los continuos en el plano que no son 

aposindéticos, se dará una condición suficiente para que sean arcoconexos y contengan 

curvas cerradas simples, en especial para algunos continuos del plano que no son 

aposindéticos en ninguno de sus puntos (que no serán localmente conexos en ningún punto). 

En ambos capítulos, se presentan ejemplos de continuos en los cuales, si se quita alguna 

condición, entonces ya no tienen la propiedad de ser arcoconexos o la existencia de curvas 

cerradas simples. 
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CAPÍTULO 1 

Preliminares. 

En este capitulo se definen y presentan aJgunos resultados básicos de la topologfa 

general que serán útiles más adelante. En particular se presentan resuttados de la topología 

métrica. pues ésta, será más adelante el lugar donde se profundizan los lemas de este trabajo. 

Entre lo más importante, se verán resultados básicos sobre la conexidad y compacidad. Por 

ejemplo, se verá que la conexidad local implica a la conexidad en pequeik> y que el reciproco 

de esta implicación es falsa. Sin embargo, se demostrará que globalmente la conexidad loca] 

y la conexidad en pequefto son equivalentes. AJgunos resultados sobre las componentes 

serán muy útiles posterionnente. en especial. ellcorema 1.26. 

Con respecto a la compacidad, se verá que en espacios métricos, ser compacto es 

equivalente a pedir que toda sucesión contenga una subsucesi6n convergente. También se 

verá que la intersección anidada de espacios métricos compactos, distintos del vacío. es un 

espacio métrico compacto, distinto del vacío. Se define el que un conjunto tenga la 

propiedad de la intersección finita y se demuestra el teorema t .48, que trata sobre sucesiones 

anidadas de compactos. el cual. será muy útil más adelante. Por último. se cita al lema de 

Zom el cual servirá para resultados posteriores. 

Como es usual, R y N denotan a los conjuntos de los números reales y naturales. 

respectivamente. El símbolo" denota el conjunto vaclo y • el fin de una demostración. 
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l. Espacios topológicos. 

Definición 1.1. Una topologla sobre un conjunJo X es una colección r de subconjuntos de X 

con las siguientes propiedades: 

a)" y X están en r . 

b) lA unión de los elementos de cualquier subcolección de r está en r . 

c) lA intersección de los elementos de cualquier subcolecciónfinita de r está en r . 

Un conjunJo X para el que se ha definido una lo¡x>logla r se llama espacio topo/6fko. 

Diremos que un espacio topológico es un par ordenado (X. r), formado por un conjunto 

X y una topología r en X, pero a menudo onütiremos hacer mención de 1" si no existe 

confusión. 

Si X es un espacio topológico con una topología r , diremos que un subconjWlto U de X 

es un ro.j.Dto abierto de X, si U pertenece a la colección 'r. Diremos entonces que un 

espacio topológico es un conjunto X junto a una colección de subconjuntos de X, llamados 

ConjWltos abiertos, tales que 9 y X son conjuntos abiertos, y tal que las uniones arbitrarias y 

las intersecciones finitas de conjuntos abiertos son abiertos. 

Dada una topologia sobre un conjunto X, podemos especificar la topología mediante la 

descripción de la colección completa 1" de conjuntos abiertos. Generalmente, esto se vuelve 

bastante complicado. En la mayoría de los casos. se especifica una colección más pequeil.a 

de subconjuntos deX que es capaz de defmir dicha topología. 

Definición 1.2. Sea X un conjunto. Una base para una tO¡x>logÍD sobre X es una colección p 
de subconjuntos de X. llamados abkl'ÚlS IHiskos, toles que: 

o) Poro cmJa x E X. 01 menos e:cisle un elemento básico 8 que contiene o x. 

b) Si x está en lo inlersección de dos elementos básicos B 1 Y B 2. enlonces e:cisle otro 

elemento básico B3 que contiene a xyque está contenido en 8 1 n B1 • 
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Si la colección fJ cumple estas dos condiciones, podemos defmir a la topologla T 

generada por fJ de la siguiente manera: decimos que un subconjunto U de X es abierto en X, 

o es un elemento de T, si para cada % e U, existe un elemento básico B e fJ que contiene a 

x, tal que B e U. Observemos que cada elemento básico es un conjunto abierto en X. No es 

dificil convencerse de que, con esta definición, en efecto T resulta una topologfa. 

2. La topologia métrica. 

Defiaició. 1.3. Sea X un conjunro. Unafwu:ión d : XxX ..... R se llama mitrica o distturcill 

sobre X si para todo x,y,z e X se cumple lo siguiente: 

ai d(x,y) ~ d(y,x) 

b) d(x,z} ~ d(x,y} + d(y,z} 

c)d(x,y) = Osiysólosix = y 

d) d(x,y) ~ O 

Así, para x,y e X , el número real d(x,y) , es la distancia entre x y y. Al par (X,d) se le 

conoce, como espado mélrko. 

DeflDic.ió. 1.4. &a (X,(/) un espacio métrico. Dado € > O definimos el conjunto: 

B{(x} ={y E XI d(x,y) < E"}, 

Es decir, todos los puntosy E Xcuya distancia ax, con la métricad, es menor que E". Le 

llamaremos la bob abierta de radio E" centrada en x. Observemos que el conjunto 

fJ = {B€(x) 1 x e X, € > O} satisface la condición a) de la defmición 1.2. Para demostrar 

que satisface la condición b), consideremos un punto x E B~ L (XI) n B€I(X2) y defmamos 

E" = min{€I - d(XI,X), E"2- d(X2,X)}. 

Siy E Bf(x), entonces 

d(x¡,y) ~ a1;xl .x)+d(x,y) < d(XI,X) +E"l - d(Xl,X) = E"I ' 
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Esto demuestra que B€(x) e B~I(Xl) y, anAlogamente B~(x) e B~)(x). As! que fJ fonna 

una base para una topologfa en X. La Uamaremos la topo~ mftric:a, que esti inducida 

por la función d descrita anteriormente. De esta manera. diremos que A es un conjunto 

abierto enX, si para todo x E A, existe una E > O, tal que B(x) cA. 

Defi.itió. 1.5. Sean (X,tI) un espacio métrico y A un subconjunto de X Vamos a definir lo 

siguiente: 

a) Un punto x e X es unplUlto interior de A, si existe E > O tal que B€(x) e A 

b) Un punto x e X es un pu"to fronter. de A, si para toda E > O se liene que B€(x) n A '* 8 

yB.(x)n(X-A).0. 

e) Un punto x E X se llama pu"to de .dhereneu. de A si para cualquier conjunto abierto V 

que contenga a x, se tiene que V n A '* 8. 

ti) Un punta x E X se llama plllltq de tlClUNIIIlICió" de A, si para cualquier conjunto abierto 

V que contenga a x, se tiene que V inlersecla a A en algún punto distinto de:r. 

Es claro que A es un conjunto abierto si y sólo si todos sus puntos son puntos interiores 

Defi .. ició. 1.6. Sea (X,d) un espacio métrico y A un subconjunto de X. Vamos a definir lo 

que es el inÚ!Twr, lafronÚ!T1l y la cUT'llll1U1l de A, respectivamente, como: 

intA = {x E X I x es un punto interi()l" de A}, 

Fr(A) = {x E X I x es punto frontera de A}, y 

A = {x e X I x es un punto de adherencia de A} . 

Defi.ició. 1.7. $ea (X,d) un espacio métrico. Decimos que un conjunto B es u"lUIo s; su 

complemento es un conjunto abierto en X. 

Es f8cil ver que A es un conjunto cerrado y que es la intersereión de todos los conjuntos 

cerrados que contienen a A. Note también que, a diferencia de los conjuntos abiertos. la 
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wtión arbitraria de conjuntos CCTTados no es cerrada, pero la intersección arbitraria de 

conjuntos cerrados es un conjunto cenado. al igual que las uniónes finitas de conjuntos 

cerrados son cerradas. 

Defi.kma 1.8. Sean X un espacio topológico y {X-II} una sucesión de elementos de X 

Decimos que {X-II} conVC!,.,e a x- E X si dado cualquier subconjunto abierto U en X que 

contenga a X, existe número natural .t, tal que x-" está en U para toda n :::: k. 

Si (X,d) es un espacio métrico, podemos decir qUl! {x-,,} converge a x- E X, si dada E> O, 

erute N E N tal q/H! para toda n :::: N se tiene que d(x-",x-) < E. 

Estas dos defmiciones de convergencia son equivalentes en espacios métricos. 

Teorema 1.9. Sea (X,d) un espacio métrico. Un mbconjunJo B de X es un conjunto cerrado 

de X sí y sólo s i B contiene a todos sw puntos de acumulación. 

PnebL Sea B un conjunto cerrado de X. Supongamos que existiera un punto x E X - B 

tal que x es un punto de acumulación de B. Entonces para cualquier conjunto abierto U que 

contenga a b, se tiene que U ioteTSeCta a B, de aquí que x no es un punto interior de X - B Y 

por tanto X - B no es un conjunto abierto, 10 cual es una contradicción pues el complemento 

de B es abierto. Entonces B contiene a todos sus puntos de acumulación. 

Ahora supongamos que B contiene a todos sus puntos de acumulaci6n. Vamos a demostrar 

que B es cerrado demostrando que X - B es abierto. Sea x E X - B, entonces x no es un 

punto de acumulaci6n de B. De aquf que existe un conjunto abierto U de x tal que 

U e X - B y, por 10 tanto, x es un punto interior de X - B. Como x fue cualquier punto en 

X - B, se tiene que X - B es abierto y por lo tanto, B es cerrado . • 

Defiaid6a 1.10. Sea (X,d) un espacio métrico. Se dice qUl! un subconjunto A de X está 

tlcoUUlo, si existe algún nUmero N tal que d(al,a2) :::: N para todo par de puntos de A. Si A 

es un conjunto acotado y TU) vado, el díametro de A se define como el número 

diámA :: sup{d(a"al) I 01,a1 E A}. 
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También. si x E X Y A es cualquier subconjunto de X, podemos definir la distancia del 

punlox al conjunto A como d(x,A) = inf{d(x,a) I a E A} 

3. La topología del subespacio. 

Dado un espacio topológico X, a menudo se trabaja con sus subconjuntos, por ello es 

importante darle tma topologLa a estos subconjuntos de manera que sea muy natural. 

DeflDidó. 1.11. Sean (X, T) un espacio topo/6gico y S un subconjUnlo de X. Podemos dar/e 

al subconjunto S la siguiene topo/agio: 

TS = {UnS I Uer}. 

Es facil comprobar que este conjunto fonna tma topología para el conjunto S, que viene 

a ser la topologia que hereda de X Es decir, sus conjuntos abiertos son todas las 

intersecciones de conjuntos abiertos en X con S. A esta topología, se le conoce como la 

topologfli rea.tiva o ¡Ddadda. En adelante, siempre que tomemos subconjuntos de un 

espacio topológico X, se tomarán con la topología relativa. 

Teorema 1.11. Sean X un espacia topológica y Y un subconjunto abierto en X Entonces si 

U es un subconjunto abierto en y, entonces U es un subconjunto abierto en X 

Prueba. Como U es un conjunto abierto en Y, se tiene que U ... Y n V, donde V es 

algún conjunto abierto en X. Luego, como Y y V son ambos conjuntos abiertos en X, tenemos 

que y n Ves un conjunto abierto en x. • 

Lo mismo pasa para conjuntos cerrados, es decir, si e es un subconjunto cerrado en X, y 

B es un subconjunto cerrado en e, entonces B es un subconjunto cerrado en X Éstos son 

casos especiales pues, si e e X y B es un subconjunto abierto ,o cerrado en e, entonces 

tenemos que B no necesariamente es un subconjwllo abierto o cerrado. respectivunente, en 

X. 
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4. Axiomas de separación y numerabilidad. 

Una vez definida la base de una topología, introduciremos los conceptos de primero y 

segundo nwnerable, que serán utilizadas frecuentemente en este trabajo. En especial la 

propiedad de ser primero oumerable, pues todo espacio métrico será primero oumerable. 

Defiakió. 1.13. Un espacio X se dice que es priMLro IflUfferllble, si X tiene una base local 

numerable en un punlo x, para cada x E X. Es decir, si existe una colección numerable p 
de subconjuntos abiertos de X, tales que pora cada punto x E X Y cada conjunto abierto U 

en X que contenga a x , existe un elemento B E {J que conliene a x y esté conlenido en U. 

Denaidó. 1.14. Se dice que un espacio X es segundo numerable, si X tiene una base 

numerable para su topología. Es decir. si existe una colección numerable {J de subconjuntos 

abiertos de X, lales que paTa cada conjunto abierto U en X y cada punta x E U, existe un 

elemento B E {J que conJieM a.:t y está contenido en U. 

Es claro que si un espacio X es segundo numerable, entonces X es primero numerable. 

Pues, si p es una base numerable para la topología de X, entonces el subconjunto de {J 

formado por aquellos elementos de la base que contienen al punto x es una base oumerable 

en x. Por otro lado, observemos que todo espacio métrico es primero numerable, ya que la 

familia {J(x) = {B f (x) I n E N} es una base local numerable en x. Sin embargo, no todo 

espacio métrico es segundo numerable. 

Ejemplo LIS. Seo (R, T) el espacio lopológico de los números reales con la lapo/agio 

discreta. Enlonces (R, 1") es un espacio métrico pero no es segundo numerable. 

(R, 1") es un espacio métrico, pues si para cua1esquiera x y y E R se define 
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resulta que d es una métrica par.l (R,I"). La razón porque (R,I") no es segundo numerable, es 

simplemente porque Jos puntos son conjuntos abiertos en (111.,1"). De aquí que para cada 

punto.r en R • .r tendria que ser un elemento de la base numerable, Jo cual es imposible pues 

R DO es numerable. 

A continuación, se introducen tres axiomas de separación, los cuales, veremos que todo 

espacio métrico los cumple. Estos axiomas de separación serán utilizados con frecuencia, 

por ello, son muy importantes para los resultados de este trabajo. 

Defi.ició. 1.16. Sea X un espacio topológico. Entonces: 

a) X se dice de HlllISdorjJ. si para coda par de punlos x,y e X, exi.!len subco,yuntos 

abiertos U y Ven X. disjuntos, tales que x e U y y E V. 

b) X es RegllhJr si para cuoJquier subconjunto cerrado B en X y cualquier punJo x e X - B. 

existen subconjuntos abiertos U y Ven X. disjuntos, tales que B e U y x e V. 

c) X es NOrl"m si para cada par de conjuntos cerrados A y B disjunJos en X. exislen 

abiertos U y V de X disjuntos tales que contienen a A y a B. respectivamente. 

Teorema 1.17. Todo espacio métrico es normal. 

Prueba. Sea (X,d) un espacio métrico. Sean A y B dos conjuntos cemulos disjuntos de 

X Para cada a e A, elegimos E"" de tal modo que B,. (a) n B = O. Análogamente, para cada 

be B. elegimos €I> de tal manera que B.~(b) nA = 9. Ahora tomemos U = UB • .r.z (a) y 
~ 

v = UBc.n.(b) . Es claro que A e U y que B e V. además U y V son abiertos, pues la ... 
unión de conjuntos abiertos siempre es abierta. Afmnamos que U n V = O. Supongamos 

que existiera un Z E un v, entonces Z E 8(.11(0) n Bc.n. (b) para alguna a E A Y alguna 
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h E B. Entonces, tenemos que d(a,h) < l~t. Si E"" :5 E"h, entonces d(a,h) < E"h Y esto Jo 

que nos dice es que a estaria en la bola Blt (b) lo cual es una contradicción. Análogamente si 

Eb :5 E" llegamos a que b e B~.(a) lo cual es imposible. Por lo tanto, un y "", s .• 

Note que, como todo espacio métrico es normal y los puntos son conjuntos cerrados, se 

tiene que todo espacio métrico es regular y de Hausdorff. 

5. Conexidad. 

Dado un espacio topológico X, se define el concepto de conexidad y se presentan 

algunos resultados básicos que serán de ayuda más adelante. 

Defiaicióa 1.18. Sea X un espacio topológico. Decimos que X puede ser seJHUtuIo o tiene 

una septu'"ci6n, si existen dos conjuntos abiertos U y V en X, disjunJos, distintos del lIaclo, 

tales que X = uu V. El espacio topoJógicoX es callao si no puede ser separado. 

Es decir, un espacio es conexo, si no se puede dividir en dos conjuntos abiertos 

disjuntos y no vacíos. Es importante observar que cuando U y V satisfacen lo dicho en la 

defmici6n 1.18, entonces tanto U como V son conjuntos abiertos y cerrados enX 

Teorem. 1.19. Sea X un espacio topológico. Sean e y D subconjunJos de X tales que 

forman una separación de X. Si Y c X es conexo, enlonces Yc e o Y e D. 

Prueb.. Como e y D son conjuntos abiertos de X. los conjuntos e n y y D n y son 

conjuntos abiertos en Y. Luego estos dos conjuntos son disjuntos y su unión es Y, Como Yes 

conexo, afinnamos que, e n Y = e o D n y = O, esto se debe a que si ambos conjuntos 

fueran distintos del vaclo, fonnarian una separación de Y, lo cual seria una contradie<:i6n 

pues Y es conexo. Entonces alguno de estos conjuntos es vaclo. Por Jo tanto, Y está 

contenido en e o en D . • 
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Teorema 1.20. SeLl X un espacio topalógico. La unión de una familiD de subconjuntos 

conexos de X que tienen un punlo en común es conexa 

Pneba. Sean {A,,} una familia de subconjuntos conexos de un espacio topológico X y 

P e nA .. Se probará que el conjunto UA .. es conexo. Supóngase que no lo es. Es decir, 

que UA .. ". cu D es una separación de UA. (es decir, que e y D son conjuntos abiertos 

en UA .. , disjuntos y distintos del vado). El punto p está en e o en D, supóngase que 

pe C. Como A" es conexo, por el teorema 1.19, se tiene que A" e CoA .. e D,perocomo 

p E A .. , se tiene que A. e C. Entonces, para cada a, tenemos que A .. e e y, por lo tanto, 

UA .. e e, contradiciendo el hecho de que D en distinto del vado. Por lo tanto, UA" es 

conexo .• 

Teorema 1.21. Seon Xun espacio topológico yA e X conexo. SiA e B e A enJonces Bes 

conexo (es decir, si B se forma añadiéndole a A cualquier cantidad de .rw puntos de 

adherencia, entonces B es conexo). En particular, A es conexo. 

Pneba. Sean A conexo y B tal que A e B cA. Supóngase que B == C U D es una 

separación de B, por el teorema 1.19, se tiene que, A e C, o A e D. Supoogamos que 

A e C. Entonces A e "t. Como c: y D son disjuntos y B e A, se tiene que Be C. 

contradiciendo el hecho de que D es distinto del vacío. lo que nos dice que B es conexo .• 

Defiaici6_ 1.22. Sean X un espacio topológico y x,y E X. Una trayectoriIJ de x a y, es una 

función continua!: (0,1] .... Xlal que.ll:O) = xy.l(I);; y. Si para cadax,y e X. existe una 

trayectoria!: [O, 1 J .... X tal que f: [O, 1] .... .1([0, 11) es un homeomorfismo decimos que X 

Todo espacio arcoconexo es conexo, pero el inverso es faJso como se muestra en el 

siguiente ejemplo: 

12 



Ejemplo 1.23. Sea S = {(x,sen( -}» I 0< x < f}. 

Entonces M = S es conexo (pues S es conexo) pero no arcoconexo. Para ver esto, 

supongamos que existe una trayectoria empezando en el (O, O) Y tenninando en el punto 

(f,O) (el punto (0,0) está en {O} x [-1,1] y el punto (f,O) en S). Es decir, existe una 

funcióncontinuaf= (fiJ2) : [0,1] -+ Me 1R2, talquej{O) = (O,O)yj{l) = (f,O). 

Sea lo = {t E [0,1] I fl([t, l]) e (O,f]) y to = ínf lo. lo es un intervalo abierto en 

[0,1] delafonna (to, 1]. Necesariamentefl(to) = 0, entoncesjj«to, 1]) = (O,f]. Sea {tn} 

una sucesión en (to, 1] tal que tn converge a to y fl(ln) = ,; (tal sucesión existe por el 

teorema del valor intennedio). Entonces se tiene que h(to) =limsen(fi~t.»); pero la 

sucesión oscila entre los valores +1, -1, luego no tiene límite, contradiciendo la continuidad 

de! Entonces Mno es arcoconexo. A M se le conoce como la curva sen-}. 

Definici6n 1.24. Sean X un espacio topológico y x E X Decimos que C;. es la componente 

de x en X si Cx es el mayor subconjunto conexo en X que contiene a x. A menudo sólo 

diremos que Cx es la x-componente de X 

Teorema 1.25. Sea X un espacio topológico. 

1) Si S e X es un conjunto cerrado y K es una componente de S, entonces K es cerrado en 

x. 
2) Si x,y E X son distintos, y y E Cx , entonces C" = Cy • 
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3) Si Yes cualquier suOConju.nlO de X, z e Y, eJ la componente que contiene o z en X. el la 

componenJe que contiene o z en Y y eJ e Y. enlonces el - ef. 
Pnteba. 1) Es inmediato del teorema 1.21, pues si K no fuera cerrado. K es un conexo 

tal que K e K e -S <: S lo cual contradice el hecho de que K sea una componente. 

2) ez es el conexo más grande que contiene a x, se llegará a que también es el corJeJ{O 

más grande que contiene ay. Si existiera un conexo e que contuviera ay mas grande que ez 

(es decir ez e q. entonces, romo x E e, esto conbadice el hecho de que ez fuera la 

componente de x. Por lo tanto, ez es el conexo más grande que contiene a Y. de aqui que C 

es también Iay-componente deX. 

3) La demostración es inmediata. pues como e: es el mayor subconjunto conexo en X 

que contiene a z y CJ e Y e X, se tiene que C: es el mayor subconjunto conexo en Y que 

contiene a x. De aqul que Cl = Cr • 

T"Rma 1.26. Sean X un espacio métrico, x E X Y W un subconjunto de X tales que 

x E int(X - W). Si X - W tiene un número finita de componentes y x E C, donde C es llJIQ 

componente de X - W. entonces x E in/e. 

Pneba. Sean {Ch ...• e,.} las componentes de X - W y supongamos que X E CI. 

Como C2 U ... UC,. es cerrado en X - Wyx II!: e2 U ... UC ... es posible encontraruna€ > 0, 

tal que € < d(x.C2 U ... UC.). AdemAs, como x E int(X - W). se puede tomar dicha € de ta1 

forma que B(x) e X - W. Entonces B(x) e Ch lo que nos dice quex e inICl .• 

En particular, si X tiene un número finito de componentes y x e C e X. donde C es una 

componente de X, entonces x e inIC. 

A continuación, se introducen los conceptos de conexidad local y de conexidad en 

pequeño y se presentan algunos resultados básicos que son fundamentaJes para este trabajo. 

Deflaició. 1.27. Sean X un espacio topológico y x E X Decimos que X es localmenk 

cont!XO en x si para cada conjunto abierto V que con/enga a x, existe un conjunJo abierto y 
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conexo U que con/rene a x y que esto con/enido en V. Decimos que X es loclÚltUnte conexo, 

si X es localmente conexo en cada lUlO de sus puntos. 

Ejemplo 1.28. El conjunto de los mimeros reales, un circulo y un intervalo, son ejemplos de 

espacios localmente conexos (con la topología heredadrJ). 

IHflDici6. 1.29. Sean X un espacio topológico y x e X Decimos qW! X es conexo en 

pequello en x, si para cualquier conjunto abierto Y que contenga a x, existe un conjunto 

conexo U tal que 1: e inJU e U e Y. Decimos que X es conexo en pequeRo, si X es conexo 

en pequeño en cada uno de sus puntos. 

Es claro que si X es localmente conexo en un punto x, entonces X es conexo en pequel'lo 

en x. El recIproco es falso como se muestra en el siguiente ejemplo: 

Ejemplo 1.30. Para cada n y 1- e N, con k > n > 1, seo LZ el segmento de recta que une el 

punlO (-l-. t) con el punlo (O, *) y sea L el segmento de recta que une el punlo (O, O) con 

elpunlo (O, t). Sea M: llJ.LZ)UL. 

... ~~~. 
(0,0) (O,1*,) (0,1) 

Note que M es conexo en pequeño en el punto (O, O) pues, si Yes un conjunto abierto 
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que contiene a1 punto (0,0), existe una N e N ta1 que, el conjunto conexo U L%UL'. 
blp!i 

donde L' es el segmento de recta que une el punto (0,0) con el punto (O, -!-), se queda 

contenido en JI. Sin embargo no es posible encontrar un conjunto que sea conexo y abierto 

contenido en V, de aquí que Mno sea localmente conexo en (0, 0). 

Aunque localmente DO son lo mismo, globalmente sí lo son, es decir, X es localmente 

conexo si y sólo si X es conexo en pequel\o. Para probar esto, antes necesitamos el siguiente 

resultado. 

Teorema 1.31. Sea X un espacio topo/6gico. Entonces X es localmente conexo si y s610 si 

para cada conjunJo abierto U en X y cada componente e de U. se tiene que e es ~ 

conjunto abierto en X. 

Prueba. Supongamos que X es localmente conexo. Sean U un conjunto abierto en X y e 
una componente de U. Se quiere demostrar que e es un conjunto abierto de X. Sea,X e C, 

entonces'x E Uy, comoXes localrnente conexo en x, se tiene que existe un conjunto abierto 

conexo JI ta1 que x e JI e U, luego, V e C pues JI es UD conexo que contiene a:r y C es la 

componente de x, es decir, el conexo más grande que contiene a:r. Entonces x e JI e C, lo 

que nos dice que x es un punto interior de C. De aqui que e es un conjunto abierto de X. 

Supongamos ahora que para cada conjunto abierto U en X y cada componente e de U, 

se tiene que C es un conjunto abierto en X. Sean x E X Y U cualquier conjunto abierto en X 

que contenga a x. Sea JI la componente de U que contiene a,X. Por hipótesis JI es un 

conjunto abierto, y conexo por ser una componente, además Yc U, 10 que nos dice que X es 

localmente conexo en x para toda x E X. • 

Teorema 1.32. Sea X un espacio topológico. Emonas X es localmente conexo si y sólo si X 

es conexo en pequeño. 

Pneba. Si X es localmente conexo, tenemos que X es conexo en pequei\o. Ahora 

supóngase que, para cada punto x e X, X es conexo en pequeño en x. Sean U un conjunto 

abierto de X y e una componente de U. Se demostrari que C es un conjunto abierto en X. 
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Tomemos un punto cualquiera x que esté en C. Como X es conexo en pequei\o en x, para 

el coojunto abierto U (pues x E e e U), existe un conexo JI tal que x E intV e JI e U, 

luego, como "es un conexo que contiene a x, tenemos que V e C. Entonces se tiene que x 

es un punto interior de C, pues existe un conjunto abierto (que seria intV) que contiene a x y 

está contenido en e (pues intV e JI e C). De aquí que e es un conjunto abierto en X. Se 

sigue del teorema 1.3 J, que X es localmente conexo . • 

También podemos pensar a la conexidad en pequeño de la siguiente manera. 

Teorem. 1.33. Un espacio topológico X es conexo en pequeño en x E X si y sólo si para 

coda conjunto abierto U de X tal que x E U, se tiene que x E intC, donde e es la 

componente de U que contiene a x. 

Praeba. Supongamos que X es conexo en pequeno en un punto x E X. Sean U un 

conjunto abierto en X que contiene a.r y e la componente de U que contiene a x. Como X es 

conexo en pequei\Q en:c, se tiene que para el conjunto abierto U, existe un conjW1to conexo 

V tal que x E inlV c Ve U. Como JI es un conexo que contiene a .r, se tiene que Ve C, 

luegox E int C, pues intV e intC. 

Ahora, supóngase que para cada conjunto abierto U de x, se tiene que x E intC, donde C 

es la componente de U que contiene a.r. La demostración es inmediata pues C es un conexo 

contenido en U tal que x E intC . • 

6. Compacidad. 

Dado un espacio topológico X, se define el concepto de compacidad y se presentan 

algunos resultados básicos que nos serán de ayuda más adelante. 

Defiakióa 1.34. Sea X un espacio topológico. Una colección fJ de subconjuntos de X se dice 

que cubre X o que es una CUbierlll para X, si la unión de los elementos de fJ coincide con X 
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Se dice que fJ es una cubiut4 lÚJÍn1II para X. si fJ es una cubierta de X formada por 

conjlUf/OS abiertos en X. 

Una vez defInido esto. se introduce el concepto de compacidad. 

Definición 1.35. Decimos que X es compacto si para cada cubierta abierta fJ para X 

podemos encontrar una subcubiertafinit(l de /J que cubre a X. 

Vamos a probar aJgunos hechos acerca de subespacios. Si Yes un subespacio deX. Wl.3. 

colección /J se dice que cubre a Y (o que es una cubierta para Y) si la unión de sus elementos 

contiene a Y. 

Teorema 1.36. Sea Yun subespacio de X. Entonces Yes compacto si Y sólo si coda cubierta 

de Y por abiertos de X contiene una subcubiertafinita que cubre aY. 

Prueba. Supongamos que Yes compacto y que fJ = {Bo}..,; es Wl.3. cubierta de Y por 

abiertos de X. Entonces la colección {B .. n y I a E J} es una cubierta de Y por conjuntos 

abiertos en Y. 

Como Yes compacto. ex.iste una subcubierta fmita de la forma {BOl n y •...• B"l n Y} 

que cubre a Y. Entonces {B. , •...• B ... } es una subcubierta fInita de /J que cubre a Y. 

Recíprocamente. sea /J' = {B~} oe.J Wl.3. cubierta de Y por abiertos de Y. Para cada 

a E J. podemos elegir un conjunto B. abierto en X tal que B~ "" B .. n Y. 

La colección fJ = {D.} oe.J es una cubierta de Y por abiertos de X. Por hipótesis. aJguna 

subcubierta fmita {B., •...• B.,} cubre a Y. Entonces {B~" .... B~, } es una subcubierta 

fmita de /J' que cubre a Y . • 

Teorema 1.37. Cada subconjunto cerrado de un espacio compacto es compacto. 

P,..en. Sea C un subconjunto cerrado de un espacio compacto X. Dada una cubierta 

{B.}<1LI para e de abiertos en X. queremos encontrar una subcubierta fmita de {Bo }"", 
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Como e es un cerrado de X. X - e es un conjunto abierto. Por lo tanto {B •• X - C} -.J es una 

cubierta abierta para X. como X es compacto. existe una subcubierta finita 

{UI •...• U,,} e {B •• X-C}-.J que cubre a X. Si {UI •...• U,,} no coniene a x-e. 
entonces {U ...... U,,} es una subcubierta abierta de {B .. } . O!J para e. luego, si {U ••...• U,,} 

contiene a x-e. podemos suponer que UI = x-e. y entonces {Uz ••..• U,,} es una 

subcubierta abierta de {B.} aeJ para e, de aqul que e es compacto .• 

Teorem. 1.38. Sea X un espacio de Hausdorf{. Sea K un compacto en X, entonces K es 

cerrado. 

Prueba. Se demostrará que el complemento de K es un conjunto abierto en X Sean 

x e X-K Y un punto y e K. Como X es un espacio de Hausdorff, existen subconjuntos 

abiertos Uy y Vy en X, disjuntos, tales que x e Uy y y e Vy. Note que esto se puede hacer 

para cada y E K Y el punto x. Sea fJ = {Vy I y e K}. Entonces fJ es una cubierta abierta de 

" " 
K Y. como K es compacto. existen Vy" ... , Vy• e /3, tales que K e U Vy,. Luego n Uy• es 

1-1 1-1 

un conjunto abierto en X que contiene a x, pues cada conjunto Uy, es un conjunto abierto en 

X que contiene a x y la intersección fmita de conjuntos abiertos en X es un conjunto abierto 

""" " 
en X Además, n Uy, e n (X - yy,) = X-U Vy, eX-K. Como K e U Yy" se tiene 

;'1;'1;'1 ""'1 

" 
que x es un punto interior de X - K, esto pues., se encontró un conjunto abierto, n Uy" en X .. 

" 
que contiene al punto x, tal que <n Uy,) n K = 9. Por lo tanto, X - K es un conjunto abierto 

~, 

en X De aqul que K es un conjunto cerrado .• 

Teorema 1.39. Si K es un subconjunJo compacto en un espacio métrico X. entonces K es 

cerrado y acotado. 

Pruebtl. Como todo espacio métrico es de Hausdorff. por el teorema 1.38. K es un 

conjunto cerrado. Se probará que K es un conjunto acotado. Sea fJ = {B ICx) I x e K}. es 

claro que fJ es una cubierta abierta de K. Como K es compacto, existe una subcubierta flnita 
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de bolas abiertas de radio 1 que cubren a K. SeanX¡, . . . , X .. los centros de dichas bolas. Sean 

M = máx{d(x¡,xJ) liJ e {1, .. ,n}}yx,yeK. 

Entonces, d(x,y) ~ M + 2, pues recordemos que el conjunto {B¡ (XI), . . . ,B. (x .. )) cubre 

a K. De aqui que K es un conjunto acotado . • 

A continuac;oo, se introduce el concepto de casicomponente. 

Defiaició_ 1.40. Sean X un espacio topol6gico y X e X. lA casicomponenll! QI de x en X es 

la intersección de todos los abiertos y cerrados de X q1U! conJienen a x. Es decir, 

QI = n{A e X I A es abierto y cerrodo enXyx e A}. 

Resulta que si el espacio es compacto, las nociones de casicomponente y componente 

coinciden. 

Teonm. 1.41. Sean X un espacio topológico compacto y de Housdorff y x e X, entonces 

el "'" QI' Ver [2, Teorema 9.2.4, pág. 427] 

Teonm. 1.42. Sea X un espacio topológico compacto. $i K es uno cosicomponenJe de X Y 

Ves un conjunto abierto en X tal que K e V, entonces existe un conjunto abierto y cerrado 

BenXtalqueK c B c V. 

PnebL Para cada x e X-V existen VI y VI abiertos y cerrados en X tales que 

K e Uz,x e Vz, X = VIU VI y u z n VI = e. Como X- Ves un conjunto cerrado enXy 

este es compacto, X - U es compacto. Entonces existen m e N y Xl, • • • ,x.. e X-V, tales 

• • 
queX - U e U VI,. SeaB "" n VI,' entonces K e By Bes un conjunto abierto y cerrado 

~1 ;"1 

enXconB e U . • 

Si X es un espacio métrico, se demostrará que la definición de compacidad es 

equivalente a pedir que toda sucesiÓD en X contenga una subsucesiÓD convergente. Para esto, 
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se necesita demostrar el lema del número de Lebesgue y la siguiente proposición. 

ProposÑ:i6a 1.43. Sean X un espacio compacto y J e X un subconjunJo con una cantidod 

infinita de puntos, entonces X liene un punto de acumulación de J. 

Prueba. Supongamos que ningún punto en X es W1 punto de acumulación de J, es decir, 

para toda Z E X existe un conjunto abierto V .. con Z E VI tal que U, nJ e {z}. La familia 

{ U. I Z E X} es una cubierta abierta para X, como X es compacto, existe una subcubierta 

• 
fmita que cubre a X. Sea {VI""" UI .} tal subcubierta. Como X "" U UI , Y. para cada .. 
i = 1, . .. ,m, se tiene que V.; nJ e {Z¡}. Se sigue que J tiene a lo más m elementos . • 

Lema 1.44. Sea A una cubierla abierta para el espacio métrico (X,d). Si X es compacto, 

entonces existe un 8 > O tal que para cada subconjunto de X con diámetro menor que 8. 

existe un elemento de A conteniéndolo. 

El número 6 se denomina aúmero de Lebesgue para la ~Dbierta A. 

Prueba. Sea A una cubierta abierta de X. Supongamos que X no es un elemento de A, 

pues es claro que el resultado se seguirla para cualquier 6 > O. Como X es compacto, existe 

una subcolección fmita {A .. ... ,A .. } de A que cubre a X. Para cada i "" I •...• n. sea 

CI = X - A¡ Y se defme f: X .... R como la función media de las distancias de un punto x a 

los conjuntos CI, es decir, 

• 
j(r) ~ .. ~d(r.C,) . .. , 

Se demostrará quej(x) > O para todo x E X. Como {AI, ...• A,,} cubre a X. existe 

i = I ..... n tal que x E Al. Como A¡ es un conjunto abierto en X. existe € > O tal que 

B.(x) e Al. Entonces. d(x.C¡) ~ €. Y por lo tanto j{x) ~ t. Como f es una función 

continua definida en un compacto, f tiene un valor mínimo 8. Se demostrará que 6 es un 

número de Lebesgue. Sea B un subconjunto de X cuyo diámetro sea menor que 6. 

Tomemos un puntoxo E B. Entonces B e B,,(xo). Ahora: 

6 :5 j{xo) :S a{xo.C .. ) 

donde d(xo. C .. ) es el mayor de los números d(xo,C¡). Entonces la bola de radio 6 y centro 
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enxo está contenida en el elemenloA. = X-C. de la cubierta de A .• 

Teorema 1.45. Sea X un espacio metrico. EnJonces son equivalentes: 

a) X es compacto. 

b) Toda sucesión de pun/os en X; conliene una subsucesión convergen/e. 

Prueba. Supongwnos que X es un espacio métrico y compacto y sea {x .. } una sucesión 

de puntos en X. Se quiere demostrar que {x .. } tiene una subsucesión convergente. Sea 

S -= {x .. 1 n E N}. Considérense dos casos: 

1) Si S es Wl conjunto finito. entonces hay una subsucesión constante de {xR } que 

claramente converge. 

2) Si S es un conjunto infinito. por la proposición 1.43. se tiene que S tiene un punto de 

acumulación al cual lo Ilamaremosz. Se demostrará que existe una subsucesión de {xR } que 

converge a z. Como X es un espacio métrico. X es primero numerable. Por lo tanto. existe 

una base local numerable fJ = {B , . B2.Bl •... } para z. Se puede suponer que 

B I :::l B2 :::l Bl :::l .... (pues de lo contrario. se construye una nueva base local tomando como 

elementos a B, n. .. ()88 para cada n e N). Ahora, como z es un punto de acumulación. 

existe un punto de la sucesión {X8} en B, - {z}. al cual lo Uamaremos X8,. luego. existe un 

punto x"2 de la sucesión {X8} tal que xlO¡ E B2 - {z} y podemos escoger 1'12> 1'1,. 

Sucesivamente se construye la subsucesión {x8,} de {X8} que claramente converge al punto 

z. 

Ahora supongamos que toda sucesión de puntos en X. contiene una subsucesión 

convergente. 

Primero, se demostrará que el lema del número de Lebesgue se tiene para X. Sea A una 

cubierta abierta de X. Supongamos que no existe un ~ > O tal que cada subconjunto de X de 

diámetro menor que ~ esté contenido en un elemento de A y veamos que se llega a una 

contradicción. Se está suponiendo que, para cada ~ > O existe un subconjunto e de X con 

diámetro menor que ~ que no está contenido en ningúm elemento de A. En particular. para 

cada número natural n, existe un subconjunto C" de X con diámetro menor que -/; que no 

está contenido en ningún elemento de A. Para cada n e N. elijamos un punto x8 E C8 • Por 

hipótesis, existe una subsucesión {x",} de la sucesión {x,,} que converge a un punto Q. 

Como A es una cubierta abierta para X, se tiene que a está en algún elemento Aa de A. Como 
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A .. es un conjunto abierto en X. existe una € > O tal que Bc{a) e A ... Luego, como la 

sucesión {XII,} converge al punto a, siempre existe un número natura] ¡suficientemente 

grande para que XII, e Bt(o) y t < y. Entonces, como el diámetro de e .. , es menor a 

t < t y XII, e Bt(o), se tiene que el subconjunto ell, e B.(a}, lo cual es una 

contradicción. Entonces la propiedad delnWnero de lebesgue se tiene para X 

Ahora se demostrará que dado € > O. existe un cubierta fmita de X por bolas de radio E. 

Para esto. supóngase que existe un E > O tal que X 00 puede ser cubierto por un número 

finito de bolas de radio E, para asl llegar a una contradicción. Se construirá la siguiente 

sucesión: sea Xl cualquier punto en X. ComoB .. (Xl} no cubre aX, es posible tomar un punto 

X2 E X - 8(xl}. Análogamente. dados XIo' __ 'X'" como 8 .. (xl} U ... UB€(x,,} no cubre a X, 

se elige un punto x .... , que no esté en la unión B .. (xl) U .. . UB(x,,). Es claro que la sucesión 

{XII} no contiene ninguna subsucesión convergente, lo que contradice la hipótesis .. 

Finalmente, se demostrará que X es compacto. Sea A una cubierta abierta para X. 

Entonces la cubierta abierta A tiene un número de Lebesgue 6. Si tomamos a E = t. se 

puede encontrar una cubierta fmita de X por bolas de radio E. Cada una de estas bolas tiene 

como diámetro lf. que como es menor a Ó, nos dice que cada bola de radio E de la cubierta 

finita de X, está contenida en algün elemento de A. Eligiendo este elemento de A para cada 

una de las bolas de radio E de la cubierta fmita de X, se obtiene una subcubierta fmita de A 

que cubre a X. • 

Defiaitión 1.46. Una colección e de subconjuntos tk X se dice que tiene la propiedad de la 

intersección finita, si cada subcolección finita {e l •...• e .. } de e tiene inJersecci6n no vacÍlJ, 

es tkcir, que el n .... ncll es no vacÍlJ. 

Una vez definido esto, el siguiente teorema nos proporciona un criterio para decidir si 

un espacio es o no compacto, el cual. sera una herramienta importante para el dearrollo de 

este trabajo. 

Teorema 1.47. Sea X un espacio topológico. Entonces X es compacto si y sólo si para cada 
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colección e de conjuntos cerrados en X con la propiedad de ID inlersecci6n finita. la 

intersección de todos los elemenJos de la colección O e es no vado. 

Prueba. Dada cualquier colección p de subconjuntos de X, sea e = {X - B I B E P} la 

colección de sus complementos. 

Entonces, se afinna lo siguiente: 

a) La colecciÓD fJ cubre X si y sólo si la intersección Q e es vacfa. 

Esta afinnación se deduce de la ley de De Morgan: X - <U B.) = n<X - B .. ). 
o<J o<J 

Supongamos entonces que X es compacto, sea e una colección de conjuntos cerrados en 

X con la propiedad de la intersección ftnita. Se quiere demostrar que O e es no vacía. Sea fJ 

la colección de los complementos de e, es decir fJ = {X - e I e e C}. Note que también se 

pueden presentar a las colecciones e y p como sigue: p = {B I B = x-e, con e E C} y 

C=-{X - s I s e P}. Como e tiene la propiedad de la intersección fmita, se tiene que para 

cada subcolección fmita {X - B" ... ,x - B .. } de C, la intersección X - B, n .... nx - Bit es 

no vacía. Entonces se tiene que pan cada subcolección finita {SI, ... ,S .. } de p, la colección 

{B¡, ... ,B .. } no cubre X. Observe que los elementos de fJ son conjuntos abiertos, luego, 

como X es compacto, se tiene que p no cubre a X, pues de lo contrario existiria una cubierta 

abierta para X sin subcubierta fmita de p que cubra a X. Se sigue de a) que la intersección 

{) e es no vacía. 

Reclprocamente, supóngase ahora que pan cada colección e de conjuntos cerrados en X 

con la propiedad de la intersección fmita, la intersección de todos los elementos de la 

colección {) e es no vacfa. Sea p una cubierta abierta para X. se quiere demostrar que existe 

una subcubierta fmita de fJ que cubre ax' Para esto, seaC = {X - B I B e P}. Note que los 

elementos de e son conjuntos cerrados en X. Se sigue de a) que la intenección n e es 
c<c 

vacía. Entonces el conjunto C no tiene la propiedad de la intersección fmita y. por lo tanto, 

existe una subcolecclón finita {X -B" ...• X - B .. } de fJ tal queX - BI n .... (\X - B .. - ". 

De aqul que la subcolección {BI ..... B .. } de P cubra a X, que era lo que se quería 
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demostrar .• 

Teorema 1.48. Sean Y un espacio de Hausdorj¡; J un conjunJo totá/mente ordenado, y 

{X.} . EJ una famiJia de de espacios compactos no vacíos de Y, tales que si a y (ji e J, con 

a < (ji, enlonces X. e X • . Sean X = nX. y Uun conjunJo abierto en Y tales que X e U . ..., 
Entonce.J: 

1) X es un espacio compacto distin10 del vacío. 

1) Existe a e J tal qU2 para toda rp > a, le tiene qU2X. e U. 

Praeba. 1) Se sigue de la propiedad de la intersección finita que X '* 8. Además X es 

cenado ya que por ser Y de Hausdorff, cada X. es cerrado (teorema 1.38). Entonces X es un 

subconjunto cerrado en Y el cual es compacto, que por el teorema 1.37, X es un espacio 

compacto. 

2) Supongamos que para todo a e J se tiene que X. - U.", 8. entonces {X .. - U} es una 

familia de cerrados con la propiedad de la intersección fmita,. ya que, si a y rp e J, con 

a < lI', entonces X. - U e X .. - U, es decir, {X" - U} es una familia anidada de cerrados. 

Como Yes compacto, por el teorema 1.47, se tiene que" '* n(X .. - lf) = X - U lo cual es . .., 
una contradicción, pues X e U. Entonces, existe Q e J tal que X. e U para toda rp > Q . • 

A continuación, se presenta el Lema de Zom: 

Lema 1.49. Sea (P,~) un conjunto parcia/mente ordenado (el decir. P,* 9, si a,b e P. 

a ~ by b ~ c. entonces a ~ c; si a, b e P, a ~ by b ::: a, entonces a = b). Recordemos que 

un subconjunto e de P es una cadena, si dados CIoC'l e e, se tiene que CI !! Cl o bien 

el ::: CI (se pueden comparar). Si toda cadena no vacía tiene una cota superior {inferior} en 

P, entonces P tiene algún elemento maximal (minimal). 

Vo< (2, A.IO.S, pág. 637] 
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, 
CAPITULO 2 

Continuos 

En este capítulo se presentan algunos resultados de la teoría de los continuos que serán 

utilizados posteriormente. En especial los teoremas de golpes en la frontera y algunos 

resultados acerca de las composantes y los continuos irreducibles. 

Primero, se cita un resultado muy importante en la teoría de los continuos que nos dice 

que todo continuo localmente conexo es arcoconexo. Más adelante, se verán resultados 

sobre sucesiones de continuos que serán muy importantes posteriormente. También se define 

lo que es cíclicamente conexo, punto de separación y punto de separación débil y se 

presentan algunos resultados sobre estos temas, los cuales serán utilizados en el último 

capítulo. 

Definici6n 2.1. Decimos que M es un continuo si M es un espacio métrico, compacto y 

conexo. 

l. Conexidad local y en pequeño. 

Si M es un continuo, entonces se pueden pensar a los subcontinuos de M como 

subconjuntos cerrados y conexos. Cuando se está en un espacio métrico M, se tiene que M es 

un espacio regular, por lo tanto, dados un punto p E M Y un conjunto abierto U en M que 

contiene a p, se puede encontrar un conjunto abierto W tal que p E W e W e U. 

Usando la regularidad, se puede reescribir la defmición de conexidad en pequeño como 
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sigue: 

Definición 2.2. Sean M un continuo y p E M. Decimos que M es conexo en pequeño en psi 

para todo conjunto abierto U en M con p E U. existe un subcontinuo H de M tal que 

pE intHe He U. 

También es posible presentar una equivalencia para la conexidad local en ténninos de 

continuos: 

Teorema 2.3. Sean M un continuo y p E M Entonces M es localmente conexo en p si y sólo 

si para cada conjunto abierto U que contenga a p, existe un subcontinuo H de M, con intH 

conexo, tal que p E intH e H e U. 

Prueba. Supongamos que M es localmente conexo en p. Tomemos un conjunto abierto 

U que contenga a p. Como M es un espacio métrico, M es un espacio regular, por lo tanto, se 

puede encontrar un conjunto abierto W tal que p E W e W e U. Como M es localmente 

conexo en p, para el conjunto abierto W, existe un conjunto V abierto y conexo tal que 

p E V e W. Luego, l' es un continuo que contiene a p en su interior (pues p E V e 1), l' 

está contenido en U (pues l' e We U) y, como Ves un conjunto abierto conexo con 

Ve intl' e l', por el teorema 1.21, se tiene que intl' es conexo que era lo que se quería 

demostrar. 

Ahora supongamos que para cada conjunto abierto U que contenga a p, existe un 

subcontinuo H de M, con intH conexo, tal que p E intH e H e U. Se quiere demostrar que 

M es localmente conexo en p. Pero esto es inmediato, pues dado un conjunto abierto U con 

p E U Y haciendo a V = intH, se tiene un conjunto abierto conexo V que contiene a p y está 

contenido en U. • 

El intervalo [O, 1] o el círculo, son ejemplos de continuos localmente conexos. También 

la unión, resulta un continuo localmente conexo. Este resultado se presenta a continuación. 
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Teorema 2.4. lA unión finita de continuos localmente conexos con intersección no vacía, es 

un continuo localmente conexo. 

Prueba. Basta demostrar que si Xl y X2 son continuos localmente conexos, entonces 

Xl U X2 es un continuo localmente conexo. Es claro que Xl U X2 es un continuo (pues la 

unión de cerrados es cerrada y la unión conexa de conexos con intersección no vacía es 

conexa). 

Sean x E XI U X2 y U un conjunto abierto en Xl U X2 tales que x E U. Se puede 

suponer que x E Xl. Entonces U n Xl es un conjunto abierto de Xl y un X2 es un abierto 

deX2. 

Si un X2 = 0, entonces U = U n XI, por lo que U también es un conjunto abierto en 

Xl. Como Xl es localmente conexo, existe un conjunto abierto y conexo VnXl en Xl tal 

que x E vnxl e U, donde Ves un conjunto abierto en Xl UX2. Como VnXl e X" 

entonces V = V n Xl, lo que nos dice que Ves un conjunto abierto y conexo en XI U X2 tal 

que x E Ve U. 

Si un X2 * 0. Como Xl es localmente conexo, existe un conjunto abierto y conexo 

V n XI en Xl, tal que, x E V n XI e U n Xl. De igual manera. existe un conjunto abierto y 
conexo V nX2 enX2, tal que,x E V nX2 e UnX2. Entonces (VnX¡) U (V nX2) es un 

conjunto conexo contenido en U. 

No es dificil convencerse de que (VnX¡) U (V nX2 ) = VU V (usando el hecho de 

que, dados tres conjuntos A,B y C, se tiene que A U (B n C) = (A U B) n (A U C», el cual, 

es un conjunto abierto en XI U X2 • Por lo que XI U X2 es un continuo localmente conexo . • 

Ejemplo 2.5. Sea M la curva senf descrita en el ejemplo 1.23. Entonces M es un continuo 

que no es localmente conexo. 

M no es localmente conexo pues, dado cualquier conjunto abierto U que contenga a un 

punto de la forma (O,y) E 1Jl2, con -1 ~ Y ~ 1, observe que si C es la componente de U que 

contiene al punto (O,y), entonces x ~ íntC, que, por el teorema 1.33, se llega a que M no es 

conexo en pequeño en (O,y) y, por lo tanto, M no es localmente conexo en (O,y). 
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Ejemplo 2.6. Sea C el conjunto de Cantor en el intervalo [0,1]. Tomemos el punto ( -h1) y 

denotemos por Lx al segmento de recta que une al punto (-h1) con el punto (x, O) para 

cada x E C. SeaM= ULx. 
xeC 

(112,1) 

Entonces M es un continuo que no es locahnente conexo. Esto pues, dado cualquier 

conjunto abierto U que contenga a un punto x E M - {( t, I)}, observe que si C es la 

componente de U que contiene al punto x, entonces x ~ intC, que, por el teorema 1.33, se 

llega a que M no es conexo en pequefio en x y, por lo tanto, M no es locahnente conexo en x. 

Observe que M sólo es locahnente conexo en el punto (t, 1). Al continuo M se le 

conoce como el abanico de Cantor. 

Un resultado muy importante en la teoría de los continuos es el de que todo continuo 

localmente conexo es un continuo arcoconexo [6, Teorema 8.23, pág. 130]. El recíproco es 

falso, es decir, existen continuos arcoconexos que no son localmente conexos, como por 

ejemplo, el abanico de Cantor, aunque existen muchos otros como se muestra en los 

siguientes ejemplos: 

Ejemplo 2.7. Para cada n E N, sean Ln el segmento de recta que une al punto (0,1) con el 

punto (O, -:.) y Lo el segmento de recta que une al punto (0,1) con el punto (0,0). Sea 
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M=UL". 
~ 

(0.0) 

Entonces M es un continuo arcoconexo que no es localmente conexo (no es localmente 

conexo en ningún punto de Lo - {(0.1)} ). A M se le conoce como el abanico armónico. 

Ejemplo 2.8. Para cada n E N. sean L" el segmento de recta que une al punto (-k-.O) con el 

punto <1 •• 1), Lo el segmento de recta que une al punto (0.0) con el punto (0,1) Y L el 

segmento de recta que une al punto (0,0) con el punto (1 , 0). Sea M = L U (QLn} 

L2 L1 

LO 

Entonces M es un continuo arcoconexo que no es localmente conexo (no es locaImente 
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conexo en ningún punto (O,y) con O < Y ~ 1). A M se le conoce como el espacio peine. 

2. Golpes en la frontera. 

Dado cualquier subconjunto E de un continuo, si K es la componente de E, entonces 

K n Fr(E) '* 9. Este resultado será utilizado en muchas ocasiones. Para obtenerlo se 

necesitan demostrar algunos resultados previos. A estos resultados se les conocen como los 

teoremas de golpes en la frontera. También se demostrarán un par de resultados sobre las 

fronteras que servirán posteriormente. 

Teorema 2.9. Sean X un continuo y U un subconjunto propio y abierto de X (U '* 9). Si K es 

una componente de D, entonces K n Fr(U) '* 9 (que es equivalente a decir que 

Kn (X - U) '* 9, pues K e Dy U es abierto). 

Prueba. Supongamos que K n Fr( U) = 9. Como D es compacto, se sigue del teorema 

1.41 que K es una casicomponente de D. Además, como KnFr(U) = 9, se tiene que 

K e U. Se sigue de aquí, por el teorema 1.42, que existe MI abierto y cerrado en U tal que 

KcMI e U. 

Sea M2 = D - MI. Entonces D = MI U M2, donde MI y M2 son conjuntos cerrados de 

D, ajenos, de tal manera que K e MI y Fr(U) e M2. Sea M3 = M2 U (X - U). Se 

demostrará que X no es conexo usando a MI y M3 . Como D = MI UM2, se tiene que 

X = MI U M3. Claramente MI y M3 son conjuntos cerrados en X. Como K '* 9 Y K e MI, 

se tiene que MI '* 9. Como X-U e M3 y U '* X, se tiene que M3 '* 9. 

Se quiere demostrar que MI n M3 = 9. Note que MI n M2 = 9, entonces 

MI n M3 = MI n (X - U). Como MI e D y X-U es un conjunto cerrado en X, se tiene 

que MI n M3 e Un (X - U) = Fr(U) e M2 y, como MI n M2 = 9, se tiene que 

MI n M3 = 9. Entonces X no es conexo, lo cual es una contradicción .• 

Corolario 2.10. Sea X un continuo no degenerado. Entonces, X contiene propiamente un 

subcontinuo no degenerado. Más aún, si A es un subcontinuo propio de X y U es un 
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subconjunto abierto de X tal que A e U, entonces existe un subcontinuo B de X tal que 

AcB*-AyBcU. 

Prueba. Se probará primero la última parte. Sean A un subcontinuo propio de X y U un 

subconjunto abierto de X tal que A e U. Como X es un espacio métrico, X es un espacio 

normal. Por lo tanto, se puede encontrar un conjunto abierto Ven X tal que A e V, 11 e U y 

V *- X. Sea B la componente de 11 que contiene a A. Como A e B y 11 e U, se tiene que 

B e U. Entonces por el teorema 2.9, B n (X - V) *- 9 además, B es un continuo (teorema 

1.25, 1» y, como A e V, se tiene que A *- B (pues B n Fr(V) *- 9). Esto prueba la última 

parte del corolario. 

Ahora se probará la primera parte, pero esta es inmediata de la segunda parte del 

corolario tomando un punto p E X Y haciendo A = {P} y U un subconjunto abierto en X 

distinto del total tal que A e U .• 

Teorema 2.11. Sean X un continuo y E un subconjunto propio, distinto del vacío, de X Si K 

es una componente de E entonces K n Fr(E) *- 9 (que es equivalente a decir que 

K n (X - E) *- 9). 

Prueba. Supongamos que K n (X - E) = 9. Como K*-9 y (X-E) *- 9, se tiene que K 

es un subcontinuo propio de X. Sea U = X - (X - E) (U es abierto pues (X - E) es cerrado). 

Entonces K e U e E y, por corolario 2.10, existe un continuo B tal que K e B 

propiamente y B e U lo cual es una contradicción pues B es un conexo que contiene 

propiamente a K y B e E contradiciendo el hecho de que K es una componente de E. Por lo 

tanto, se tiene que K n (X - E) *- 9 .• 

Teorema 2.12. Sean M un continuo y x,y,z E M puntos distintos. Supongamos que existen 

continuos Hy y Hz en M - {z} y M - {y}, respectivamente, tales que x,y E Hy Y x,z E Hz. 

Sean U y V dos conjuntos abiertos en M que contienen a y ya z, respectivamente, tales que: 

V n 11 = 9, x ji!: V U 11, V n Hz = 9, Y V n Hy = 9. Entonces, si C es la x-componente de 

M-(UU V), setienequeCnFr(U) *- 9yCnFr(V) *- 9. 

Prueba. Sea JI la componente de Hy - U que contiene a x. Por el teorema 2.11, se tiene 

que JI n FrHy(U) "* 9, donde FrHy es la frontera de U con la topología relativa sobre el 
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conjunto Hy • 

Afirmamos que FrH,(U) e Fr(U). Esto pues, si x E FrHy(U), se tiene que 

B:y(x) n U"* 9 Y B:'(x) n (Hy - U) "* 9 donde S:'(x) es la bola abierta en Hy de radio € y 
centro en x. Como S:y(x) e B~(x), se tiene que B~(x) n U"* ° y B~(x) n (Hy - U) "* 9, 

luego, como Hy - U e M-U, se llega a que B~(x) n (M - U) "* O, 10 que nos dice que 

x E Fr(U). 

Como FrHy(U) e Fr(U), entonces JI n Fr(U) "* 9. Análogamente, sea Jz la 

componente de Hz - V que contiene a x. De igual manera, Jz n Fr(V) "* 9. Entonces JI U Jz 

es un conjunto conexo que contiene al punto x y está contenido en M - (U U V), por lo tanto 

JI uJz e c. Se sigue que enFr(U) "* 9yenFr(V) "* 9 .• 

3. Sucesiones de continuos. 

A continuación, se presentan algunos resultados sobre las sucesiones de continuos. Se 

demostrará que si una sucesión de continuos converge a X, entonces X es un continuo. Para 

esto, se usarán los límites inferiores y superiores. También se demostrará que la intersección 

anidada de continuos es un continuo, lo cual, será de gran utilidad posteriormente. 

Def"mieión 2.13. Sea X un espacio métrico y sea {e,,} una sucesión de subcontinuos de X 

Vamos a definir los siguientes conjuntos: 

líminf{e,,} = {x E X I x = limx", conx" E e" y n E N} Y 

límsup{e,,} = {x E X I x = limx"J' conx"J E enJ y nI < n2 < ... } 

Es claro que líminf{e,,} e límsup{e,,}. 

A veces conviene pensar a estos dos conjuntos de la siguiente manera: 

líminf{ e,,} = {x E X I para todo conjunto abierto U tal que x E U, un e¡ "* 9 para 
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toda i E N a excepción de un número finito} 

y 

lúnsup{e,,} = {x E X I para todo conjunto abierto U que contenga a x, se tiene que 

U n el *" 9 para una infmidad de i E N} 

Estas nuevas defmiciones son equivalentes a las primeras (ver [4, págs. 335-337)) Y nos 

servirán para demostrar que el conjunto límsup{e,,} es un conjunto cerrado. 

Teorema 2.14. Sean X un espacio métrico y {e,,} una sucesión de conjuntos en X 

Entonces, límsup{e,,} es un conjunto cerrado en X. 

Prueba. Sea x E X tal que x es un punto de acumulación de límsup{C,,}. Se quiere 

demostrar que x E límsup{e,,}. Como x es un punto de acumulación de límsup{e,,}, dado 

cualquier conjunto abierto U que contenga a x, se tiene que un (Iímsup{e,,}) *" 9. Sea 

entonces U un conjunto abierto que contenga a x y y un punto en un límsup{ C,,}. Como 

y E límsup{e,,}, se tiene que un el *" 9 para una infinidad de i E N. Como esto fue para 

cualquier conjunto abierto U que contiene a x, entonces x E límsup{e,,}. De aquí que el 

conjunto límsup{en } es cerrado .• 

Entonces, si {e,,} es una sucesión de conjuntos, se tiene que límsup{e,,} es un 

conjunto cerrado y, más aún, si el conjunto líminf{e,,} es distinto del vacío, entonces 

límsup{e,,} es conexo, es decir, el conjunto límsup{e,,} es un continuo. Éste será el 

siguiente resultado, pero antes, se demostrará el siguiente teorema que servirá para 

demostrar lo que se quiere. 

Teorema 2.15. Sean X un espacio métrico compacto y {e,,} una sucesión de conjuntos en 

X Si W es un conjunto abierto en X tal que límsup{ en} e W, entonces existe un número 

natural N tal que si n ~ N, se tiene que en e W. 

Prueba. Supongamos que no, es decir, que para todo número natural N, existe un 

numero j N ~ N tal que ejN - W *" 9. Podemos pedir que j N > j N-) para cada N E N. Para 

cada N, sea XjN E ejN - W. Tomemos la sucesión {XjN}. Por el teorema 1.45, existe una 
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subsucesi6n {XjN.} de {XjN} tal que {XjN.} converge a un punto x E X. esto pues X es 

compacto, luego x E limsup{e,,} y, como para toda N, tenemos que XjN ~ Wy X - Wes 

cerrado, se tiene que X - W contiene a todos sus puntos de acumulaci6n y, por lo tanto, que 

x E X - W, entonces x E Iimsup{ e,,} - W lo cual es una contradicci6n .• 

Teorema 2.16. Sean X un espacio métrico y {e,,} una sucesión de conjuntos de X Si 

liminf{e,,} *- 9, entonces limsup{e,,} es conexo. 

Prueba. Sean A = limsup{e,,} y B = líminf{e,,}. Por el teorema 2.14, A es cerrado. 

Supongamos que A no es conexo, entonces A = H U K donde H y K son conjuntos cerrados 

de A y, por lo tanto, de X, disjuntos Y distintos del vacío. 

Como X es un espacio métrico, por normalidad, existen dos conjuntos abiertos U y V 

disjuntos tales que H e U y K e V. Entonces por el teorema 2.15, existe un número natural 

NI tal que para toda n 2: N J, se tiene que e" e U U Vy, como para toda n sabemos que e" 
es conexo, entonces dado n 2: NI, e" e U o bien e" e V. 

Como B *- 9 se puede tomar un punto b E B, entonces b E U o b E V (pues B e A). 

Supongamos que b E U. Entonces, como U es un conjunto abierto de X y b = límx" con 

x" E e", se tiene que existe un número natural N2 tal que para toda n 2: N2, se tiene que 

x" E U. Luego, si N = máx{NJ,N2}, e" e U para toda n 2: N, lo que nos dice que 

A e X - V, contradiciendo el hecho de que K fuera distinto del vaCÍo. Entonces A es 

conexo .• 

Definición 2.17. Sean M un continuo y {X,,} e M una sucesión de subcontinuos de M 

Decimos que {X,,} converge a X y lo denotamos como {X,,} -+ X. si líminf{X,,} = X = 

limsup{X,,}. 

Corolario 2.18. Sean M un continuo y {X,,} e M una sucesión de subcontinuos de M, tal 

que {X,,} converge a X. Entonces X es un subcontinuo de M 

Prueba. Como {X,,} converge a X, se tiene que liminf{X,,} = limsup{X,,} = X. 

Entonces por los teoremas 2.14 y 2.16, X es un subcontinuo de M .• 
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Teorema 2.19. Sean M un continuo, J un conjunto totálmente ordenado, y {XCI} a"-' una 

familia de subcontinuos de M, tales que XCI * 9 y, si a y tp E J, con a < tp, entonces 

X, e XCI. Entonces X = n XCI es un subcontinuo de M distinto del vacío. 
CI"-' 

Prueba. Por el teorema 1.48, se tiene que X "* 9 es un espacio compacto y, como M es 

un espacio de Hausdorff, X es cerrado. 

Se demostrará que X es conexo, para esto, supongamos que no lo es. Entonces 

X = A U B donde A y B son conjuntos cerrados, disjuntos, distintos del vacío. Como M es un 

espacio métrico, entonces es un espacio normal, por lo tanto existen dos subconjuntos V y W 

abiertos en M tales que A e V y B e W. Sea U = V U W, entonces por el teorema 1.48, 

existe a E J, tal que para toda tp > a, se tiene que X" e U. Entonces 

X, = (X, n JI) U (X" n W). Como X e X" y X = A U B con A y B distintos del vacío, se 

tiene .que X" n V "* " y X" n w "* 9 para toda tp > a. No es dificil demostrar que lo que se 

obtiene es que X" no es conexo, lo cual es una contradicción. Entonces X es conexo y, por lo 

tanto, un continuo distinto del vacío .• 

4. Composantes y continuos irreducibles. 

Dado un continuo, se introducirán los conceptos de composantes y de irreducibilidad, 

que constituyen una herramienta de gran utilidad en el estudio de las propiedades 

topológicas de los continuos. Sin embargo, en este trabajo, sólo se demostrará que las 

composantes son densas en un continuo y un par de resultados sobre los continuos 

irreducibles que se utilizarán más adelante. 

Definición 2.20. Decimos que Kp es la composante de p en M si Kp es la unión de todos los 

subcontinuos propios de M que contienen a p. 

Teorema 2.21. Sea M un continuo, tomemos un punto p E M Si Kp es la composante de p 
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en M, entonces K; = M. Es decir, las composantes son densas en un continuo. 

Prueba. Supongamos que K; * M. Por el teorema 1.20, Kp es conexo pues es la unión 

de conexos que contienen a p. Por el teorema 1.21, se tiene que K; es conexo y, además, es 

cerrado. Entonces K; es un subcontinuo propio de M y, como M es un espacio métrico, se 

puede encontrar un subconjunto abierto U distinto de M, tal que K; e U (pues el espacio es 

regular). Entonces, por el corolario 2.10, existe un subcontinuo B tal que K; está contenido 

propiamente en B y U contiene a B. Entonces B e Kp, pues es un subcontinuo distinto del 

total que contiene a p (pues K; e B e U e M), pero esto es una contradicción pues 

Kp e B y K;, * B. Por lo tanto, K; = M . • 

Definición 2.22. Sean M un continuo, A y B dos subconjuntos compactos no vacíos en M. 

Decimos que un subcontinuo S en M es irreducible de A a B, si S n A * O, S n B * O Y 

ningún subcontinuo propio de S intersecta a A y a B. 

Teorema 2.23. Sean M un continuo y A Y B dos conjuntos cerrados y ajenos en M. Entonces 

existe un subcontinuo irreducible de A a B. 

Prueba. Sea 

P = {S e M I Ses un subcontinuo de M, conSnA * OySnB * O}. 

Debido a que M E P, P es distinto del vacío. 

Diremos que SI ~ S2 si SI e S2. Es claro que (P,~) es un conjunto parcialmente 

ordenado. Se quiere demostrar que el conjunto P cumple con las hipótesis del lema 1.49 para 

as! demostrar lo que se quiere. Sea entonces C e P una cadena (es decir, para todo 

CJ,C2 E C, C I e C2 o bien C2 e CI), por el teorema 2.19, se tiene que n C es un 
cee 

continuo que está en P, además, n C es una cota inferior, pues para todo C' E C se tiene 
cee 

que n C e CI
• Falta demostrar que, en efecto, n C E P. 

cee cee 

Para esto, lo que se necesitaprobar,es que [OC] nA * Oyque [OC] nB * O. 

Tómese el conjunto {CnA ICE C}. Observe que este conjunto es una colección de 
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conjuntos cerrados en M y tiene la propiedad de la intersección finita, pues dados 

cualesquiera e¡. ... ,en E e (se puede suponer que eí+l e e¡ para todo i = 1, .. . n), es claro 
n 

que en nA = n(en nA) que es distinto del vacío. 
i=1 

Entonces, como M es compacto, por el teorema 1.47, se tiene que [O e ] nA "* 9. 

Análogamente se obtiene que [n e] n B "* 9. De aquí que n e E P y, por lo tanto, se 
CEC CEC 

tiene que toda cadena no vacía en P tiene una cota inferior en P. 

Se sigue del lema 1.49, que P tiene un elemento minimal, pero esto lo que dice es que P 

es precisamente un continuo irreducible de A a B .• 

5. Puntos de separación, separación débil y conexidad cíclica. 

A continuación, se definirán los conceptos de puntos de separación, puntos de 

separación débil y conexidad cíclica. Se presentarán algunas de las relaciones que existen 

entre ellos. 

Definición 2.24. Sean M un espacio conexo y p E M Decimos que p separa a M si M - {P} 

no es conexo. Decimos entonces que p es un punto de separación si el punto p cumple lo 

dicho anteriormente. 

Teorema 2.25 Sean M un espacio conexo y p E M tales que p separa a M. Si 

M - {P} = e u D, donde e y D son conjuntos tales que e n D = " yen D = 9, entonces 

C = e u {P} y e es un subconjunto conexo de M Análogamente, 15 = D U {P} y 15 es un 

subconjunto conexo de M. 

Prueba. e = eU {P}, pues, si dE D, como D es un conjunto abierto en M que no 

intersecta a e, d no puede estar en C. Además, e no puede ser C, pues de lo contarlo, se 

tendría una separación de M, lo cual es imposible, pues M es conexo. De aquí que 
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(; = Cu {p} .. 

Para ver que (; es conexo, supóngase que no lo es. Entonces (; = MU N, con M y N 

conjuntos distintos del vacío, tales que ]J n N = 9 Y M n N = 9. Como N e (; y 
?; n D = 9, se tiene que N n D = 9. Supongamos, por ejemplo, que p E M. Como 

n n C = 9 Y N e C (pues p ~ N), se tiene que n n N = 9. Entonces N y D U M son una 

separación de M, lo cual es imposible. Por lo tanto e es conexo. Análogamente se 

demuestra que 15 = D U {P} y que n es conexo .• 

Teorema 2.26. Sean M un continuo localmente conexo y p E M tales que p separa a M. Si 

M - {P} = C U D, donde C y D son conjuntos tales que (; n D = 9 Y C n D = 9, entonces 

e y ]j son subcontinuos localmente conexos de M. 

Prueba. Por el teorema anterior, se tiene que (; y 15 son subcontinuos de M. Se verá que (; 

es un continuo localmente conexo. Recordemos del teorema anterior que ?; = C U {p}. 

Sean x E C y U un conjunto abierto de (; tales que x E U. Sea U' = U - {P} = Un C. 

Luego, U' e C el cual es un conjunto abierto en M. Por lo que U' es un conjunto abierto en 

M. Como M es localmente conexo, existe un conjunto V, abierto en M y conexo, tal que 

x E V e U'. Entonces V es un conjunto abierto en (; (pues V e LJ, conexo, tal que 

x E Ve U. Por lo tanto, si x E C, se tiene que e es localmente conexo en x. Falta ver que 

(; es localmente conexo en p. Sea U un conjunto abierto de (; tal que p E U. Entonces 

U = U' n C, donde U' es un conjunto abierto en M. Como M es localmente conexo en p, 

existe un conjunto abierto y conexo Y en M, tal que p E Y e U'. Entonces V = Y n ?; es 

un conjunto abierto en e, tal que p E Ve U. Si aplicamos el teorema 2.25 a Y, tendremos 

que (Y n C) U {P} = Y n C = Ves conexo. Por lo tanto C es localmente conexo en p. 

Entonces, (; es localmente conexo. Análogamente, se demuestra que T5 es localmente 

conexo. Por lo tanto, e y D son subcontinuos localmente conexos de M .• 

Definición 2.27. Sean M un continuo y X,y,p E M puntos distintos. Decimos que p separa 

débilmente a x y y en M, si todo subcontinuo H en M que contiene a x y a y contiene 

también a p. Diremos entonces que p separa dlbilmente a M, si existen dos puntos X,y E M 

que cumplen lo dicho anteriormente. Al punto p se le conoce como un punto de separación 

39 



débil. 

Note que todo punto de separación es un punto de separación débil, esto pues, si p 

separa a M, entonces M - {P} = U U V con U y V conjuntos abiertos de M, disjuntos y 

distintos del vacío, que por el teorema 1.19, se tiene que no existen conexos que intersecten 

a U y Ven M - {P}, por lo tanto no van a existir continuos que intersecten a U y V que no 

tengan a p, pero esto es que p sea un punto de separación débil en M. El recíproco es falso, 

es decir, existen puntos de separación débil que no son puntos de separación como se 

muestra en el siguiente ejemplo: 

Ejemplo 2.28. Sea M como en el ejemplo 1.23 (la curva sen-}). Note que cualquier punto de 

la forma (O,y) con -1 :os y :os 1, es un punto de separación débil. 

Esto pues, si p = (O,PI), con -1 :os PI :os 1 y PI '* y, y q E M. Todo subcontinuo de M 

que contenga a los puntos p y q, contiene a todos los puntos de la forma (O,y) con 

-1 :os y :os 1. Pero M - {(O,y)} sigue siendo conexo. Es decir, el punto (O,y) es un punto de 

separación débil que no es punto de separación. 

Si el continuo es localmente conexo y, por lo tanto arcoconexo, los puntos de separación 

y de separación débil coinciden. Para su demostración, primero se citará el siguiente 

resultado. 

Lema 2.29. Todo conjunto abierto y conexo de un continuo localmente conexo es 

arcoconexo. Ver [6, Teorema 8.26, pág. 132]. 

Teorema 2.30. Si M es un continuo localmente conexo entonces los puntos de separación y 

los puntos de separación débil coinciden. 

Prueba. Todo punto de separación es un punto de separación débil. Seap E Mun punto 

de separación débil. Se quiere demostrar que p separa a M. Supongamos que p no separa a 

M. Entonces M - {P} es un conjunto abierto y conexo, de aquí que por el lema 2.29, 
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M- {P} es arcoconexo. Esto nos dice que para cualesquiera puntos x,y E M- {P}, existe 

un arco que los contiene, es decir, que p no separa débilmente a M, lo cual es una 

contradicción .• 

Definición 2.31. Una curva cerrada simple, es un espacio topólogico homeomorfo a SI (el 

círculo). 

Definición 2.32. Decimos que un continuo M es cfclicamente conexo, si para cada par de 

puntos x,y E M, existe una curva cerrada simple contenida en M que contiene a x ya y. 

Es claro que si un continuo M es cíclicamente conexo, entonces M es arcoconexo y no 

contiene puntos de separación. Para el recíproco, es necesario agregar la conexidad local, es 

decir, un continuo localmente conexo y sin puntos de separación es cíclicamente conexo. La 

demostración de este resultado requiere varios resultados previos que no son relevantes para 

los resultados de este trabajo, por ello, sólo se cita a continuación para hacer uso de ello. 

Lema 2.33. Si M es un continuo localmente conexo y sin puntos de separación, entonces M 

es cíclicamente conexo. [8, Teorema 1, pág 31] 

Un resultado importante que se deriva del lema anterior, es que, si p y q son puntos distintos 

en un continuo localmente conexo M, tales que ningún punto en M separa a p y q en M, 

entonces p y q están en una curva cerrada simple contenida en M. Este resultado no es 

inmediato, por ello, sólo se cita a continuación. 

Lema 2.34. Si M es un continuo localmente conexo y p y q son puntos distintos en M, ta/es 

que ningún punto en M separa a p y q en M, entonces p y q están en una curva cerrada 

simple contenida en M [3, página 1013] 
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CAPÍTULO 3 

Aposindesis 

En este capítulo se introduce el concepto de aposindesis, el cual veremos que está muy 

relacionado con el concepto de la conexidad local y conexidad en pequeño. Se verá que si un 

continuo es conexo en pequeño, entonces es aposindético, lo cual nos dice que todo continuo 

localmente conexo es aposindético, aunque el recíproco de esto es falso. 

Por otra parte, se definen los conjuntos Ly, Lyz, Y Kx, los cuales son la herramienta en 

los resultados de este trabajo. Veremos que Kx es un conjunto cerrado, mientras que Ly 

siempre será un continuo. Si el continuo es aposindético, se tendrá que Lyz es un continuo. 

Por último, se verá la relación que tiene la aposindesis con la propiedad de ser 

semiloca1mente conexo. Se verá que globalmente, las propiedades de aposindesis y de ser 

semiloca1mente conexo son equivalentes (corolario 3.21) 

1. Aposindesis y conexidad local. 

Def"mición 3.1. Sean M un continuo y p E M. M es llamado IIposindético en p con respecto 

11 un conjunto N e M - {p}, si existen un conjunto abierto U que contiene a p y un 

continuo H de M de tal manera que U e H y H n N = 9. Es decir, si existe un continuo H 

tal que p E intH y H no intersecta a N. 

Definición 3.2. Sean M un continuo y p E M. Decimos que M es IIposindético en p, si M es 

aposindético en p respecto a q, para cualquier punto q en M distinto de p. Entonces diremos 
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que M es un continuo aposindético si M es aposindético en p para toda p en M. 

A continuación, se presentan algunos ejemplos de continuos aposindéticos y no 

aposindéticos: 

Ejemplo 3.3. La curva sen + , el abanico de Cantor, y el abanico armónico, son ejemplos de 

continuos no aposindéticos. 

Para ver que la curva sen+ no es aposindético, simplemente hay que tomar dos puntos x 

y y, distintos, en la recta que une el punto (0,1) con el punto (0,-1). Luego, M no es 

aposindético en x respecto ay. 

Para ver que el abanico de Cantor no es aposindético, hay que tomar un punto 

x E M - {( -h 1 )}. Entonces M no es aposindético en x respecto a ( ·h 1 ). 

Para ver que el abanico armónico no es aposindético, basta con tomar un punto x en la 

recta que une el punto (0,1) con el punto (0,0), distinto del punto (0,1). Luego, M no es 

aposindético en x respecto a (O, 1 ). 

Ejemplo 3.4. El intervalo [O, 1] Y SI, son ejemplos de continuos aposindéticos. 

Esto pues, como [O, 1] es un continuo localmente conexo, dados x y y puntos distintos 

en [O, 1], por estar en un espacio métrico, es posible encontrar un conjunto abierto U en 

[O, 1] que contenga a x y no contenga a y. Luego, por el teorema 23, es posible encontrar un 

continuo H tal que x E intH y H e U, lo que nos dice que M es aposindético en x respecto a 

y. Análogamente se verifica que SI es un continuo aposindético. 

Observe que los continuos localmente conexos son aposindéticos y, aún más, los 

continuos conexos en pequeño serán aposindéticos. Este resultado se demostrará a 

continuación. 

Teorema 3.5. Sea M un continuo conexo en pequeño. Entonces para todo x E M Y todo 
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subconjunto cerrado F en M tal que x E F, se tiene que M es aposindético en x respecto a 

F. En particular, M es un continuo aposindético. 

Prueba. Sean x E M Y F e M - {x} cerrado en M. Como M - F es un conjunto abierto 

en M, se puede encontrar un conjunto abierto V que contenga a p y no intersecte a F. Como 

M es conexo en pequeño en x, existe un conjunto conexo U de x tal que x E intU e U e V 

y, como M es un espacio regular, U se puede tomar de tal fonna que Ve V. Luego M es 

aposindético en x respecto a F. En particular, M es aposindético en x respecto a y, para toda 

y E M - {x}, de aquí que M sea aposindético . • 

En resumen, dado un continuo M y un punto p en M, se tiene que: 

Si M es localmente conexo en p, entonces M es conexo en pequeño en p, luego M es 

aposindético en p. 

El recíproco del teorema anterior no se cumple, es decir, existen continuos aposindéticos 

que no son conexos en pequeño (y, por 10 tanto, no localmente conexos), como se muestra 

en los siguientes ejemplos. 

Ejemplo 3.6. Sea M el espacio peine unido con el segmento de recta que une al punto (O, 1) 

con el punto (l, 1) . 

Entonces M es un continuo aposindético que no es conexo en pequeño. Para ver que M 

no es conexo en pequeño, sean x = (O, t) y F = {(0,1),(0,0)}. Entonces M no es 

aposindético en x respecto a F, que, por el teorema anterior, se tiene que M no es conexo en 
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pequeño. 

Para ver que M es aposindético, se tiene que verificar que, para cada x E M, M es 

aposindético en x. Sea L el segmento de recta que une al punto (0,0) con el punto (0,1). Es 

claro que si x E M-L, o x E {(O, 1), (O, O)}, entonces M es aposindético en x (pues M es 

localmente conexo en x). Si x E L, entonces se tiene que verificar que M es aposindético en 

x respecto a y, para toda y E M - {x}. Si y E M - L, no es dificil encontrar un subcontinuo 

H tal que x E intH y y E H. Sólo queda el caso en que y E L. Como x E L, se tiene que 

x = (0,X2), para algún X2 E [0,1]. Si y = (0,Y2), con Y2 < X2, entonces, existe un 

subcontinuo H que contiene al punto (0,1) tal que x E intH y y E H. Análogamente, si 

X2 < Y2, existe un subcontinuo H que contiene al punto (0,0) tal que x E intH y y E H. 

Entonces, si x E L, M es aposindético en x. Entonces M es aposindético. 

Ejemplo 3.7. Sea C el conjunto de Cantor en el intervalo [0,1]. Tomemos los puntos (t, 1) 

y (t,-I). Para cada x E C, denotemos por Ix al segmento de recta que une al punto 

( t, 1) con el punto (x, O) y por I~ al segmento de recta que une al punto (t, -1) con el 

punto (x, O). Sea M = (y Ix ) U (yrx ) 
(112,1) 

(112,.1 ) 

Entonces M es un continuo aposindético que no es conexo en pequefio. A M se le 
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conoce como la suspensión de Cantor. 

Para ver que M no es conexo en pequeño, sean F = {(t,I),(-h-1)} y x E M-F. 

Entonces M no es aposindético en x respecto a F, que, por el teorema anterior, se tiene que 

M no es conexo en pequeño. 

Para ver que M es aposindético, se tiene que verificar que, para cada x E M, M es 

aposindético en x. Si x E {( t, 1), ( t, -1)}, entonces M es aposindético en x (pues M es 

localmente conexo en x). Si x ti!: {( t, 1), ( t, -1)}, se tiene que verificar que M es 

aposindético en x respecto a y, para toda y E M - {x}. Si y ti!: {( t , 1), ( t, -1)} no es dificil 

encontrar un continuo H tal que x E intH y y ti!: H (basta con que (t, 1) o ( t, -1) estén en 

H). Si y = (t, 1), entonces existe un continuo H que contiene al punto (t, -1), tal que 

x E intH y y ti!: H. De igual manera, Si y = (t,-I), entonces existe un continuo H que 

contiene al punto (t,l), tal que x E intHy y ti!: H. Entonces, si xl!' {(t, I),(t,-I)}, se 

tiene que M es aposindético en x. Entonces M es aposindético. 

Ejemplo 3.8. Sea S" el círculo con centro en el punto p = (O, O) y radio * y denotemos por 
00 

X= {(x,y) E 1R2 Ix> Oyy > O} . Tomemos el conjunto S = U(S,,-X). Sea M el 
1>=1 

abanico armónico definido en el ejemplo 2.7 unido con el conjunto S. 

(0.1) 
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Entonces M es un continuo aposindético que no es conexo en pequeño. 

Para ver que Mno es conexo en pequeño, sean F = {(O, *) E M I n E N} U {P}, L el 

segmento de recta que une el punto (O, 1) con el punto p y x cualquier punto en M. Entonces 

M no es aposindético en x respecto a F, que, por el teorema anterior, se tiene que M no es 

conexo en pequeño. 

Para ver que M es aposindético, se tiene que verificar que, para cada x E M, M es 

aposindético en x. Si x E M - L o X E {(O, 1 ),p}, es claro que M es aposindético en x (pues 

M es localmente conexo en x). 

Si x E L - {(O,l),p}, se tiene que verificar que M es aposindético en x respecto ay, 

para toda y E M - {x}. En el caso de que y E M - L, no es dificil encontrar un continuo H 

tal que x E intH Y Y ~ H (basta con que (0,1) o p estén en ll). Si y E L, entonces, como 

x EL - {(O, 1 ),p}, se tiene que x = (0,X2), para algún 0< X2 < 1. Si Y = (0,Y2), con 

° ~ Y2 < X2, entonces, existe un subcontinuo H que contiene al punto (0,1) tal que x E intH 

Y Y ~ H. Análogamente, si ° < X2 < Y2, existe un subcontinuo H que contiene al punto p, 

tal que x E intH y y ~ H. Entonces, si x E L - {(O, l),p}, M es aposindético en x. 

Entonces M es aposindético. 

2. Los conjuntos Ly, Lyz Y K; .. 

Definición 3.9. Sean M un continuo y x,y,z E M. Vamos a definir los siguientes conjuntos: 

Ly = {x E M I M no es aposindético en x respecto a Y} U {y} 

Lyz = {x E M I M no es aposindético en x respecto a {y,z} } U {y,z} 

Kx = {y E M I M no es aposindético en x respecto a Y} U {x} 

Ejemplo 3.10. Sean H el abanico de Cantor definido en el ejemplo 1.6 y C el conjunto de 

Cantor en el intervalo [0,1]. Para cada x E C, sea Sx el semicírculo en el semi plano 
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inferior con centro en (t,O)yradio lit -x 11. Sea M = HU (ySx)' 

x 

Entonces M no es un continuo aposindético ya que dado x E M - {( t, 1)}, M no es 

aposindético en x respecto al punto ( t, 1). 

A diferencia de Ly , que para cada y E M el conjunto 

Ly = { {y}, 
M, 

siy * (t,l) 
siy = (t, 1) 

es conexo. Six E M-{(t,I)}, entoncesKx = {x,(t,I)}, el cual no es conexo. 

Ejemplo 3.11. Sea S como en el ejemplo 1.23 (la curva sen+). Sea 1 el segmento de recta 

que une el punto (0,2) con el punto (0,-1) . 

Para cada n E N: 

1) Sea I! el segmento de recta que une el punto (-2 - *,1 + *) con el punto (0,1 + *). 
-00-

Tomemos MI = U I!. 
1>=1 

2) Sea F" el segmento de recta que une el punto (-2 - *,1 + *) con el punto 
-00-

(-2 - *,-1- *). Tomemos M2 = UF". 
1>=1 
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3) Sea l~ el segmento de recta que une el punto (-2 - *,-1 - *) con el punto (~",-I - *) 

donde~" E [ (~I)z' :z!,. ] es tal que (~",-I) E S. Sea M3 = ÜFn. 
1>=1 

4) Sea l~ el segmento de recta que une el punto (~",-I) con el punto (~",-I- *). 
OC) 

Tomemos M4 = UI~. 
1>=\ 

,'. 
'. 
" l' , 

XI, 
I I 

I . 
.. f 

! ':. / ..... 

/ \ .:::./ \. ! \ 
': .".,r! 

Entonces M no es un continuo aposindético ya que dado cualquier punto x en el 

segmento de recta que une el punto (0,1) con el punto (0,-1) (distinto del punto (0,1», se 

tiene que M no es aposindético en x respecto al punto (0,1). A diferencia de Ly, que para 

cada y E M, el conjunto 

{ 

{(0,X2) E M I Y2 ~ X2 ~ I}, siy = (0,Y2), con -1 ~ Y2 < 1 

Ly = El cuadrado con vertices en (O, 1), (-2,1), (-2,-1) Y (0,-1), siy = (0,1) 

{y}, para cualquier otro caso 

es conexo, si x = (0,X2), con -1 < X2 < 1, el conjunto 

Kx = {(O, I)} U {(0,Y2) I -1 ~ Y2 ~ X2} es disconexo. 

Note que en estos ejemplos, los conjuntos Ly y Lyz son subcontinuos de M, sin embargo, 
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Kx no necesariamente lo es. Se verá que, efectivamente, tanto Ly, Lyz como Kx son conjuntos 

cerrados, pero sólo se puede garantizar que Ly y Lyz son subcontinuos de M. 

Teorema 3.12 Sean M un continuo y {xn} y {y,,} dos sucesiones de prmtos en M tales que 

para cada número natural n, con x" =1= y", M no es aposindético en x" respecto a Yn, {x,,} 

converge a un punto x E M y {v,,} converge a un punto y E M Entonces M no es 

aposindético en x respecto ay. 

Prueba. Sea H un subcontinuo de M tal que x E intH, se quiere demostrar que y E H. 

Como {x,,} converge a x, entonces existe un natural N tal que x" E intH para toda n ~ N. 

Como M no es aposindético en x" respecto a y", se tiene que y" E H y, esto pasa para toda 

n ~ N, es decir {Yn} ~ e H y {y,,} ~ converge a y. Como H es cerrado, entonces contiene 

a todos sus puntos de adherencia, de aquí que y E H. Entonces M no es aposindético en x 

respecto ay .• 

Corolario 3.13. Sean M un continuo, x y y E M, y {x,,} e M una sucesión de puntos tal 

que para todo número natural n, se tiene que M no es aposindético en X n respecto a y , 

entonces, si {x,,} converge a x, M no es aposindético en x respecto ay. 

Prueba. Éste es un caso particular del teorema 3.12 (cuando una de las dos sucesiones 

es constante) .• 

Corolario 3.14. Sean M un continuo, {x,,} una sucesión de puntos en M tal que {xn} 

converge a un punto x E M y A un subconjunto de M tal que M no es aposindético en x" 

respecto a A para ningún número natural n, entonces M no es aposindético en x respecto a 

A. 

Prueba. Este es un caso igual al del corolario 3.13, sólo que en lugar de tomar un punto 

y E M, se toma cualquier subconjunto A de M. La demostración es igual al teorema 3.12. 

Tomando un conjunto abierto U de M tal que x E U, se tiene que existe un número natural N 

tal que x" E U para toda n ~ N. Luego, para alguna XII E U, se tiene que M no es 

aposindético en x" respecto a A, es decir, si H es un subcontinuo de M que contiene a U, 

entonces H nA =1= 0. Como U fue cualquier conjunto abierto que contiene a x, se tiene que 
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M no es aposindético en x respecto a A .• 

Teorema 3.15. Sean M un continuo y y E M. Entonces Ly es un continuo. 

Prueba. Primero se demostrará que Ly es un conjunto cerrado. Se demostrará que Ly 

contiene a todos sus puntos de adherencia. Sea entonces {Xi } una sucesión de puntos en Ly 

tal que {Xi} converge a un punto X E M. Basta con demostrar que X E Ly. Note que para 

todo Xi, se tiene que M no es aposindético en Xi respecto a y. Entonces, por corolario 3.13, 

M no es aposindético en X respecto a y. De aquí que X E Ly, lo que nos dice que Ly es un 

conjunto cerrado. 

Para demostrar que Ly es conexo, supóngase que no lo es. Entonces Ly = A U B donde 

A y B son cerrados, ajenos y distintos del vacío. Podemos suponer que y E A. Por la 

normalidad del continuo M, existen conjuntos abiertos y disjuntos U y V en M, tales que 

A e U y B e V. Entonces, para todo X E Fr( U), X ~ Ly. Es decir M es aposindético en X 

respecto a y, por lo tanto, para cada X E Fr( U) existe un subcontinuo He de M tal que 

X E intHx y y ~ Hx. Como Fr(U) es cerrada, entonces es compacta. De aquf que exista un 
n n 

conjunto fmito {xJ, ... ,xn } e Fr(U) tal que Fr(U) e UHXi' Sea H = UHx,. Note que 
;"1 ;"1 

y ~ H. 

Sea W = U - H, entonces Wes un conjunto abierto que contiene ay. 

Por el teorema 2.11, cada componente K de M - W intersecta a Fr(W). 

Luego, como 

Fr(W) = Wn (M- W) = Wn [(M- U) UH] e Un [(M- U) UH] = 

[Un (M- U)] U [VnH] e Fr(U)UH eH, 

se tiene que cada componente K de M - W intersecta aH. 
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Entonces, para algún número j entre 1 y n, K intersecta a Hx}" Como Hx, es un continuo 

que no intersecta a W, Hx, es un conexo contenido en M - W y, por lo tanto, H., e K (pues 

K es un conexo maximal en M - W). Por lo tanto, M - W tiene un número finito de 

componentes KJ, ... ,Km (con m S n). 

Sean b e B y Kb la componente de b en M - W. Note que b e M - V que es un 

conjunto abierto en M con M-Ve M - W. Entonces por el teorema 1.26, tenemos que 

be intKb. Como Kb es conexo, por ser una componente, y cerrado, porque Wes abierto, se 

obtiene que Kb es un continuo que contiene en su interior a b y no intersecta a y, pues 

y e W. De aquí que M sea aposindético en b respecto a y, lo cual contradice el hecho de que 

b e Ly. Entonces Ly es conexo y, por lo tanto, Ly es un continuo .• 

Teorema 3.16. Sean M un continuo aposindético y x,y,z e M tales que M no es 

aposindético en x respecto a {v,z}. Entonces Lyz es un continuo. Ver [7, teorema 3). 

Teorema 3.17. Sean M un continuo y x e M. Entonces Kx es cerrado. 

Prueba. Se demostrará que K. es un conjunto cerrado, demostrando que su 

complemento es un conjunto abierto. Sea y e M - Kx. Entonces, por la definición de K/C, se 

tiene que M es aposindético en x respecto a y, es decir, existen un conjunto abierto U que 

contiene a x y un subcontinuo H de M tal que U e H y H n {y} = 9. 

Sea V = M - H, entonces Ves un abierto que contiene a y y si z e V, M es aposindético 

en x respecto a z (pues x e intH y H n V = 9), es decir V n Kx = 9. Se sigue que todo punto 

en M - Kx es un punto interior de M - Kx, de aquí que Kx sea cerrado .• 

3. Aposindesis y conexidad semi locaL 

Dado un continuo M, se introduce el concepto de conexidad semilocal. Se verán las 

relaciones que éste tiene con la aposindesis. 
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Definición 3.18. Decimos que un continuo M es semiJocolmente conexo en x E M, si para 

cada conjunto abierto V en M que contenga a x, existe un conjunto abierto U en M que 

contiene a x y contenido en V tal que M-U tiene un número finito de componentes. 

Teorema 3.19. Sean M un continuo y x,y E M, con x '* y. Si M es semi/ocalmente conexo 

en y, entonces M es aposindético en x respecto ay. 

Prueba. Supongamos que M es semilocalmente conexo en y. Se demostrará que M es 

aposindético en x respecto a y. Sea U un conjunto abierto de M tal que y E U Y x ~ U. Sea 

W un conjunto abierto de M tal que y E W e U y M - W tiene un número fmito de 

componentes Hl, . .. ,H "'. Como x ~ D, x ~ W. Entonces se puede suponer que x E H¡. Es 

claro que H¡ es un continuo (ya que las componentes de un cerrado son cerradas) y que 

y ~ H¡. Como x E int(M - W) (pues x E M-U e M - W) y X E H¡, por el teorema 1.26, 

se tiene que x E imH ¡, lo que nos dice que M es aposindético en x respecto ay . • 

Entonces, si M es un continuo y tomamos un punto y E M tal que M es semi localmente 

conexo en y, se tiene que para toda x E M - {y}, M es aposindético en x respecto ay. 

Teorema 3.20. Sean M un continuo y y E M tales que para toda x E M - {y}. se tiene que 

M es aposindético en x respecto a y, entonces M es semi/ocalmente conexo en y. 

Prueba. Sea V un conjunto abierto de M tal que y E V. Para cada punto x E M - V, 

existe un subcontinuo Hx de M tal que x E intHx y y ~ Hx. Por la compacidad de M-V, 

existen n E N Y X¡, .•• ,Xn E M- V tales que M- Ve intHxl U ... UintHx•. Sea 

W = M - (HXI U ... UHx.). Entonces y E We Vy M - W = HXI U ... UHx. tiene un número 

finito de componentes .• 

Corolario 3.21. M es aposindético en x, para toda x E M si y sólo si M es semi/ocalmente 

conexo en x. para toda x E M. 

Prueba. Se sigue de los teoremas 3.19 y 3.20 .• 
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CAPÍTULO 4 

Arcos y curvas cerradas simples en continuos 

planos y aposindéticos 

En el resto de este trabajo, se estudiarán continuos en el plano. Frecuentemente, sólo se 

hablará de M como un CODtinuO, aunque es importante seiialar que nos referiremos a un 

continuo del plano. 

En este capitulo se estudiarán a los continuos aposindéticos en el plano. Se presenta una 

condición para ver cuándo son arcoconexos y cuándo contienen curvas cerradas simples. 

Sabemos que todo continuo localmente conexo es arcoconexo. Los continuos que se 

estudiarán, son los que no son conexos en pequefto Y. por lo tanto, no son localmente 

conexos. 

Se demostrará que si M es aposiadétiro y contine Da roajunto fiaito F tal que para 

todo pauto x ea M - F eilitea pUDtos y y z ea F distintos ta~ que Muo es aposiadético 

ea x respecto. {y,z}, entoaca MtieDC que ser Iln:ocone:a:o (teorema 4.5) y todo puuto 

esti ea na cun cerrada simple CGutcaida ca M (teorema 4.12). 

Se darán ejemplos en donde se verá que la condici6n de que F contiene un número 

fmito de puntos, es necesaria para garantizar que M es arcoconexo y que todo punto está en 

una curva cerrada simple. También se prueba que si el roajunto F eoasta de dos pDDtos, 

eatoDces M es c:klicameDte roDno (teorema 4.11). 

Note que si M no es aposindético en un punto x con respecto a cualquier subconjunto N 
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de M - {x}. entonces M no es localmente conexo en x. De aquí que los resultados de este 

capituio. comprenden continuos aposindéticos del plano que no son localmente conexos en 

casi ninguno de sus puntos. 

1. Definición del conjunto L~. 

Dados un continuo aposindético M y x,y,z puntos distintos de M tales que M no es 

aposindético en x respecto a {y,z}, se defmirá lo que es el conjunto L:,., que es un 

subconjunto de L"., el cual es una herramienta fundamental para los siguientes resultados. Se 

verá que L:" es un subcontinuo de M contenido en L". que contiene a {x,y,z} y, aUn más, 

resulta que L;Z es localmente cooexo. Este último resultado, únicamente se citará. pues 

requiere varios resultados previos que no son del objetivo de esta tesis. Recordemos que 

estos resultados comprenden sólo a continuos del plano. 

Para todo esto, es necesario probar los siguientes resultados. 

Teo~m. 4.1 . Sean M un conJinuo y x,y,z E M tales que M no es aposindético en x respecto 

a V,z}. Sean U y V dos conjuntos abiertos en M. con cerradurM disjunJaJ, tales que y e U 

yz E Vyx E int(M-(UU JI). Si C es la componente de M-(UU V) que contiene ax. 

Entonces existe una sucesión de punto.s {x .. } que convergen a x y una sucesión {C .. } de 

componenJes de M-(UU JI) tales que para toda n en los T/(lturales, x .. e C .. y 

limsup{C.} e C. 

Pneba. Por estar en un espacio métrico, podemos suponer que B.(x) e M- (UU JI). 

Entonces B.(x) no está contenida en C. Esto pues, de io contrario se tiene que x e intC y, 

como C es lUla componente de M - (UU JI), C es cerrado en M - (UU JI) que es cerrado en 

M. De aquí que C es un subcontinuo de M ta1 que x e intC y C n V,z} = 9. lo cual es una 

contradicción pues Mno es aposindético en x respecto a {y,z}. Sean x . e B.(x) - Cy e. la 

componente en M - (UU V) que contiene 8XI . 

Afinnamos que B t (x) no esta contenida en C U C l. Esto pues, de lo contrario se tiene que 

Bt (x) e cu CI, entonces. si E <min{d(x,C.).t}, setieoe que Bf(x) e C, lo cual es una 
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contradicción de suponer que M no es aposindético en x respecto a {y,z}. Sean 

X2 E BJ..(X) - (CU CI) y C2 la componente en M- (UU V) que contiene aX2. 
2 

Análogamente, se construye la sucesión {xn}. Entonces la sucesión {xn} converge al punto 

x y para todo n, m E N con n * m, se tiene que X n y X m están en diferentes componentes. 

x 

Observe que x E líminf{Cn }. Por lo tanto, por el teorema 2.16, tenemos que 

límsup{Cn } es conexo y, como líminf{Cn } e límsup{Cn}, se tiene que límsup{Cn } es un 

conexo que contiene ax. Por lo tanto, límsup{Cn } e C .• 

Teorema 4.2. Supongamos que M es un continuo aposindético. Sean x,y,z puntos distintos 

de M tales que M no es aposindético en x respecto a {y,z}. Entonces existen dos abiertos 

disjuntos U y Ven M - {x}, conteniendo a y y a z, respectivamente, tales que si U' es un 

abierto en U que contiene a y y V' es un abierto en V que contiene a z, entonces la 

x-componente de Lyz - (U' U V') intersecta a Fr(U') y a Fr(V'). 

Prueba. Como M es aposindético, M es aposindético en x respecto a p para cualquier 

pE M- {x}. Por lo tanto, existen dos continuos H y K en M- {y} Y M- {z}, 

respectivamente, tales que x E intH y x E intK. 

Por ser M un espacio métrico, existen dos conjuntos abiertos y disjuntos U y V tales que 

y E U, Z E V, un H = 0 Y V n K = 0. 

Sean U' un conjunto abierto en U que contenga a y y V' un conjunto abierto en V que 

contenga a z. Sean {Un} y {Vn} dos sucesiones decrecientes de bolas abiertas (es decir, 

U1t+-J e Un, V 1t+-J e Vn para todo número natural n) contenidas en U' y V' con centros eny y 
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- -
z, respectivamente, tales que n V .. = {y} y n V" ", {z}. 

~I ... 1 

Ahora. como x E int(M - (U. U VI» (pues x E ;ntHn in/K e M - (VI U VI» y MIlO 

es aposlndético en.::t respei:to a {y,z}, por el teorema 4.1 , se tiene que existe lo siguiente: 

Una sucesión de componentes {X1} de M-(Ul U VI) tal que Umsup{.\1> eX\ 

donde Xl es la x-componente de M- (V. U VI), Y una sucesión de puntos {xn que 

converge a x con xl E XI. 
Entonces, se afmna que existe un número natural j • • tal que el punto xl,. que está en 

X'l,. cumple lo siguiente: 

a) xl, E inJH ninJK 

b) d(xl, ,x) < 1 

c)x"XI, 

Esto es cierto pues, como x E intH n ;ntK y {xJ} converge a x, entooces existe un 

número natw'al N para el cual x} E imH n ¡n/X para toda j ~ N Y de tal manera que 

d(xl
"

x) < 1 (pues M es un espacio métrico). La tercera condición también es inmediata por 

como se construyó la sucesión de componentes {XI}. Llamémosle al punto xl, simplemente 

como xl. 

PaJa M - (U2 U V2), análogamente, por el teorema 4.1 , existe una sucesión de 

componentes <X'f} de M - (U1U V1) tal que limsup{Xf}c)(l, donde XZ es la 

x-componente de M - (U, U V, ). Además, también existe una sucesión de puntos {x1} que 

converge a x, con x1 e x'f, para toda i E N. 

De igual manera, existe un número natuml ;2 tal que el punto x~p que ahora se llamará 

simplemente comox2, que está enA1¡, y que cumple lo siguiente: 

a) x 2 e intH n intK 

b)d(x 2,x) < t 
c)x e: A1¡ 

Luego, como por el teorema 4.1 , se tiene que para todo número natural n, el conjunto 
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M - (UII U VII) tiene un número infmito de componentes, asi que es posible tomar A1, de tal 

manera que A1¡ n Xl, = 9. 

As! sucesivamente se obtiene que, si n e N, pan! M - (UII U VII), existen una sucesión 

de componentes {Xi'} de M - (UII U VII) tal que Iimsup{AI'} eX", doode X" es la 

x-componenle de M - (U" U V,,) Y una sucesión de puntos {xí'} que cooverge a x con 

x7 e AI', para toda j e N. Análogamente, existe un número i" tal que el punto x7. e X7. que 

se denotará como x". cump1e: 

a) r" e intH n intK 

b) d(r",x) < .Jo 
c)x tE Xi'. 

d)..\! nxt = 9 para todaj > n . 

Observe que, para toda n e N, se tiene que r" e H U K Y x" tE U; U l";;. De aqui que 

para toda n e N, porelteorema 2.12, se tiene que Xi'. o Fr(V .. ) "., IJ y Xi.. n Fr(V,,) *' 8. 

Sea X el límite superior de xl" X1,. XI), ... Como para todo número natural n, se tiene 

queXi:, es un continuo, entonces, por el teorema 2.14, X es cerrado y, como el límite inferior 

de {A7.} es distinto del 'lacio pues contiene ax, por el teorema 2. 16,X es conexo. 

Por lo tanto, X es un continuo Y. además, como x e X" para todo nUmero natural n y 

• • n V .. = {y}, n V" '" {z}. se tiene queX es un continuo que contiene a {x,r,z}. 
~I ~ I 

La siguiente figura ilustra la idea del teorema que se acaba de demostrar. 
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Afinnamos que X e Ly:. 

Para demostrar esto, sea w e X - {Y,z} y supongamos que M es aposindético en w 

respecto de {y,z} (es decir, supongamos que w II!: Ly:)' Entonces existe un subcontinuo F de 

M tal que w E inJF Y {y, z} n F ""' S. Como F es cerrado, tenemos que M - F es abierto y. 

comoy.z E M-F, ex.isteun número natural m tal que V .. e X-Fy V .. e X -F. 

De aquí queF e M- (U. U V.), Y es posible tomaram de tal forma que xt, nF '* 9. 

Para ver esto, note que, como w E in/F, se tiene que existe un conjunto abierto V que 

contiene a w tal que Y e F. Además, como w E X Y <Xi:} converge a X, es posible tomar 

también a m E N, de tal forma que x: n V*" 9. Por lo tanto se tiene que x: n F *" 9. 

Por otro lado, como X7" n x: "'" " para toda n > m. se afinna que X}'. n F .. "para toda 

n > m. Pan. demostrar esto, supóngase lo contrario. Entonces se tendria que, para alguna 

n > m. F es un conexo intersec1ando a X1'. y a XT... Luego, X}'. no puede ser una componente 

de M - (U" U Y,,), pues X1'. está contenido propiamente en el conexo X}'. U FU X(! que está 

contenido en M - (U" U Y,,), contradiciendo asl, el hecho de que X7. sea una componente de 

M- (U .. U V,,). De aqui queX}'. n F = 9 para loda n > m. 

Pero el hecho de que X1'. n F = " para toda n > m, es una conlradicción, pues w E F Y 

esto implicarla que w II!: Iímsup_X7. '" X. La contradicción se dio al suponer que M era 

aposindético en w respecto de {y,z}. Por lo tanto, w E Ly: y, entonces. X e Ly:. 

Luego, para todo número natural n. se defme X" como la x"-componente de 

M - (U' U JI'). Por el teorema 2.12, se tiene que X" n Fr(t/) *" 9 y X" n Fr(JI') *" 9. 

Recuerde que para toda n E N, U .. e U' y y .. e Y'. De aquf que x" e X7. par.I toda n. 

Sea X' = limsupx". Por el corolario 2.18, X' es un continuo y está contenido en X, pues 

para toda n E N, se tiene que X'" e X}'. . además de que x EX'. pues para toda n, se tiene 

que x" E x;. Y {x"} converge a x. 

Luego, como para toda n E N, se tiene que X'"nFr(U') '* 9 Y X'"nFr(V) *" 9, 

entonces X' n Fr(U') *" 9 Y X' n Fr(JI') *" S. En consecuencia, X' es un subcontinuo de X 

que intersecta a Fr(U') y a Fr(JI') que contiene a x. Como X e Ly:. se tiene que 

X' e x-comporumle de Ly: - (U' U JI'), esto pues, X' es un subcontinoo de Ly: que no 

intersecta ni a U' ni a JI'. 
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Como X' intersecta a Fr{U) y a Fr{Y'), entonces la x-.componenJe de Ly:. - (U U Y') 

intersecta aFr(U) y a Fr{Y') que era lo que se queria demostrar .• 

Defiaic:i6a 4.3. Sean M un conJinuo aposindético y %,y,z punJos distinJos de M tales que M 

110 es aposindético en x res pecio a {y,z}. Por el leorema 4.2. existen dos abiertos disjunlo$ 

V y Ven M - {x} contenjendo ay ya z, respectivamente, tales que si el es un abierto en V 

que contiene a y y Y' es un abierto en V que contiene a z, entonces la x-componenJe de 

Ly:. - (U U V') intersecta a Fr{eI) y a Fr{V'). Sean V .. Ul,U3, . ... y VI. Vl, Yl, . ... do.J 

sucesiones decrecientes de bolas abiertas en M (es decir U .... I e U" , V .... I e V,,), con 

centros en y y en z, respectivamenJe, tales que UI e U y VI e V. Para todo número 

natural n, se define a y", como la x-componenle de Ly:. - (U" U V,,). Se define entonces a 

L~ como el limite superior de Yl, Y2• YJ , ••• Es decir, L~ = IImsup{Y¡}. 

2. Propiedades de L~. 

Teorema 4.4. Sea L~ como en /0 definición anterior. EnJonces: 

1) L:.z es un subconlinuo de LJ'%. y, por /0 tanto. de M (pues Lyr es un subcontinuo de M 

(teorema 3./6)), que conliene a {x,y,z}. 

1) Para lodan E N. Y" e Y .... 1 eL;'. 

3) L;' es localmente conexo. 

4) Si p EL;', enJonces L;' = L:'. 

S) Ni y ni z separan a L~. 

Prueba. 1) Por el teorema 3.16, Lyz es un conjunto cerrado. Entonces la x-componenJe 

de Lyr - (U" U V .. ) es un conjunto cerrado. De aquí que Y" sea un subcontmuo de M. 

Entonces, por el teorema 2.14, se sigue que L;" es cerrado. Luego, corno % E 

líminf{Y¡}, por el teorema 2. 16, se tiene que L:" es conexo y, por el teorema 4.2, se sigue 

que para toda n, el subcontinuo Y" intersecta a Fr{U,,) y a Fr(V,,). De aquí que L;' sea un 

subcontinuo de Lp (y, por lo tanto, de M), que contiene a {x,y,z}. 
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2) Como tanto las sucesiones {V.} y {V.} cumplen que V M ¡ e V" y VM1 e V"' es 

claro que L,. - (V. U VII) e L,. - (VM1 U V ..... ). De aquf que Y" e Y MI para toda n E N. 

Como Lis '"' Ifmsup YII , se tiene que YII e L;' para toda n E N. 

3) Además de ser L;" un subcontinuo de M, L;" también será localmente conexo [1 . 

Teorema 2, pág 391]. 

4) Sean {VII} Y {U,,} dos sucesiones decrecientes de bolas abiertas en M con centros en 

• • 
y y en z, respectivamente, tales que n V" = {y} y n V" = {z}. Para cualqUter W E L;' 

.... . ....1 

(con w distinto de los punlosy y z), sea r: la w-comporumte de L)'I - (V" U V,,). 

Sea P E Lis (con p distinto de x,y,z). Tomemos un conjunto abierto W en M que 

contenga a p y no intenecte a {y,z}. Es posible encontrar m e N tal que 

Wn (U. U V.) = 9. Entonces Wn (VII U VII) = 9 para toda n ~ m. 

Como Lis es un continuo localmente conexo (inciso 3» y W n Lis es un conjunto abierto 

de Lis que contiene a p, existe un conjunto abierto W' en M tal que W' n Lis es un conjunto 

abierto en Lp. conexo, tal que p E W' n Lis e W n L;'. Sea W" "" W' n L;". Note que 

¡;yt' n (VII U VII) = 9 para toda n ~ m. 

Por otro lado, como p e Lp, se tiene que p e Limsup y!. Entonces. por la definición del 

conjunto Limsup y!, se tiene que W' n Yf '* 9 para toda una infinidad de ¡ EN. Es decir. 

existe una subsucesión {~,} de {~}, tal que W' n f!, '* 9 para toda ¡eN. Como 

~, e Lis (inciso 2», se tiene que (W' n Lis) n~, = W' n f!, '* 9. Entonces tenemos que 

W" n f!, '* 9 para toda i e N. 

Supongamos que para toda n e No se tiene que p f f!. 

Sea n i ~ m. Como y!, n W" '* 9, se tiene que y!, U W" es un conexo que contiene 

propiamente a y!, (pues p E W" Y P f f!). Afumamos que f!, U W" e L)'% - (V"' U V",). 

Pero esto es inmediato pues, por definición. y!, e L)'I - (V"' U V",). además, como 

W" e L:" e L)'% y W" n (VII U V,,) =" para toda n ~ m y ni ~ m, se tiene que 

W" e Ly: - (V"' U VII' )' Entonces ~, U W" e L,.. - (U", U V",). lo cual es una 

contradicción pues~, es lax-componenJe de Lyz - (VII, U V",). 

De aqul que se tenga que existe un número natural N tal que p e 11<. Luego, se tiene 
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que t1t = ~ (teorema 1.25, inciso 2» . Se s igue que p E ~ para toda n ~ N (inciso 2)}. 

Entonces r: '" r; para toda n ~ N y, por lo tanto, limsupp' = límsup~. lo que nos dice 

queLj.z = L';:. 

S) Supongamos que y separa a Lj.z. Sea {V,, } una sucesión decreciente de boJas abiertas 

• 
en M con centros en y tal que n V" -= {y} . Como y separa al continuo L;". entonces 

~, 

Lj.. - {y} "" A U B. con A Y B conjuntos abiertos en Lj.z - {y} . ajenos y distintos del vacio. 

Se afmna que existe un número natura] N tal que ni A ni B están contenidos en V N. esto. 

pues si A e V" para toda n e N, por la construcción de { V,,} , se tendría que A e {y} y 

como y lE A. se tendría que A -= e. lo cual es una contradicción. 

Entonces existe un nUmero natura] NÁ tal que A no está contenida en VN,.. Como 

V .... I e V. para toda n e N, se tiene que A no está contenida en V. para toda n ~ NÁ _ 

Análogamente. existe un número natural N B tal que B no está contenido en VII para toda 

n ~ NB. Ahora, si tomamos N '" móx{NÁ . NB} . entonces ni A ni B están contenidos en V ... 

para toda n ~ N. 

Luego, si n ~ N. se tiene que V" separa a Lj... esto pues, de lo contrario. existiria un 

conexo K e L;" tal que KnA *" B. KnB *" B. Y K n V" = B. Como y e V" . se tendrla que 

Kn {y} = 8, contradiciendo el hecho de que {y} separa a Lj.z en A y B. 

Entonces, para toda n ~ N. se tiene que V" separa a Ly. y se puede separar a Lp - V" en 

A" y B". conjuntos cerrados, ajenos y distintos del vacío. de tal manera que A" e A y 

B" e Bpara toda n ~ N. 

Ahora, si WI e A- VN y W2 e B - VN• entonces se tiene que WI E A-V" Y 

W2 e B - V" paratodan ~ N. ComOWl e Ly., porel inciso4). setienequeL;" '" L';'. Por

lo tanto, W 2 t! wl-componente de L;" - V"' ninguna n ~ N. 

Para cualquier p e Ly.. distinto de y y z. sea ~ la p-componente de L)'% - (V" U UII). 

donde { U,, } es una sucesión decreciente de bolas abiertas en M con centros en z de tal 

• 
manera que n U" = {z}. 

~ , 

Por lo tanto, Y:'I e r::l e L;" - (V" U UII) e L;" para todo número natural n. 

Entonces. como Y:" e L;" - (JI" U U,, ). se sigue que la wl-componente de L)'% - (V" U U,,) 
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es la wl-componente de L';l - (V" U U,,) (teorema 1.25, inciso 3)}, es decir, Y:I es la 

wl-componente de L';' - (V .. U U,,). Luego, como W2 lE wl-componenJe de L';' - V .. para 

ninguna n ~ N, se llega a que 1412 fE y!l para toda n ::: N, es decir, se llega a que 1412 fE L;'l. 

Como L';' ., L;', se tendría que W2 lE L;', lo cual es una contradicción, pues 1412 

E B e L;'. La contradicción se dio a1 suponer que y separaba aL;'. 

AnáJogamente se tiene que z 00 separa a1 subcootinuo L;' . • 

3. Arcos en continuos planos y aposindéticos. 

Teorema 4.5. Si un continuo aposindético M contiene un conjunto finito F tal que para todo 

r E M - F eristen y y z e F tales que M na es aposin(/ético en r respecto a {y,z}, entON:es 

M u arcoconem. 

Pl'1Icba. Nótese que U Lyz cubre a M, pues dado x e M, si x E F es claro que r E 

,.-F 

U L". Y si x € M - F por hipótesis existen YO,zo € F tal que M no es aposindético en r ,-
respecto a Ú'o,zo}, es decir, r € LYOZG y, por lo tanto, x € U LJI%' Entonces M = U Lyz. 

y~ y.%<iF 

Se quiere demostrar que U LJI% es arcoconexa (U LJI% es conexo pues M es conexo). 
y~ y~ 

Como L;' es un continuo localmente conexo (teorema 4.4, inciso 3)} y, por lo tanto, 

arcoconexo [6, Teorema 8.23, pág. 130], tenemos que LJI% también es arconexo (pues 

U L;' = Lyz Y todos los L~ son continuos arcoconexos que contienen ayy a z) . 
.u-

Sea A '" {LJI% I y,z E Fy Lyz :1: {y,z} }. Como F es fmito, A tiene un número fmito de 

elementos. Note que U L = U Lyz = M. 
,... ,-

Sea L € A. Si L no intersecta a ningún elemento de A - {L}, como A tiene un número 

finito de elementos y cada L' € A es un conjunto cerrado en M, existe una separación de M 

con abiertos U y V ajenos y distintos del vacío, tales que L e V y U LJIZ - L e U. lo cual 
y,pip 

es una contradicción, pues M es conexo. 
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Entonces L intersecta a aJgún elemento de A - {L}. Sea L I tal elemento. Luego L U L I 

es un continuo an::oconexo. Análogamente, si L U LI no intersecta a ningún elemento de 

A - {L U LI }. se llega nuevamente a una contradicción pues existiria una separación de M 

con abiertos U y V ajenos y distintos del vacio tales que L U LI e Y y 

U Lyo - L U LI e U. lo cual es una contradicción. pues M es conexo. De aqui que L U LI ,,.F 
intersecta a algún L2 E A - {L U LI }. Como A es fmito, es decir A = {L.LI •...• L.} se tiene 

• • 
que U LI es un continuo arcoconexo. Como U LI "" U Lyo. se tiene que M es un continuo 

io< l jo l )f~ 

arcoconexo .• 

Si se quita la condición de que el conjunto F sea finito, entonces no necesariamente M 

tiene que ser arcoconexo, como se muestn en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 4.6. Si un continuo aposindétieo M eonJiene un corifunto F con una cantidad 

numerable de puntos tal que para todo x E M - F existen y y Z E F tales que M no es 

apojindétioo en x respecto a {y,z}, entonces M no necesariamente tiene que ser 

orcoeonexo. 

Sea M un conJinuo en el plano que oonsiste de una curva cerrada simple J y cuatro 

sucesiones de suspensiones de Cantor (ejemplo 3.7) A"A2,AJ, ... , B.,B2.B), ... • 

CI,C2,CJ, ... y D I ,D2,D), .... Los elementos de estas sucesiones están unidas entre si por 

sus vértices (los vértices de /0 suspensión de Cantor son los puntos (+,1) y (t.-I) del 

ejemplo 3.7) de tal manera que. si al y ai son los véniees de Al, bl Y b~ son los vértices de 

B¡, el y e; son los vértices de CI, y di Y ti¡ son los vértices de DI, entonces a, = tI¡, di = e;, 

el ::: b~. y bl = a;. y, para toda n E N, se tiene que 0211 = 02l!t1t b2k-1 = b2ll. eüt-I .", e2ll, y 

d 211 = dz".l. Las suspesnsiones de Cantor convergen a J de tal manera que, si a,b,e y d son 

cuatro punJos de J. en/onees, las sucesiones {al}. {b,}. {el} y {di} convergen a o. b.e y d. 

respectivamente. 
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Entonces M es un continuo aposindético del plano. Para ver esto, se tiene que verificar 

que, para cada x E M, M es aposindético en x. 

Si x E M - J, entonces se tiene que x está en alguna de las suspensiones de Cantor, 

luego, de manera similar al ejemplo 3.7, se verifica que M es aposindético en x. Si x está en 

el arco que va del punto a al punto d, el argumento es similar al del ejemplo 3.7, es decir, 

para cualquier y E M - {x}, se puede encontrar un continuo H de tal manera que x E ¡ntH, 

y ~ H y, para alguna N E N, an E H o dn E H, para toda n ~ N, según sea el caso. 

Análogamente para los demás puntos de J. Entonces M es un continuo aposindético. 

SeaF = {a¡} U {b¡} U {c¡}U{d¡} U {a,b,c,d}. Fes un conjunto numerable y para todo 

punto x E M - F, existen y y Z E F tales que M no es aposindético en x respecto a {y,z}. 

Para ver esto, sea x E M-F. Si x ~ J, entonces se tiene que x está en alguna de las 

suspensiones de Cantor. Supongamos que x E A¡ para alguna ¡EN. Entonces M no es 

aposindético en x respecto a {a¡, b¡}. Si x está en el arco de J que une al punto a con el punto 

d, entonces M no es aposindético en x respecto a {a,d}. Si x está en el arco de J que une al 

punto d con el punto c, entonces M no es aposindético en x respecto a {d, c}. Análogamente 

si x está en el arco de J que une a c con b y el arco que une a b con o. 

Las sucesiones de suspensiones de Cantor convergen a J pero nunca intersectan a la 

curva cerrada simple, es decir, M no es arcoconexo pues no existe un arco que una un punto 

de J con un punto de M-J. 
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4. Curvas cerradas simples en continuos planos y aposindéticos. 

A continuación se verá que. con las hipótesis del teorema 4.5, además, todo punto en M 

tiene que estar en una curva cenada simple contenida en M. También se demostrará que, si 

F consta de dos puntos, entonces M es ciclicamente conexo. Para esto, es necesario el 

siguiente resultado. 

Teortm. 4.7. Si M es un con/im«) OJJOsindético yx,yy z son punlos distintos de M tales que 

M 110 es aposindético en x respecto a {y,z}, entonces ningún punto en L~ - {x,y,z} separa 

débilmente a x y {y,z} en L;" (es decir, para cualquier p E L;" - {x,y,z}, existe un 

subcon/inuo en L;" - {P} que intersecta a {x} y a {y,z}). 

Pneba. Supongamos que existe un punto q EL;" - {x,y,z} que separa débilmente ax y 

{y,z} en L;". Como M es aposindético, M es aposindético en x respecto a q, es decir, existe 

un subcontinuo H de M contenido en M - {q} . tal quex E intH(observe que H n {y,z} 1: " 

pues M DO es aposindético en x respecto a (y,z}). Primero se demostrará la siguiente 

afinnación: 

1) H n Lyr no con/lene subcontinuos que in/ersecten a {x} y a {y,z}. 

Para demostrar esto, supongamos que existe un subcontinuo L de H n Lyr tal que x E L 

Y L n {y,z} 1: 9. Entonces por el teorema 2.23, existe un subcontinuo J de L que es 

irreducible dex a {y,z }. 

Se demostrará que J e L;". Para esto, tomemos los siguientes conjuntos: 

J = {W E I 1 I es un subcootinuo irreducible de x a w} y 

I - J = {w E II existeunsubcootinuopropioSdelconxyw E S} . 

Observe que I -J es precisamente la composante de x en l . Por el teorema 2 .21 . las 

composantes son densas, es decir, sabemos que 1=J = /. Como L;" es un continuo (teorema 

4.4, inciso 1 ». en particular es un conjunto cerrado. Basta demostrar que 1- J e L:". pues 
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se tendria que 1 - r=J e 1:;; = Ly,. que es lo que se quiere demostrar. 

Sea entonces w E I - J. Se llegará a que w E Ly,.. Como W E J - J, existe un 

subcontinuo propio S de J con:c y w e S. Note que {y,z} n S = a, pues J es irreducible de:c 

a {y,z} . Entonces, por normalidad, existen conjuntos abiertos Uy Ven M que contienen ay 

y 82 respectivamente, tales que U n S = 9 Y Yn S = 9. 

Sean {V,.} y {V,.} sucesiones decrecientes de bolas abiertas en M con centros eny y en 

- -
z, respectivamente tales que n VII = {y}. n V" == {z}. Entonces existe un número natural. 

... 1 ... 1 

N tal que UN e V y VN e Y, luego es claro que we: VNU VN y, más aím, 

W E :c-componente de Lp - (UNU VN) (pues w y:c E Sy SO (UNU VN) == 9). Entonces por 

el teorema teorema 4.4, inciso 2), w E :c-componenJe de L)"f - (U" U V,,) para todo número 

natural n ~ N. De aquí que W E L:" y, por lo tanto, 1- J e L;" que era lo que se necesitaba 

para que J eL;". 

Abola. se supuso que q separn débilmente a :c y {y,z} en Ly,.. Entonces. como 1 es un 

subcontinuo de Lj.:. se tiene que q E 1. Pero I e L e H O Lp:, de aquí que q E H lo cual es 

una contradicci6n. 

Entonces H n Lp: no contiene subcontinuos que intersecten a {:c} y a {y,z}, por lo que 

queda demostrado 1). 

Entonces, H n Lp .,. A U B, donde JI y B son conjuntos cerrados, ajenos, distintos del 

vacío, con:c E A Y H n {y,z} e B. (6, teorema 5.2, pág. 72]. 

Sean V y V dos conjuntos abiertos en H con cemtduras disjuntas, distintos del vacío, 

tales que A e U y B e V. Observemos que H - (UU V) es cerrado en H y, como H es 

cerrado en M, H - (U U V) también es cerrado en M. Se sigue del teorema 1.37, que 

H - (UU JI) es compacto. 

Se afirma lo siguiente: 

2) Existe una cubiertafiniJa de canlinuo3 de M - {y,z} que cubre a H - (UU 1'). 

Para esto, tomemos p E H - (U U JI). Entonces p e: Lp , es decir, M es aposindélico en 
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P respecto a {v.z}. Por Jo tanto, existen un conjunto abieno Vp de M, que contiene ap y un 

continuo Hp tales que Vp e Hp y {v.z} n Hp = 8. Luego U Yp es una cubierta 
poH-(W~ 

abierta de H - (UU JI) el cual es compacto. Por lo tanto, existen n e N y 

PI, ..• ,p" E H - (UU JI) tales que los conjuntos Yp" ... , Yp~ cubren a H - (UU JI). De aqui 

que se tenga una colecci6n fmita de continuos {Hpl •... ,Hp.} en M - {v,z} que cubren a 

H - (UU n por lo que queda demostrado 2). 

Para obtener una contradicci6n, demostraremos lo siguiente: 

3) M es aptnindético en x respecto o {v,z}. 

Se encontrará un continuo X de M tal que x E inLXy xn {v,z} =' 8. Denotemos por if 
y por FrH(U) a la cerradura y a la frontera de U con respecto al continuo H, 

respectivamente. Por el teorema 2.9. si K es una componente de V entonces 

• 
K n FrH(U) '* 8, ya que if = V. Se afrrma que Vu <U f/p,) tiene un número finito de .. , 
componentes. Esto pues, Frl/( U) e H - (UU JI), ya que, como V e 11 = H, se tiene que 

FrH(U) e H, luego, como Un1' = 9, resulta que Fr,,(U) n y "" O. Además, 

FrH(U) n U = 9. 

Luego, no importa cuántas componentes tenga U, todas intersectan a Frll(U), es decir, 

• •• 
todas intenectan a Uf/p, (pues II - (UU JI) e UHp.) y, como UllpJ tiene un número 

"'1 ;'1 ... 1 

• 
fmito de componentes. se tiene que Vu (U Hp,) tiene un número finito de componentes y ., 
ninguna componente intersecta a {v,z}, pues 11 n {v,z} e B y B n V = 9. Además, para 

toda i, se tiene que {v,z} () Hp, = 9. 

Como X E U, que es un conjunto abierto de H, tenemos que U = r.I n H para algún 

conjunto abierto II de M. Entonces U' n intH es un conjunto abierto de M que contiene a x, 

• 
talque U' n intH e U, es decir, x e in/U e Ve Vu <U Hp,) . .. , 
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• 
SeaXlax-componente de DU <U Hp,). X es ~ subcontinuo de M(X es conexo por ser 

"' 
• 

componente y cerrado pues DU <UHp,) es cerrado) que no intersecta a {y,z} y. por el 

", 
teorema 1.26, x E ¡ntX. De aqui que M es aposindético eRI respecto a {y, z} . 

Pero esto es una contradicción que viene de suponer que q separa débilmente a.x y {y,z} 

en L;". Por lo tanto, no ex..iste q e Lj,r - {x,y,z} tal que q separa débilmente a x y {y,z} en 

L~. que era lo que se queria demostrar . • 

Los siguientes ejemplos. ilustran las ideas del teorema que se acaba de demostrar: 

Ejemplo 4.8. Sea M como en el ejemplo 3.7. Sean y = (t. 1), z = (t. - 1) Y x cualquier 

punloen M - {y,z}. 

, 

, 

Entonces M es un continuo aposindético tal que M no es aposindético en x respecto a 

{v.z}. Note que el conjunto L)% es el continuo M y el arco que empieza en el punto y y 
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tennina en z pasando por x es precsisamente el conjunto L~. Observe que ningún punto en 

L~ - {x,y,z} separa débilmente ax y {y,z} enL~. 

Ejemplo 4.9. Sea M como en el ejemplo 3.6. Sean y = (1,1), z = (0,0) y x un punto en el 

segmento de recta que une al punto y con el punto z. 

Y~~~~-----r------------~ 

x 

z~~ __ ~ ______ ~ ____________ ~ 

Entonces M es un continuo aposindético tal que M no aposindético en x respecto a 

{y,z}. Note que el conjunto Ly es igual al conjunto L~, que es el segmento de recta que une 

el punto y con el punto z. 

Observe que ningún punto en L~ - {x,y,z} separa débilmente a x y {y,z} en L~. 

Teorema 4.10. Si M es un continuo aposindético y contiene puntos w,x,y y z tales que M no 

es aposindético en x respecto a {y,z}, M no es aposindético en w respecto a {y,z}, y 

w ji; L~. Entonces L;' U L~ es cíclicamente conexo. 

Prueba. Como L;' y L~ son continuos localmente conexos (teorema 4.4, inciso 3», se 

tiene que L;' U L~ es un continuo localmente conexo (teorema 2.4), por ello, basta 

demostrar que ningún punto en L;' U L~ es punto de separación (lema 2.33). 

Por el teorema 4.4, inciso 5), ni y ni z separan a L;', y de la misma forma ni y ni z 

separan a L~. Luego L;' n L~ = {y,z}, esto pues, si existiera un punto pE L;' n L~ con 

y '* p '* z, por el teorema 4.4, inciso 4), tendríamos que L;' = L~ y, como p E L~, también 

L~ = L;' y, por lo tanto, L;' = L~ lo cual es una contradicción, pues w ji; L~. Entonces se 
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tiene que ni y y ni z separan a L; U Lp. 

Supongamos que existe un punto q E L~ U Lp - {y,z} que separa a L;' U L;'. Se 

puede suponer que q E L;' (por lo tanto q tE L;' pues LO; n LPe = {y,z}). Entonces Lj.. está 

en una componente de L;' U Lp - {q} . 

Sean C tal componente y r E C" donde Cr es una componente de L; U Lj.. - {q} que 

no intersecta a C (existe tal componente pues como q separa a L;' U Lp, se tiene que 

LO; U Lj.. - {q} tiene a1 menos dos componentes). Si existe un continuo H de L; que 

contenga a r y a a1gún punto de {y,z}, entonces q E H, esto pues {y,z} e L;" e e y 

r tE C. 

Entonces q separa L;' entre r y Ú',z}. Como r E L;', por el teorema 4.4, inciso 4), se 

tiene que L;' = L~. De aqul que q separe a L;:' entre r y {y,z}. lo cual es una contradicción 

pues, por el teorema 4.7, se tiene que ninglin punto separa débilmente a r y Ú',z} en LJ.. la 

contradicción viene de suponer que existe q E LO; U Lj.. - {y,z} tal que separa a L-p U Lj.. . 

Por lo tanto, se tiene que L;' U L;" 00 contiene puntos de separación, lo que nos dice 

que LO; U Lj.. es cíclicamente conexo .• 

Ttorem. 4.J 1. Si M es un continuo aposindélico y contiene puntos y y z E M tales que para 

todo x E M- {y,z}, M na es opasindélico en x respecto a {y,z}. EnJonces M es 

cíclicamente conexo. 

Prueba. Sean a y b E M puntos distintos y supongamos por el momento que 

a E M - Ú',z}. Se quiere demostrar que existe una cwva cerrada simple de M que los une. 

Se tienen varios casos: 

Caso 1. Si {a,b} n Ú',z} =" y be L;" se asegura que existe un punto W E M - Ú',z} 

tal que W lE. L'; •. Para esto, supongamos lo contrario, es decir, supongamos que L~ = M. 

Como L~ es un continuo localmente conexo (teorema 4.4, inciso 3), M seria localmente 

conexo y, por lo tanto, por el teorema 3.5, para todo x E M - <V,z}. M seria aposindético en 

x respecto a {y, z}, lo cual es una contradicción. Entonces existe tal w. 

Como M no es aposindético en w respecto a {y,z}, se puede tomar el conjunto Ly.. Por 

el teorema 4. I O, se tiene que L~ U L;' es cíclicamente conexo. Como a y b estAn en 
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L~ e L~ U L;, se tiene que existe una curva cerrada simple que une a a con b. 

Caso 2. Si {a,b} n Ú',z} - 8 Y b E L~, por e! teorema 4.10, L~ UL~ es cfclicamente 

conexo, lo que nos dice que existe una curva cerrada simple que contiene a {a, b}. 

CatO 3. Si a e {y,z} y b E {y,z}, entonces podemos tomar un punto w e M - {y,z} 

tal que w E L~, por lo que obtenemos que L~ U L; es cíclicamente conexo. Como a y b 

están en L~ e L~ U L;, se tiene que existe una curva cerrada simple que une a a con b. 

AnáJogamente para el caso en que b e {y,z} ya E Ú',z}. 

Caso 4. Si a e {y,z} y b e {y,z}, como es posible encontrar un punto x e M - Ú',z} y 

un punto w E L;", se tiene que L:.z U L; es cíclicamente conexo. Como a y b están en 

{y,z} e L:.z U L;, existe una curva cerrada simple que contiene a {a,b} . • 

Teorema 4.12. Si M es un continuo aposindético y F e M es un subconjunto finito tal que 

para toda x e M - F existen y y z e F tales que M no es aposindético en x respecto a {y,z}. 

entonces todo PUnjO en M está en una curva cerradn simple conJenida en M. 

Pnteba. Para toda x e M, se definen 

Hz = {L;" I Moa es aposindético enx respecto a {y,z}, y {y,z} e F - {x}} 

y 

sIH,, :;; U L;" 
I.;'EH. 

Primero, observe lo siguiente: 

Como cada L;" e Hz es un continuo localmente conexo (teorema 4.4, inciso 3) y Hz 

contiene sólo un número fmito de elementos (pues F es fmito), se tiene que stH" es un 

continuo localmente conexo (teorema 2.4). 

Sea P e M. Se demostrará que p está en una curva cerrada simple. Para esto, se 
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demostrará la siguiente afinnación: 

1) Existe una $Ucesi6n {x,,} tk puntos en M tal que XI ... P y, para toda n E N. 

x~, E M- (FU (Q,tH .. ) )yd(X~"P) < -l.. 

Para demostrar esto, tomemos BI{P) la bola abierta con centro en p y radio l. Por ser M 

un espacio métrico y ser Ffinito, se puede suponer que B¡{p) n(F-{p}) - R, aún en el 

caso de que p E F. 

Afirmamos que, si A es un subconjunto de M loc:aImente conexo, entonces para toda 

n E N. B1.{P) JK) puede estar contenida en A. Para ver esto, supongamos que B1.{P) cA. . . 
Sea X E Bt{P) un punto distinto de p. Note que x I!: F. Es posible encontrar un conjunto 

abierto U en M tal que x E U y V e B 1. (P) - {p}. Como A es localmente conexo, se tiene 
• 

que A es localmente conexo en x. Como U e A, se tiene que U es un conjunto abierto en A. 

Por lo tanto, para el conjunto abierto U en A, existe un conjunto V, abierto en A y conexo, tal 

que p E Ve U. Pero entonces., como V e U, se tiene que Ves un conjunto abierto en U, 

que es abierto en M, por lo que Ves abierto y conexo en M. 

De aquí que se tenga que, J' es un continuo tal que x E int1' y l' no intersecta a F (pues 

V e B.¡. (P)- {P} e B,(P) - {P} y B,(P) n (F- {P}) = 11). Lo que "'" dice que M es 

aposindético en x respecto a F. Pero esto es una contradicción a la hipótesis del teorema. De 

aqul que Bt{P) no puede estar contenida en A, para toda n E N. 

Entonces. como stHp es localmente conexo, se tiene que 81 (P) no puede estar contenida 

en srHp. 

Entonces. es posible encontrnr un punto X2 tal que: 

a)x2 E B¡(p). 

b)x, < F.Pues,B,(p)n(F - {p}) = 9 

C)X2 J1!: sIHp.PuesBI(p)noestácontenidaensrHp. 

De igual manera, tomemos ahOI1l B 1.(p). Como stHp U stH:s, es localmente conexo, , 
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Bt(P) no puede estar contenida en stHp U stHr¡. 

Entonces, es posible encontrar un punto Xl tal que: 

a) Xl e Bl.(p). , 
b) x, • F. Pue~ Bt<Pl n (F - (P}) = 9 

c) Xl ~ stHp U stHZ l • Pues Bt(P) no está contenida en slHp U stHZ1 • 

Análogamente. se construye la sucesión {x~} que cwnple con las propiedades de 1). 

Afirmamos lo siguiente: 

1) Sea {x .. } una sucesi6n de puntos con las propiedades dichas en 1). Entonces existe una 

subsuce.Ji6n {x .. ,} e {x .. }, tal qUl! para Yo Y Zo e F fijos, M no es aposindéljco en X", con 

respecto a {Yo.zo}, para toda i e N. 

Para demostrar esto, note que para cada n e N, al puntox~ se le asocia un {v,z} e Ftal 

que M no es aposindético en x .. respecto a {y,z}. Como el número de combinaciones de 

pares de puntos en Fes fmito (pues F es fmito), existe una subsucesión {x".} de {x,,} tal 

que para todo punto de la subsucesión, existen YO,zo e F fijos, tales que M no es 

aposindético en x'" con respecto a {vo.zo}, para toda j e N, por lo que queda demostrado 2). 

Entonces por el corolario 3.14, se tiene que M no es aposindético en p respecto a 

{Yo.zo}. 

- , 
Seax .. e {x".} con x .. 1:XI (XI = p). Como x .. e M - (FUUstH.,), en particular .. , 

x'" ~ L~o. Como M no es aposindético en x. respecto a {vo,zo}. por el teorema 4.10. se 

tiene que L~. U L~o es cfclicamente conexo. Se sigue que p está en una curva cerrada 

simple . • 

Si se quita la condición de que el conjunto F sea finito, entonces no necesariamente todo 

punto en M tiene que estar en una curva cerrada simple, como se muestra en el siguiente 
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ejemplo. 

Ejemplo 4.13. Si M es un continuo aposindético y F e M es un subconjunto con una 

cantidad numerable de puntos tal que para toda x E M - F existen Y.Z E F tal que M no es 

aposindético en x respecto a {y,z}, entonces no necesariamente todo punto en M está en 

una curva cerrada simple contenida en M. 

Sean L el segmento de recta que une al punto (0.0) con el punto (0,1) Y A ¡,A2,A3 •... una 

sucesión de suspensiones de Cantor, tales que, si a" y a~ son los vértices de A", para toda 

n E N, entonces, a~ = (O, 1) Y a" E L de tal manera que d(a", (O, O» < * para toda 

n E N. Además, la sucesión {A,,} va convergiendo a L como se muestra a continuación. 

(0.1) 

----
Entonces, si M = L U {A,,}, no es dificil convencerse de que M es un continuo aposindético. 

Sea F el conjunto que consta del punto (0,0) y todos los vértices de las suspensiones de 

Cantor. F es nurnemble y, pam toda x E M - F, existen y y Z E F tales que M no es 

aposindético en x respecto a {y, z}. 

Pam ver esto, sea x E M-F. Si x ~ L, entonces x E A¡ - {a¡,a;}, pam alguna i E N. De 

aquí que M no es aposindético en x respecto a {a¡,a;}. Si x está en L, entonces M no es 

aposindético enx respecto a {(O,O),(O, I)}. 

Pero p no está en una curva cermda simple. 
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CAPÍTULOS 

Arcos y curvas cerradas simples en continuos 

planos y no aposindéticos 

En este capítulo se hace algo similar al capítulo anterior, pero ahora para continuos no 

aposindéticos del plano. Es decir, se establecen condiciones para que un continuo no 

aposindético en el plano sea arcoconexo y contenga curvas cerradas simples. 

Si M no es aposindético en un punto x E M, entonces M no es localmente conexo en x. 

El objetivo es establecer qué condiciones debe de cumplir un continuo no aposindético del 

plano, para ser arcoconexo y contener curvas cerradas simples. Este trabajo se enfocará en 

los continuos que no son aposindéticos en ninguno de sus puntos, los cuales comprenden a 

algunos continuos no localmente conexos en ningún punto. 

Si M es un continuo semilocalmente conexo en todos sus puntos excepto en un número 

finito de eUos y, para todo punto x en M, se tiene que M no es aposindético en x o M no es 

semilocalmente conexo en x, entonces M es arcoconexo (teorema 5.4). Este resultado da 

como corolario que, si M es totalmente no aposindético y M es semilocalmente conexo en 

todos sus puntos excepto en un número finito, entonces M es arcoconexo (corolario 5.6). 

Si se quita la condición de que M sea semi localmente conexo en todos sus puntos 

excepto en un número fmito de ellos y en cambio, se supone que para todo punto x en M, el 

conjunto Kex es fmito, entonces todo punto en M está en una curva cerrada simple contenida 

enM. 
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Se demostrará que si M es semiloca1mente conexo en todos sus puntos excepto en un 

número finito de ellos, entonces para todo punto x en M, el conjunto Kx es finito. Lo que da 

como corolario que si M es totalmente no aposindético y M es semilocalmente conexo en 

todos sus puntos excepto en un número fmito, entonces todo punto de M está en una 

curva cerrada simple contenida en M (corolario 5.12). 

Por último: Si M contiene un punto y tal que para toda x E M - {y}, M es 

semiloca1mente conexo en x y M no es aposindético en x respecto a y y si p y q E M son 

puntos distintos tales que ningún punto separa débilmente a p y q en M, se demuestra que p y 

q están en una curva cerrada simple de M. 

Si en las hipótesis de los corolarios. se cambia la palabra fmito por numerable. entonces 

se verán ejemplos en donde M es totalmente no aposindético y: 

a) M es semilocalmente conexo en todos sus puntos excepto en una cantidad numerable. 

pero M no es arcoconexo. 

b) M es semilocalmente conexo en todos sus puntos excepto en una cantidad numerable, 

pero no todo punto en M está en una curva cerrada simple contenida en M. 

1. DefInición y propiedades del conjunto L~. 

Dados un continuo no aposindético M y x y y puntos distintos de M tales que M no es 

aposindético en x respecto a Y. se definirá lo que es el conjunto L~. que es un subconjunto de 

Ly. el cual es una herramienta fundamental para los siguientes resultados. Se verá que L~ es 

un subcontinuo de M contenido en Ly que contiene a {x.y} y. aún más, resulta que si para 

todo Z E M, el conjunto K z es a lo más numerable, entonces L~ es localmente conexo. Este 

resultado únicamente se citara pues, requiere varios resultados previos que no son del 

objetivo de esta tesis. Recordemos que estos resultados comprenden de continuos del plano. 
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Definición S.I. Sean x y y puntos distintos en un continuo M tales que M no es aposindético 

en x respecto a y. Sea UI , U2, U3,. .. una sucesión decreciente de bolas abiertas en M (es 

decir U .... I e U"' para toda n E N) con centros en y tal que n UI = {y} y x ~ UI. Para 
r-I 

todo número natural n, sea Y" la x-componente de Ly - U". Definimos a L~ como el límite 

superior de y\, Y2, Y3, .... Es decir, L~ = límsup{Y¡} 

Teorema S.2. Sea L~ como en la definición anterior, entonces: 

1) L~ es un subcontinuo de Ly y, por lo tanto, de M (pues Ly es un subcontinuo de M 

(teorema 3.15)), que contiene a {x,y}. 

2) Para toda n E N, Y" e Y .... I e L~. 

3) Si pora todo Z E M, el conjunto Kr es a lo más numerable, entonces L~ es localmente 

conexo. 

4) Si para todo Z E M, el conjunto Kr es a lo más numerable y p E L~, entonces L~ = L~. 

S) Si pora todo Z E M, el conjunto K z es a lo más numerable, entonces y no separa a L~. 

Prueba. 1) Por el teorema 3.15, Ly es un conjunto cerrado, entonces la x-componente de 

Ly - U" es un conjunto cerrado. De aquí que Y" sea un subcontinuo de Mpara toda n E N. 

Entonces por el teorema 2.14, se sigue que L~ es cerrado. Luego, como x E líminf{Y¡}, 

por el teorema 2.16, se tiene que L~ es conexo y, como el subcontinuo Y" intersecta a Fr(U,,) 

para toda n E N, se obtiene que L~ es un subcontinuo de Ly (y, por lo tanto, de M), que 

contiene a {x,y}. 

2) Como U .... I e U"' es claro que Ly - U" e Ly - U,...I, de aquí que Y" e Y,...I para 

toda n E N. Como L~ = límsup Y". Se tiene que Y" e L~ para toda n E N. 

3) Ver [1, Teorema 8, pág 396]. 

4) La demostración es análoga al teorema 4.4, inciso 4). Sea {U,,} una sucesión 

decreciente de bolas abiertas en M con centros en y tal que n U" = {y} . Sea r,:' la 
_1 
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w-componente de Ly - Un, para cualquier W E L~ (con w distinto de y). 

Sea P E L~, (con p distinto de x y y). Tomemos un conjunto abierto Wen M que 

contenga a p, tal que y ~ W. Es posible encontrar m E N tal que W n U", = 9. Entonces 

wn Un = 9 para toda n ~ m. 

Como L; es un continuo locaImente conexo (inciso 3» y W n L; es un conjunto abierto 

de L; que contiene a p, existe un conjunto abierto W en M tal que W n L; es un conjunto 

abierto en L;, conexo, tal que p E W' n L; e W n L;. Sea W" = W' n L;. Note 

W" n Un = 9 para toda n ~ m. 

Por otro lado, como p E L;, se tiene que p E límsup Pn. Entonces, por la definición del 

conjunto limsup Pn, se tiene que W' n Yf '* 9 para toda una infInidad de ; E N. Es decir, 

existe una subsucesión {Pn,} de Pn tal que W' n Pn, '* 9 para toda ; E N. Como Pn, e L; 
(inciso 2», se tiene que (W n L;) n Pn, = W' n Pn, '* 9. Entonces tenemos que 

W" n Pn, '* 9 para toda ; E N. 

Supongamos que para toda n E N, se tiene que p ~ Pn. 
Sea ni ~ m. Como Pn, n W" '* 9, se tiene que Pn, U W" es un conexo que contiene 

propiamente a Pn, (pues p E W" y P ~ Pn). Afirmamos que Pn, U W" e Ly - Un,. Pero esto 

es inmediato pues, por defInición, Pn, e Ly - Un,. Además, como W" e L; e Ly y 

W" n Un = 9 para toda n ~ m y ni ~ m, se tiene que W" e Ly - Un,. Entonces 

Pn, U W" e Ly - Un" lo cual es una contradicción pues Pn, es la x-componente de Ly - Un,. 

De aquí que se tenga que existe un número natural N tal que p E nr. Luego, se tiene 

que nr = ~ (teorema 1.25, inciso 2». Se sigue que p E Pn para toda n ~ N (inciso 2» . 

Entonces Pn = r,: para toda n ~ N y, por lo tanto, límsup Pn = límsup r,:, lo que nos dice 

queL; = L~. 

5) Note que en la demostración del teorema 4.4, inciso 5), cuando se demuestra que y no 

separa a L;Z, el punto z no juega ningún papel importante. Por ello, la demostración es 

análoga al teorema 4.4, inciso 5), cambiando L;Z por L;. 

Supongamos que y separa a L;. Sea {V n} una sucesión decreciente de bolas abiertas en 

co 

M con centros en y tal que n Vn = {y}. Como y separa al continuo L;, entonces 
,..) 

L;Z - {y} = A U B, con A y B conjuntos abiertos en L;Z - {y}, ajenos y distintos del vacío. 
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Se afirma que existe un número natural N tal que ni A ni B están contenidos en V N, esto, 

pues si A e V" para toda n E N. por la construcción de {V,,} se tendría que A e {y} y 

como y ~ A, se tendría que A = 9, lo cual es una contradicción. 

Entonces existe un número natural NA tal que A no está contenida en VNA" Como 

V nt-) e VII para toda n E N, se tiene que A no está contenida en V" para toda n ~ NA. 

Análogamente existe un número natural NB tal que B no está contenido en V" para toda 

n ~ NB. Ahora, si tomamos N = máx{NA,NB}, entonces ni A ni B están contenidos en V"' 

para toda n ~ N. 

Luego, si n ~ N, se tiene que V" separa a L;, esto pues, de lo contrario, existiría un 

conexo K e L; tal que KnA * 9, KnB * 9, Y Kn V" = 9. Como y E V" se tendría que 

K n {y} = 9, contradiciendo el hecho de que {y} separa a L; en A y B. 

Entonces, para toda n ~ N, se tiene que V" separa a L;, y se puede separar a L; - V" en 

A" y B", conjuntos cerrados ajenos distintos del vacío, de tal manera que A" e A y B" e B 

para toda n ~ N (esto es posible para toda n ~ N, ni A ni B están contenidos en V,,). 

Ahora, si w) E A - VN y W2 E B- VN, se tiene que w) E A - V,. Y W2 E B- V" para 

toda n ~ N. Como W) E L;, por el inciso 4), se tiene que L; = L';I. Por lo tanto 

W2 ~ w)-componente de L';I - V"' para toda n ~ N. 

Para cualquier p E L;, distinto de y, sea 11: lap-componente de Ly - V". 

Por lo tanto, r,:'1 e ~) e L;Z1 - V,. e L';I para todo número natural n. Entonces, 

como r,:'1 e L';I - V"' se sigue que la w)-componente de Ly - V" = w)-componente de 

L';I - V" (teorema 1.25, inciso 3», es decir, r,:'1 = w)-componente de L';J - (V" U U,,). 

Luego, como W2 ~ w)-componente de L';I - V" para toda n ~ N, se llega a que W2 ~ r,:'1 

para toda n ~ N, es decir, se llega a que W2 ~ L';I. 

Como L';I = L;, se tendría que W2 ~ L;, lo cual es una contradicción, pues W2 

E B e L;. La contradicción se dio al suponer que y separaba a L;. De aquí que y no separa 

aL; .• 

2. Arcos en continuos planos y no aposindéticos. 

Lema 5.3. Si M es un continuo semi/oca/mente conexo en todos sus puntos excepto en un 
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número finito, entonces para toda x E M, e/ conjtmto K:. es finito. 

Prueba. Sea {yl, ... ,y,,} e M el conjunto de puntos en los que M no es semilocaJmente 

conexo. Sea x E M, aseguramos que K:r e {y" ... ,y,,} U {x}. Supongamos que esto no 

ocurre, entonces existe Z E K:r - ({yl," " y,,} U {x}). Por definición, M no es aposindético 

en x respecto a z y z E {y" .. . ,y,,}. Así que M es semilocalmente conexo en Z y, por el 

teorema 3.19, M es aposindético en x respecto a z lo cual es una contradicción. Hemos 

probado entonces queK:r e {yl, . .. ,y,,} U {x} y, por lo tantoK:r es fmito .• 

A continuación se dará una condición para que un continuo no aposindético del plano 

sea arcoconexo. 

Teorema 5.4. Sea M un continuo semi/oca/mente conexo en todos sus puntos excepto en un 

número finito y supongamos que para todo x E M, M no es aposindético en x o M no es 

semi/oca/mente conexo en x, entonces M es arcoconexo. 

Prueba. Sea {yl,""y,,} e M el conjunto de puntos en los cuales M no es 

semilocalmente conexo. Para cada x E M- {y" ... ,y,,}, se tiene que M es semilocalmente 

conexo en x y M no es aposindético en x respecto a algún Z E M - {x}. Se sigue por el 

teorema 3.19, que Mno es semilocalmente conexo enz. 

Luego, z E {y" ... ,y,,}. Por lo tanto, Z = y¡ para alguna 1 ~ i S n. Entonces x E Ly" 

" 
de aquí que se tenga que, para toda x E M- {yl, . . "y,,}, x E ULy¡, lo cual, implica que 

i=1 

" 

" 
Como M es conexo, entonces U Ly¡ es conexo. 

i=1 

Primero se demostrará que para cada i, Ly¡ es arcoconexo, pero basta con demostrar que 

L~¡ es arcoconexo para toda x E LYí> pues Ly¡ = U L~¡ y, para toda x E LYí> se tiene que L~¡ 
xeLy; 

contiene al punto y¡. 

Por el lema 5.3, se tiene que para toda Z E M, el conjunto K z es fmito. Se sigue que L~¡ 

es un continuo localmente conexo (teorema 5.2, inciso 3) y, por lo tanto, arcoconexo. 
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Si n > 1 Y Ly , no intersecta a ningún otro LYl> entonces M = Ly , U (Ln U ... ULy.) es 

una separación de M lo cual es una contradicción pues M es conexo. Entonces. se puede 

suponer que Ly, n Ln '* 9. Similannente. podemos suponer que (Ly, U Ln) n Ln '* 9. 

Entonces Ly, U Ln es arcoconexo y Ly, U Ln U Ln es arcoconexo. Procediendo de esta 

manera. se puede concluir que Ly, U Ln U ... ULy. = M es arcoconexo .• 

Definición S.S. Decimos que un continuo M es totalmente no aposindético si M no es 

aposindético en ninguno de sus puntos. 

Note que el decir que M sea totalmente no aposindético es equivalente a decir que para 

toda P E M. existe un punto q E M - {P} tal que M es no aposindético en p respecto de q. 

El teorema 5.4. da como corolario lo siguiente. 

Corolario 5.6. Sea M un continuo totalmente no aposindético y semi/ocalmente conexo en 

todos sus puntos excepto en un número finito, entonces M es arco conexo. 

Si se cambia la palabra finito por numerable. entonces el corolario falla como se aprecia 

a continuación: 

Ejemplo 5.7. Existe un continuo M totalmente no aposindético tal que M es semilocalmente 

conexo en todos sus puntos excepto en un número numerable y M no es arcoconexo. 

Para ver esto, considere un continuo M en el plano que consista de dos circunferencias L y 

J unidas por un punto p y una sucesión SI.S2.S3, . . . de continuos como en el ejemplo 3.10 

(al punto (·h 1) del ejemplo 3.10, se le llamará su vértice), tal que SI n L = {p,q} (donde q 

es el vértice de SI) y, si para cada cada i E N. Si es el vértice de Si (con Si '* Sj, si i '* j), 

entonces Si n Si+J = {Si} Y Si n Sj = 9, para toda i ~ 2 con j i1: {i -l.i + l}. También 

{s,,} converge al punto p alternando sus puntos y {S,,} tiende a Ly a J. como lo muestra el 

dibujo. 
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Afirmamos que M es totalmente no aposindético. Para esto, se tiene que verificar que 

para toda x e M, M no es aposindético en x. Entonces: 

1) Si x e L - {P}, M no es aposindético en x respecto p (note que esto incluye al punto q, 

pues q eL). 

2) Si x e Si - {Si}, para cualquier j e N, se tiene que M no es aposindético en x respecto Si 

(note que esto incluye al punto p, pues, como SI = q, p e SI - {q}). 

3) Si x = Si, para algún j > 1, como Si e Si+1 - {Si+I}, por 2), se tiene que M no es 

aposindético en x respecto S i+1. 

4) Si x e J - {P}, M no es aposindético en x respecto p. Entonces M es totalmente no 

aposindético. 

Afirmamos que M es semilocaImente conexo en todos sus puntos excepto en el punto p 

yen todos los puntos S\,S2,S3, ..• Es claro que para toda j e N, M no es semilocalmente 

conexo en Si. M no es semi localmente conexo en p, pues si U es un conjunto abierto de M 

que contiene a p, tal que para alguna N e N, Sn - U,* ° para toda n ~ N Y tomamos 

cualquier conjunto abierto V de M tal que p e V e U, podemos tomar a Si e V tal que 

j ~ N. Como Si - V '* 0, no es dificil convencerse de que M-V tiene un número infinito de 

componentes, es decir, que M no es semi localmente conexo en p. No es dificil convencerse 
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de que six E M- {P,St,S2,S3, ... }, Mes semi localmente conexo enx. 

Para toda n > 1, se tiene que Sn n (L U JU SI) = 9, por ello, se tiene que M no es 

arcoconexo. 

Note que para todo punto x E M, el conjunto K% consiste s610 de dos puntos. Estos son: 

1) Six E S; - {Si}, entonces K% = {x,s;}. 

2)Six E LUJ- {P}, entoncesK% = {x,p} 

Note que estos dos casos abarcan todos los puntos de M, por ello, para todo punto 

x E M, el conjunto K% consiste sólo de dos puntos. 

3. Curvas cerradas simples en continuos planos y no aposindéticos. 

El siguiente resultado dice que si M es un continuo tal que para toda x E M, el conjunto 

K% es finito y para toda x E M se tiene que M no es semilocalmente conexo en x o M no es 

aposindético en x, entonces todo punto en M está en una curva cerrada simple contenida en 

M. Para ello, se necesita probar lo siguiente: 

Teorema 5.8. Supongamos que x y y E M Y M no es aposindético en x respecto ay. 

Entonces, si el punto q E q - {y,x} separa débilmente a x y yen L;, entonces M no es 

aposindético en x respecto a q. 

Prueba. Sea q E L; - {x,y} tal que q separa débilmente a x y y en L;. Supongamos que 

M es aposindético en x respecto a q. Entonces existe un subcontinuo H de M - {q} tal que 

x E intH. 

Se afirma lo siguiente: 

1) H n Ly no contiene subcontinuos que intersecten a x ya y. 

Para demostrar esto, supongamos que existe un subcontinuo L de H n Ly tal que 

x,y E L. Entonces por el teorema 2.23, existe un subcontinuo 1 de L que contiene a x y a y tal 
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que es irreducible de x ay. 

Primero se demostrará que 1 e L:. Para esto, consideremos los siguientes conj1Ultos: 

J = {w E 1 I 1 es irreducible de x a w} 
y 

1 - J = {w E 1 I existe un subcontinuo propio S de 1 con x, W E S}. 

Observe que 1-J es precisamente la composante de x en l. Entonces por el teorema 

2.21, se sabe que las composantes son densas, es decir, que 1-] = l. Como L; es un 

continuo, se tiene que, en particular es un conjunto cerrado, por lo tanto, basta demostrar que 

1-J e L:, pues se tendría que 1 = l-] e 14 = L; que es lo que se quiere demostrar. 

Sea entonces W E 1 - J, se quiere llegar a que W E L;. Como W E 1 - J, existe un 

subcontinuo propio S de 1 con x y W E S. Note que y e; S, pues 1 es irreducible de x a y. 

Como M es un espacio métrico, se tiene que M es normal, por lo tanto, existe un conjunto 

abierto U que contiene a y, tal que U n S = 9. 

Sea {Un} una sucesión decreciente de bolas abiertas con centros en y tal que 
OC) n Un = {y}. Entonces existe un número natural N tal que UN e U, luego es claro que 

10=1 

W e; U N y, más aún, W E x-componente de Ly - U N (pues W E S Y S n UN = 9). Por lo 

tanto, W E L: (teorema 5.2, 2». Entonces 1-J e L: que era lo que se necesitaba para 

demostrar que 1 eL;. 

Ahora, como q separa débilmente a x y y en L;. Entonces, como 1 es un subcontinuo de 

L;, se tiene que q E 1, pero 1 e L e H n Ly. De aquí que q E H, lo cual es una 

contradicción. Entonces H n Ly no contiene subcontinuos que intersecten a x y a y, por lo 

que queda demostrado 1). 

Por lo tanto, H n Ly = A U B, donde A y B son conjuntos cerrados, ajenos, distintos del 

vacío, con x E A Y Y E B, [6, teorema 5.2, pág. 72]. Sean Uy V dos conjuntos abiertos en H 

con cerraduras disjuntas, distintos del vacio, tales que A e U y B e V. Observe que 

H - (U U V) es cerrado en H y, como H es cerrado, H - (U U V) es cerrado en M. Se sigue 

del teorema 1.3 7, que H - (U U V) es compacto. 
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Se afirma lo siguiente: 

2) Existe una cubierta finita de continuos de M - {y} que cubre aH - (U U JI). 

Sea pE H - (UU JI), entonces p E Ly. Es decir, M es aposindético en p respecto ay. 

Por lo tanto, existe un conjunto abierto Vp en M, que contiene a p y un continuo H p tal que 

Vp e Hp y Y E Hp. Luego U Vp es una cubierta abierta de H - (UU JI) el cual es 
peH-{lA;JI) 

compacto. Por lo tanto, existe una subcubierta ftnita {Vpl , . .. , Vpn } de H - (UU JI). De aqui 

se tenga una colección fmita de continuos {Hpl, ... ,Hp.} en M- {y} que cubren a 

H - (UU JI), por lo que queda demostrado 2) 

Para obtener una contradicción, se demostrará lo siguiente. 

3) M es aposindético en x respecto ay. 

Se encontrará un continuo X de M de tal manera que x E ¡ntX y y E X. Denotemos por 

un y por Frn(U) a la cerradura y a la frontera de U con respecto al continuo H, 

respectivamente. 

Por el teorema 2.9, si K es una componente de D, entonces K n Frn( U) "* 9, ya que 

" un = V. Se afinna que V U (U HpJ tiene un número ftnito de componentes. Esto pues, 
i=! 

Frn(U) eH - (UU JI), ya que, como D eH = H, se tiene que Frn(U) e H, luego, como 

Dn l' = 9, se tiene que Frn(U) n V = 9, además, Frn(U) n U = 9. 

Luego, no importa cuántas componentes tenga D, todas intersectan a Frn(U), es decir, 
n n n 

todas intersectan a UHp¡ (pues H - (UU JI) e U Hp¡) y, como UHp¡ tiene un número 
i=\ i=\ i=\ 

n 

fmito de componentes, se tiene que V U (U H pJ tiene un número ftnito de componentes y 
i=\ 

ninguna componente tiene a y, pues y E B Y B n V = 9. Además, para toda i, se tiene que 

y E Hp¡. 
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Como x E U, el cual es un conjunto abierto de H, se tiene que U = U' n H, donde U' 

es un conjunto abierto de M. Entonces U' n intH es un conjunto abierto de M que contiene a 
n 

X tal que U' n intH e U, es decir, x E intU e Ve Vu (U Hp,). Sea X la x-componente 
i=l 

" 
de Vu (U Hp ,). X es un subcontinuo de M(Xes conexo por ser componente y cerrado pues 

i=l 

n 

Vu (UHp.) es cerrado) que no tiene ay y, por el teorema 1.26, x E intX. Se sigue que M 
i=l 

es aposindético en x respecto a y, lo cual es una contradicción. 

Entonces, M no es aposindético en x respecto a q, que era lo que se quería demostrar .• 

Los siguientes ejemplos, ilustran las ideas del teorema que se acaba de demostrar: 

Ejemplo 5.9. Sea M como en el ejemplo 2.6. Sean y = (t, 1) y x cualquier punto en 

M-{y}. 

y 

Entonces M no es aposindético en x respecto a y. Note que Ly es el continuo M y L~ es 

todo el segmento de recta que parte del punto y y pasa por el punto x. Observe que si un 

punto q separa débilmente a x y y en L~, entonces M no es aposindético en x respecto a q. 
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Ejemplo 5.10. Sea M como en el ejemplo 2.8. Sean y = (O, O) Y x un punto distinto de yen 

el segmento de recta que empieza en y y termina en el punto (O, 1 ). 

x 

q 

y--~--~------~------------~ 

Entonces M no es aposindético en x respecto a y. Note que Ly es igual a L~, que es el 

segmento de recta que une el punto y con el punto (0,1). Observe que si q separa débilmente 

a x y y en L~, entonces M no es aposindético en x respecto a q. 

Observe que el hecho de que M no sea aposindético en x respecto a q, nos dice que q E Kx. 

Es decir, los puntos que separan débilmente a x y y en L~, están contenidos en el conjunto 

Kx. 

Teorema 5.11. Sea M un continuo tal que para toda x E M, el conjunto Kx es finito y para 

toda x E M se tiene que M no es semi/ocalmente conexo en x o M no es aposindético en x. 

Entonces todo punto en M está en una curva cerrada simple contenida en M 

Prueba. Sea p E M. Se demostrará que p está en una curva cerrada simple. Como M no 

es semilocalmente conexo en p o M no es aposindético en p, se tienen dos casos. 

Caso l. Si M no es semilocalmente conexo en p, por el teorema 3.20, se tiene que existe 

un punto x E M - {P} tal que M no es aposindético en x respecto a p. El conjunto L~ es un 

continuo localmente conexo (teorema 5.2, inciso 3) y, por lo tanto, arcoconexo [6, Teorema 

8.23, pág. 130). 

Por el teorema 5.8, si q E L~ es un punto que separa débilmente a x y p en L~, entonces 
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M no es aposindético en x respecto a q, es decir, q E Kx. 

Note que, como L~ es un continuo localmente conexo, los puntos de separación y de 

separación débil coinciden (teorema 2.30). Como Kx es fmito, podemos escribir 

{q E L~ I qseparaaxypenL~} = {ql, ... ,q,,}, cuando este conjunto no es vacío. 

Si A e L~, denotamos como A a la cerradura de A en L:. 

Para cada ¡E {l, ... ,n}, se tiene que q¡ separa a x y p en L:. Entonces 

L: - {q¡} = A¡ UB¡, donde A¡ y B¡ son conjuntos distintos del vacío, tales que x E A¡, 

pE B¡, A¡ nB¡ = 9 Y A¡ nBi = 9. Por el teorema 2.25, sabemos que A; = Al U {ql} y 

Bi = B¡ U {q¡}, son subcontinuos de L:. 
Si {q2, ... ,q,,} n BI =1= 9, podemos suponer que q2 E B¡. Entonces q2 separa axy P en 

L:, y los separa en los conjuntos A2 y B2 descritos anteriormente. Como A I es conexo en 

L; - {q2} y x E:4;", se tiene que Al e A2, es decir, que ql E A2. Si {q3, ... ,q,,} nB2 =1= 9 

se realiza el mismo procedimiento, es decir, podemos suponer que q3 E B2. Como A2 es 

conexo en L: - {q3} y x E A2, se tiene que A2 e A3, es decir, que {ql,q!} E A3. Como 

existe un número fmito de puntos que separan a x y p en L:, existe m E N (con m ~ n), tal 

que {q¡, ... ,q,,} n B". = 9. Luego, ningún punto en Bm separa a x y p en L:, y más aún, 

ningún punto en B". separa a q", y p en Ir;,. Para ver esto, tomemos un punto y E B". Y 

supóngase que y separa a q m y p en IJ;,. Entonces, Bm - {y} = U U V, donde U y V son 

conjuntos distintos del vacío, tales que q ... E U, P E V, Un V = 9 Y un V = 9. No es 

dificil convencerse de que Am U U Y V, forman una separación en L:, lo que nos dice que y 

separa a x y p en L:, lo cual es una contradicción. De aquí que ningún punto en IJ;, separa a 

q",ypenIJ;,. 

Por el teorema 2.26, se tiene que 11; es un continuo localmente conexo. Entonces Ir;, es 

un continuo localmente conexo tal que ningún punto separa a q", y p en Ir;,. Se sigue que q", 

y p está en una curva cerrada simple (lema 2.34). 

Caso 2. Si M no es aposindético en p, M no es aposindético en p respecto a algún punto 

x E M- {p}. Luego, L~ es un continuo localmente conexo (teorema 5.2, inciso 3) y, por 10 

tanto, arcoconexo [6, Teorema 8.23, pág 130]. Como Kp es un conjunto finito, podemos 

escribir {qEL~ I qseparaaxypenL~} = {q¡, . .. ,q,,}, cuando este conjunto no es 

vacío. Análogamente como en el caso 1, se encuentra una curva cerrada simple que contiene 
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alpuntop .• 

Cabe recordar que si M es semilocalmente conexo en todos sus puntos excepto en un 

número fmito, entonces para toda x E M, el conjunto Kx es fmito. Por lo tanto, el teorema 

5.11, nos da el siguiente resultado como corolario. 

Corolario 5.12. Si M es un continuo totalmente no aposindético tal que M es 

semi/oca/mente conexo en todos sus puntos excepto en un número finito, entonces todo 

punto en M está en una curva cerrada simple contenida en M. 

Ejemplo 5.13. Existe un continuo M totalmente no aposindético tal que M es 

semi/oca/mente conexo en todos sus puntos excepto en un número numerable y no todo 

punto en M está en una curva cerrada simple contenida en M. 

Para ver esto, considere un continuo M en el plano que consista de cuatro sucesiones de 

continuos R¡,R2,R3 .... , SI,S2,S3, . .. , TI , T2 , T3 , .. . , y Y¡'Y2,Y3, .. . , como en el ejemplo 

3.10 (al punto (t, 1) del ejemplo 3.10 le llamaremos su vértice), y un punto p tales que: 

1) S¡,S2,S3, . .. y T I,T2,T3, .. . convergen al punto p. 

2) Para todo número natural i, R¡ Y Y¡ tienen el mismo vértice y sus vértices convergen a un 

punto q E TI como se muestra a continuación. 
co 

3) La sucesión RI ,R2,R3, . .. va rodeando a U<S¡ U T¡) y convergiendo a un subconjunto de 
~I 

co 

U<S¡ U T¡) como se muestra a continuación. 
~I 
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Para cada j e N, sean r¡ el vértice de R¡, S¡ el vértice de Si, t¡ el vértice de T¡ y y¡ el 

vértice de Y¡ (entonces r¡ = y¡). 

Afmnamos que M es totalmente no aposindético. Para esto, se tiene que verificar que 

para toda x e M , M no es aposindético en x. 

1) Si x e R¡ - {r¡} para alguna j e N, es claro que Mno es aposindético en x respecto a r;. 

Análogamente, six está en SI - {Si} o en T¡ - {ti} o en Y¡ - {YI} . 

2) Si para alguna i e N, x = S i , entonces x e Si+1 - {Si+I} , que por 1), se tiene que Mno es 

aposindético en x respecto a S i+ 1. Análogamente, si x = t ¡ o x = y ¡. 

3) Si x = p, entonces M no es aposindético en x respecto a q. 

Entonces M es totalmente no aposindético. 

No es dificil convencerse de que los únicos puntos en donde M no es semi localmente 

conexo, es en los vértices. Es decir, M es semilocaImente conexo en todos sus puntos 

excepto en una cantidad numerable. Pero el punto p no está en ninguna curva cerrada simple 

contenida en M. 

En resumen, lo que se tiene es que si tenemos un continuo M totalmente no aposindético 

tal que M es semilocaImente conexo en todos sus puntos excepto en un número finito, 

entonces M es arcoconexo y todo punto en M está en una curva cerrada simple contenida en 
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M. Finalizamos con el siguiente resultado. 

Teorema 5.14. Sean M un continuo y y E M tales que para toda x E M- {y}, M es 

semi/ocalmente conexo en x y M no es aposindético en x respecto a y. Entonces si p y q E M 

son puntos distintos tales que ningún punto separa débilmente a p y q en M, entonces existe 

una curva cerrada simple en M que contiene a p y a q 

Prueba. Sean p y q puntos distintos en M tales que ningún punto separa débilmente a p 

y q en M. Supóngase por el momento que p :f= y. Como 

Ly = {x E M I M no es aposindético en x respecto a y} U {y}, 

por hipótesis se tiene que Ly = M. 

Se verá que q E Lf. Como, por hipótesis, ningún punto separa débilmente a p y q en M, 

en particular y no los separa débilmente. Entonces tenemos que existe un continuo H de M 

tal que q y p E H Y Y ~ H. Sea {V,,} una sucesión decreciente de bolas abiertas en M con 
00 

centros en y tal que n V" = {y}. Entonces existe una N E N tal que para toda n ~ N se 
11=1 

tiene que H () V" = 9 (si no existiera tal N, se tendría que y E H y, como H es cerrado, y 

estaría en H, lo cual sería una contradicción). De aquí que, como Ly = M y H n V" = 9 para 

toda n ~ N, se tiene que q E p-componente de Y", para toda n ~ N (donde Y" = Ly - V,,), 

es decir, se tiene que q E Lf. 

Se demostrará que ningún punto en L~ es punto de separación, para así, asegurar que L~ 

es cíclicamente conexo (lema 2.33). Pero para esto, hace falta demostrar que L~ es 

localmente conexo. Entonces basta ver que para toda Z E M, K z es un conjunto a lo más 

numerable (teorema 5.2, inciso 3). 

Recordemos que, para cualquier Z E M, se tiene que 

Kz = {w E M I M no es aposindético en z respecto a w} U {z} . 

Sea entonces z E M. Si z = y, se tendría que Ky = {y}, pues, si existiera algún punto 

W E K z distinto de y, se tendría que M no es aposindético en y respecto a w y, por el teorema 

3.19, se tendría que M no es semilocalmente conexo en w, lo cual contradice la hipótesis del 

teorema. 

Si z :f= y, se tendría que K z = {z,y}, esto pues, de la misma manera, si existiera otro 

punto w E K z distinto de z y de y, se llegaría a que M no es semi localmente conexo en w, lo 
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cual seria imposible. Por lo tanto, para toda Z E M, Kz es a lo más numerable. 

Supongamos que existe un punto Z E L~ - {JI}, tal que z separa a L~, entonces 

L~ - {z} = A UB donde A y B son conjuntos cerrados en L~ - {z}, ajenos y distintos del 

vacío, no necesariamente conexos, (se quiere demostrar que no existen puntos de separación 

en L~). Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que y E A. Como B "* 9, existe algún 

punto b E B. Entonces, como z separa al continuo L~, se tiene que z separa débilmente a y y 

b en L~. También, como b E L~, se tiene que L~ = L; (teorema 5.2, inciso 4». Luego, por 

el teorema 5.8, se tiene que M no es aposindético en b respecto a z y, por el teorema 3.19, se 

llega a que M no es semilocalmente conexo en z, contradiciendo así la hipotesis del teorema. 

Entonces, para toda z E L~ - {y}, z no es punto de separación en L~. Como por el teorema 

5.2, inciso 5), se tiene que y no separa a L~, se llega a que ningún punto en L~ es punto de 

separación y, entonces, L~ es cíclicamente conexo (lema 2.33). De aquí que p y q están en 

una curva cerrada simple. 

Si p = y, entonces se tiene que {q,p} e L'J. Análogamente se obtiene que L'J es 

cíclicamente conexo. De aquí que p y q están en una curva cerrada simple que era lo que se 

quería demostrar .• 
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