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Prefacio

En esta tesis se est udia el problema del ajuste de elipses. El ajuste de elipses
es una herramient a indispensable en áreas como el diseño asistido por com
putadora, reconocimi ento de patrones y visión por computadora.

En el primer Ca pítu lo comenzamos hablando sobre las cónicas y su
importancia en el desarrollo de la ciencia . Posteriormente, se estudian las
diversas representaciones de la elipse y se demuest ra la invarianza bajo trans
formacion es euclideanas de algunos elementos que determinan una cónica.

En el segu ndo Capítu lo planteamos el problema del ajuste de elipses
y mencionamos algunas distancias a usar para la solución de este. También
se revisan seis técnicas para el ajuste de elipses: cinco para el ajuste por
distancia algebraica y una para el ajuste por distancia geométrica.

En el t ercer Ca pítulo se llevan a cabo diversos expe rimentos aj ustando
elipses con cada uno de los métodos del segundo capítulo. Se observa el com
por tamiento de estos cuando los puntos que se van a ajustar son transforma
dos o perturbados con ru ido gaussiano, entre otros expe rimentos. También se
comparan algunas característ icas geométricas de las elipses que se obtienen
al minimizar la distancia algebra ica con las que se obtienen al minimizar la
distancia geométri ca de los puntos a la curva.

En el A pénd ice A se trata el tema de los mínimos cuadrados y se in
cluyen algunos ejemplos de ajuste de polinomios con este método.

En el A péndice B se aborda n los mínimos cuadrados no lineales y se
revisan brevemente los métodos de Gauss-Newton y Levenberg-Marquardt.
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Contenido

Para llevar a cabo los experimentos se desarrolló un sistema interacti vo
para el ajuste de elipses en MATLAB (versión 5.3.0.10183 (Rll)) [22]. Un
ejemplo de como usar este sistema se describe en el Apéndice C.
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Capítulo 1

Representaciones de la elipse

1.1 Int roducción

En este capítulo se revisan algunas propi edades geomét ricas de las cónicas ,
dedicándole particular atención a aquellas que tengan que ver con la elipse,
ya que este objeto matemático es el motivo de la presente investigación.

El estu dio de las cónicas t iene su origen en el libro Cónicas de Apolonio
de Perga (262- 192 a.C. aprox.) . En su libro, Apolon io estudia de manera
rigurosa las curvas que se obt ienen al cortar un cono por diversos planos ,
Previo al trabajo de Apolonio, existían algunos resultados elementales sobre
det erminadas intersecciones de planos perp endiculares a las genera trices de
un cono, obteniéndose elipses, parábolas e hipérbolas según el ángulo sup erior
del cono fuese agudo, recto u obtuso, respectivamente.

Si bien faltaban algunos siglos para que se desarrollara la geomet ría
analítica, Apolonio hace un tratamiento de las cónicas que se aproxima mu
cho al que se deriva de ésta. Los resultados obtenidos por él, fueron los únicos
que exist ieron hasta que Fermat y Descartes, en una de las primeras aplica
ciones de la geometría an alíti ca , retomaron el problema llegando a estudiarlas
casi por completo, salvo porque no manejaban coordenadas negativas.

Las cónicas, se obtienen al int ersectar una superficie cónica con un plano .
Se le llama superficie cónica de revolución a la superficie generada por una
línea recta que gira alrededor de un eje, manteniendo un punto fijo sobre dicho
eje; mientras que se denomina sección cónica ! a la curva que se obt iene al
cortar esa superficie cónica con un plano. Las diferentes posiciones de dicho

1Un estudio completo de las secciones cónicas se puede encont rar en [5, 21, 25, 26, 30].
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1.1. In troducción

plano determinan distintas curvas, a sabe r: circunf erencia, elipse, hipérbola
o parábola.

La importancia fundamental de las cónicas rad ica en su constante apari
ción en situaciones reales:

• En el diseño asist ido por computadora (CAD) permiten la represen
tación de piezas mécanicas así como la elaboración de planos arqui
tectónicos o de ingeniería civil.

• Se pueden utilizar para aproximar curvas complicadas con mayor pre
cisión, por ejemplo usando un spline cónico.

• La Primera Ley de K epler sobre el movimiento de los planetas , dice
que estos siguen órbitas elípticas en uno de cuyos focos se encuent ra el
Sol.

• Es muy posible que Newton no hubiese podido descubr ir su famos a
Ley de la Gravitación Universal de no hab er conocido ampliamente la
geomet ría de las elipses.

• La órbita que sigue un obj eto dentro de un campo gravitac ional cons
tante es una parábola. Así, la línea que describe cualquier móvil que es
lanzado con un a cierta velocidad inicial , que no sea vertical, se puede
modelar por una parábola .

• La propiedad focal de las cónicas es de gran utilidad en ópt ica y en
otras aplicaciones de la física. Est a propi edad dice lo siguiente : "Si un
rayo de luz pasa por un foco, al reflejarse en la cónica lo hace siguiendo
una recta que pasa por el otro foco".

Las cónicas han sido ampliamente estudiadas y se han utili zado en un a
gran diversidad de ap licaciones; actualmente, se siguen usando de forma
extensiva en la matemática ap licada [3, 24, 20].

Las cónicas, desde el punto de vista de una curva, pueden representarse
en más de una forma; de igual manera , las elipses cuentan con diversas
representaciones. Veamos algunas de ellas.
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1.2. Ourvas paramétricas e implícitas

1.2 Curvas paramétricas e implícitas

Una curva se puede representar tanto en forma paramétrica como en forma
implícita . Una curva par ametr izaela en ~2 se puede ver como una colección
ele puntos de la forma

C(a) = {c(a ; t) I t rn in :S t :S trnax} (1.1)

donde a es un vector ele par ámetros que determinan a la curva; c(a; t) es una
función vectorial

c(a.t) = ( cx(a;t ))
, cy(a; t ) (1.2)

y t-;« , trnax son los ext remos e1el intervalo de valores admisibles para t.

Por otra par te, una curva implícita es la colección de puntos de la forma

C(a) = {x E ~2 1 F (a;x ) = a} (1.3)

donde F( a;x) es una función escalar en x definida por el vector de paráme
tros a . En par ticular , las secciones cónicas, se representan naturalmente por
un polinomio cuadrá t ico en x y y.

1.3 Diversas representaciones de la elipse

Las representaciones implícitas más conocidas de la elipse son las siguient es:

o bien,

C(a ,b) = { (x ,y) I (1.4)

C(a,b,h,k) =

{ I
(x - h)2 (y - k)2 }

(x ,y ) a2 + b2 = 1 a,bE~-{a} , h , k E ~ (1.5)

donde h Yk son la ab cisa y la ordenada del centro respect ivamente, mientras
que a y b son las longitudes de los semiejes . Present an el inconveniente de
que los parámetros a,b,h Y k aparecen en form a no lineal. Estas representa
ciones resultan bastan te fam iliares par a el lector con nociones elementales de .
geomet ría analít ica.
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1.3. Diversas representaciones de la elipse

Otr a representación muy conocida es la que se obtiene parametriz ando
por un ángulo 8. Dada una elipse con centro en (h,k) y semiejes a y b sus
ecuaciones paramétricas son:

c(a, b,h, k;8) =

{(~::;:~ ~) I 8 E(0 ,21T], a,b E IR-{O} h,kEIR} (1.6)

Una representación de las cónicas, es la que resulta de considerar una
recta fija L y un pun to fijo f fuera de la recta; se quiere estudiar el lugar
geométrico Ce de los puntos P del plano tales que su dist ancia al punto fijo i ,
llamado foco, y a la recta fija L, llamada directriz, t iene una razón const ante
e (necesari amente posit iva), la cual es la excentricidad de la cónica. Es decir ,

Ce = {P Id(P, J) = ed(P, L)} (1.7)

L

De esta manera, se puede caracterizar a la elipse en términos de la excen
tri cidad, tal como lo enuncia el siguiente criterio.

Criterio de la excentricidad. Una cónica es elipse si su ex
centricidad es menor que 1.

La forma polar de las cónicas se obt iene al poner el polo en uno de los
focos, la directri z a una distancia p del foco y (r,8) las coordenadas polares
de P , con lo cual:

C(e,p) = { (r, 8) I e p
r = - ------,-

1 - ecos 8

6
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1.3. Diversas represen taciones de la elipse

Las coordenadas polares facilitan ciertos cálculos cuando se utilizan en el
contex to adecuado.

1.3.1 Familia de elip ses

La familia de cónicas

C (A ,B, C ,D,E,F)=

{(x , y) IA x2 + B x y + C y2 + Dx + Ey + F = O} (1.9)

es de las más usadas en la práct ica deb ido a que los parámet ros A, B , C, D , E
Y F aparecen en forma lineal. El criterio usual para saber cuando la cónica
es una elipse es el siguiente:

Criterio del discriminante. En la ecuación general de segundo
grado Ax2 + B xy + C y2 + Dx + Ey + F = O, si el discriminante
B 2

- 4AC es negativo ésta representa una elipse.

Si A YC son positivos es posible visual izar geométricame nte cuándo la cónica
(1.9) representa una elipse. Si se suponen A y C positivos y se hace K = A+C
ento nces K - A = C > O, substituyendo en el discriminante resulta

B 2
- 4A(K - A)

entonces, de la desigualdad

B 2
- 4A(I{ - A) :S O

haciendo un poco de álgebra se llega a

(1.10)

que corresponde a una elipse con cent ro en (K/2, O), semieje mayor K y
semieje menor K /2, más todo el interior. Observe la figura (1.1) .
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1.4. Representación ma tricial de las cónicas

(KI2.K)

B Región qu e

define a las

elipses

Región que

de f ine a las

parábolas
(KI2,K)

A

Figur a 1.1: Región en (1.10)

Si A Y e son negat ivos y se sigue el procedimiento anterior se llega a la
misma desigualdad. Entonces se tiene una elipse cuando (A , B ) es un punto
del interior de (1.10), y si (A, B ) está en la frontera se obtiene una parábola.

Una representación más es la matricial , la cua l será tratada en la siguiente
sección.

1.4 Representación matricial de las cónicas

La ecuación general de segundo grado

Ax2 + Bxy + Cy2 + Dx + Ey + F = O

se puede escribir de la forma

donde

8



1.4. Representación matricial de las cónicas

con esto la cónica queda representada de la siguiente manera

(1.11)

Considere una transformación euclidea na de la forma x' M»: + t ,
donde Al es una rotación y t una traslación. Con esto Al satisface que
iHT M = NIAIT = 12 x 2 , entonces esta matr iz cumple con ser ortogonal'' y
por consiguiente j\f- l = M T .

Aplicando esta t ransformación a la cónica se obt iene

(1.12)

Para relacionar los parámetr os transformados con los originales, se ex
pande en términos de los puntos originales x

(M x + t fQ' (Mx + t ) + (M x + t fb' + F' = O

Reuniendo los términos en x y comparando con la ecuac ión (1.12), se tiene
que

Q = MTQ'M
b = M T(2 Q/t + b')
F = tTQ't + tTb' + F'

Resolviendo estas ecuaciones se obtienen expresiones para los parámetros
transformados en términos de los originales:

Q' = M-TQM- 1

b' = M-Tb - 2Q't

F' = tTQ't - tTNrTb' + F

(1.13)

(1.14)

(1.15)

Obsérvese que bajo esta representació n el discriminante se puede escribir
como un múltiplo del det erminante de la matriz Q

-4 det (Q) = B 2
- 4AC

Las cantida des

(1.16)

t raza( Q) = A + C y

serán estudiadas más adelante y se verá que, al igual que el discriminante,
estás también son invariantes bajo tr ansformaciones euclideanas.

2Una matriz cuadrada A es ortogo nal si AAT = 1

9



1.5. Algunas cantidades invariantes

1.5 Algunas cantidades invariantes

En la sección ante rior se vio que

Q = ( A B/2 )
B/2 e y

donde la matriz Q' cont iene a los coeficientes A' , B' ,e' que resul tan de la
rot ación, pero además

(1.17)

Como M es ortogonal el det(M) = ± 1, de dond e

det( Q') = det(MQMT) = det2(M )det (Q) = det(Q)

con lo que la invarianza del discriminante queda probada.

De la siguiente igualdad

Q' - Al = M QMT - AMMT = M( Q - AI)M T

es claro que
det( Q' - Al) = det( Q - Al)

y por lo tanto Q y Q' tienen los mismos eigenvalores. Como la suma de
los eigenvalores de una matriz es igual a la traza de la misma se sigue que
traza(Q) = A + e es invariante.

De igual forma para Q,2 y Q2 se t iene que

(Q')2 _ Al (M QMT)(M QMT) - Al
M Q2MT - AM MT

M (Q2 _ AI)MT

y entonces si se usan los mismos argumentos de antes Q, 2 y Q2 t ienen los
mismos eigenvalores y por lo tanto tr aza( Q /2) = t raza( Q2) , i.e. A2 + B 2 / 2+
e2 es invariante.

10



1.5. Algunas cantidades invariantes

A diferencia de lo que se vio para A + C , B2 - 4AC y A2 + B2/2+ C2

algunas cant idades no son invariantes bajo tr ansformaciones euclideanas.

Considere la elipse

2x 2 + x y + 2y2 + 3:1; + 3y - 1 = O (1.18)

Si se aplica una rotación de e = TI/ 6 Y una traslación por (3, - 3) de las
igualdades (1.13), (1.14) Y (1.15) se obtienen los parámetr os transformados

Q' = ~ (~ ~.) (~ ~) (~ ~)
= ( 2 - ../3/4 1/ 4 )

1/ 4 2+ ../3/4

F' = (3 -3) ( 2 - ../3/4 1/4 ) ( 3 )
1/ 4 2 + ../3/4 -3

_ (3 - 3) ( ../3/ 2 - 1/2) ( 3../3 - 12 ) _ 1
1/ 2 ../3/2 3../3 + 12

= 61/2 + 45../3

Con los coeficientes de (1.18) se evalua la cantidad

A2 + B2 + C2 + D2+ E2 + F2 = 22 + 12 + 22 + 32 + 32 + (_ 1)2 = 28

por otra parte , con los coeficientes transformados esta cant idad vale

A,2 + B ,2 + C,2 + D,2+ E'2+ F,2 = (2 - ../3/4)2 + (1/2)2 + (2 + ../3/4)2

+(3../3 - 12)2 + (3../3 + 12)2

+ (61/ 2 + 45Y'3)2

= 12110.35

entonces, 11 (A, B , C, D , E ,Ff 11
2 no es invariante.

Otra cant idad que también es no invariante es F . En la ecuación (1.18) se
tiene que F = -1 mientras que baj o las transformaciones F' = 61/2+45../3.

11



1.5. Algunas cantidades invariantes

Como se ha visto hasta ahora son muy pocas las cant idades que si son
invariantes. De hecho, casi ninguna función de los par ámetr os de la ecuación
general de segundo grado será invariante bajo t ransformaciones euclideanas,
sin embargo, las que si lo son, jugará n un papel importante en el ajuste de
elipses.

12



Capítulo 2

Ajuste de elipses

2.1 Introducción

En este capítulo se est udia el ajuste de elipses por diferentes técnicas . Se
revisan algunos de los métodos existentes para ajustar cónicas , que baj o
ciertas condiciones, resultan apropiados para ajustar elipses.

2.2 Planteamiento del problema

Cinco puntos en el plano det erminan una cónica. Así pues, si se tienen
al menos cinco puntos en el plano se puede determinar de manera única
una elipse , una hipérbola o una parábola. Sin embargo, en muchas de las
ap licaciones la cantidad de puntos con los que se debe trabajar resu lta ser
considerablemente mayor a cinco. Entonces, al contar con más de cinco
puntos el problema es determinar una elipse que minimice la distancia de los
puntos a la curva. La métrica natural de IR2 es la distancia euclideana, sin
embargo, como se verá más adelante, existen otras formas de definir distan cia
en el plano car tesian o.

Este trabajo se aboca al problema de ajustar una elipse a un conjunto
de pu ntos . Este problema se puede plantear de la siguiente ma nera: dado
un conjunto de puntos en el plano X = {x ¡ , X 2 , . .. ,Xn }, con al menos cinco
elementos, se quiere determ inar la elipse que mejor se ajusta a ellos. Usual
mente, se elige una representación de la elipse que depende de un vector de.
parámetros a y ento nces el problema es determinar ta les par ámetros usando
algún crite rio de ajuste .

13



2.2. Planteamiento del problema

Veamos algunos ejemplos que ilustr en hacia donde vamos. En la fig.

Figura 2.1: Elipse ajustando un conjunto de puntos

(2.1) se observa una elipse obtenida al ajustarla a un conjunto de puntos en
el plano. Determinar los parámetros de una representación de la elipse es el
problema que se abordará en este capítulo.

En las siguientes gráficas (Figura 2.2) se observan seis elipses que ajustan
a un mismo conjunto de puntos; cada una de estas corres ponde a la solución
que se encuentra de ap licar un criterio de ajuste para una representación .

Para el ajuste por distancia algebraica se recurre a la ecuación general
de segundo grado para representar a la elipse, mientras que en el ajuste por
distancia geométrica se usa la forma paramét rica. Entonces, como se verá
más adelante, la solución no depende sólo de los puntos, sino también del
criterio de aj uste y la representación de la elipse que se esté usando .

14



2.2. Plant eamiento del problema

Los puntos que se usaron en este ejemplo son los siguientes:

x y
-2.672811 -7.134503
-7.695853 -6 .023392
3.225806 4.09 3567
6.22 1198 -3 .216374
-2 .027650 6.783626
-5.207373 -1.403509
4.976959 -O . 116959
0.414747 -2 .222222
6 .313364 2.807018
-3. 133641 6. 198830

Tabla 2.1: Puntos

.. ·2

Ajuste 1

· 3

·8

-,

15

.. ' 2

-,



2.2. Planteamiento del problema

.,

.. ..

Ajuste 3 Ajuste 4
' 10

·8 ,-,

."

Ajuste 6

-10 -fJ

6 .· ·
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Figura 2.2 : Elipses que se obtienen al ajustar un mismo conjunto de puntos
usando distintos criterios y repr esentaciones.
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2.3. Criterios de ajuste

2.3 Criterios de ajuste

Es necesari o contar con una form a de medir que tan cerca está un punto
ele una curva, en la prá ct ica, es usual evitar la distancia geométrica, pues
resulta ser cost osa en términos computaciona les. Así, lo que se hace es usar
una repr esent ación C(a) de una curva en términos de un vector de parámetros
a , de tal form a que

C(a) = {x E 1R2 IQ(x:a ) = O}

donde la representación Q (x; a) dice que un punto x ti: C(a) si Q(x; a) =f O;
con lo cual, la distancia del pun to x a la curva C(a) se puede definir en
términos de la repr esentación que se esté uti lizando como

V (x ,C(a)) = cp(Q(x ; a)) .

dond e sp es un función positiva , por ejemplo cp(t) = t2 , cp( t) = ¡ti. En
tonces, se define la distancia de la curva C(a) al conjunto de puntos X =

{Xl ,X2 , " " X n } , COl110

n

V (X ,C( a)) = 2:: V (x ¡; C(a))
;=1

con lo cual, elegir la mejor curva que ajusta los datos equivale a elegir el
vecto r óptimo a* que minimiza

min V (X ,C(a)) = V (X ,C(a*))
aESa

donde 5 a es la región de valores admisibles de los parámetros.

Por ejemplo: Si

Q (x;a) = [ x2 xy y2 X Y 1]

A
B
C
D
E
F

(2.1)

algun os espacios de parámetros comúnmente usados para (2.1) son:

a) 5 a ={a E IR6 ja =f 0}

b) 5a = {a E 1R6
1 aTe6 = 1, e6 = (0,0,0,0. 0, 1) =f O}

17



2.4. Algunas métricas

c) Sa = {a E 1R6
1 aT(el + e3) = 1}

d) s, = {a E 1R6
1 1I a 11

2= 1}

e) Sa = { a E 1R61aTS Ba= 1,

2 .4 Algunas métricas

Algun as métricas comú nmente usadas son las siguientes:

• La distancia algebraica. Las curvas implícitas introducen una distancia
métrica natural desde cualquier punto sobre el plano a la cur va . La
distancia algebraica del punto x a la curva definida por Q(x; a) = Oes
simplemente el valor de Q (x; a) en x

DA(x ,C(a)) = IQ(x; aW (2.2)

La principal ventaja de esta distancia métrica es que simplifica enorme
mente los cálculos' en muchos algoritmos y por esta razón es amplia
mente usada.

• La distancia geom étrica. Es la distancia ent re el punto y su punto más
cercano sobre la curva

Dc (x , C( a)) = min 11 p - x 1I
p EC (a)

(2.3)

Esta métrica, es frecuent ement e citada por los autores como la medid a
ópt ima a min imizar desde un punto de vista de mínimos cuadrados,
pero por lo general es computacionalmente costosa.

18



2.5. T écnicas de ajuste

• La distancia gradiente. También conocida como distancia de Sampson
[28], se define para curvas implícitas Q(Xja ) = Ocomo

JQ(Xja)1
V<v (x ,C(a)) = 11 \7Q (x ; a) 11 (2.4)

Se deriva como una aproximación de prim er orden para la distancia
geométr ica y a pesar de que generalmente es mucho más simple de
calcular , es moderad amente costosa para usarse directamente en pro
blemas de aproximación [10]. No será util izada en este tr abajo.

2.5 Técnicas de ajuste

En esta sección, se van a ver algunas técnicas para el ajuste de elipses uti
lizand o las métri cas que se mencionaron en la sección ante rior. Las métri cas
que se usarán en est e trabajo son la distancia algebraica y la dist ancia
geomét rica.

2.5 .1 Ajuste por distancia algebraica

Sean a = [A, B : C, D , E , F] Y x = (x,y), ento nces

Q(a; x) = Ax2 + B xy + C y2 + Dx + Ey + F (2.5)

es una familia de cónicas parametrizada por a . De hecho la expresión en
(2.5) es la misma que (1.9) que ya se estudió en la sección (1.3).

Si x, = (Xi ,Yi) es un punto en el plano, el valor de Q(aj x.) será la
distan cia algebraica del punto x , a la cónica determin ad a por el vector de
par ámetros a . En gran parte de la literatura sobre aj uste de cónicas se utiliza
(2.5); esta representación será muy út il ya que los parámetros a ajustar se
encuent ran en forma lineal.

Si X = {x j , X2 , .. . , xn } es un conjunto de puntos en el plano, ento nces
la distancia algebra ica de X a la cónica Q (x ; a ) está dada por

n

V A(X , C( a)) = .L Q (x¡; a )2 = 11D xa 11 2

i = 1
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2.5. Técnicas de ajuste

dond e

("'
X 1Y l yi X l Yl ;)xi X2 Y2 y~ X2 Y2

(2.6)D x =

x 2
XnYn y;' X n Ynn

Así se obt iene el prob lema de determinar a* tal que

min DA(X ,C(a)) = DA(x , C( a*))
a ESa

la elección de DA(x ,C(a )) como una suma de cuadrados usualment e garan
tiza una solución única a*. Se verá que los resultados que se obtengan van
a diferir por la representación de la cónica, es decir , por la elección del espa
cio de parámetros Sa que a veces en la liter atura se le llama norm alización.
Puesto que Q (x ; a ) y kQ (x; a ) represent an la misma cónica la normalización
introduce de manera natural un escalamiento de los parámetros.

• La mayoría de los autores mencionan la normalización 11 a 11
2= 1. Al

par ecer el primero en proponerla fue Paton [24]. Esta restricción tiene
la ventaja de que todas las cónicas pueden ser escaladas para satisfa
cerla , sin embargo, cuma se ha visto no es invariante ni siquiera para
t ransformaciones euclideanas.

• Gnanadesikan [15] usa A2 + B 2 + C 2 + D2 + E 2 = 1, la cual excluye
únicamente el caso degenerad o 1 = 0, pero de nuevo es no invariante
para t ransformaciones euclideanas. No será t rat ada en este trabajo.

• La normalización F = 1 no permite ajustar elipses que pasen a través
del origen y no es invariante bajo transformaciones rígidas; sin em
bargo, en [27] reportan -basados en resultados exper imentales- que las
var iaciones bajo rotaciones son menores . Las pr imeras referencias sobre
esta normalización de las que se tiene conocimiento son [1, 3, 6].

• La restricción A +C = 1 excluye únicamente a la familia de hipérbolas
equiláteras x 2 - y2 = k. En [27] reportan que esta normalización pro
duce elipses más excéntricas que la normalización F = 1. En cuanto
a sus propiedades geomét ricas resulta ser invar iante bajo transforma
ciones de similitud (ya se probó para transformaciones euclideanas en
la sección (1.5) ).

• Bookstein [4] prop one A2 + ~B2 + C 2 = 1, invariante bajo t ransforma
ciones de similit ud de los ejes y permite representar a todas las cónicas
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2.5. Técnicas de ajuste

pero excluye a las rectas, para las cuales A = B = e = O. En la
sección (1.5) se probó que esta cantidad es invari ante bajo tra nsforma
ciones euclideanas.

• Fitzggibon [9] propone la rest ricción 4AC - B 2 = 1. que incorp ora
la especificidad de elipse y resulta ser invariante baj o t ransformac iones
euclideanas (sección (1.5) ). Una de las ventajas de usar esta restri cción
es su alta eficiencia computacional.

• Forsyth et al. [11] proponen la restricción cúb ica det(G) = 1,donde

(
A B/2 D/2)

G = B/ 2 e E/2
D/2 E/ 2 F

aunque ellos afirman que la minimización sujeta a esta rest ricción re
sulta en un ajuste proyect ivamente invariante, en [19] demuestran que
el aj uste es de hecho únicamente afín invariante. No será considerada
en este t rabajo.

• La aproximación del cuadrado de la distancia de Taubin [29], también
puede ser vista como la restricción cuadrática 11 Na 11 2= 1 donde N es
la matriz Jacobiana [\7F(a;xi ) 1\7F( a;X2) I . .. 1\7 F(a;XN )]. No será
tratada en este tr abajo.

Cabe hacer la siguiente aclaración. Como ya se había mencion ado la
forma cuadrática Q (a ;x ) representa una familia de cónicas parametrizada
por a . Lo que se hace al imponer restricciones a dicho vector es limitar la
famil ia de cónicas a una sub familia más pequeña. Entonces, depende de la
restricción que se use es la subfami lia de la que se obtienen las cónicas. En
algunos casos se obtendrán elipses pero puede ser también que se generen
otro tipo de cónicas.

Así pues, la mayoría de los métodos algebraicos que se tr abajan en esta
tes is incluyen como un caso particular el de la elipse y es para ese caso es
pecífico que se estudia su comportamiento . El método que propone Fitzgib
bon [9] resulta ser el único que presenta la especificida d de elipse. De aquí,
se deriva una diferencia importante ent re este últ imo y los demás métodos
algebraicos. Más adelante, cuando se comparen los métodos, se discutirá de
que manera influye esta característ ica en el ajuste de elipses.
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2.5. Técnicas de ajuste

Normalización con 11 a 11
2 = 1

Esta normalización , también conocida como lineal [24], simplemente evita
que los coeficientes de la ecuac ión genera l de segundo grado sean todos cero;
en consecuencia, la solución que se obtenga puede corres ponder tanto a una
elipse como a una hipérb ola o un a pará bola.

Considere el problema de

n

min L Q (a ; X i ) 2 = min 11 Dx a 11
2

i=!

sujeto a 11 a 11
2 = 1. Este problema de minimización con restricciones se

puede pasar a otro sin restricciones usando los multiplicadores de Lagran ge.
Sea E la func ión

calculando el gradiente con respect o de a de la función E se llega al problema
de eigenvectores

es decir ,
DI Dx a = Aa

ento nces A debe ser un eigenvalor de DI D x .

Ahora, observemos que si DID x a = Aa se cumple que

(2.8)

(2.9)

es decir , el valor mínimo se alcanza cuando a es el eigenvector de DI D x
correspondiente al más pequeño eigenvalor.

N ormalización con F = 1

Otra normalización comúnmente usada es F = 1. Rosin [27] estudia esta
normalización y la compar a con la normalización A + e = 1. Puesto que
presenta singularidades para las cónicas que pas an por el origen y no es
invar iante bajo transformaciones euclideanas , est a normalización podría no
ser t an apropiada par a el ajuste de elipses . En [27], Rosin señala que el
problema de la singularidad puede ser evitado si se hace una traslación de
tal forma que los datos queden cent rados en el origen ; también menciona
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2.5. T écnicas de ajust e

que se obtienen elipses con menor excent ricidad por considerar la rest ricción
F = 1 que por considerar la restricción A + e = l.

Si F = 1, el vector de parámetros a es de la forma

a = (A ,B,e,D ,E,1f

y con esto el problema de minimizar

n

min L Q (a ; x;)2 = min 11 Dx a 11
2

;= 1

se puede resolver de la siguient e manera . Sea

A
B
e
D
E
1

2

1
1

1
1

2

si se nombran a = (A, B ,e,D,E f , I = (1, . . . , 1f Y :Ox a la matriz

el X IY I Yf X I

Yl )x 2
X2Y2 Y~ X2 Y2

:Ox =
2

x2
XnYn Y~ Xn Ynn

entonces
min 11 Dxa 11

2
= min 11 :Oxa + i 11

2

Se puede encontra r el a que minimiza 11 :Oxa + I 11
2 resolviendo por factori

zación QR.
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2.5. Técnicas de ajuste

N orrnalización con A + e = 1

Esta normalización no es específica para elipses ya que la hipérbola 3x 2


2y2 = O satisface la restricci ón A + e = 1. De hecho , para que se obtenga
una elipse de la ecuac ión general de segundo grado A y e deben tener el
mismo signo, lo cua l clara mente no está contemplado en esta normalización
[9]. Esta restricción ha sido estudiada por Rosin [27] y Gander [14]. Debido
al ligero sesgo que presenta respect o a la elipse y a que es .invariant e bajo
transformaciones rígidas es una de las más utilizadas. En la sección (1.5) se
mostró que la cant ida d A + e es invariante bajo rotaciones.

Haciendo A = 1 - e el vector a queda de la forma

a= (1- C ,B,C, D,E,Ff

Para minimizar
n

min L Q (a ; X í ) 2 = min 11 D xa 11
2

;=1

se procede de manera anál oga al planteamiento anterior, con lo cual

(

XlYl Y~ - X~ X l Yl 1) B ( x~ ) I 2
X 2Y2 Y2 - X 2 X2 Y2 1 e X 2

· . . . D + .· . . . .· . . . E .
XnYn y~ - x~ X n Yn 1 F x~

- T - 2 2T - .llamandoa= (B , C ,D, E , F ) , b = (x l, .. . ,xn ) y D y u la matriz

entonces

:Ox =

(

X ¡Yl

X2Y2

.,
Yf - xi X l Yl 1)

2 2 1Y2 - x2 X2 Y2

· . .· . .· . .
y~ - x~ X n Yn 1

min 11 D x a 11
2
= min 11 :Oxa+ b 11

2

Se puede encont rar el a que minimiza 11 :Oxa+ b 11 2 resolviendo por factori
zación QR.
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2.5. Técnicas de ajuste

Normalización con A2 + ~ B2 + C 2 = 1

Esta normalización fue propuest a por Bookstein [4]. También ha sido estu
diada por Cander [14]. Veamos una man era novedosa de resolver el problema

n

min ¿ Q (a ;x;)2 = min 11 D xa 11
2

;= 1

sujeto a A2+~B2+C2 = 1 usando la descomp osición de matri ces por bloques.

Sea D x como en (2.6) y S B la matriz por bloques

donde s, ~ O1~2 n
entonces el problema de ajustar la cónica Q (a;x ) sujeto a A 2+B2j 2+ C 2 = 1
se plantea de la siguiente forma

mm aTDIDxa
s.a. aTS Ba = 1

al descomponer al vector a en sus coeficientes cuadráticos y lineales

a = ( ~) con u = (A, B ,C)T y y = (D, E, Ff

Y separar a la matriz D = D IDx en las submatri ces

D = (J?~I J?12)
D I2 D 22

el problema puede ser reescrito como

min
u ,v

T - T - T -
U Dllu + 2u D I2y + y D 22y

s.a, uTSbU = 1

(2.10)

(2.11)

ahora , la función a minimizar por multipli cadores de Lagrange es la siguiente

T - T- T - T
E (u , v . A) = U D llu + 2u D 12y + Y D 22y - ..\(u SbU - 1)

calculando las derivadas parciales de E con respecto a u y Y se tiene que

BE
Bu

BE
Bv
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2.5. Técnicas de ajuste

de donde

v

(2.14)

(2.15)

substit uyendo el valor de v en (2.14) se obtiene que

ento nces A es un eigenvalor generalizado. Como Sb es invertible se llega al
problema de eigenvecto res

S¡;-1WU = AU (2.16)

Si se toma U1 asociado al eigenvalor más pequeño de (2.16), y se substituye
¡.LU1 en (2.11) se obtiene que

¡.L =

1
1

(2.17)

(2.18)

(2.19)

ahora bien , nombrando u = ¡.LU1 la solución queda

Normalización con 4AC - B2 = 1

Esta normalización fue propuesta recientemente por Fitzgibbon [9]. Su prin
cipal característica es que incorpora la especificidad de elipse .

Hay que recordar que el discriminante indica que cónica está representada
por los coeficientes de la ecuac ión genera l de segundo grado y en el caso de
la elipse éste debe ser negativo. La restri cción B 2 - 4AC < O resulta difícil
de manej ar en general, sin embargo , como se tiene la libertad de escalar los
par ámetros arbit rariame nte , basta con pedir 4AC - B 2 = 1.

Halir [17] est udia este método y propone una formulación alternativa
basada en la descomp osición de matri ces por bloques que cont ribuye a que el
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2.5. T écnicas de ajuste

algoritmo sea numéricament e estable. El procedimiento que sigue este autor
es muy similar al que se usó para la normalización A 2 + B 2/2 + C2 = lo

Considere el problema
u

min L Q (a: X ¡ ) 2 = ru in 11 D x a 11
2

;= J

Sea SF la matriz

( o~ ~Oldonde S¡ =

separando a la matriz D = D~Dx por bloqu es

D = ( J?~ J?12)
D I2 D 22

Y al vector aT = (u" v?') donde u = (A , B , C)T y U = (D , E , Ff , entonces
el problema

min aTD~Dxa

s.a. aTS Fa = 1

puede ser reescrito como

mm
u ,v

T - T - T-
U D llu + 2u D I2V + v D 22V

s.a . uTS¡u =l

(2.20)

(2.21)

Usando los multiplicadores de Lagrange se llega al sistema de ecuaciones

W u AS¡U (2.22)
- - 1 - T

V - D 22 D I2 U (2.23)

donde W = Dll - DI2D2"tbf2. Como la matri z S¡ es invertibl e la ecuac ión
(2.22) conduce al problema de eigenvalores

S¡IWU = AU

Si se toma UI asoc iado al eigenvalor positi vo más pequeño de
sub stituye ¡'1UI en (2.21) se t iene que

J.mfs¡JI uJ 1
1

uf S¡UI
1

J ufS¡ UI
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2.5. T écni cas de ajuste

ycon esto, nombrando u= JLU¡ la solución queda

a = ( -ñ2dñT2U )

Algunas observaciones sobre el ajuste por distancia algebraica

Una de las ventajas de usar el ajuste por distan cia algebra ica es que se pueden
obtener soluciones satisfacto rias a un bajo costo computacional, puesto que
los métodos son directos . Además, la normalización del vector de paráme
tr os aporta ciertas carac terísticas a la solución, tales como la invarianza bajo
transformac iones euclideanas o la especifidad de elipse.

Pero en genera l, no se puede garant izar que los resultados siempre sean
sati sfactorios . Exist en al menos dos razones principales para sostener esto:

i) La función a minimizar es genera lmente no invariante bajo transforma
ciones euclideanas . Por ejemplo, la función con normalización F = 1
no es invariante bajo tras laciones.

ii) Un punto puede contribuir a la est imación de los parámetros de manera
diferente dependiendo de su posición en la cónica. Es decir , los métodos
basados en las distancias algebra icas tienden a ajustar mejor la cónica
a los puntos en las secciones de baja curvatura que en las secciones de
alta curvatura. Este prob lema es usualm ente llamado sesgo por alta
curva tura y fue observado por Ballard [2].

Para ilustrar el problema del sesgo por alta curvatura considere la cónica

con AC > O; ento nces la cónica corresponde a una elipse. Sea Po = (xo,Yo)
un punto fuera de la elipse y sea d la distancia del punto Po al cent ro de
la elipse. Se to ma un punto p = (x, y) tal que esté sobre la elipse y que
pertenezca al segmento que va del cent ro a Po; a la distancia de p al centro
se le llamará c. Por la colinea lidad de Po Y P se tiene que xo/Yo = x/y de
donde Xo = (x/Y)Yo entonces

Q(xo, Yo) AX6 + CY6 + F
A(X/y)2Y6 + CY6 + F

(Yo/y)2(Ax 2+ Cy2) + F

(Yo/yf( - F ) + F

-F((YO/y )2 - 1)
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2.5. T écnicas de ajuste

y

x

Q

ya que (x , y) está sobre la elipse. Por semejanza de t riángulos yoly = dfc,
ento nces

Q(xo,Yo) = -F((Yoly )2 - 1) = -F((dl c)2 - 1)

es decir que
d2

Q(xo,Yo) ex: 2 - 1
c

Si se mueve el punto Po a lo largo de la elipse de manera que su distancia a
ésta siempre sea la misma , el cociente di e no tendrá el mismo valor en todas
la secciones de la elipse. Esto se debe a que el valor de e es mayor en una
sección de alta curvatura que en una de baj a curvatura. En consecuencia,
el valor de la distancia de un punto a la elipse usando como métrica la
distancia algebraica no es el mismo para un pun to que está en una sección de
alta curvat ura que par a un pun to que esté en una sección de baja curvatura,
aunque se encuentren a la misma distancia de la elipse con la métri ca natural
de 1R2 .
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2.5. T écnicas de ajust e

2.5.2 Ajuste por distancia geométrica

Zn esta sección se verá una form a de minimizar la distancia geomét rica de
los puntos a la elipse, para lo cual será necesari o ut ilizar la representación
param étrica de la elipse.

Sea X = {X¡ , X2 , ' " , x n } un conjunto de puntos en ]R2, ~ una repre
sentación de la elipse y 'Dc (X,~) la distancia geométrica de los pun tos a la
elipse, entonces se quiere encont rar la elipse tal que:

min Vc(X, ~)
I;Eelipse

Pa ra abordar este problema se necesit a de una representación que garantice
que la solución corresponda a una elipse. En la sección anterior se vio que una
forma de garant izar la especificidad de elipse usando como representación la
ecuación general de segundo grado

Q(x; a) = Ax2 + B xy + C y2 + Dx + E y + F

es restri ngiendo el espacio de parámetros de manera que se cumpla

4AC - B2 = 1

Ot ra posibilidad, es represent ar a la elipse por medio de sus ecuaciones pa
ramétricas como sugiere Gander [13]

x z¡ + a cos O

y Z2 + b sen O

que en forma vectorial podemos escribir como

_ ( a COSO )x -z + b lJsen u

donde O :::; B :::; 27f. Como los ejes puedan ser cua lesquiera, se usará la
representación

x = z + Q(a),(O) ( ~ )

donde Q(a) es la matr iz de rot ación y ,(B) es una matriz diagonal; ambas se
describen a cont inuación

Q(a ) ( cosa - sen a )sen a cosa

, (B) ( cO;B se~l B )
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Dc( x¡;~ ( O' : a,b,z))

'Dc(X,~)

2.5. Técnicas de ajuste

Entonces en términos de la representación que se eligió la elipse queda
caracterizada de la siguiente manera:

~ (a,a,b , z ) = {X(B) = z + Q(ah(B) ( ~ ) I O < B< 2n }
con lo que la dist ancia de un punto a la cónica se puede definir como:

min 1I p - x ¡ 11
2

pE~

min 11 p(B) - X¡ 11
2

OER

Entonces dado el conjunto de puntos X se define la distancia de los puntos
a la elipse como:

n

¿ 'Dc (X¡ ,~ (a , a, b,z) )
i=1

min 11 p(B) - x¡ 11
2 + ...+ min 11 p (B) - X n 11

2

OER OER

con lo que nuestro problema se puede escribir como

min Dc (X ,O = min Dc(X,~(a, a, b, z))
~Eelipse (o ,a ,b,z)

min (t min 11 p(B) - x, 11
2

)
(o,a,b,z) ;=1 OER

n

min ¿ 11 p(B;) - x¡ 11
2

(O\,...,On,o,a,b,z) ;=1

Si se define una función g¡ de la siguiente manera

entonces
n

min Dc(X , ~ ( O' , a , b,z) )
(o ,a, b,z)

dond e g es un vector de 2n x 1

min ¿ 11 gi (B; , a, a, b,z) 11
2

(0\ ,...,On ,o ,a ,b,z ) ;= 1

min 1I g(B1 : . .. ,Bn,a ,a, b, z ) 11
2

(0\ ,.. .,On ,o, a ,b,z)
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2.5. T écnicas de aju st e

Entonces se calculan las derivadas par ciales de 'De con respecto a Bj , a ,
a, b y Zk dond e j = 1, .. . , n y k = 1,2.

dond e
i = j
i =/: j

y

'(e-) = ( - sen B; O )
, , O cas B;

aVe
oa
og¡

oa

~ ') .T Og¡
L~g· ~
;=1 ua

-Q' (a ),(B;) ( ~ )

donde

Q' (a) = ( - sen a
cosa

- cosa )
- sen a

OVe t 2Tog¡
oa gi »:

;= 1

og¡
-Q(a ),(B;) ( ~ )

oa

OVe t 2.T Og
¡

ob g. ob
;=1

og¡
- Q(a),(B;) ( ~ )

ob

OVe t 2.T Og¡ k = 1: 2.
OZk

g. a ..
;=1 Zk

og¡
( 61k ) k = 1. 2.

OZk - c52k
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2.5. T écnicas de ajust e

Entonces el gradiente de la función De se puede expresar de la siguiente
man era:

g¡

( ~~~ , .. , :,~:

') (~ TUg¡
- L..., g¡ uO '

i= 1 1

" ( UT2" g¡L..., ---¿¡¡¡--g i , . " ,
.=1 1

ug¡T

oe,

n

2¿ JTg¡ = 2J;g
i = 1

donde las J; son matrices de 2 x (n+5) con un sólo elemento distinto de 02x¡
en la i-ésima de las primeras n columnas

Ji = ( 02XI l ···i02XI 1- Q(ah /(Oi ) ( ~ ) I02xI 1··,1 ° 2XI .. .

-Q'(ah(Oi ) ( ~ ) \- Q(ah(O;) ( ~ ) 1- Q(ah(O;) ( ~ ) I( ~1 ) I( ~1 ) )

y Jg es la matriz Jacobiana:

J, ~ ( -Qt) . . , O -Q/' I(b) -Q'I(6) -Q' lm (01) (',) )
.. . -Q,~(b) - Q', n(b) - Q' n(6) -Q' nm (01) e l )

donde se han usado las abreviaciones Q para Q(a) y,; par a , (O;).

Dado que Q es ortogo nal, la matriz U = -diag(Q(a), . . . , Q(a)) de 2n x
2n es ortogonal también, ento nces

cr O (¿'I(b) ' 1(6) , '1m _ QT(OI) -Q'(~ ,) )
o"Jg =

,~(b) Q, ,, {í:) ¡ ,,(6) ,'11m _Q'1' (O I ) _Q'1'(~I )
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2.5. Técnicas de ajuste

dond e Qes la matriz

Si se permutan las ecuaciones en la matriz ant erior se obtiene la siguiente
estructura para la matriz Jacobiana

J = P( UT J ) = (-aSA)
, g be B

dond e P es una matriz de permut ación, S = diag(sin ei ) y e = diag(cos ei )

son dos matri ces diagonales de n x n y A y B son de n x 5 y están definidas
por

A(i,1:5)
B(i ,1 : 5)

Entonces dado que

- b sen e;
a cos e;

cos e
o

o
sen e¿

cos o: sin o:
- sen o: cos o:

min VG(X,~(e,o:,a,b, z)) = min 11 g(e¡ , . .. ,en,o: ,a, b, z) 11
2

(a ,a ,b,z ) (Ol, ...,On, a ,a,b,z )

si se cuent a con una aproximac ión inicial Xo = ( e~ , ... ,e~ , 0:° ,aO, bO, ZO) se
tiene que

donde

en

h = o:
a
b

Z ¡

Z2

Esto da lugar al problema lineal

min 11 gO+ J Oh 11
2

h

donde las ecuaciones normales

JoTJOh = _ JOT gO
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2.5. T écnicas de ajuste

se resuelven por factorización QR para encontrar Xl = Xo + h y así suce
sivamente hasta que la norm a del residua l 1I h li2< E donde é > O es una
to lerancia.

Sc pueden obtener aproximaciones inicia les para 0',a , b,z aj ustando una
elipse por alguno de los métodos que. minimizan la distancia algebraica . Por
ejemplo, se puede usar el método par a el ajuste por dist ancia algebra ica
sujeto a la restr icción 4AC - B 2 = 1 tomando vent aj a del hecho de que con
éste siempre se obtienen elipses . Una vez ca lculados los coeficientes de la
ecuación genera l de segundo grado , se ap lican las fórmulas que aparecen a
cont inuac ión para calcular los valores de 0', a, b, z .

Ento nces, dada la ecuación general de segundo grado

Ax 2 + Bxy + C y2 + Dx + E y + F = O (2.28)

se puede eliminar el término x y rotando los ejes con un ángulo o' tal que

1 - 1 ( B )o' = - tan ---
2 A - C

con lo que la ecuac ión (2.28) se convierte en:

A'x2 + C'y2 + D'x + E'y + F' = O

donde

A' A cos2(0') + C sen 2(0') + B cosfo) sen (o:)

C' A sen 2(0') + C cos2(0') -- B coste) sen (o')

D' D cosfo) + E sen (o:)

E' - D sen (o:) + Ecos(o:)

F' F

(2.29)

(2.30)

si se completan cuadrados en (2.30) se obtiene el centro de la cónica t ra ns
formada

, D'
Z 1

2A'
, D'

Z2 =
2C'

aplicando de nuevo una rotación para volver a los ejes or igina les se obt iene
el cent ro de cónica (2.28)

~ I Z' I cos(0') - z; sen (O')

Z' I sen (o:) + z; cos(o)
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2.5. Técnicas de ajuste

Para ca lcular la longitu d de los sem iejes considere las siguientes ecuaciones

k F' - A' ~/ 2 _ el~/2
'" 1 '" 2

I1 k I (2.3.'3){J VA'

b f1 (2.34)Vc'
Las aproximaciones iniciales pa ra los ángulos el,... ,ense pu eden obtener

usando la siguiente fórmula

.'. ~

(
Xl yl)

() = arg -.2 + i--.l.
J a b

j = 1, . . . , n

dond e i es el elemento uni tario de los complejos, arg es el argumento de un
número complejo y xj y yj resul tan de la tra nsformación

( Xt ) = Q(O') ( Xj - Zl ) .
yj yj - Z2
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Capítulo 3

Resultados experimentales

3.1 Introducción

En este capítu lo se exa minan de forma exp er imental los métodos de ajuste
de elipses que se revisaron en el capítu lo anterior. Se comparan las soluciones
que se obt ienen de cada método baj o los sigui en tes expe rime ntos: t raslación
o rotación de los puntos, ad ición de ruido a los puntos, ajuste con puntos que
pasan por una hip ér bola y ajuste con puntos que pasan por un a elipse con alta
excent ricidad. Co n el objeto de facilitar la rea lización de los experimentos se
desarrolló un sist ema I en l'vI AT LAB [22] con el que se puede n ajust ar elipses
usando cada un o de los métod os que se han revisad o. El lector puede rep etir
cada un o los expe rime ntos haciend o uso del siste ma y ca rgando los puntos
que se encuent ra en el archivo qu e se indica.

De aquí en ade lante , pa ra facilitar la identificación de los métod os se hará
la sigu iente convención :

• Paton : ajus te por dist an cia algebraica con restricción 11 a 11
2= 1.

• Rosin: aj uste por distancia algebraica con restri cción F = 1.

• Gan der : ajus te por distancia algebraica con rest ricción A + G = 1.

• Booksiein : ajuste por distancia algebraica con restricción
A2 +B2 j2 + G2 =1

• Fitzgi bbon : ajuste por distan cia a lgebra ica con res tricción
-lAG - B2 = 1

I Ver Apéndice e
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3.2. Comparación de los métodos

• Geom étrico: ajuste por dis t ancia geomé t r ica cuando la elipse se en
cuent ra definid a en forma par amétri ca.

3.2 Comparación de los m ét od os

En los expe rimentos que se llevarán a ca bo, se medi rán algunas carac t er íst icas
geomé t ricas en las elipses qu e se obtenga n de aplicar cada uno de los métodos ;
las ca rac teríst icas geométr icas qu e se van a medir son: las longit udes ele los
semiejes y la excent ricidad de la elipse.

• Invari an za. Se compararán las soluciones que se obt iene al aplicar una
t ransformación rígida a los puntos de prueba para cada uno de los
métodos. El obj etivo es obs ervar si las longitudes de los semiejes de la
elipse cambian.

• Especificidad . Se examinarán las soluciones que se ob ti enen con puntos
de prueba que no están sob re una elipse.

• Excentricidad . Se aj ustarán puntos de prueba que siguen la forma de
una elipse con alta excent r icida d par a obs ervar si se presentan diferen
cias en las longitudes de los ejes.

• Ruido. Se adicionará ruido gauss iano para observar la estabilidad del
método así como las variacion es que se presenten en las carac t eríst icas
geomét ricas de la elipse.

Las cant idades que se pr esentan en las tablas de resul tad os fueron t ru ncadas
hasta la cuarta cifra decimal.

3.2 .1 Invarianza

En la secc ión (1.5) se pr obó que las cant idades A + C , B 2 - 4AC y A2 +
B 2/2 + C 2 son invari an tes bajo rotaciones, pero que F y 1I a 11

2 no pr esentan
este propiedad . Fi tzgibb on [10] demuest ra la invari anza del discriminante
par a transformaciones afines y la invarianza de A 2 + B 2 /2 + C 2 par a trans
form aciones de similit ud .

En los expe rimentos de esta sección se ajustará una elipse a unos pu ntos
de prueba par a compara r las característ icas geométricas de la so luc ión que se
obtiene con las de la elipse qu e se aj usta él los puntos de prueba t ras ladados.
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3.2. Comparación de los m étodos

Considere el experimento de ajustar una elipse los puntos de la tabla (3.1)
para compararla con la elipse que se ajusta al t ras lada r el origen a la coor
denada (-6, 6). Est os puntos de prueba fueron tomados de un experimento
repor tado por Cande r [13] y se encuent ran en el archivo pts i nvl. txt .

A la elipse que se ajusta a los pun tos de prueba se le llamará de "referen
cia", mientras que a la que se obt iene de traslada r los puntos se le llamará
"trasladada" .

nO x y

1 1 7
2 2 6
3 5 8
4 7 7
5 9 5
6 6 7
7 3 2
8 8 4

Tabla 3.1: Colección de puntos de pru eba
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3.2. Comparación de los m étodos

Me= 1
14,-- - ,-- - -,------..a--.--- ----,---------,- ---,------.-----,

12 ' 2

10

x

8 ···· ·7· --- - --

.1

6 .. .. .

4

... . -2· · .

x

- 4 -2 O 2 4 6 8

Elipse Cent ro Semieje Semieje Excentricidad
mayor menor

Referencia (4.5384,4. 8348) 4 .02 17 2 .8634 0.7022
Trasladada (-1 .4615 ,10 .8348) 4.0217 2 .8634 0.7022

Figura 3.1: Resultados usando el método Gander
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3.2. Comparación de los m étodos

4AC-B2 =1
14,.---- ,.--- - -.---+.l-.-- - --,-------.- - ---,- - - ,----- ---,

12 · 2

10

x

8 · 7 · 3 "

· 1 · 6

6 · 2

· 5
x

4

I
J "TO- o • • • • • • . ! l '" l " · 7

-4 -2 o 2 4 6 8

Elipse Centro Semieje Semieje Excentr icidad
mayor menor

Referencia (4. 6360,4 . 7984) 3 .9099 2.9559 0.6546
Trasladada (-1.3639,10. 7984) 3 .9099 2 .95 59 0 .6546

Figura 3.2: Resul tados usand o el método Fitzgibbon
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3.2. Comparación de los métodos

12 ' 2

B ' 7

x

. · 3

6 . .~

4

2 .

-6 - 4 -2 o 2 4 6 B

Elipse Centro Semieje Semieje Excent ricidad
mayor menor

Referencia (4 . 1092,4 .8723) 4 .6306 2.6141 0. 8254
Trasladada (-1.8907,10. 8723) 4.6306 2.6141 0 .8254

Figura 3.3: Resultados usando el méto do Bookstein
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3.2. Comparación de los m étodos

lIal12 = 1

14 o )

12 02

8

6

07

01

-s

4

2

o

x

.. . . . . . . . , · 7· · " .

- 8 -6 -4 -2 o 2 4 6 8

Elipse Centro Semieje Semieje Excentri cidad
mayor menor

Referencia (5.4378,4 .2705) 5 .0971 2.8003 0.8356
Trasladada (-3 .1364,10.7075) 6 .6158 2.3878 0.9326

Figura 3.4: Resultados usand o el méto do Paton
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3.2 . Comparación de los métodos

F=1

6 :..

4

'6 '4

x :
.. . .. ..... 08 ·

' 5

2 : ,- _.- - ... . . ' 1" :

-10 -8 -6 -4 -2 o 2 4 6 8 10

Elipse Cent ro Semieje Semieje Excentricidad
mayor menor

Referencia (5.4593,4 .2604 ) 5 . 1425 2 .7886 0 .8402
Trasladada (-3 .1480,10.7061) 6 .6343 2 .3865 0 .9331

Figur a 3.5: Resultados usando el méto do Rosin
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3.2. Comparación de los métodos

Como se puede ver en las gráficas y tablas ante riores los métodos Gander,
Fit zgibbon y Booskiein encuent ran la misma elipse después de trasladar los
pun tos. Por ot ra par te, en los m ótodos Paton y Rosin la elipse para los
pun tos t ras ladados no presenta la misma longitud en los sem iejes .

En el siguiente ejemplo considere los puntos de prueba de la tabla (3.2),
los cuales se obt uvieron de forma experimental y se encuent ran en el archivo
ptsinv2. txt . La t ra nsformación que se aplica a los puntos de prueba de
este ejemplo consiste en tr asladar el origen al punto (7,7) Y rotar los ejes en
un ángulo de 7f / 4.

nO x y
1 -2 .073733 -3. 801170
2 2.903226 -1 .929825
3 -1. 474654 1. 461988
4 0 .046083 3 .39 1813
5 1. 658986 1. 578947
6 1 .520737 -3 .508772
7 2.764977 -3.157895
8 -1. 612903 -3. 508772

Tabla 3.2: Colección de puntos de prueba

En 1&') gráficas y tablas que apa recen a cont inuac ión de nueva cuenta se
observa que con los métodos Paton y Rosin se obtienen elipses con carac
terísticas geométricas distintas cuando los puntos son transformados . Por
ot ra parte, con el método Fitzgibbon las elipses no cambian, tal como se
espera ba. No se incluyen las gráficas corres pondientes a los métodos Gander
y Bookst ein pero como era de esperarse , las elipses no cambian.
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3.2. Comparación de los m étodos

IIal12 = 1

8

05
x

6

4
04 02'

07

2

O

.x

- 2

- 4

- 4 -2 O 2 4 6 8 10 12

Elipse Cent ro Semieje Semieje Excentricidad
mayor menor

Referencia (0 . 1668,-0 .9079) 3 .9124 2. 7884 0.7015
Trasladada (6 .54 74,6 .6 192) 3 .6680 3.2267 0 .4755

Figura 3.6: Resultados usando el método Paton
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3.2. Comparación de los m étodos

F= 1

' 4

8

6

4

x

2

' 4

' 7

o

-2

-4

-4 -2 o 2 4 6 8 10 12

Elipse Centro Semieje Semieje Excent ricidad
mayor menor

Referencia (0. 1562,-0 .8896) 3 .9021 2.8072 0.6946
Trasladada (6.5463,6.6291) 3.6942 3.2195 0. 4904

Figura 3.7: Resultados usando el método Rosin
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3.2. Comparación de los métodos

. .. . .... . .. . ... . .. .. ..

8

6

4

• 2

o

- 2

-4

- 4 -2 o 2 4 6 8 10 12

Elipse Centro Semieje Semieje Excentricidad
mayor menor

Referencia (0 . 2067,-1. 0029) 3.8609 2 .65 75 0.7254
Traslad ada (6 .4369,6.1445) 3.8609 2 .6575 0 .7254

Figur a 3.8: Resultados usand o el método Fitzg ibbon
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3.2. Comparación de los m étodos

En conclus ión, la norm alización del vector de pará metros a por una
ca nt idad invari an te ba jo t ra nsformaciones euclideanas, es una de las carac
terísticas más importan tes par a el ajuste de elipses por distancia algebraica
ya que aporta la ca pacidad de t raslada r o rotar los puntos sin que la solución
se vea afecta da por la posición de los mismos en el plano.

3.2 .2 Especifici dad

Como se menciona en la sección (2.5) algun os métodos algebraicos no garan
tizan que la solución corresponda a una elipse. Por ejemplo, con los méto dos
Paton, Rosin, Gander y B ookst ein se pueden obtener hipérb olas o par ábolas
según sea la form a que siguen los puntos que se quieren ajust ar.

Por otra parte, el método Fit zgibbon, el cual incorpora la especificidad de
elipse , deja mar ginadas a todas las demás cónicas debido a que normaliza
la cant ida d 4AC - B 2. Con el mét odo Geom étri co ta mbién se obt ienen
ún icamente elipses, sin embargo este métod o no es directo y en algun os casos
no converge.

En el siguiente experimento considere los puntos de prue ba descritos en
la tabla (3.3) los cuales siguen la forma de un a hipérb ola; estos puntos se
obtuvieron de forma experimental y se encuent ra n en el archivo ptsespl. txt .

nO x y
1 0 .299539 3 .508772
2 0. 852535 3 .654971
3 1. 612903 3 . 976608
4 2 .096774 3. 830409
5 2. 880184 3 .59649 1
6 3 .502304 3 .333333
7 3 .294931 2. 514620
8 3.087558 2 .017544
9 2 .857143 1 .345029
10 2.857143 0. 409357

nO x y
11 6. 889401 9.619883
12 6.889401 8 .187135
13 7 .119816 7 .865497
14 7 .534562 7.660819
15 7 .857143 7.660819
16 8 . 294931 7.4561 40
17 8 .732719 7 .251462
18 9 .009217 7 .2514 62
19 9.516129 7.280702
20 7 .235023 8 .9 47368

Tabla 3.3: Puntos de pru eba

Las gráficas de los ajustes por los seis métodos se muest ran en la siguiente
pág ina.
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3.2. Comparación de los métodos

lIall2 = 1 F= l AtC= 1

l .. L
+Noelipse +Noelipse + No elipse

~I 1 1!

+Noelipse

Disl. Geom. (Gauss-Newton)4AC- Ef = 1

l'

L
1

Figur a 3.9: Cónicas que se obtienen para los puntos de la tabla (3.3)
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3.2. Comparación de los m étodos

Los métodos Paton, Rosin, Gander y Bookstein encuent ran una hipér
bola que describe satisfactoriamente la forma que siguen los puntos. Estos
métodos resultan apropiados en este caso ya que pueden ajustar cualquier
t ipo de cónica. Por ot ra parte, los méto dos Fitzgibbon y Geométri co t ratan
de ajustar una elipse aunque el resultado no es satisfacto rio.

Un segundo experiment o se hará con puntos de prueba que siguen la forma
de una elipse alargada. Estos puntos se obtuvieron de forma experimental y
se encuentran en el archivo ptsesp2. t xt .

nO x y
1 1.382488 0 .789474
2 9 .147465 8. 888889
3 5.691244 4 .122807
4 7 .211982 6 .052632
5 3.225806 1. 959064
6 4.400922 3 .011696
7 6 .6 12903 5 .263158
8 8 .3 17972 7 .719298
9 7. 649770 6 .608187
10 2 .235023 1 .228070

Tabla 3.4: Puntos de prueba
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3.2. Comparación de los m étodos

4AC-S
2 =1

9

8 ..: . .

7

6

5

4

3 · .

........... ...... .. .. ~ ..

x

03 :

. . . . . . . . . . . . . : ~ .. . .

o 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Elipse Centro Semieje Semieje Excentricidad
mayor menor

(5.0847,5 .2459) 5 .8343 1.1245 0.9812

Figura 3.10: Resultados usando el méto do Fitzgibbon
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3.2. Comparación de los métodos

110112= 1 F= l
",--..- ---.-----.---.-- ,.-- .---,--..- ---.-- ,"',-,--..- ---.-- ---.- --.-- ,.-- .---,--'-71

2 ... 2 ·

o oo 10 O "

(a) Paton (b) Rosin

AtC=l A2+S212tC'= 1
10

'O

+ ., • •a

0
0 "

(e) Gander (d) Bookstein

Figura 3.11: Hipérbolas con los puntos de la tabla (3.4)
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3.2. Comparación de los métodos

Después de hacer el ajuste de los puntos por cada método se obtuvieron
los siguiente resultados: el método Fit zgibbon se ajusta razonablemente a los
puntos siguiendo la forma elípt ica de estos; por ot ra parte, los métodos Paton,
Rosin, Gander y Bookst ein encuent ran hipérbolas. En el caso del método
Geométrico después de 1000 iteraciones del método de Gauss-Newton no se
llegó a una solución razonable.

3.2.3 Excentricidad

En muchos objetos de la naturaleza se' encuentran formas similares a una
elipse y en ocasiones , según sea nuestro ángulo de visión, se pueden observar
elipses con alta excent ricidad . Por ejemplo , en la imagen que aparece abajo
se muestra un vaso cuyo borde corresponde a una elipse. Si se plantea el
problema de identificar la elipse que aparece en el borde del vaso se debe
tomar en cuenta que esta es considerablemente excéntrica.

\ I
U"-'. .

Figura 3.12: Elipse excéntrica en el borde de un vaso

En esta sección se va a experimentar con puntos de prueba que siguen la
forma de una elipse alargada. Considere los puntos que se muestran en la
tabla (3.5) los cuales fueron generados de forma experimental y se encuentran
en el archivo ptsexcenl . t xt .
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3.2. Comparación de los métodos

nO x y
1 1.797235 0 .614035
2 3.317972 2.134503
3 4.631336 3.421053
4 6 .313364 5 .000000
5 7 .557604 6 .257310
6 8.870968 7.573099
7 9 .400922 8.040936
8 5.299539 3.976608
9 5.230415 4 .795322
10 6 .589862 6 .111111

Tabla 3.5: Puntos de prueba

A continuación se presentan las gráficas de los ajustes por los métodos
Paton, Gander, Bookstein, Fit zgibbon y Geométrico para estos puntos. Se
omite el método Rosin ya que este encuentra una hipérbola.
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3.2. Comparación de los métodos

2015105o-5

2 • . .

4 • . . . -

8 :

6. .. , .

14

-2 :

16 .

Elipse Centro Semieje Semieje Excentricidad
mayor menor

(7 .4833,6 .5863) 14.2293 0 . 2976 0.9998

Figur a 3.13: Resultados usando el método Paton
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3.2. Comparación de los m étodos

A+C = 1

14

12

10

8

6

4

2

o

- 2

-4

- 5 o 5 10 15

Elipse Centro Semieje Semieje Excentri cidad
mayor menor

(5.3999,4.5379) 14 .3211 0 .295 7 0 .9998

Figura 3.14: Resultados usand o el méto do Gander
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3.2. Comparación de los métodos
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Elipse Centro Semieje Semieje Excentricidad
mayor menor

(5 .3983,4.5364) 14 .3449 0 .2957 0.9998

Figur a 3.15: Resultados usando el método Bookstein
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3.2. Comparación de los m étodos

4AC-B2
= 1

O 2 4 6 8 10 12

Elipse Centro Semieje Semieje Excent ricidad
mayor menor

(5 .6283,4. 7503) 8. 5385 0. 3053 0 .9994

Figura 3.16: Resul tados usando el método Fitzgibbon
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3.2. Comparación de los métodos

Geométrico (Gauss- Newton)
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o

-5

-10 -5 o 5 10 15

Elipse Centro Semieje Semieje Excentricidad
mayor menor

(4. 0581,3.2398) 16 .3806 0 . 2995 0.9998

Figura 3.17: Resultados usando el méto do Geométrico

Como se pudo observar, la excentricidad de las elipses ajustadas por cada
uno de los métodos no varía demas iado . Por ot ra parte, se encontró que la
longitud del semieje mayor para la elipse del méto do Fitzgibbon fue conside
rablemente menor a las longitudes encontradas para las demáselipses.
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3.2. Comparación de los m étodos

Cons idere los puntos de prueba de la tabla (3.6) los cuales se eligieron
experimentalmente de manera que se encuentren cerca de uno de los vértices,
con la finalidad de ana lizar el comportamiento de los métodos en secciones
de alta curvatura; estos se encuentran en el archivo pt sexcen2 . t xt .

nO x y
1 1. 405530 1.461988
2 1.382488 1.725146
3 1.428571 2.017544
4 1.451613 2.222222
5 1.566820 1. 374269
6 1.751152 1. 432749
7 1.935484 1. 578947
8 2.073733 1.666667
9 2.304147 1.842105
10 1. 589862 2.485380

Tabla 3.6: Puntos de prueba
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3.2. Comparación de los m étodos
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Elipse Cent ro Semieje Semieje Excentricidad
mayor menor

(2. 4559,2 .9362) 1.8014 0 .5503 0 .9939

Figura 3.18: Resultados usand o el método Paton
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3.2. Comparación de los métodos

F =1

3.4

3.2

3

2.8

2.6

2.4

2.2 .

2

1.8

1.6 .

1.5 2

· 9

2.5 3

Elipse Centro Semieje Semieje Excentricidad
mayor menor

(2.1194,2.4405) 1.1817 0.4836 0.9124

Figur a 3.19: Resultados usando el método Rosin
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3.2. Comparación de los métodos
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Elipse Cent ro Semieje Semieje Excentricidad
mayor menor

(3 .2024 ,3.9929) 3 .1124 0.6803 0 . 9758

Figura 3.20: Resultados usando el método Gander
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3.2. Comparación de los métodos
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Elipse Centro Semieje Semieje Excentricidad
mayor menor

(4.0790,5 .2575) 4.6582 0.8104 0 .9847

Figura 3.21: Resultados usand o el método Bookstein
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3.2. Comparación de los métodos

4AC-S2 =1
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Elipse Centro Semieje Semieje Excent ricidad
mayor menor

(2 .2083,2 .5571) 1.3387 0.4992 0. 9279

Figura 3.22: Resultados usand o el método Fitzgibbon
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3.2 . Comparación de los m étodos

Geométrico (Gauss-Newton)
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Elipse Cent ro Semieje Semieje Excentricidad
mayor menor

(7 . 1552,10. 0965) 10.3968 1.1734 0. 9936

Figur a 3.23: Resultados usando el método Geométrico

En este experimento se observa que con el método Geométrico se encuen
tra una elipse más alargada que las que se obt uvieron por los otros métodos
y que los puntos se encuentran más cercanos a ésta; este comportamiento se
debe a que este método minimiza la distancia geométrica. Es decir , se puede
observar que minimizar la distancia algebraica de los puntos a la elipse en
las secciones de alta curvatura puede no ser satisfactorio.
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3.2. Comparación de los métodos

3.2.4 Ruido

Por último se analizará el comportamiento de los métodos respecto a la
presencia de ruido o perturbación de los datos. Para este experimento se
tomaron 32 puntos sobre la elipse de referencia

29x 2
- 42xy + 29y2 - 800 = O

y fueron perturbados agregando ruido gaussiano en cada una de sus coor
denadas. Los puntos que pertenecen a la elipse se encuent ran en el archivo
ptsruido l a . txt mientras que los puntos perturbados están en el archivo
ptsruido lb. txt . A continuación se comparan la elipse de "referencia" (línea
continua) con la "obtenida" al perturbar los puntos (línea discontinua) para
cada uno de los métodos.

nO x y
1 -6 .893903 -7.224117
2 -6 .113516 -7.559075
3 -5.089403 -7.592676
4 -3.862391 -7.323582
5 -2.481398 -6.762519
6 -1.001479 -5.931856
7 0.518366 -4.864709
8 2.017544 -3.603621
9 3.436290 -2.198868
10 4.718042 -0.706453
11 5.811700 0.814126
12 6.673664 2.302248
13 7.269571 3.698587
14 7.575662 4.947475
15 7.579736 5.999123
16 7.281629 6.811604

nO x y

17 7.071068 7.071068
18 6.368196 7.492039
19 5.411443 7.614326
20 4.238954 7.433054
21 2.897471 6.955450
22 1.440475 6.200554
23 -0.073948 5.198461
24 -1.585424 3.989122
25 -3 .033693 2.620749
26 -4.361018 1.147896
27 -5.514484 -0.370721
28 -6.448104 -1.874558
29 -7.124659 -3.303663
30 -7 .517177 -4.601060
31 -7.610008 -5.715028
32 -7 .399452 -6.601156

Tabla 3.7: Puntos en ptsruido1a.m
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3.2. Comparación de los métodos
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Figura 3.24: Resultados usando el método Paton
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3.2. Comparación de los métodos
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mayor menor
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Figur a 3.25: Resultados usando el méto do Rosin
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3.2. Comparación de los métodos
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mayor menor
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Figur a 3.26: Resul tados usando el método Gander
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3.2. Comparación de los métodos
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Elipse Centro Semieje Semieje Excentricidad
mayor menor

Referencia (0,0) 10 4 0.9165
Obtenida (O .1934,0. 0404) 10.2401 3.8878 0.9251

Figura 3.27: Resultados usando el método Bookstein
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3.2. Comparación de los m étodos
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mayor menor
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Figura 3.28: Resultados usando el método Fitzgibbon
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3.2. Comparación de los métodos

Geométrico (Gauss-Newton)
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mayor menor

Referencia (0,0) 10 4 0.9165
Obtenida (0 .0647 ,0 .0206) 10.2606 3.8276 0.9278

Figura 3.29: Resultados usando el método Geométrico
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3.2. Comparación de los métodos

En este ejemplo se observa que los elementos que describen las carac
ter ísticas geométricas de la elipse no present ar on grandes desviaciones cuando
se ugregó ruido a los puntos. En éste y otros experimentos similares, se
observó que la presencia de ruid o no afecta demasiado las características
geomét ricas de la elipse siempre y cuando los puntos se encuentren distribui
dos a lo largo de toda ésta. Cuando los puntos solamente abarcan una región,
las diferencias pueden ser más drásticas . Veam os un ejemplo.

Considere los puntos de prueba que se muestran en la tabla (3.8). Estos
pun tos están distribuidos en la sección de alta curvatura de la elipse

74x2
- 140xy + 74y2 - 576 = O

cuya excentricidad es e = 0.986. Con la finalidad de observar como afecta
el ruido cuando los puntos se encuentran en una región de alta curvatura los
puntos de prueba fueron perturbados agregando ruido gaussiano a cada una
de sus coordenadas. Los puntos de prueba y los perturbados se encuentran en
los archivos ptsruido2a. txt y ptsruido2b. txt resp ectivamente. Abajo se
muestran los puntos originales y en las siguientes páginas se ven las gráficas
de los ajustes para cada uno de los métodos; las elipses graficadas con línea
cont inua se identificarán con el nombre de "referencia" y las elipse graficadas
con línea discontinua se identificar án con el nombre de "obtenida" .

nO x y
1 8.485281 8.485281
2 8.035180 8.597102
3 7.264741 8.366182
4 6.204680 7.801730
5 4.897258 6.926247
6 3.394597 5.774637
7 1.756605 4.39281
8 5.224889 2.726102
9 6.478402 4.292694
10 7.473641 5.688149
11 8.170929 6.856836
12 8.542468 7.752162
13 8.573446 8.338434

Tabla 3.8: Puntos de prueba
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3.2. Comparación de los métodos
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Figura 3.30: Resul tados usand o el método Paton

76



3.2. Comparación de los m étodos
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Figura 3.31: Resultados usando el método Rosin
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3.2. Comparación de los m étodos
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Figura 3.32: Resu ltados usando el método Gander
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3.2. Comparación de los m étodos
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Figura 3.33: Resultados usando el método Bookstein

ESTA TESIS NO SA! ".
OE LA BIBLIOTECA.
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3.2. Comparación de los métodos

4AC-B2
= 1
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Elipse Centro Semieje Semieje Excentricidad
mayor menor

Referencia (0,0) 12 2 0.9860
Obtenida (5 .6963,5.4673) 3 .7825 2 .0482 0.8407

Figura 3.34: Resultados usando el método Fit zgibbon
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3.2. Comparación de los métodos

Geométrico (Gauss- Newton)
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Elipse Centro Semieje Semieje Excentricidad
mayor menor

Referencia (0,0) 12 2 0.9860
Obtenida (1. 8934,1. 2954) 9 .9914 2.0700 0.9783

Figura 3.35: Resultados usand o el método Geom étrico

Par a los métodos Paton y Rosin se observa que las elipses cambiaron por
completo , mientr as que con Gander, Bookstein y Fit zgibbon se obtuvieron
elipses menos alargadas. Para el método Geom étrico la elipse obtenida es
aceptable. Nuevament e se observó que los métodos basados en la distancia
algebraica no resultan apropiados para el ajuste de elipses cuando los puntos
pertenecen a las secciones de alta curvatura . En estos casos se obtienen
mejores resultados aplicando un método basado en la distancia geométrica.
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Conclusiones

En esta tesis se estudió el probl ema del ajuste de elipses . Se comenzó
mostrando las diferentes formas en que se puede repr esentar esta curva. De
las representaciones, la ecuac ión general de segundo grado fue el modelo que
se adoptó para llevar a cabo el ajuste por distancia algebraica y se pudo sacar
ventaja de la forma en que se t ienen los par ámetr os a estimar. Por otra parte,
para el ajuste por distancia geométrica la rep resentación que usamos fue la
par amétrica ya que de esa manera es más sencillo minimizar esta distan cia
usando mínimos cuadrados no lineales.

El estudiar las cant idades que resultan invariantes bajo transformaciones
euclideanas y las que no, sirvió para entender el comportamiento de la
soiución que se obtiene en el ajuste por distancia algebraica . De esta manera,
es más sencillo ver porque normalizar con una cantidad que es invariante con
tribuye a que el ajuste también sea invariante. Por ejemplo, en el caso de
la restricción que propone Fitzgibbon [9J el ajuste no sólo resulta invariante
bajo transformaciones euclideanas, si no que también es específico de elipses
y esto es una consecuencia dir ecta del hecho de que se está forzando a que el
discriminante resulte positivo.

En los experimentos del tercer capítulo se pudo comprobar como los
métodos que no son invariantes encuentran elipses distintas cuan do los pun
tos son transformados. Tamb ién se pudo ver como el método propuesto por
Fitzgibbon siempre encuent ra una elipse a pesar de que los puntos no sigan
una forma elíptica.

Otro comportamiento que se pudo observar con estos exper imentos fue el
sesgo por alta curvartura que presentan los métodos de ajuste por distan cia
algebra ica. Se vio que con la distancia algebr aica los puntos contrib uyen de
manera diferente a la est imación de los parámetros según sea su posición
en la cónica. Por esta razón, la distancia algebraica deja de ser una buena
aproximac ión de la distancia geométrica en las secciones de alta curvatura.

Con ayuda del sistema que se desarrolló en M ATLAB como parte de este

83



3.2. Comparación de los métodos

trabajo, el lector puede llevar a cabo sus propios experimentos o bien repetir
los que se han incluido para confirmar los resu ltados que se obt uvieron en
este trabajo.

En la actualidad el problema del ajuste de elipses cont inúa siendo tema
ele investigación en diversas áreas y constante mente se publican artículos en
revistas especializadas sobre éste . Aunque ya existen una gran cantid ad de
aplicaciones, surgen otras nuevas en áreas como la ortopedia o la medicina.

Este trabajo puede servir de introducción y referencia a aquellas personas
que estén interesadas en el ajuste de elipses par a aplicaciones como la grafi
cación por computadora o el reconocimiento de patrones, o bien, para el
ajuste de datos en ot ras áreas.

Cua lquier comentario o duda acerca de este trabajo será muy bien recibi
do. Mi dirección de correo elect rónico es: asd2ben@ciencias .unam. mx.
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Apéndice A

Mínimos cuadrados

A.l Introducción

El método de mínimos cuadrados resuelve el problema de ajustar sobre un
conjunto de puntos (x ¡> y¡), (X2> Y2), . . . , (Xn,Yn) en el plano, una forma fun
cional específica y = f (x). La historia de los mínimos cuadrados se remonta
a prin cipios del siglo XIX cuando el gran matemático alemán Carl Friederich
Gauss (1777-1855) buscaba determinar la órbita del recién descubierto aste
roide Ceres ¡ (por equivocación, en un principio fue llamado planeta) a partir
de las observaciones obte nidas por el astrónomo italiano Piazzi de Palermo
en un período de 41 días.

Gauss resolvió teórica y numéricamente el problema de la determinación
de las órbitas y desarrolló los fundamentos generales para la uti lización de
datos provenient es de muchas observaciones. Por medio de las ecuaciones
obtenidas por él se pudo calcular con precisión la órbita de Ceres. Desde
entonces la metodología utilizada por Gauss se conoce con el nombre de
método de mínimos cuadrados.

La aplicación más clásica de este método es el ajuste polinomial (o re
gresión polinomial) , que consiste en suponer que los datos guardan una
relación del t ipo

Yi = P(Xi) p(X) E lP'n

1El asteroid e Ceres fue descubierto por el astrónomo Pi azzi de Palerm o (1746- 1826)
en 1801 y bautizado por Johann Bode (1747- 1826), direc tor del observatorio de Berlín,
qui en lo identi ficó or igina lmente como un planeta . La confu sión pudo deberse a que la
regla de Titu s-Bod e pre decía la existencia de una planeta a cas i la misma distancia a la
que se encuent ra Ceres del Sol.
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A .2. Ajuste lineal por mínimos cuadrados

y el objet ivo es encont rar los coeficientes de p(x) que determinen la mejor
aproximación. Aquí veremos que existen al menos dos maneras posibles de
calcular esos parámetros, una apoyándonos del cálculo y la otra del álgebr a
lineal, además abo rda remos el problema de los mínimos cuadrados lineales en
general y mencionaremos algunas de las técnicas más utilizadas para resolver
este problema. Comenzamos exponiendo las ideas básicas del ajuste lineal
de datos.

A.2 Ajuste lineal por mínimos cuadrados

Supongamos que se tiene el siguiente conjunto de puntos

xllx~j~

~
los cuales vistos sobre el plano aparecen así:

..'. ..
• • ,1

(A.l)

..
... . .

Figura A.l: Nube de puntos

Se busca ajustar una recta a estos puntos. Pensando de manera un po co
ingenua , podríamos decir que existen muchas rectas dando el aspecto de
ajustar bien a los datos pero ¿cuál de todas ellas es la mejor? No sería fácil
decidirlo a simple vista. Es aquí dond e surge la necesidad de contar con
algún crit erio que nos permita escoger a la mejor recta, la recta "ideal".

Si pudiéramos hallar a y b tales que

Yi - (axi + b) = O
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A.2. Ajuste lineal por mínimos cuadrados

para toda i no dudaríamos en que se ha encontrado la mejor recta. Por
supuesto esto solo es posible si los puntos (Xi,Y¡) están alineados. Al valor
absoluto de (A.2) le llamaremos residual (ri).

59
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Figura A.2: Residua les

El problema de los mínimos cuadrados consiste en minimizar la suma de
los cuadrados de los residuales. En el caso del ajuste lineal deseamos hallar
el mínimo de la función

n n

f (a, b) = ¿ r; = ¿ (Yi - aXi - bf
;=1 i=1

(A.3)

donde r i representa el i-ésimo residual. Ocupando la herramienta que el
cálculo diferencial nos proporciona podemos hallar los parámetros a y b que
minimizan f . Para ello derivamos (A.3) respecto de a y b, igualamos a cero
y resolvemos el sistema de ecuaciones que resulta tal como se muestr a a
cont inuación.

U n n

ua ¿ (Yi - aXi - b)2 = -2 ¿ (Yi - aXi - b)Xi = O
i=1 i=1

n n n

(AA)
i= 1 i=1 i= l

U n n

ub ¿ (Yi - aXi - b)2 = - 2 ¿ (Yi - aXi - b) = O
i= 1 i= 1
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A. 2. Ajuste lineal por mínimos cuadrados

n n

¿ Yi - a ¿ z, - nb = O
i= 1 i= 1

de (A.5) encont ramos que
b = y - ax

con lo que substit uyendo (A.6) en (AA) hallamos que

n

¿ XiYi - nxy
i=1

n

(A.5)

(A.6)

(A.7)

Así quedan determinados los parámetros a y b a part ir del conjunto de
puntos sa tisfaciendo la condición de que la suma de los cuadrados de los
residuales es mínima. Pod emos afirmar lo anterior puesto que x = (a,b) es
un punto crít ico de la función f que cumple con ".

pE }R2
- Ó. »

(A.8)

es decir, la forma cuadrática en (A.8) es positiva definida por lo que satisface
la condición de mínimo para extremos locales". Verifiquémos este hecho

2La not ación \!2/(x ) repr esenta la matriz simétrica de las segundas derivadas parciales
de I en x a la cual se le da el nombre de Hessiano de I en x o matriz Hessiana de I en x .
Sea I : A e ~n -+ ~ definimos el Hessiano de la función I en x como

2 {PI
\! I (X)ij = -a aXi Xj

Sea X E A un punto crít ico de I ento nces :

Si la forma cuadrática x\!2 / (x )x' es pos it iva definida, I tiene un mínimo
local en x.

Si la forma cua drática x\!2 /(x)x' es negativa definida, I tiene un máximo
loca l en x.
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A .2. Ajuste lineal por mínimos cuadrados

realizando los cálculos correspondientes.

( PIt x¡ + P2 t Xi , PIt Xi + np2 ) ( PI )
i=O i=O i= O P2

n n

pi L X¡ + 2PIP2 L X; + np~
;=0 ;=0

n

L(PI X; + P2)2 > O
;= 0

la forma cuadrát ica en (A.8) es positiva definida .

De esta manera qued a comprobado que x = (a,b) es el mínimo de la
función f.

Ejemplo A.l Ajuste lineal por mínimos cuadrados

Ahor a aplicaremos los resultados obtenidos hasta el momento para llevar a
cabo un ajuste lineal por mínimos cuadrados. Obtendremos los parámetros
a y b de la recta a ajustar a partir de las fórmulas (A.6) y (A.7) que aparecen
en las páginas anteriores. Supongamos que se cuenta con los siguientes datos:

5.8
6.2

Realizand o los cálculos encont ramos que:

a = 0.6049 b = 2.8573

por lo que la recta de mínimos cuadrados es:

y = 2.8573 + 0.6049x
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A .3. Las ecuaciones normales
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Figur a A.3: Ajuste Lineal

Como se puede ver en este ejemplo una vez desarro llada la teoría resul ta
muy sencillo pone r en práctica el ajuste lineal. A cont inuación veremos otra
manera de minimizar los residuales, análoga a la que acabamos de ver, pero
desde el enfoque del álgebra lineal.

A.3 Las ecuaciones normales

Supo ngamos nuevamente que se cuenta con un conjunto de puntos

X¡ I X2 L··.l-- (A.9)
~

y buscamos ajustar un polinomio de grado n - 1 por mínimos cuadrados a
tal conjunto. Para cada una de las parejas (Xi ,Vi) planteamos la ecuación
Yi = an-¡x7- 1 + an_2x7-2 + ... + a¡Xi + ao· De las m parejas de puntos
obtenemos un sistema de m ecuaciones y n incógnitas tal como el que aparece
a continuación:

{

an_I X~-¡ + an_2X~-2 + ... + a¡x¡ + ao YI }
n-I n- 2 + +an- lx2 + an-2X2 . . . alX2 + ao Y2

(A.lO)

n-I + n-2 + + +an-¡xm an-2 Xm . . . alxm ao Ym

dond e an- I, .. . , ao son las incógnitas . Si el núm ero de ecuaciones es mayor
al de incógnitas se dice que el sist ema está sobredeterminado. En general un
sistema sobredete rminado no tiene solución.
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A. 3. Las ecuaciones normales

Llamemos A a la mat riz de coeficientes y b al vector columna de res
puestas". El sistema en (A.la) es equivalente a la ecuacion matricial

Ax=b

[

x n -l .); Tl - 2 X l ]1 . 1 . . . 1
n - l Tl-2 l

X 2 X 2 . . . X 2

X;::,- I X;::'-2 X m l a l

ao

(A.ll)

mient ras que al vector columna de residuales lo llamaremos r , en la not ación
matri cial tenemos

r = b - Ax (A.12)

dado que, en genera l, el sist ema (A.ll) no tien e solución, debemos plantear
el problema de manera diferente, esto es, buscamos

min 11 b - Ax II ~
x

de (A.13) conviene expresar

(A.13)

11b - Ax II ~ (b - Axj ' {b - Ax)

con cálculo diferencial podemos hallar el mínimo resolviendo

- 2N b + 2A tA x = O

AtAx=Atb (A.14)

al sistema de ecuac iones en (A.14) se le conoce con el nombre de ecuaciones
norm ales.

La matri z B = AtA es simét rica y posit iva definida. El método más
común de resolver un sistema de ecuaciones de este t ipo es usar la facto
rización Cholesky para B = RtR donde R es triangular superior. De est a
manera (A.14) se conviert e en:

3En la ecuacion aXi + b = Yi a Yi se le conoce como respuest a.

91



A. 3. Las ecuaciones normales

se resuelve

y por último
Rx = w para x

Ejemplo A.2 Ajustando un polinomio de quin to grado por mínimos cuadra
dos usando la factorización de Cholesky

Con ayuda de MATLAB hicimos un a pequeña implementación . El código es
el siguiente:

x= [- 4. 4009 , ,3 .9862J
y=[-4 .2690, ,0.9942J
A=[x.~5 x.~4 x.~3 x. ~ 2 x ones(length(x),l)J
B=A' *A
R=chol(B)
w=inv(R')*(A'*y)
parametros=inv(R) *w;

la variab le parametros contiene los coeficientes del polinomio de quinto
grado. En la tabla se muestran los puntos que se usaron para est e ejem
plo.

x y x y
-4 .4009 -4.2690 -3.8018 0.2339

-1.4055 1.6374 -0.6221 -2.8070
0.8986 3.5673 1.4747 O
2.7189 -4.9123 3.9862 0.9942

92



A.3. Las ecuaciones normales

En la gráfica se ven el polinomio y los puntos

Figur a A.4: Polinomio de quinto grado

Las ecuaciones normales siempre tienen solucion y resuelven exactamente
el problema de los mínimos cuadrados. Sin emba rgo, la principal desvent aja
al utilizarlas es que condición de la matriz AtA es a menudo gran de, siendo
del orden del cuadrado de la condición de A. Por este motivo las ecuaciones
norm ales no se recomiendan como una buena aproximación al problema de
mínimos cuad rados. Los métodos más confiables están basados en factor i
zación de matrices usand o matri ces ortogo na les. Estos son más caros, pero
producen soluciones más exactas.
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Á.4 La factorizacián QR

A.4 . La factori zación QR

La factorización QR permite obtener una solución al problema de mínimos
cuadrados que será en la mayoría de los casos más exacta que la propor
cionada por las ecuaciones normales. Al calcular la factor ización QR re
ducida de A obtenemos A = QR, donde Q es una matriz ortoqonal" y R es
un matriz tringular superior. Entonces (A.ll) se conviert e en

QRx=b

multipli cando en ambos lados por Qt obtenemos

se resuelve el sistema triang ular sup erior

Rx = y donde y = Qtb

La ventaja de usar la descomposición QR es que preserva la norma de la
solución por el hecho de que Q es ortogonal, es decir:

min 11b - Ax I I~ = min 11 b - QRx I I~
x x

= min 11 QQtb - QRx II ~
x

= min 11 Q(Qtb - Rx) I I~
x

= min 11Q II ~II Qtb - Rx II ~
x

= min 11Qtb - Rx I I ~
x

Ejemplo A.3 Ajustando un polinomio de sexto gm do por mínimos cuadra
dos mediante factorización QR

El ejemplo que se muestra a cont inuación lo imp lementamos en un pequeño
script de MATLAB; el código es el siguiente :

x=[O.6936; ;1 .6871]
y=[ -4.4483 ; ; 1. 1672]
A=[x.-6 x. -S x .-4 x . -3 x . -2 x ones( l engt h (x), 1) ]
[q,r]=qr(A,O)
parametros=inv(r) *(q ' *y)

4Una matriz Q de n x n se dice ortogonal si Q tQ = 1, i.e. 11 Q II ~= 1
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A.4. La jactorización QR

la var iab le parametros conti ene los coeficient es del polinimio de sexto grado.
Como se puede observar resulta relat ivamente sencillo implementar el ajuste
polinomial; no es difícil ver de que manera hay que modificar la matriz il.

para ajustar polinomios de otros ordenes.

Los puntos para este ejemplo son:

x y x y
0 .6936 -4. 4483 -15.7089 -5.3149

-18.0208 -1. 5542 12.8609 -4.3188
-9.4079 0. 9624 2.9191 5 .5885
9 .3372 0.2037 13.1647 8 .8715
3.3268 -2 .5286 5.1208 12.6913
0.5089 -10.2788 1.6871 1.1672

El polinomio se ve de la siguiente forma

Figura A.5: Polinomio de sexto grado
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Apéndice B

Mínimos cuadrados no lineales

B.l Introducción

Un problema muy común es el de ajustar una función matemática a algunos
datos experimentales variando los parámetros de la función. Sobre bases
teóricas o empíricas se selecciona un modelo F (x , z) donde z es el vector
de las variables independient es y x el vector de los n parámetr os que serán
ajustados hast a lograr que los datos sean explicados correctamente. Estas
son las variables del problema.

Supongamos que se hacen m repeticiones de un experimento y que para
cada z, se obtiene una correspondiente Yi. La mejor F (x , z) que ajuste a los
datos será aquella en la que la diferencia entre los datos observados y los
datos predecidos sea mínima.

r¡(x) = F (x , z¡) - Yi i = 1, .. . ,m

Como lo hicimos en el apéndice A, al valor absoluto de esta diferencia le
llamaremos residual.

El problema de los mínimos cuadrados no lineales consiste en encont rar
el mínimo globa l de la suma de los cuadrados de m funciones no lineales ; es
decir,

m

min R (x ) = " r; (x ) =11r(x) 11 ~
x ElRn Z::

i=1

donde r( x) : lRn
-t lRm = [r1(x), .. . , Tm(X)]t es el vector de residuales y cada

Ti( X) , i = 1, . .. , m, es una función no lineal de lRn en iR.
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B.2. Solu ción numérica del problema

Esto nos conduce al sistema de ecuaciones no lineales

(B.1)

F (x , zm) Ym

en el que genera lmente m es mayor que n. Este sistema sobredet erminado
no tiene una solución exacta pero es posible ha llar una solución aproximada
resolviendo el problema de los mínimos cuadrados no lineales.

B.2 Solución numérica del problema

El punto de par tida para los algoritmos especializados en mínimos cuadrados
no lineales es el método de Newton.

(B.2)

(B.3)

El pr incipal problema de aplicar el método de Newton es el cálculo del
término Sk que involucra la evaluación de mn(n + 1)/ 2 segundas derivadas.
De aquí se desprenden dos clases de algoritmos: aquellos que ignoran el
término Sk que son llamados algoritmos de residu al pequeño y aquellos que
lo aproximan de alguna manera los cuales son llamados algoritm os de residual
grande. Los métodos de Gauss-Newton y Levenberg-Marquardt correspon
den a aquellos que ignoran el término Sk, comenzaremos explicando estos
métodos.

B.2.1 El método de Gauss-Newton

Ignor ando el término Sk en la ecuación (B.2) esta se convierte en

(B.4)

que junto con
(B.5)

definen el método de Causs-Newton. Debido al mal condicionamiento de las
ecuaciones normales en (BA) se recurre a la facto rización QR para resolver
dicho sistema.
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B .2. Solución numérica del problema

B.2.2 El método de Levenberg-Marquardt

El algoritmo de Levenberg-Marquard t es un algoritmo iterativo de opti
mización en el que el método de iteración presenta una ligera modificación
sobre el método tradiciona l de Newto n.

Este método evita las dificultades que el método de Gauss-Newton ex
perimenta cuando a lo largo del proceso iterativo, en algún punto, la matriz
Jacobiana no t iene rango completo además de ser un algoritmo efectivo para
problemas de residual pequeño . La ecuac ión (B.2) se mod ifica para conver
t irse en

(JPk + /LkI)Pk = -J~ fk

dond e /Lk 2: Oes un escalar e 1 es la matriz unitaria de orden n
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Apéndice e

Sistema interactivo de ajuste
de elipses

C.I Introducción

El Sist ema Interactivo de Ajuste de Elipses (SIAE) permite llevar a cabo
el ajuste de elipses a un conjunto de puntos usando los métodos descritos
en este trabajo. Está compuesto por un conjunto de m-files los cuales se
ejecutan desde el archivo pri nc ipal .m. Para comenzar a trabajar con el
SIAE los archivos se deben alojar en una carpeta; por ejemplo, en la carpeta
C: \MATLABRl1 \ work\ siae . Después, desde el shell de MATLAB tecl eamos
las siguientes instrucciones:

» cd C:\MATLABRl l \ work\s iae
» principal

entonces, aparecerá un a pantalla de presentación y enseguida se mostrará el
menú principal, ver figura (C.l) .
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C.2. Descripción del sistema

Elije alguna de las siguientes opciones:

1) Generar los puntos para trabajar

2) TransforRar los puntos

3) Uer los puntos generados

4) Guardar los puntos actuales

5) Guardar la gráfica actual

6) Ajustar una elipse a los puntos actuales

7) Ajustar una elipse de forRa interactiua

8) Actiuar/Desactiuar etiquetas [ O]

9) LiRpiar la pantalla

10) Salir

Elijo la opción .•.

Figura C.l: Menú principal

C.2 Descripción del sistema

A continuación, se describen cada una de las opciones que aparecen en el
menú principal.

1) Generar los puntos para trabajar. Despliega un submenú en el
cual se especifican las distintas formas en las que se pueden generar los
puntos. Este submenú será descrito en su totalidad más adelante.

2) Trasformar los puntos. Despliega un submenú con las distintas for
mas en que se pueden transformar los puntos. Será descrito más ade
lante.

3) Ver los puntos actuales. Al elegir esta opción se gra ficará n los pun
tos actuales. Los puntos deben ser generados primero.

4) Guardar los puntos actuales. Guarda los puntos actuales en un
archivo con la extensión . txt dentro de la carpeta puntos . El formato
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C.2. Descripción del sistema

de escrit ura es el siguiente: en primer lugar se indi ca el número de
puntos y posteriormente en dos columnas , una pa ra las abcisas y otra
para las ordenadas, se escriben las parejas de puntos. Ejemplo :

n

5) Guardar la gráfica actual. Gua rda la figura act ual en una imagen
con formato. ps , . eps o . png .

6) Ajustar una elipse a los puntos actuales . Despliega un subme
nú donde se muestran los mét odos disponibles para ajustar una elipse.

7) Ajustar una elipse en forma interactiva. Esta opción despli ega
un a ventana en la cual se pueden ir agregando puntos y se obtiene una
elipse por cada nuevo punto agregado a partir de cinco. Más ade lante
se verá un ejemplo de como usar esta opción.

8) Activar/Desactivar etiquetas. Al elegir esta op cion los puntos
serán etiquetados con un nú mero lo que permiti rá distinguir ent re ellos.

9) Limpiar la pantalla. Borra todas las gráficas que esté n sobre la
figura actua l.

10) Salir. Termina el programa.
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C.2. Descripción del sistema

Generar los puntos para trabajar

Al elegir la opción Generar los puntos para trabajar aparecerá el si
guiente submenú:

Elije alguna de las siguientes opciones:

1) Leer los puntos de un archiuo existente

2) Generar los puntos con ayuda del mouse

3) Generar puntos sobre una elipse

4) Generar puntos sobre una elipse con aleatoriedad

5) Uoluer al menú anterior

Elijo la opción •..

En él se muest ran las opciones con que se cuenta para generar los puntos.

1) Leer los puntos de un archivo existente. Despliega una lista de
archivos y carga al sistema los puntos contenidos en el archivo que se
le indique en línea.

2) Gonerar los puntos con ayuda del mouse. Esta opción permite
obtener los pun tos con ayuda del mouse y de forma libre sobre la ven
tana que aparece; para finalizar éste proceso se presiona el botón dere
cho del mouse.

3) Generar los puntos sobre una elipse. Se genera una elipse
usando la repr esentación paramétrica. El usuario debe indicar las coor
denadas del centro, la longitu des de los semiejes así como la inclinación
de los mismos dada en rad ianes.

4) Generar los puntos s obr e una elipse con aleatoriedad.
Presenta las mismas caracte rísticas que la opción anterior, pero adi
ciona ruido gaussiano en cada una de las coordenadas suavizándolo
por un factor ent re Oy 1.
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C.2. Descripción del siste ma

Transfor m ar los puntos

Contando con los pun tos de trabajo en memoria, estos se pueden transformar
mediante una tras lación, una rotación o perturbándolos con ru ido gaussiano
según se indique en el siguiente submenú.

Elije alguna de las siguientes opciones:

1) Tr as l adar los puntos

2) Rotar los puntos

3) Agregar ruido gaussiano a los puntos

4) Volver al ~enú anterior

Elijo la opción ...

1) Trasladar l os punt os . Traslada los puntos según la cant idad de des
plazamient o que se indiqu e para cada coordenada .

2) Rotar los puntos . Rota los puntos según el ángu lo en radianes que
indique el usuario.

3) Agregar rui do gauss iano a l os puntos . Agrega ruido gaussiano a
cada una de las coordenadas de los puntos de trabajo suavizándolo con
un factor entre Oy l .
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C.2. Descripción del sistema

Ajustar una elipse a los puntos actuales

Se puede ajustar una elipse a los puntos actua les aplicando cua lquiera de los
méto dos que se est udian en este trabajo. En el siguiente submenú se elige el
méto do deseado para llevar a cabo el aj uste .

Elije alguna de las siguientes opciones:

1) Distancia algebraica con restricción 11 a 11 A2=1 (Paton)

2) Distancia algebraica con restricción F=1 (Rosin)

3) Distancia algebraica con restricción A+C=1 (Gandel")

4) Distancia algebraica con restricción AA2+B~212+CA2=1 (Bookstein)

5) Distancia algebraica con restricción 4AC-BA2=1 (Fitzgibbon)

6) Distancia geolllétrica en forllla paralllétrica (Geolllétrico)

7) Uoluer al Illenú anterior

Elijo la opción •••
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C.3. Ejemplos

C.3 Ejemplos

C .3.1 Comparando los métodos Paton y Fitzgibbon

A continuación se muestra un ejemplo de como trabajar con el sistema. En el
men ú prin cipal se elige la opción Activar /Desactivar etiquetas y poste
riormente la opción Gener ar los puntos par a trabajar . En el siguiente

Elije alguna de las siguientes opciones :

1) Generar los puntos para trabajar

2) Transformar los puntos

3) Uer los puntos generados

4) Guardar los puntos actuales

5) Guardar la gráfica actual

6) Ajustar una elipse a los puntos actuales

7) Ajustar una elipse de for~a interactiua

8) Actiuar/Desactiuar etiquetas [1]

9) lilllpiar la pantalla

10) Salir

Elijo la opción . .. 1

menú se elige la opción Generar los puntos con ayuda del mouse y se
toman diez pu ntos sobre la pant alla que aparece.

Elije alguna de las s iguientes opciones:

1) Leer los puntos de un archiuo existente

2) Generar los puntos con ayuda del Rouse

3) Generar puntos sobre una elipse

4) Generar puntos sobre una elipse con aleatoriedad

5) Uoluer al J1Ienú anterior

El i j o la opción . . . 2
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C.3. Ejemplos

a
-2

6 - 3

4

2

o .,
-5

-2 - 1 - 7

Los números que aparecen junto con los puntos son las etiquetas. A
continuación, en el menú principal se elige la opción Ajustar una elipse
a los puntos actuales y en el siguiente submenú se elige la opción co
rrespondiente al método Paton y posteriormente la opción correspodiente al
método Fitzgibbon; de esta forma ambos se graficarán en la misma pantalla.
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C.3. Ejemplos

Las características geomét ricas de las elipses obtenidas por cada uno de
estos métodos son las siguientes :

* Resultado s de aplicar el método Paton

- Centro = (-1.611730,0.383718)

longitud del semieje a 7.432296

longitud del semieje b = 7.023132

- Excentricidad = 0.327221

- Rotación de la elipse alpha = 0.010617

Presiona EHTER para continuar ..•

Figur a C.2: Resultados con el método Paton

* Resultados de aplicar el Rétodo Fitzgibbon

- Centro = (-2.140775,-0.056968)

longitud del semieje a 6.592395

- longitud del semieje b = 6.0917_2

- Excentricidad = 0.382257

- Rotación de la elipse alpha = 1.105016

Presiona EHTER para continuar .•.

Figur a C.3: Resultados con el método Fitzgibbon
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C.3.2 Ajuste en forma interactiva

C.3. Ejemplos

Otra forma de aj ustar elipses experimentando con los distin tos métodos, es
mediante la opc ión Ajustar una elipse en forma int eractiva .

Elij e alguna de l as siguientes opcione s:

1) Genera r los punto s para traba jar

2) Transf or..r l os puntos

3) uer lo s puntos generados

4) Cuardar l os puntos actuales

5 ) Guardar la gráfica actual

6) Ajustar una elipse a los puntos actuales

7) Ajustar una elipse de forOla interactiua

8) Actiuar/Desactiuar rtiquetas [O]

9) LiIopiar la panta lla

10) Salir

Elij o la opción ••. 7

Al seleccionar ésta opción aparece la siguiente pantalla con algunas ins
t rucciones para el usuario:

Lea detenida~nte las s iguientes:

INSTRUCCIOHES DE USO

... Capacidades ',disponibles

1) Puedes elegir tantos puntos co~ quieras apretando el botón
izquierdo del ROuse.

2) Puedes terRinar en cual qui er ~~nto presionando el botón
derecho del ~use.

3) Puedes alternar entre l os ~todos presionando la barra de
espaciado.

4) Al ter.inar .puedes trabajar ' nornalRente con los puntos:
guardarlos, transfor..arlos, etc •

• •• Restricc iones i -p or t ant es

1) Se te piden al OIenos 5 puntos para eRpezar a trabajar.
2) En principio es t ás restringido a [-10, 10]x [-10,1 0] .

Presiona EHTER para cont inuar • ••
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e.3. Ejemplos

Después de haber señalado con el mouse 5 puntos sobre la pantalla se
presenta una elipse que los ajusta. Se pulsa la barra espaciadora hasta que
el t ítulo de la ventana indique que el método de ajuste que se está usando es
el Geom étrico. Después de seña lar algunos puntos más , se observa la elipse
de la figur a (CA ).

Figura CA: Elipse que Se obtiene con el método Geométrico

Una vez finalizado el proceso se muest ran las característ icas geomét ricas
de la elipse así como el número de iterac iones necesario para obtener la
solución:

• Resultados de aplicar el ~todo Geo~trico

El ~todo conuergi6 por criterio de residual pequeño

- Centro ' ( -1.034221,-1 .213526)

- longitud del se_ieje a - 1.601~8

- longitud del se.teje b - '.333311

- Excentricidad - 0.821912

- Rotaci6n de la elipse alpha - - 1.19 6391

- Hg de iteraciones - 6
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C.4

C.4. Descripción de los m-fi i es empleados

Descripción de los m-files empleados

A cont inuación se describen los m-files de los módul os principales del sis
tema.

11ódulo: Generar los puntos para trabajar

Este módulo cuenta con cuatro opciones:

• Leer los puntos de un archivo existente

Descripción: Lee de un ar chivo los puntos de trabajo.

Usa: leerPuntos.m

Entrada: List a en pantalla los archivos . txt contenidos en el subdi
rectorio puntos y entonces solicita al usuar io el nombre del archivo que
contiene los puntos de prueba.

Salida: Al finalizar se obtiene en memoria los puntos de prueba.

• Generar los puntos con ayuda del mouse

Descripción: Captura en pantalla los puntos de trabajo.

Usa: obtenerPuntosMouse.m

Entrada: El área de trabajo [Xmin, X max , Y min, Ymax]'

Salida: Al finalizar se obtiene en memoria los puntos de prueba.

• Generar puntos sobre una el ipse

Descripción: Solicita al usuario las caracte ríst icas geométricas de la
elipse y genera los puntos de t rabajo a partir de la representación
paramét rica.

Usa: puntosElipse.m

Entrada: Las características geométricas de la elipse a representar:
cent ro, longitud de los semiejes y rotación de la elipse en radianes.

Salida: Al finalzar se obtiene en memoria los puntos de prueba.
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G.4. Descripción de los m-fiLes empleados

• Generar puntos sobre una elipse con aleator iedad

D escripción: Solicita al usuario las característ icas geomét ricas de la
elipse y un factor en el intervalo [0, 1] para suavizar el ruido; genera los
puntos de tr abajo a partir de la representaci ón paramétri ca.

Usa: puntosEl ipsePerturbada.m

Entrada : Número de pun tos, centro, longitud de los semiejes, intervalo
para el ángulo, factor para el ruid o, rotación de la elipse en radianes.

Salida: Al finalizar se obtiene en memoria los puntos de prueba .

Módulo: Transformar los puntos

• Trasladar los puntos

Descripción: Traslada los puntos de trabajo según el desplazamiento
que se indique para cada coordenada.

Usa: canalizarOpcMT P.m

Entrada: Solicita al usuario el desplazamiento para cada coordenada.

Salida: Al finalizar se obtiene en memoria los puntos de trabajo t ras
ladados.

• Rotar los puntos

Descripción: Rota los puntos de trabajo según el ángu lo en radianes
que se indique.

Usa: canalizarOpcMTP.m

Entrada: Solicita al usuario el ángulo de rotación en radianes.

Salida: Al finalizar se obt iene en memoria los puntos de trabajo rota
dos.

• Agregar ruido gaussiano a los puntos

Descripción: Añade ruido gaussiano en cada una de las coordenadas
de los puntos de trabaj o.

U sa: canalizarOpcMT P.m
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C.4. Descripción de los m-Ji Les empleados

Entrada: Solicita al usuario que indique el factor de suavizamiento
(ent re Oy 1).

Salid a : Al finalizar se obt iene en memoria los puntos de trabajo per
turbados.

11ódulo: Ajustar una elipse a los puntos actuales

• Distancia algebraica con restricción 11 a 11
2= 1 (Paton)

Descripción: Ajusta una elipse a los puntos de t rabaj o con el método
Paton.

Usa: paton .m

Entrada: Ut iliza la variable global X que cont iene a los puntos de
trabajo.

Salida: Los coeficientes de la ecuación general de segundo grado de la
elipse ajustada.

• Distancia algebraica con restricción F= 1 (Rosin)

Descripción: Ajust a una elipse a los puntos de trabajo con el método
Rosin.·

Usa: rosin .m

Entrada: Utiliza la variab le global X que contiene a los puntos de
t rabajo.

Salida: Los coeficientes de la ecuación general de segundo grado de la
elipse ajustada.

• Distancia algebraica con restricción A+C = 1 (Gander)

Descripción: Ajusta una elipse a los puntos de t rabajo con el método
Gander.

Usa: gander.m

Entrada: Ut iliza la variable global X que cont iene a los puntos de
trab ajo.
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C.4. Descripción de los m-f i Les empleados

Salida: Los coeficientes de la ecuación general de segundo grado de la
elipse ajustada.

• Distancia algebrai ca con restricci ón A2 + B2 + C2 = 1
(Bookste i n)

D escripción: Ajusta una elipse a los puntos de trabajo con el método
Bookstein.

Usa : bookstein.m

Entrada: Utiliza la variable global X que contiene a los puntos de
trabajo.

Salida: los coeficientes de la ecuac ión general de segundo grado de la
elipse ajustada.

• Distancia algebraica con restricción 4AC - B 2 = 1
(Fitzgibbon)

Descripción: Ajusta una elipse a los puntos de t rabajo con el método
Fitzgibbon .

Usa: fitzgibbon.m

Entrada: Ut iliza la variable global X que cont iene a los puntos de
t rabajo.

Salida: Los coeficientes de la ecuación general de segundo grado de la
elipse ajustada.

• Distancia geométrica en forma paramétrica (Geométrico)

Descripción: Ajusta una elipse a los puntos de trabajo con el método
Geométrico; el usuario debe indicar con cua l de los métodos algebraicos
se va a calcular la aproximación inicial.

Usa: geometrico.m

Entrada: Utiliza la variable global X que contiene a los puntos de
trabajo.

Salida: El centro, la longitud de los semiejes y la rotación de la elipse
ajustada.
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C.5

C. 5. Distribu ción del código

Distribución del código

El SIAE fue programado en MAT L A B 5.3 (versión 5.3.0.10183 (Rll)) y ha
sido probado exitosamente en las versiones 6.5 y 7.0 de MATLA B.

Los m-files que conforman el sistema .junto con los archivos de texto
plan o que cont ienen los pun tos de prueba que se utilizaron en los experimen
tos del Ca pítulo 3, vienen dent ro del CD que se incluye junto con la tesis,
o bien, el lector puede solicitarlos directamente al auto r en la dir ección de
correo electrónico: asd2ben@ciencias . unam.mx.
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