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Introduccion

Originalmente el objetivo que nos habiamos propuesto, mi asesora la
Dra. Hortensia Galeana Sanchez y yo, como trabajo de tesis, habia sido el
de explicar a detalle dos articulos relativos a Los nimeros de Fibonacci de
las Grificas, este concepto fue intrucido por Prodinger y Tichy en 1982 y
se refiere a el ntimero total de conjuntos independientes de vértices en una
grafica y recibe este curioso nombre porque el ntiimero total de conjuntos
independientes de las trayectorias de orden n es precisamente un término en
la sucesion de Fibonacci, mas aiin para los ciclos de orden n, este niimero es
un término en la sucesion de Lucas.

Mientras trabajabamos el primer articulo, se me ocurrié jugar con uno de
los problemas abiertos que se planteaban en él, el cual no resolvimos, pero
mi asesora me sugirié que pensara un poco en el namero de Fibonacci de las
graficas circulantes de salto consecutivo (1,2); en lenguaje coloquial una gra-
fica circulante de orden n y de salto consecutivo (1,...,7) se puede ver como
un ciclo de orden n anadiéndole todas las aristas tales que sus vértices inci-
dentes tienen distancia mayor o igual que 2 y menor o igual que r. Al tratar
de resolver este problema logramos encontrar un patrén de dichos ntameros
dado por una sucesion, este patrén es similar a la de la sucesiones gene-
ralizadas de Fibonacci y para probarlo tuvimos que encontrar los ntimeros
de Fibonacci de ciertas subgraficas de los circulantes de salto consecutivo
(1,2), los cuales preservan ese patron. Mas adelante decidimos trabajar con
las circulantes de salto consecutivo (1,2,3) y por fortuna encontramos nue-
vamente sucesiones y patrones en esas sucesiones que los determinan dichos
nimeros no sélo para esas circulantes si no también para ciertas subgraficas
de las mismas, que ademas son necesarias para probar este resultado, mas
aun pudimos generalizar estos resultados a cualquier grafica circulante de
orden n y salto consecutivo (1,2, ...,7) y tuvimos la necesidad de determinar
los ntimeros de Fibonacci de ciertas subgraficas de las mismas, como en los
casos particulares. También fue necesario generalizar las sucesiones que de-



terminan dichos ntmeros y probar propiedades que las relacionan entre si,
estas relaciones estan determinadas por el grado del salto de las gréficas.

El desarrollo de este trabajo se divide en 4 capitulos, los primeros dos son
nociones preliminares, en el capitulo 1 se dan las nociones béasicas y algunas
propiedades béasicas de los nimeros de Fibonacci, en el capitulo 2 se abarcan
nociones y resultados bésicos de la Teoria de Gréficas, mientras que el 3 esté
enfocado al desarrollo del articulo Fibonacci numbers of graphs de Prodinger
y Tichy el cual es sumamente importante no sélo porque se introduce el
concepto central de este trabajo, si no también porque se observa con claridad
el método que se usa en las pruebas para contar el niimero total de conjuntos
independientes de vértices en las graficas; y por ultimo el capitulo 4 es el
desarrollo de nuestro trabajo de investigacion tal y como fue en el proceso,
por eso se abarcaran a detalle los casos particulares primero mencionados y
posteriormente el resultado general.



Capitulo 1

Los niimeros de Fibonacci

1.1. Nota historica

Leonardo Pisano o Leonardo de Pisa, mejor conocido como Fibonacci,
naci6 alrededor de 1175, como su nombre lo indica, en Pisa, Italia; poco
después de haberse iniciado la construccion de la campana de la torre (La
Torre Inclinada de Pisa).

Leonardo adquiere su apodo de su padre Guglielmo, a quien solian nombrar
Bonacci, se cree que Fibonacci proviene del latin filius Bonacci, que quiere
decir “hijo de Bonacci”. Aunque en ocasiones se referia a si mismo como
Bigollo, que podria significar “bueno para nada’”.

Guglielmo era empleado en la aduana de Bujia, lo que ahora es Bejaia,
Argelia. Deseaba que Fibonacci se convirtiera en un exitoso comerciante,
por lo que decidi6 llevarselo con él. De ahi que Fibonacci desarrollara su
habilidad de calculo, puesto que tenia la necesidad de hacer conversiones
de una moneda a otra. Poco a poco Fibonacci se fue familiarizando con la
notacion indo-arébiga; las nueve figuras hindues y el signo 0 de los arabes,
nombrado Zephyr.

Fibonacci viaj6é por varios paises, Egipto, Siria, Grecia, Sicilia y Provenza,
donde se instruyé con los matematicos de la regién mediterrdnea. Mas tarde,
vuelve a Pisa y escribe su primer libro titulado Liber Abaci, traducido como
“Libro del Abaco”, que es un tratado sobre aritmética. Es en esta publicacion
donde Fibonacci, le hereda a Europa Occidental la numeracion y métodos
indo-arabigos, y las técnicas formales demostrativas de los griegos.



En el Liber Abaci aparece por primera vez, un curioso problema de arit-
mética, hoy conocido como el problema de los conejos, del cual surgen los
numeros de Fibonacci, de los que estaremos hablando durante el presente
trabajo.

Cabe mencionar que los nimeros de Fibonacci, son nombrados asi hasta me-
diados del siglo XIX, por el matemético francés Francois-Edouard-Anatole
Lucas, quien hizo grandes aportaciones relacionadas con los nimeros de
Fibonacci. Dado su interés en el tema, Lucas construyé una sucesiéon de
nimeros, intrinsecamente relacionada con la sucesiéon de los nimeros de Fi-
bonacci, de la cual hablaremos mas adelante.



1.2. El problema de los conejos

La sucesion de Fibonacci, es una sucesion infinita de nimeros naturales,
descrita por Fibonacci en el problema de los conejos:

Supongase que hay dos conejos recién nacidos, un macho y una hembra. Cuél
sera el nimero de conejos que habra en un determinado ntimero de meses si:

= Los conejos tardan un mes en ser adultos.

= De cada par de conejos nace otro par de conejos, un macho y una
hembra a partir del segundo mes, y se reproducen cada mes.

= Los conejos no mueren.

Véase la siguiente figura:

Mes Conejos

/

NN W
—

Figura 1.1: Los conejos de Fibonacci

Podemos suponer que el primer par de conejos nacié un 1 de Enero; para
el dia 1 de Febrero los conejos seran fértiles pero no se habréan reproducido
aun, por lo que tendremos un s6lo par de conejos; para el dia 1 de Marzo el
primer par de conejos se reproducira, entonces tendremos un par de conejos



adultos y un par de conejos recién nacidos; para el dia 1 de Abril el primer
par tendra un nuevo par de conejos recién nacidos, el segundo par sera fértil
por lo que habran tres pares de conejos en total; para el 1 de Mayo el primer
par de conejos tendra otro nuevo par de conejos recién nacidos, el segundo
par de conejos tendra a su primer par de recién nacidos y el tercer par sera
fértil, por lo que habrén cinco pares en total; para el 1 de Junio habra un
total de 8 pares de conejos y asi sucesivamente.

Observemos la siguiente tabla:

No. de Pares || Enero Febrero Marzo Abril Mayo Junio Julio Agosto

Adultos 0 1 1 2 3 5 8 13
Bebés 1 0 1 1 2 3 5 8
Total 1 1 2 3 5 8 13 21

Cuadro 1.1: Los conejos de Fibonacci

Fijémonos en el numero total de pares de conejos que se van obteniendo por
mes:

Mes H
No. total de pares H

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12...
1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144...

1

1
Cuadro 1.2: La sucesion de Fibonacci

de donde obtenemos la siguiente sucesiéon de niimeros naturales.

1, 1,2 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144...

Dicha sucesién es la sucesion de Fibonacci y cada uno de los ntimeros de
la sucesion es un ntumero de Fibonacci.

Nomenclatura 1. Al n-ésimo término de la sucesion le llamaremos el n-
éstmo numero de Fibonacci.



1.3. La sucesion de Fibonacci

Definicion 1.3.1. Los nimeros de Fibonacci se definen de manera recursiva
de la stguiente manera: Fy =1, Fo =1y F,, = F_1+ F,,_2 sin > 3, donde
F,, es el n-ésimo nimero de Fibonacci. Por convencion se tiene que Fy = 0.

Teorema 1.3.1. (Lucas, 1876)
Se puede obtener el n-ésimo nimero de Fibonacci por la siguiete formula:

[25] .
n—i—1
F, = , sin €N
ZZ:% < ; ) simn

Demostracion. Por induccion. O

Proposiciéon 1.3.1. FEl siguiente sistema de ecuaciones lineales de 2 X 2,
define la sucesion de Fibonacci

F 1 1 F
M2 M) s keN.
Frta 1 0/ \ Fk

Demostracion. Dado que la suma de dos niimeros consecutivos en la serie
de Fibonacci nos da el siguiente niimero de Fibonacci; es decir F,, + Fj+1 =
Fhi2sin € N, se tiene que

Frio\  (Femi+Fe) (1 1\ [ Fppa
Fr1 Fr1 1 0)\F )

Teorema 1.3.2. Formula de Cassinig

Fn 1Fy — F2=(-1", sineN

Demostracion. Demostraremos la formula de Cassini, usando la definicion
matricial de la sucesion de Fibonacci. Veamos por induccién sobre n que si

1 1 F, F,
A= , entonces A" = i ",
1 0 Fn Fn—l

7



Sin=1,

A1_11_F2F1
~\1 o) \Rm F

Supongamos que se cumple para alguna n, veamos que sucede también para

n+1:
An+1:An~A: Fn+1 Fy, 1
F, F,1 1 0

o Fn+1+Fn Fn+1
Fn‘i'anl Fn

o Fn+2 FnJrl
FnJrl Fn

Fn+1 Fn

entonces, det A" = det
Fn Fn—l

) :FTL—‘—an—l_F'r%'

Usando el hecho de que det A™ = (det A)", tenemos que:

Fri1Fn1 — F? =det A" = (det A)" = (—1)".

Definicion 1.3.2. Numeros de Lucas
Intrinsecamente relacionados con los nimeros de Fibonacci, estdn los nimeros
de Lucas; que son una generalizacion de los nimeros de Fibonacci, donde:

In=1Lo=3 7y Lp=1ILn_1+Ln_s, si n>3

la siguiente tabla nos muestra la sucesion de Lucas:

1 3 4 7 11 18 29 47 76 123 199...
Ly Lo L3 Ly Ls Lg L7 Lg Log Lo Liy...

Cuadro 1.3: La sucesion de Lucas



Teorema 1.3.3. Formula de Binet

Seaozzl%/g Y B:I;Z\/g, entonces:
am — 3"
F":oé_g y Lp=a"+3"

donde o y B son las solucinoes de la ecuacion: x> —x —1=0

Demostracion. Por induccion.



1.4. Propiedades de Fibonacci y Lucas
A continuacién damos una lista de algunas identidades basicas de los ntumeros
de Fibonacci y los nimeros de Lucas:
Proposicion 1.4.1. F,, =2F,, o+ F, 3, n>4
Demostracion. Por induccién sobre n.
Sin=4,F,=3=24+1=2F+F

Supongamos que la proposiciéon es cierta para todos los numeros k, con
4 < k < n, veamos que es cierta para n:

Fo=Fn 1+ Fnho
= (2F,—3+ Fn—4) + (2F—4 + F,_5)
=2 (Fn_g + Fn_4) + (Fn—4 + Fn_5)
=2F, 2+ F,_3

Proposicién 1.4.2. F? — F, 1F,.1 = (—1)”71, n>2

Demostracion. Sabemos por la formula de Cassini que Fj,_1Fy,.1 — F? =

(—=1)™, para cualquier n € N, entonces si multiplicamos ambos lados de la
igualdad por el inverso multiplicativo de —1, tenemos que:

Fg — Fp1Fopr = (1) (Fn—an+1 - Fg) = (_1)71(_1)71 = (_1)7171

Proposiciéon 1.4.3. Y | F; = F,10—1

Demostracion. Por induccién sobre n.

Sinzl,1:F1:F1+2—1:F3—1:2—1:1

10



Supongamos que la proposicién es cierta para algin n, veamos que es
cierta para n + 1

n+1
ZF ZF + Fpi
i=1
=Foo— 1+ Fon1
= (Fn+2 + Fn+1) -1
=Fniz—1
= Flnt1)+2 — 1

Proposicion 1.4.4. Y 1" | Fy 1 = F,
Demostracion. Por induccién sobre n.
Sin= 1, F2(1)—1 = F1 =1= FQ

Supongamos que la proposicién es cierta para algin n, veamos que es
cierta para n + 1:

n+1

ZFm 1= ZFm 1+ Foinyn)—
= F2n + Fopia
= Fopio
= Fy(nt1)

Proposiciéon 1.4.5. Y " | Fy; = Fo,q — 1

Demostracion. Por induccion sobre n.

Sln:]., F2(1):1:2—1:F2(1)+1—1

11



Supongamos que la proposicién es cierta para algin n, veamos que es
cierta para n + 1:

n+1 n

D Foi=) Foit Py
i=1 i=1

=Fopt1 — 14 Fopyqo
= (Fopto + Fopt1) — 1
= Fopyg — 1

Proposiciéon 1.4.6. "' | L; = Ly19 — 3
Demostracion. Por induccién sobre n.
Sin=1, Li=1=4-3=1L145—3

Supongamos que la proposicién es cierta para n, veamos que es ceirta
para n + 1:

n+1 n

ZLi = ZLi + Lt
i—1 =1

= Ln+2 -3+ Ln+1
= (Lpt2+ Lpt1) —3
= Ln+3 -3

PI‘OpOSiCi()n 1.4.7. Z?:l L2¢,1 = LQn -2

Demostracion. Por induccion sobre n.

Sin=1, Lg(l)_1:L1:1:3_2:L2(1)_2

12



Supongamos que la proposiciéon es cierta para n, veamos que es ceirta
para n + 1:

n+1 n
> Loici =Y Loi1+ Loyt
i=1 i=1

= Loy — 24 Lopt1
= (Lopy1 + Lop) — 2
= Lop4o — 2

= Lo(n+1) — 2

Proposicion 1.4.8. 7" | Lo = Loy1 — 1
Demostracion. Por induccién sobre n.
Slnzl, L2(1)23:4—1:L2(1)+1—1

Supongamos que la proposiciéon es cierta para n, veamos que es cierta
para n + 1:

n+1 n
D Loi =) Lai+ Loy
=1 =1

= Lopy1 — 1+ Lopyo
= (Lont2 + Lopt1) — 1
= L2n+3 -1

Proposicién 1.4.9. Y0 | F? = F, F, 44

Demostracion. Por induccion sobre n.

Sin=1, F}=12=1=FRF

13



Supongamos que la proposiciéon es cierta para n, veamos que es cierta
para n + 1:

n+1

n
ZFiQ = ZFz’Q—'_Fr%Jrl
i—1 i—1

:FnFn—l—l"i‘Fr%Jrl
= I'n+1 (Fn+1+Fn)

= n+1Fn+2

Proposicién 1.4.10. Y | L? = L, L1 — 2

Demostracion. Por induccién sobre n.
Sin=1, L3=1=(1)3)—-2=L1L111 —2

Supongamos que la proposicion es cierta para n, veamos que es cierta
para n + 1:

n+1

n
ZLZZ = ZL?+LZ+1
=1 i—1

= (LnLn+1 - 2) + Lrgz—f—l
= Ln+1 (Ln+1 + Ln) -2
= Ln+1Ln+2 -2

Proposiciéon 1.4.11. F», = F,,L,
Demostracion. Sabemos por la formula de Binet que

_an_ﬁn

E, = y Lp=a"+p"
a—p

14



donde o = 1+2‘/5 y 8= 1_—2‘/5, entonces

a — ﬁn n n
(an _ ,3”) (an +Bn)
= "
_ (am)?—(8")?
= Py
o2n ﬁZ(n)
= "
= Fon)

Proposiciéon 1.4.12. F, 1+ Fpy1 =Ly st n>2
Demostracion. Por induccién sobre n.
Sin=2, Fo1+Fi1=1+2=3=1Ly
Supongamos que la proposicion es cierta para todos los numeros natu-

rales menores que n, veamos que es cierta para n:

L,=Ly, 1+ Lp 2
= (Foo+ F)+ (Fus+ Fy1)
= (Fh2+ Fy3)+ (Fo+ F,1)
=F 1+

Proposicién 1.4.13. F,,9 — F,_2=L, st n>3

Demostracion. Por induccion sobre n.

Sin:?), F3+2—F3,2:5—1:4:L3

15



Supongamos que la proposicion es cierta para todos los nimeros natu-
rales menores que n, veamos que es cierta para n:

Ln = Ln—l + Ln—2
= (Fn—H _Fn—3)+(Fn_Fn—4)
= (Fn+1+Fn) - (Fn—3+Fn—4)

= L'n+2 — Fy o
O
Proposiciéon 1.4.14. L, 1+ Lpy1 =5F, st n>2
Demostracion. Sin = 2, entonces
Lo_1+4+ Loy = 1+4:5=5(1) =5F,
Por la proposicion 1.4.12 sabemos que para toda n > 3
Ly =Fn 1+ Fyy1, entonces Ly, = Fy o+ Fy y Lpy1 = Fp+ Frypo
entonces, Lp_1+ Lpt1 = (Fh—2+ Fn) + (Fy + Ft2)
:2Fn+Fn—2+Fn+2
:2Fn+Fn—2+(Fn+1+Fn)
:3Fn+Fn—2+Fn+1
:3Fn+Fn72+(Fn+anl)
:4Fn+(anl+Fn72)
=4F, + F,
=5F,
O

16



1.5. Algunas observaciones

1.5.1. Fibonacci y el triAngulo de Pascal

Los ntimeros de Fibonacci los podemos obtener del tridngulo de Pascal,
sumando los nameros que se encuentran en las diagonales al noreste.

Observemos la siguiente figura:

N

i

1
S 5 1

1
4
/ 3
6 4
10 10

Figura 1.2: El tridngulo de Pascal y la sucesién de Fibonacci

La formula de Lucas

= i
F, = Z( ; ),TLEN

i=0
que sirve para encontrar el n-ésimo numero de Fibonacci, sin calcular los
anteriores; muestra la observacion sobre el tridngulo de Pascal.

17






Capitulo 2

Graficas

2.1. Nociones basicas

Definicién 2.1.1. Una grifica G es un par (V, E), donde V' es un conjunto
finito y no vacio de vértices y E es un conjunto de pares no ordenados de V.
A los elementos de E les llamamos aristas. S E = (), decimos que la grifica
G es trivial.

Notacion 1. Al conjunto V de los vértices de G, también se le denota por
V(Q) y sus elementos se representan con puntos. Al conjunto E de las aristas
de G, también se le denota por E(G) y sus elementos se representan como
lineas que unen dichos puntos.

Definicién 2.1.2. Sea G una grifica, si e = {u,v} € E(G), diremos que e
es una uwv-arista. La arista e incide en u y en v, en ese caso se dice que u y
v son extremos de la arista e.

Definiciéon 2.1.3. Dos vértices u,v € V(G) son adyacentes si existe e €
E(G) tal que e = {u,v} y la adyacencia entre dichos vértices se denota
por u adyq v. Dos aristas e1,ea € E(G) son adyacentes si inciden en un
mismo vértice, del mismo modo la adyacencia entre dos aristas se denota
por ey adyg ea.
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Ejemplo 1. Sea G una grifica con V(G) = {v1, ve, v3, v4, vs} ¥y

E(G) = {71103, V105, U2V4, V5V3, V2V2, V4V3, V3V2, U4U5}

Vi

Vs \ £

Figura 2.1: Ejemplo de una grafica G

Definicion 2.1.4. Una arista e € E(G) es una lazo si tiene sus dos extremos
en un mismo vértice. Decimos que G es una grifica simple si no tiene lazos.

Ejemplo 2. Sea G una grifica con V(G) = {v1, ve, v3, v4, vs} ¥y

E(G) = {v1vy, v1v5, v504, V402, V203, V3V4 }

Vs

Figura 2.2: Ejemplo de una gréfica simple G
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Definiciéon 2.1.5. Sea G una grifica y v € V(G). El grado de v en G es
el nimero de aristas de G que inciden en v y se denota por dg(v) =n. Un
vértice v de G se dice que es un vértice aislado si dg(v) = 0 y se dice que es
un vértice terminal si dg(v) = 1.

Observacion 1. Si G es una grifica simple yu € V(G), 0 < dg(u) < p—1.

Observacion 2. Dado que el conjunto de vértices V(G) de una grdfica G es
finito, entonces el conjunto de aristas E(G) también es finito.

Definicion 2.1.6. El orden de una grdfica G es la cardinalidad del conjunto
V(G) y lo denotamos por p; es decir, p = |V (QG)|. El tamarnio de una grifica
G es la cardinalidad del conjunto E(G), y lo denotamos por q; es decir,

q=|E(G)|

Observemos la siguiente figura:

Vi

Va Vs

V3 Va4

(a)G17p:57q:8 (b)G27p:57q:6

Figura 2.3: Orden y tamano de una gréfica

Como ya se habia mencionado G es una grafica con lazos, mientras que Ga
es una grafica simple. Notemos que dg, (vs) = 3, y dg,(v3) = 2. G1 y G2
tienen el mismo orden, pero no el mismo tamano.
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Teorema 2.1.1. Sea G una grifica de tamano q, entonces

Y da(r) =2

zeV(G)

Demostracion. Sea V(G) = {vi,v2,...vp} con dg(vi) = n;, i = 1,...p,
como cada arista incide en dos vértices (no necesariamente distintos, si la
grafica no es simple), entonces la suma de los grados de los vértices nos da
dos veces el nimero de aristas. O

Corolario 2.1.1. Sea G una grifica, entonces el nimero de vértices de G
de grado impar, es par.

Demostracion. Sean Vi = {v € V(G) : dg(v) =2k+1, ke N} y Vo ={v €
V(G) : dg(v) = 2l, | € N}, entonces

20= Y dgv) =Y daw)+ > da(v)

veV(Q) veV] veVs
= da(v) +2m.
veV]

Por lo que

20g—m) =Y da(v).

veEWV]

Definicién 2.1.7. Sea G una grifica y S C V(G), S es un conjunto de vér-
tices independiente de G si para cualesquiera u,v € S se tiene que u no adyq v.

Observacion 3. Para cualquier grifica G, El conjunto ) es un conjunto de
vértices independiente.
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2.2. Isomorfismo entre graficas

Definicion 2.2.1. Sean G1 y G grificas, si existe una funcion biyectiva
f:V(G1) = V(Ga) tal que u adyg, v siy sdlo si f(u) adyg, f(v) se dice
que G1 y Go son isomorfas y se denota por G1 = Gs.

Vi U
V2 Vs U A Us
V3 Vs Uus Us
(a) G (b) G2

Figura 2.4: Ejemplo de graficas isomorfas

En la figura 2.4 tenemos dos graficas G1, G2 y una funcién f entre ellas

dada por f = {(vi,u1), (va,us), (vs,us), (va,u2), (vs,u4)} claramente f es
biyectiva y cumple la definicién de isomorfismo, por lo que G =2 Gs.

Observacion 4. Si dos grificas G1 y Go son isomorfas entonces tienen el
mismo orden.

A continuacion se muestran todas las graficas no ismorfas de orden 4:

(a) de tamano 0 (b) de tamano 1
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|

(a) de tamaio 2 ) de tamaifio 2 (c) de tamaiio 3
(d) de tamafio 3 (e) de tamario 3 (f) de tamano 4

(g) de tamaio 4 (h) de tamafio 5 (i) de tamaifio 6

Definicion 2.2.2. Se define el complemento G de una grdifica G, como la
grifica que tiene como conjunto de vértices a V(G) y para cualesquiera dos

vértices u,v € V(G®) se tiene que u adyge v si y sélo si u no adyg v. A G¢
también se le denota por G.

(a) G (b) G°

Figura 2.5: Ejemplo del complemento de una grafica
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Observacion 5. Sabemos que el nimero mdzrimo de aristas de una grifica
simple con p vértices es (B), entonces |E(G°)| = (5) — |E(G).

Definicion 2.2.3. Una grifica simple G es autocomplementaria si G = G°.

En el ejemplo de la figura 2.4 es facil ver que G = Gy, por lo que G es una
grafica autocomplementaria.

V1 V1
V2 Vs V2 A Vs
Vi Va4 Vi Vs
(a) Ga (b) Gi

Figura 2.6: Ejemplo de una gréfica autocomplementaria
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2.3. Algunas graficas simples

De ahora en adelante, cuando hablemos de una grafica G, estaremos hablando
de una grafica simple, aunque algunas de las proposiciones que se mencionen
en este capitulo no sean exclusivas de las graficas simples.

2.3.1. Graficas completas K,

Definicioén 2.3.1. Una grifica G es completa si dg(v) = p—1, para cualquierv €
V(G), y se denota por K, con p el orden de G.

(c) Ks

Figura 2.7: Ejemplos de K,

Observacion 6. La grdfica completa de un solo vértice K1, es una grdfica
trivial. Cualquier grdfica completa con p vértices, se puede representar con
un poligono de p lados que tiene todas sus diagonales.
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2.3.2. Graficas r-Regulares

Definicion 2.3.2. Una grifica G es r-regular si dg(v) = r, para cualquierv €
V(G).

'\./'

(a) G1, O-regular (b) G2, 1-regular

(¢) Gs, 2-regular (d) G4, 3-regular

Figura 2.8: Ejemplos de gréficas r-regulares

Observacion 7. Toda grdfica completa de orden p, es (p—1)-regular, y toda
grifica trivial es 0-regular.

27



2.3.3. Graficas bipartitas

Definicion 2.3.3. Una grdfica G es bipartita, si existe una particion de
V(Q), en V1 y V; tal que toda arista de G es una Vi Va-arista; es decir, tiene
un extremo en Vi y el otro en V.

Figura 2.9: Ejemplo de una grafica bipartita G

En la grafica G de la figura 2.9, damos una particiéon de los vértices en dos
conjuntos Vi y Vs, donde los vértices que pertenecen al conjunto V; son de
color blanco y los vértices que pertenecen al conjunto V5 son de color negro.
Notemos que cualesquiera dos vértices del mismo color son no adyacentes, y
cualquier arista de G incide en un vértice negro y en un vértice blanco.

Definicion 2.3.4. Una grdfica G es n-partita, si existe una particion de
V(G), en n conjuntos Vi, Va,...,V, tal que toda arista de G es una V;Vj-
arista; con i # j; 1,5 € {1,...,n}.

Figura 2.10: Ejemplo de una grafica 3-partita
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Definicion 2.3.5. Una grdfica G bipartita, es bipartita completa si todo
vértice de V1 es adyacente a todo vértice de Va, y se denota por Ky, ,,, donde
n=|Vi| ym =|Va|. A las grdficas K1 les llamamos estrellas.

=

(a) K3’5 (b) K1,7

Figura 2.11: Ejemplos de graficas bipartitas completas

Definicion 2.3.6. Una grifica G n-partita, es n-partita completa si todo

vértice de V; es adyacente a todo vértice de V;, coni # j, 1,5 € {1,...,n} y
se denota por Ky, m,, donde m; =|V;| yi=1,...,n.
(a) Ki,2,2 (b) K1,2,3

Figura 2.12: Ejemplos de graficas 3-partitas completas
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Una grafica G puede ser n-partita y r-regular. Observemos las siguientes
graficas:

(a) K3,3, 3-regular (b) bipartita, 2-regular

(¢) K2,2,2, 4-regular

Figura 2.13: Ejemplos de graficas n-partitas r-regulares
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2.4. Subgraficas

Definicion 2.4.1. Sea G una grdfica, se dice que H es subgrifica de G si es
una grdfica tal que V(H) CV(G) y E(H) C E(G).

& K

(b) HC G

Figura 2.14: Ejemplo de una subgrafica H de G

Definicion 2.4.2. Una subgrifica H de G, es una subgrifica generadora si
V(H)=V(G).

&

(b) H

Figura 2.15: Ejemplo de una subgrafica generadora H de G
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Definicion 2.4.3. Una subgrdfica H de G, es una subgrdfica inducida por
vértices st Vg C Vg y u adyy v sty solo st uw adyg v y se denota por
H = G|[5], donde S =V (H).

(a) G (b) H

Figura 2.16: Ejemplo de una subgrafica H de G inducida por vértices

Observacion 8. Toda subgrifica inducida H de una grifica completa K,
es una subgrdfica completa, dado que cada vértice v en K, es adyacente a
todos los demds y no necesariamente una subgrdfica inducida de una grifica
r-reqgular, es una subgrdfica r-reqular.

Veamos las siguientes figuras:

(a) Ke (b) H inducida de Ks

Figura 2.17: Ejemplo de una subgrafica inducida de una grafica completa
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(a) G, 3-regular (b) H inducida de G

Figura 2.18: Ejemplo de una subgrafica inducida de una gréfica r-regular

En la figura 2.17 se muestra una subgrafica inducida H de Kg, y se observa
que H es una grafica completa de orden 4. En la figura 2.18 tenemos una
grafica inducida H de una grafica G 3-regular, pero H no es r-regular.
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2.5. Operaciones en graficas

Existen varias formas de combinar graficas para generar nuevas graficas, por
medio de operaciones binarias, algunas de ellas se describen a continuacion.
En las siguientes definiciones vamos a considerar a las graficas G1 y Go
ajenas; es decir, que V(G1) NV (Ga) = 0.

2.5.1. Unioéon

Definicion 2.5.1. Se define la union G1UG4 de las grdficas G1 y Go como la
grdfica tal que V(G1UG2) = V(G1UV(G2)) y E(G1UG2) = E(G1)UE(G3).

(C) G UG

Figura 2.19: Ejemplo de la unién de dos graficas

Observacion 9. Como G y Ga son ajenas, se tiene que |V (G1 U G2)| =
[V(G1)| + |[V(G2)|, por la misma razon |E(G1 U Ge)| = |E(G1)| + |E(G2)|.
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2.5.2. Suma

Definicion 2.5.2. Se define la suma G1 + Go de las grificas G1 y G2 como
la grdfica tal que V(G1 + G2) = V(G1 UV(G2)) y E(G1 + G2) = E(G1) U
E(Gy)U{uv:ueV(Gy)yveV(Ga)}.

(¢) G1 + G2

Figura 2.20: Ejemplo de la suma de dos graficas

Observacion 10. Usando la suma de dos grdficas, podemos construir la
grdafica K, ,, de la siguiente manera: K, , = K, + K. Notese que KZC, es
la grdfica trivial de p vértices.

(a) K3 y K3 (b) K23 = K5 + K3
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2.5.3. Producto cartesiano

Definicion 2.5.3. Se define el producto cartesiano G1 X Ga de las grdficas
G1 y Gy como la grifica tal que V(G x G2) = V(G1) x V(Ga) y

up =v1 y uz adyg, v2

(u1,u2) adyg, xq, (v1,v2) siy sdlo si 0

ug = vz Yy up adyg, v1

a G1

N
NS

(C) Gl X GQ

Figura 2.21: Ejemplo del producto cartesiano de dos graficas
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2.6. Caminos

Definicion 2.6.1. Sea G una grdfica, I un conjunto de indices y V(G) =
{v; : i € I,|I| = p}, un camino € = (vg, v1,v2,...,0,) en G es una sucesion
de vértices tal que e; = v;v;4+1 es una arista de G. A € se le llama un vovy,-
camino, donde vy es el vértice inicial de le sucesion y v, es el vértice final
de la sucesion. Si vy = v, se dice que € es un camino cerrado.

Definicion 2.6.2. La longitud del camino € = (vo,v1,...,0n) €S N Yy se
denota por £(%). Si £(€) = 0, se dice que el camino es trivial.

Definicion 2.6.3. Un paseo P en una grdfica G, es un camino que no repite
aristas.

v v
W U Wi u
X z X z
y y
(a) € en G (b) ¢ en G
v
W u
X V4
y
(c) Pen G
Figura 2.22:

En la grafica de la figura 2.22, tenemos tres ejemplos de caminos, en la
figura 2.22a, el camino € = (y, v, w, x,w, u, z,w) es un yw-camino en el cual
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se repiten el vértice w y la zw-arista y £(4) = 7. En la figura 2.22b, el
camino ¢’ = (z,u,y,v,w,u,z) es un camino cerrado en el cual se repite la
uz-arista y £(¢") = 6. En la figura 2.22¢ el camino P = (z,w, v, y, w, 2, u,y)
es un zy-paseo de longitud 7, en el cual se repiten los vértices y y w.

Definicion 2.6.4. Una trayectoria T en una grdfica G, es un camino que
no repite vértices.

Definicion 2.6.5. Un ciclo v en una grifica G, es un camino cerrado que
no repite vértices, salvo el vértice inicial y el vértice terminal. Por lo que
para cualquier ciclo v, se tiene que £(y) > 3. Si l(y) = n se dice que es un
n-ciclo.

(a) T en G (b) yen G

Figura 2.23:

En la figura 2.23 tenemos otros dos ejemplos de caminos, en la figura 2.23a
tenemos una wz-trayectoria T' = (w, x, v, y, u, 2) la cual por no repetir vér-
tices, tampoco repite aristas y ¢(T) = 5. En la figura 2.23b el camino
v = (u,y,v,w, z,u) es un ciclo en G y £(vy) = 5.

Definicion 2.6.6. Se dice que una grdfica G es aciclica si no tiene ciclos.

Notacion 2. A las grdficas que son en si mismas trayectorias de orden n
las denotamos por T, y a las grdficas que son en si mismas ciclos de orden
n las denotamos por C,,.
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Vi V2 Vi

Figura 2.24: Trayectorias y ciclos

Teorema 2.6.1. Sea G una grifica y € un uv-camino en G, u # v, entonces
@ contiene una uv-trayectoria.

Demostracion. Por induccion sobre £(€)
Si (%) = 1, entonces € = (u,v) lo cual es una uv-trayectoria.

Supongamos que cualquier uv-camino de longitud menor que n contiene una
uv-trayectoria. Veamos que sucede para n.

Sea ¢ = (u = x0,21,...,Tp-1,Tn = v) un uv-camino de longitud n, en-
tonces tenemos dos casos:

Caso 1 Si x; # =, para todo ¢ # j entonces € es una uv-trayectoria.

Caso 2 Si x; = z; para alguna ¢ # j, podemos suponer que ¢ < j, entonces
consideremos ¢’ = (u = v, v1,...,T; = Tj,Tj41,...,2Tn = ), €l cual
es un uv-camino de longitud menor que n contenido en € y por hipote-
sis de induccion ¢” contiene una uv-trayectoria, por lo que 4 también
la contiene.
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Teorema 2.6.2. Sea G una grdfica y € un camino cerrado de longitud impar
en G, entonces € contiene un ciclo de longitud impar.

Demostracion. Por induccion sobre £(%)

Sil(¢) = 3, entonces € = (xg, x1, T2, Tg), como {xg, x1}, {x1, 22}, {2, 20} €
E(%) tenemos que los vértices del camino ¢ son distintos dos a dos, lo cual
quiere decir que % es un ciclo y tiene longitud impar.

Supongamos que todo camino cerrado de longitud impar y menor que 2n+ 1
contiene un ciclo de longitud impar. Veamos que cualquier camino cerrado
de longitud 2n + 1 contiene un ciclo de longitud impar.

Sea ¢ = (xo,x1,...,Tan,Zo) un camino cerrado de longitud 2n + 1, entonces
tenemos dos casos:

Caso 1 Si x; # z;, para todo 7 # j, entonces € es un ciclo y su longitud es
impar.

Caso 2 Si existen ¢,j € {0,1,2,...,2n} con i < j tales que z; = x;, en-
tonces consideremos los siguientes caminos cerrados:
€1 = (20,215, Tio1,Ti = Tj, Tj11,...,00) Y G2 = (Ti, Tit1, Tig2, .-, Tj—1,T5)

por la forma en que construimos €, y 62, £(¢) = £(61) + £(%2), como
((€) es impar, entonces £(%) es impar 6 £(%2) es impar. Supongamos
que %) tiene longitud impar, sabemos que ¢1 C € y como £(%1) <
(%) = 2n + 1, por hipotesis de inducciéon %) contiene un ciclo de
longitud impar, por lo que € también.

O
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Teorema 2.6.3. Sea G una grdfica tal que para todo v € V(G), da(v) > 2,
entonces G contiene un ciclo.

Demostracion. Consideremos T = (zg,z1,...,Ty) una trayectoria en G de
longitud méaxima, como dg(v) > 2 para cualquier v € V(G), entonces existe
u € V(G) tal que u # xp—1 y u adyg T, tenemos dos casos:

Caso 1 Si u = x; para algin ¢ =0,...,n — 2, entonces el camino
€ = (rp,u = T, Tit1,-..,Tn—1,Ty) €s un ciclo en G.

Caso 2 Si u # z; paratodo i = 0,...,n — 2, entonces el camino ¢ =
(zo,...,Tn,u) es una trayectoria de longitud ¢(7") + 1 lo cual es una
contradiccién pues T es de longitud maxima, por lo que G contiene un
ciclo.

O
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2.7. Arboles

Para poder definir lo que es un arbol, primero necesitamos introducir el
concepto de conexidad de una grafica, aunque el tema de conexidad es un
tema amplio en la teoria de graficas, en este trabajo no es necesario ahondar
en él.

Definicion 2.7.1. Una grifica G es conexa si para todo u,v € V(G) existe
un wv-camino (uv-trayectoria) en G. Se dice que una grifica G es inconera
ST MO es conexa.

Definicion 2.7.2. Una componente conezxa de una grifica G, es una subgrd-
fica conexa de G, mdzima con esta propiedad. Se denota por w(G) al nimero
de componentes conexas de G.

(a) G conexa (b) H inconexa

Figura 2.25: conexidad de una grafica
En el ejemplo de la figura 2.25 la grafica G es conexa mientras que H es
inconexa, puesto que para los vértices v y v no existe una uwv-trayectoria

y w(H) = 2. Note que para cualquier grafica G; G es conexa si y solo si
w(G) = 1.

Definicion 2.7.3. Un drbol A es una grdfica conexa y aciclica.
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Definicion 2.7.4. Un bosque es una grifica aciclica.

A

(a) A arbol (b) B bosque

Figura 2.26:

Las gréficas que se muestran en la figura anterior, corresponden a un arbol y
a un bosque, se sigue de la definicién que todo arbol es un bosque; mientras
que un bosque puede ser una gréfica inconexa, en la que cada una de sus
componentes conexas es un arbol.

Teorema 2.7.1. Todo drbol A no trivial, tiene al menos dos vértices termi-
nales; es decir, existen u,v € V(A) tales que da(u) =1 = ds(v).

Demostracion. Sea T = (u = xg,21,...,T, = v) una uv-trayectoria de
longitud méaxima en A. Supongamos por contradiccion que dg(u) # 1, es
claro que dg(u) # 0 pues A es conexa, por lo que dg(u) > 2, entonces existe
w € V(G) tal que u adyg w y w # x1. Tenemos dos casos:

Caso 1 Si w = z; para algin x; € V(T) con i = 2,...,n, entonces el
camino ¢ = (w,u = xg,x1,...,2; = w) es un ciclo en A, lo cual es
una contradiccion, pues A es aciclica.

Caso 2 Siw € V(A)\V(T), entonces el camino 77 = (w,u = xo, T1, ..., Tn =
v) es una trayectoria en A tal que ¢(T") > ¢(T), lo cual es una con-
tradiccion pues T es de longitud méxima.

Si dg(v) # 1 la prueba es analoga y por tanto u y v son vértices terminales.

O]
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Definicion 2.7.5. Una grdfica A es un drbol generador de G, si es una
subgrdfica generadora de G tal que es un drbol.

Lema 2.7.1. Si G es una grdfica conexa, e € E(G). Si existe v un ciclo en
G tal que e € E(7), entonces G —{e} es coneza.

Demostracion. Sea e una uv-arista de Gy v = (u = g, 21,...,Tn = v, u)
un ciclo en G tal que e € E(G). Sean wi,wy € V(G) y € un wiwse-camino
en (G, entonces tenemos dos casos:

Caso 2 Sie ¢ E(%), entonces € es un wjwe-camino en G — {e}.

Caso 1 Si e € E(%) consideremos el camino ¢’ = (w1, %, u) U (u,v,v) U
(v, %, w2), entonces €’ es un wy,wy camino en G — {e}.

O

Lema 2.7.2. Sea G un drbol y v € V(G) un vértice terminal, entonces
G — {v} es un drbol.

Demostracion. G — {v} es aciclica pues es una subgrafica de G, basta ver
que G — {v} es conexa.

Sean x,y € V(G — {v}). Como G es conexa, entonces existe 7' una xy-
trayectoria en G; dicha trayectoria no pasa por v ya que, como dg(v) = 1
toda trayectoria en G que pase por v tiene como vértice final a v, por lo que
T es una xy-trayectoria en G — {v}. O

Teorema 2.7.2. Toda grifica conexa G tiene un drbol generador.

Demostracion. Por induccién sobre n, donde n es el ntimero de ciclos en G,
n € N.

Sea G una grafica conexa.
Si n = 0, entonces G es aciclica por lo que G es arbol y G es subgrafica

generadora de si misma.
Si n = 1, entonces sea v el ciclo de G y e € E(G), consideremos a G' =
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G — {e}, por el Lema 2.7.1 G’ es conexa y ademads es aciclica por construc-
cion, por lo que G’ es un arbol y ademés es una subgrafica generadora de G.

Supongamos que cualquier grafica conexa G con k ciclos, 1 < k < n posee
un arbol generador. Veamos que si G es una grafica conexa con n ciclos, G
tiene un arbol generador.

Sea G conexa con n ciclos, sea v un ciclo en G y e € E(7), entonces por el
Lema 2.7.1 G — e es conexa y tiene menos de n ciclos, entonces G — e tiene
un arbol generador por hipétesis de induccion, sea A dicho arbol generador
deG—e,como ACG—-—eCGyV(A) =V(G—-e)=V(G), entonces A es
un arbol generador para G.

O

q
(]
(a) e € E(fl) en G (b) e € E(%Q) en G — {61}
€s [}

[

i

.<

(c) es € E(%3) en G—{e1, ez} (d) G —{e1, e2,€es}, arbol ge-
nerador de G

€2

Figura 2.27: Arbol generador de una grafica conexa G
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En la figura 2.27 se muestra cémo obtener un arbol generador de una grafica
conexa (G. Primero quitamos una arista e que pertenece a un ciclo %1 de G,
como la grafica G — {e1} no es aciclica, podemos quitar una arista es que
pertenece a un ciclo %> de G—{e; }, como la grafica obtenida G—{e, ea } sigue
teniendo ciclos, podemos quitar una arista es de un ciclo 3 de G — {e1,e2}
y de esta forma obtenemos una grafica G — {e1, e2, e3} que es acilcica, como
eliminamos aristas de G de manera adecuada de tal forma que la grafica final
siguiera siendo conexa y al no borrar vértices de GG es también una subgrafica
generadora de (G, conseguimos un arbol generador de G.

Teorema 2.7.3. Caracterizacion de drboles.
Sea G una grdfica de orden p y tamario q. Son equivalentes:

1. G es un drbol
2. G es aciclica y q=p—1
3. Gesconexa y g=p—1

Demostracion.

Si G es un arbol, entonces G es aciclicay ¢ =p — 1.

Basta ver que ¢ = p — 1. Por induccién sobre p.
Sip=1, entonces G =K1 yqg=0
Sip=2, entonces G =Ky yqg=1

Supongamos que todo arbol de orden p tiene p — 1 aristas. Sea GG un
arbol de orden p + 1, veamos que G tiene p aristas.

Sea v € V(G) un vértice terminal, entonces G — {v} es un arbol y
tiene orden p, por hipétesis de induccion |E(G — {v})| = p — 1, como
da(v) = 1 sucede que |E(G)| = |E(G — {v})|+1=p.

Si G es aciclicay g =p — 1, entonces G es conexay g =p — 1.

Basta ver que G es conexa.
Sean G1, o, ..., Gy, las componentes conexas de G, como G es aciclica,
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G; es arbol para toda i € {1,...,m}, por lo que ¢; = p; — 1, de aqui

que
m m

g=Y a=Y pi—l=p—k
=1 =1

pero por hipotesis ¢ = p — 1, por lo tanto k = 1, lo que quiere decir
que G es conexa.

Si G es aciclica y ¢ = p — 1, entonces G es arbol.

Como G es conexa, entonces existe G’ un arbol generador de G, pero
|[E(G")] = p — 1 por ser arbol. Como G |E(G")| = |E(G)| y G’ es
subgréfica de G, entonces G’ = G, por lo tanto G es un arbol.

O

Corolario 2.7.1. Un bosque B de orden p, tiene p — w(B) aristas.

Teorema 2.7.4. Una grdfica G es un drbol si y sdlo si para todo u,v € V(Q)
existe una unica uv-trayectoria.

Demostracion. Como G es un arbol, es conexa, por lo que para cualesquiera

dos vértices u,v € V(G) existe T' = (u = zo,21,...,T, = U) UNA UV-
trayectoria. Supongamos por contradiccion que T no es tinica, entonces existe
otra uv-trayectoria 7/ = (u = yo, Y1, - - - , Yym = v) que difiere de T en al menos

un vértice de la sucesién. Tenemos dos casos:

Caso 1 Si T y T" coinciden en un vértice distinto de u y de v, sea z =
min {z; € V(T) — {u,v} : ; = y; para algin j = 2,...,m — 1}, enton-
ces el camino € = (u = o, ..., %i—1,2,Yj—1,---,Y0 = u) es un ciclo en
G, lo que contradice que G es aciclica.

Caso 2 Si x; # y; paratodai =2,...,n—1, j = 2,...,m — 1, entonces
el camino ¢ = (u = 20, T1,..-,Tn = U = Ym, Ym—1,---,Yo = U) €S un
ciclo en G, lo que contradice que G sea aciclica.

Como para cualesquiera u,v € V(G) existe una uv-trayectoria, entonces G
es conexa. Basta ver que G es aciclica. Supongamos por contradicciéon que en
G hay un ciclo € = (u = zg,x1,...,Tp,u) yseav € V(%) —{u} entonces los
caminos 71 = (u = z,Z1,...,2; =v) y To = (u = o, Tp, Tp—1,...,Ti = V)
son dos uv-trayectorias distintas en G, lo cual es una contradiccion.

O]
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Capitulo 3

Fibonacci en las Graficas

3.1. Los nimeros de Fibonacci de las Graficas

Consideremos a A,, = {1,2,3,...,n — 1,n} el conjunto de los primeros n
naturales y sea I, = {S C A, :VI,m €S [ # m+1}; es decir, el conjunto
de todos los subconjuntos de A,, tales que no tienen nimeros consecutivos.
Es posible decir con exactitud, cual es el cardinal de I,,.

Observemos la siguiente tabla:

{1} {0, {1}}

{1,2} {0.{1},{2}}
{1,2,3} {0, {1}, {2}, {3}, {1,3}}
{1,2,3,4} | {0, {1}, {2}, {3}, {4}, {1,3},{1,4}, {2, 4}}

NGNSV O T e
oo| ot| o bo| 5

Fijémonos en el nimero total de subconjuntos de A4,, que no tienen nimeros
consecitivos, para cada n.

3 4 5
5 8 13

n |1 2
Ll [ 2 3
Aparentemente, obtenemos una subsucesion de la sucesion de Fibonacci

2,3,5,8,13,...
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donde el n-ésimo término de la sucesion esta dado por |I,,| = F), 42, veamos
que esta conjetura es cierta.

Demostracion. Procederemos a hacer la prueba por induccién sobre n.

Sin =1, entonces Iy = {0}, {1}} entonces |I;| =2 = Fs.

Supongamos que para cada k < n se tiene que |Ix| = Fjyo, veamos que
‘In’ = Fyto.
Sea I, el conjunto de todos los subconjuntos de 4, = {1,2,3,...,n} que

no tienen nimeros consecutivos. A I, lo podemos partir en dos conjuntos
Inec ={S€l,:neStel,, ={5 €, :n ¢S} es claro que estos
conjuntos forman una particion de I,,, ya que () € In¢ y {n} € I,,_; es decir,
son no vacios; y para cualquier S € I, se tiene que n € S 6 n ¢ S y no se
pueden dar ambas al mismo tiempo, por tanto I, ﬁIng =0y I UIneé =1,.
Entonces, como queremos saber cuantos elementos tiene I,,, basta ver cuantos
elementos de I, tienen a n y cuantos no.

Sea S € I,,, tenemos dos casos:

Caso 1. Sin € S, entonces n — 1 ¢ S, pues en S no hay nameros consec-
utivos, entonces S\{n} € I,_s, por otro lado, si S’ € I,,_o, entonces
S" U {n} es un subconjunto de A,, que tiene a n y no tiene nimeros
consecutivos. Por tanto, hay tantos elementos de I,, que tienen a n,
como |I,,_o| = F), (por hipotesis de induccion).

Caso 2. Sin ¢ S, entonces S € I,,_1, por otro lado si S’ € I,,_1, entonces
S’ es un subconjunto de A, que no tiene a m y no tiene numeros
consecutivos. Por tanto, hay tantos elementos de I,, que no tienen a n,
como |I,—1| = Fy41 (por hipdtesis de induccion).

Por lo tanto [In| = [In |+ |In, | = Fn + Fa1 = Faya.
O

Ahora, consideremos a Ty, la trayectoria de orden n, y sean V (T},) = {v1,ve, ...

y E(T,,) = {vivj: j =i+ 1Vi=1,...,n — 1}; es decir v; adyy, v; siy solo
si ¢ y j son nimeros consecutivos. Pensemos en todos los posibles conjuntos
de vértices independientes de T,,, entonces para cualquier conjunto de vér-
tices independiente se tiene que cualesquiera dos vértices, sus subindices no
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son consecutivos, por lo que encontrar el nimero total de conjuntos de vér-
tices independientes de una trayectoria de orden n, es analogo al problema
anterior.

Definicion 3.1.1. Sea G una grdfica simple, se define el niimero de Fibonac-
ci de G, como el nimero total de conjuntos de vértices independientes de G
y se denota por F(G).

Teorema 3.1.1. Si T, es la trayectoria de orden n, entonces F (1,) = Fr+2,
donde F,, es el n-ésimo numero de Fibonaccs.

Demostracion. Por induccién sobre n.

Sin =1, entonces 71 = (v1), y los posibles conjuntos de vértices independi-
entes de T} son 0 y {v;}, entonces #(G) = 2 = Fj.

Sin = 2, entonces Th = (v1,v2) y los posibles conjuntos de vértices indepen-
dientes de T son 0, {vi} v {v2}, entonces .7 (1) = 3 = F.

Supongamos que se cumple para cualquier 2 < k < n; es decir, % (Ty) =
Fj 5. Veamos que cumple para n.

Sea S un conjunto de vértices independiente para T, = (v1,v2, ..., Un—1,Vn),
entonces tenemos dos casos:

Caso 1. Si v, € S, entonces v,—1 ¢ S ya que en S cualesquiera dos vér-
tices son no adyacentes, entonces S\{v,} es un conjunto de vértices
independiente para T,_o y viceversa, si S’ es un conjunto de vértices
independiente de T},—_2, S’"U{v,} es independiente para T,, tal que tiene
a v,. Por tanto el nimero total de conjuntos de vértices independientes
de T, que tienen a v, es F(T,,_2) = F,.

Caso 2. Si v, ¢ S, entonces S es un conjunto de vértices independiente
para T,_1 y cualquier conjunto de vértices independiente para T)_1,
es independiente para T, tal que no tiene a v,. Por tanto, el ntiimero
total de conjuntos de vértices independientes de T, que no tienen a v,
€S ﬁ(Tnfl) = Fn+1.

Por lo tanto % (T,,) = .Z (Ty—2) + F (Ty—1) = F, + Fry1 = Fryo.
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Ahora, consideremos a C,, = (v1,v2,03,...,0,,01), €l ciclo de orden n, y
pensemos en todos los conjuntos de vértices independientes para C,,, es posi-
ble decir con exactitud cuantos hay. (Como estamos trabajando con graficas
simples, el ciclo més pequeno tiene orden 3.)

Observemos la sigueinte tabla:

“ Conjuntos de vértices independientes de C),

{0, {v1}, {va}, {vs}}
{@1 {Ul}v {U2}7 {U3}7 {U4}7 {'U17U3}7 {U27 1}4}}
{Q)v {Ul}v {U2}7 {U3}7 {U4}7 {1}5}, {Ulv U3}7 {1}1,’1}4}, {U27 U4}7 {U27U5}7 {?}3,’1}5}}

a3

Fijémonos en el nimero total de conjuntos de vértices independientes de C,,
para cada n > 3.

n [3 4 5 6 7
F(Cp) |4 7 11 18 29

En la tabla anterior, podemos observar que al ir cualculando .#(C,,), obte-
nemos una subsucesién de la sucesiéon de Lucas

4,7,11,18,29,47, ...

Teorema 3.1.2. Sea C,,, el ciclo de orden n, entonces #(Cy,) = Ly, donde
L, es el n-ésimo nimero de Lucas.

Demostracion. Ya vimos que el ntimero total de conjuntos de vértices inde-
pendientes para Cs es 4 = Lg.

Sea C,, = (v1,v2,...,Vpn,v1) un ciclo de orden n > 4, para saber cuantos
conjuntos de vértices independientes tiene C),, basta contar cuantos conjun-

tos de vértices independientes hay que tengan a v, y cudntos que no.

Sea S un conjunto de vértices independiente para C),, entonces tenemos dos
casos:
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Caso 1. Siv, € S, entonces v1,v,—1 & S, yaque vy, v,—1 adyg, v, entonces
S\{vn} es un conjunto de vértices independiente para la trayectoria
T = (v, vs3,...,U,—2) de orden n—3, y cualquier conjunto S’ de vértices
independientes para T', cample que S"U{v,} es un conjunto de vértices
independiente para C,,, que tiene a v,. Por tanto, hay tantos conjuntos
de veértices independientes que tienen a vy, como % (T),_3) = F,_1.

Caso 2. Siv, ¢ S, entonces S es un conjunto de vértices independiente para
Co\{vn} = (v1,v2,...,0n-1) = T},—1, y cualquier conjunto de vértices
independiente de T;,_1 es independiente para C,, tal que no tiene a
vp. Por tanto, hay tantos conjuntos de vértices independientes para C,,
que no tienen a vy, como # (T,—1) = Fy41.

Por lo tanto % (C,,) = F (Ty—3) + F (Th—-1) = Fn—1+ Fuy1 = Lp.

(a) F(Tn) = Fny2

Figura 3.1: Los nameros de Fibonacci de T,, y C),
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Teorema 3.1.3. Si H es una subgrdfica generadora de G, entonces
Z(G) < F(H).

Demostracion. Queremos probar que |Ig = {S C V(G) : S es independiente}|
< |Ig ={S CV(H): S es independiente}|, basta ver que I C Iy.

Sea S un conjunto independiente de vértices para G, supongamos por con-
tradiccion que S no es independiente para H, entonces existen u,v € V(H)
tales que u ady v, pero E(H) C E(G) por ser H una subgrafica generadora
de G, entonces u adys v, lo cual es una contradiccién, ya que u,v € S.

Como I C Iy, entonces |Ig| < |Ig|. Por tanto .7 (G) < .Z#(H). O

Corolario 3.1.1. Sea G una grdfica simple de orden n, entonces
n+1=%(K,) <Z7(G) < F(K;)=2".

Demostracion. Como G es una grafica simple de orden n, a G la podemos
obtener de K,, borrando aristas, entonces G es una subgréfica generadora de
K,, y G podra ser a lo mas K, en el caso de que hubiésemos borrado todas
las aristas de K,, entonces usando el teorema anterior tenemos que

K, CGCK,= %K, <Z%(G) < Z(K,).
Basta ver que #(K,) =n+1y F(K;) = 2".

1. Sea S un conjunto independiente de vértices no vacio para K, y sea
u € S, como v adyg, v, para cualquier v € V(K,), entonces |S| =1
y como esto sucede para cada vértice de K, entonces tenemos tantos
conjuntos independientes de vértices para K, distintos del vacio, como
el orden de K, por tanto #(K,) =n+ 1.

2. Como en K¢ no hay aristas, si S es un conjunto independiente de
vértices para K¢, S puede ser cualquier subconjunto de V(KY), en-
tonces hay tantos conjuntos independientes de vértices para K como
subconjuntos de V(K¢), por tanto

F(KS) = |2(V(KS))| = 2lVEDl = on,
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Teorema 3.1.4. Si G y G2 son grificas tales que V(G1) NV (G2) = 0,
entonces

9(G1 @] GQ) = E(Gl) . g(GQ).

Demostracion. Sabemos que V(G1) N V(G2) = 0y que V(G1 U Gy) =
V(G1) UV (Ga).

Sea Ig,uc, = {S C V(G1UG>) : S es independiente}, queremos saber cual
es la cardinalidad de I, UG, y para ello basta ver que

Ic,ug, ={S1US2:51 CV(G1)y S2 CV(Ga)},

con S7 y So conjuntos independientes de vértices para G y Go respectiva-
mente.

Veamos que Ig,ug, € {S C V(G1UG2) : S es independiente}
Sea S € Igyug, y sea S1 = SNV(G1) y S2 = SNV(Gz), como
S C V(G1) UV(Gs), entonces para cualquier u € S, u € S; 6 u € Sy
y ademas S; N So = ) ya que son subconjuntos de conjuntos ajenos y
como S es independiente, cualquier subconjunto de .9, lo es también, en
particular S y S, entonces S = S1US3, con S1 C V(G1)y S2 C V(Ga)
independientes.

Veamos que {S C V(G1 UG2) : S es independiente} C I,ua,
Sean S y Sz conjuntos independientes de vértices para G y Ga respec-
tivamente y sea S = S U S, entonces S C V(G U G2), ademas para
cualesquiera u,v € S se tiene que u no adyg, g, v, ya que S; NSy = ()
por ser subconjuntos de conjuntos ajenos y S7 y S son independientes
para G U Ga.

Por lo tanto
Ig,ug, ={S1US2: 51 CV(G1)y S2 € V(G2), independientes},

entonces por cada conjunto independiente de vértices de Gy, puedo construir
tantos conjuntos independientes de vértices para G1 U G5 como conjuntos de
vértices independientes para Ga, por lo que en total hay .7 (Gy) - Z#(G2)
elementos de Ig,ug,; es decir,

f}\(Gl U Gg) = y(Gl) . f%\(Gz)
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3.2. Los numeros de Fibonacci de los Arboles

Hemos visto que es posible calcular con exactitud, cuél es el nimero de
Fibonacci de ciertas graficas, entre ellas, las trayectorias de orden n, que a
su vez son arboles, cuyo nimero de vértices terminales es minimo, veremos
a continuacién que también es posible decir con exactitud cuantos conjuntos
independientes de vértices tienen las estrellas K7 ,—1 de orden n, que son los
arboles de orden n con la propiedad de tener el méximo niimero de vértices
terminales.

Teorema 3.2.1. Sea S, = K11 la estrella de orden n, entonces
F(Sy) =2""1+1.

Demostracion. Sea v € V(S,) tal que dg,(v) =n—1y sean Ic = {S C
V(Syn) : S es independiente y v € S}y Ig = {S C V(S,) : S es independiente
y v ¢ S}. Dado que I¢, I¢ son una particion de Is, = {S C V(Sy) :
S es independiente}, basta ver cudl es la cardinalidad de I¢ e Ig.

Sea S € Ic, como v adyg, u, paratodo u € V(S,) — {v}, entonces u ¢
S, para todo u € V(S,) — {v} ya que S es un conjunto independiente de
vértices, por lo que S = {v}, entonces |I¢| = 1.

Sea S € Ig, comov ¢ Sy uno adyg, w, para cualesquiera u,w V(Sy,)—{v},
entonces S C V(Sy) — {v}, por lo que |Ig| = |2 (V(S,) — {v})| =21

Por lo tanto .7 (Sy,) = |Is,| = |Ie| + [Ig| = 1+ 2" O

Teorema 3.2.2. Si B es un bosque de orden n, entonces Fp1o < % (B).
Demostracion. Por induccién sobre n.

Sin=1 B=K;,y #(K;) =2=F;.

Si n=2 tenemos dos casos:

Caso 1. Si B = K>, entonces .# (K3)
Caso 2. Si B = K¢, entonces .7 (KY)

I
e w
\Y,
SRS
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Supongamos que para cualquier bosque de orden k£ < n el teorema es cierto.
Veamos que el teorema se cumple para n. Sea B un bosque de orden n y
v € V(B) tal que dg(v) = 1, una vez mas, podemos calcular el namero de
Fibonacci de B, considerando los conjuntos de vértices independientes de B,
que tienen a v como elemento y a los que no.

Sea Ip = {S C V(B) : S esindependiente} y S € Ip tal que v ¢ S,
entonces S es independiente para B — {v}, y es claro que cualquier conjunto
S” independiente para B — {v}, lo serd también para B, ya que B—{v} C B
y como V(B—{v}) = n—1y por hipétesis de induccion F,, 1 < .F(B—{v}).
Ahora, sea S € Ip tal que v € S, como dg(v) = 1, existe un tnico u €
V(B) — {v} tal que u adyp v, entonces u ¢ S, por ser S independiente,
consideremos la siguiente funcion g : Ie — Ip_g, ) dada por g(S) = S—{v},
donde Ie = {S C: V(B) : S es independiente y v € S} e Ip_g,,) = {S' C
V(B — {u,v}) : S es independiente}. Veamos que g es biyectiva:

Sean Si, Sy € I¢ tales que g(S1) = g(S2), entonces S1 — {v} = So — {v}, de
aqui que S; = Sa; por tanto g es inyectiva. Por otro lado, si S" € Ip_{uw)
consideremos a S = S"U{v}, entonces S € Ic y g(S) =S —{v} =5, por lo
que g es suprayectiva y por tanto

|I€‘ = ‘IBf{u,'u}l

y como B — {u,v} es un bosque de orden n — 2 se tiene que F,, < !IB,{%U}},
por hipétesis de induccion.

Por lo tanto .#(B) > F,, + Fp41 = Fp4a. O

Corolario 3.2.1. Si A es un drbol de orden n, entonces F(A) > F 2.

Teorema 3.2.3. Sea A un drbol de orden n, entonces F(A) < 2" 1 +1.

Demostracion. Por induccion sobre n.

Sin =1, entonces A = Ky y .Z(A)
Sin =2, entonces A = Ky y F(A) =

2=2041.
=2+ 1.

Supongamos que el teorema es cierto para cualquier drbol de orden n, veamos
que es cierto para cualquier drbol de orden n + 1.
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Sea A un arbol de orden n+ 1y v € V(A) un vértice terminal, si S es un
conjunto independiente de vértices para A, tenemos dos casos:

Caso 1. Siv € S y como v es terminal, existe un anico w € V(A) tal que
v ady, w, entonces w ¢ S, ademés para todo u € V(A4) — {v,w},
v no ady 4 u, por lo que S C V(A) — {w}, entonces hay a lo mas tantos
conjuntos independientes de vértices que tienen a v como subconjuntos
de V(A) — {w}; es decir, | Z(V(A) — {w})| = 2" L.

Caso 2. Siv ¢ 5, entonces S es independiente para A — {v}, como v es un
vértice terminal, entonces A — {v} es un arbol, de orden n, entonces
F(A) <21 +1 por hipétesis de induccion.

Por lo tanto .Z(A) < 2"t 4277t 41 =274 1. O

Observacion 11. Ya que todo drbol es un bosque, podemos afirmar que si
A es un drbol de orden n, entonces

Fryo < F(A) <2141
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Capitulo 4

Fibonacci y las Circulantes

4.1. Graficas Circulantes

Definicién 4.1.1. Una grdfica circulante Cym, ms,...m,), €5 una grdfica de
orden n, con V(G) = {v1,v2,...,vn} tal que v; ady Vitm; (mod n) Para toda
i =1,...,n y para toda j = 1,...,r. A los valores m; les llamaremos,
tamano de los saltos.

Veamos las siguientes figuras:

(a) C7(1,3)
AN

2
WA K7

N
(¢) Cra2,9)
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En los ejemplos de la figura anterior, podemos observar que las graficas
2r sin > 2r+1, donde 7 es el ntimero total de distintos tamanos de saltos; y
esto sucede ya que por cada salto m;, v; es adyacente a dos vértices. Cr(y 3)
es 4-regular, al igual que Cyy(y 4), mientras que Cy(; 2 3) es 6-regular.

En este capitulo trabajaremos con las graficas circulantes de salto consecutivo
Ch(1,2,3,..,r) conn > r+ 1y las denotaremos por Cy,); queremos probar que
el nimero de Fibonacci de cualquier circulante de salto consecutivo Cy, se
puede calcular con exactitud y que ademaés, dicho ntimero esta determinado
por una sucesion recursiva de enteros positivos.

(a) C7(1,2) (b) 09(1,2,3)

77N
N

(C) 012(1,2,3,4)

A las gréficas circulantes de salto consecutivo Cy,) las podemos ver como
Cn U {{u,v} : 2 <d(u,v)c, <r}y empezaremos este capitulo trabajando
especificamente con Cj[g).
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4.1.1. Cn[g] y sus nimeros de Fibonacci

Mostraremos que es posible calcular con exactitud, el niimero de Fibonacci
de las graficas circulantes Cy,g], pero para poderlo probar necesitamos hablar

de ciertas sucesiones y ciertas graficas.

Algunas sucesiones interesantes

Definicion 4.1.2. Definimos la sucesion Fjp de manera recursiva como:

Fig) =2, Fog =3, F3p =4y Fyp = F1g) + Fr3pp)p, n>24,n€Z.

Al n-ésimo termino de la sucesion le llamaremos Fy,p).

2,3,4,6,9,13,19,28,41,60,88, 129, . .

i

Definiciéon 4.1.3. Definimos la sucesion Fl[z] de manera recursiva como:

F11[2] =1 F21[2] =3, Fslp] =4y Fi[z} = F771,—1[2] + Fﬁ_g[g]v n>4,n €.

Al n-ésimo término de la sucesion le llamaremos Fé[z}'

1,3,4,5,8,12,17, 25,37, 54,79, 116, ..

Definicion 4.1.4. Definimos la sucesion Ly de manera recursiva como:

Lyg) =1, Loy =1, Lypgy =4 y Lyg) = Lyy_1p2) + Ln—3p2), n > 4,n € Z.

Al n-ésimo término de la sucesion le llamaremos an.

1,1,4,6,10,15,21, 31,46, 67,98, ...

Veamos la siguiente tabla:

n |1 2345 6 7 8 9 10 11 12..
Fug [[2 3 4 6 9 13 19 28 41 60 88 129...
Fag |1 3 4 5 8 12 17 25 37 54 79 1I6...
Ly |1 1 4 5 6 10 15 21 31 46 67 98...
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Las sucesiones que acabamos de definir tienen algunas propiedades que las
relacionan; observemos, de la tabla anterior, que si tomamos un término

F,[2) y le sumamos el término £}, | 39) obtendremos el término Fﬁ 2] de la

segunda sucesion; de la misma manera, si tomamos un término F,g y le

sumamos el término Fé 2] de la segunda sucesion, obtendremos el término

Ly 15 de la tercera sucesion; probaremos a continuacién que en efecto, estas
propiedades son ciertas.

Proposicién 4.1.1. Frlb[z} = F,_19) + F_4)2) para todan > 5.

Demostracion. Por induccion sobre n.

Sin=>5, Fypg + Fig=6+2=8= Fg}[z]

Supongamos que la igualdad se cumple para toda 5 < k < n, veamos que
también se cumple para n:

Fo = Fy_1p + F_apy

= (Fo—op) + Fospy) + (Foap + Foor)
= (P + Frapg)) + (Fuspy + Faorp2))
= Fy_1p2) + Fr_ap)

Proposicién 4.1.2. L, = Fifl[ﬂ + F, 5[], para toda n > 6.

Demostracion. Por induccion sobre n.
Sin =6, F51[2} + Fl[Q] =842=10= L6[2]

Supongamos que la igualdad se cumple para toda 6 < k < n, veamos que
también se cumple para n:

Ly = Lp_1p2) + L3
= (F',%_Q[Q] +Fn76[2}) + <F,;_4[2] +Fn78[2]>

= (Fﬁ—z[z] + Fﬁ—4[2}) + (Fr—ep2) + Fa—sj2))
= F_yjo) + Fusy
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Trayectorias saltarinas

Queremos probar que el ntimero de Fibonacci de Cy,5 se puede calcular
con exactitud y que ademés queda determinado por una de las tltimas tres
sucesiones anteriormente definidas; las otras dos, nos sirven para probarlo y
ademas determinan los ntmeros de Fibonacci de ciertas subgréficas especi-
ficas de C),[9], las cuales se definen a continuacion.

Definicién 4.1.5. Sea T),0 = T, U{{z,y} : dr, (z,y) = 2} la trayectoria de
orden n y salto 2.

(a) T5 2] (b) T8[2]

Definicién 4.1.6. Sea Tgp] = Tog U {{z, v} : dr,(2,y) =n — 1} la trayec-
toria de orden n y salto (1,2,n —1).

= )

(a) Tslm (b) Tsl[z]
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Es importante sefialar que a Tr10—1[2] se le obtiene de O,y al borrar cualquier
vértice, mientras que 7T;,_s[g se obtiene al borrar cualquier vértice de Cyg)
junto con sus vecinos, ya que para contabilizar el niimero total de conjun-
tos independientes de Cp,5) utilizaremos este hecho y los resultados que a
continuacién se prueban.

Teorema 4.1.1. Sea T}, entonces F(Ty)) = Fug, n € Z7F.

Demostracion. Por induccioén sobre n.

Sin =1, entonces Tyjg) = K1y F (K1) =2 = Fyy.
Sin =2, entonces Thip) = Ko y F(K2) =3 = Iy
4

Sin =3, entonces Ty = K3 y F(K3) = 4 = F3y.

Supongamos que cumple para toda 3 < k < n, veamos que cumple para n.

Sea Tj,[g, con n > 4y vy, € V(1T;,[)) el vértice final de T;, y sea S C V(T},9)
independiente, entonces debemos considerar dos casos:

Caso 1. Siv, € S, entonces vy,—1,v,—2 ¢ S, pues v,_1,Vp_2 adyTn[Q] Up-

Consideremos la siguiente funcion:
92 : ITn[Z]e — I, 4, tal que 912 () = S — {wn}
y donde Ir,,, = {8 C V(Ty): S es independiente y v, € S}

Veamos que es inyectiva; sean S7, Sy € ITn[z]ev tales que gp(S1) =
gp2(S2), entonces
9[2](51) = 9[2](52)
Sl — {Un} = SQ — {’Un}
(51— {vn}) U{vn} = (S2 — {vn}) U {vn}
S1 =59
Veamos que es suprayectiva; sea S’ € IT%S[Q], como Ty, 3p9] C Tiypay,

entonces ITn_g[Q] C ITn[Q] y ademds v,_1,v,—2 ¢ S’, entonces, si con-
sideramos a S = 5" U {v,}, S € I, . se tiene que

921(S) =S = {vn} = (S U{vn}) —{vn} = 9.
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Por tanto, g es biyectiva y hay tantos conjuntos independientes de
vértices de T}, que tienen a v, como ﬁ(Tn_gp]), que por hipdtesis
de induccion es F,_3j).

Caso 2. Si v, ¢ S, entonces S es independiente para T),;5\{v,}, por lo
que S € I, ., por otro lado, si S’ es un conjunto independiente
de vértices para T;,_1[g], lo sera también para T;,;5) de tal forma que
vy ¢ 5.

Por tanto, hay tantos conjuntos de vértices independientes de T,
que no tienen a vy, como #(1),_yjg)), que por hipétesis de induccion
es F, 19

Por lo tanto 7 (Tyj2)) = Fr—1j2) + Fr—sig) = Fuja- H

Teorema 4.1.2. Sea T$[2]’ entonces g‘\(Tg[z]) = Fé[ para toda n > 2.

2]’

Demostracion. Por induccion sobre n.

Si n = 2, entonces T21[2] =Kyy F(Ky) =3= Fgl[gy
Sin =3, entonces Ty = K3 y 7 (K3) =4 = Fy
Si n = 4, entonces T41[2] =Kyy F(Ky) =5= F41[2}-

Supongamos que cumple para toda 4 < k < n, veamos que cumple para n.

Sea Tim, conn > 5y sea vy, € V(Tém) el vértice final de T;, y sea S C

V(Tém) independiente, entonces tenemos dos casos:

Caso 1. Siv, € S, entonces v1,vp_1,Vp—2 ¢ S, yaque v1, Up_1, Vp—2 adyT1[ | Up.
n(2

Consideremos la siguiente funcioén:
9[12] Ay — I, tal que 9[12](5) =S —{v,}

n[2]e

y donde IT1[2] ={ScC V(Té[z]) : S es independiente y v, € S}.
n[2]e
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Veamos que 9[12] es inyectiva, sean Sy, So € IT}L[Q]G’ tales que g[12](51) =
g[lz](Sg), entonces:
91 (S1) = g7y (S2)
S1 —A{vp} = S — {v,}
S1 =5

Veamos que g[12] es suprayectiva, sea S’ € I, como Tj, 491 C Tém,

—4[2]?

entonces S’ € I}y ademas v1,vp_1,vp—2 ¢ S', por lo que S =

[2]
S" U {vy}, es independiente para Té@]’ entonces

gy (S) = (8" U {vn)\{vn} = 5.

Por tanto, g[12] es biyectiva y hay tantos conjuntos de vérties indepen-

dientes de Tg[Q]’ que tienen a vy, como F (T, _49)) = Fri_ap2-

Caso 2. Siv, ¢ S, entonces S es un conjunto independiente para Ti[z] —{vn}

y puesto que vy, adyTl[ | V1, Upn_1,VUn_9, entonces S € Iy 12 Por otro
n[2 n—

lado si S’ es independiente para T, n—1[2], también lo serd para Tﬁ[g], de
tal manera que v, ¢ 5’

Por tanto, hay tantos conjuntos de vértices independientes de Té@] que
no tienen a vy, como F(1),_1j9)) = F,_1[2-

Por lo tanto gZ(Ti[z]) =Fy 1+ Foap) = Frlb[Q}'
O

Todos los conceptos que hemos definido y resultados que hemos probado en
esta seccion, son las herramientas necesarias para probar el siguiente teorema.

Sabemos que la notacién propuesta en este capitulo resulta ser un tanto en-
gorrosa, esto se debe a que queremos generalizar este resultado a cualquier
grafica circulante de orden n y salto r (Cnm), n,r € Z* y consideramos que
esta es una notaciéon adecuada que permite identificar facilmente la suce-
sion correpondiente a las graficas que constituyen la base de las pruebas que
ocupamos para el resultado final, junto con sus respectivos niameros de Fi-
bonacci, no obstante, conforme vayamos avanzando en el capitulo, esperamos
que sea mas claro el por qué elegimos dicha notacion.
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Teorema 4.1.3. Sea Cy9), entonces F (Cypa)) = Ly[a), para todan > 3.

Demostracion. Por induccion sobre n.

Sin =3, entonces U39y = K3y #(K3) =4 =1L
Sin =4, entonces Cypp) = K4y F(K4) =5 = Ly
Sin =35, entonces Csg) = K5 y #(K;5) =6 =L

Supongamos que la igualdad se cumple para toda 5 < k < n, veamos que
también se cumple cumple para n.

Sea Cpjg), conn > 6y sea v € V(Cn[g]) cualquier vértice, podemos suponer
sin pérdida de generalidad que v = v,. Sea S un conjunto independiente de
vértices para C),[9, entonces debemos considerar dos casos:

Caso 1. Siwv, € S, entonces vy, v2, Vp—1,Vp—2 & S, puesto que estos vértices
son adyacentes a v, en Cyg y S es independiente.

Consideremos la siguiente funcion:

hpg Loy, — 1o tal que hpg(S) =5 — {vn}

n—5[2]°
y donde I¢,, = {S CV(Cyg) : S es independiente y vy, € S}.

Veamos que hg) es inyectiva; sean 51,52 € ICn[Q]E

tales que hp)(S1) =
hi9)(S2), entonces:
hig(S1) = iz (S2)
St — {Un} = Sy — {'Un}

(51— {vn}) U{vn} = (S2 — {vn}) U {vn}
S1 =5

Veamos que hy) es suprayectiva, sea S’ e ITn—S[Q]’ como T}, _5(9) C Cppy,
entonces S’ € Ic,, v ademas vy, vz, Un_1,Vn—2 ¢ S’, por lo que S =

S"U{v,}, es independiente para C,,[y, entonces
hgy(S) = (8" U{vn})\{vn} = 5.

Por tanto, hpg) es biyectiva y hay tantos conjuntos de vérties indepen-
dientes de Cl,j9), que tienen a vy, como F (T}, _5j9)) = F},_5[2)-
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Caso 2. Si v, ¢ S, entonces S es un conjunto independiente para C,o —
{vn}, y puesto que vy, adycn[2] V1, V9, Upn_1, Un_2, entonces S € I’Ilwnfl[2]'
Por otro lado si S’ es independiente para 1,121, también lo sera para

Cyp2), de tal manera que vy, ¢ 5"

Por tanto, hay tantos conjuntos de vértices independientes de C,[9) que

no tienen a v,,, como y(TT}_l[Q]) = Fﬁ—1[2]'

Por lo tanto .7 (Cy,po)) = F) 12) T Fn-s2) = Lujg-

n—
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4.1.2. (3 y sus numeros de Fibonacci
Hacia la generalizaciéon

Hemos probado hasta el momento, con todo detalle que se puede decir con
exactitud cudl es el nimero de Fibonacci de Cy,[9), pero para ello fue necesario
definir tres sucesiones recursivas de enteros positivos y propiedades que las
relacionan; asf como dos subgréficas especificas de C,,[g) cuyo nimero de Fi-
bonacci esta determinado por dos de esas sucesiones; esto, para poder contar
el nimero total de conjuntos independientes de vértices de Cy,g). Creamos
una particién del conjunto Ioy,g = {5 C V(Cyyjg : S es independiente} con-
siderando a todos aquellos conjuntos independientes S € ICn[z] que tienen
a un vértice v y todos los que no, y al considerar estos casos es necesario
referirnos a dichas subgraficas. Este método, ha sido utilizado en todo el
trabajo y es el que nos servird para probar la generalizaciéon del problema,
para cualquier salto consecutivo r > 2.

Aunque no es necesario incluir el caso particular r = 3, lo mostraremos a
fondo para conducir de manera gradual a la generalizacién del problema;
consideramos que es sumamente ilustrativo porque nos permite comparar el
comportamiento de las sucesiones que se definen para cada caso y por ende
el comportamiento de las subgréficas que tienen como ntimero de Fibonacci
las sucesiones correspondientes.

Las sucesiones para C,3)

Definicion 4.1.7. Definimos la sucesion Fy; de manera recursiva como:
Fig) =2, Foz =3, Faigy =4, Fyzp =95 y Lz = Fooqg+Fu_apg, n=>5,n € Z.
Al n-ésimo termino de la sucesion le llamaremos Fy,[3).

2,3,4,5,7,10, 14, 19, 26, 36, 50, 69, . . .

Definicion 4.1.8. Definimos la sucesion Fi1[3] de manera recursiva como:
Fly=1,Fly=3, Fyg=4, Fjg=5 yFlo=F | 4+F! n>5mnec7

13 = L fopg) = 95 L3z =45 Lyjg) YL = L tLn—appy ¥ 29 :
Al n-ésimo termino de la sucesion le llamaremos Fé[g].

1,3,4,5,6,9,13, 18,24, 33, 46, 64, . ..
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Definicion 4.1.9. Definimos la sucesion FZ.Q[S] de manera recursiva como:

2 2 2 2 2 2 2
Fl[?)} = 17 FQ[S} = 17 F3[3] = 4, F4[3] =5 yF’n[?)} = Fn71[3]+Fn74[3} Vn Z 5,” €.
Al n-ésimo término de la sucesion le llamaremos Fs[s}'

1,1,4,5,6,7,11, 16,22, 29, 40, 56, . . .

Definicion 4.1.10. Definimos la sucesion Lyj3) de manera recursiva como:
Lz =1, Loz =1, Laigp = 1, Ly =5y Lyz) = Ly—1i3)+Ln—ap)s n > 5,n € Z.
Al n-ésimo término de la sucesion le llamaremos an.

1,1,1,5,6,7,8,13,19,26,34,47. ..

Observemos la siguiente tabla:

n |1 2345 6 7 8 9 10 11 12..
Fug [2 3 4 5 7 10 14 19 26 36 50 69...
Fyg |/l 3 4 5 6 9 13 18 24 33 46 64..
Fig[1 1 45 6 7 11 16 22 29 40 56...
Lyg |1 1 1 5 6 7 8 13 19 26 34 47...

Como ya habiamos mencionado las sucesiones que acabamos de definir tienen

algunas propiedades que las relacionan; observemos, de la tabla anterior que

si tomamos un término F},[3) y le sumamos el término F, , 43y obtendremos el

término Fé +5[3) de la segunda sucesiéon; de la misma manera, si tomamos un
L . L . 1 ..

término F,(3) y le sumamos el término F, +5[3] de la segunda sucesién, obten-

dremos el término Fs +6[3] de la tercera sucesioén, y por tltimo si tomamos un

término F,3 y le sumamos el término F? de la tercera sucesion, obten-
n n+6(3] )

dremos el término L,47[3] de la cuarta sucesion; probaremos a continuacion

que, en efecto, estas propiedades son ciertas. Notemos también que hemos
definido una sucesién mas que en el caso r = 2.
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Proposicién 4.1.3. Fi[?,} = F,_13) + F,_5(3) para toda n > 6.

Demostracion. Por induccién sobre n.

Sl n:6, F5[3} +F1[3] = 7—|—2 :9:F61[3]

Supongamos que la igualdad se cumple para toda 6 < k < n, veamos que
también se cumple para n:

= (P + Foopz) + (Fuspa) + Fu-gj3)
= (F—op3) + Fuosg) + (Fr—ejs) + Fu_op3)
= Fo 1331 + Fuosp3)

Fog = Fy i + Fo gy

Proposicién 4.1.4. F3[3} = 5_1[3] + F,_¢[3) para todan > 7.

Demostracion. Por induccién sobre n.

Sin="7, Fy+ P =9+2=11=F,

Supongamos que la igualdad se cumple para toda 7 < k < n, veamos que
también se cumple para n:

2 _ 2 2
Fug = o + Fo_agg)
= (Fﬁ—z[:;] + Fn—7[3]) + (F$_5[3] + Fn—10[3]>

= (Fﬁ—z[:a] + Fﬁ—5[3]) + (Fo—ri3) + Fr-10f3)
= F571[3] + Fi—q[3)

Proposicion 4.1.5. L3 = F§—1[3] + F,_7[3), para toda n > 8.

Demostracion. Por induccién sobre n.
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Sin=8, Fly+ Pz =11+2=13= Lgp

Supongamos que la igualdad se cumple para toda 8 < k < n, veamos que
también se cumple para n:

Lz = Lyp_q13) + Ln—ap3)
= (Fg_z[;),] + Fn—8[3]) + (F3—5[3} + Fn—11[3]>

= (o + F2oy) + (Facsipl + Funigg)
= F3—1[3] + Fnr3

Las trayectorias saltarinas para C,3

Las sucesiones que acabamos de definir determinardn los nimeros de Fi-
bonacci de Cy,[3), asi como los de ciertas subgraficas especificas de C,[3) que
se obtendran al considerar la particién anteriormente mencionada. Dichas
subgraficas se describen a continuacion.

Definicién 4.1.11. Sea T3y = T, U{xy : 2 < dr, (2,y) < 3} la trayectoria
de orden n y salto (1,2,3).

=

(a) Ty (b) T3
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Definicién 4.1.12. Sea Trlb[s} = T3 U{zy : dr, (z,y) = n—1} la trayectoria
de orden n y salto (1,2,3,n — 1).

(a) Tgl 3] (b) T91[3]

Definicién 4.1.13. Sea Tr%[:s} = TT%B} U{zy : dr, (z,y) = n—2} la trayectoria
de orden n y salto (1,2,3,n —1,n — 2).

C OSNCSOSESTS N

SSSS

(a) T82 3] (b) T92[3]

Se observa claramente que se define una subgrafica mas de Cy,3) que en el
caso r = 2, como sucedié con las sucesiones, ya que de manera correspon-
. . . iy 1 1 2 2
diente T},3] estara asociada a la sucesion Fo3) TN[3] ala an, Tn[3} ala an
y por supuesto Cy,3 estard asociada a la sucesion L,(3. Es por esto mismo

que se eligi6é esta notacion.
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4.1.3. Los teoremas para C,3

Hasta el momento, hemos construido todas las sucesiones, sus propiedades y
subgraficas de Cy,[3] que utilizaremos para contar el niimero total de conjun-
tos independientes de (3}, asi como los de dichas subgraficas. Recordemos
que en todas las pruebas utilizamos una particiéon especifica del conjunto
cuyos elementos son todos aquellos conjuntos de vértices independientes de
la grafica, por lo que todas las pruebas son similares, sin embargo las es-
cribiremos a detalle.

Recordemos la notacion: Si G es una grafica, entonces I = {S C V(Q) :
S es independiente}; ahora, si tomamos cualquier vértice de la gréfica v y
consideramos los conjuntos Ig. = {S € lg:v €Sty le, ={S€lg:v ¢
S}, estos conjuntos nos generan dicha particion de Ig.

Teorema 4.1.4. Sea T3, entonces F(Tyj3)) = Fyp3), para toda n € 7.

Demostracion. Por induccion sobre n.

Sin =1, entonces Ty3y = K1 y F (K1) =2 = Fy3)
Sin =2, entonces Th3) = Ko y F(K2) =3 = Fy3
Sin =3, entonces Ty;3) = K3y F (K3) =4 = Fy3
Sin =4, entonces Ty = Ky y F(Kq) =5 = Fy

Supongamos que cumple para toda 4 < k < n, veamos que cumple para n.

Sea T3], con n > 5y v, € V(1)) el vértice final de T, y sea S C V(T},j3))
independiente, entonces debemos considerar dos casos:

Caso 1. Siv, € S, entonces v,_1,Vp—2,Vp—3 & S, PUeS U1, Up—2, Up—3 adyTn[g] Up.

Vi ; % ;) ; Via Vas Vuz Var Va
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Consideremos la siguiente funcion:

93]+ 1. = 11,y tal que gi3(S) =5 — {vn}

Veamos que es inyectiva:

Sean S1,S9 € ITn[S]e’ tales que g[g](51) = g[g](Sg), entonces

913 (51) = gp3(S2)
S1 —A{vp} = S — {v,}
(51— {vn}) U{on} = (S2 — {vn}) U{vn}
S1 =959

Veamos que es suprayectiva:

!
Sea S’ € ITn74[3]’ como T;,_43) C Ty,3), entonces ITn74[3] - ITn[S] y
ademéas vy,_1,Up—2,0,—3 ¢ S’, entonces, si consideramos a S = S’ U
{vn}, S € I, ), se tiene que

93(S) =S — {vn} = (S U{vn}) —{vn} = 9.

Por tanto, g3 es biyectiva y hay tantos conjuntos independientes de
vértices de T),3], que tienen a v, como F (Tn,4[3]), que por hipdtesis
de induccion es F,_4(3).

Caso 2. Si v, ¢ S, entonces S es independiente para T),;3\{v,}, por lo
que S € I, 43 por otro lado, si S’ es un conjunto independiente
de vértices para T;,_y[3], lo sera también para T;,3 de tal forma que

vy ¢ 5.
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Por tanto, hay tantos conjuntos de vértices independientes de 15,3,
que no tienen a vy, como #(71),_yj3)), que por hipétesis de induccion
€S Fn—1[3]'

Por lo tanto F (Ty,3)) = Fr—1j3) + Fr—ai3) = Fujz)- B

Teorema 4.1.5. Sea T} nj3) €ntonces ﬁ(Tﬁ[g]) =F

5[3], para toda n > 2.

Demostracion. Por induccién sobre n.

Si n = 2, entonces Tl[g] =Kyy F(K3)=3= F21[3}'
Si n = 3, entonces T} s = = K3y 7(K3) =4 =Fy.
Si n = 4, entonces T [3] =Kyy F(Ky)=5= Fi[s]'
Si n = 5, entonces T5[3] =Ksy F(K5)=6= F51[3]'

Supongamos que cumple para toda 5 < k < n, veamos que cumple para n.

Sea T'! i3]’

V( n[3]) independiente, entonces tenemos dos casos:

conn > 6y sea v, € V(T [3]) el vértice final de T,,, y sea S C

Caso 1. Si v, € S, entonces v1,Vp—1,Vn—2,Un—3 ¢ S, ya que vi,v,_1,Vp—2
y vUn_3 son no adyacentes a v, en Ti[s]'

Vi g - ; Vis Vas Vaz Vs Va

Consideremos la siguiente funcioén:

g[lg] : ITrll[s]e — I, ., tal que g[13](5) =S5 —{u,}.
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1

Veamos que 9jg) €8 inyectiva:

Sean S1,S2 € Iy1, tales que g[lg}(Sl) = g[13](5’2), entonces:
n[3]e

913 (S1) = 9i3(S2)
Sl — {Un} = SQ — {’Un}
S1 =95

Veamos que g[13] es suprayectiva:

!
Sea S’ € ITTH,)B],

V1, Un—1,Vn—2,0n—3 & S', por lo que S = S’ U {v,} es independiente
para Té[i”]’ entonces

gl5(S) = (8" U {vn)\{vn} = 5.

como T, 531 C Té[?ﬂ’ entonces S’ € I%nm] y ademés

Por tanto, 9[13] es biyectiva y hay tantos conjuntos de vértices indepen-
dientes de Té[iﬂ’ que tienen a vy, como F (T}, _5(3)) = Fy,_5[3-

Caso 2. Si v, ¢ S, entonces S es un conjunto independiente para Té[?)] —
{vn}, por lo que S € I, 5
T, _1[3), también lo sera para Tg[g], de tal manera que v, ¢ S’.

Por otro lado si S es independiente para

Por tanto, hay tantos conjuntos de vértices independientes de Ty}[g] que
no tienen a vy, como F(1,,_yj3)) = Fj,_1[3)-

Por lo tanto Q(Tém) =Fo )+ Fuosp) = Fé[?,}‘
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Teorema 4.1.6. Sea T2 a3 €ntonces E(Ts[g]) = Fg[g], para toda n > 3.

Demostracion. Por induccion sobre n.

Sin = 3, entonces T [3] =K3y F(K3)=4= F32[3}'
Si n = 4, entonces T [3] =Kyy F(Ky4)=5= F42[3}'
Sin =5, entonces T [3] =Ksy F(K5)=6= F52[3}'
Si n = 6, entonces T 63 = =Koy F(Kg)=T7= F62[3}'

Supongamos que cumple para toda 6 < k < n, veamos que cumple para n.

Sea T2 [z con n > T7yseauv, € V(T [3]), el vértice final de T},, y sea S C

V( n[3]) independiente, entonces tenemos dos casos:

Caso 1. Siwv, € S, entonces vy, V2, Up—1,Vn—2,Un—3 ¢ S, ya que vy, V2, Up_1,
Un—2,Un-3 adYTQ, Un-
n[3]

Vi V2 Vs g g ; ; Vs Vis Va2 Vs Va

Consideremos la siguiente funcion:
g[23} tlpe = I, gy, tal que g[23](5) =S5 —{u,}.
n[3le

Veamos que 9[23] es inyectiva:

Sean S, 53 € ITz[S] , tales que g[23}(51) = 9[23](52), entonces:
nisle
93 (S1) = gi3(S2)

—{vn} =52 — {vn}
S1 =5
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Veamos que 9[23] es suprayectiva:

Sea S’ € I, ., como T, g5 C TZ[s]’ entonces S’ € I2 o Y ademaés

(317
V1,02, Vp—1, Un—2,Vn—3 & S’, por lo que S = S"U{v, }, es independiente
para Ti[:&]v entonces
2
95(8) = (S"U{vn)\{vn} = 5"
Por tanto, g[23] es biyectiva y hay tantos conuntos de vértices indepen-

dientes de T5[3]7 que tienen a v, como 9’(Tn,6[3]) = F_¢[3-

Caso 2. Si v, ¢ S, entonces S es un conjunto independiente para T 3[3] —
{vn}, por lo que S € I}n_

1
T, 1)

o Por otro lado si S’ es independiente para

también lo serd para T3[3]’ de tal manera que v, ¢ S’.

Por tanto, hay tantos conjuntos de vértices independientes de Tg[g] que

no tienen a v,,, como Q(Té_l[g]) = Fﬁ—l[?)]'

Por lo tanto 9(T3[3]) = Fé,1[3] + F63) = Fz[zﬂ'
]

Todos los conceptos que hemos definido y resultados que hemos probado has-
ta en momento, en esta seccidon, son las herramientas necesarias para probar
el siguiente teorema.
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Teorema 4.1.7. Sea C,[3), entonces F (Cy3)) = Ly[3), para todan > 4.

Demostracion. Por induccion sobre n.

Si n = 4, entonces 04[3] Kyy #(Kq)=5= L4[3]
Sin =5, entonces Cy3) = K5 y F (K5) = 6 = L3
Si n = 6, entonces Cﬁ[ 3] = K¢y F(Kg)=T7= L6[3]‘
Sin =7, entonces Cyp3) = K7 y F (K1) =8 = Ly3.

Supongamos que cumple para toda 7 < k < n, veamos que cumple para n.

Sea Cpg), con n > 8y sea v € V(Cn[g]) cualquier vértice, podemos suponer
sin pérdida de generalidad que v = v,. Sea S un conjunto independiente de
vértices para Cy,3], entonces debemos considerar dos casos:

Caso 1. Siv, € S, entonces vy, va, U3, Un—1, Un—2, Un—3 & S, puesto que estos
vértices son adyacentes a v, en Cy,3 y S es independiente.

Vn

Consideremos la siguiente funcion:

tal que h3)(S) =S — {vn}.

hig) + L0y = 117y
Veamos que h(z es inyectiva:

Sean 51,52 € Ic,,  tales que hig(S1) = hy3)(S2), entonces:

hi3(S1) = hz(S2)
—{vn} = 52 — {vn}
(51— {vn}) U{on} = (S2 — {vn}) U {vn}
S1 =59

[Ble
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Veamos que hz) es suprayectiva:

Sea S" € Ir, ., como Ty, 7131 C Cy), entonces S’ € Ic, v ademas
V1,02, V3, Un—1, Un—2,Vp—3 & S’, por lo que S = 5" U {v,}, es indepen-
diente para Cn[g], entonces

hy(S) = (8' U {oa))\{un} = '

Por tanto, h(3 es biyectiva y hay tantos conuntos de vértices indepen-
dientes de C,,[3], que tienen a vy, como F (T, _7[3)) = Fj_7[3)-

Caso 2. Si v, ¢ S, entonces S es un conjunto independiente para C,3 —
{vn}, por lo que S € I% e Por otro lado si S’ es independiente para

T,

n—1[3)2, también lo serd para C,3), de tal manera que v, & S’

Vi
Vi O Vui

Por tanto, hay tantos conjuntos de vértices independientes de C,(3 que

no tienen a vy, como f(Tgil[S]) = F371[3]'

Por lo tanto ﬁ(Cn[g]) = Fr%—l[?)] + Fn_7[3] = Ln[3].
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4.2. La generalizacion

4.2.1. Las sucesiones

Queremos dar una generalizaciéon de los resultados de los casos r = 2
y r = 3 a cualquier r € ZT, r > 2, y para ello es necesario definir con
sumo cuidado las sucesiones necesarias que se utilizan en la prueba del caso
general. Para ello, observemos comparativamente el comportamiento de las
sucesiones definidas en los casos r =2y r = 3:

n |1 2345 6 7 8 9 10 11 12..
Fuy 2 3 4 6 9 13 19 28 41 60 88 129...
Fig |1 3 4 5 8 12 17 25 37 54 79 116...
Lyg |1 1 4 5 6 10 15 21 31 46 67 98...
n [[1 2345 6 7 8 9 10 11 12...
Fusp[2 3 4 5 7 10 14 19 26 36 50 69...
Fug 1 3 4 5 6 9 13 18 24 33 46 64...
Fig[1 1 45 6 7 11 16 22 29 40 56...
Lyg[1 1 1 5 6 7 8 13 19 26 34 47...

Notemos que al comparar la primer sucesioén correspondiente a cada tabla y
de coémo se definieron en cada caso, obtenemos que

” n+1sine{l1,2,3} % R n+1lsine{l,...,4}
e anllz] + F"*3[2] sin >4 e Fn*1[3] + Fn*4[3] sin 25

de esto, es natural pensar que para el caso general se puede definir a la
sucesion F),[r] de la siguiente manera:

n+lsine{l,...,r+1}
Fryy =

Fn_l[r] + Fn*(rJrl)[T] sin>r+2
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Ahora, necesitamos definir el resto de las sucesiones. A la sucesion Li[r] la

nombraremos también como F; . De comparar el comportamiento de las
T

sucesiones en los casos r = 2 y r = 3 obtuvimos que:

Parar=2k=1,2 yparar =3, k=1,2,3; ademés

Isine{l,...k} 1sine{l,...,k}
Fr,=qntlsine{k+1,....3} & F} =qn+lsine{k+1....4}
k k . k k .

Fn,lm + Fn,3[2] sin>4 Fn,1[3] + Fn,4[3] sin>>5

Es decir, para una r fija y una n > r + 2, el término Fff[ , donde k varia
T

entre 1 y r, se puede obtener sumando el término anterior d]e dicha sucesién

con el r 4+ 1-término anterior de la misma sucesion; por ejemplo, para r = 3

con k = 2, cualquier término de la sucesion F,%B] con n > 4, digamos n = 11
se tiene que, F121[3] =40=29+11= Ffo[g] + F72[3].

En general podemos conjeturar que para alguna r € Z*, r > 2 y fija
k=1,...,r tenemos que

1sine{l,... k}

ij[] =!{n+lsine{k+1,....,7+1}
" k k :

Fn_l[r] + F”*(’”H)[r] sin>r-+2
Notemos que esta propiedad que obtuvimos de observar el comportamiento
de las tablas de los casos r = 2 y r = 3, determinan los términos de las
sucesiones F,’fm en el rengléon k, independientemente del resto de las suce-
siones, por eso de manera informal, durante el proceso de investigaciéon nos
referimos a esta propiedad como la propiedad por renglones.

Por otro lado, si observamos la distancia que hay entre dos términos de las
tablas, vistos de manera diagonal, notaremos que dicha distancia es inva-
riante entre los términos de esa diagonal, a partir de ciertas n; por ejemplo:

1
Fiyg + Foy =2+ 7=9= Iy,
1 _ _ _ 2

2 _ _ _ 3
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Este comportamiento que poseen las tablas de las sucesiones, por diagonales,
se probaron como propiedades en los casos 7 = 2 y r = 3 y se describen de
la siguiente manera:

Parar=2k=1,2 yparar =3, k=1,2,3; ademés

Isine{l,...k} Isine{l,...,k}
FTILC[]: n+lsinef{k+1,...,k+3} & Fr]f[]: n+lsinef{k+1,....k+4}
2 3
Fjj:}m + Py (k3 Sin > k44 Ffj_‘ll[s] + Py (k) Sin > k45

y proponemos que si kK = 1, entonces

k=1 _ 0 _ k-1 _ 0 _
Frpy = Fapy = Fog ¥ Py = Py = gy

En general podemos conjeturar que para alguna r € Z™, r > 2 y fija

k=1,...,r y que

1sine{l,...,k}
FFo={n+lsine{k+1,...,r+k+1}

[r]
k—1 .

anl[r] + an(r+k+1)[r] sin>r+k+2.
Observemos que el comportamiento que tiene esta propiedad nos determina
los términos de las sucesiones F/f[r] en términos de Fff:llm y Fn_(r+k+1)[r] para
cualquier n > r+k+2; es decir, a partir de esta propiedad se puede construir
la tabla del caso general r, de manera recursiva en funciéon de los términos
anteriores sobre su diagonal, es por ello que del mismo modo que la propiedad
por renglones, hemos nombrado de manera informal a esta propiedad como

la propiedad por diagonales.

Estas dos propiedades son muy importantes, ya que son las que utilizamos
en las pruebas del caso general. De manera intuitiva durante el proceso de
investigacion tratamos de inducir una usando la otra como definicién, lo
cual nos gener6 algunos problemas, ya que de la propiedad por renglones no
es posible llegar a la propiedad por diagonales puesto que en la primera el
renglon es fijo y no pudimos decir con certeza qué pasaba para valores de n
mayores a r+k-+ 2. De manera similar tampoco pudimos probar la propiedad
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por renglones a partir de la propiedad por diagonales tomando la segunda
como definicién, al intentarlo pudimos probarla para 1 <n < r+k+1, pero
tampoco pudimos decir con certeza lo que pasaba paran > r+k+2. Por esto
fue necesario encontrar otras propiedades que nos dieran la oportunidad de
transitar sobre los términos de las sucesiones de otro modo, y encontramos
las siguientes propiedades que explicaremos a detalle.

Tomemos un ejemplo de la propiedad por diagonales para el caso r = 3:

Fyg + Fo, = 7426=33= Ffom
1 . - . 2

2 o _ _ 13

_ _ 2 1 _ 3 2
Dado que F5[3] = F10[3] — Fg[s] = Iy, — Flog, = Fiay, — P entonces

3 _
2
Fll[s] = 2F5 + Fyy
1 _
Flog = I + Foy
esto sucede como una consecuencia de la propiedad por diagonales ya que
para las n > r+k+ 2 la distancia entre un término y el consecutivo anterior

es invariante sobre su diagonal y es de hecho un término de la sucesion F;
para alguna r fija, a saber, F,_(141)

[r]

e entonces la distancia que habra

entre dicho término F/f[r] y Fn—km serd un multiplo de F, —(r k1) dicho
miltiplo es precisamente k, puesto que es el nimero de renglones que hay
entre FTIf[T] y Fn—k[r] sobre su diagonal.

En términos generales se puede describir esta propiedad de la siguiente ma-
nera:

lsine{l,...,k}
Ey =qnt+lsine{k+1,...r+k+1}
By + RE ey, ST 27+ k42
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Probaremos que esta propiedad resulta ser equivalente a la propiedad por
diagonales y nos permite saber con certeza como son los términos de las
sucesiones F,]fm, para las n > r+k+2 en términos tinicamente de la sucesion
an, la cual a su vez esté definida en términos de ella misma, por lo que
esta equivalencia si nos permite inducir la propiedad por renglones tomando

la propiedad por diagonales como definicion.

Aunque hasta aqui las propiedades que hemos analizado basadas en el com-
portamiento de las tablas son suficientes para probar el resultado que nos
hemos propuesto en este trabajo respecto al ntimero total de conjuntos inde-
pendientes de cierta familia de graficas; durante el proceso de investigacién
no llegamos de manera inmediata a la propiedad equivalente a la propiedad
por diagonales. Al principio tratamos de encontrar algin comportamiento
patréon entre los términos de las sucesiones vistos por columnas y después
de analizar las tablas de las sucesiones obstuvimos otra propiedad, la cual
nombramos de manera informal la propiedad por columnas. Su forma general
es la siguiente:

Isine{l,....k}
n+lsine{k+1,....7r+k+1}
njr) FFl ksine{r+k+2,...,2r +k+1}

n[r]

F’]f[:]l o an*(2r+k+1) sin>2r+k+2

Esta propiedad es menos intuitiva que las anteriores. Observamos las dis-
tancias que hay entre los términos de las sucesiones de un renglén a otro
consecutivo sobre la misma columna a partir de cierta n; es decir, tomamos
un término Fflf[r] y lo comparamos con el término F,’f:l paralasn >r+k—+2
y notamos que para los valores de n entre r + k +2 yv 2r + k + 1 la distancia
es k, mientras que para n > 2r + k + 2 la distancia entre Fﬁ[r] y Fffl:]l es un
multiplo de F, —(@r+k+1) la razén de este comportamiento sera mas claro
cuando realicemos la prueba, puesto que esta propiedad es consecuencia de
las propiedades anteriores en conjunto. Veamos algunos ejemplos con r = 3:

n [[1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12...
Fus[2 3 4 5 7 10 14 19 26 36 50 609...
Fug |1 3 4 5 6 9 13 18 24 33 46 64...
Frg 1 1 45 6 7 11 16 22 29 40 56...
Lyg |1 1 1 5 6 7 8 13 19 26 34 47...
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Sin =S8,
1
Fg[sl — F8[3] =19-18=1

1 2 _ _ —
F8[3] — F8[3] =18—-16=2
2 3 _ _ —
F8[3] — F8[3] =16—-13=3
en este caso n estd entre r +k 4+ 2y 2r + k+ 1 para toda k = 1,2, 3.
Sin =12,
Fiay — Fiy, =69 —64="5= Fy
Fly, — Fiy, =64-56 =8 =2Fy
Fhy — Fiy, =56 —47=9=3F
en este cason > 2r + k + 2 para toda k = 1,2, 3.

Entonces, si conocemos la distancia entre Frlfm y Fﬁ[:]l, es posible determinar

la distancia entre F,]f[r] y Fn,, para toda k > r+k-+2, como una consecuencia
de la propiedad por renglones, basta sumar las distancias que hay entre Fém
y F,"L[_T]1 para toda ¢ = 1,...,k; es decir, tendremos la siguiente propiedad
como corolario de la propiedad por renglones:

lsine{l,....,k}
n+lsine{k+1,...,r+k+1}

k
FFo=d Fyp =D isin=r+k+2,...,2r+k+1

Ny
[r] P

k
an - Z Z.an(27“+i+1) sin > 2r+k+2
i=1

En resumen, para el caso general, las propiedades que tomaremos como
definiciones para probar las demés son:

n+1lsine{l,...,r+1}
Fngy =

Fn—l[r] + Fn—(r—i—l)m sin>r+2

87



lsine{l,....k}
F,]fm =<{n+lsine{k+1,....r+k+1}
Bty T REn(rkr)yy Sin 2 7+ k42

y con ellas probaremos las siguientes propiedades.

lsine{l,...,k}
F:lf[r] ={n+lsine{k+1,....r+k+1}
F’f:ll[r] +Fn—(r+k+l)[r] sin>r+k+2

1sine{l,....,k}
Ff o={ntlsine{k+l...r+1}
F’f—lm +Fr]f—(

7‘+1)M sin >r+4+ 2

1sine{l,...,k}
n+lsine{k+1,....r+k+1}
npr] Ff[;]l—ksine{r+k:+2,...,2r+k+1}

Frlf[:]l - an—(2r+k+1) sin>2r+k+2

(1sine{l,... k}
n+lsine{k+1,...,r+k+1}
k
= Fn[r]—;isine{r+k+2,...,2r+k+1}
k
Fug, _Zian(27’+i+l) sin>2r+k+2
\ i=1
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4.2.2. Las Pruebas

Definicién 4.2.1. Seanr € Z* y 1 < k < r, definimos de manera recursiva
las siguientes sucesiones:

P n+1lsine{l,...,r+1}
" Fn—l[r] +Fn—(r+1)[r] sim>r—42

lsine{l,..., k}
FF =dn+lsine{k+1,....r+k+1}
F"—k[r] +an*(T+k+1)[r] sin>r+k+2

Teorema 4.2.1.
1sine{l,... k}
Fff[] ={n+lsinel{k+1,....,r+k+1}
Fn—k[r] + an—(T+k+1)[r] sin>r+k+2
sty solo si

1sined{l,...,k}

7’;[] —{n+lsine{k+1,....,r+k+1}
Ff:}[r] + P (rhrt)y, $in > 1+ k+2

Demostracion. Basta ver que

Fn_km + an—(r+k+1)[r] — pk-1 Fn—(r+k+1)[r] para todan > r + k + 2.

n—lm
Por inducciéon sobre k.

Supongamos que Fk[T] = Fop,, + l{:Fn_(r+k+1)[r]. Si k =1, entonces

n
Fpo = Fooay + (DFa gy, = Foy, + Facgeay,

Supongamos que el resultado se cumple para toda 1 <[ < k, veamos que se

cumple para k.
Comon >r+k+2entoncesn—1>r+k+1=r+(k—1)+2,

k-1
Foliy = Fo-n-t-np + (0 = DFa-n) s -1
= Fuogyy + (k= DE,_(rarsny,
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Fs:ll[r] + Fn—(?”-i-k-i—l[r]) = ank[r] + (k - 1)Fn—(7‘+k+l)[r] + Fn—(r—i—k-i—l)[r]
= n—k[T] + an—(T-f—k-‘rl)[T]

Supongamos que ijm = ij:ll[r] + an(r+k+1)[T]- Si k =1, entonces

Fir = F”?_l r + Fn_("‘+2) " n—1p, + (l)Fn_(r+2) r
(7] (7] (7] [r]

Supongamos que el resultado se cumple para 1 < [ < k, veamos que se
cumple para k.

ko k=1
an - Fn—lm + F (k1)

= (F(nfl)f(kfl)m + (k — 1)F(nfl)f(r+(k71)+l)[r]) + Foe (rht1) g
= Fokyy + (k= DF - (k-1)+2)5y + Fae(rtht1)

= n—k[r] + an—(T’-i—k‘-i—l)[r]

Teorema 4.2.2. F,]f[r] = Ff_1[r] + F:

~(rt1),,, PTG todan>r+k+ 2.

Demostracion. Realizaremos la prueba por casos:
Caso 1. Sin=r+k+2,entoncesn—1=r+k+1lyn—(r+1)=k+1
k k k k
enconces Fn—l[r] + an(r+1)[,r] = FT+]€+1[T] + Fk‘i’l[r]
=(r+k+2)+(k+2)
=r+2k+4

Por otro lado, Fff[r] = F,_r+ an—(r+k+1)[r] vaquen =1+ k+ 2,
entoncesn —k=r+2yn—(r+k+1)=1, por lo que

Fflf[r] = I'n—ky + anf(r+k+1)[T]
= Frya, + kFy,
= (B + Fiy) + kFy
=(r+2)+2+k(2)
=r+2k+4

Por tanto FF = F*

k —
i n—1,, T E7 , paran =7+ k+2.

7(T+1)[r
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Caso 2. Sir+ k+3<n<2r+k+ 2, entonces
r+k+2<n—-1<2r+k+1lyk+2<n—(r+1)<r+k+1

Frlfflm + Frlf—(r+1)[7-1 = Fn1)-byy + EE 1)~ rthry,,y) + (0= 7)
ycomo r+k+3<n<2r+k+ 2, entonces

2<n—(r+k+1)<r4+1lyl<(n—-1)—-(r+k+1)<r

Fo(ribit),y =N — (r+k), entonces n —r = Fo b 1)k, TR
Y Flin—1)—(r4k+1) =1 — (r + k + 1), entonces

Flon-1)—kyy + EFn—1)— (k1) + (R —7)

= <F(n—1)—k[r] +k(n—(r+k+ 1))) + Fo iy, T K
- (F(n,k),l[r] + F(n,,c),(m)) Yh(n—(r+k+1)+k
= Fyp,) +k(n—(r+k))

= 'n—ky) + an—(r-HH—l)[r]

k
"r]

Por tanto, el resultado es cierto para todar+k+3 <n <2r+k+ 2.

Caso 3. Sin > 2r + k + 3, tenemos que

n—1>2r+k+2>r+k+2yn—(r+1)>r+k+2, entonces

k k
Fno1y + Fae ey
= (F(nfl)fkm + kF(nfl)f(r+k+1)[T]) + <an(r+1)fkm + kF(nf(r+1))f(r+k+1)[T])

= (F(n—k)—l[r] + F(n—k)—(r—i—l)) +k (Fn—(r-l-k-f—l)—l[r] + Fn—(r—l—k-&-l)—(r-&—l)[rl)

Y como n > 2r+k+3, entoncesn—k > 2r+3 >r+2yn—(r+k+1) >
r 4+ 2, por lo que
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(F(nfk)flm + F(nfk)f(rJrl)) +k (an(r+k+1)71[r} + an(r+k+1)f(r+1)m)
= fn—kpy + an—(r—&—k’—i—l)[r]

— Fk

"r]

Por tanto, F,’fm = F,’f_lm + F*

n—(r 1) sin>2r+k+3.

Teorema 4.2.3.
. Fj{:}l—ksine{r+k+2,...,2r+k+1}
"r) ij[;]l — kP2 sty Sin =20 +k+2

Demostracion. Por casos:

Caso 1. Sir+k+2<n<2r+k+1,entonces 1l <n—(r+k+1)<r

k  _ k-1 k-1 _ k-1 k—1
Por lo que Fn[r] == Fn—l[,,.] +Fn—(r+k+1)[r] y Fn[r] - F’I’L—l[r] +an(7‘+1)[7‘]

k—1 k k—1 k—1 k—1
Fn[T] - Fn[’r] - (Fn_l[r] + FTL—(T’—FI)[T]) - (F’I’L—l[r] + an(r+k+1)[r])
_ k-1
- F"*(?”rl)m — Ptk
Como k+1<n—(r+1) <r+k, entonces

k—1D+2<n—(r+1)<r+k-1)+1yl<n—(r+k+1)<r
Fk_l ) :n_TyF—(r—f—k—&-l)[T] :TL—(T+I€)

nf(rJrl )
k—1 ko k-1
Foy = Fnyy = Fn—(r+1)m ~ ok,
=n-r)—(n—(r+k))
=k

Por tanto FF = Fk-1 _ k.

"r] "r]
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Caso 2. Sin > 2r + k + 2, entonces

ko k-1 k=1 _ k-1 k-1
Py = Frcayy F Fneabsnyyy ¥ Ty = Ty Fn—(r+1)[r1

k—1 ko _ k-1 k—1 k—1
Fn['r] - Fn["‘] - (Fn_l[r] + an(T%*l)[T]) - (Fn—l[r] + Fn*(r+k+1)[r]>

_ k-1
- an(r+1)[r] - Fn_(r"_k"‘l)[r]

comon > 2r—+k+2, entoncesn—(r+1)>r+k+1=r+(k—1)+2

iy = Pt e H (R D F 1)~ (- 141, emtbonces

k-1
Fn—(r+1)m = Fae ety
= (an(rJrl)f(kfl)[,«] + (k — 1)Fn7(2r+k+1)m> = B (rtkt1)

n—(r-i—k)[r] - Fn—(r-&-k-ﬁ-l)[r] + (k - 1)Fn—(27‘+k+1)[r]

y como n > 2r + k + 2, entonces n — (r — k) > r + 2, por lo que

Fo vtk = Fin—(rtk) =14 T Fon—(rk)) - (r41)

= n—(T-‘rk‘-i-l)[T] + Fn—(2r+k+1)[r]

de aqui que F; —@rtkt1) g = Fne () — Fn—(r+k+1)[r]’ entonces

Eo vty — Fnerahtt)yy + (B = D F o 2rth41),,
= Fo@riktyy,, + (k= DFu2rk41)

= an7(2T+k+1) Ir)

k-1 k
entonces an — an = an—(2T+k+1)[T]7

por lo tanto Fff[r] = F,If[z]l — an_(2T+k+1)[r] para toda n > 2r + k + 2.
O
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Teorema 4.2.4.

k

Ff[r] = Fn, — (Zz <Fn(2r+i+1)[r])> para toda n > 2r + k + 2
i=1

Demostracion. Por inducciéon sobre k.
Si k =1, entonces Fé[r] = FSM — Fo_@ry2), n > 2r + 2.

Supongamos que el teorema es valido para toda 1 < [ < k, veamos que se
cumple para k.

Sean > 2r+k+2, entonces Frlf[r] = Frlflj]l —k‘Fn_(g,,JrkH)[r], pero por hipotesis
de induccién

k—1
Fr]f[:]l = Fn,y — ( i (Fn_(2r+i+1)[r])> , por lo que

k—1
k .
Fn[r] = Fn[r] - ( 1 (Fn—(2?“+i+1)[r]>) - an—(QT-i-k-‘rl)[,r]
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4.2.3. Las graficas T,, | y Tk

"r]

Hemos definido ciertas sucesiones y hemos probado algunas de sus propiedades,
para probar que podemos determinar los niimeros de Fibonacci de las siguien-
tes familias de graficas.

Definicién 4.2.2. Sear € Z*,r > 2. Ty = Tn U{zy : 2 < dr, (z,y) <7}
es la tryaectoria de orden n y salto (1,2,...,7).

Definicién 4.2.3. Seanr € Zt,r > 2 y1 <k <. T/hfm =TF1u{zy:

r]
dr, (z,y) =n—k} es la trayectoria de orden n y salto (1,2,...,r,n—1,n—
2,...,n—k). En el caso en que k =1, ij[:]l =T,y

Definicién 4.2.4. Sear € Z1,r > 2. Chyy = CpU{zy : 2 < dg, (v,y) <1}
es la grifica circulante de orden n y salto consecutivo (1,2,...,71)

Observacion 12. Cuando k = r tendremos la trayectoria de orden n y salto
(L,2,...,m,m—1,n—2,...,n—7), en este caso TY’L’M =Cp,.
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4.2.4. Los Teoremas

Teorema 4.2.5. Sea T”[r]’ entonces F (T, ) = Fy

(7]

Demostracion. Por induccién sobre n.
Sil<n<r+1, entonces Ty, = Ky, y F(K,)=n+1=F,

Supongamos que el teorema es cierto para toda r + 1 < [ < n, veamos que
es cierto para n.

Sea T”[r] conn > r+ 2,y sea v, el vértice final de T,, y sea S C V(Tnm)
independiente, entonces debemos considerar dos casos:

Caso 1. Si v,eg, entonces vy,_1,Up—2,...,0n—r & S, ya que dichos vértices
son adyacentes a v, en T,y-

Consideremos la funcion

g[r} : IT"[T] - ITn—(T-H)[r]7 tal que g[r] =5~ {’Un}

Pero gj,) es biyectiva, por tanto hay tantos conjuntos de vértices in-
depentientes, de T”[r] que tienen a v, como ﬁ(Tn_(H_l)m), que por

hipotesis de induccion es Fj,_, 1)

Caso 2. Siv, ¢ S, entonces S es independiente para Tnm\{vn}, por lo que
S e ITn_1[ i por otro lado si S’ es un conjunto de vértices independiente

para Ty, lo sera también para T, o de tal forma que v, ¢ S’
Por tanto, hay tantos conjuntos de vértices independientes de T”[r] que

no tienen a v,, como # (Tn,lm), que por hipotesis de induccién es

Foo1,.

Por lo tanto ﬂ(Tn[r]) =Fy,, + Fn—(r+1)m =F

")
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Teorema 4.2.6. Sea wa con 1l < k <r, entonces

ﬁ(TT’f[T]) = F,’;W sin>k+1.
Demostracion. Por inducciéon sobre k:
k =1, por induccién sobre n.

Tl

n T

K, paratoda2<n<r+2y % (K, =n+1 :Fém.

Supongamos que se cumple para r + 2 <[ < n, veamos que cumple para n.

Sea Tﬁm con n > 1+ 3y sea v, el vértice final de T}, y S un conjunto de

vértices independiente de Tﬁ[r], entonces tenemos dos casos:

Caso 1. Si v, € S, entonces vy, Vp—p,...,0p—1 ¢ S pues estos vértices son
los vecinos de v,, en Tnm.

Consideremos la funcion
1 1
9p) H Imp 2 04, tal que gy (S) = 5 — {vn}.
Pero g[lr} es biyectiva; por tanto, hay tantos conjuntos de vértices inde-

pendientes de T%M que tienen a vy, como ﬁ(Tn_(Hg)[r]) = Fo(r42),)
esto por el teorema anterior.

[r’

entonces S € ITn—l[ |+ por otro lado, si S" € I¥ ., entonces S’ es
r )

Caso 2. Si v, ¢ S, entonces S es independiente para TT?_IM = Th_1

independiente para T&M con la propiedad de que v, ¢ S’. Por tanto,
hay tantos conjuntos de vértices independientes de Té[r] que no tienen

a v, como ﬁ(Tn,lm) = anl[r] por el teorema anterior, entonces

F(Ty,) = Fo1, + Fa -

"r)

Supongamos que el teorema es valido para toda 1 < k' < k; es decir,
ﬁ(Tff{;}) = Fff[/r] para toda n > k' + 1 y para toda 1 < k¥ < k, veamos
que el teorema es valido para k.
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Por inducciéon sobre n.
Sea T]jm, conn > k+1.

Sik+1<n<r+£k+1, entonces Tffm =K,y Z(K, =n+1= ij[r].
Supongamos que el teorema es cierto para r + k + 1 < I < n, veamos que es
cierto para n.

Sea T,’fm conn >r+k+ 2y sea v, el vértice final de T, y § C V(Tffm)
independiente, entonces debemos considerar los siguientes casos:

Caso 1. Si v, € S, entonces vy,...,Vk, Un—r,...,Un—1 & S, puesto que di-
chos vértices son adyacentes a v, en T,’fm.
Consideremos la funcion

gﬁ«} : ITn[T] - ITn—('r+k+l) . tal que g[k:r](s) =S —{vn}.

[

Como gﬁ ] os biyectiva, por tanto hay tantos conjuntos de vértices in-

dependientes de T, ,’fm que tienen a v, como .%# (Tn_(r+k+1)[r]) que por

el teorema anterior sabemos que es F; —(r k1)

Caso 2. Si v, ¢ S, entonces S es un conjunto de vértices independiente

para T,’f[ ]\{vn}, por lo que S € Ié“fll , ademas si S’ es independiente
™ n— [T‘]

k—1
en Tnfl[T

Por tanto, hay tantos conjuntos de vértices independientes de Tffm que

. lo sera también en T, ,’f[r] de tal modo que v, ¢ 5.

no tienen a v,, como % (Tn_lm) que por hipotesis de induccion es

k—1
n—lm

Por lo tanto gZ(Tk ) = FF1o 4 an(r+k+1)[r] — Fk

nr) n=1p nrl”
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Observacion 13. Recordemos que Tf{m = Cnm, entonces
ar _ I
F (C”[r]) = an

nombramos, a manera de notacion, a F)  también como an, en analogia
T

a la relacion entre los numeros de Fibonacci de los ciclos de orden n y la

sucesion de Lucas, por tanto podemos finalmente concluir que

F (Cryyy) = Ling-
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Conclusiones

Notemos que que las gréficas circulantes de orden n y salto consecutivo
(1,2,...r) coinciden con las r-ésimas potencias de los ciclos de orden n, por
ello hemos determinado con exactitud los niimeros de Fibonacci de una fa-
milia completa de graficas. Ademas, hemos generalizado la sucesion de Fi-
bonacci y de Lucas y propiedades que las relacionan entre si a través de estas
graficas, ya que podemos ver a las trayectorias y a los ciclos de orden n como
un caso particular de sus r-ésimas potencias.

Dentro de las cosas que tenemos propuestas para seguir trabajando en este
tema, es tratar de encontrar una propiedad que determine el n-ésimo término
de cada sucesion en funcién tnicamente de n, r y k sin la necesidad de usar un
método recursivo, también durante el proceso de investigaciéon propusimos
explorar algunas operaciones relacionadas con estas graficas y ver si es posible
determinar sus nimeros de Fibonacci; sin embargo lo expuesto aqui es todo
lo que tenemos hasta ahora. Esperamos poder decir mas en otro momento.
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