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Introduccion

En 1964 René Thom escribié un articulo muy interesante [40] en el que explicaba
como se pueden adaptar ideas de teoria de Morse al estudio de la topologia de una variedad
foliada no singular. Dichas ideas han sido fuente de inspiracion para diversos trabajos,
entre ellos el trabajo desarrollado en [13] por Gémez-Mont, Seade y Verjovsky.

Sea, N" una variedad diferenciable compacta, la cual esta dotada de una foliacién F
no singular de codimensién k. En [40] Thom considera una funcién g definidad sobre N™
y hace un estudio de las propiedades de g restringida a las hojas de la foliacién. El observa
que si £ es una hoja de F entonces los puntos criticos de g| corresponden a los puntos
criticos de g unién los puntos donde L es tangente a las superficies de nivel de g. Estos
ultimos son llamados puntos de contacto de F con la foliacién definida por las curvas de
nivel de g. Siguiendo ideas de teoria de Morse clasica, Thom hace una clasificacion del
tipo de puntos criticos que puede tener g|, y analiza como afecta a la estructura de la
variedad N el pasar a través de un punto critico de cada clase.

En [7] Camacho, Kuiper y Palis, y posteriormente Lépez de Medrano en [20], es-
tudiaron las propiedades topoldgicas de foliaciones holomorfas singulares definidas por
las curvas integrales de un campo vectorial lineal en C™. En particular, consideremos un
sistema dindamico de la forma

5= Az zeC", (1)

donde A es una matriz n X n con entradas constantes. Vamos a decir que un sistema
satisface la hipdtesis de hiperbolicidad si dados Ay, ..., A\, los valores propios de A, \; ¢
AR, con j # k. En el caso de que los valores propios no sean independientes la topologia
de la foliacién definida por el sistema (1) se complica, por lo que en adelante tinicamente
consideraremos sistemas que satisfacen la hipdtesis de hiperbolicidad. Las soluciones del
sistema (1) definen una foliaciéon holomorfa F, de dimensién 1, con singularidad (tnica)
en el origen. Si nos fijamos en la configuraciéon de los valores propios de A en el plano
complejo tenemos la siguiente clasificacion: decimos que la matriz A (o el sistema (1))
pertenece al dominio de Poincaré, si el origen no pertenece a la envolvente convexa de
A ={\,..., A}, en caso contrario decimos que A estd en el dominio de Siegel. En el caso
del dominio de Poincaré todas las hojas (hojas de Poincaré) se acercan arbitrariamente
al origen y son transversales a todas las esferas con centro en el origen. Cuando A esta en

\Y%



VI INTRODUCCION

el dominio de Siegel la foliacién estd compuesta por hojas de Poincaré y hojas de Siegel,
éstas tltimas estan acotadas con respecto al origen y forman un abierto denso de C", mas
ain cada hoja tiene un tnico punto de distancia minima al origen y esté caracterizada
por éste (ver figura 1).

Hojas de Siegel

e Hojas de Poincaré

a) Dominio de Poincaré b) Dominio de Siegel

Figura 1: Foliaciones lineales

El conjunto de estos puntos de distancia minima al origen en cada hoja de la foliacion
esta definido por

M= {z e C™\ {0} ]Z Nz = o} .

En la notacién de Thom, M corresponde a la variedad de contacto entre la foliacion lineal
F y la foliacién definida por la funcién distancia al origen. En [7] se demuestra que M
es una variedad diferenciable, real y de codimension dos, mas aun, la unién de todas las
hojas de Siegel es el espacio total de un haz trivial, M x C — M, encajado en C". Por
otra parte, si consideramos su intersecciéon con una esfera, M; = M NSy, tenemos que M
es difeomorfo a M; x R, es decir, M es un cono sobre M; con vértice borrado en 0 € C™.
Maés atn, en [20] Lépez de Medrano realizé un estudio de la topologia de la variedad
de contacto M asociada a un sistema en el dominio de Siegel, en el cual encontrd que
M, = M NS, es difeomorfa a un producto de esferas de la forma S?"—1 x §2n2~1 x §2ns—1
o a una suma conexa de productos de pares de esferas de distintas dimensiones (para més
detalles ver teoremas 1y 2 de [20]). En particular, para un campo vectorial en C? (en el
dominio de Siegel) la aureola de la variedad de contacto M; es el 3-toro S' x S! x S

Los resultados anteriores nos muestran que el conjunto de hojas de Siegel y en
particular su conjunto de puntos de distancia minima al origen M, tiene una gran riqueza
topoldgica.
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Inspirados en las ideas presentadas por Thom en [40] del estudio de foliaciones
holomorfas no singulares, Gémez-Mont, Seade y Verjovsky en [13] generalizan algunos
de los resultados obtenidos para foliaciones lineales en [7] y [20] al caso de foliaciones
holomorfas de “tipo Morse” de dimensién 1 con singularidad aislada en el origen. Maés
adelante se daran de manera mas detallada las definiciones y resultados presentados en
[13].

Sea F'un campo vectorial holomorfo en una vecindad U de 0 en C" con singularidad
Unica en el origen y F la foliacion holomorfa de dimension 1, definida por las curvas
integrales de dicho campo. Definimos la variedad de contactos como el conjunto de puntos
M que satisfacen (F(z),z) = Y ., Fi(z)Z; = 0. En analogfa con el caso lineal, en [13]
los autores encontraron que si F' es de tipo Morse entonces M = {0} o M\{0} es una
variedad suave de codimension dos, tal que cada una de sus componentes conexas consta
unicamente de puntos de distancia minima al origen o puntos silla, ademds la foliacion F
es transversal a M\{0}. Lo anterior nos dice que en algin sentido las foliaciones de tipo
Morse (de dimensién 1) son una generalizacion de las foliaciones lineales. Por otra parte,
las foliaciones de tipo de Morse son interesantes por si mismas y bien estructuradas.

Observemos que la restriccion de la foliacién F a una esfera de radio € centrada en
el origen define una foliacién F. de S, de dimension real 1 con singularidades en M N S..
Una pregunta que surge es: dados ¢ y ¢’ suficientemente pequenos ;las foliaciones F. y
F. son topolégicamente equivalentes? En [13] se demostré que en caso de que todos los
contactos en M sean puntos de distancia minima al origen, las foliaciones F. y For son
homeomorfas.

Pero, ;que es lo que sucede para foliaciones holomorfas de otras dimensiones?

En el caso de tener una foliacién F de dimensiéon m sobre C" definida por un
conjunto de campos vectoriales lineales que satisfacen ciertas propiedades, la variedad
de contacto definida por F y por las esferas candnicas centradas en el origen, estan
relacionadas con un conjunto de variedades muy interesantes llamadas variedades LVM.
Dichas variedades fueron estudiadas primero por Lépez de Medrano y Verjovsky en [21]
y posteriormente por Meersseman en [26]. Las variedades LVM se pueden ver como la
proyectivizacion de la variedad de contacto asociada a una foliacién lineal, por lo que
dichas variedades heredan algunas propiedades de la variedad de contacto asociada. En
general, las variedades LVM forman una familia de variedades complejas, compactas, no-
simplécticas con una geometria y topologia muy interesantes.

Por otra parte, Ito, Scardua y Yamagishi en [18] y [19] comienzan un estudio de
las propiedades de la variedad de contacto para el caso de foliaciones holomorfas de
co-dimensién 1 con singularidad aislada en el origen, particularmente para el caso de
foliaciones lineales (dichos resultados se irdn mencionando a lo largo de la tesis). Sin
embargo, no hay evidencia de estudios de las propiedades de la variedad de contacto para
foliaciones no lineales de dimensién intermedia, es decir, 1 < d < n. Lo cual nos ha dado
la pauta para el presente trabajo.
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El objetivo principal de esta tesis es hacer un andlisis de las propiedades de la
variedad de contacto M = M(F, g) (o variedad polar relativa a F y g en la notacién que
emplearemos mas adelante) entre una foliacion holomorfa F de C* de dimension d, con
singularidad aislada en el origen y una funcion de Morse g con punto critico aislado en
el origen de indice de Morse 0, siguiendo las ideas desarrolladas en [13] para el caso de
dimension 1.

En cuanto a la estructura de la tesis tenemos que: el capitulo 1 es un resumen de
las definiciones y resultados béasicos para el desarrollo de esta tesis. Entre los temas a
tratar se encuentran resultados basicos de teoria de Morse clasica, conjuntos analiticos,
el teorema de Poincaré-Hopf, entre otros; el lector experto podra evitarlo si asi lo desea.

En el capitulo 2 desglosaremos un poco més el trabajo desarrollado en [13]. Definire-
mos la wvariedad polar de la foliacion F relativa a la funcion de Morse g, M(F,g), la
definicién es equivalente a la de wariedad de contacto en el sentido de Thom, el cam-
bio de nombre es debido a las confusiones que puede provocar con conceptos empleados
en geometria de contacto y al gran parecido que existe entre la variedad M(F,g) vy la
variedad polar asociada a una forma lineal, usual en geometria algebraica. Finalmente
hablaremos un poco de las variedades LVM y de su relaciéon con la variedad de contacto
o variedad polar definida por F y g.

En el capitulo 3 definiremos el indice de Morse sobre una foliacion y daremos una
nocion de cuando una foliacion es “buena”, la cual corresponde al caso en que la foliacion
F preserva la estructura de Morse de g dicho concepto serd totalmente equivalente al
término foliacion de tipo Morse empleada en [13]. Més adelante se dard la justificacién
del cambio de nombre. También estudiaremos los sistemas coordenados (1,91, .. ., Tn, Yn)
y (21,Z1, -, Zn, Zn) que emplearemos en el estudio de funciones de la forma g : C* —
R. Especificamente mencionaremos cémo estan dados los cambios de coordenadas entre
dichos sistemas y analizaremos la forma en que afecta el cambiar de un sistema coordenado
a otro, especialmente en el cdlculo de indices de Morse.

El capitulo 4 estd enfocado al estudio de la variedad de contacto M(F,g) y la
topologia de las hojas de una foliacién holomorfa de dimensiéon d > 1 con singularidad
aislada en el origen. En este capitulo se encuentran concentrados la mayoria de los re-
sultados obtenidos durante el desarrollo del proyecto doctoral. En la primera seccién,
se da una caracterizacion de las foliaciones holomorfas que preservan la estructura de
Morse de g en términos de las propiedades de la variedad polar M (F, g), especificamente
demostraremos:

Teorema. Sean F una foliacion holomorfa de dimension d en C*, g : U — R
una funcion de Morse y M = M(F,g) la variedad polar relativa a F y g. Entonces, F
preserva la estructura de Morse de g si y sdlo si M* := M\{0} es una subvariedad suave
de C", reducida, de codimension 2d e interseca transversalmente a la foliacion F.
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También analizaremos las propiedades locales de la variedad polar M cuando el germen de
M(F,g) en 0 es analitico (en este caso diremos que F tiene un contacto analitico en 0).
Entre otras cosas, veremos que en este caso M consta de un ntimero finito de componentes
irreducibles, las cuales tienen estructura cénica y daremos algunos ejemplos de foliaciones
que cumplen esta propiedad. En la seccién 4.3 se hace un andlisis de la topologia de las
hojas de F en los casos en que una hoja pertenece (o no) al saturado de M por F. También
se analiza la forma de emplear los indices de Morse de la funcién distancia al origen (Q)
en su restriccién a cada hoja de F para calcular la caracteristica de Euler de una hoja
L. Por otra parte, siguiendo las ideas desarrolladas en [13], haremos un andlisis de como
se modifica la foliacién F, := F NS, al cambiar de esfera. A este respecto, se demuestra
en 4.4.1 que si M consta tinicamente de puntos de indice de Morse 0, podemos definir un
homeomorfismo de F. a F. que envia hojas de la foliacién en S, a hojas de la foliacién
correspondiente en S, (para esferas de radios suficientemente pequenos).

En el capitulo 5 se desarrolla el caso de foliaciones de C™ de codimensién 1. Especifi-
camente, analizaremos foliaciones cuyas hojas corresponden a las fibras de una funcién
holomorfa f : C* — C. En este caso podemos dar ecuaciones que definen a la variedad
polar M(F,g), lo cual nos permite ver que F tiene un contacto analitico respecto a g
en el origen (ver definicién 4.2.1). Ademds, analizaremos las propiedades de foliaciones
definidas por polinomios de Pham-Brieskorn y polinomios homogéneos. En el primer caso
encontramos que si f(z) = 21" + 252 + -+ - + 2% es tal que algin a; = 2, entonces la fo-
liacién F (definida por f) no preserva la estructura de Morse de la funcién cuadrado de la
distancia al origen (@), es decir, la variedad polar M (F, Q) tiene puntos de degeneracién.
Por otro lado, veremos que si F es una foliacién definida por un polinomio homogéneo de
grado k > 2 entonces F preserva la estructura de Morse de Q.

Finalmente, en el capitulo 7 se hara un anélisis de los indices de Morse de la funcién
() en su restriccion a las hojas de una foliacion definida por un polinomio de Pham-
Brieskorn (para n = 2) y se usard el teorema 4.3.3 para calcular la caracteristica de
Euler de las hojas de la foliacion. También se hard un anélisis de como se modifican las
degeneraciones de los puntos de contacto al perturbar la métrica.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo vamos a dar definiciones y resultados bésicos que se van a emplear
a lo largo de la tesis. Entre los temas a tratar se encuentran: resultados bésicos de teoria
de Morse, foliaciones, conjuntos analiticos y el teorema de Poincaré-Hopf.

1.1. Teoria de Morse

A lo largo de este trabajo de tesis se empleard una extensién del concepto de funciéon
de Morse al caso de una variedad foliada (ver la primera seccién del capitulo 3), por lo cual
en esta seccién repasaremos (sin demostracién) algunos resultados importantes dentro de
la teoria de Morse clésica, siguiendo la linea de pensamiento mostrada en las notas de Lé
y Massey [24]. Para hacer una revisién mds profunda de temas relacionados con Teoria
de Morse ver [17], [24], [25], [28] ¥ [29].

Para efectos de este trabajo, una wvariedad suave N sera una variedad dotada con
un atlas maximal suave, es decir, un atlas tal que sus funciones de transicién son C°.
De igual forma, una variedad analitica real (resp. compleja) serd una variedad tal que
sus funciones de transicién son analiticas en el sentido real (resp. complejo), es decir, las
funciones de transicién estan representadas por una serie de potencias en R (resp. C)
convergente en una vecindad de cada punto.

Definicién 1.1.1. Sea f : N — P una funcién suave (i.e. C*°) entre dos variedades
suaves N y P. Un punto p en N tal que dpf es sobre, es llamado un punto regular de f.
Un punto p en N en el cual la diferencial dj, f no es sobre es llamado punto critico de f.
Si f no tiene puntos criticos, entonces f es una submersién.

Sea f : N — R una funciéon de una variedad suave N en R. Sea p € N y sea
(x1,...,x,) un sistema suave de coordenadas locales en una vecindad abierta de p.

1



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicién 1.1.2. El punto p es un punto critico no degenerado de f si p es un
>
szaxk

punto critico de f y la matriz Hessiana ( (p)) es no singular.
gk

)

El indice de f en un punto critico no degenerado p es el niimero de valores propios
2 f
szaxk

negativos de < (p)) , contados con multiplicidad.
gk

Un punto critico p de indice 0 o n corresponde a un minimo o méaximo local de f
respectivamente, en cualquier otro caso diremos que p es un punto silla. Observemos que
el hecho de que un punto critico p sea no degenerado no depende del sistema coordenado
elegido. De igual forma el indice de un punto critico no degenerado p de f es independiente
de la eleccion de coordenadas locales reales, sin embargo, consideremos el siguiente caso.
Si N es una variedad compleja de dimensién n, la podemos pensar como una variedad real
de dimension 2n la cual tiene asociados de manera candnica los sistemas de coordenadas
reales (z1,Y1, .- o, Yn) ¥ (21,21, - - -, 2n, Zn) donde zp = zp + iy para 1 < k < n. En la
seccion 3.2 veremos que la matriz de cambio de base asociada a los sistemas coordenados
mencionados no es una matriz con entradas reales y por tanto en este caso el indice de
Morse de f en un punto critico no degenerado no necesariamente se preserva. En la seccién
3.2 se hace un analisis profundo de como afecta el considerar el sistema de coordenadas
(21,Z1,- - -, Zn, Zn) al célculo del indice de una funcién.

Vamos a enunciar ahora el lema de Morse.

Lema 1.1.3. Sea p un punto critico no degenerado de f. Entonces, existe un sistema

de coordenadas locales (Y1, ..., yn) en una vecindad U de p, con y;(p) = 0 para todo j, y
tal que para todo q € U
fl@) = f(P) — (@)’ — - — (Wal@)* + War1(@)* + - + (yn(@))?

donde X\ es el indice de f en p.

El resultado anterior nos brinda una forma muy sencilla de describir a las funciones
de Morse alrededor de un punto critico no degenerado.

Denotemos por N<, al conjunto f~'((—o0,a]), notemos que si a € R es un valor
regular de f entonces N<, es una variedad suave con frontera dN<,. Un resultado funda-
mental de teoria de Morse es el teorema de descomposicion en n-celdas, el cual nos indica
como podemos obtener N<; a partir de N<, donde a < b.

Teorema 1.1.4. (/28, Teo. 3.5]) Si f es una funcion diferenciable sobre una var-
iedad N sin puntos criticos degenerados y si cada N<, es compacto, entonces N tiene el
tipo de homotopia de un complejo CW, con una celda de dimension A por cada punto
critico de indice \.

El teorema 1.1.4 nos da una forma de relacionar propiedades de la funcién f, a través
de sus puntos criticos, con propiedades de la variedad N sobre la cual estd definida. Por
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otra parte, el hecho de que los puntos criticos de la funcién f sean no degenerados es
fundamental no sélo en la demostracion del teorema anterior, sino en una gran cantidad
de resultados de teoria de Morse.

Definicién 1.1.5. La funcién suave f : N — R es una funcidn de Morse si y sélo
si todos los puntos criticos de f son no degenerados.

Notemos que la definicién 1.1.5 seria poco interesante, si el conjunto de funciones
de Morse fuera muy pequeno, sin embargo, tenemos:

Teorema 1.1.6. (/29, pdg. 11]) Si g es una funcidn C* de un subconjunto abierto
U deR" a R, entonces para casi toda funcion lineal L : R® — R, la funcion g+L : U — R
no tiene puntos criticos degenerados.

Teorema 1.1.7. ([17, Cap. 6, Teo. 1.2]) Para cualquier variedad N, el conjunto de
funciones de Morse forma un conjunto abierto denso de C"(N,R) (con la topologia fuerte
sobre C"(N,R)) para toda r > 2.

El resultado 1.1.6 nos dice que bajo perturbaciones lineales genéricas podemos trans-
formar una funcién g en una funciéon de Morse. Por otra parte 1.1.7 nos dice que el conjunto
de funciones de Morse es denso. Ambos teoremas son una muestra de la estabilidad del
conjunto de funciones de Morse.

Todos los resultados vistos para el caso real se pueden aplicar a funciones holomorfas
sobre variedades complejas pensando a éstas tltimas como variedades reales de dimen-
sién par, sin embargo, este enfoque no siempre es el mas adecuado debido a que existen
algunos resultados que son vélidos inicamente sobre variedades complejas. Dada una fun-
cién analitica compleja ¢ : N — C definida sobre una variedad compleja n-dimensional,
podemos generalizar la definicién de punto critico no degenerado dada en 1.1.2 al caso
complejo, de igual forma existe una versién de los teoremas 1.1.3 y 1.1.6 para el caso
complejo. En este trabajo no vamos a dar explicitamente las propiedades mencionadas,
debido a que no seguiremos este enfoque, sin embargo, si vamos a enunciar un resultado
que sélo es valido para variedades complejas y que nos serd de gran utilidad.

Teorema 1.1.8. ([1, Teo. 1]) Si N es una subvariedad analitica compleja n-di-
mensional de C™, la cual es un subconjunto cerrado de C™, entonces N tiene el tipo de
homotopia de un CW -complejo n-dimensional. En particular Hj(N;Z) =0 para j > n.

Notemos que como N es una variedad compleja de dimensién n, en el sentido real N
es una variedad 2n-dimensional, por lo que el resultado anterior no es trivial. El teorema
1.1.8 nos dice que la homologia de una subvariedad analitica compleja de C™ la cual es
un cerrado en C™ tiene homologia trivial més alla de la dimension media.

Otro resultado importante para el caso de variedades complejas es el principio del
mdzimo (ver [12]).
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Teorema 1.1.9. ([12, Teo. 4.11]) Sea N un subconjunto de C" abierto y conexo
y [ N — C una funcion holomorfa. Si existe un punto zg € N tal que |f| tiene un
mdzximo local en zo, entonces f es constante.

El principio del médulo maximo, aplicado a las funciones coordenadas sobre C",
implica que la tnica subvariedad compleja de C", conexa y compacta, es un punto. Por
otra parte, dicho resultado nos dice que no cualquier funcién holomorfa puede tener un
maximo local.

Para concluir esta seccion vamos a dar el teorema de la funcion implicita para
funciones complejas (ver [12]).

Teorema 1.1.10. Sea B C C" x C™ un conjunto abierto, f = (f1,..., fm): B —
C™ un mapeo holomorfo y (zy, wo) € B un punto con f(zy, wy) =0y

d
det (Q(ZO,W())) # 0.
az” v=n+1,...n+m
Entonces, existe una vecindad abierta U = U' x U” C B y un mapeo holomorfo g : U' —
U" tal que

{(z,w) e U x U"|f(z,w) =0} ={(z,9(z))|z€ U} .

1.2. Variedades algebraicas y conjunto analiticos

En esta seccién daremos algunas definiciones y propiedades basicas de los conjuntos
algebraicos y analiticos que nos seran de gran utilidad. Para estudiar teoria béasica de
variedades algebraicas ver [30], [32] y [36], para el caso analitico ver [3], [24], [33] y [41].

Denotemos por K al campo R o C y sea N una variedad analitica real o compleja (es
decir, una variedad tal que sus cartas coordenadas estan dadas por funciones analiticas
reales o complejas respectivamente). Sea Oxn el anillo de polinomios en n variables sobre
K y sea 0%l el anillo de funciones analiticas de N en K. Estas tltimas son funciones dadas
localmente por series de potencias convergentes sobre el campo K en n variables. En el
caso complejo una funcién f en 0% es simplemente una funcién holomorfa. Notemos que
no estamos pidiendo que sobre cada punto de NV, la representacién en series de potencias

de la funcién analitica sea la misma.

En general, hay muchas propiedades que se valen en el caso complejo pero no en el
caso real, sin embargo, las definiciones y propiedades que enunciaremos en esta seccién
seran validas en ambos casos a menos de que especificamente se indique lo contrario.

Definicién 1.2.1. Sea A C Ok . Definimos el lugar de ceros de A, V(A), como el
conjunto de puntos en K"

V(A) :={z € K"|f(z) =0 para todo f € A} .
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Sea EF C K™. Definimos el ideal de polinomios los cuales se anulan en E como

I(E) :={f € Okn|f(e) = 0 para todo e € E} .

Las definiciones anteriores también son validas en el caso analitico.

Definicién 1.2.2. Sea A C O, Definimos el lugar de ceros de A, V(A), como el
conjunto de puntos en N

V(A) :={z € N|f(z) = 0 para todo f € A} .
Sea ¥ C N. Definimos el ideal de funciones analiticas los cuales se anulan en E como

I(E) := {f € 09" f(e) = 0 para todo e € E} .

Si A= {fi,..., fx}, escribimos V(fi,..., fr) en lugar de V(A). Notemos que un
conjunto de la forma V(A) donde A C Oxn satisface que V(A) = V((A)), por otra
parte, Oxn es Noetheriano, por tanto V(A) es el cero de un ntimero finito de polinomios
fi,--., fx. En este caso decimos que V' (A) es un subconjunto algebraico de K™. En el caso
analitico tenemos la siguiente definicién.

Definicién 1.2.3. Un subconjunto X C N es un subconjunto analitico de N si 'y
solo si X es cerrado en IV y para todo z € X existe una vecindad abierta W de x en N y
una coleccién finita fi, ..., fr € O tal que WNX =V (fi,..., fr).

Notemos que un subconjunto algebraico es un caso particular de un subconjunto
analitico, el cual esta definido por funciones polinomiales.

Definicién 1.2.4. Un subconjunto algebraico no vacio de K™ (resp., subconjunto
analitico de N no vacio) es irreducible si y s6lo si no puede ser escrito como la unién de
dos subconjuntos algebraicos (resp., analiticos) propios.

Notemos que la definiciéon anterior implica que un subconjunto analitico irreducible
de N debe ser conexo.

1.2.1. Caso local

En general estaremos interesados en las propiedades locales de conjuntos algebraicos
o analiticos, por lo cual daremos a continuacion las definiciones de germen de un espacio
y de una funcién alrededor de un punto p.
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Definicién 1.2.5. Dados dos espacios analiticos X y X’ y p € X N X’ vamos a
decir que X y X’ son equivalentes en p, denotado por X ~, X', si existe un conjunto
abierto U con p € U tal que UNX = U N X'. La clase de equivalencia bajo la relacién
~p serd llamada germen de X en p y lo denotaremos por Xp.

De igual forma, dos funciones h : X — Y y A/ : X’ — Y’ son equivalentes en
p € X N X' si existe una vecindad abierta U de p tal que X NU = X' NU y hly = M|v.
La clase de equivalencia de una funcién h bajo la relaciéon anterior sera llamada germen
de h en p y la denotaremos por [h]p.

. , v : ; .
Si p estd en N vamos a denotar por O?V’fgl al anillo de gérmenes de funciones las

cuales son analiticas en alguna vecindad de p en N.

anal

Dados los conjuntos A C OF'y" v Ej, el germen de un conjunto de puntos de N en
p, podemos definir V,(A4) y I(E,) andlogamente a las definiciones 1.2.2 en el caso global.
De igual forma, vamos a decir que el germen X, es irreducible si y sélo si X, no puede
ser escrito como la unién de dos gérmenes analiticos propios en p.

Notemos que las distintas nociones de irreducibilidad son independientes entre si,
por ejemplo un subconjunto puede ser analiticamente irreducible de manera global, pero
no irreducible localmente. El siguiente ejemplo se encuentra en las notas de Lé y Massey
[24, pdg. 100]

Ejemplo 1.2.6. Consideremos el conjunto X := V(y*—z*—2?) C R2. Este conjunto
es algebraica y analiticamente irreducible en R2. Sin embargo, X no es analiticamente
irreducible en 0. Para demostrar lo anterior notemos que la expresién y? — 2® — 2% se
puede factorizar como (y + zv/1 + x)(y — xv/1 + ). En este caso v/1 + x denota la serie
de potencias convergente en 0 cuyo cuadrado es 1 + x, dicha serie es convergente dentro
de la bola centrada en el origen y de radio 1, por lo tanto en el interior de la bola de radio

1 tenemos

X=Vy+avl+2)UV(y —av1+uzx),

es decir, el germen de X en 0 tiene dos componentes irreducibles, sin embargo, observemos
que la descomposicién anterior sélo se da localmente.

Notemos que si I(Xp) es el conjunto de gérmenes de funciones analiticas en O?\}Lgl

las cuales se anulan sobre X, entonces I(Xp) es un ideal. Mas ain, X, es irreducible si
anal

y s6lo si I(X}) es un ideal primo, dicha propiedad junto con el hecho de que O Np €sun
anillo Noetheriano implican la siguiente proposicién (ver [33, pag. 32]).

Proposicién 1.2.7. Cualquier germen analitico X, puede ser escrito como una
union finita X, = U§:1Xj,p de gérmenes analiticos irreducibles X, ,. Ademds, dicha des-
composicion es unica salvo el orden.
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Al igual que en el caso algebraico, en el caso analitico podemos clasificar los puntos
en suaves y singulares, sin embargo, podemos tener puntos suaves de distintas dimensiones,
especificamente tenemos la siguiente definicién.

Definicién 1.2.8. Sea X un subconjunto analitico de N. Un punto p € X es
llamado suave de dimension j si y sélo si existe una vecindad abierta W de p en N tal
que X NW es una subvariedad analitica de W de dimensioén j sobre el campo K, es decir,
si X N'W estd dotado de un atlas analitico que lleva abiertos de K7 en abiertos de X NTV.
Asi p € X es suave de dimensién j si y sélo si existe una vecindad abierta W de pen N y
fitts ooy Ju € O tal que WNX =V (fji1,..., fn) y paratodox € W, dxfji1,- - -, dxfn
son linealmente independientes.

Denotamos al conjunto de puntos suaves de X por X y al conjunto de puntos suaves
de dimensién j por X, Un punto suave de X de la méxima dimensién es llamado punto
reqular. Denotaremos al conjunto de puntos regulares de X por X,,.

Un punto p € X el cual no es suave es llamado punto singular. Denotaremos al
lugar de puntos singulares de X por X, .

Dada la clasificacién anterior tenemos las siguientes propiedades.

Teorema 1.2.9. Sea X un subconjunto analitico de N. Supongamos que 0 < j < n.

1. XY es una subvariedad analitica j-dimensional de N y es un subconjunto abierto
de X;

2. los XU son disjuntos para j diferentes, X =X0y.. -U)O((”)} X s una subvariedad
analitica de N, es decir, X esta dotado de un atlas analitico y X es abierto en X;

3. sip es un punto suave de X, entonces el germen Xy es irreducible;

4. X es denso en X;

5. Xsing €s un subconjunto cerrado de X no denso en X.

Para la demostracién del inciso (4) ver Teo. 1 en la pag. 41 de [33], para el resto de
los incisos ver teorema 5.14 de [24].

Definicién 1.2.10. La dimension sobre IC, dimX, de un conjunto analitico X C N
es el mayor j tal que X ) es no vacfo. La dimension de X en un punto p € X, dimpX es
el mayor nimero j tal que p esta en la cerradura de X @, Decimos que X es de dimension
pura si 'y sélo si la dimension de X en cada punto p € X es independiente de p.

En el caso en que el conjunto analitico X sea de dimensién pura, todos los puntos
suaves tienen la misma dimensién y por tanto el conjunto de puntos suaves coincide con
el conjunto de puntos regulares de X.
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En particular en la seccién 4.1 demostraremos que la variedad polar M (F, g) asoci-
ada a una foliacién F y a una funcién de Morse g es una variedad analitica de dimensién
pura, por lo que los puntos de M seran unicamente de dos tipos, puntos regulares o
singulares.

Un resultado que nos va a ser de gran utilidad es el lema de estructura conica. En
Milnor [30] se demuestra dicho resultado para el caso de una variedad algebraica V', sin
embargo vamos a enunciar el resultado en su forma mas general, es decir, para el caso de
conjuntos analiticos.

Teorema 1.2.11. Sea X un conjunto analitico. Entonces, para cualquier p en X
existe un €(p) > 0 suficientemente pequeno tal que para cualquier 0 < & < e(p), si
B. denota la bola cerrada centrada en p y de radio €, entonces el par (B., X N B.) es
homeomorfo al cono sobre el par (0B, X N IB,).

Para la demostracion ver la seccién 3 de [5].

1.3. Teorema de Poincaré-Hopf

El teorema del indice de Poincaré-Hopf es un resultado clasico para variedades
dotadas de un campo vectorial con singularidades aisladas, en el cual se relacionan concep-
tos puramente topoldgicos al referirnos a la caracteristica de Euler y conceptos analiticos
al hablar del indice de un campo vectorial. En esta secciéon enunciaremos sin demostracién
el teorema del indice de Poincaré-Hopf en su version para variedades con y sin frontera.
Para mas detalles ver [4], [6], [14], [22], [31] vy [37].

Sea U un subconjunto abierto de R"™ con coordenadas (z,...,z,) vy sea v =
n o . . .
> ie1 fiz un campo vectorial sobre U. Vamos a decir que el campo vectorial es suave,
7
continuo o analitico siempre que sus componentes {fi, ..., f,} lo sean. Una singularidad

de un campo v (o cero del campo), es un punto en el cual todas las componentes f; se
anulan.

Para definir el indice de Poincaré-Hopf, consideremos v un campo vectorial continuo
sobre un abierto U de R™ con una singularidad aislada en el punto p y sea S, una esfera
pequena en U alrededor de p. Entonces, el indice local de Poincaré-Hopf de v en un
punto p, denotado por Indpy (v, p), es el grado del mapeo de Gauss ﬁ de S, en la esfera
unitaria en R™.

Consideremos ahora una variedad suave n-dimensional N, en este caso, un campo
vectorial suave sobre N es una seccion de su haz tangente T'N. Dada una carta local en NN,
(z1,...,2,), un campo local sobre N es expresado como v =Y " fia%i' Es bien sabido
que el indice de un campo vectorial es invariante bajo difeomorfismos (ver por ejemplo
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[31, pdg. 33]), por lo que podemos extender la definicién de indice de un campo vectorial
sobre R™ a un campo definido sobre N.

Definicién 1.3.1. Sea ¢ : U — V C N una parametrizacién local alrededor de
p € N tal que v(x) # 0 para todo x # p. Entonces, el indice Indpy(v,p) de v en p se
define como el indice de d¢~ o v o ¢ en ¢~ !(p).

El indice total de v denotado por Indpy (v, N) es la suma de sus indices locales en
sus puntos singulares.

Vamos ahora a enunciar el teorema de Poincaré-Hopf. Para la demostraciéon de los
resultados siguientes ver [31, Cap. 6] y [37, Sec. III.1].

Teorema 1.3.2. Sea N una variedad compacta sin frontera y sea v un campo
vectorial C™ el cual dnicamente se anula en un numero finito de puntos p1,...,p, en N.
Entonces

ZINdPH(%pi) = X(N) )

=1

donde x(N) denota la caracteristica de Euler-Poincaré de N.

Si N es una variedad con frontera, la suma Indpy (v, N) depende fuertemente del
campo v cerca de la frontera de N.

Teorema 1.3.3. Sea N una variedad C*°, compacta, orientada y con frontera. Sea
v un campo vectorial C* sobre N tal que contiene sélo un nimero finito de singularidades
en el interior de N y es no singular en ON. Si v es transversal a ON y apunta siempre
al exterior de N, entonces

Indpy(v,N) = x(N) .
Por otra parte, si v es transversal a ON y apunta siempre al interior de N, entonces

Indpp(v,N) = x(N) — x(ON) .

El siguiente resultado nos da una forma alternativa de calcular el indice de un campo
vectorial en el caso de que la parte lineal del campo sea no degenerada. Consideremos un
campo vectorial v sobre una subvariedad N C R* y sea p una singularidad de v. Pensemos
a v como un mapeo de N en R* tal que la derivada Dyv : T,N — R* estd definida.

Lema 1.3.4. ( [31, pdg. 37]) Si la transformacion lineal Dpv tiene determinante
no nulo en p, se dice que p es una singularidad no degenerada, en este caso p es un cero
aislado de v y su indice es +1 o —1 de acuerdo a si el determinante de Dy es positivo
0 negativo.
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En el caso de que el campo vectorial no sea lineal, o tenga parte lineal degene-
rada, si el campo es analitico y su singularidad es algebraicamente aislada, entonces se
puede calcular su indice de Poincaré-Hopf haciendo uso de la féormula de signatura de
Eisenbud-Levine-Khimshiashvili, la cual expresa el indice de un campo vectorial analitico
en términos de la signatura de una forma cuadratica asociada a éste (ver [10] y [2]). Sin
embargo, debido a que todos los campos vectoriales que trabajaremos a lo largo de este
escrito tendran parte lineal no degenerada, no entraremos en detalles al respecto.

1.4. Foliaciones

Una foliacién de dimensién d de una variedad diferenciable N™ es, a grandes rasgos,
una descomposicion de N en subvariedades conexas de dimensién d llamadas hojas, las
cuales corresponden localmente a subconjuntos de R? x R~ con la segunda coordenada
constante. Ver [8], [9], [37] y [38].

Definicién 1.4.1. Consideremos la pareja (N,S™), donde N es una variedad C”
de dimensién n sin frontera y S™ es un atlas C" de N. Sea F := {L,|a € A} una familia
de subconjuntos arco-conexos L, de la variedad N. Decimos que F es una foliacion C”
de dimension d de N si se satisfacen las siguientes propiedades

i) Lo N Lz = para a, f en A con a # 3.
11) UOAGAEOL - N

iii) Dado un punto p en N, existe una carta (U, ¢5) € S alrededor de p tal que para
L, € F con L, NU, # & cada componente arco-conexa de p)(L, NU,) es de la
forma

{(z1,29,...,2,) € OA(UN) | g1 = Can1y -y Tn = Cn} -

donde ¢441, ..., c, son constantes determinadas por las componentes arco-conexas.

Decimos que cada L, € F es una hoja de la foliacion. Una variedad N junto con una
foliacién F es llamada foliada y es denotada por (N, F).

Si N es una subvariedad compleja de C", S es un atlas analitico complejo (i.e. tal
que para (U, ¢) € S el mapeo ¢ : U — C" es holomorfo) y (NN, F) satisface al anédlogo a
las propiedades a, b y ¢ en C”, entonces diremos que F es una foliacién holomorfa de N.

En particular, en este trabajo estaremos interesados en foliaciones holomorfas del
espacio vectorial C™.

Definicién 1.4.2. Vamos a definir una foliacion holomorfa de C* con singularidades
aisladas como una pareja (F,S) donde S consta de un nimero finito de puntos en C" y
F restringida a C™ — S es una foliacién holomorfa.
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En particular, a lo largo de esta tesis estaremos interesados en foliaciones con una
singularidad aislada en el origen. Por simplicidad en la notacién vamos a denotar a una
tal foliaciéon simplemente por F.

Definicién 1.4.3. Sea F una foliacién holomorfa en un conjunto U C C" con
singularidades aisladas. Dada una subvariedad suave M C U (posiblemente real), decimos
que la foliacion F es transversal a M si el conjunto singular de F no interseca a M y
para cada p € M tenemos Tp,M + T,L, = T,R?" como espacios lineales reales, donde,
L, denota la hoja de F que contiene a p.
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Capitulo 2

Antecedentes

En este capitulo revisaremos el trabajo desarrollado por Gémez-Mont, Seade y Ver-
jovsky en [13], en el cual se hace un estudio de la variedad de contacto (en el sentido de
Thom) entre una foliaciéon holomorfa de dimensién 1 (de tipo Morse) con singularidad
aislada en el origen y la foliacién dada por esferas centradas en el origen. En cierto sen-
tido, los resultados obtenidos en dicho trabajo son una generalizacién de los resultados
obtenidos en [7] y [20] para foliaciones lineales. Cabe mencionar que uno de los objetivos
de esta tesis es generalizar los resultados obtenidos en [13] para foliaciones de dimensién
uno, al caso de foliaciones holomorfas de dimensién d.

Por otra parte, vamos a mostrar algunas similitudes entre los conceptos de variedad
de contacto entre F y g (en el sentido de Thom) y variedad polar asociada a f y H en el
sentido de geometria algebraica, donde f es una funcién holomorfa y H es un k-plano en
C™*1. En este sentido, la idea de la tesis es pensar en una forma alternativa de variedad
polar que nos permita localizar el estudio de foliaciones holomorfas en una vecindad de una
singularidad aislada, considerando funciones de Morse en lugar de proyecciones lineales.

Finalmente, haremos mencién de las variedades LVM y de su relacién con la variedad
de contacto definida por una foliacion lineal.

2.1. Foliaciones de dimension 1.

En 1964 René Thom escribié un articulo en el que plasmé ideas muy interesantes
de cémo usar la teoria de Morse para estudiar la estructura de una variedad foliada no
singular. Dichas ideas han sido fuente de inspiracién para diversos trabajos, entre ellos el
trabajo desarrollado en [13] por Gémez-Mont, Seade y Verjovsky, en el cual los autores
generalizan algunos de los resultados obtenidos en [7] y [20] para foliaciones lineales al
caso de foliaciones holomorfas de dimension 1 con singularidad aislada en el origen.

13
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Debido a la importancia que tiene para nosotros el trabajo desarrollado en [13],
desglosaremos en esta seccion los resultados obtenidos en dicho trabajo.

Consideremos un campo vectorial holomorfo F' en una vecindad U de 0 € C" con
0 como su unica singularidad y sea F la foliacién definida por F'. Notemos que fuera del
origen las hojas de F corresponden a curvas complejas en C". La idea principal en [13]
es ver como son los contactos (en el sentido de Thom) entre la foliacion F y la foliacién
dada por las esferas candénicas en C™ centradas en el origen.

Definicién 2.1.1. Sea M la variedad analitica real en U que consiste de los puntos
z € U tales que

(F(z),2) =) Fi(z)z;=0. (2.1)
i=1
Llamamos a M wvariedad de contactos de F'.

El conjunto M corresponde geométricamente a los puntos de tangencia entre las
hojas de la foliacién F y la foliacion por esferas bajo la métrica usual, méds aun, en
el caso en que el campo F' es lineal, en el dominio de Siegel y satisface la hipdtesis
de hiperbolicidad, la definicién anterior coincide con el conjunto de puntos de distancia
minima al origen sobre las hojas de Siegel.

La idea ahora es definir un conjunto de campos vectoriales similares a los campos
lineales, en el sentido de que sus contactos con la foliacion por esferas centradas en el
origen son no degenerados. Antes de eso, vamos a definir un par de campos vectoriales
que nos seran de gran utilidad.

Se define el campo vectorial radial o campo vectorial distancia sobre las hojas de F
como

Este campo analitico real tiene su conjunto singular en M y fuera de M se mueve sobre
cada hoja de F en la direccién en que infinitesimalmente se acerca al origen. Definamos
el campo vectorial tangencial T como

Nuevamente, la variedad M corresponde al lugar singular del campo 7, méas aun, las
curvas integrales de 7 definen una foliaciéon real F. de dimensién 1 sobre cada esfera
pequena, S., que corresponde a la foliacion definida por la interseccién F N S..

Definicién 2.1.2. La foliaciéon F de F' es de tipo Morse si las singularidades de
rr sobre cada hoja son no-degeneradas. F' es de tipo Morse si F lo es.
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Notemos que los campos vectoriales de tipo de Morse son un buen candidato para
generalizar muchos de los resultados que se obtuvieron para el caso de foliaciones lineales.

Teorema 2.1.3. Sea F' un campo vectorial holomorfo en U con un tunico cero en
0. Si F' es un campo de tipo Morse, entonces M = {0} o M\{0} es una variedad suave
de codimension dos. En el sequndo caso, cada componente conexa de M\{0} consiste
enteramente de puntos minimos sobre las hojas o puntos silla de la funcion distancia al
origen. La foliacion F es transversal a M\{0}.

Observacion: Haefliger mostré en [15] que si tenemos una variedad suave N, en-
cajada en C™ transversalmente a una foliacion holomorfa de dimensién complementaria,
entonces el atlas de la foliacion determina un atlas holomorfo sobre N. Por el teorema 2.1.3
sabemos que la variedad de contactos M\{0} satisface precisamente dichas propiedades,
lo cual implica que podemos dotar a M\{0} de una estructura compleja.

Para la demostracion del teorema 2.1.3 la idea es, dado un punto z en M, considerar
una carta plana de la foliacién F alrededor de z y emplear que z es un punto no-degenerado
de rr para demostrar que M estd definido como el cero de dos ecuaciones reales linealmente
independientes.

El teorema anterior junto con las propiedades siguientes generalizan los resultados
obtenidos en [7] en relacién a la estructura del conjunto de puntos minimos en las hojas
de Siegel.

Observaciones:

a) Como M es una variedad analitica, el nimero de componentes conexas de M\{0}
es finito. Mas aun, M luce como un cono cerca del origen, con base su interseccién
con una esfera pequena.

b) El hecho de que M es un cono nos dice que si tenemos un contacto de un tipo en
U, entonces tenemos toda una curva de contactos del mismo tipo.

c) Si F es de tipo Morse, entonces M\{0} estd encajado en U con haz normal trivial.
Maés atn, la restriccion de F' a U provee una trivializacion de este haz.

Veamos ahora que podemos decir de la topologia de las hojas de la foliacion.

Denotemos por {7;} el flujo del campo vectorial rr en C", definimos el w-limite de
un punto x € C" como el conjunto w(x) que consiste de los puntos y € C" para los
cuales podemos encontrar una sucesion {t;} en R tal que lim;_. v, (x) =y . Denotemos
por (rp) a la unién de los w-limites de todas las 6rbitas de rp.

Sea M el saturado de M en el disco D, dado por las hojas de F, es decir, la restriccion
al disco Dy, del conjunto de hojas que intersecan a M. En la seccién 3 de [13] los autores
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demuestran que el w-limite de rr, Q(rr), es precisamente la variedad de contacto M.
Maés atin, si x pertenece al conjunto de saturacion de M en D, dado por las hojas de JF,
entonces el w-limite de x es un punto en M, por otra parte, si x estd en K := D, — M
entonces su w-limite es {0}. En particular, para ¢ > 0 suficientemente pequerio, se tiene
que cada hoja de F contenida en K es una copia inmersa de R? o S! x R dependiendo de
si la hoja interseca a S, en una linea o un circulo.

Notemos que al suponer que el campo rr en su restriccién sobre cada hoja de la
foliacion F es de tipo Morse, podemos usar resultados clasicos de teoria de Morse para
estudiar la topologia de las hojas de la foliacién. Denotemos por M* (resp. M~) a la
unién de las componentes de M que consisten de puntos minimos (resp. puntos silla) en
las hojas.

Proposiciéon 2.1.4. Si L es una hoja compacta, entonces L C M y su caracteristica

de Euler-Poincaré es igual al nimero de puntos en M+ menos el nimero de puntos en
M.

No daremos en este momento la demostracion del resultado anterior, sin embargo,
en la seccién 4.3 demostraremos un teorema que incluye dichos resultados.

Por otra parte, la restriccion de la foliacion F de C™ a una esfera centrada en el
origen de radio € > 0 suficientemente pequenio define una foliacion real F, sobre la esfera
S., con singularidades en los puntos de M. = M N'S.. Una pregunta muy interesante
que se plantean los autores en [13] es ;las foliaciones F. y F.. sobre dos esferas de radios
suficientemente pequenos son equivalentes topolégicamente o diferenciablemente?

No se da una respuesta general en el articulo, sin embargo en el caso en que la
variedad de contactos conste Unicamente de puntos de distancia minima al origen, se
tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.1.5. Sea F tal que la variedad M de contactos consiste enteramente
de puntos de distancia minima en las hojas. Sea ¢ > & > 0 suficientemente pequenos,
sean F. y Fo las foliaciones inducidas sobre las correspondientes esferas S; y S. y sean
M. = MnNS. y M. = MNS, . Entonces existe un homeomorfismo ¢ : (Se, M) — (S, Mor)
que lleva las hojas de F. en hojas de Fr.

La demostracion de dicho resultado consiste en definir una vecindad tubular ade-
cuada alrededor de M., fuera de la cual, el campo 7y sea transversal a todas las esferas de
radio menor que €, esta propiedad nos permite definir el homeomorfismo deseado haciendo
uso de las lineas de flujo del campo rg. Por otra parte, tenemos que el haz normal a M,
en S, es trivial, lo que nos permite elegir una seccién del haz que no se anula en ningin
punto, la idea es hacer uso de dicha seccién para extender el homeomorfismo definido ya
en la frontera de la vecindad tubular al interior de ésta.

Un hecho importante es que la demostracion de la existencia del homeomorfismo
entre las esferas estd fuertemente basado en el hecho de que M, es una variedad analitica
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real encajada en S, con haz normal trivial, sin embargo dicha propiedad no es valida en
general para foliaciones de dimension d > 1, lo que impide generalizar la demostracion
a foliaciones de dimensién d directamente. Por otra parte, los autores hacen hincapié en
que el impedimento para generalizar el teorema al caso en que existan singularidades del
tipo silla es el hecho de mantener las conexiones entre ellos bajo control.

Cabe mencionar que el trabajo de tesis consiste en gran medida en generalizar los
resultados obtenidos en [13].

Vamos ahora a hacer un paréntesis para analizar la definiciéon de variedad polar
relativa a un espacio lineal H y vamos a compararla con el concepto de “variedad de
contacto”.

2.2. Variedad polar

El estudio de las variedades polares surgio en el siglo XIX y ha sido muy importante
dentro de la geometria algebraica. Un ejemplo de dichas variedades son las llamadas varie-
dades de Schubert. Entre otras cosas, tiene aplicaciones al estudio de estratificaciones de
Whitney y al calculo de clases caracteristicas; han sido estudiadas por grandes personajes
como: B. Teissier, Lé Dung Trang, H. Hamm, entre otros.

Sea f € Oni1 2 C{2,..., 201y Xo :={f(20,...,2,) = 0} un germen de hipersu-
perficie con singularidad aislada en 0. Sea U una vecindad de 0 suficientemente pequena
tal que f converge en U. Consideremos la explosion del ideal jacobiano <§7f0, ceey 887’;) Oy
la cual denotaremos por 7w : Z — U, donde Z corresponde a la cerradura en U x CP"

de la grafica del morfismo
U-{0} — CP"

of of
(20, +y2n) — (3—ZO£> .

Definimos G como la restriccion a Z de la proyeccion U x CP" — CP". Podemos resumir
esta informacién en el siguiente diagrama

Z c U x CP" %~ cp»
U

En base a los morfismos anteriores tenemos la siguiente proposicion - definicién ([39,
Prop. 1.1]).

Proposicién-definicién. Para todo entero 1 < k < n y todo k-plano (H,0) C
(C"*1,0) consideremos el conjunto Fyr de puntos en CP"™ correspondiente a los hiperplanos
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de C™*! que contienen a H; Fy es un subespacio lineal de dimensién n—k de CP". Con-
sideremos por otra parte el conjunto SY de puntos p de U — {0} tales que el hiperplano
tangente en p a la hipersuperficie de nivel de f que pasa por p, definida por f(z)— f(p) =
0, contiene (en direccion) a H, entonces, tenemos

(G (Fn)) = Sy

(cerradura de S% en U). Este subespacio analitico cerrado de U serd llamado variedad
polar asociada a f y H, y lo denotaremos por Sy .

En [39] se demuestra que existe un conjunto denso de k-planos H a través de los
cuales la variedad polar asociada a f y H es “bonita”, es decir, Sy es una interseccién
completa de dimensién (en el origen) igual a n + 1 — k con singularidad aislada.

En el caso en que H es un hiperplano en C"*! la variedad polar se convierte en una
curva, la curva polar I'y de H. En [16] los autores demuestran que existe un abierto de
Zariski b,, denso, de “direcciones” H tales que el conjunto I'y corresponde precisamente
a una curva analitica compleja de dimensiéon uno y por tanto I'y es llamado curva polar
de H, sin embargo, esto no ocurre en las direcciones que se encuentran fuera de b,. Es
decir, en la notacién de [16] sélo el conjunto de direcciones “buenas” define una curva

polar (fig. 2.1).
L /
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a) Curva polar relativaafy L b) No hay curva polar

Figura 2.1: Ejemplo de curva polar asociada a una funcién f

Vamos a recalcar (de la proposicién - definicién anterior) que la variedad polar
asociada a f y H corresponde precisamente a la cerradura del conjunto de puntos en
que el espacio tangente a las fibras de la funcién holomorfa f contiene al k-plano H, es
decir, podemos pensar a la variedad polar como la cerradura del conjunto de puntos en
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que la foliaciéon F definida por las fibras de f y la foliacién definida por el k-plano H (al
considerar todos los k-planos paralelos a H en C"!) se tocan de manera tangente.

Notemos que si en lugar de considerar un k-plano H, nos fijamos en el conjunto de
tangencias de F con la foliacién definida por las fibras de una forma cuadratica, digamos
Q = |20|> + -+ + |2/% el conjunto de tangencias corresponde precisamente a la variedad
de contacto (en el sentido de Thom) entre la foliacién F y la foliacién definida por @ (fig.
2.2). Lo anterior nos muestra que el concepto que hasta el momento hemos definido como
“variedad de contacto” generaliza en cierto sentido al concepto de “wvariedad polar”, por
otra parte, el nombre de “variedad de contacto” se presta a confusiones con los nombres
usados dentro del drea de “geometria de contacto” por lo que apartir de este momento
vamos a llamar “variedad polar relativa a F y ¢” al conjunto de puntos de tangencia entre
F y la foliacién definida por la funcién de Morse g : C* — R.

® Hoja singular
@ Foliacion por esferas
@ Hojas regulares

@ Variedad de contacto

Figura 2.2: Variedad de contacto en el sentido de Thom.

Definicién 2.2.1. Vamos a llamar wvariedad polar de la foliacion F relativa a la
funcion de Morse g, o de manera abreviada wvariedad polar relativa a F y g, al conjunto
M = M(F,g), que consiste de los puntos criticos de la funcién g restringida a cada una
de las hojas de la foliacién F, unién el origen.

Mas adelante demostraremos que este conjunto corresponde precisamente al con-
junto de tangencias entre ambas foliaciones. Notemos que el origen es un punto singular
de la foliacién F y de la foliacion dada por esferas, lo que implica que 0 no puede ser
considerado un punto regular de la funciéon ¢ restringida a las hojas de F.
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2.3. Trabajos recientes relacionados con la variedad
de contacto.

Cabe mencionar que existen trabajos recientes enfocados a generalizar los resultados
obtenidos en [13], en particular los trabajos desarrollados por Ito, Scardua y Yamagishi en
[18] v [19] en los cuales se realiza un estudio de la variedad polar (o variedad de contacto
en la notacién empleada en dicho articulos) asociada a foliaciones de codimensién 1, par-
ticularmente en el caso de foliaciones lineales. A lo largo de esta tesis iremos mencionando
dichos resultados y mostrando su relaciéon con el proyecto doctoral.

Por otra parte, en el caso de tener una foliacién F definida por un conjunto de
campos vectoriales lineales con ciertas propiedades, la variedad de contacto definida por
F y por las esferas candnicas centradas en el origen esté relacionada con un conjunto de va-
riedades muy interesantes llamadas variedades LVM, dichas variedades fueron estudiadas
primero por Lépez de Medrano y Verjovsky en [21] y posteriormente por Meersseman en
[26]. Las variedades LVM se pueden ver como la proyectivizacién (compleja) de la variedad
de contacto (o variedad polar en nuestra notacién) asociada a una foliacién lineal, por lo
que dichas variedades heredan algunas propiedades de la variedad de contacto asociada.

Las variedades LVM forman una familia de variedades complejas, compactas, no-
simplécticas. Parte de su belleza radica en que dichas variedades estdn dotadas con una
accién “bonita” de un toro compacto, es decir, existe una accién del toro sobre N de tal
forma que el espacio cociente es un politopo convexo simple y el tipo combinatorio de
este politopo caracteriza la topologia de la variedad. A continuacién daremos una breve
descripcién de la forma en que se construyen las variedades LVM. Para un estudio mas
detallado del tema ver [21], [26], [27] v [35].

Construccién de las variedades LVM

Sea m y n dos enteros positivos tales que n > 2m. Sea (A4,...,A,) una n-tupla de
vectores en C™ y Aj = (A}, ..., A7) para j entre 1 y n. Sea H(Ay,...,A,) la envolvente
convexa de (Aq,...,A,) en C™.

Definicién 2.3.1. Vamos a llamar configuracion admisible a una n-tupla (Aq, ..., A,)
que satisface
i) la condicion de Siegel: 0 € H(Aq,...,Ay,);
ii) la condicién de hiperbolicidad débil: para cada 2m-tupla de enteros (ji,. .., jom) tal
que 1 < ji < -+ < jo < n, tenemos 0 ¢ H(Aj,, ..., A,,,.).

Geométricamente la definicién anterior se puede interpretar como sigue: el 0 esta con-
tenido en el politopo convexo H(A1,...,A,), sin embargo 0 no esta contenido en ningin
hiperplano que pase por 2m de sus vértices.
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A una configuracién admisible (Ay, ..., A;,) le asociamos la foliacién lineal F de C"
generada por los m campos vectoriales sobre C"

"0
Fii (21,00, 2) — Z)\fczka—zk )
k=1

los cuales conmutan entre si. Dichos campos definen una acciéon holomorfa de C™ sobre
C™ cuyas orbitas son las hojas de F y la cual tiene una singularidad en 0.

En este caso, al igual que para una foliacion lineal de dimensiéon 1 podemos definir
hojas de Siegel y hojas de Poincaré.

Definicién 2.3.2. Sea £ una hoja de la foliacién previa. Si 0 pertenece a la cerra-
dura de £ decimos que £ es una hoja de Poincaré, en caso contrario decimos que L es
una hoja de Siegel. Vamos a denotar por S al conjunto de hojas de Siegel.

Consideremos ahora el conjunto de contactos V} de la foliacién F con las esferas
alrededor del origen, el cual esta definido por las ecuaciones analiticas reales

ZAj’zj’2 = 0} .

=1

VA—{ZGCn

En el caso de tener una foliacién definida por una configuracién admisible, al igual
que para foliaciones lineales de dimensién 1, se tiene que la variedad suave Vi =V, — {0}
parametriza las hojas de Siegel de F, es decir, cada hoja de Siegel contiene un tinico punto
de V', més aun, dicho punto es un punto de distancia minima al origen, por otra parte,
tenemos que V' es una variedad compleja de dimensién n — m.

Notemos que Vy es la proyeccién del espacio de hojas de Siegel S por la C™-accién
definida por los campos Fi, ..., F,. Ademds, la multiplicacion escalar

te(z1,. 00 2n) — (tzr, ..., t2p)

define una accién sobre S que conmuta con la accién de C™. Definimos entonces la variedad
cociente

S
Cm x C* -~
La variedad N es por definicién una variedad LVM. Observemos que el cociente S/C™
es precisamente la variedad Vj, entonces podemos ver a N como la proyectivizaciéon de

Vi, ademés como V} tiene estructura cénica alrededor del origen, N es el cociente de la
variedad compacta Vi NS, por S!, lo cual implica que A es compacta.

N —

En [26] se demuestra que las variedades LVM forman una familia de variedades
complejas, compactas, no-simplécticas, ademads, en [27] se estudia la topologia de dichas
variedades y su relacién con las variedades téricas.
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Capitulo 3

Generalidades

En este capitulo definiremos nuestro objeto principal de estudio, la “variedad polar
relativa o F 1y g”, daremos una nocién de cuando una foliacién es “buena’, la cual corres-
ponde al caso en que “la foliacion F preserva la estructura de Morse de ¢g” y definiremos
el indice de Morse en los puntos de la variedad polar relativa a F y g.

Ademds, analizaremos los sistemas de coordenadas reales (z1,Y1,...,%n,Yn) ¥
(21,21, - - » Zn, Zn) que emplearemos en el estudio de funciones de la forma g : C" — R.
Especificamente mencionaremos como estan dados los cambios de coordenadas entre di-
chos sistemas y analizaremos la forma en que afecta el cambiar de un sistema coordenado
a otro, especialmente en el cdlculo de indices de Morse.

3.1. Conceptos basicos

Consideremos una funcion de Morse g : C* — R con un unico punto critico en
el origen, que asumimos es de Morse y tiene indice de Morse 0 (en general es suficiente
con pedir que g tenga punto critico aislado en el origen). Sea F una foliacién holomorfa
de C™\{0}, de dimensién d, con singularidad aislada en el origen. Entonces, podemos
definir la variedad polar relativa a F y g. Notemos que esta definicién se dio en el capitulo
anterior, sin embargo, dada la importancia de este concepto en el desarrollo de esta tesis
vamos a recordar su definicién y algunas de sus caracteristicas.

Definicién 3.1.1. Vamos a llamar variedad polar de la foliacion F relativa a la
funcion de Morse g, o de manera abreviada variedad polar relativa a F y g, al conjunto
M = M(F,g), que consiste de los puntos criticos de la funcién g restringida a cada una
de las hojas de la foliaciéon F unién el origen. Llamaremos puntos de contacto a los puntos
en M(F,g).

23
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Recordemos que en el capitulo 2 comentamos que el concepto definido en 3.1.1
corresponde precisamente a la variedad de contacto entre la foliacion F y la funcion de
Morse g, concepto establecido por Thom en [40] y seguido en [13] por Gémez-Mont, Seade
y Verjovsky (para el caso en que g corresponde a la funcién cuadrado de la distancia al
origen), sin embargo, las similitudes entre la variedad polar relativa a una forma lineal L
(ver [39]) y el conjunto de puntos de tangencia entre la foliacion F y la foliacidn definida
por las curvas de nivel de g son muy amplias, debido a esto y a la gran cantidad de
confusiones que ocasiona el emplear el nombre variedad de contacto con los términos
empleados en el area de geometria de contacto hemos decidido que el nombre que mejor
corresponde a la definicion dada en 3.1.1 y que emplearemos de aqui en adelante es
variedad polar de la foliacion F relativa a la funcion de Morse g.

Nota: a partir de ahora, cada vez que hablemos de la variedad polar nos referiremos
ala wvariedad polar de la foliacion F relativa a la funcion de Morse g.

Vamos entonces a empezar el estudio de las propiedades de la variedad polar relativa
a F v g. Notemos que en el caso de tener una foliacién de dimensién uno, el conjunto M
corresponde de manera geométrica a los puntos donde la foliaciéon F y la foliaciéon dada
por las fibras de g se tocan de manera tangente.

Lema 3.1.2. Sea £ una hoja de la foliacion F. El conjunto de puntos criticos de
glz corresponde a los puntos donde L es tangente a las superficies de nivel de g.

Demostracion. Recordemos que en una vecindad de p, un punto regular de g, la ecuacion
Dy(glz) = (Dpg)|z,c es valida, lo cual implica que la condicién Dyg|, = 0 es equivalente
aToL C Tpg~'(9(p))- 0

Observemos que si F' es un campo vectorial holomorfo con ceros aislados definido
sobre C", entonces éste define una foliacion holomorfa F de dimensién uno cuyas hojas
corresponden a las lineas de flujo de F' y los ceros del campo son las singularidades de la
foliacién. En [13] Gémez-Mont, Seade y Verjovsky definen a la variedad polar M (F, Q),
donde @ es la funcién cuadrado de la distancia al origen, como el conjunto de puntos que
satisfacen la ecuacién

(F(2),2)c = 0. (3.1)

donde el producto corresponde al producto hermitiano en C". Vamos a demostrar que la
definicién anterior corresponde a la definiciéon dada en 3.1.1.

Demostracion. Sea L, la hoja de la foliacion F que contiene a z. Por 3.1.2 sabemos que
un punto z pertenece a la variedad polar M (F, Q) si y s6lo si los espacios tangentes T,L,
y 1,S}; se tocan de manera tangente, especificamente T,£, C T,S),|, donde S, denota a
la esfera de radio |z| centrada en el origen. Por otra parte, un vector v pertenece al espacio
tangente 7,S|, si y sélo si el producto vectorial real (v,z)y se anula. Como F'(z),iF(z)
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son la base del espacio T,L, en el sentido real, entonces z € M si y sélo si (F(z),z)p =0
y (iF(z),2) = 0 lo cual equivale a (F(z),z)s = 0. O

En [13] la Teoria de Morse demostré ser una herramienta muy 1til en el estudio de
las propiedades de las hojas de una foliacién holomorfa de dimensién uno. Ahora daremos
algunas definiciones que nos ayudaran en el estudio de foliaciones de dimensién 1 < d < n.

Definicién 3.1.3. Diremos que un contacto z es degenerado (resp. no degenerado)
si dada la hoja £, que contiene a z, se tiene que z es un punto critico degenerado (resp.
no degenerado) de la funcién g|.,. Si todos los puntos en M son no degenerados, diremos
que M es no degenerada.

Recordemos que en [13] los autores introdujeron el concepto de foliacion de tipo
Morse (ver 2.1.2), refiriendose al caso en que el campo de Morse 75 restringido a cada hoja
de la foliacién F tiene unicamente singularidades no degeneradas (este concepto también
ha sido empleado en [19] y [18] en el estudio de foliaciones holomorfas de codimensién uno),
sin embargo, creemos que el nombre “foliaciones de tipo Morse” puede confundirse con
“foliaciones de Morse” (las cuales son foliaciones de codimensién 1 definidas localmente
por una funcién de Morse) por lo cual hemos decidido darle un nombre diferente en este
trabajo.

Vamos entonces a extender la definiciéon 2.1.2 al caso en que F es una foliacién
holomorfa de dimensién d y g es una funcién de Morse arbitraria (con punto critico de
Morse en el origen de indice 0).

Definicién 3.1.4. Vamos a decir que la foliacion F es compatible con la estructura
de Morse de g si la restriccion de g a cada una de las hojas £ de la foliacién F, ¢|., es
nuevamente una funcién de Morse. A manera de abreviar a menudo diremos simplemente
que F preserva la estructura de Morse de g.

Otro concepto importante en la teoria de Morse clasica, es el de indice de Morse
de una funcién, debido a que, podemos usar el teorema de descomposicién celular para
describir a través de los indices de Morse de una funcion f : N — R la topologia de la

variedad N. A continuacién darémos un analogo de dicho concepto al caso de una variedad
foliada.

Definicién 3.1.5. Asumiremos que un punto z en M* := M\{0} es un contacto
no degenerado. Entonces definimos su indice de Morse de g relativo a F como el indice
de Morse en z de la restriccion de g a la hoja de F que contiene a z.

Vamos ahora a hacer un paréntesis para estudiar las propiedades de los sistemas de
coordenadas (1, Y1, -, Tn, Yn) ¥ (21,215 - - -, Zn, Zn) de C" =2 R?" los cuales nos serdn muy
utiles a lo largo de este trabajo.
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3.2. Cambios de coordenadas

Parte importante de esta tesis es el desarrollo de las propiedades de la variedad polar
relativa a F y g en algunos ejemplos especificos, tanto en el sentido diferencial, como en
el sentido algebraico o analitico, para lo cual haremos uso de los sistemas de coordenadas
reales (T1, Y1, -, TnsYn) ¥ (21,21, - -+, 20y Zn) de C* = R?". Como era de esperarse, el
sistema de coordenadas (z1,y1, ..., Tn, Yn) en R?™ nos provee de una manera canénica
de encontrar los puntos en la variedad polar, asi como de calcular sus indices de Morse
correspondientes. Por otra parte, el sistema de coordenadas reales (z1,%1, ..., 2, 2,) €n
R2" = C", facilita el calculo de indices y demds propiedades en ejemplos especificos, debido
a la gran cantidad de relaciones que preservan sus coordenadas, por lo cual es importante
analizar la forma en la que ambos sistemas se relacionan. Especificamente, en esta seccién
vamos a hacer un analisis de la relacién que existe entre los sistemas de coordenadas reales
(T1, Y15 Ty Yn) Y (21,21, - - -5 20y Zn) de C" =2 R?*™ y de su repercusion en el cdlculo de
indices de Morse.

Recordemos la relacién fundamental entre ambos sistemas de coordenadas.
=T+ 1y y Z=1x—1iy (3.2)

o de manera equivalente

Z2+7Z z—Z
Yy Y=

(3.3)

Usando las ecuaciones ((3.2)) podemos ver que las primeras derivadas parciales de una
funcién f en coordenadas (x1,y1, ..., Ty, Yn) ¥y coordenadas (21,21, .. ., Zn, Zn) se relacio-
nan mediante

of _of  of of _ (95 _of 5
8$k N 8Zk %k Y 8yk ! 8zk %k ’
para todo k =1,...,n. Al resolver las ecuaciones anteriores para % y % tenemos
of 1[/of .Of of 1[of .Of
azk a 2 <a$k Z@yk> Y 8Ek a 2 ka —H@yk ' (35)

Vamos ahora a emplear las ecuaciones ((3.4)) para calcular las segundas derivadas
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parciales

Bi (0, 0N(of of
0z ;0xy, n O0z; 0%z 0z, 0z

5? 2 2 2
/ + 0 f_ + _a / + ? / ;
0z;0z,  0z;0Z,  0%z;0z,  0Z;0%

*f (8 _0N(of  of

0y;0xy, N O0z; 0% Oz, 0%

R D O
"0z0% T 0407, 07,0 07,07

rf o _ (0 0N, (of _or
&Ejﬁyk N (92]‘ (%j (9Zk 8§k

e er o er o P
N 8zjc’)zk c’)zjﬁzk 82]‘82’]9 Gch?Ek ’

Cf _ (90 0N, (or _of
oy;0yx O0z; 0% Oz, 0%y

I A A
azjﬁzk 62’]8§k Ozjazk 8@6@ ’

Notemos que las ecuaciones anteriores nos indican como transformar el conjunto de segun-
das derivadas parciales en términos de las coordenadas (z1,%1, ..., 2n, Z,) & coordenadas
(X1,Y1, - Tn,Yn), sin embargo, hay que notar que la matriz de cambio de coordenadas
entre ambos sistemas no tiene unicamente entradas reales, y por tanto las matrices hes-
sianas correspondientes a cada sistema de coordenadas puede no brindarnos directamente
la misma informacién, por lo que es necesario hacer un andlisis un poco mas profundo de
la relacién entre dichas matrices.

3.2.1. Repercusiones de los cambios de coordenadas en el calcu-
lo de indices de Morse.

Para analizar cémo se comporta la matriz hessiana de una funcién de la forma
f R =~ (C" — R bajo cambios de coordenadas en el dominio, recordaremos algunas
definiciones y resultados de édlgebra lineal, ver ([11]).

Definicién 3.2.1. Sea A, B € M,,..,(F). Se dice que B es congruente a A si existe
una matriz invertible C' € M,, ., (F) tal que B = C*AC.

Una consecuencia de la Ley de inercia de Silvester para formas bilineales simétricas,
nos dice que dos matrices reales simétricas de n X n son congruentes si y solo si tienen
los mismos invariantes, es decir, la misma signatura, rango e indice, donde el indice de
A corresponde al nimero de entradas positivas de la matriz diagonal asociada a A y la
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signatura corresponde a la diferencia entre en numero de entradas positivas y negativas
de la matriz diagonal. Por otra parte, el teorema de cambio de bases nos dice que si Hg
y H, corresponden a las matrices hessianas de una funcién f : R* — R en las bases
By v de R®" respectivamente, entonces Hgz y H., son congruentes, es decir, existe una
matriz C' con entradas reales, invertible tal que H, = C*HzC' Por lo que tenemos que la
signatura, el rango y el indice son invariantes bajo cambios de coordenadas propiamente
reales. Recordemos que el indice de Morse de f lo podemos ver como el niimero de valores
propios negativos de la matriz hessiana asociada a f, por lo que también es invariante
bajo cambios de coordenadas reales. Veamos qué pasa cuando cambiamos de coordenadas
(1,Y1,- -+, %n,yn) a coordenadas (21,1, ..., 2n, Zn) en R? .

Proposicién 3.2.2. Si denotamos por H, y H, a la matriz hessiana de f en coor-
denadas (x1,Y1, - .., Tn,y2) Y coordenadas (z1Z1, - - - , Zn, Zn) TESPECtivamente, entonces

Hw - CZHzCn 5

donde C,, es la matriz

1 i 0 0 0 0
1 —i 0 0 0 0
0 0 1 i 0 0
c.o=|0 0 1 0 0

o
o
o
-~

La demostracion consiste en un calculo directo del producto de matrices, empleando
las relaciones entre las segundas derivadas parciales en coordenadas (x1,y1, ..., Tn,Yn) ¥
(21,Z1,- .-, 2n, Zn) dadas al final de la seccién anterior.

Notemos que la matriz de cambio de base en este caso no es una matriz con entradas
reales, por lo que la ley de inercia de Silvester no aplica.

Ejemplo 3.2.3. Sea f : C* — C la funcién holomorfa f(z1,2) = 25 + 25 y
F la foliacién dada por las fibras de esta funcién. Consideremos la funcién de Morse
Q(z1,22) = 2121 + 29Z2 y su restriccién a una hoja £ de la foliacién F, Q|..

Consideremos un punto p = (p1,p2) # 0 en L, y supongamos que ps # 0, en este
caso g—zf;(p) # 0, por tanto podemos aplicarle a f el teorema de la funcién implicita
en su versiéon compleja (ver 1.1.10), lo cual implica que, en una vecindad U de p, las
hojas de la foliacién F se pueden parametrizar de manera holomorfa en términos de su
primera coordenada, es decir, cualquier punto z = (21, z2) sobre una hoja £ N U satisface
29 = z3(21), por lo tanto podemos considerar a @, localmente como una funcién de
C =~ R? en R, en particular, si derivamos implicitamente la ecuacién que define a cada

hoja, 2} + 23 = constante, en términos de las coordenadas reales z; y z; obtenemos que
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2
4 . . . .
g—Z = ——. Esta ecuacién nos indica como se relacionan las coordenadas 21 y 23 sobre

cada hoja de la foliacién F en una vecindad de p, por lo tanto vamos a emplear dicha
relacion para calcular las primeras derivadas parciales de Q| respecto a z; y Z3

2
Wl _ | _0xn _

= Z1 T2 =21~ 5%

0z 0z 25

- =2

Ql: 0Zy Z1
- = At =25 5%

6’31 82’1 Z5

Notemos que los puntos (z1,22) que se encuentran sobre el eje complejo 2z, son puntos
criticos de la funcién Q|.. Vamos ahora a calcular las segundas derivadas parciales respecto
aznyz

2 2 2
0 Qle = 221‘_ 221‘21‘_ .
G- Wl = T3 k2T a3 TR
02102 25 z5 25
2
0? 22
1
Qe = 1+ |5
02102 | 2|
2
0? 22
1 .
— Qlﬁ = 1+ o
021071 25
2 - =2 =2
T g =SB, 05 A
Jz0. L T —3 "F2 T 43t R2
21021 z5 Zo9 2o

En particular, la matriz hessiana H, evaluada en un punto no nulo del eje 25 toma la

forma
0 1
HZ(O7Z2) = ( 1 O > )

por lo que sus valores propios son 1 y -1, en consecuencia su indice de Morse es 1 y
corresponde a un punto silla. Utilizando las férmulas de cambio de base para las segundas
derivadas parciales tenemos que la matriz hessiana en coordenadas xq,y; es

2 0
Hz(0a07$27y2)_<0 2> )

cuyos valores propios son ambos positivos y por tanto su indice de Morse correspondiente
seria 0.

El ejemplo anterior nos muestra que el indice de Morse sélo se preserva bajo cambios
de coordenadas reales, y que si bien el sistema de coordenadas (z1,Zy,..., 2y, Z,) NOS
facilita sobre manera la realizacién de calculos, no podemos obtener el indice de Morse
directamente de la matriz hessiana en coordenadas (z1,Z1, . . ., 2n, Zn), pero si mediante la
relaciéon H, = C'H,C.

Por otra parte, notemos que la matriz C' es no singular y por lo tanto si la matriz
H, es degenerada en un punto p también lo es la matriz H, en p, es decir, podemos usar
indistintamente ambos sistemas coordenados para determinar si un punto p es un punto
de degeneracion de la funcién g|.,.
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Capitulo 4

Foliaciones holomorfas
d-dimensionales.

A lo largo de este capitulo vamos a considerar a F como una foliacién holomorfa de
C™ de dimension d > 1, con singularidad aislada en el origen y vamos a denotar por L,
a la hoja de F que contiene al punto z € C". Por otra parte, g : U — R va a denotar a
una funciéon de Morse definida en U, vecindad abierta del origen en C™, con tnico punto
critico en el origen y tal que su indice de Morse en 0 es 0.

El objetivo de este capitulo es analizar las propiedades de la variedad polar M (F, g)
definida por la foliaciéon holomorfa F y la funciéon de Morse g en U.

La primera seccién estard enfocada a dar una caracterizaciéon de cudndo una fo-
liaciéon holomorfa F preserva la estructura de Morse de g en términos de las propiedades
de la variedad polar M, especificamente tenemos que: una foliacion F va a preservar la
estructura de Morse de g si y sélo si M es “bonita”, es decir, M — {0} es una variedad
suave de dimension complementaria a la foliacion y la interseccion de F y M es transver-
sal. Cabe mencionar que existe un par de resultados previos en [13] y [19] en esta misma
direccién. De hecho, el teorema 4.1.1 es un refinamiento del teorema 2.3 de [13] en el cual
se trata el caso de foliaciones holomorfas de dimensién 1 y el cual nos sirvié como fuente
de inspiracion. En esta primera seccion daremos también un par de ejemplos en los que
se muestra la utilidad de dicho resultado.

En la seccion 2 hablaremos de las propiedades locales de la variedad polar M en el
caso en que F tenga un contacto analitico en 0, es decir, cuando el germen de M (F, g) en
0 sea analitico. Entre otras cosas, demostraremos que en el caso de foliaciones holomorfas
de dimensién 1 y co-dimensién 1, M tiene un contacto analitico en 0. Ademads, veremos
que si F tiene un contacto analitico en 0 entonces M consta de un numero finito de
componentes irreducibles las cuales tienen estructura cénica.

31
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En la tercera seccion hablaremos de la topologia de las hojas £ de F en el caso
en que L se encuentre en el saturado M de M por la foliacién F o cuando L estd en el
complemento de M.

Finalmente, en la seccién 4 nos enfocaremos a estudiar las propiedades de la fo-
liacion F. definida por la restriccién de F a la esfera S.. La idea principal es hacer un
analisis de como se modifica la foliacién F. al cambiar de esfera. Especificamente estamos
interesados en saber si al movernos de una esfera de radio € a una esfera de radio &
(ambos suficientemente pequenios) la topologia de las foliaciones cambia o no. En relacién
a esto, se demuestra en 4.4.1 que si M consta tnicamente de puntos de indice de Morse
0, podemos definir un homeomorfismo de F. a F., que envia hojas de la foliacién en S,
a hojas de la foliacion correspondiente en S,/. Dicho resultado es una generalizacién a los
teoremas 4.1 y 4.2 de [13].

4.1. La variedad polar para foliaciones holomorfas de
dimensién d

Sea F como una foliacién holomorfa de C™ de dimensién d > 1, con singularidad
aislada en el origen y vamos a denotar por L, a la hoja de F que contiene al punto z € C".
Por otra parte, sea g : U — R una funcién de Morse definida en U, vecindad abierta del
origen en C", con un tinico punto critico en el origen y tal que su indice de Morse en O es
0.

Teorema 4.1.1. Sean F wuna foliacion holomorfa de dimension d en C" y g :
U — R una funcion de Morse con las caracteristicas mencionadas anteriormente. Sea
M := M(F,g) la variedad polar relativa a F y g. Entonces, F preserva la estructura de
Morse de g si y solo si M* := M\{0} es una subvariedad suave de C", real, reducida, de
codimension 2d e interseca transversalmente a la foliacion F.

La demostracion del teorema 4.1.1 se dara a través de los dos lemas siguientes. Cabe
mencionar que el teorema anterior es un refinamiento del teorema 2.3 de [13] en el cual
se demuestra la implicacién dada en el lema 4.1.2 para el caso de foliaciones holomorfas
de dimensién 1. En [19] se analiza el caso de foliaciones de codimensién 1.

Lema 4.1.2. Si F preserva la estructura de Morse de g entonces M* es una sub-
variedad suave de C", real, reducida, de codimension 2d que interseca transversalmente a

F.

Demostracion. Sea z # 0 un punto en U. Consideremos U’ una carta plana de la foliacién
alrededor de z, contenida en U, con coordenadas holomorfas (21, 2, ..., 2z,) tal que las
hojas de F estan dadas localmente por

L,NU ={z=(z1,...,20) €U | Zay1 = Cag1,---12n =Cn } ,
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donde ¢; son constantes. Entonces, dada la hoja £, de F, podemos pensar a g|., en U’
como una funcién que depende tinicamente de las coordenadas (z1,. .., z4) 0 de manera
equivalente como funcién de las coordenadas reales (z1,%1, ..., 24, Z4). En consecuencia,
la matriz hessiana de la funcién g|,, toma la forma

Pgle,  9le, 39le,  0%9le,
021021 0z1021 e 024021 024021
Pgle,  99le, Pgle,  0%gle,
021071 021071 T 024071 0z40z1
Hess(glz,) = : : : :
gle,  Pgle, Pgle,  9dle,
8z182d 82182’(1 e Bzdazd E)Edazd
829‘[12 629|£z 8QQIZ:Z 829|£z
0210zqg 0z10zq 02q0zZq  0Z40Zq

Vamos ahora a analizar la estructura de la variedad polar M. Definamos G(z) :=
(G1o(2),Goa(2),...,Ga0(z), Goa(z)), donde G,o(z) == %ghz(z) y Goj(z) = a%jgkz(z)
para 1 < 5 < d. Entonces M se puede ver como el conjunto de ceros de las funciones
{G;0(z), Go,j(2z) }1<j<a cuya jacobiana es

0G1,0 0G1po 0G1,0 0G10 0Gi,0 0G1,0
82’1 821 T 8Zd azd 82d+1 e 3271
0Go,1  9Go,1 0Go,1  0Go,1  0Go,1 0Go,1
82’1 851 T é)zd azd 8zd+1 e 83”
DZG = . : . : . :
0Ggo 0Ggo0 0Ggo 0Ggo 0Gg0 9G g0
0z1 0z1 e 0z4 0Zg 8zd+1 e OZn
0Go,q 0Goq 0Go,q 0Goq 0Goq 9Gg.q
0z1 0zZ1 e 0z4 0Zq 0z44+1 e 0Zn

Observemos que la submatriz correspondiente a las primeras 2d columnas de D,G es
precisamente la matriz H(z) := Hess(g|.)(z). Recordemos que la hipétesis del lema nos
dice que F preserva la estructura de Morse de g, por lo tanto si z es un punto de M*
entonces H(z) es una matriz no singular y por tanto D,G tiene rango 2d, lo que implica
que M* es la preimagen de un valor regular de GG, en consecuencia M* es una subvariedad
real de R?" reducida y de codimensién 2d.

Para demostrar la transversalidad entre F y M* consideremos el vector con j-ésima
entrada no nula
vj:=(0,...,0,1,0,...,0).

El conjunto de vectores {’Uj}léjggn corresponde a la base candnica de R?>" en coordenadas
(21,Z1, .-, Zn, Zn). Notemos que el conjunto de vectores {v;}i1<;j<24 forma una base del
espacio T,L, para todo z € M* N U’, por otra parte, al aplicar la diferencial D,G al
vector v; se obtiene precisamente la j-ésima columna de la matriz D,G, lo anterior, junto
con el hecho de que las primeras 2d columnas de D,G son linealmente independientes
implican que el espacio tangente T,L, no interseca al espacio nulo de D,G, por lo tanto,
los espacios T,L, v M* se encuentran transversalmente. O

Notemos de la demostracion anterior que si la funcion de Morse ¢ es analitica,
entonces M* es analitica.
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Lema 4.1.3. Si M* es subvariedad diferenciable real de R*", reducida, de dimension
2(n — d) e interseca transversalmente a F, entonces F preserva la estructura de Morse
de g.

Demostracion. Sea (z1,Z1,...,2n,2,) v G como en la demostraciéon del lema anterior.
Recordemos que M = G~1(0). Por hipStesis M* es una variedad diferenciable, reducida
y de dimensién real 2(n — d) entonces, para un punto z en M* la matriz D,G tiene rango
2d. 1

Sea vg # 0 en R?? y wq := (vp,0) en R*". Sabemos por la demostracién anterior,
que wo es un elemento de T,L£, y que las matrices D,G y H(z) se relacionan mediante
D,G = (H(z),A), donde A es una matriz real de 2d x 2(n — d) con entradas constantes.
Asi

D,G(wo) = H(z)(vo) - (4.1)

Como la hoja L, interseca transversalmente a M* y estos tienen dimensiones complemen-
tarias, entonces el vector wg no puede estar en el nicleo de D,G. Lo anterior junto con la
ecuacién (4.1) implica que H(z)(vp) es distinto de cero, como esto se satisface para todo
vo # 0 en R* la matriz H(z) es no singular en todo punto z en M* y por tanto g|., no
tiene puntos de degeneracion. O

Corolario 4.1.4. Bajo las hipdtesis del teorema 4.1.1 cada hoja de la foliacion F
interseca a M en un conjunto discreto de puntos, ademds M* es de dimension pura.

Demostracion. El primer enunciado es una consecuencia directa de la transversalidad de
F y M mostrada en el teorema 4.1.1 y de un teorema bésico de topologia diferencial sobre
la dimensién de la interseccién de espacios transversales, el cual nos indica que

codim(£ N M) = codim(L) + codim(M) =2+ (2n — 2) =2n ,

por lo tanto el conjunto £ N M consta a lo més de un conjunto discreto de puntos. La
segunda parte es una consecuencia directa de la demostracion del lema 4.1.2. O

Notemos que el hecho de que la variedad M™* sea reducida es indispensable en el
desarrollo del teorema, ya que en caso contrario la funcion g restringida a las hojas podria
tener degeneraciones. Consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1.5. Sea g : R? — R la funcién de Morse g(z,y) = z* + y y sea F la
foliacién de R? dada por las lineas {y = constante}. La variedad polar correspondiente es

M={(z,y) eR*|2*=0}.

'Notemos que para hacer uso de la definicién usual de punto singular es necesario que M sea reducida.
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Como conjunto, M es precisamente el eje y, el cual es una subvariedad diferenciable de
R? de dimensién complementaria a las hojas de la foliacién y transversal a las hojas de F;
sin embargo, en este caso el eje y tiene multiplicidad 3, ya que es la preimagen del valor
critico 0 bajo el mapeo x® en R?, por lo que todos los contactos son degenerados.

En la seccién 5.3 mostraremos, en forma directa y posteriormente haciendo uso del
teorema 4.1.1, que cualquier foliacién definida por un polinomio homogéneo de Fermat
preserva la estructura de Morse de la funcién Q(z) := 23+ - -+22, sin embargo, no en todos
los casos es facil demostrar de manera directa este tipo de propiedades. A continuacion
vamos a dar un par de ejemplos del uso de 4.1.1 para verificar si una foliacién F preserva
la estructura de Morse de la funcién cuadrado de la distancia al origen.

4.1.1. Ejemplos: foliaciones de dimension 1.

Sea (z1,...,2,) la bése canénica de C" y o = (o, ..., q,) una permutacién del
conjunto de indices (1,...,n). Cada permutaciéon « define un campo vectorial sobre C”
de la forma F(z) = (A28}, Ao222,. .., A\p23n) donde A, € C* y a, € N con a, > 1 para

todo k. Denotemos por F a la foliacion definida por el campo F.

Notemos que si n es par, los campos definidos anteriormente se pueden ver como el
campo vectorial Hamiltoniano de un polinomio de Pham-Brieskorn.

Vamos a demostrar, haciendo uso del teorema 4.1.1, que para el caso n = 2 la
foliacién F definida por el campo vectorial F(z) = (A127", A2252) 0 F(z) = (A125", A221?)
preserva la estructura de Morse de la funcion distancia al origen.

En el articulo titulado “Open book decompositions associated to holomorphic vector
fields” (ver [34]), Seade demostré la siguiente proposicion.

Proposicién 4.1.6. Sea F(z) = (A28}, \a232, ..., A\p22") un campo vectorial sobre
C" con A\, € C* y ap > 1 para todo k. Denotemos por F a la foliacion definida por
F. Entonces la variedad polar M* = M(F,Q)\{0} es una variedad diferenciable real de

codimension 2.

Demostracion. Notemos que una permutacién « es un ciclo o se puede descomponer en
r-ciclos, donde un r-ciclo es una permutacion de las componentes del campo que involucra
r componentes. Por ejemplo, el campo vectorial (25", 257, 2{*) tiene un 3-ciclo, por otra
parte, el campo (z3', 242, 21, 25*) consta de los 2-ciclos (3,1) y (4, 2).

En la seccién 3.1 vimos que si F es una foliacion definida por un campo vectorial
holomorfo sobre C", entonces la variedad polar relativa a F y @ estd definida como el
conjunto de puntos que satisfacen
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la ecuacién anterior la podemos descomponer en las ecuaciones reales

¢(z) = 2Re(F(z),z)
Y(z) = 2Im(F(z),z)

0 vy
0.

Denotemos por ® a la dupla de funciones (¢,1) y por D,® a la jacobiana de (¢, ).
Entonces, demostrar la proposicién equivale a demostrar que fuera del origen la matriz
D,® tiene rango 2, ademds, debido a la descomposicion de « en ciclos es suficiente con
suponer que F(z) = (Az]", ..., \p22) o F(z) = (M129", Ae252, .., Ap2i™).

Supongamos que F(z) = (A1z7", ..., Ap2"), entonces

3

o(z) = N2z + NZP )y

<.
3 =

Y(z) = i) (NaE - NE )
7=1

La transpuesta de la jacobiana D,® toma la forma

11— N — . 11— N —
ar A 202+ Az tai Azt Z — A Z

Y —aj—1 .Y —aj—1 .
A M Z7 Tz AR e MY 2 A i)t
Dz(bt — . .
anénzg"*lin + A\, Zom ianAﬁz,%”*lEn — IA 20
A A28 L2y + A28 —iap A2 Lz, 4 i, 200

Evaluemos ahora el determinante que resulta de considerar las columnas 2k y 2k — 1 de
la matriz jacobiana D,®,

-1 N = 3N sop—1
ak)\kzZ’“ Zk + )\kzzk ak)\kzzk 2 + )\kzZ’“

Dk Z) . — ~ ~
: . 1 ~ = . Can—1 .
(2) TRzt Zp — IR —lap Azt 2 + izt

Al resolver el determinante y simplificar la ecuacion tenemos
Dk(Z) = —22(@% - 1)|)\k’2|2k’2ak .

Como A\, # 0y ap > 2, el determinante Dy(z) tinicamente se anula si la coordenada zy, es
cero. Como lo anterior es valido par todo k = 1,...,n, entonces la matriz jacobiana D, P
tiene rango 2 para todo z en M*.

Consideremos ahora el campo F(z) = (A125", Aaz5%, ..., A\p21™), en este caso, la
variedad polar relativa a F y @) corresponde al conjunto de ceros de las funciones

o(z) = Mz'Zi+ ANZ5tz + N2y’ Zo + X25§2 Zo o A2 En A+ AZ 2

i(A125' 21 — MZ5 21 + Ae25220 — XoZ5%20 + - - + N2 (" Zn — AnZ1" %) -

<

—
N

N~—
I
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Entonces, la transpuesta de la matriz jacobiana de ® es

N — 1 N — . —1—
MZot 4 a2 20 —iMZyt +iap A 2i" T 2,
T —an—1 . N an—1
Azot 4 a2 2y IA125" — 1A\ 21" 2
N —ap ak,l—l_ N —ay . ak,l—l_
D (I)t . )\kzkH + ak_lAk_lzk Zk—1 _Z)‘k?zk-i-l + zak_lkk_lzk Zk—1
z - A ay, X —ap_1—1 i\ ay, . X —ap_1—1
kRp11 T Qk—1Ak—1Z) Zp—1  WARRR 1 — WAE—1AE—1Z k-1
)\nz(lln + an—l)\n—lz;‘{n_l_lzn—l _Z)\nz(lln + Z.an—1>\n—lzzn_1_lzn—l
a By —an—1—1 : a . By —an—1—1
A2y Ui A1 Z0n T 2 A2 = M1 A1 2 T 2

Consideremos el determinante de las columnas 2k y 2k — 1 de la matriz D,®

N =0k ag—1—1_ N =0k ap_1—1—
D L )\ka_H + ak_l)\k_lzk Zk—1 —)\ka_H + ak_1)\k_1zk Zk—1
k(z) =1 ag N _ak,1—1 ag N _ak,1—1
AkZpiy + a1 k17, -1 ARZh T -1 Ak-1Z, Zk—1

Al simplificar el determinante tenemos
—iDy(2) = 2|M6? 2P = 207 A Pl D 2]
Si suponemos que el determinante Dy(z) es cero entonces
Y R Y e A D VT L A e AT

Por lo que, si cada determinante Dy (z) se anula en un punto z de M, tenemos el siguiente
sistema de ecuaciones

A1z = a2 |Anl?lz [P |z,
Aol?23*2 = af|h[?|zeP Y|z
’)‘n’2|zl|2an = aifl|)‘n71|2"zn|2(anil_l)|anl|2 .

Notemos que si una coordenada z; de z es nula, entonces el sistema de ecuaciones
arriba mencionado implica que todas las coordenadas de z se anulan. Supongamos en-
tonces que z; # 0 para todo k y veamos si el sistema de ecuaciones tiene soluciones no
triviales. Si multiplicamos el lado derecho de cada una de las ecuaciones y posteriormente
el lado izquierdo, obtenemos

D D N P P P O P e S D V1 L DA LU D LI P CC P P

de donde obtenemos que a?a...a? = 1 pero esto claramente es una contradiccién, ya
que cada a; es un entero positivo mayor que uno. Por tanto, para todo z en M* existe un
determinante de 2 x 2 de D,® que no se anula. Lo cual concluye la demostracion. O
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Consideremos ahora los campos F'(z) = (A\127%, \az3?) y F(z) = (M125}, Aa27?) en C2.
Vamos a demostrar que la foliacion F definida por cada uno de estos campos es transversal
a la variedad polar M (F, @), pero antes de pasar a este punto vamos a demostrar un lema
técnico que nos serd de gran utilidad.

Lema 4.1.7. Sea Vy(z) = (g—;(z), g—zﬁ(z), e %(z)) y sea F(z) un campo vec-

torial holomorfo sobre C™. Entonces se satisface la ecuacion

2(F(2),Ve(2))c = (F(2), grad p(2)), — i (iF(2), grad o(2))p, (4.2)

donde (-,")p y (-, )¢ denotan al producto interno usual en R*" y al producto hermitiano en

C" respectivamente, ademds, el gradiente de ¢ estd dado en coordenadas (T1,Y1, - .-, Tn, Yn)-

Demostracion. Sea (z1,...,z,) el sistema candnico de coordenadas complejas en C" y
sea (T1,Y1,.-.,Tn,Yn) €l sistema candénico de coordenadas reales en R*". Sabemos que
ambos sistemas estan relacionados mediante las ecuaciones z; = z; + 1y; para toda
j. Si F(z) es el vector complejo (Fi(z),..., F,(z)), éste puede ser visto en su forma
real como F' = (ReF,Im Fy,...,ReF,,Im F,) y por tanto ¢F corresponde al vector

dp O dp O
(—Im Fy,Re Fy...,—Im F,,Re F},), por otra parte grad(yp) = <8_;:01’ 8—;’1, ey B a—yi).
Para demostrar el lema, vamos a desarrollar el lado izquierdo de la ecuacién (4.2).
Para esto, notemos que las ecuaciones de cambio de base mostradas en la seccién 3.2,

of 1 (of .of of 1(of .of
a—zﬂ( ) ! 8777(8_%“8_%)’

_ = —

dx; Oy
nos dicen que el gradiente complejo de ¢ se puede ver como

2v¢_<3_@ O Op , Op  Op ~5_90>.

+l—, = +1 Sy +1
014 Oy~ 0z s 0z, OYn

Empleando esta ecuacién para desarrollar el producto hermitiano (F(z), Vi(z)) tenemos

_ dp Op dp O0p dp .
2(F(2),7 = F@) |22 +il )+ B2 +icl )+ -+ F,
(F(z),V(z))e 1(Z)<8x1 +Z@y1> + g(z)(ax2 —Hayz + -+ Fu(z) . +1i
— eR+imA) (22 222 4 ReR, +im By (27
N ! ! 0y Oy " "\ 0z,
Dy dp dp %
= ReFi—2 +ImF<2 4+ -+ Re Fy—2 + Im F,—~
Re F} 01 + Im F} o0 + + Re oz, + Im 0.
) Op Op Op 0p
1 <Re F o Im I} B, + + Re F,, o Im F,, Bz,

= (F(2),grad p(2))p — i (iF(2), grad p(z)) -

O

OYn )

o

OYn

)
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Proposicién 4.1.8. Sea F(z) = (A121", X\az5?) con A1, Ao numeros complejos dis-
tintos de cero. La variedad de contacto M = M(F, Q) interseca transversalmente a F en
todo punto fuera del origen.

Demostracion. Como la foliacién F estd definida por el campo vectorial holomorfo F,
entonces para todo z # 0 los vectores F'(z) y iF(z) forman una base del espacio tangente
real a la hoja £, € F que contiene a z. Por otra parte, recordemos que M corresponde
al conjunto de ceros de las funciones reales ¢ y v, por tanto, F y M son transversales
fuera del origen si y sélo si F(z) y iF'(z) no son ortogonales a los gradientes de ¢ y ¥
simultdneamente, es decir, F(z) y iF'(z) deben satisfacer

(F(z),grad¢(2))g #0 o (F(z),grady(z))g #0 vy ademads
(iF(2),grad ¢(2))g #0 o (iF(z),grad(z))p # 0.

Vamos a emplear la ecuacion obtenida en el lema 4.1.7 para calcular los productos internos
que necesitamos. Tenemos

— . N —a1—1 ay N zazx—1 az
Vo = (M Mz 21+ Mzl aohazy? 2o + Aozg?)

v¢ = (—ial)\li‘flflzl + i)\lz‘l“, —’L'CLQ)\QE;QilZQ + i)\QZ;Q) .

Los productos hermitianos del campo F(z) con V¢ y Vi se ven como

<F(Z), V¢>C = )\12(111 (alxli’fl_lzl + )\12(111) + )\2252 (CLQXQE%Q_lZQ + )\22(212)

= |)\1’2|21|2a1 + |)\2|2|22l2a2 + CL1)\%Z%G1_121 + ag)\gzg"z—lzg s
<F(Z>, 7w>({3 = )\12(111 (-’ia1X1§[111_12’1 + i)\lz{”) + AQZSQ(—iaQXQEgQ_IZQ + i)\QzSQ)

= —i(|A 2" + (Ao 22**2) + i(al)\fzf“rl% + az)\gzgarlzg) )

Para simplificar las cuentas, definamos A := |A|?|21 2% +|\o|?|20|%%2 y B 1= a N2 12+
a2X\325"27'Z,, por el lema 4.1.7 tenemos

(F(z),grad¢) = 2A+2ReB,
(F(z),grady) = —2ImB,
(iF(z),grad¢) = —2ImB,
(iF(z),grady) = 2A—2ReB.

En consecuencia, F es transversal a M si y solo si ImB # 0 o si las desigualdades
A+ReB #0y —A+ ReB # 0 se satisfacen.

Recordemos que la variedad de contacto estd definida por la ecuacién A;zi'Z; +
225279 = 0 la cual podemos descomponer en su forma polar en las ecuaciones reales
o252 01 1 pod d f 1 1 1

Aif]za] = [zt

€i9>\1 ei(al—l)el — 6i9>\2+ﬂ€i(a2—1)92 ;
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donde 05, y 0,, corresponden a los argumentos principales de 2, y A, respectivamente.
Vamos a descomponer a B en su forma polar y a emplear las ecuaciones anteriores para
simplificarlo

_ 2 2a1—1= 2 2az—1—
B = ai\{z{" 7+ a5z 7

a1|>\1|2’21‘2a1 (eiaxlei(al—l)al)Q i a2|)\2‘2|z2|2a2 (eié)\2 e(a2—1)92)2

_ (a1’A1|2’Z1‘2a1 +02’)\2‘2’Z2’2a2) (eigAze(a271)92)2 .

Supongamos Im B = 0. En éste caso B toma la forma
B = £(ar| M|z [* + as Aaf*|z2|*?) . (4.3)

Supongamos ademés que A + Re B = 0 y sustituyamos el valor resultante de B en esta
ecuacion. Tenemos

0 = A+ ReB = |A1|2|Zl|2a1 + |)\2|2|ZQ|2(12 + (a1|)\1|2|21|2‘“ -+ a2|)\2|2|22|2a2)
= [Pz (1 £ ar) + [ Aoz 2(1 £ ap) .

Notemos que la tinica solucién a la ecuacion anterior es z = 0, lo cual implica que para
z # 0 las ecuaciones Im B = 0y A 4+ Re B = 0 no se satisfacen simultaneamente y por
tanto F'(z) no estd contenido en el tangente a M. Por otra parte, si suponemos Im B = 0
y A—Re B = 0 la ecuacién (4.3) es valida y podemos sustituirla ahora en A — Re B = 0,
de donde obtenemos

0 = A— Re B = |)\1|2|21|2a1(1 + al) + |A2|2|22|2a2(1 + (12> .

Nuevamente, la tnica solucién a la ecuacién anterior es el origen, lo cual concluye la
demostracion. |

Proposicién 4.1.9. La foliacién F definida en C? por el campo F(z) = (A125", Ao27?)

interseca transversalmente a la variedad de contacto M = M(F, Q) fuera del origen.

Demostracion. Para demostrar esta proposicién vamos a seguir el mismo método que en
la prueba de la proposicion anterior. Las funciones que definen a la variedad polar en este
caso son

d(z) = Mz9'Z1+ MZ5 21 + Aoz?Za + Aoz 22

T)ZJ(Z) = z’(/\lzglil - Xliglzl + /\2231222 — XQ?&MZQ) .
Entonces las diferenciales V¢ y Vi se ven como

V(b(Z) = ()\12;1 + GQXQE(FilZQ, )\22?2 + alxlzgrlzl) s

T(z) = (iA25" —iaghgZ 12y, 0022 — dag \ 25 21)
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y los productos toman la forma

(F(2),Vo)e = Mz'(Miz' + a2x2z(112_122> + A221? (A22]? + a1X1§;1_IZ1>
= APz 4 X212 4 ag A Ae 25t 2927 By 4 ag Ao h 28225 T E
(F(z),Vi)e = Mz8'(id2g! — i 20) + Ao2{? (iXo2f® — iar 75 '21)

= —Z.(’)\l‘2|2’2’2a1 + |>\2‘2’21‘2a2) + i(ag)\l)\gzglzf271§2 + al)\g)\lzf?zg“l%) .

Definamos A = |[A|?|22]2™ + |21 v B i= aghi X258 282 2 + ar oA 20225 17

usando la ecuacién (4.2) tenemos que
(F(z),grad¢), = 2A+2ReB,
(F(z),gradv¢), = —2ImB,
(iF(z),grad¢g), = —2ImB,
(iF(z),grady)y, = 2A—2ReB.

Por lo tanto F(z) pertenece al tangente T.M siy sélo si A+ ReB =0y ImB = 0,
andlogamente iF'(z) pertenece a T,M siy s6losi A—ReB =0y ImB =0.

Recordemos que la variedad polar M (F, Q) estd definida por la ecuacion \;z5'Z; +
A221%*Zo = 0 la cual en normas se ve como
221 22

Ml]z2] 7 = [Agf[z|™ 7"

Vamos a emplear la ecuaciéon anterior para simplificar B y vamos a denotar por 6 y 0,
a los argumentos principales de 2, y A\x repectivamente.

B = aQAl)\gzglz‘leEg + al)\g)\lz?zgl*lzl
_ a2|/\1|(|)\2| |Z1|a271)|22|a1+1e¢(9h+9A2)ei(a171)0261'(@71)91
+ ay |)\2‘ (‘>\1| ‘22|a1—1)’Zl‘a2+16i(9>\1+9>\2)ei(a1—l)Qgei(ag—l)Ql

_ (a2|)\1|2|22\2‘” + a1|)\2|2|21 |2a2)ei(GM+9,\2)ei(alfl)egei(agfl)el )
Si suponemos que F(z) € T,M entonces ImB =0y A+ Re B =0, lo que implica que

B = f(az M2 + ai| Aoz [*?)
A+ReB = ||z 4 | Xo?|21[* £ (ag| M P[22 + a1|Xo]?]21**2)
(1 £ ag)[M?|2* + (1 £ a1)[ Ao’ [*2

pero la tinica solucion a esta tultima ecuacién es el origen. De igual forma, si suponemos
iF(z) € T,M entonces Im B =0y A—Re B = 0 y nuevamente, la tnica solucién a ambas
ecuaciones es el origen. L]

Notemos que las proposiciones 4.1.6, 4.1.8 y 4.1.9 nos dicen que las foliaciones F
definidas por los campos vectoriales F'(z) = A\127" + 2252 0 F(z) = A\25" + X227?, asi como
la variedad polar relativa a F y @ satisfacen las hipétesis del lema 4.1.3, por lo tanto

tenemos el siguiente corolario.
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Corolario 4.1.10. Si F es la foliacién de C? definida por el campo F(z) = A2 +
Xazg? 0 F(z) = Mz + Ae2?, entonces F preserva la estructura de Morse de Q.

Vamos a dar un ejemplo mas, en el cual emplearemos el teorema 4.1.1 para demostrar
que la foliacién correspondiente no preserva la estructura de Morse de ). Consideremos
el campo F(z) = (M22, X\222,...,\,27) donde \; =2y A\, = 1.

AFIRMACION: para n > 3 la foliacion F definida por el campo anterior no
preserva la estructura de Morse de Q).

Para demostrar la afirmacién anterior, notemos que la variedad polar estd definida
por la ecuacién

(F(2),2)c = M23Z1 + Xo23Za + - + Ay2iZ, = 0

y por consiguiente los puntos z # 0 tales que z4 = - -+ = 2, = 0y \25%; + \2222 = 0
pertenecen a M(F, Q). Vamos a denotar por N al subconjunto de M de tales puntos.

Veamos si la transversalidad entre la foliacion F y M es vélida en estos puntos.

Sean ¢ y 1 como en la demostracién de la proposicién 4.1.6. Si seguimos el mismo
método empleado en las proposiciones 4.1.8 y 4.1.9 para calcular los productos internos
de los gradientes de ¢ y % con los elementos de la base de T,L, tenemos que en un punto
zen N

(F(z),grad¢), = 2A+2ReB,
(F(z),grad¢), = —2ImB,
(iF(z),grad¢), = —2ImB,

(iF(z),gradvy), = 2A—2ReB,
donde A = |A|*2a]* + [Xal?|23]* + | \ul?|21|* v B = 2M\1\22222%;. Supongamos que F(z)
pertenece al tangente T, M y veamos si existe algin z no nulo que satisfaga esta condicion.
SealImB =0y A+ ReB = 0 para algin z € N, entonces

B = £2[\i|olzsl|22]|21] y
A+ReB = [MPlaof + Poflzsl* + [Aaz1]* £ 2000 o252 1]
Empleando la ecuacién de los puntos de N en normas (|Xa||23]* = |A1||22]|21]) tenemos
A+ReB = MNPz + Pzt + (1 £ 2) AP 2]z = 0.

Notemos que si consideramos el signo positivo en el ultimo sumando, la ecuacién dnica-
mente tiene solucion trivial, por tanto, vamos a considerar el caso negativo, ademaés vamos
a sustituir Ay =2 y A, = 1. La ecuacion se transforma en

4‘22|4 — 4|22’2|2’1‘2 + ‘21’4 =0 s
2]z = |a*)* =0,
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lo cual nos dice que si 2|z;|> = |21|* entonces el vector F(z) pertenece al tangente T,,M
y por lo tanto F y M(F,Q) no se intersecan transversalmente. Finalmente, el teorema
4.1.1 nos dice que en este caso la foliacion F no preserva la estructura de Morse de la
funcion cuadrado de la distancia al origen.

4.2. Estructura analitica de M

A lo largo de esta seccién vamos a suponer que g es una funcién analitica real y
vamos a ver que propiedades cumple la variedad polar M (F,g).

Definicién 4.2.1. Diremos que la foliacién F tiene un contacto analitico en 0 con
respecto a g si el germen en 0 del espacio M = M(F, g) es analitico real.

Existen familias muy interesantes de foliaciones que cumplen con tener contactos
analiticos, entre ellas se encuentran las foliaciones de dimensién uno y las foliaciones de
codimension uno.

Ejemplo 4.2.2. En [13] los autores demuestran que si F es una foliacién holomorfa
de C" de dimensién uno definida por las curvas integrales de un campo vectorial F(z),
entonces la variedad polar relativa a F y a la funcién de Morse Q(z) = 22 + -+ + 22
esta definida como

M = {z € C"[ (F(z),2) = 0} ,

donde el producto empleado es el producto hermitiano en C™ (ver seccién 2.1), es decir,
M corresponde al cero de las funciones analiticas reales Re (F(z),z) y Im (F(z), z).

Ejemplo 4.2.3. Sea F una foliacién holomorfa de C" de codimensién uno con
singularidades aisladas y n > 3. El teorema de Malgrange (ver [23]) nos dice que existe
una funcién holomorfa f tal que las hojas de F corresponden a las fibras de la funcién f.
En la seccién 5.1 se demuestra que, si (z1, 22, . . ., 2,) es el sistema de coordenadas candnico
en C", la variedad polar relativa a la foliacion F y la funciéon de Morse cuadrado de la
distancia al origen estd definida como el cero de las funciones

_of, . _of

hj,k(z) = Z’“a_zj(z> —Zj O (z) ,

para 1 < j < k < n. Més ain, si g es una funciéon analitica, se puede demostrar que
M(F, g) esta definida como el conjunto de ceros de las funciones

hisle) = 5 @) 51 () — 0 ()

.:T%Za—%Z)—a—sza—%Z).

Por tanto, F tiene un contacto analitico en 0 con respecto a g.
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Ejemplo 4.2.4. Sean m y n dos enteros positivos tales que n > 2m. Sea A =
(A1,...,Ayn) una configuracién de n vectores en C™, es decir, A; = (A},...,\7") para j
entre 1 y n. Si A satisface la condicion de Siegel y la condicién de hiperbolicidad débil
(ver seccién 2.3), entonces el campo

Fii (21,0 0y2n) — Z)\fczka—%
k=1

define una foliacién F con singularidad aislada en el origen. Mdas aun, la variedad polar
de F con respecto a la funciéon cuadrado de la distancia al origen es:

ZA]"ZJ”Z :0} )

=1

VA:{ZGCn

por lo que, también en este caso los contactos son analiticos.

En el caso en que F tenga un contacto analitico en 0 con respecto a g, la variedad
polar satisface propiedades interesantes, por ejemplo, el lema de estructura cénica 1.2.11
junto con la proposicion 1.2.7 nos dicen que si M es un germen analitico en 0, entonces M
tiene un nuimero finito de componentes irreducibles cada una de las cuales es localmente
un cono sobre su interseccién con una esfera de radio suficientemente pequeno. Ademas
tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.2.5. Supongamos que F tiene un contacto analitico en 0 con respecto
a la funcion de Morse g y asumamos que F preserva la estructura de Morse de g. Sean
M, ... M" las componentes irreducibles de la variedad polar M. Entonces:

1. Cada M’" := M’\{0} es una subvariedad de C" de codimension 2d, transversal a
F en todo punto y transversal a las g-esferas.

2. Los M’ ’s son disjuntos por pares y cada M’ consiste de puntos con el mismo indice
de Morse.

Demostracion. El inciso (1) es una consecuencia inmediata del teorema 4.1.1. Para de-
mostrar el inciso (2) supongamos que existen puntos p; y ps en algtin M7 con indices de
Morse distintos. Como cada componente irreducible debe ser conexa, consideremos o un
arco en M7 que une dichos puntos, entonces forzosamente el arco debe contener un punto
de degeneracién, lo cual no es posible debido a que F preserva la estructura de Morse de
g. U
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4.3. Las hojas de la foliacién

El objetivo de esta seccién es estudiar el comportamiento de la foliacién alrededor
del origen, por lo cual vamos a dar notacién que nos sera de gran utilidad en esta seccién
y en la siguiente.

Sea g una funcién de Morse definida en una vecindad U del origen en C" y F una
foliacién con las caracteristicas mencionadas al inicio del capitulo.

Recordemos que como ¢ es una funcién de Morse de indice 0 en el origen, entonces en
una vecindad de 0 existe un sistema de coordenadas locales (x1, ..., xs,) a través del cual
podemos ver a g como x3+ - - -+z2 . es decir, localmente podemos ver a g como la funcién
cuadrado de la distancia al origen, lo que implica que las fibras de g son difeomorfas a
esferas canénicas. Sea S, . la esfera centrada en el origen y de radio ¢ definida por la
funcién g, es decir, S,. corresponde a la preimagen g~ '(g). De igual forma, sea B, . la
bola cerrada centrada en el origen cuya frontera es S, .. Finalmente, vamos a definir la
g-distancia de un punto x en U al origen como g(x).

Para hacer mas sencilla la notacién, a lo largo de esta seccion y la siguiente vamos a
denotar a la esfera S, . (resp. a la bola B, ) simplemente por S, (resp. B.), de igual forma,
cada vez que hablemos de la distancia de un punto x al origen, nos estaremos refiriendo
a la distancia definida por g.

Vamos a denotar por Gr al flujo correspondiente al campo vectorial gradiente
de la funcién de Morse g en su restriccion a cada una de las hojas de la foliacién F,
{grad(g|z)}cer. Notemos que el conjunto de puntos en donde el campo {grad(g|z)}cer
se anula corresponde precisamente a la variedad polar de F relativa a g. Ademas, cuando
t — —oo las lineas de flujo de G# se acercan al origen.

Se define el a-limite de un punto z € U bajo el flujo Gr, el cual denotaremos por
a(z), como el conjunto de todos los puntos y en U para los cuales podemos encontrar una
sucesion tp € R tal que limy, .o G2 (tk, z) = y. El a-limite de un conjunto W bajo Gz
es la unién de los a-limites de puntos en ese conjunto. Denotaremos a dicho conjunto por

a(W).

Lema 4.3.1. Si F preserva la estructura de Morse de g, entonces el a-limite de U
bajo el flujo Gr es la variedad polar M(F,g).

Demostracion. Para demostrar la igualdad entre los conjuntos, notemos primero que todos
los puntos de M son el a-limite de algtin z en U, por lo que s6lo hace falta verificar que
a(U) € M. Recordemos que el campo {grad(g|z)}cer es un campo transversal a las
g-esferas centradas en el origen, ademads, dicho campo siempre apunta al exterior de las
esferas, por tanto, al recorrer las lineas de flujo G cuando ¢ — —oo nos acercamos mas
al origen.
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Sea z un punto en una hoja £ € F, si la linea de flujo que contiene a z converge
al origen, entonces hemos terminado, en caso contrario, podemos asumir que el a-limite
de z se acumula en una esfera S, de radio p > 0 (debido a la transversalidad del campo
{grad(g|z)}cer). En este caso, la linea de flujo que contiene a z converge a un punto
y € M (en cuyo caso hemos terminado) o converge asintéticamente a la esfera S,. Sea
y € S, un punto en el a-limite de z. Consideremos una sucesién de reales {¢;} tales que
limy, Gr(tj,z) = y y la sucesién de planos tangentes 15, ;2L converge a un plano
limite 7, es decir,

tjglzloo Tor,mb =T
Como y es un punto regular de la foliacién F, 7 corresponde precisamente al tangente
a una hoja L' en y. Por otra parte, 7 interseca a la esfera S, de manera tangente, esto
se debe a que si 7 intersecara a S, transversalmente, el campo gradiente atravesaria a la
esfera y y no podria ser un a-limite del flujo. Lo anterior nos dice que en y, £y S, son
tangentes, lo que implica que y € M. O

Lema 4.3.2. Sea M* el saturado de M* por F en B, es decir, la unidn de todas
las hojas que contienen algin punto de M\{0} interseccion B, y sea K := B \M*. Si
F preserva la estructura de Morse de g, entonces el a-limite de K por el flujo G es el
origen y el a-limite de cada z en M* es el origen o el punto donde la linea de flujo de z
interseca a M.

Demostracion. Vamos a demostrar primero la siguiente afirmacion: dado un punto z en
una hoja no singular £ de F, el a-limite de z es el origen o esta contenido en L£'.

LA

&

Figura 4.1: Estructura local de las hojas de F alrededor de y.

La demostracion se hard por contradiccion. Supongamos que existe un y # 0 en
a(z) tal que y no estd en L. Sea L la hoja que contiene a y. Como y es un punto regular
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de la foliacién F podemos considerar, (U’, (z1,...,2,)), la carta plana de la foliacién
alrededor de y, donde (21, ...,x,) es un sistema coordenado en la vecindad abierta U’ de
y, tal que, en esta vecindad las hojas de la foliacion estan definidas por las ecuaciones:
Tgy1 = Cd41s -+ -5 Tn = Cp (con d igual a la dimensién de la foliacion F y cqyq,...,Cq
constantes). En estas coordenadas, la tnica forma de que el punto y € £ sea un a-limite
de puntos en L', es que la hoja L' se vea localmente como un conjunto de planos que
convergen al d-plano que representa a £ (localmente) como se muestra en la figura 4.1. Lo
anterior implica que existe W una vecindad abierta de y en £ tal que todos sus puntos
corresponden al a-limite de algtin punto en L. Por el lema 4.3.1 tenemos que W C LN M,
pero esto contradice el hecho de que la interseccion de M con una hoja de F consiste de
un conjunto discreto de puntos (ver corolario 4.1.4), lo cual demuestra la afirmacién.

Supongamos entonces que z € K, por el lema 4.3.1 tenemos que el a-limite de z
estd en M y la afirmacién anterior demuestra que «(z) no estd en M*, por tanto, el a-
limite de z es el origen. El resto de la demostracion se sigue de la afirmacion que acabamos
de demostrar. O

Teorema 4.3.3. Supongamos que F tiene un contacto analitico en O con respecto a
g y F preserva la estructura de Morse de g. Consideremos la restriccion de F a B, la bola
cerrada, centrada_en 0 € C". Sea M la interseccion con B. de la correspondiente variedad
polar en U, sea M* el saturado de M* por F en B, y sea K :=B\M*. Entonces:

1. El flujo gradiente dota o K de la estructura de un cono foliado con vértice borrado
en 0. De hecho, cada hoja L C K es transversal a todas las g-esferas alrededor del
origen, éstas son difeomorfas a (LNSe) X R y tiene al origen en su cerradura.

2. Sea LN B, compacta y supongamos que la interseccion de M con la frontera de
LN B, es vacia, entonces su caracteristica de Euler-Poincaré x(L£L N B,) es igual al
numero de puntos de interseccion en (L NB.) N M contados con signo. El signo
es negativo cuando el correspondiente indice de Morse es impar y positivo en caso
contrario.

Demostracion. El inciso (1) es una consecuencia directa del lema 4.3.2, por lo que sélo
resta dar la demostracién del inciso (2). Sea v(z) := grad(g|z)(z) el campo vectorial gra-
diente de la funcién g sobre la hoja L restringida a la bola cerrada B,. Las singularidades
del campo v son precisamente los puntos criticos de g|., es decir, las singularidades de v
corresponden a la intersecciéon (£ N B.) N M, por lo tanto v no se anula en S.. Por otra
parte, por la definicién del campo v(z) la diferencial D,v es precisamente la hessiana de
la funcién gz, es decir, D,v = Hess,(g|.). Por lo tanto, si el indice de Morse en un punto
critico p; de g|z es impar, entonces el determinante de Dy, v es negativo (ver definicién
1.1.2), por el lema 1.3.4 tenemos que el indice de Poincaré Hopf en este caso es —1. De
igual forma, si el indice de Morse en un punto p; es par, el indice de Poincaré-Hopf en p;
es +1. Por lo tanto, si (LNB.) N M = {p1,...,p.}, el indice de Poincaré-Hopf global,
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Indpy (v, LNB,), es

r

Indpy (v, LOB.) = (—1)®)

=1

donde I(p;) denota al indice de Morse de g|; en p;. Finalmente, observemos que v es
un campo definido sobre la variedad con frontera £ N B,, ademas, por construccién, el
campo v(z) := grad(g|z)(z) es transversal a la frontera y apunta siempre al exterior de
la variedad, por tanto, podemos aplicar el teorema de Poincaré-Hopf para variedades con
frontera (Teo. 1.3.3) el cual nos dice que

Inde(V, LN BE) = X(E N Bs) )

lo cual concluye la demostracion. O

Notemos que la teorfa de Morse cldsica nos dice que la topologia de cada hoja
LNB. C M* estd determinada, en algin sentido, por su intersecciéon con la esfera

frontera, £N'S,, por los puntos donde £ interseca a M y por sus correspondientes indices
de Morse.

En la seccion 6.1 mostraremos algunas aplicaciones del teorema anterior.

4.4. Foliaciones sobre las esferas

Sea g una funcion analitica sobre una vecindad U del origen en C" y F una foliacién
con las caracteristicas mencionadas al inicio del capitulo. Como se mencioné en la seccién
anterior vamos a denotar por S, a la g-esfera de radio e definida por ¢g~!(¢) y por B, a la
bola cerrada definida por g cuya frontera es S,, de igual forma, cada vez que hablemos de
la distancia de un punto x al origen nos estaremos refiriendo a la distancia definida por

g.

Notemos que la restriccion de la foliacion F a la esfera S, define una foliacion de la
esfera S., a la cual denotaremos por F.. Dicha foliacién tiene como conjunto singular a
M. := M(F,g)NS; y fuera de M sus hojas son suaves y de dimensién real 2d — 1. Por
otra parte, la interseccién de una hoja £ de F con una esfera S, puede consistir de varias
componentes conexas, por lo que a lo largo de esta seccién cuando hablemos de las hojas

de la foliacion F, nos estaremos refiriendo a las componentes conexas de la interseccién
de las hojas de F con S..

Asumamos que F tiene un contacto analitico en 0 y que preserva la estructura de
Morse de g. Sean M*, ..., M" las componentes irreducibles del germen de M en 0. Si € es
suficientemente pequeno, entonces cada componente M7 interseca a S, transversalmente
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en una subvariedad de la esfera, L;. := M7 NS, llamada la aureola de M7. Entonces, el
teorema de estructura cénica 1.2.11 aplicado a cada componente de M nos dice que existe
un homeomorfismo que envia (B., B.N(UM?)) en el cono sobre (S, UL;.). Por otra parte,
debido a la estructura conica de M alrededor del origen, tenemos que si € > ¢’ > 0 son
suficientemente pequenos, entonces existe un difeomorfismo que envia S, en S,: y envia el
conjunto singular de la foliacion F. en el conjunto singular de F., es decir

(Sea ULJ,E) - (Si’v ULJQE’) :

Dadas las relaciones anteriores, una pregunta que surge de manera natural es ;las fo-
liaciones definidas sobre dos esferas de radio suficientemente pequeno son equivalentes
topologicamente? es decir jel tipo topoldgico de la foliacién sobre S, depende de la elec-
cién de la esfera? o visto de otra forma jexiste un homeomorfismo o difeomorfismo de S,
en S,/ que envie las hojas de la foliacién F. en hojas de la foliacion F..7?

En general, la respuesta parece ser negativa, sin embargo, el teorema que se muestra
a continuacion nos da una respuesta positiva en el caso de que la variedad polar conste
Unicamente de puntos minimos de la funcién distancia al origen. Dicho resultado es una
generalizacién del teorema 4.2 de [13], en el cual se trata el caso de foliaciones holomorfas
de dimension compleja 1.

Teorema 4.4.1. Asumamos que F tiene un contacto analitico en O y que preserva
la estructura de Morse de g y supongamos que la variedad polar M = M(F,g) consiste
enteramente de puntos de indice de Morse 0 en las hojas. Sea € > &' > 0 suficientemente
pequenos, entonces existe un homeomorfismo

O : (S€7f€7ME) - (Ss/vfe’yMa’)

que envia las hojas de F. sobre hojas de F.:.

Demostracion. Como todos los puntos en M* tienen indice de Morse 0, todos ellos son
puntos de g-distancia minima local a 0 sobre su hoja. Asi, cada hoja de JF. suficientemente
cercana a M es compacta y difeomorfa a una esfera de dimension 2d — 1. Sea V. una
vecindad tubular de M, en S, tal que su frontera 0V, estd formada por hojas de F.. Mas
aun, vamos a pedir que la vecindad tubular sea suficientemente pequena de tal forma que
cada componente conexa £/ de £ N B, que interseca a S, en la cerradura de V. contenga
un unico punto de distancia minima al origen.

Vamos ahora a dar una relacion entre los puntos en M. y las hojas que se encuentran
en la frontera de la vecindad tubular, también daremos una descomposicién de la vecindad
tubular en discos.

Sea Gy« el flujo correspondiente al campo vectorial gradiente de la funcién g|«;
para cada z € M., sea 7,(t) la linea de flujo de Gy« que pasa por z. Notemos que 7,(t)
interseca a cada esfera de radio &, 0 < ¢; < £, en un unico punto. Por otra parte, toda
hoja L que interseca a S, en la frontera de V. tiene un unico punto de distancia minima
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Figura 4.2: Descomposicién de V. en discos transversales a M.

al origen, m,, cuya distancia es menor a ¢ y el cual corresponde al punto de tangencia
de la hoja £ con una g-esfera. Sea ym,(t) la linea de flujo que pasa por my y sea z. el
punto donde este arco interseca a S.. Notemos que cada punto x en el segmento [mg,z,)
de la linea de flujo ym, (f) pertenece a una hoja Ly cuya interseccién con S, se encuentra
en el interior de la vecindad tubular (ver fig. 4.2). Mds atn, el arco [m,z,) determina
una familia a un parametro de 2d — 1 esferas en S, anidadas alrededor de z,, las cuales
junto con z, forman un disco ]D)é‘fz . de dimensién 2d, transversal a M* en z..

Observaciones:

1. al realizar este procedimiento sobre todo punto en M., obtenemos una descomposi-
cion de V en discos ]D)gzﬁ. Dicha descomposicién nos brinda una forma natural de
identificar a V, con el haz normal unitario NM, a M, en la esfera S,, ademds cada
fibra del haz normal DEA’[Z . estd foliada por esferas concéntricas correspondientes a
hojas de F;

2. el procedimiento anterior define una biyeccion entre las hojas de F. en la frontera
de la vecindad tubular y los puntos en M., tal que cada hoja £ que interseca a S,
en JV, tiene asociado un unico punto z, en M.

Sea ¢ un nimero positivo menor que € tal que cada hoja £ € F que interseca a S,
en OV, interseca a S, transversalmente. Entonces podemos definir una vecindad tubular
V. de M. en S, de la siguiente manera, si £ € F entonces £ NS,/ estd en V., si y s6lo
si LN'S; estd en IV..

Si &’ no cumple la condicién anterior, entonces podemos elegir un nimero finito de
esferas de radios e = g9 > g1 > -+ > &, = € tal que paso a paso se cumple la condicién
de transversalidad. La existencia de esferas intermedias que satisfacen dicha condicién
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se debe al hecho de que la propiedad de transversalidad es estable, lo cual nos permite
definir una cubierta abierta del anillo contenido entre las esferas S, y S... Por otra parte,
la compacidad de dicho conjunto nos da la finitud del conjunto de ¢’s.

Notemos que, definida de esta manera, la vecindad tubular V., cumple las mismas
propiedades que V.. Sea £ una hoja de F que interseca a S, en la frontera de la vecindad
tubular correspondiente y sean m, el punto de distancia minima de la hoja £y Y, (t)
la linea de flujo del campo vectorial gradiente a g|y+ que pasa por el punto m,. Notemos
que la linea de flujo vm,(t) interseca a la esfera de radio € en un tnico punto al cual
denotaremos por z,, mds aun, el campo vectorial grad(g|y+) es un campo suave sin
singularidades, que envia puntos de M. en puntos de M. mediante sus lineas de flujo, lo
cual define un difeomorfismo

¢: M, — M, .

Finalmente denotemos por D'Q,[ 2, al disco en V., formado (andlogamente a Dé\fz ) por z
y por las hojas en F. que tienen un punto de distancia minima local en el segmento

[mﬁa Z/L)

La idea principal para definir el difeomorfismo ® con las caracteristicas deseadas, es
definirlo primero en el complemento de la vecindad tubular y posteriormente extenderlo
al interior de V, sin embargo, para evitar problemas en la frontera de la vecindad tubular
vamos a definir ® en un conjunto cerrado que contenga a S.\VZ°.

Sea ¢ un nimero real positivo menor que &', tal que para toda hoja £ que interseca
a V. en su frontera, £ interseca transversalmente (en un conjunto no vacio) a la esfera
centrada en el origen y de radio ¢. Llamemos A, al conjunto de puntos z en V. para los
cuales £, (la hoja de F que contiene a z) tiene un punto de g-distancia minima al origen
m,, tal que § < g(mg,) < e. Vamos a definir al conjunto A, de manera totalmente
analoga.

Consideremos ahora el flujo G definido por el campo vectorial gradiente a g en
su restriccion a cada una de las hojas de la foliacién F. Este es un flujo suave y sin
singularidades fuera de M. Mds ain, una linea de flujo que pasa por un punto z € S_\.A?
interseca transversalmente a todas las esferas de radio p, con ¢’ < p < e. Esto determina
un difeomorfismo

P : (S\A2) — (S \A%)

que lleva hojas de la foliacién F. en hojas de la foliacién F. (ver figura 4.3). En particular,
® envia la frontera de V. en la frontera de V., y envia 0A. en 0A... Notemos que los
difeomorfismos ¢ y ® son compatibles, es decir, dado z en M. y ¢(z) su imagen bajo el
difeomorfismo ¢, el mapeo ® envia la frontera del disco ]DQ(Z en la frontera del disco ID)/E\,/, b(z)
por tanto, haciendo un abuso en la notacién, denotaremos también por ® al mapeo ¢.

Para definir el difeomorfismo en el resto de la vecindad tubular, vamos a definir un
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Figura 4.3: Difeomorfismo fuera de una vecindad de M*

campo vectorial en el interior de cada una de las vecindades tubulares V. y V.. el cual
usaremos para extender el difeomorfismo de la frontera de A, al interior de ésta.

Lema 4.4.2. Dada la vecindad tubular V. de M, en S, como antes, existe ¥, un
campo vectorial integrable sobre V. tal que:

1. es no singular en V.\M,;
2. es tangente a los discos ]D)Q/z y apunta siempre al interior de cada disco;
3. es transversal a las hojas de la foliacion F.;

4. el campo envia hojas de F. en hojas de la misma foliacion.

La demostracién de este lema se dara mas adelante.

Notemos que las vecindades tubulares V. y V., satisfacen las mismas propiedades, por
lo tanto existen campos vectoriales ¥, y 9. sobre V. y V., respectivamente, que cumplen
las propiedades mencionadas en el lema 4.4.2.

Vamos ahora a extender el difeomorfismo ® haciendo uso de las lineas de flujo de
los campos vectoriales 9. y 9. Sean x en A2 y y en 0.A. dos puntos en la linea de flujo
ay(t) del campo 9,; supongamos que oy (0) =y y oy (t,) = x. Sea y’ € 0A- la imagen de
y bajo @ y por tltimo sea fy(t) la linea de flujo del campo 9., que pasa por y’ al tiempo
t = 0. Entonces definimos ® en x como

O(x) = Oy (Lo) ;

claramente ® es un difeomorfismo de S.\ M. en S./\ M. que envia hojas de la foliacién F.
en hojas de F./ (ver figura 4.4).
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Figura 4.4: Definicién del homeomorfismo dentro de la vecindad tubular.

Notemos que el mapeo ® estd bien definido en 0.A., por lo que lo tnico que hace
falta para concluir con nuestra demostracion es ver que el mapeo ® pega bien en M., es
decir, vamos a demostrar que ® es un homeomorfismo alrededor de M..

Sea z en M, y z' = ®(z), ya habiamos visto que en este caso ® envia la frontera del
disco D, en la frontera de DY, mds atn, por la propiedad (2) del lema 4.4.2 tenemos
que ® envia todos los puntos del disco MZ en el disco ID)Q{ 2

Consideremos y en dA. N DY, y sea y' = ®(y) en A, N Dﬁf,z/. Por el lema 4.4.2
sabemos que las lineas de flujo del campo 9. en el disco ]DJQ/Z convergen a z (andlogamente
en Dﬁ{ »), bor tanto, si o, es la linea de flujo del campo ¥, que pasa por y y By es la
linea de flujo del campo ., que pasa por y’ tenemos

fb(tlim ay(t)) =®(z) =2 = th By (t) = th Doy (t))
como esto es valido sobre todas las lineas de flujo, entonces ® es continuo en M.. La

demostracién de la continuidad de ®~! es totalmente andloga a la demostracién para
. O

Vamos ahora a dar la demostracién del lema 4.4.2.

Demostracion. Identifiquemos la vecindad tubular V., de M, con NM,, el haz normal de
M., en la esfera de radio ¢, y al disco Dé\,/z con la fibra del haz normal del punto z € M..

Fijemos un punto z, en M, y consideremos una vecindad U, ,, de z, en M., vecindad
trivializadora del haz normal a M, en la esfera correspondiente. Dicha vecindad satisface
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que si 7 es la proyeccion del haz N M, sobre M, y W, ,, = 7r_1(U€7ZO), entonces W, , =
U 2, X DY es decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

€,%0"

NM. ) We gy 25 UL, ,, x DV,

£,Z0
™ ™
l /

M. D Us 2,

donde ¢, es el difeomorfismo entre los abiertos W, 5, v Us ,, X ]D)Q/ZO y p es la proyeccion
sobre el primer factor. Observemos que podemos descomponer a W, , como

We,zo = U Dé\{zﬂ

z2EUz, e

lo cual define una foliacién sobre W, ,, donde las hojas corresponden a los discos ]D)é\/z de
dimension 2d (lo anterior es una consecuencia directa de la existencia del difeomorfismo
Oay  Wezg — Ue s, XID)?;O tal que ©,, (x) = (z,y) dondex € W. .,z € U.,, yy € DV, ).

€,Z0

Definamos la funcién Rr : W, , — M como la funcién tal que a cada punto x
en W, ,, lo envia al punto de distancia minima sobre la hoja Ly a través de las lineas de
flujo de Gr. Notemos que dicha aplicacién es diferenciable. Definamos ahora la funcién
diferenciable H de W, en el intervalo (0,&?] como H(x) := g o Rz(x). Consideremos la
restriccién de H a cada una de las hojas de la foliacién definida por discos sobre W ,, , es
decir,

H:W., — (0,6,
hy := Hlpy, : ID)/;/Z — (0,€%) .

Sea (21,...,29n-2d-1,Y1,- - -, Y24) €l sistema de coordenadas alrededor de un pun-
to z en W, , dado por su foliacién por discos. Notemos que en este sistema coorde-
nado la funcién h, satisface hy(y1,...,%4) = H(z1,. .., 20n-24-1,Y1,- - -, Y2q) donde z =
(21, .., Z2n—24—1) en U, ,, es fijo. Como H es diferenciable en todas sus coordenadas,
podemos considerar, para todo z en U. 5, el gradiente de h, en coordenadas (yi,. .., Y24),
grad(hy,). Dicho campo cumple

1. es tangente al disco DV,

€,z

2. es transversal a las hojas de la foliacién F. que se encuentran en ]D)é‘/z, ademas, pode-
mos asumir que el campo apunta siempre al interior del disco (la otra posibilidad es
que el campo apunte siempre hacia la frontera del disco, en cuyo caso bastara con

considerar el campo — grad(h,));
3. se anula tinicamente en z, el “centro” del disco;

4. el conjunto de vectores {grad(h,)},cu,, . varia suavemente con respecto a z en Us 4, .
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Notemos que la funcién h, es una funcién que crece conforme nos acercamos al
origen, ademdas tiene un unico maximo en el centro del disco, por lo tanto, el campo
grad(h,) Unicamente se anula en z, lo cual demuestra la propiedad 3. Por otra parte,
notemos que las fibras de h, coinciden con las hojas de F, en ID)'Q/Z, lo cual implica la

propiedad 2. Finalmente, las propiedades 1 y 4 se deducen de la definicion de h,.

Sea v ,(y) := %. Dicho campo est4 definido en DY,\{z} y es una repara-

metrizacion del campo vectorial gradiente a h,, por lo tanto satisface las propiedades 1, 2
y 4 mencionadas en el parrafo anterior, ademds, el campo v, , envia hojas de la foliacién
F. en hojas de F. y todas sus lineas de flujo convergen a z.

Para demostrar esta ultima propiedad consideremos ay(t) la linea de flujo del campo
Vs, que pasa por el punto x en ]D)é\fz al tiempo tg, ax(t) satisface

QO3 (o)) = E2A(Ra(ax(t))

dt ~ Jerad(ha(ox(t)))]?

para todo t; en R. Derivando la composicién h, o ay tenemos

d(hg o ax) B doy \
T = <gradhz(ax), E> = ]. s

lo cual implica que h, o ay es una funcién que depende linealmente del tiempo. Conside-
remos ahora x y y dos puntos en la misma fibra de h, y sean ax y oy las curvas integrales
del campo v, , que pasan por x y y al tiempo ¢t =0 (respectivamente). Entonces

ha(ax(t)) =+ ha(ax(0)) = 1 + ha(ay (0)) = ha(ay(?)) -

Lo anterior implica que si empezamos con dos puntos en la misma fibra de h, y nos
movemos el mismo tiempo ¢ a través de sus curvas integrales, llegamos a puntos en la
misma fibra.

Tenemos ahora que el conjunto de vectores

{orn = Bl
T L grad(ha) ()1 S wew.,

(dondex € W,,,,z€ U, vy € Dﬁfz estéan relacionados por el difeomorfismo ¢, (x) =
(z,y)), define un campo vectorial sobre W, , \ M. que varia suavemente respecto a M, y
que satisface las mismas propiedades que los campos v, ,,(x) sobre cada disco.

Vamos a usar estos campos para definir un campo vectorial global sobre la vecindad
tubular.

Notemos que el conjunto de abiertos W := {W, ,},en. definidos como antes forma
una cubierta abierta de V;, de igual forma, el conjunto U := {U. , },en. forma una cubierta
abierta de la variedad M,. Como M, es paracompacto, podemos considerar una particiéon
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Figura 4.5: Campos vectoriales en W, .

de la unidad subordinada a la cubierta U de M., a la cual denotaremos por {1, },en., a
partir de ésta vamos a definir una particion de la unidad subordinada a la cubierta W
COMO ¢y, (X) 1= 1, (z), donde x € W, 5,z € U, vy € ]D)é‘,[z estan relacionados por el
difeomorfismo ¢, (x) = (z,y).

Vamos a usar la particion de la unidad {¢,} para pegar los campos vectoriales sobre
V.. Sea

V(%) := Z G (X) Ve 5(X) (4.4)

zeM.

El campo 9.(x) estd definido en V.\ M, y satisface:

1. es tangente al disco DV ;

€,2)

2. es transversal a las hojas de la foliacién F. que se encuentran en V, y apunta siempre
hacia el centro del disco;

3. no se anula en ningtn punto;

4. el campo envia hojas de la foliacién F. en hojas de F..

Las propiedades anteriores son una consecuencia directa de las propiedades del campo
Ve ,(x) y de la forma en que se definié la particion de la unidad sobre la cubierta W de
V.. O

La demostracién del teorema andlogo a 4.4.1 dado en [13] para el caso de foliaciones
de dimensién 1 consta de dos partes. En la primera parte, se define el homeomorfismo
fuera del interior de la vecindad tubular exactamente de la misma manera en que hici-
mos para el caso de foliaciones complejas de dimensién d, sin embargo, para extender el
homeomorfismo al resto de la esfera es indispensable que el haz normal a M, en S, sea
trivial, o mas especificamente, los autores hacen uso de la existencia de una seccién global
del haz normal que no se anula en ningiin punto. En el caso general, el haz normal no es
trivial, lo cual nos impide generalizar directamente la demostracién dada en [13].
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En el caso de foliaciones de codimensién 1, se puede demostrar que la variedad
polar M, es una variedad diferenciable real, compacta y de dimensién 1y por tanto M, es
equivalente a una unién finita de variedades difeomorfas a la esfera S'. Como consecuencia
de lo anterior, el haz normal a M, es trivial, lo cual implica que la demostracién dada en
[13] se puede adaptar a este caso.
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Capitulo 5

Foliaciones de codimension 1

En este capitulo vamos a hacer un anélisis de las propiedades de la variedad polar
relativa a F y g, M(F, g), donde F es una foliacién holomorfa de C" de codimensién uno,
con singularidad aislada en el origen y ¢ es una funciéon de Morse que tiene un tinico punto
critico en el origen con indice de Morse 0. En particular vamos a considerar foliaciones
definidas por las fibras de una funcién holomorfa f : C* — C.

Recordemos que si F es una foliacién de C" de codimensién uno con singularidades
aisladas, el teorema de Malgrange nos dice que para n > 3 existe una funcién holomorfa
f: C" — C tal que las hojas £, de la foliaciéon F se pueden ver como fibras de f, es decir,
L, = f71(f(z)) (ver [23, Teo. 0.1]). Notemos que en el caso n = 2, el considerar tnica-
mente foliaciones definidas por las fibras de una funcién holomorfa si es una restriccién
importante, sin embargo, para dimensiones mas grandes, éste es el caso general. Por lo
que, en este capitulo vamos a trabajar tinicamente con foliaciones definidas por las fibras
de una funcién holomorfa f con singularidad aislada en el origen y tal que f(0) = 0.

Por otra parte, haremos amplio uso de la funcién de Morse cuadrado de la distancia
al origen (con la métrica Euclidiana), Q(z), ya que es una funciéon de Morse que reune las
caracteristicas indicadas y la cual es facil de trabajar. También analizaremos a través de
diversas familias de ejemplos la topologia de las hojas de la foliacién F usando teoria de
Morse.

5.1. Ecuaciones de la variedad polar relativa a F y g.

Una de nuestras primeras metas es describir especificamente a la variedad polar
relativa a F y g, para esto necesitamos definir al espacio tangente a las hojas de la
foliacion F.

99
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Notemos que una singularidad de la foliacién F es también un punto critico de la
funcién f, por tanto cualquier s # 0 en C es un valor regular de f.

Consideremos z un punto en la fibra de s # 0y (z1,29,...,2,) un sistema de
coordenadas definido en una vecindad de z en C". En el caso de dimensién par, los campos
Hamiltoniamos asociados a una funciéon f forman un conjunto de vectores contenidos en
el espacio tangente T,L,, inspirados en esta idea, consideremos el conjunto de vectores

) )
vin(z) == (0,...,0,8—i(z),0,...,0,—a—£(z),0,...,0) ,
J

donde %(z) y —g—gj(z) corresponden a las entradas j y k del vector v, ,(z) para todo

1<j<k<n.
Lema 5.1.1. El conjunto de vectores {vj}1<j<k<n definidos en el pdrrafo anterior,

forma un conjunto de generadores del espacio tangente T,L, para todo z # 0.

Demostracion. Primero, observemos que cada uno de los vectores v;;(z) satisface la
ecuacion D, f(v;x(z)) = 0, es decir, estdn contenidos en el kernel de la aplicacién D, f, el
cual corresponde precisamente al espacio T,L,.

Sea z # 0 un punto en C". Por ser punto regular de f sabemos que existe alguna k

en {1,...,n} tal que %(z) # 0, entonces los vectores
_ (91 of
U17k(z) - (azk (Z)’07 07' * '707 821 (Z)707 07 i '7()) )
_ of of
vlk(z) - (07 8zk(z)>0a"'707 aZQ(Z)a())Oa-"vO) )
. of . 0f
Vp—1k(z) = (0, 0,...,0, B (z), Do (2),0,0,..., 0> ,
Of (. 0f

Uk7k+1(Z) = (0,0,... 0,0 (Z),O,...,O) 5

Z J—
T 8zk+1 ’ azk

: : o o
n = 10,0,...,0,0=——(2),0,...,0, ———
wate) = ( L a) )
forman un conjunto de n—1 vectores linealmente independientes en T, L,. Lo cual concluye
la demostracion. O

Observemos que el conjunto {vy (), ..., Vs—1%(2), Vg k41(2), ..., Uk n(2z)} forma una
base del espacio tangente a £, en z, sin embargo, esto sélo se da de manera local (en los
puntos que satisfacen la condicién %(z) # 0), por lo que, para asegurar que los campos
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dados generan al espacio tangente T,L, en todo punto z # 0 en C” es necesario considerar
el conjunto {v;x(z) }1<j<k<n.

Cabe mencionar que hay mas de una forma de dar un conjunto de generadores del
espacio tangente, sin embargo, una de las ventajas de considerar los campos mencionados,
es el hecho de que al usar estos, las ecuaciones que definen a la variedad polar relativa a
F y g toman una forma muy sencilla.

Recordemos que la variedad polar relativa a F y g, M = M(F, g), se define como
el conjunto de puntos criticos de la restriccién de g a cada una de las hojas de la foliacion
F, o de manera equivalente (ver lema (3.1.2)) como el conjunto de puntos de tangencia
entre la foliacion F y la foliacién definida por la fibras de g, es decir

M :={zeC"T,L, CT,9 '(9(2)} . (5.1)

Analicemos en primer lugar que sucede cuando consideramos a la funcién de Morse
cuadrado de la funcién distancia al origen, a la cual denotaremos por Q(z), especificamente

Qz1, ...y 2n) = ]21]2—%],22]2—%-‘-—#\2”\2. (5.2)

Notemos que las fibras de () corresponden precisamente a las esferas candnicas de radio
r, Sy, centradas en el origen, por lo tanto, cualquier vector v(z) en el tangente a la esfera
correspondiente debe ser ortogonal al vector radial z. Por otra parte, sabemos que si v(z)
pertenece al espacio vectorial complejo T,L,, entonces también iv(z). Las condiciones
anteriores implican que para cualquier z € M todo vector v(z) € T,L, debe de satisfacer
las ecuaciones

(v(2),2)p =0 y (iv(z),2)p =0,

donde los productos corresponden al producto interno real. Podemos resumir dichas ecua-
ciones en

(v(2),2)c = 0.

En particular, si usamos el conjunto de generadores del espacio T,L, dado por el lema
5.1.1 tenemos

M(]-—vQ) = {Z S Cn’ <Uj7k(z)>z>(c =0, 1<y< k< n} y
o de manera equivalente

22 ()

M(F,Q) = {ZE(C" 5z,

_af(z),1<j<k<n}. (5.3)

= Zi— S S
]8zk
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Proposicién 5.1.2. Si F es una foliacion de codimension 1, con singularidad ais-
lada en el origen, definida por las curvas de nivel de una funcion holomorfa f : C* — C,
entonces la variedad polar relativa a F y g, M = M(F, g), estd definida por las ecuaciones

99 Of _ 99 Of
A 4
Oz, 0z; 0z Oz (5:4)
para todo j, k en {1,...,n}.

Demostracion. Recordemos que M esté formada por los puntos criticos de la restriccion
de la funcién g a cada una de las hojas de F. Sea £ una hoja no singular de F. Alrededor
de cada punto z en £ existe un entero k tal que a%(z) # 0, entonces el teorema de la
funcién implicita nos dice que existe una vecindad abierta U de z en C™ tal que £,NU se
puede parametrizar de manera holomorfa por las coordenadas (21, ..., Zk—1, Zk+1, - - - 5 Zn),
en otras palabras, tenemos zy = zx(21,. .., Zk—1, Zk+1, - - - » 2n). Entonces, podemos derivar
implicitamente la ecuacién f(z) = ¢ (donde ¢ es una constante) en términos de z; para ver
como se relacionan las variables 2, y z; sobre cada hoja de la foliacién en U. La ecuacién

resultante es

of | f o,

R .
82j+8zk8zj ’

o de manera equivalente tenemos

of
82k 0z;
P Oy 5.5)
) af (
0z, T

para cada punto en £, N U. Vamos entonces a calcular las primeras derivadas parciales
de g en coordenadas reales z;,%;, tomando en cuenta la relaciéon que existe entre las
coordenadas z; y 2,

O _ 090w o9 _ 0y (), 99
dz; 0% 0z; 0z Oz, ;’Tfk 0z’
Y DD [ ), 9

0%; 0z, 0z; 0%Z; 0% of 0%;
Notemos que las ecuaciones anteriores son el conjugado una de la otra, por lo que para

calcular los puntos criticos de g|; podemos considerar sélo una de las ecuaciones. Por
tanto los puntos de M en U estdn dados por

2]
o9 (5, 00
0z % 8zj_

paratodo j=1,...,n.
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Recordemos que habiamos supuesto que %(z) # 0 lo cual no se cumple global-

mente, sin embargo, es facil ver que las ecuaciones de la forma

09 0f _ 99 0f

B2, 0o 000, (5.6)

resumen el caso en que % 400 2L £ 0y si ambas derivadas se anulan al mismo
Zj Oz,
tiempo las ecuaciones se vuelven triviales, por lo que M esté globalmente definida por las

ecuaciones de la forma ((5.6)) para todo 1 < j < k <n. O]

Corolario 5.1.3. Si g es analitica y F es una foliacion holomorfa de C" de codi-
mension uno con singularidad aisla en el origen y n > 3, entonces F tiene un contacto
analitico con respecto a g.

El corolario 5.1.3 es una consecuencia inmediata de la proposicién anterior, ya que
M corresponde al cero de un conjunto finito de funciones analiticas reales.

5.2. Polinomios de Pham-Brieskorn

Vamos ahora a analizar las caracteristicas de la variedad polar relativa a F y g en
el caso en que la foliacion estd definida por las fibras de un polinomio de Pham-Brieskorn.

5.2.1. Polinomios de Pham-Brieskorn en C?

Consideremos el polinomio f(z) = 2 + 24 donde p, ¢ > 2. Sea F la foliacién definida
por las fibras de f y Q(z) = |21]? + |22|?. Por la proposicién 5.1.2 sabemos que la variedad
polar M = M(F, Q) esta definida por la ecuacién

P2 = g2 'z (5.7)

Notemos que los ejes coordenados complejos z1 v zo pertenecen a la variedad polar relativa
a Fy Q, fuera de los ejes la ecuacion anterior la podemos descomponer en su forma polar

plal™ = qln|?,

grh = il
donde 0; y 05 corresponden a los argumentos principales de z; y 25 respectivamente. De
las ecuaciones anteriores podemos notar que el caso en que p = 2 0 ¢ = 2 es un caso
especial y por tanto trataremos de manera independiente las funciones 27 + 22, 22 + 27 y
2+ 2.
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Caso 1. Sea f(z) = 2z} + 22. En este caso la ecuacién (5.7) se ve como 221z = 2297, la cual
se reduce a la ecuacién real Im(z;Z2) = 0, de donde podemos ver que M es una
subvariedad real de C? de dimensién 3.

Caso 2. Sea f(z) = 22424, con ¢ > 2. La variedad polar consta de los ejes coordenados z; y 2o
y una tercera componente definida por las ecuaciones |z|?972 = % y €201 = ¢i4%2 3 1a

cual denotaremos por Mj3. La distancia minima al origen de esta tercera componente
1

es (%) y se alcanza en los puntos de interseccién de M;z con el eje zs.

Caso 3. Sea f(z) = 2] + 23 con p, ¢ > 2. La variedad polar consta de los ejes coordenados z;
y 22 y de una tercera componente definida por las ecuaciones p|z1|P~2 = q|z2|7 2% y
e = 1% Notemos que esta tercera componente, a la cual denotaremos por Ms,
lnicamente interseca a los ejes cordenados en el origen.

Vamos ahora a calcular la matriz hessiana de la funcién Q| ., en cada uno de los casos
anteriores para ver si la foliacién F, definida por el polinomio f(z) = 2] + 24, preserva
la estructura de Morse de ) o no. Para esto, vamos a emplear el método usado en la
demostracién de la proposicién 5.1.2 para calcular las segundas derivadas parciales de @)
sobre las hojas de F. En esta secciéon denotaremos por Hess(Q|z,) a la matriz hessiana
de la funcién Q|,.

Asumamos que z = (21, 2z2) es un punto en M tal que z; # 0, entonces g—zj;(z) # 0.
En este caso podemos aplicar el teorema de la funcién implicita para variables complejas
(ver teo. 1.1.10), el cual nos dice que existe una vecindad U de z en la cual las fibras de f
estan parametrizadas de manera holomorfa por z;. Derivando implicitamente la ecuacion
de las fibras de f, 2} + 24 = ¢, en términos de z; tenemos

p—1
I
-

02 g

Vamos a emplear la ecuacién anterior para calcular las primeras y segundas derivadas de
la funcién Q|., en U.

Notemos que dentro de U podemos ver a la funcién Q| ., = 2171+ 2222 parametrizada
por las coordenadas reales z; y Z1, entonces las primeras derivadas parciales se ven como

Wle. _ 5 4592 _5 A
£ 1 2821 1 2qzq_1 )
oQ|z, I%, pzr !

— = At/ =4 L— -
821 821 ng
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Siguiendo la misma idea, las segundas derivadas parciales se ven como

PQle, _ . (pp= DA pAT(1-q) 0z
821821 2 q2371 ng aZl
__ (p=DA  pA (g —Dpd
- 22 qg—1 + q q—1
qzy 4z 4z
PQle,  _ 972 pA~!
05182’1 851 ngil
p—12
T
qz;

Notemos que una funcién g : C* — R con imagen en R satisface g(z) = g(z) y por lo
tanto, sus primeras y segundas derivadas parciales se relacionan mediante las férmulas

LT (5.8)
8@- N aZj ’ )
g Iy (5.9)
8§k82j N 8zk€92j ’ ’
g _ 0% (5.10)
82;49@ N 82,4321 ’ ’
para 1 < j, k < n. La observacién anterior, nos dice que las derivadas parciales gi%if y
2
% determinan completamente a la hessiana de Q| .

De las férmulas obtenidas para las segundas derivadas parciales es claro que hay
una diferencia relevante en el calculo de la hessiana, entre el caso en que alguna de las
potencias en el polinomio f(z) sea dos y el caso en que ambas son mayores que dos.

Caso 1: sea f(z) = z3 + z3.

Las segundas derivadas parciales se ven como

0? 2 2721 22 1 22
7Q|£z = —Zy|=—++ —;_1 =—2|—+ _é )
02107 229 22522 2o 2

_Q . I 2 R Z1 7
07,021 229 )

y el determinante de la matriz hessiana

‘ HeSS(Q‘ )‘ _ a2Q|Ez 82Q|L‘/z . 82Q’£z GQQIEZ
£a 02,02, ) \ 97,07, 02,02, ) \ 02,07, )
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Se ve como

2 2
| Hess(Qlc,)| = (—zg (i+ —) (—@ (i+—)> - <1+

2 =2 2\ 2
2 Z3 %
() (D) ()
22 zZ5 29
2\2 |2 a2 1zt
= 1+2Re<—1> e ] e e
Z9 25 23 22
_ m(é) _o|n
22 22

Recordemos que los puntos sobre la variedad polar relativa a F y ) deben satisfacer la
ecuacion z1z, = 2921, la cual, siempre que zy # 0, se puede ver como z—; = ;—; Esta tltima
2

£L1 | por lo que la matriz hessiana en un punto z € M se

22

2
ecuacién implica que (z—l) =
22

reduce a

| Hess(Q|z,)| = 2Re

21
)

Es decir, cualquier punto z dentro de la variedad polar que satisface que su segunda
coordenada es no nula es un punto de degeneracién de la funcién Q|,.

Notemos que si la segunda coordenada de z es nula y z es un punto regular de la
foliacion F, entonces z; # 0, por lo que el desarrollo de este caso es totalmente analogo.

Caso 2: sea f(z) = z2 + z9 con q > 2.

Las segundas derivadas parciales se ven como

POl oy (2, e b2
02101 gz 9z gz )
0? 2z
_Q|£Z = 1+ i1
821821 ng

Vamos ahora a evaluar la hessiana en los puntos de la variedad polar. Recordemos que M
consiste de los dos ejes coordenados complejos y de una tercera componente M; definida
por My :={z € C"| 221z, = ngflil, 21 #£0, 29 #0}.
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Al evaluar las segundas derivadas parciales en los puntos de M que se encuentran
sobre el eje zo tenemos:

Qe 2
z O — =
02107 (0,2) 2 ngl> 7
Qe
= (0 =1
821821 ( ’ 22) ’
por lo que el determinante de la hessiana se ve como
2z, |? 2 P
Hess(Qle)0. ) = | 25| 1= |25 -1, G5.11)
4z 4z,

Si suponemos que (0, z2) es un punto de degeneracién de Q|., entonces Hess(Q|,) es una
matriz singular, por lo que la ecuacién (5.11) se transforma en

1
2\ -2
q

que corresponde precisamente al conjunto de puntos donde el eje z, interseca a la tercera
componente de la variedad polar.

Para evaluar la hessiana en los puntos que se encuentran fuera de los ejes coordena-
. ., _ —1— .
dos, notemos que estos deben satisfacer la ecuacion 221z = qz§ ~z; o vista de otra forma

qfq% = % Vamos a emplear esta ultima ecuacién para simplificar las segundas derivadas
2

parciales de Q|.,:

8262\52 N _ 2 221((] — 1) 22’1 . 52 22’1 1 1 21 22’1
gmon e\t ) T e s
21021 qz; qzy qz; 21 qzq 22z
_ _ _ _ 2
Z9 2 21 Z Z z
- —23(1+@—m1-3)=—1<1+@—n1),

21 29 29 29 21 )
9*Qlc, 5 2 7 |?
— = ]_ - = 1 + —_— ;

07,0 qzy 22

por lo tanto, el determinante de la hessiana se ve como

_ 2 2 2\ 2
Z z z z z
| Hess(Qlc,)| = —1<1+(q—1) = >_—1<1+(q—1) 2 >—<1+ s )
21 22 21 Z2 29
2\ 2 2\ 2
z z
Z9 Z9
2 [P 2 |t 217 1zt
= 142012 +@-1*2] —1-2]2 - |2
Z2 Z9 Z9 Z9
212 214
= 2(¢-2)|2 _9) |2
(¢ )Z2 +q(q )Z2
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Como estamos suponiendo ¢ > 2y z; # 0 entonces | Hess(Q|, )| # 0 y por tanto los puntos
en la variedad polar que se encuentran fuera de los ejes coordenados son no degenerados.

El siguiente paso es ver que sucede sobre el eje coordenado z;, para lo cual vamos a
ver que forma toman las segundas derivadas parciales. Para evitar hacer todos los calculos
nuevamente, veamos que en este caso las coordenadas z; y 2y al igual que sus potencias
se intercambian dando como resultado

Qle, — _ (alg—1)E7 ¢z (p—1) g8
920 = -2 o1 + p peall IR (5.12)
22029 P2 2251 Pz
92 q—12
Qe _ oy |em | (5.13)
822822 pz{’
en particular cuando p = 2 tenemos
PQle, _ . (ala=1Dz" 9z (p-1) g
029029 ! 22 222 22 ’
’Qle, " g3~ ’
622822 a 221

Al evaluar las derivadas en puntos sobre el eje z; tenemos

0*Q|c
z 0) =0
82282’2 (Zh ) ’
0*Q|c
z 0) = 1.
822822 (21’ )
Entonces, el determinante de la matriz hessiana es | Hess(Q|z,)(z1,0)] = —1 y por tanto,

todos los puntos sobre el eje z; son no degenerados.

Caso 3: sea f(z) =z} + z3 con p,q > 2.

Vamos a ver que tipo de contactos tenemos sobre cada una de las tres componentes
de M. Al evaluar las segundas derivadas parciales en puntos de la forma (0, z3), éstas
toman la forma

-2 -1 -1
Qle, 0.2) = -2 (p(p— D o U > -
021021 ngfl q7s ngil 7
02Q| pAt|
% (0 -1 -1
851821( ’ZZ) + ng_l ’

por tanto, el determinante de la hessiana es

| Hess(Q£,)(0, 22)| = —1,
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lo que implica que todos los puntos criticos de @[z, que se encuentran sobre el eje z5 son
no degenerados.

De manera totalmente andloga podemos usar las ecuaciones (5.12) y (5.13) para
calcular la hessiana en los puntos del eje z;, de donde obtenemos nuevamente que

| Hess(Qz,)(21,0) = =1,

por lo que, los puntos sobre el eje z; son no degenerados.

Observemos que los puntos en la tercera componente de M satisfacen la ecuacién
1= —1— .
pzl Zy = qz3 Z,. Como en este caso ninguna de sus coordenadas se anula podemos

p—1 _
reescribir la ecuacion anterior como Z z}H = Z-. Vamos a emplear esta tltima ecuacion

2
para simplificar las segundas derivadas parciales

PQle, — _ (plp—=DA*  pA N (g—1pA
H210 = —Z2 q—1 + q q—1
<1021 qzg q=2 429

Zpd a pA!
= T g—1 p_1+(q_1>_ q—1
“1 Gz Z2  qzg
Z9 21 21 Z1
= ——= <p—1+(q—1)—-_—)
Z1 29 29 22
_ 2
Z1 21
= —— (p—1+(q—1) — ) :
<1 <2
82 p—1 2 2
Q|Lz _ 1 + p2171 — 1 + ﬁ
07,102 qz3 29

Entonces, el determinante de la hessiana es

_ 2 2 2\ 2
zZ V4 z zZ zZ
| Hess(Qlz,)| = —1<p—1+(q—1) o >_—1<p—1+(q—1) s )—<1+ = )
Z1 <2 21 29 29
z 2 z 4 z 2 z 4
= (p-12+2p—D(q-1|= 122 —1—22 - |2
(p—1)2+2(p—1)(q )Z2 +(g—1) - - .
212 2514
= p(p—2)+2(pq—p—Q)‘— +q(q—2)|—
) 22

Notemos que cada uno de los sumandos es no negativo, mas atn, | Hess(Q|.,)| > 0.

Resumiremos los resultados obtenidos en esta seccién en la siguiente proposicién.

Proposicién 5.2.1. Sea f(z) = 2 + 21 con p,q > 2. Sea F la foliacion definida
por [y M(F,Q) la variedad polar relativa a F y Q. Entonces tenemos:
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1. 8ip = q = 2, entonces la variedad polar M es un conjunto de dimension real
3 definido por la ecuacion Im(z1Z5) = 0. Ademds, todos los contactos en M son
degenerados.

2. Sip=2yq>2, entonces la variedad polar es de dimension real 2 y contiene a
ambos ejes coordenados. Los puntos que se encuentran en la interseccion del eje zo
con la componente Mz de M (descrita en esta seccion) son puntos de degeneracion,
dichos puntos estan definidos por la ecuacion

1
2\ 2
|Z2’ = <—> .
q

El resto de los puntos de M son no degenerados.

3. Sip,q > 2, entonces la variedad polar es de dimension real dos y no contiene puntos
de degeneracion.

5.2.2. Foliaciones definidas por polinomios de Pham-Brieskorn
en C"

En la seccién anterior vimos que el comportamiento de foliaciones de C? definidas
por funciones de la forma f(z) = 2} 4+ 2§ cambia radicalmente en el caso de que alguna
de las potencias del polinomio sea igual a dos, especificamente, si alguna de las potencias
es dos, la foliacién F asociada a f ya no preserva la estructura de Morse de (), pero ;este
comportamiento se conserva para polinomios de Pham-Brieskorn en cualquier dimensién?

Sea f(z) = 21" + 252 + -+ 2% con a1 = 2, ag,...,a, > 2y denotemos por F a
la foliaciéon de C™ definida por f. Vamos a analizar las propiedades de la variedad polar
relativa a Fy Q, M = M(F,Q).

Notemos que grad f(z) = (221, a2252 7", ..., a, 2"~ 1), de aqui podemos observar que
todos los puntos z € C" distintos del origen son puntos regulares de f, por lo tanto,
para cualquier z # 0 existe un indice m tal que %(z) = (. Por el teorema de la funciéon
implicita tenemos que en este caso existe una vecindad U de z tal que en £,NU la m-ésima
funcién coordenada depende de manera holomorfa del resto de las coordenadas. Por tanto,
podemos derivar implicitamente la ecuacién de las fibras de f, 27 + 252 + -+ + 29 = ¢,

en términos de z;, donde ¢ es una constante.

102

—— = 0 paratoda j=1,...,n talque j#m,
8zj

aj_l am
a;z;"  + Amz,

o de manera equivalente

—1
0z ;2
8—m = —% paratoda j=1,...,n talque j#m.
2; Ay 28
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Vamos a emplear estas ecuaciones para calcular las primeras y segundas derivadas par-

ciales de @ restringida a las hojas de la foliaciéon F en coordenadas (z1,Z1,. . ., 2n, 2n):
aj—
8Q|£ — 6'Zm — ajzj — —
= Zpo—+Zj=—""—"—Z,+7%;.
0z; 0z; QU 20m—1

jflzk = akz,(jrl?j para
todo 1 < j,k < n (ver proposicién 5.1.2), de donde podemos observar que los ejes coor-

denados pertenecen a M. Por otra parte, las segundas derivadas parciales se ven como

Notemos que la variedad polar estd dada por las ecuaciones a;z

0%Q| aj(a; — 1)z;j_2 ajz;”_l (=) (am — 1)2 02m

= - 70 — m
02,0z Ay 201 J G 2%m 0z

. ] a;—2 . a;—1 ap—1
_aj (a’J - 1)Zj z - a;jz; (am - 1) arzy, _
= _—7Zm m
A 20m 1 ! A, 2am  q, z0m =17

2 ‘a]-—l
Qe _ T
0710z amzoim=1 0z,

el —a—1
_ %E W2
- Ay — 1 —am—1 Jk :
A 2om =L q, Zon

Supongamos por simplicidad que m = n. Notemos que las derivadas respecto a la coorde-
nada z; tienen una forma especial debido a que la potencia de z; en f es a; = 2, entonces
tenemos

2 = 221 (an—1) 5 2z s _
— T En — e Ty sij=k=1,
aQQ‘L‘, nin n n n<n
. - a;—2 a;—1 _
020z LG i P S A (e ST en otro caso
anzin~1 n®jk an zZn" Mg, 2inTl ’
| 2212 +1 sij=k=1,
82@, anZn
L
= o 1 _
82;4921 iw +9; en otro caso
anzn 1 g zon—1 ik ;

para todo 1 < 5, k < n. Sobre el eje coordenado z, las segundas parciales se ven como:

o om g
Q. anzgn T sij=k=1,
W(Oa"woazn) =
k0% 0 en otro caso
82Q| - 1 sij=k=1,
W(O,...,O,ZTL) =
“kO% Ojk en otro caso .
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Por lo tanto la matriz H := Hess(Q)|.,) toma la forma

2 1 00 00
T =200 . 00
0 0001 0 0

H— 0 0 10 00
0 0O 00 .. 01
0 0 00

Entonces el determinante de H es

-2z —2z 4
_ (_1\n—2 n_. n__ — (_ n-2(_ =
=y (o ) =0 (e 1)

Supongamos que el punto (0,...,0, z,) es un punto de degeneracién de Q|., entonces

4
n—2 _
(_1) (a%‘ZnP(a”Q) B 1) =0,

despejando |z,| tenemos

1
2 an—2
an
2

1
Es decir, los puntos sobre el eje z, que cumplen |z,| = (E) "™ son puntos de degenera-

cién de Q|.. Por lo tanto, F no preserva la estructura de Morse de Q.

Notemos que en la demostracién anterior, para simplificar la notacién, nos limitamos
al caso en que el indice m = n, sin embargo la demostracién es valida para cualquier
indice m # 1, lo que implica que tenemos puntos de degeneracién sobre todos los ejes
coordenados salvo quiza el eje z;. De hecho, se puede demostrar, usando las derivadas que
calculamos, que el eje z; no tiene puntos de degeneracién.

Proposicién 5.2.2. Sea f(z) = 22 + 252 + - - + 2% y F la foliacién asociada a f.
La variedad polar M = M(F,Q) contiene cada uno de los ejes coordenados complejos y

. ., . o 2 ap—2
tiene puntos de degeneracion sobre el eje zj, en los puntos que cumplen |zx| = o

para 1 < k < n. Por lo tanto, la foliacion F no preserva la estructura de Morse de Q).

En [18] Tto, Scardua y Yamagishi estudian la variedad polar asociada a la funcién
f(z) = 22 + 23 + 22 y encuentran el conjunto total de sus puntos de degeneracién, el cual
consiste de los puntos sobre el eje zo que cumplen que |zo| = %, los puntos en el eje z3 tal

o y 1
que |z3] = (%)% y puntos de la forma (0, 3r%¢?, re?) tal que |r| = (2)%.
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Por otra parte, haciendo el mismo tipo de cédlculos que hemos venido empleando
hasta el momento, se puede demostrar que si F es la foliacién lineal definida por el
polinomio f(z) = 2} + 22 + - -- + 22, entonces la variedad polar M (F, Q) contiene a los
ejes coordenados, los cuales constan tinicamente de puntos de degeneracién de la funcién

Qlc.

5.3. Polinomios homogéneos en C"

Antes de considerar foliaciones homogéneas asociadas a polinémios de grado k > 2
vamos a considerar el caso especial de las foliaciones lineales, el cual ha sido estudiado en
parte por Ito, Scardua y Yamagishi en [18] y [19].

Sea A = (a,));, una matriz simétrica compleja de n x n con det(A) # 0. Sin > 3,
la 1-forma lineal compleja wa = >0, (374, ajrzk)dz; define una foliacién F(w4) de
codimensién 1 en C". Denotemos por M (w4, @) a la variedad polar de la foliacién F(w4)
relativa a ). En [19] Ito y Scardua demuestran, a través del andlisis del conjunto de
matrices A asociadas a una foliacion F (w4 ), que el conjunto de foliaciones F que preservan
la estructura de Morse de () son densas en el conjunto de foliaciones lineales.

Teorema 5.3.1. ([19, Teo. 1.2]) Cualquier foliacion lineal F(wa) sobre C" puede
ser arbitrariamente aproximada por foliaciones lineales que preservan la estructura de
Morse de Q). Para un subconjunto de Zariski denso de foliaciones lineales sobre C™ la
variedad polar es una union de n lineas complejas que pasan por el origen.

Consideremos los siguientes conjuntos de matrices.

e sim(n) es el espacio de matrices complejas simétricas de tamano n x n.
e sim(n)* es el subespacio de sim(n) de matrices simétricas invertibles.

e M(n) es el conjunto de matrices simétricas invertibles que preservan la estructura
de Morse de Q.

e MRS(n) es el conjunto de matrices simétricas reales con valores propios \; (para
1 <i < n) tales que \? # )\? para i # j.

La demostracion del teorema 5.3.1 consiste en demostrar que las contenciones sim(n)* C
sim(n) y MRS(n) C sim(n)* son densas y ademds MRS(n) C M(n).

Por otra parte, Ito, Scardua y Yamagishi en [18] dan una caracterizacién de las
foliaciones que preservan la estructura de Morse de () en el caso lineal usando propiedades
de la matriz A asociada a la foliacién F(wa).
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Teorema 5.3.2. ([18, Teo. 1]) Supongamos que wa es una 1-forma lineal integrable
en C". La foliacion F(wa) preserva la estructura de Morse de Q si y sdlo si los valores
propios de AA son distintos por pares. En ese caso, la variedad de contactos M(wa, Q)
es la union de n lineas complejas dadas por los valores propios de AA.

En la seccién 5.2 vimos que la variedad M (F, Q) asociada a una foliacién definida
por un polinomio homogéneo de la forma f(z) = 22 4+ 25 + -+ 4+ 22 contiene puntos
de degeneracién sobre los ejes coordenados, sin embargo, el teorema 5.3.1 nos muestra
que al perturbar dicha foliacién es posible eliminar las degeneraciones. Por otra parte, el
teorema 5.3.2 nos brinda una forma de caracterizar a las foliaciones lineales que preservan
la estructura de Morse en términos de los coeficientes de la 1-forma que las definen.
Veamos ahora que podemos decir de los polinomios homogéneos de grado k > 2.

Sea z un punto en C" no cero y (21, 29, . . ., 2,) un sistema de coordenadas complejas
en una vecindad U de z. Sean hy y h} un polinomio homogéneo general y un polinomio
homogéneo de Fermat respectivamente, ambos de grado k en n-variables complejas, es
decir,

hi(z) = Z Aoy oo on 21 e 200

a1+ Fan=k
hi(z) = Mz + -+ Az

donde los A;’s y 10s aq, ... o, ’s son numeros complejos distintos de cero y £k es un entero
mayor o igual que dos. Denotemos por H; y H} a las foliaciones de C" definidas por los
polinomios hy, y hj} respectivamente.

Vamos a analizar las propiedades de los contactos entre la foliaciéon Hy, y la foliacién
definida por la funcién cuadrado de la distancia al origen, M = M (Hy, Q).

Proposicién 5.3.3. Sean hy y Hy como antes. La variedad polar relativa a Hy y
Q, M = M(Hy, Q), estd formada por lineas complejas que pasan por el origen.

Demostracion. Por la proposicion 5.1.2 sabemos que la variedad polar M estd definida
como el conjunto de ceros de los polinomios

Ohy, Ohy,

Pi(z) =—2— —%;
Jl( ) azj l 021 70

para 1 < j < [ < n. Notemos que % es un polinomio homogéneo complejo de grado

J
k — 1, por lo tanto, si evaluamos Pj; ent-z parat en Cy z en M tenemos

Ohy, — Ohg S _
Pt z)=——(t-z2)l-2 — ——(t-2)t-z; = t* TP (z) .
lt-2) = SR )T - G 2T 14(2)

Entonces, si z estd en M, toda la linea compleja que contiene a z y que pasa por el origen
estd contenida en M. O
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Notemos que el resultado anterior nos dice que la variedad polar definida por una
foliacion homogénea y por las esferas definidas por la métrica usual, es un conjunto con
estructura conica no sélo local, sino globalmente. Ito y Scardua en [19] dan un resultado
andlogo a la proposicién 5.3.3, sin embargo hemos decidido incluirlo (con una demostracién
alternativa) por completitud en el estudio de polinomios homogéneos.

En el caso de tener un polinomio de Fermat,
Ri(z) = A2b 4+ A2t

la variedad polar definida por la foliacién H} (asociada a h}) y la funcién de Morse @Q
estd definida por

M:={zeC"| Nz 'zj=N2{ "7, 1<j<i<n}.

Denotemos por Hess,, x(z) a la matriz hessiana de la funcién Q|z, en z = (21, 29, ..., 2,),
donde L, es la hoja de la foliacién ‘H} que contiene a z. Tenemos el siguiente resultado:

Teorema 5.3.4. Sea h} un polinomio de Fermat de grado k > 2, entonces la
foliacion H}} es compatible con la estructura de Morse de Q).

La demostracion de este teorema estda basada en los siguientes tres lemas.

Lema 5.3.5. Sea hi(z) = Mz + Xozh + -+ X\2¥ con k > 2. Siz estd en M =
M(Hy, Q) entonces det(Hess, k(21, ..., 2,-1,0)) = det(Hess,—1 x(21, .. -, 2n-1))-

Demostracion. Vamos primero a calcular la matriz hessiana de la funcién Q|.,. Recorde-
mos que el tnico punto sinﬁglar de @ es el origen, por lo tanto para cualquier z # 0
existe un indice m tal que ﬁ(z) # 0, sin pérdida de generalidad podemos suponer que
m = 1. Empleando el mismo método que se usé en la demostracién de la proposicién 5.1.2
para calcular las segudas derivadas parciales de @Q|.,, obtenemos que las ecuaciones que

describen la relacion entre las coordenadas z; y z; en cada hoja no singular son:

0 Nz 02
0z MU ' 0z

0 i=2...,n. (5.14)

Entonces, las primeras derivadas parciales de @|., toman la forma

9 0z At
— = 34z, =—"2 7 +7%,,
3ZjQ‘£ 0z AT
para todo j = 2,...,n. De igual forma, las segundas parciales son
k— k— _
0 Ole = (B = DAz -215~l—(k—1)Ajzj Loy =
020z )\12?71 ” A2} )\12{671 ’
k-1 T ko
0?2 Ol = _/\jzj .<_:\12’f 1) e
0z,0z; Azpt Mzt ”
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Usando las ecuaciones anteriores y las relaciones entre las segundas derivadas mostradas
en las ecuaciones (5.9) y (5.10) tenemos que la matriz hessiana Hess,, ;(z) en un punto
z=(z1,...,2,-1,0) en M es

92 9 9
6223Z2 QL 6@(222 Q”C U azn 1322 Q’C azn 1322 Qﬁ 00
) 0
8Z2822 Q‘C 322852 d|‘c e 8zn 1322 Q‘C azn 13Z2 Q‘C O 0
0 0 22 92
8228§n 1 QC 822&2 Q£ e Ozn— 18zn 1 Q[' OZp— 13zn 1 QE 0 0
B 92 92 92
0200Zn—1 Q‘C 0Z20Zn—1 Q‘C e 02p—10Zn—1 Q‘C' 0Zn—-10Zn_1 Q‘C O 0
0 0 . 0 0 01
0 0 o 0 0 10
Al calcular el determinante tenemos el resultado deseado. O

Lema 5.3.6. Sea hi}(z) = Mz + Xozh + - + X\u2F con grado k > 2 yz en M =
M(HY, Q). Siz,20,...,2, # 0, entonces det(Hess, x(z)) = ¢ - det(A,(z)) donde ¢ es una
constante no nula y A, es la matriz

ate 910 10
0 % 0 1 0 1
10w 10
An(z) = 0 1 0 e 0 1
1 0 1 0 ... W

1 0 1 ... 0 aufw

an

con a; = |z]?.

Demostracion. Vamos a emplear las ecuaciones para las primeras y segundas derivadas
parciales obtenidas en la demostracién del lema anterior. Recordemos que los puntos de

la variedad polar satisfacen las ecuaciones )\12?712_]' = )\jszlz_l con 2 < j <n.Como
k—1
J

. e Ajz Zj
21,29, ..., 2n 7 0, las ecuaciones se pueden reescribir como W = * para todo 2 <
21

J < n. Sustituyendo dichas ecuaciones en las correspondientes a las segundas derivadas
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se obtiene:
k— _ _
AR W S P e S
aZla,Z] * 2 )\12];_1 - 21 )\1216_1 )\12k_1
) [ﬁﬁ% — Zl]
Zj Z1 21 21 2
Z; ZiZl
= —(k—1) |Zo;;+ 2 ] ,
( )[Zj SPAE
P e - (AT,
07,0z; B Alzl_l /\1311“_1 I
. ?jzl
e

Denotemos por t a la constante 1 — k. Entonces, el determinante de la matriz hessiana
sobre los puntos de M se ve como

=2 (1 1 1 4 =P ZoZn Zozp
-z (w + w) t e e B
2 —
1 |z2] £ 22 1 1 22Zn t. 2220
TP 2\ TP B B
%% z = 1 1 2|
t Z2Zn Z2Zn t Z 1
2 2 n \ el T P T e
— 2
Zoz t 222n 1 |Zn‘ t . 2,2 1 1
[l Bk TP n \ P T P

Vamos ahora a realizar operaciones sobre los renglones y las columnas de det(Hess,, 1)
para simplificar la matriz dentro del determinante. Factoricemos los valores Z; y z; de los

renglones 25 — 3 y 2j — 2 (respectivamente) para todo j = 2,...,n y saquemos dichos
valores del determinante. Entonces det(Hess,, 1) se ve como ¢; := |z9|?|23]% - - - |2, |* por el
determinante
= 1 1 22 |z2]? . Zn zn_
bz (w + |z1|2> P (1 * |Z1|2) P for?
Z2 |22 . 1 1 Zn_ . En_
(1 ER) ta(EEter) B b
.22 29 e~ 1 1 Zn ‘Z’ﬂ|2
RET P tzn (mw + w) fonl? (1 + |z1|2>
Za_ .z Zn |2n|? 1 1
P ET TP (1 + w) bz (\zﬂw + w)
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De igual forma, vamos a factorizar
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Z1—j|2 y |;le2 de las columnas 2j — 3 y 2j — 2 (respec-

|z

tivamente) para todo 7 = 2,...,n y vamos a sacarlos del determinante, en consecuencia,
4 4. 4 .
det(Hess,, ;) es igual a ¢y := % por el determinante
te|z)? L+L> 1] 1+|zQ\2> " 1
N EAREAE |22 [z1]?
|21]? |z2|2> 11 )
RrUtEe) P (Ert e 1 t
2( 1 1 |21]2 | zn |
t 1 t |Zl‘ (|2n‘2 + 21\2> |zn|? <1+ [21]2
212 |zn? 2(_1 1
1 t e (k) lal (St

Denotemos por H), a la matriz en el interior del determinante anterior y sea R; el
j-ésimo renglén de H) . Recordemos que t = 1 —k. Vamos a definir una matriz equivalente
por renglones a H/, a la cual denotaremos H/, de tal forma que los renglones 25 — 1
y 2j de H correspondan respectivamente a las combinaciones (k — 1)R2j,1 + Ry y
Ryj_1+(k+1)Ry; de los renglones de la matriz H], para todo j = 2,...,n. El determinante
de la matriz H) es

k(2 — k)(1+ 25) 0 . k(2 — k) 0
0 K2 —k)(1+Eh) 0 k(2 — k)
k(2 — k) 0 . k(2 — k) 0
0 k(2 — k) . 0 k(2 — k)
k(2 — k) 0 k2= k() 0
0 k(2 — k) . 0 k(2= k)(1+ [2h)

Recordemos que las operaciones de renglones a partir de las cuales definimos H]/ tnica-
mente modifican el determinante por una constante no nula, es decir,

det(H!) = c3 - det(H).

Finalmente, si factorizamos de cada uno de los renglones del determinante de H) la
constante k(2—k) y denotamos por a; := |z;|?, para todo j = 1,...,n, la matriz resultante
es precisamente A,(z). Por tanto

det(Hess, 1) = ¢z - c3k® (2 — k)?" 72 . det(A,(z)).
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Lema 5.3.7. Cualquier matriz de la forma

% 0 1 0 1 0

0 % 0 1 0 1

1 0 % 0 1 0

a1+ta
A, = 0 1 0 ate 0 1
1 1 ata
1 1 0 Gt
con ay,...,a, >0 es no singular.

Demostracion. La demostracion de este lema se hard por induccién. Consideremos n = 2,

2
el determinante de la matriz A, es (%) , como aq,as > 0 entonces det(Az) > 0.

Por hipdtesis de induccion vamos a asumir que todas las matrices de la forma

bt Q) 1 0 1 0
bi+b
0 %22 ) Eb, 1 0 1
1 0 == 0 1 0
A, = 0 1 0 gt 0 1
. . : : T , +l:)n7 :
1 0 1 0o ... == b (2
+ n—
0 1 0 1 ... 0 L=
son no singulares siempre que cada b; sea positivo.
Consideremos la matriz
% 0 1 0 1 0
0 ate 1 0 1
a2
1 0 % 0 1 0
A, = 0 1 0 % 0 1
1 0 1 0o ... wiw 0
1 0 1 o 0 G1tan

an

y usemos reduccién por renglones para cancelar las entradas de la matriz por debajo de
la diagonal en las primeras dos columnas. De esto se obtiene que A,, es equivalente por
renglones a la matriz B,
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al(:rag O 1
6 a1+a2 0
a2
a a1-+as
0 0 al’fGQ B 1113 :
0 0 0
O 0 alTGQ -
0 0 0

CAPITULO 5.

0
1
0
a2 _ aitas
a1+az as
0
an _
a1+az 1

FOLIACIONES DE CODIMENSION 1

1 0
1
ao _
a1+az 0
_a2 __
0 ai1+a2 ;
a2 _ aitan 0
a1+az an
0 a2 __ aitan
a1+az an

esto implica que det(A,) = ¢; - det(B,,) con ¢; una constante no nula. Notemos que los

elementos de B, de la forma —%2— — 2% g pueden reescribir como —2— - (a1+a?+a7 );
a1+az2 a; (a1+a2) aj
por lo que el determinante de B,, se ve como
a1+az
o 9 1 0 1 0
ai—+az
0 = 0 1 0 1
0 0 —a1_, aitaz+tas O —aq 0
a1+az as Yast ai+az
_—a1 , a1taptas _—a1
O O a1+a2 as O ai+az
0 0 —ay 0 —a1 . ai1tagtan O
a1+a2 a1+a2 an
0 0 0 —a1 —a1 , ai1tastan
a1+az a1+a2 an

Vamos a factorizar y sacar de cada uno de los renglones del determinante de B, el factor

—a1
a1+az

al(jaz 0 1
02 aitaz 0
a2
N B
( ! ) 0 0 0
a1 = a2 : : :
0 0 1
0 0 0

—a
a1+az

por lo tanto det(B,) = (

2(n—2)
=)

ai+az
a2

empezando por el tercer renglén. Entonces, det(B,) es igual a

0 1 0

1 0 1

0 1 0
a1taz+as 0 1

as I

0 a1 +a'2+an 0

1 6 aitaz+tan

2
) det(A! ), donde
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bta 01
O b2a+3a3 1
A, = : : . : :
1 0 ... ==
1 ... 0 |ete

an

2
y by := a1 + as. Es decir, hemos demostrado que det(A,) = c- (%) -det(A!,_,) donde

¢ es una constante no nula y det(A),_;) # 0 por hipétesis de induccién, por consiguiente

det(A4,) # 0. O

Demostracion del teorema 5.3.4. Para demostrar el teorema 5.3.4 notemos que si
z es un punto en M con todas sus coordenadas no nulas, los lemas 5.3.6 y 5.3.7 implican
directamente que z es un punto critico no degenerado de Q|.. Por otra parte, supongamos
que z en M es tal que z1,...,2, 0V 2py1 = -+ - = 2, = 0 para algin indice m, entonces
al aplicar el lema 5.3.5 n — m veces llegamos a que

det(Hess, k(21, - -y 2m,0,...,0)) = det(Hess; (21, - -, 2m))

nuevamente, los lemas 5.3.6 y 5.3.7 implican que el determinante det(Hess,, x(z1, ..., 2m))
es no nulo y por tanto z es un punto no degenerado. O

A continuacién vamos a dar una demostracion alternativa al teorema 5.3.4 haciendo
uso del teorema 4.1.3 en el cual se dan condiciones suficientes y necesarias para que una
foliacion F preserve la estructura de Morse de una funcién de Morse ¢g. En primer lugar,
vamos a demostrar que la variedad polar relativa a H} y Q, M = M(H},Q), es suave y
la interseccion de HJ y M es transversal.

Proposicién 5.3.8. Sea hf = M\z¥ + Xo2b + - + \2F y k > 2. La variedad
polar M = M(Hy, Q) es una subvariedad de R*" real y diferenciable fuera del origen de
dimension 2.

Demostracion. Sea z = (z1,...,2,) en C" un punto distinto del origen. Por simplicidad
podemos suponer que z; # 0 (por la simetria del problema los demds casos son totalmente
andlogos), entoces el conjunto de vectores

Vo = ()\22126_1,—)\1216_1,0,0,...,0)7
V3 = ()\32371,0,—)\12]1671,0,...,0),

Un = ()\anL_lﬂ 07 07 s 707 _)\12’;_1) )
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forman una base del espacio T,L,. En consecuencia, la variedad polar estd definida por
las ecuaciones G(z) = A2} 17, — )\jzf_lil = 0 para todo j = 2,...,n, o de manera
equivalente, M corresponde al conjunto de ceros de las ecuaciones reales

Y;(z) :==2ReGj(z) ,
¢;(z) :==2ImG,(z) ,

para j = 2,...,n. Definamos ® := (¢, ¢o,...,1¥,, ¢,). El siguiente paso es calcular la
matriz jacobiana de las funciones que definen a M, para lo cual vamos a calcular las
primeras derivadas parciales de los elementos de ® en coordenadas (21,71, . .., 22, 22)

)\1(/6 - 1)2’];_23]‘ - ijg?_l [=1 s

N, ]
a—d’ﬂ = —Nk=1D Pz 4 F =7,
" 0 #3515
i (k= 1)z 7%z 4+ Az =1,
9 _ i=N(k =122 =Nz =
82’1 N I J ! 1 _‘] ’
0 l#7,1.

Recordemos que cualquier funcién real g cumple —ad,g = 94 Consideremos la siguien-
Zj 82]'
te notacion

( ) = )\1(k - 1)2{6_221‘ y
bj(z) = )\jzf_l ;

(z) = N(k—1)2"z1,

( ) = )\12?71 .

Por simplicidad en la notacién escribiremos a;, b;, ¢; y d en lugar de a;(z), b;(z), ¢j(z) y
d(z) respectivamente. Con esta notacién la matriz jacobiana de ®, D,® se ve como

G/Q_B_Q —b2+52 _CQ+E_ d_EQ 0 0
’i[ag -+ bg] i[—bg — 52] Z{-Cg — d] Z[d + EQ] R 0 0
an—g_n —b,, +a, 0 0 —cn—i—ﬁ_ d— ¢,
i[an + ba] i[—bp — @] 0 0 ... il—cn—d| ild+73)

Para probar que la matriz D,® tiene rango 2n — 2 consideremos la matriz B,, que resulta
de eliminar las primeras dos columnas de D,®. Nota que si el determinante de B, es
distinto de cero, entonces D,® tiene rango 2n — 2.

Lema 5.3.9. El determinante de la matriz B,, mencionada en el pdrrafo anterior
es det(B,) = (2i)" "' [Tj_o[ld]* — [¢;[°].
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La demostracién del lema anterior se hara por induccién. Supongamos que n = 2,
entonces el determinante de Bj es

_CQ+E d — Co

etlB) =\ _ic, —id id+ e,

= i(—cy+d)(d+C) — (—ca—d)(d—2) = 2i(|d|* —|ca|?) .

Supongamos por hipdtesis de induccién que cada matriz B, 1 en n — 1 variables de la
forma

—co+d d—70 0 0 0 0
—icy —id id + icy 0 0 0 0
0 0 —cy + Ef d — s 0 0
B, | = 0 0 —ics —id id + ics 0 0
0 0 0 0 ce. —Cp1+d  d—7y
0 0 0 0 . —icy_q —id id + i,
satisface det(B,_1) = (2¢)" 2 H;:;Hd]g —|¢)?]
Consideremos la matriz
—co+d d—7y 0 0 0 0
—icy —id id + iCy 0 0 0 0
0 0 —c3 + 3_ d— ¢ 0 0
B, = 0 0 —icy —id id + ics 0 0
0 0 0 0 . —cp+d d-—7,
0 0 0 0 ... —ic, —id id+ ¢,

Usando las iltimas dos columnas para calcular el determinante de B, tenemos
det(B,) =1 [(—cn +d)(d+7¢,) — (d—G)(—cn — E)] det(B,_1) = 2i[|d|* — |c,|*] det(B,_1) .

Por hipétesis de induccién det(B,_1) = (2i)" 2 H;:;Hd]Q — |¢;|], por lo tanto

n—1 n
det(By) = 2i[|d|* — |ea[*](20)"* [ 1dI* = Ie; ] ) TP = e
Jj=2 j=2

lo cual concluye la demostracion del lema 5.3.9.
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Vamos a sustituir los valores de las funciones ¢;(z) y d(z) en la ecuacién del de-
terminante de B,, para ver cual es el rango maximo de la matriz jacobiana, D,®, en los
puntos de la variedad polar.

Consideremos un punto z en M. Podemos suponer que las coordenadas de z son
tales que 21, 29,...,2m #0 Y Zmy1 = -+ = 2, = 0 para algin indice m, en caso contrario
bastard con considerar un reordenamiento de las coordenadas de z. Notemos que ¢;(z) = 0
para todo 7 > m y d(z) # 0, por lo que el determinante de B,, se ve como

det B,, = (20)"[d]*e= TTlldI* - |e;1?] -

Jj=2

Para evaluar |c;(z)| en un punto z de M, recordemos que los puntos de M satisfacen las

ecuaciones |A;]|z1/¥72 = |\;||z;|*~2 para todo j = 2,...,m, por lo tanto
lej(2)] = (k= DINllz" 7] = (& = DMz 2] = (B = D[]z
d(z)] = Al

entonces el determinante de B,, toma la forma

det(B,) = (20" (lla 20 [T IAPIA A = (k= 120l P40

=2

= 20" (Ml PO TIPS 2k - #2)

j=2
— (Qi)n_l‘AﬂQn‘Zl’2(k_1)n[2k o kQ]m )

En consecuencia, si k > 2 entonces det(B,,) # 0 y por tanto la matriz D,® es no singular
y de rango 2n — 2, esto implica que M* es una variedad real suave de dimensién 2 (ver el
capitulo 2 de [30]). O

El siguiente paso para probar que H;! es compatible con la estructura de Morse de
@ es demostrar que la foliacién H;}! interseca transversalmente a la variedad polar.

Proposiciéon 5.3.10. Sea hj} un polinomio de homogéneo de Fermat de grado k > 2
como en la proposicion anterior, entonces la foliacion H} interseca transversalmente a la
variedad polar M = M(H}, Q) fuera del origen.

Demostracion. La demostracion se hara alrededor de un punto z en M tal que z; # 0, los
demads casos son totalmente andlogos. Sean v;, ¢; y v; para todo j = 2,...,n como en la
demostraciéon de la proposicion anterior. Recordemos que M es el conjunto de ceros de las
funciones ¥;(z) y ¢;(z) paraj = 2, ..., n, por lo tanto, un vector v(z) pertenece al tangente
de M en z si y solo si v(z) es ortogonal a los gradientes grad(vy;(z)) y grad(¢;(z)) para
todo j = 2,...,n. Por otra parte, como H} es una foliacién holomorfa y {vs(z),...,v,(2z)}



5.3. POLINOMIOS HOMOGENEOS EN CN 85

forma una base del espacio tangente complejo a una hoja £, de H}, entonces el conjunto
{v9(2),iv2(2), ..., vn(2),iv,(z)} forma una base del espacio tangente real a £,. Por tanto,
para demostrar la transversalidad entre H} y M* tenemos que demostrar que cualquier
elemento w(z) de {vy,ivy, ..., vy, v, } satisface

(w(z), grad(v;(z)))y # 0 o (w(z), grad(¢;(2)))p # 0

para alguna j.

Vamos entonces a calcular los productos de los vectores v;(z) y iv;(z) con los gra-
dientes grad(vy;(z)) y grad(¢(z)), para lo cual vamos a emplear la ecuacién (4.2) dada en
el lema 4.1.7. En este caso

Vv, = M%l-—Af1a+hql — Nz
¢j = 7![)\121 — /\ Zk 1 /\12’1 Zj + )\ _k ! 1] s

por lo tanto

ngj = (—)\jZ;?_l + (k’ - I)Xﬁ’f_sz, 07 . ,O, Alzf_l - (k’ )X Ef 21, 07 Ce ,O) s
7@5]‘ = (’L[—)\]Z;c_l - (IC - 1)}12’16_22]‘}, O, ey 0, Z.[/\lZic_l ( )X Zl, goe ey 0) .

Entonces los productos se ven como:

(w(z), Vy)e = Nz~ (= )‘J (k= DAz )
— AT (T = (k= DAE )05,
(n(2),Voj)e = Nz (i[=) zk P — (k= 1)z %))

- )\121_ (z[)\lzl (k’ — 1)Xj§?_2zl])6j,l .
Consideremos | = j, en este caso los productos toman la forma

(0 (2), Voi)e = =Nl 72+ (k= DA 21252072 — (AP
+ (k= DAz Tz

(v;(2), Vo) = Z'|>\'| |25~ 2+Z(k—1))\1)\j2k Zi2 2 i AP
-2

J

Definamos

Ai(z) = NPl 4 AR 2
BJ(Z) = (k - 1)[)\1A Zk 12,’331 + )\1>\ Zl 1— Zl'€72] ]

J

Con esta notacion los productos hermitianos que calculamos se ven como:

(vj(2), Vbj)e = —A;(z) + Bj(z)
(v;(2), Voj) e iA;(z) +iBj(z) .
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Usando la ecuacion (4.2) tenemos que los productos reales son
(vj(2), grad (z)), = —24;(2) +2Re By(z) ,
(iv;(2), grady(z)), = —2Im By(z),
(vj(2), grad é;(2))p, = —2Im B;(z) ,
(ivj(z),grad ¢;(z)), = 2A4,(z) +2ReBj(z) .

Vamos ahora a descomponer a Bj(z) en su forma polar

Bj(Z) — (k . 1)|)\1||)\j|6i9)\1 ei@,\j sz|k|Zl|k—2€i(k—2)0jei(k—2)91 + |Zl|k|zj’k—2€i(k—2)916i(k—2)9j]
= (k= gl 20 2 [ bz 2 | b 2]

En este caso 0; y 0y, corresponden a los argumentos principales de z; y A; respectivamente.

Recordemos que v;(z) pertenece a T, M siy sélo si los productos (vy(z), grad 1;(z))g
y (vi(z), grad ¢;(2z)) se anulan para todo [ = 2,...,n. Supongamos entonces que

(vj(2), grad;(z)) = 0 y (vj(2), grad ¢;(z)) = 0,

o de manera equivalente Im B;(z) = 0 y —A;(z) + Re B;(z) = 0. De la descomposicién
polar de B;(z) y de la condicién Im Bj(z) = 0 tenemos que Bj(z) se puede ver como

Bi(z) = £(k = D[Nzl 2l + Al Al ]2
Si evaluamos B;(z) en un punto z de M, el cual debe de satisfacer la ecuacién [A]]z]"72 =
I\;]|2;|*72, tenemos
Bj(z) = (k= DN + NP7 = £k — 1) Ai(2) -
Por tanto, la ecuacién —A;(z) + Re B;(z) = 0 se transforma en

0=—-A;(z)+ReBj(z) = —Aj(z)£(k—1)Aj(z) =A(z)[-1x(k—-1)].

Como k > 2 la ecuacién A;(z)[—1 £ (k — 1)] = 0 sélo se satisface en los puntos en que
A;(z) es cero, pero estamos bajo la suposicién de que z; # 0, por tanto

Aj(z) = [Pl 572 4 ()P
es distinta de cero para todo j. Lo anterior implica que ningtn vector v;(z) esta contenido

en T,M.

Por otro lado si suponemos que iv;(z) satisface las ecuaciones (iv;, grad ;) =0y
(v, grad ¢;)p = 0, llegamos a las ecuaciones
ImB;(z) = 0,
A;j(z)+ReBj(z) = 0,
las cuales no tiene solucion simulténea cuando k£ > 2. Como esto es valido para cualquier

J = 2,...,n, entonces ninglin vector iv;(z) de la base de T,L, es tangente a M. En
consecuencia H;}! interseca transversalmente a M. O
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Las dos proposiciones anteriores nos indican que la foliacion Hj} y la variedad de
contacto M satisfacen las condiciones del teorema 4.1.3, en consecuencia, la foliacién H}!
es compatible con la estructura de Morse de @, lo cual nos brinda una demostracion
alternativa del teorema 5.3.4.
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Capitulo 6

Degeneraciones de la variedad polar

En el capitulo anterior vimos que las foliaciones definidas por polinomios de Pham-
Brieskorn pueden presentar comportamientos muy distintos de acuerdo a si alguna de sus
potencias es dos o no. En particular pudimos observar que si alguna de sus potencias es
dos, entonces los contactos de la foliacion con las esferas definidas por la funcién distancia
al origen son degenerados. En la primer seccion de este capitulo haremos un anélisis de
los indices de Morse de la funcién cuadrado de la distancia al origen, @, en su restriccién
a las hojas de una foliacién definida por f(z) = 28 + 24 o f(z) = 27 + 21. Ademds, en la
segunda seccion analizaremos que es lo que sucede con las degeneraciones si perturbamos
la métrica que estamos considerando.

6.1. Analisis de indices de Morse

En la seccién 3.1 definimos el indice de Morse relativo a las hojas de una foliacion
F, vamos a retomar su definicién.

Definicién 6.1.1. Asumiremos que un punto z en M* := M\{0} es un contacto
no degenerado. Entonces definimos su indice de Morse de g relativo a F como el indice
de Morse en z de la funcién g|.,.

Recordemos que el indice de Morse de una funcién g en un punto z corresponde al
ntumero de valores propios negativos de la matriz hessiana asociada a g. Por otra parte, se
vié en la seccion 3.2.1 que el cdlculo de indices de Morse no puede hacerse directamente
en coordenadas (z1,Z1,. .., 2n, Zn), debido a que la matriz de cambio de base entre los
sistemas (1, Y1, ..., Tn,Yn) V (21,21, ., 2n, Zn) NO €s una matriz real y los indices de
Morse no se preservan en este caso, sin embargo, podemos emplear la ecuacion de cambio
de base dada en la proposicién 3.2.2 para evitar este problema.

89
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Como estaremos trabajando con ambos sistemas coordenados, denotaremos por
Hess,(Q|z) v Hess,(Q|z) a la matriz hessiana de @, en coordenadas (1,41, ..., Zn, Yn)
y (21,21, .., 2n, Zn) respectivamente.

Ejemplo 6.1.2. Sea f(z) = 2] + 24 con p,q > 2.

En la seccién 5.2.1 vimos que la matriz hessiana en coordenadas (z1, Z1, 29, 22) eva-
luada sobre cualquiera de los ejes coordenados complejos z; 0 z5 tiene la forma

Hess.(Q|z) = ( (1) (1) ) :

Por la proposicién 3.2.2 tenemos que la matriz hessiana de Q| ., en coordenadas (x1, y1, 22, Y2)

H%A@&:<1_L><?é)<}‘:>:<§g>7

de donde los valores propios de Hess,(Q|z) son ambos iguales a 2 y por tanto, el indice
de Morse correspondiente es cero, lo que nos dice que los contactos sobre cualquiera de
los ejes coordenados corresponden a puntos de distancia minima al origen.

Para analizar los indices de Morse sobre la componente M3 vamos a emplear nue-
vamente los resultados obtenidos en la seccion 5.2.1. Consideremos la siguiente notacion

_ 2
Z1 21
A = = (p—-1 -1 =2
(z) - (p +(¢—1) S > :
Z1 2
B = 1 —
@ = 1+

En esta notaciéon podemos ver a las segundas derivadas parciales en coordenadas (z1, Z1, 22, Z2)
como

FOe _ i

Q|
— =B
821821 <Z)

(721821 N

De aqui en adelante escribiremos A y B en lugar de A(z) y B(z) para simplificar la
notacién. Usando las ecuaciones obtenidas en la secciéon 3.2 para el cambio de coordenadas

(21,21, - -y Zn, Zn) & coordenadas (1, Y1, ..., Tn, Ys) tenemos
2

00le _ ) yB{B-A—2B—2ReA,
(93318.%’1
Q. —

= (-A+B—-B+A)=2ImA
9,0, i( + + A) mA
Qe —

= i(-A—B+B+A)=2ImA
9000, i( + B+ A) mA,
Qe

= A+B+B+A=2B+2ReA.
0y 0y
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Un valor propio, A, de Hess,(Q|z) debe de satisfacer | Hess,(Q|z) — M| = 0, en este caso
el determinante | Hess,(Q|z) — M| se ve como

| Hess,(Q|z) — M| = [2B—X—2ReA][2B — X +2Re A] — [2Im A?
= (2B —A\)?> —4(Re A)? — 4(Im A)?
(2B — \)? — 4|A]*.

Igualando a cero el determinante y despejando A tenemos

A=2B+2|A|.
Por tanto,
z 2 z z 2 z 2
Moo= 2|14 +—1<p—1+(q—1)—1>]:2 p—i—q—ll7
22 21 Z9 Z9
z 2 z VA 2 z 2
A = 214 |2 —1<p—1+(q—1)1 >]:2[2_p+(2_q)1]’
Z2 21 22 22

lo que implica que A\; > 0y Ay < 0y por tanto el indice de Morse es 1, es decir, los puntos
en la tercera componente corresponden a puntos silla.

Ahora, vamos a analizar brevemente como es la interseccién de una hoja £, de la
foliacién F con la variedad polar. Notemos que si f(z) = ¢, todos los puntos en la hoja
L, cumplen 27 + 24 = ¢, lo que implica que:

1. la hoja L, interseca al eje 21 en los puntos que cumplen 27 = ¢. Este conjunto consta
de p soluciones, es decir, una hoja L, interseca al eje z; en p puntos;
2. de igual forma que en el caso anterior tenemos que L, interseca al eje 2o en ¢ puntos;

3. para ver cual es la interseccion de M3 con una hoja, vamos a descomponer la ecuacién
que define a la hoja en su forma polar

O e (6.1)

donde 6y, 6, y 6. corresponden a los argumentos principales de z;, z3 v ¢ respecti-
vamente. Recordemos que los puntos de Ms cumplen et = €% por lo tanto la
ecuacion (6.1) se puede descomponer en

21" + 22| =],
ezp91 — ezec ’
de donde tenemos que los puntos de interseccion de M3 y L, satisfacen 0, = ec%’m

— po1+27k

para k = 1,...,py O , por lo tanto si p y ¢ son primos relativos, la

interseccion Ms N L, consta de pg puntos.
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Proposiciéon 6.1.3. Sea f(z) = 27 + 23 con p y q primos relativos mayores que 2.
Cada hoja no singular L de la foliacion F contiene p + q puntos de distancia minima al
origen en los ejes coordenados y pq puntos silla de indice de Morse 1 sobre la componente
Ms. Ademas, la caracteristica de Euler-Poincaré de £ en una bola cerrada B, de radio
suficientemente grande es x(LNB,) =p+ q — pq.

Demostracion. La primer parte de la proposicién es consecuencia del andlisis anterior.
Para calcular la caracteristica de Euler de las hojas de la foliacién recordemos que el
inciso (2) del teorema 4.3.3 nos habla de la relacion entre la caracteristica de Euler de
una variedad N y los indices de una funcién de Morse sobre ésta. Elijamos r > 0 de tal
forma que B, contenga en su interior a todos los puntos de £ N M, en este caso el campo
vectorial grad(g|.) es transversal a la frontera de la variedad £ NB,, por tanto podemos
aplicar el teorema 4.3.3 a £L N B, de donde obtenemos

X(LNB,) =p+q—pq.

Nota: recordemos que las hojas de la foliacién son precisamente las fibras de f y
por [30], cada fibra f~1(t) con t # 0, tiene el tipo de homotopia de una cuiia de esferas
de dimensién 1, S' V- - -V S!, de los cuales hay tantos como el ntimero de Milnor p(f). Se
demuestra también en [30] que en este caso el nimero de Milnor es (p —1)(¢ — 1). Lo que
implica que su caracteristica de Euler-Poincaré es

X(U' @) =1=pu(f)=p+q—npg
como se afirma en 6.1.3.

Ejemplo 6.1.4. Sea f(z) = 27 + 21 con ¢ > 2.

Vamos a usar las ecuaciones de cambios de variable para las segundas derivadas
parciales que obtuvimos en la seccién 3.2 y los resultados obtenidos en la secciéon 5.2.1
para obtener la matriz hessiana de Q.. en coordenadas (x1,yi, x2,y2). Para simplificar
los célculos, definiremos

62
) = SO,

82
Bz = T,

para j = 1,2, o los llamaremos simplemente A; y B;. Usando las ecuaciones de cambio
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de base para las segundas derivadas parciales obtenidas en 3.2 tenemos

88;%; = i(4; = B+ B = 4)) = —2Im 4, ,
aa;%z = —Aj+Bj+B—j—A;=2B;—2Re4;.

Si A en un valor propio de Hess,(Q)|z), entonces | Hess,(Q|z) — AI| = 0, donde

| Hessx(Q|5) — )\I’ = (2B] + QRGA]' — )\)(QB] — QRQA]' — )\) — 411’112 Aj
= (2Bj — A\ —4Re*A; —4Im* A; = (2B; — \)? — 4|4,

Igualando a cero el determinante y despejando A tenemos
A=2B; £2|A;].

Vamos a analizar los valores propios de Hess,(Q|;) sobre cada una de las componentes
de la variedad polar M.

1. En los puntos z que pertenecen al eje z; tenemos que Ay(z) = 0y By(z) = 1,
entonces ambos valores propios son iguales a dos, lo que implica que su indice de
Morse es cero, es decir, los puntos sobre el eje z; corresponden a puntos de distancia
minima al origen.

—2Zo

2. En los puntos z € M que se encuentran sobre el eje zo tenemos Ai(z) = N
2

Bi(z) = 1, por lo tanto

—2z
N = 231+2|A1|=2+‘ />0,

qzy

—229 4
A = 2B; —2|A| =2 — -
2 ! sl ‘ng_l qlzo|?72

Desarrollando la desigualdad en los casos en que As > 0, As =0y Ay < 0 tenemos,

1
i) Ay > 0 equivale a |zo| > (%) S

1
q—2

ii) A2 = 0 equivale a |zo| = (3) :

1
q—2

iii) A < 0 equivale a |z| < (%) ;
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es decir, los puntos sobre el eje zy corresponden a puntos silla, los puntos que se
1

. . [o\7T2 .
encuentran a distancia p son puntos de degeneracion y los puntos que se

encuentran alejados del origen son puntos de distancia minima al origen.

2

_ 2
3. En la componente M3, Alz—% <1+(q—1) z—; )yBl—l—i— z—; , por tanto

z 2 2

Moo= 2142 +1+(¢—1) adt ]>07
29 Z9
22 7 22

Ao = 2|14 —1—(g—1) & ]:2(2—(1)1 <0,
22 22 2

por lo que todos los puntos en la tercera componente son puntos silla.

El analisis hecho para calcular el nimero de puntos de interseccion de cada com-

ponente de M con las hojas de la foliacién para f(z) = 2] + 27 funciona en este caso.
1

Si definimos a := <2> o podemos resumir la informacién del nimero y tipo de puntos

q
criticos que tiene la funcién distancia al origen en una hoja no singular, £,, en la siguiente

tabla.

Tablal: Indices de Morse

L, 0{(z1,0)} L, 0{(0,22)} L, N Ms
|f(z)] < a | 2 puntos minimos q puntos silla no hay puntos de interseccién
|f(z)] = a | 2 puntos minimos | ¢ puntos de degeneracién q puntos de degeneracién
|f(z)] > a | 2 puntos minimos q puntos minimos 2q puntos silla

Finalmente, vamos a emplear de nuevo el teorema 4.3.3 para calcular la caracteristi-
ca de Euler de una hoja no singular en cada uno de los casos mencionados.

Consideremos nuevamente una bola cerrada B, centrada en el origen y de radio
r > 0 tal que B, contenga en su interior a todos los puntos en £, N M. En este caso, si
|f(z)] # a, la variedad £, N B, satisface las hipétesis de 4.3.3. Aplicando dicho teorema
tenemos:



6.2. DEGENERACIONES BAJO PERTURBACIONES DE LA METRICA 95

i) si las hojas cumplen |f(z)| < a, entonces

X(L,NB,)=2—¢q.

ii) si |f(z)| > a tenemos

X(L,NB,)=2+qg—2¢=2—¢q.

Los resultados que obtuvimos nos dicen que apesar de que la topologia de las hojas
no cambia, lo cual es sabido por el teorema de fibraciéon de Milnor, su geometria si puede
cambiar. De hecho lo que podemos ver en este caso es que si nos movemos sobre las hojas
de la foliaciéon F y pasamos a través de puntos de degeneracién, entonces cambia la forma
en que cada hoja estd encajada en el espacio ambiente, lo cual se ve reflejado en sus indices
de Morse.

6.2. Degeneraciones bajo perturbaciones de la métri-
ca

En el capitulo anterior estudiamos la variedad polar de una foliaciéon F, definida
por un polinomio de Pham-Brieskorn, relativa a la funciéon de Morse (). En particular
vimos que cuando consideramos foliaciones definidas por polinomios de Pham-Brieskorn en
donde al menos uno de sus exponentes es dos, los contactos son degenerados. Pero ;todas
las degeneraciones son del mismo tipo?, mas aun jpodemos eliminar las degeneraciones
usando perturbaciones genéricas de la métrica?

Recordemos que la teoria de Morse nos dice que cualquier funciéon f con imagen en
los reales que tiene puntos de degeneracion, siempre se puede perturbar de tal manera que
la funcién resultante no tenga degeneraciones. Pero, que sucede en el caso de foliaciones, es
decir, para funciones que se encuentran definidas sobre las hojas de una foliacién. Nétese
que éstas se pueden pensar como un caso particular de familias de funciones de Morse
que dependen de varios parametros. Aqui tenemos una funcién de Morse por cada hoja y
estas funciones de Morse varian diferenciablemente al moverse sobre las hojas. Entonces,
jes posible eliminar dichas degeneraciones de la misma manera?

6.2.1. La foliacién definida por f(z) = 27 + 23

Consideremos la funcién @ definida en coordenadas (z1, z1, 22, Z2) por

a+7\ n -7\’ 2 +7%\’ n-%)"
QA(31721722722):G1< 9 )+b1< 2i )+a2< 2 >+b2< 2i ) ’
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donde los coeficientes a1, b1, as, by son reales positivos. Notemos que la funcién Q5 es una
funcién de Morse con indice de Morse 0 en el origen. Estamos interesados en ver si existen
coeficientes aq, by, as, by tales que todos los contactos de la variedad polar relativa a F y
Q@ sean no degenerados.

Supongamos que z en C" es un punto sobre £, tal que su segunda coordenada es
no nula (z3 # 0), entonces los puntos sobre una hoja £, en una vecindad de z cumplen

822 21

0% 2

Vamos a usar esta relacién para evaluar las primeras y segundas derivadas de Qu|z en
términos de z; y Z1. Tenemos

8QA|£—@ 21+ Z1 b 21— 21 +la 29 + Z9 b 29 — Z9 _i
0z, ! 2 U 2 2 2\ 2 )

Notemos que el hecho de que ()5 sea una funcién real, implica que % = %, entonces
el conjunto de contacto estd determinado por la ecuacién 3%21“ = 0, es decir,
zolay Rezy — iby Im 2] = z1[as Re 2z — iby Im 23] . (6.2)

Es claro que los puntos en los dos ejes coordenados complejos z; y zo son puntos
de contacto. Vamos a desarrollar la ecuacién anterior para ver explicitamente como es en
general la variedad polar M para los distintos valores de los coeficientes aq, as, b1, by. La
ecuacién (6.2) se puede ver como

(Rezo +ilmzy)(a; Rezy —iby Im21) = (Rez; + ¢Im z1)(ag Re 2o — iby Im 23) .

Desarrollando ambos lados de la ecuacion e igualando sus partes reales e imaginarias
tenemos

a;(Rez1)(Rezz) + b1 (Im z;)(Im 25) = az(Rez1)(Rezz) + ba(Im z1)(Im 25) |
aj(Rez1)(Imzy) — by (Imz1)(Rezy) = aa(Rezy)(Imzy) — ba(Rezp)(Im2g) ,

o de manera equivalente

(Rez1)(Reza)(ar —az) = (Imzp)(Imzy)(by — by)
(Rez1)(Im z)(ay + b2) = (Imz1)(Rez)(az+by) .

Como estamos considerando tinicamente coeficientes positivos, ambas ecuaciones son no
triviales siempre que a; # as o by # by. En el caso a; = as y by = by el conjunto de
contacto es un conjunto de dimensién real tres definido inicamente por la ecuacién

Re 21 Im z2(a1 + bg) =Im Z1 Re ZQ(GQ + bl) .
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En el caso en que alguna de las dos condiciones se cumpla pero la otra no, por ejemplo, a; =
as y by # by, al desarrollar las ecuaciones podemos ver que las soluciones de estas ecua-
ciones estdn dadas por los puntos de la forma {(0,0, Re z2,Im 29)}, {(Re 21,0, Re z2,0) }
y {(Rez;,Imz,0,0)}, es decir, las soluciones estdn dadas por los dos ejes coordena-
dos complejos y un plano real que pasa por el origen. Andlogamente si suponemos que
ay # as y by = by las soluciones de las ecuaciones que definen a la variedad polar son:
{(Rez1,Im 21,0,0)}, {(0,Im 2,0,Im z9)} y {(0,0, Re 22, Im z5) }.

Finalmente, analicemos el caso a; # as y by # by. Si suponemos Rez; = 0 las
ecuaciones que definen a la variedad polar nos dicen que Im z; = 0 0 Rezo = Im 2z, = 0. Si
suponemos que alguna otra coordenada se anula el resultado es totalmente analogo. Esto
implica que si algtin punto en la variedad de contacto tiene una coordenada nula, entonces
dicho punto se encuentra sobre alguno de los ejes coordenados complejos. Supongamos
entonces que Re z1,Im z1, Re 25, Im 25 son todas distintas de cero y que a; # as v by # bs.

Despejando iﬁ—zi de las ecuaciones de la variedad polar, tenemos
Re 21 Im Z9 bQ — bl
Im 2 Rezy a3 —as’
Re 21 Re 2o Qo + bl
Im z; Imzs ay +0by’

lo cual implica que

Imzz bg—bl . RGZQ a2+b1
Rezy a1 —ay Imzy aj + by

o visto de otra forma

5 (b2 — b1)(a1 + by)

(Re )" = () — St )

Por lo que

. (bg — bl)(al + bg)
Rezy = £1Im ZQ\/(al ") (aa b (6.3)

Usando la ecuacion anterior en una de las ecuaciones originales, obtenemos que Rez; y
Im z; estan relacionados por

Rez; = +£1Im zl\/(aQ b (b2 —b) (6.4)

(a1 +bo)(a; —as)

podemos ver que las ecuaciones anteriores tiene solucién unicamente si la fraccién dentro
de cada raiz es positiva.

Al desarrollar todas las posibles combinaciones de los coeficientes, se obtiene que
unicamente cuando los coeficientes cumplen las desigualdades a; > as y by > by o las
desigualdades a; < ag y by < by las ecuaciones (6.3) y (6.4) tienen soluciones.
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Lo que hemos encontrado, es que si los coeficientes de Q4 no satisfacen las relaciones
anteriores, entonces el conjunto de contacto consta tnicamente de los ejes coordenados.
En caso de que se cumplan dichas relaciones el conjunto de contacto consta de los dos
ejes coordenados complejos y de los planos reales definidos por

Rez — iImzl\/(GQ +b1)(ba — by)

(a1 +by)(ay —az) ’

Rezy = ilng\/(b2 — b+ b

)
(CL1 — (12)(612 + bl) '

Vamos ahora a calcular las segundas derivadas parciales para ver que tipo de puntos
criticos tenemos en cada caso:

32QA\£ a; — bl a9 — b2 21 2 Z9 + EQ Z9 — 22 1 Z%

— A —ib _—_4a
021021 2 + 2 29 e 2 2 2i 2z 2|
82QA‘/; _ a1+b1 4 a2+b2
821821 a 2 2

22

Recordemos que todos los calculos los estamos haciendo en una vecindad de un
punto z tal que su segunda coordenada es no nula. Vamos entonces a evaluar las segundas
derivadas parciales en un punto del eje zs:

82QA‘£(02) _ al_bl_i a 29 + Zo _ib 29 — Z9
821621 2 2 Z9 2 2 2 21

a; — b1 Qo Re Z9 — Zbg Im Z9

2 Z9 ’
8QQA‘L a; + by
0 = .
621821 ( ’ Z2) 2

En este caso el determinante de la matriz hessiana, | Hess,(Q|2)(0, z2)|, es:

<a1 —b1 CLQRGZQ —ingmzz) <CL1 —bl a2ReZ2+ib21m22> _ <CL1 +b1)2

2 Z9 2 EQ 2
2 2 2 2 2 2
a; — by a; + by a3 Re” zy + b5 Im~ 29
- — -
2 2 |ZQ’2
_ a; — by agRezg—z’bQIng+a2Re,22+ib21ng
2 z9 22
2Re? b2 Im? —b Re zy — iby 1
B —a1b1+a2 e’ 2 +22 m'z L9 Re <a2 e 2o — by m22>
|ZQ| 2 29
a3 Re? 2, + b3 Im?zy  a; —by as Re? 25 — by Im? 2,
= —ab + 2 2 - 2 2 2 :
Re® 2o + Im* 2, 2 Re® 29 + Im~ 2
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Como estamos interesados en encontrar bajo que condiciones la matriz hessiana es de-
generada, vamos a suponer que su determinante es cero. Por otra parte, como z5 # 0
podemos multiplicar la ecuacién anterior por |2;|* para eliminar los divisores:

0 = —abi(Re? 2o +Im? 25) + a2 Re? 2y + b2 Im? 25 — (a1 — by)(ag Re? 25 — by Im? 25)
= Re? zy(—a1by + a3 — (a1 — by)ag) + Im? z5(—arby + b3 + (a; — by)by) .

Dicha ecuacién se puede ver como

Re2 ZQ(CLQ — al)(ag + bl) + Im2 Zg(bg + al)(b2 — bl) =0. (65)

Notemos que si los coeficientes aq, by, as, by cumplen las desigualdades
1) as > aq y b2 > bl 0
11) o < aq y by < by s

entonces los coeficientes de la ecuacién (6.5) tienen el mismo signo y por lo tanto su tnica
solucién es el origen, es decir, en caso de que las desigualdades mencionadas se cumplan,
la ecuacién tiene unicamente solucién trivial y por tanto los puntos sobre el eje 2 (salvo
el origen) son no degenerados.

Vamos ahora a ver que sucede sobre el eje z;. Recordemos que las ecuaciones que
definen a f y Q5 son simétricas respecto a los indices, por lo tanto, las ecuaciones para
las segundas derivadas parciales (cuando z; # 0) se ven como:

a2QA|L _ a; — by 22 2+ ay 21+ 2 — b Zl_?l _i_Z_é +a2_b2,
029025 2 21 2 21 2 2 2

82QA|£ aq +b1 a2+b2
822822 2 2 '

2
22

21

Evaluando en los puntos del eje z; tenemos:

82QA’£(2 0) = _alRezl—ibllmzl as — by
822822 b 21 2 ’
82QA|L Qo -+ b2

0) = .
822822 (217 ) 2

Siguiendo los mismos pasos que para el eje coordenado z; tenemos que la ecuacién
| Hess, (Q|z)(z1,0)| = 0 se puede ver como

Re? 21 (a1 — ag)(ay + by) + Im? 21(by +ag)(by —bg) =0 . (6.6)

Observemos que si los coeficientes cumplen las desigualdades:

i) a; > ay y by > by 0
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11) ao > aq y by > by ,

entonces los coeficientes de la ecuacién (6.6) tienen el mismo signo y por lo tanto su tnica
solucién es el origen, lo que implica que en estos casos el eje z; no tiene degeneraciones.
Notemos que éstas son exactamente las mismas desigualdades que se requerian para que
los puntos sobre el eje zo fueran no degenerados, mas aun, en el andlisis que hicimos
respecto a las componentes de la variedad polar, vimos que en este caso la variedad polar
estaba formada tinicamente por los ejes coordenados complejos.

De aqui en adelante vamos a asumir que los coeficientes de () satisfacen las desigual-
dades a; > as y by > by 0 ag > a1 y by > by. Y vamos a calcular en estos casos el indice
de Morse de cada uno de los puntos criticos.

Recordemos que a pesar de que las coordenadas z,Z son consideradas coordenadas
reales, el calculo de los indices de Morse debe hacerse directamente en coordenadas x,y.
Vamos a usar los cambios de coordenadas obtenidos en 3.2.2 para obtener la matriz
hessiana Hess,(Qa|z) en coordenadas (x1,y1,xa,y2) vy vamos a evaluar dicha matriz en
los puntos del eje z5; el caso de los puntos en el eje z; es totalmente andlogo.

La matriz Hess,(Qa|cz) en (0, 22), o de manera equivalente en (0,0, 2, y>), toma la
forma

2 2
a2x;—boy az+b2)x2y2
2u -2 2l
Hess; (Qal2)(0,0, 22, y2) = gletbirn o) gaari-bud
3+y3 ! z3+y3

Vamos entonces a calcular sus valores propios A; v As, los cuales deben de satisfacer
det(Hess,(Qalz) — A) = 0, es decir,

2 _ 2 2 2 2
(2@1 _ o2ty bay; /\) <2b1 +2G2l‘2 bayy /\> _ <_2(CL2 +52)1’292) 0.

T3+ 3 T3+ 3 x5+ 3

La ecuacién se transforma en:

A2 — 2(@1 + b1)>\ +4 (a1b; + (a1 — bl)

3+ 3 23+ y3 x3+ 3

a3 — bays <a2x% - be%)Q _ (((Iz + bz)m?ﬁ)j —0

por tanto los valores propios son A1 = a; + by £ VD, donde D es

a23 — bay _ (aﬂ% - b2y§>2 _ ((02 + 52)3?292)2]

3+ 3 3+ 3 3+ 3

(a1 + 51)2 —4 |ayby + (a3 — by)

Es claro que el valor propio correspondiente a la suma de ambos términos en la expresién
anterior, \;, es siempre positivo. Por lo tanto el tipo de puntos criticos que tengamos
depende tnicamente del valor propio As.
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Vamos a desarrollar un poco el discriminante, D, en la ecuacién anterior para ver
como es Ay. Tenemos que D es:

[(a1 4 b1)* — darbi] (25 + y3)* — 4(a1 — b1) (a5 — bays) (23 + y3) + 4(azxs — bay3)® + 4(az + ba)*x3y3
(3 +y3)?

al desarrollar el numerador de la fraccién anterior obtenemos:

D(x5+93)* = (a1 —by)*(25 + 2035 + ya) — 4(a1 — by)(agxs + (ag — ba)23y3 — boyy)
+ d(aqry — 2a0b0a3y5 + b3ys) + 4(az + ba)w3y;
= 25[(a1 — b1)* — dag(a; — by) + 4a3] + yy[(ar — by)* + 4ba(ay — by) + 4b3)
+ 23y3[2(a; — b1)* — 4(ay — by)(ag — by) — 8agby + 4(ag + by)?]
= a5((ar — br) — 2a3)? + y5((a1 — by) + 2b,)?
+ 22393 (a1 — by) — 2a9)((ar — by) + 2by) + 4a3y5(ag + by)?

= [23((a1 — b)) — 2as) + ¥3((ar — b1) + 2b9)]” + 4(as + ba)?a2y2 .

Por lo tanto el valor propio Ay toma la forma

V0a3((ar = br) — 2as) + y3((ar — by) + 26))° + 4las + b33

)\2:al+b1_ x2+y2
2 2

Supongamos que Ao < 0y desarrollemos la desigualdad a través de desigualdades equiva-
lentes para ver que condiciones se necesitan para que esta desigualdad se dé,

VI3 ((ar = br) — 2a5) + y3((a1 — by) + 26)]° + 4(as + b33
23 +y3

a1+b1— <07

(a1 +by) (23 +43) — \/@%((al —b1) = 2az) + y3((a1 — by) + 2by)” + 4(az + bp)?a3y3 < 0,

(a4 b1) (23 +43) < \/[mg((al —by) — 2az) + y3((a1 — br) + 2b2)]” + 4(as + b2)223y? .

Vamos ahora a elevar al cuadrado cada lado de la desigualdad; observemos que
como los términos en ambos lados de la desigualdad son positivos, al elevar al cuadrado
la desigualdad se conserva,

(a1 +b1)?(a3 +43)° < [25((a1 — b1) — 2a) + y3((a1 — by) + 2b2)]2 + 4(as + be)’x3y3

pasemos todos los términos del lado derecho de la desigualdad. Desarrollando los productos
y factorizando tenemos

0 < l’g[(al — bl — 2(12)2 — (CL1 + bl)z] + yg[(al — b1 + 2b2)2 — ((Z1 + b1)2]
+ x%y%[Q(al — b1 — 2&2)(&1 — b1 + 2b2) + 4(@2 + b2)2 — 2(@1 + b1)2] .
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Vamos a desarrollar los coeficientes

0 < x5lal —2a1by — dayay + b3 + daghy + 4a; — ai — 2a1b; — b]]
+ yala] — 2a1by + dayby — 4byby 4+ b3+ 4b5 — af — 2a,by — b3] + 223y5[aT — a1by + 2a1by
— arby + b3 — 2b1by — 2aya5 + 2byay — daghy + 2a3 + 4agby + 203 — ai — 2a1by — b3
= a5[—4aiby — 4ajas + 4asby + 4a3] + ys[—4arby + daiby — 4byby + 4b3)
+ 222y3[—2a1by — 2a1by + 2a1by — 2b1by — 2ayay + 2byay + 2a3 + 2b3) .

Factorizando los coeficientes tenemos:
0 < z3(ag — a1)(by + a) + ya (a1 + ba)(ba — b1) + 2393 [(az — a1)(by + az) + (by — by) (a1 + b2)] ,

o de manera equivalente

0 < [l’g(ag - al)(bl + CLQ) + yg(al + bQ)(bQ - bl)]@?g + y%) . (67)

En resumen lo que tenemos es que la condicién de que el valor propio A, sea negativo
equivale a encontrar los puntos que satisfagan la desigualdad (6.7). Por lo tanto Ay > 0
equivale a la desigualdad

0 > [l‘g(ag — al)(bl + CLQ) + yg(Ch + b2)(b2 — bl)](.%’% + y%) . (68)

Notemos que las desigualdades (6.7) y (6.8) dependen unicamente de los valores de as —ay
y by —by. Por lo tanto tenemos que si as > ay y by > by entonces Ay < 0, lo que implica que
los puntos sobre el eje z; seran puntos silla; en el caso en que as < a; y by < by entonces
A2 > 0 lo cual indica que los puntos sobre el eje 2, son puntos de indice de Morse cero
(puntos de distancia minima).

Notemos que para calcular los indices de Morse de los puntos sobre el eje z; las
formulas son totalmente simétricas a las empleadas para calcular los indices en z,. Es
decir, las formulas de las segundas derivadas parciales las podriamos obtener de las co-
rrespondientes a los puntos sobre el eje z, inicamente intercambiando los indices 1y 2 de
las constantes aq, bias, by v las variables x1, y122, y2. Lo anterior nos dice que: los puntos
sobre el eje z; van a ser puntos silla si

0 < [23(a1 — a2)(ba + a1) + yi(as + by)(by — ba)](#] + 477) (6.9)

es decir, cuando a; > as y by > be. Los puntos minimos corresponderan a los puntos tales
que

0 > [27(a1 — a2)(bs + a1) + yi(az + b)) (b — bo)] (25 + y7) | (6.10)

lo cual se cumple cuando a; < as y by < bs.
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Proposicién 6.2.1. Sean  Qa(z1,y1,72,y2) = a12? + biy? + aox2 + boy2  y
(21, 20) = 23 + 22.

1. St ay > as y by > by. Entonces la variedad polar M = M(F,Qy) consta inicamente
de los dos ejes coordenados complejos, los cuales son no-degenerados salvo en el
origen. Los indices de Morse corresponden a puntos silla sobre el eje z1 y puntos
minimos sobre el eje z.

2. Cuando a; < ag yby < by el conjunto de contacto M = M(F,Qy) consta inicamente
de los dos ejes coordenados complejos, los cuales son no-degenerados salvo en el
origen. Los indices de Morse en este caso corresponden a puntos minimos sobre el
eje z1 y puntos silla sobre el eje zs.

6.2.2. La foliacién definida por f(z) = 27 + 23

En la seccién 5.2.1 vimos que algunos de los contactos entre la foliacién F definida
por f(z) = 22 + 2§ y la foliacién dada por las esferas candnicas alrededor del origen,
son degenerados. También vimos en el ejemplo anterior que en algunos casos es posible
eliminar las degeneraciones al perturbar la métrica que define a la funcién de Morse @,
vamos a ver entonces si en este caso es posible eliminar las degeneraciones usando una
funcién cuadratica genérica ()5 en lugar de la funcién cuadrado de la distancia al origen.

Sea f(z) = 22+ 21 con q > 2, sea Q(z) = a4 Re? 2 4 by Im? 21 4 as Re? 25 + by Im? 25
y sea L, la hoja de la foliacién F que contiene a z, donde z es un valor regular de f.
Nos interesa encontrar los puntos criticos de la funcién Qu|z, y analizar que condiciones
deben cumplir los coeficientes aq, b1, as, by para que los puntos criticos encontrados sean
no degenerados.

En la proposicion 5.1.2 vimos que los puntos en la variedad polar estan determinados

. ; 0Qn Of __ 9Qa Of A . S
por las ecuaciones de la forma Do B2, = D%, D2y DA todo 7,k = 1,2, es decir:

M = {(21, 25) € C?| 2z (ag Re 2y — iby Im 25) = q2d ' (a1 Rez; — iby Im z,)} . (6.11)

De la ecuacion anterior podemos ver que la variedad polar consta nuevamente de los dos
ejes coordenados complejos y de una tercera componente definida por:

My = {(zl,ZQ) € C?| 2z, (ag Re 2o — iby Im 25) = ng_l(al Rez; —ibyImzy); 21,20 # 0} .

Recordemos que las degeneraciones en los contactos entre la foliacion F y la foliacién
por esferas definida por la métrica euclideana, se encontraban precisamente sobre uno de
los ejes coordenados, por lo cual vamos a analizar primero que es lo que sucede sobre
estos.
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Supongamos que z; # 0. Vamos a aplicar el teorema de la funciéon implicita de la
misma forma en que se hizo en la seccion 5.2.1. Por lo tanto, en una vecindad abierta
alrededor un punto que satisface z; # 0 las coordenadas se relacionan sobre cada hoja de
F de manera holomorfa mediante % = _q;ngl'
de Qalz con respecto a zp y Zo se ven como

0Qunle 200 (2147 +2_b1 21— 721 %+% 22 + 22 +2_b2 29 — 22

0zy | 2 2 2i 2i 0zg 2 2 2i 2i
g—1

(ay Rezy —iby Im 2y) (—q;Q

Entonces, las primeras derivadas parciales

> + as Rezg — iby Im 2z
21

con % = %. La segunda derivada parcial %i?é‘lg es igual a
2 —2 q—1
a — by 0% q(q—1)z3 gz 0z , a9 — by
— | - — — Rezy —ib 1
( 2 ) <822> < 2z 227 0z (@ Rez = by Imz) + 2
ap —by [qz4t 2 q(g—1)2472 g4t gzt (@ R by Im ) + as — by
— et I — — ay Rez; —ibyIm 2
2 22, 22, 222 221 e e 2
y la derivada %;ngif es igual a
_ 12
a1+b1 _ng ! @4_@24‘(72 . a1+bl ng ! a2+62
2 221 ) 0%, 2 2 22 2
Si evaluamos las parciales en los puntos del eje z; tenemos
0? —b
QA|£(Z17O) _ @b
022822 2
o? b
QA|£(21,0) — a2+ 2 .
852822 2
Por lo tanto el determinante de la hessiana es
2 2
as — b as +b
| Hess.(Qalc)| = 2 2 —(22) = —agbs ,
2 2
como los coeficientes ag, by # 0 no tenemos degeneraciones sobre el eje z;.
Supongamos ahora z; # 0, siguiendo la misma idea tenemos 3—2 = —qzq% y
&)

0Qxlz z1+ 71 ) z1— 21 Zo + 2o . 29 — Zo 2z
— —ib b _
021 T\ ) T T ) T P\ T2 1)
OQQA‘E _ a; — by + as — by B 2z
82’182’1 2 2 ng_l

_ aZQJr?Q_ib 29 — Zo 2 _Qzl(q—l) 2
2 Y qzd ! qza gzt ’

aQQA‘L a; + by n as + by ?
651821 2 2

221

e
qzq

1
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Al evaluar las segundas derivadas parciales en los puntos del eje z5 tenemos

aZQA|£ a; — by .

0 = — R — by 1 —
3213z1( 722) 9 (GQ € 22 — 102 mZQ) 2 1
O*Qnlc a + b

0 = .

621621 ( 722) 2

Por tanto, el determinante de la hessiana, | Hess,(Qx|2)(0, z2)|, es igual a
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@ — b — (a2 Re zg — iby Im 27) 2_1 @ — b — (a2 Re 23 + ibg Im 29) 2_1 — (a1 +b
2 973 2 75 2
2
ap—b ap—b 2
— ( ! 1) _ ! |:(a2R,eZQ_ibQImZQ) _1+(a2Re22+2'b21m22)—_1}
2 2 qz3 qZ5
22 b\ >
4+ |agRe zy — iby Im 25 —— — <a1+ 1)
lgz3 | 2
i a; — b1 . I Zg_l 3 I Zg_l
= —ab — (az Re zo — iby ng)m + (ag Re 2 + iby mzy)m

4 (a2Re? 2y + b2 Im?* z,)
2 | 24| 2(a=D)

1 _ — b , g
= W {—albl‘@]?(q D p ——2Re [(GQ Re Zo — ZbQ Im ZQ)Z% 1]

4
+ ?(ag R62 Z9 —+ bg Im2 22)} .

La ecuacion anterior se puede reescribir como

—b
|22/297 ) | Hess. (Qa])(0,20)| = —arby|z2@ ) — 222

4
+ ?(ag Re? zp + b3 Im? 25) .

2Re |:(Cl2 Rezg — iby Im 22)2

q—1
2

Notemos que si la funcién Q4. tiene degeneraciones sobre el eje zo, éstas se encuentran
en los puntos que satisfacen la ecuacién | Hess.(Qalz)(0, z2)| = 0. En particular, vamos a

evaluar la ecuacién anterior en los puntos sobre el eje z5 tales que Im 25 = 0.

—b

4
0 = —a1b(Rezy)? @) — = Z9Re [(a2Re z)(Re 22)97'| + — (a3 Re® 25)

l\.’)

q
2
= Re?2z {—albl(Re 22)2(‘1_2) — %(al —b1)(Re z2)?

+

4

o+ 7
2

= Re2 29 (—(Zl(Re ZQ)q 2 + ﬂ) (bl(ReZQ q 2 >

I—l

q

y
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Es decir, la ecuacién | Hess.(Qalz)(0, 22)| = 0 se ve como

2 2
Re? 2y (—al(Re 2)17% + %) <bl(Re 2)17% + %) =0. (6.12)

Si ¢ es par, la ecuacién (6.12) nos da las soluciones a la igualdad Rezy = £ ¢/ %; si q

es impar, las soluciones son Rez, = ¢2/22 y Rezy = -2/ —292,
) qai gb1

Lo que hemos demostrado es que para cualesquiera valores ai,b;,as,bo € R la
funcién Q, |, tiene puntos de degeneracién sobre el eje 25, en particular existen puntos de
degeneracion sobre el eje real x5 := Re 2.

Proposicién 6.2.2. Sea f(z) = 22 + z3 y F la foliacién asociada a f. La variedad
polar relativa a F y Qp tiene degeneraciones sobre el eje zo para cualesquiera coeficientes
reales positivos ay, by, as, by. Es decir, sin importar los valores que tengan los coeficientes
de Qx, no es posible eliminar las degeneraciones de los contactos entre F y Q).

Notemos que en el caso de la foliacién definida por f(z) = 2? + 22, usando la
funciéon @, pudimos remover las degeneraciones de la variedad polar para un conjunto
muy grande de coeficientes, sin embargo, en el caso f(z) = 22+ 24 no fue posible eliminar
las degeneraciones. Esto se debe a que las degeneraciones en este caso corresponden a
una bifurcacion del conjunto de puntos en M, de hecho, recordemos que los puntos de
degeneracion corresponden a puntos de interseccién de dos componentes de la variedad
polar (los cuales generan un cambio en el tipo de indices de Morse sobre el eje z7).
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