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Introduccion.

En el campo de la estadistica uno de los problemas principales es el de hacer
inferencia acerca de una poblacién basada en una muestra. Se busca inferir
sobre el modelo generador de los datos, tal inferencia se centra en un conjunto
de medidas que identifican el modelo denominadas pardametros. El problema de
hacer inferencia estadistica se divide de la siguiente manera:

e Estimacién de los pardmetros (puntual y por intervalos).

e Pruebas de Hipdtesis acerca de los valores de los pardametros.

En la licenciatura en Actuaria estos temas son vistos dentro de las materias
de Estadistica I y Estadistica II respectivamente. El objetivo del presente tra-
bajo es analizar de forma tedrica las pruebas de hipétesis estadisticas, para que
sirva de apoyo a la materia de Estadistica I de la carrera de Actuaria de la FES
Acatlén.

Cuando se realizan pruebas de hipétesis sobre los pardmetros del modelo
generador de los datos de manera que con ellos el modelo queda completamente
especificado, la prueba se denomina prueba paramétrica, por ejemplo, los datos
siguen una distribucién normal con media cero y varianza uno, este tipo de prue-
bas son analizadas en el capitulo I. En caso contrario, es decir cuando el modelo
no queda especificado completamente se denomina prueba libre de distribucién
o prueba no parameétrica, este tipo de pruebas se analizan en al capitulo II.
Finalmente en el capitulo III se analiza el modelo de regresién lineal simple con
objeto de cubrir el temario correspondiente a la materia de Estadistica II.






Capitulo 1.

Pruebas paramétricas

Las técnicas estadisticas que comunmente se emplean en la estadistica inferen-
cial y descriptiva fueron desarrolladas por un pequenio grupo de hombres ingleses
durante la segunda mitad del siglo XIX y la primera mitad del siglo XX. A Sir
Francis Galton (1822-1911) se le atribuye el mérito de introducir los conceptos
estadisticas de correlacién y regresion a finales del siglo XIX, Galton hizo a la
ciencia de la estadistica como Biometria, debido a que la observé como una dis-
ciplina que empleaba las matemadticas para estudiar problemas tanto en ciencias
sociales como biolégicas. Karl Pearson (1857-1936) subsecuentemente desarrollé
el procedimiento matemédtico para calcular el coeficiente de correlacién, junto
con Sir Ronald Fisher, Pearson es visto como el mayor contribuyente a las bases
de la estadistica moderna, adicionalmente descubrié la distibucién ji-cuadrada
y la prueba de bondad de ajuste ji-cuadrada. William S. Gosset (1876-1937)
quien estudié un breve periodo con Pearson fué quien descubrié la distribucién
t-Student (seudénimo bajo el cual publicé su trabajo) y desarrollé la prueba
t. Sir Ronald Fisher (1890-1962) desarroll6 una mayor cantidad de concep-
tos fundamentales en el campo de la estadistica inferencial que cualquier otro
estadistico de la era moderna, las contribuciones méds importantes de Fisher
fueron: su desarrollo del andlisis de la varianza y sus ideas en los temas de
disenos experimentales y pruebas de hipétesis, en éste dltimo tema introdujo el
concepto de hipdtesis nula y nivel de significancia. El término significancia im-
plica que cada uno determina cuando la presencia o ausencia de una diferencia
obtenida en un experimento es debido a la posibilidad de la presencia genuina
de un efecto experimental. A través de su carrera profesional Fisher y Karl
Pearson fueron férreos adversarios, como profesor de Eugenesia en la University
College en Londres, Karl Pearson dirigié el laboratorio Galton. Entre los que
estudiaron o trabajaron bajo la protecciéon de Pearson se encuentran su hijo
Egon y el estadistico polaco Jerzy Neyman. Cuando Karl Pearson se retiré en
1933 Fisher lo sucedio como profesor de Eugenesia, debido a que Fisher no pre-
tendfa congeniar con Karl Pearson o sus asociados y con objeto de apaciguar el
retiro de Pearson la escuela establecié un departamento de estadistica separado
eligiendo a Egon Pearson como su dirigente, fue precisamente la colaboracién
de Egon Pearson con Jerzy Neyman lo que dio como resultado lo que se conoce
como el modelo de pruebas de hipétesis de Neyman-Pearson, siendo éste fuente
de controversia con la visién de Fisher de las pruebas de hipétesis.

Fisher (1925) establecia que la hipétesis nula deberia ser evaluada de la
siguiente manera: empleando los datos muestrales, un investigador determina
cuando la informacién contenida en los datos muestrales se desvia o no lo sufi-
ciente del valor presentado en la hipétesis nula de modo que la hipotesis nula
no sea probable. Fisher no vié necesidad de tener una hipétesis alternativa, el



argumento de Fisher era que el propésito de una prueba estadistica era deter-
minar cuando existia o no suficiente evidencia para rechazar la hipétesis nula,
dentro de éste contexto introdujo el valor de 0.05 como un nivel de significancia
estdndar para rechazar una hipétesis nula y sugirié el valor 0.01 como un valor
alternativo mas estricto; aunque posteriormente establecié tras una revisién de
sus observaciones que los investigadores deberian publicar el nivel de significan-
cia exacto calculado para un conjunto de datos, finalmente establecié que la
aceptacion de una hipétesis nula no indicaba que esta haya sido "probada" y
por lo tanto aceptada, tomé la postura de que cualquier conclusién alcanzada
dentro del marco una prueba de hipdtesis deberfa ser sujeta a una revaluacion
basada en los resultados de futuras investigaciones. Fisher por lo tanto, rechazé
el uso de un conjunto de reglas mecanizadas las cuales obligaran al investigador
a tomar una decision final acerca del estatus de la hipdétesis nula basada en el
andlisis de un solo experimento. En contraste, a finales de 1920 y principios de
1930 Neyman y Pearson propusieron que el investigador no sélo presentara una
hipétesis nula sino que ademés debia especificar una o més hipétesis alternativas
contra las cuales la hipétesis nula deberfa ser evaluada. Dentro de éste contexto
introdujeron los conceptos de: error de tipo I, error de tipo II y potencia de una
prueba estadistica. Rechazaron el uso de niveles de significancia estdndar de-
bido a que ellos percibian més esencial que un investigador alcanzara un balance
entre los errores tipo I y tipo II.

La teoria de pruebas de hipétesis moderna es resultado de la combinacién
del trabajo y vision de Sir Ronald Fisher, Jerzy Neyman y Egon Pearson.

1.1 Elementos de una prueba estadistica.

El concepto més bésico en la teorfa de pruebas de hipétesis es la hipdtesis, den-
tro del marco de la inferencia estadistica una hipétesis puede definirse como
una prediccién acerca de una sola poblacién o acerca de la relacién entre dos
o mas poblaciones. En contraste una prueba de hipdtesis es un procedimiento
en el cual se emplea un conjunto de datos muestrales para evaluar una hipéte-
sis. Al emplear el término hipétesis se hace una distincién entre una hipétesis
de investigacién y una hipétesis estadistica. Una hipétesis de investigacion es
un enunciado general acerca de lo que predice un investigador, por ejemplo:
pacientes diagnosticados con depresiéon que toman un nuevo medicamento an-
tidepresivo durante un periodo de seis meses presentardn menor depresién que
pacientes con depresién que toman un placebo durante el mismo periodo. Con
el fin de evaluar una hipdtesis de investigacion, ésta debe describirse dentro
del marco de dos hipdétesis estadisticas. A través del uso de un formato sim-
bélico, las hipétesis estadisticas resumen la hipétesis de investigacion haciendo
referencia al pardmetro o pardmetros poblacionales bajo estudio.

Las dos hipétesis estadisticas son la hipdtesis nula representada por Hy y
la hipdtesis alternativa representada por Hi. La hipétesis nula representa la no



diferencia o el no efecto en el estudio, debido a que la hipdtesis de investigacién
generalmente predice un efecto o una diferencia con respecto a lo que se esta
estudiando, generalmente es la hipétesis que el investigador espera rechazar.
Por otro lado, la hipdtesis alternativa representa un enunciado estadistico que
indica la presencia de un efecto o una diferencia, por lo que generalmente el
investigador espera que ésta sea respaldada por la informacién de la muestra.

Fl siguiente paso en un procedimiento de prueba de hipdtesis es: una vez
recolectados los datos para el estudio, evaluarlos a través de la utilizacién de
una apropiada prueba estadistica, una prueba estadistica es esencialmente una
ecuacion que describe un conjunto de operaciones matematicas a realizarse en los
datos obtenidos del estudio, el resultado de llevarlas a cabo da como resultado
una estadistica de prueba, este valor es evaluado en referencia a una distribucion
muestral, la cual es una distribucién de probabilidad tedrica de todos los posibles
valores que la estadistica de prueba puede asumir suponiendo que la hipétesis
nula es correcta y se llevaran a cabo una infinidad de estudios empleando el
mismo nimero de observaciones (tamafio de muestra) utilizadas en el estudio.

Se comenzard definiendo de manera formal cada uno de los conceptos ante-
riores, recordando antes algunos conceptos adicionales. Una muestra aleatoria
representada por Xi,..., X,, es un conjunto de variables aleatorias independi-
entes con la misma distribucién de probabilidad, se emplea la notacién x4, ..., z,
para representar una realizacién de la muestra aleatoria, al conjunto de todas
las posibles realizaciones de la muestra aleatoria se le denomina espacio mues-
tral generalmente denotado por €. La media muestral representada por X y la
varianza muestral representada por S? se encuentran definidas por

n

- I 1 2
X:EZXZ- y 52:EZ(XFX)

i=1 i=1

donde n representa el tamano de la muestra.

Definicion 1.1.1 Hipétesis estadistica. Una hipétesis estadistica (regu-
larmente representada por H) es una afirmacién o conjetura acerca de la dis-
tribucién de una o mas variables aleatorias. Si la hipétesis estadistica especifica
completamente la distribucion es llamada simple, en caso contrario es llamada
compuesta.

Definicion 1.1.2 Prueba de una hipdtesis estadistica. Una prueba
de una hipdtesis estadistica es una regla o procedimiento para decidir cuando
rechazar o no la hipétesis estadistica con motivo de que el investigador vea
respaldada o no su conjetura por los datos observados.

Ejemplo 1.1.83 Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién
normal con media p y varianza o> conocida. Considere la hip6tesis H : = puy.
Serfa razonable rechazar H si el valor de X estuviera muy alejado de 1, por lo



que una prueba puede formularse como sigue: rechazar H si |Y — ,u0’ > k, con
k> 0.

Definicion 1.1.4 Prueba no aleatorizada y regién critica. Considere
una prueba de una hipétesis estadistica H definida de la siguiente manera:
rechazar H siy sélo si (z1,...,x,) € C, donde C es un subconjunto del espacio
muestral (es decir, C C Q). Entonces la prueba es llamada no aleatorizada y
C es la regién critica de la prueba.

Obsérvese que una prueba no aleatorizada de una hipétesis estadistica H es
una descomposicién del espacio muestral € en dos subconjuntos C'y C¢, donde si
(21, ...,xy) € C entonces H es rechazada. Por lo que una prueba no aleatorizada
esta completamente especificada por su correspondiente regién critica

Ejemplo 1.1.5 La prueba expuesta en (1.1.3) es un ejemplo de una prueba
no aleatorizada cuya regién critica esta dada por

Cr = {(z1, .y : |T — po| >k, k> 0}

Definicion 1.1.6 Prueba aleatorizada. Una prueba de una hipdétesis es-
tadistica H es una prueba aleatorizada si la desicién de rechazar o no la hipétesis
estadistica esta basada en una funcién ¢ (-, ...,-) : @ — [0, 1] definida por:

o (x1,...,2,) = P[Rechazar H | la observacién (z1, ..., Zy)]

Es decir, la probabilidad condicional de rechazar la hipétesis estadistica dado
que la observacién de la muestra fue z1, ..., z,. La funcién ¢ (-, ...,-) es llamada
la funcién critica de la prueba.

Ejemplo 1.1.7 Sea X1, ..., X2, una muestra aleatoria de f (z;0) = 6° (1 — 6)' "
x = 0,1. Suponga que se desea probar la hipdtesis H : 6 < % Una prueba se

2n 2n
plantea como sigue: rechazar H si > z; > n, no rechazar si ) x; < ny para

i=0 =0
2n

los puntos muestrales tales que > z; = n asignar a cualquiera de las acciones
i=0

una probabilidad de % (la decision entre rechazar o no H podria entonces apo-

yarse en el lanzamiento de una moneda legal). Esta prueba particiona el espacio

muestral en tres conjuntos y la funcién critica para esta prueba estaria dada por:

2n
1 sida;>n
i=0

2n

si Yy x;=n
=0
2n

0 sidxi<n
i=0

N|—=

O (T, ey Tay) =



Se ha mencionado que una prueba no aleatorizada queda especificada por
su regién critica. De igual manera una prueba aleatorizada queda completa-
mente especificada por su funcién critica. De hecho, cualquier funcién ¢ (-, ..., )
definida en el espacio muestral Q y codominio el intervalo [0, 1] es una posible
funcién critica y define una prueba aleatorizada.

Se observa que si una prueba tiene una funcién critica definida por:

_J 1si (z1,.2,) €C
@ (@1, Tn) = { 0 en otro caso

Donde C' es un subconjunto del espacio muestral €2, entonces se trata de una
prueba no aleatorizada con regién critica C. Es decir, la funcién critica de una
prueba no aleatorizada es igual a la funcién indicadora de la regién critica.

En muchos problemas de pruebas de hipétesis, dos hipétesis son discutidas:
la primera, la hipétesis a probar es llamada la hipétesis nula denotada por Hy y
la segunda es llamada la hipétesis alternativa denotada por Hy. La postura en
el contexto de las pruebas de hipétesis es: si la hipétesis nula es falsa entonces
la hipétesis alternativa se acepta como cierta y viceversa.

Definicion 1.1.8 Tipos de error y tamano del error. Rechazar la
hipétesis nula Hy cuando en realidad es verdadera es llamado error de tipo I y
aceptar Hy cuando en realidad es falsa es llamado error de tipo II. El tamano
del error de tipo I denotado por « se define como la probabilidad de cometer un
error de tipo I, de manera similar el tamano del error de tipo II denotado por
[ se define como la probabilidad de cometer un error de tipo II.

De acuerdo a la definicén (1.1.8) la probabilidad de aceptar una hipétesis
nula verdadera es 1 — « y la probabilidad de rechazar una hipotesis nula falsa
es 1 — (. Lo anterior puede resumirse en el siguiente cuadro:

Decisién
Aceptar H Rechazar Hy
Hy verdadera | Accién correcta (1 — ) | Error de tipo I («)
Hj falsa Error de tipo II (3) Accién correcta (1 — f3)

Si la distribucién de la cual fue obtenida la muestra tiene pardmetro 6, donde
0 € © (espacio parametral). Entonces asociamos con cualquier prueba su funcién
de potencia cuya definicién se presenta a continuacion.

Definicion 1.1.9 Funcién de potencia. Considere una prueba de la hipéte-
sis nula Hy. La funcién de potencia de la prueba denotada por 7 () se define
como la probabilidad de que Hy sea rechazada cuando la distribucién verdadera
de donde se obtuvo la muestra tiene pardametro 6.



La definicién de la funcién de potencia nos dice: m(6) = Py [rechazar Hy],
donde 6 es el valor verdadero del pardmetro. Si se considera una prueba no
aleatorizada entonces 7 (0) = Py [ (X1, ..., X,) € C], donde C es la region critica
asociada con la prueba. Si se considera una prueba aleatorizada con funcién
critica ¢ (-, ..., ) entonces:

w(0) = Pplrechazar Hp]
= FEylp(X1,....X,)]

La funcién de potencia juega el mismo papel en pruebas de hipdtesis que el
que juega el error cuadritico medio en la estimacién. Usualmente serd nuestra
regla para valorar que tan buena es una prueba o para realizar una comparacién
entre dos pruebas.

Definicion 1.1.10 Tamano de la prueba. Considere una prueba de la
hipétesis Hy : 6 € ©g; donde Oy C O. El tamafo de la prueba de Hy se define

como sup 7 (). El tamafio de una prueba no aleatorizada se refiere al tamano
0€0y
de la regién critica C.

Ejemplo 1.1.11 Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién
uniforme en [0,0] y Y(,) := max{Xy,..., X, }. Para el contraste de hipétesis
Ho:0>2vs Hy : 0 <2 considérese la prueba que rechaza Hy si Y,y < 1.5. La
funcién de potencia de esta prueba es:

7 (0) = Py (Yin) < 1.5)

Notese que si § < 1.5 entonces 7 (f) = 1 mientras que si § > 1.5, 7 (0) =
(%)". Se observa que la funcién de potencia es decreciente, por lo que el
tamano de la prueba se obtiene de

1.5\"
es;g)ow (0) = 21;12) m(0)=n(2) = (2)



Para n = 10 la gréfica de la funcién de potencia se presenta en la figura (1)

figura (1). w(0)=Py(Y(10)<1.5)

En el estudio de la estimacién puntual se tiene que bajo ciertas considera-
ciones podemos restringir nuestra atencién a estimadores que sean funcién de
estadisticas suficientes. Podemos hacer la misma consideracién para las pruebas
de hipoétesis cuando la funcién de potencia es usada como base para comparar
pruebas, como lo muestra el siguiente resultado.

Teorema 1.1.12 Si Xi,..., X, es una muestra aleatoria de f (z;6) donde
0Oy S =s1(x1,00sTn) ey Sp = Sp (21, ..., Ty) es un conjunto de estadis-
ticas suficientes. Entonces para toda prueba con funcién critica ¢ (-), existe
una prueba con funcién critica ¥ que depende solamente del conjunto de las
estadisticas suficientes que satisface:

7y (0) = m, (0) para todo 0 € ©.

Demostraciéon: Definimos
UV (x1, ey n) = E(p (21, .., 2pn) | S1 = 81,.., S0 = 8;)

entonces ¥ es una funcién critica. Por otro lado

mp(0) = Ep(x1,....,2p)]
Eg [E (¢ (1, wn) | S1=51,..., S = ;)]
= Eplp(z1,....xs)] = 7y (0) ]

El teorema muestra que dada cualquier prueba es posible encontrar otra
prueba basada en un conjunto de estadisticas suficientes de tal manera que la
funcién de potencia de ambas es idéntica.



El problema de las pruebas de hip6tesis es semejante al de la estimacion en el
sentido de que primero es necesario encontrar un método para obtener pruebas
y posteriormente establecer un criterio de comparacién entre pruebas.

1.2 Prueba mas potente.

Primero se considera el problema de probar una hipétesis nula simple contra
una hipdétesis alternativa simple. Este caso no tiene realmente muchas aplica-
ciones estadisticas pero sirve como introduccién a la teoria de las pruebas de
hipétesis. Asumimos que tenemos una muestra aleatoria X1, ..., X,, que proviene
de una de dos densidades especificas fo (z) o f1(z) y se pretende realizar el
contraste Hy : X ~ fo(-) vs H1 : X ~ f1(:), el cual suele expresarse por
Hy : 0 =10y vs Hy : 60 = 6. Una buena prueba es aquella para la cual
7 (6p) = P [rechazar Hy | Hy es verdadera] es pequena, muy préxima a cero y
7 (01) = P [rechazar Hy | Hy es falsa] llamada la potencia de la prueba sea
grande (lo cual minimiza el error tipo II), muy préxima a 1. Podriamos usar
razonablemente los valores de 7 (6p) = @y 1 — 7 (01) = 8 a fin de obtener un
criterio para definir la mejor prueba. El método mds frecuente se basa en fijar
el tamano del error de tipo I y minimizar entonces el error de tipo II. La justi-
ficacion para fijar a (usualmente pequetio: 0.05, 0.01 o 0.001) parece surgir de
aquellas situaciones donde se formulan las dos hipétesis de tal manera que un
tipo de error es mas serio que el otro. Las hipétesis se establecen considerando
mds grave el error de tipo I, es por ello que se busca que éste sea pequeno.

Definicion 1.2.1 Prueba mds potente. Una prueba de Hy : 0 = 6y vs
H;y : 6 =0, se dice que es la prueba més potente de tamafio a (0 < o < 1) si y
sélo si:

(#1)  para cualquier otra prueba tal que 7 (6p) < a.

La definicién anterior indica que una prueba es la méds potente de tamano «

si el tamano del error de tipo I es igual a a y la potencia de la prueba es mayor

que la de cualquier otra prueba con tamano menor o igual a «.

Con respecto a encontrar la prueba méas potente se presenta el siguiente
resultado.
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TEOREMA 1.2.2 Lema fundamental de Neyman-Pearson.

Sean Fj y Fj funciones de distribucién con funciones de densidad fy y f1
respectivamente con respecto a una medida pu.

a) Para probar Hy : X ~ fo(-) vs Hy : X ~ f; () existe una prueba ¢ y una
constante k tal que
Ey(p(X)) =« 0<a<l (1.1)

[ 1S fi(0) > Bfo(a)
# (@) { 0 s fi (@) < kfo (2) (1.2)

b) Si existe una prueba que satisface (1,1) y (1.2) para alguna k entonces es
la prueba més potente de tamafno « para probar Hg vs Hi.

¢) Si ¢ es la prueba mds potente de tamaro « para probar Hg vs Hy. Entonces
para alguna k se satisfacen (1.2) casi en cualquier parte con respecto a py (1.1)
a menos que exista una prueba de tamano menor que « y potencia 1.

Demostracién: Para o« = 0 y @ = 1 puede considerarse £k = co y kK = 0
respectivamente en (1.2) y el producto 0- co es interpretado como 0. Por lo que
la demostracién considera 0 < av < 1.

a) Sea a(c) = Py {f1(X) > cfo (X)}. Debido a que la probabilidad es cal-
culada bajo fy la desigualdad anterior puede ser considerada solo sobre el con-
junto donde fp (z) > 0. Por lo tanto a(c) representa la probabilidad de que

la v.a. ﬁgg sea mayor que ¢, « (c) es no creciente y continua por la derecha,

a(—o00)=1, a(co) =0y a(c—0)—a(c) :PO{%ZC}. Dada0 < a <1
sea k tal que a (k) < a < a(k — 0) y considere la prueba definida por
1 si f1(x) > kfo ()
a—a(k .
0 @) =3 sty s fi(2) = kfo(x)
0 si f1(z) < kfo(zx)

donde el término de en medio no es significativo si o (k) = a (k — 0), ya que
Po{f1(X) =cfo(X)} = 0.

El tamano de esta prueba es

£ (X) a—ak) R
fo(X)>k}+a(k—0)—a(k)P°{ "“}““

Eo (¢ (X)) = Py {

b) Suponemos que ¢ es una prueba que satisface (1.1) y (1.2) y que ¢*
es cualquier otra prueba con Ej(¢* (X)) < a. Denotemos por ST y S~ al
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conjunto de puntos muestrales donde ¢ (z) — ¢* () > 0y p(x) — ¢*(z) <0
respectivamente.

Si z € ST, ¢(x) debe ser positivo y f1 () > kfg(z). De igual manera
fi(x) <kfo(z)siz e S™. Con lo que se tiene

/ (0 - 0") (1 (@) — kfo (2)) du= / (0 — %) (fr (@) — kfo () dpu >0

StusS—

Por lo tanto la diferencia entre la potencia de ¢ y ¢* satisface

[o-erni@ duzk [(o-e)fo@ duz0
por lo que ¢ es entonces la prueba més potente de tamano a.

¢) Sea ¢* la prueba més potente de tamarfio « para probar Hy vs Hy y sea que
¢ satisfaga (1.1) y (1.2). Denotemos por S la interseccién del conjunto STUS™
(donde ¢ y o* difieren) con el conjunto {z : fi (z) # kfo (x)}, suponemos que
w(S) > 0. Como (¢ — ¢*) (f1 (x) — kfo (z)) es positivo en S se tiene

/ (0 — ") (f1 (2) — kfo (x)) dy = / (0 - 0%) (h (@) — kfo (2)) dp >0

Stus— S

lo cual contradice que * sea la prueba mds potente de tamano «, por lo que
w(S) =0.

Si ¢* fuera de tamano menor a « y potencia menor que 1, es posible incluir
en la regién de rechazo puntos adicionales o proporciones de puntos adicionales
para incrementar la potencia de la prueba hasta que la potencia sea igual a 1 o
el tamano sea igual a a.g

La demostracién anterior considera f una funcién de densidad de proba-
bilidad. El caso en que f es una funcién masa de probabilidad puede tratarse
intercambiando el simbolo de integral por el de suma considerando una pequena
dificultad que puede presentarse. Puede ocurrir que no sea posible obtener para
cada a € (0,1) que

P, (rechazar Hp) = Zfo () =«
zeC

debido a que si un cierto punto es incluido en C' el valor de « no es obtenido
(Ejemplo 1.2.4).

La demostracién de la parte ¢) muestra que la prueba mds potente esta
determinada de manera unica por (1.1) y (1.2) excepto en el conjunto donde
f1(z) = kfo (). En este conjunto la prueba puede definirse de manera arbi-
traria.

12



En la practica la prueba expresada por (1.2) puede ser manipulada para
obtener una desigualdad equivalente mas sencilla y la prueba es entonces expre-
sada en términos de la nueva desigualdad. Para ayudar a clarificar lo anterior
se presentan los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1.2.83 Sea Xj,..., X, una muestra aleatoria de

flz:0)= 967‘%](0700) (x)

donde 8 = 6y 0 8 = 61. 6y y 01 son valores conocidos con 67 > 6y > 0. Se

desea probar el contraste Hy : 0 = 0y vs Hy : § = 01, de acuerdo al lema de

N-P la prueba maés potente tiene la forma: Rechazar Hy si % >k o si

(0—1) exp {— (01 — 6o) sz} > k lo cual es equivalente a
i=1

0o
1 o \"
;i < ——1In — | k) =k"
Zm 0o — 01 <<91> >
fi(zxq,

donde k* es precisamente una constante. La desigualdad WZ”; >k se

ha simplificado y expresado por la desigualdad equivalente le < k*. Por otro
i=1

n

lado > X; tiene una distribucién gamma con pardmetros n y ¢, por lo que k*
i=1

puede determinarse de la condicién (1.1)

a = Py, (rechazar Hy) = Py, <Zl’l < k*)

i=1
L

_ 1 n,_n—1_—x6y
= /7I‘ ) Oz e dz
0

Ejemplo 1.2.4 Sea X, ..., X,, una muestra aleatoria de

flz:0)=06"(1-0)"" I (2)
donde 6 = 6y 0 8 = 61,0 < 0y < 01 < 1. Se desea probar Hy : § = 0y vs

H,:0=06,. Ahora%>ksiys<§losi

0" (1—,)" =" AN [91 1 —90>]Em ok (1 —90>n o
02" (1 — )" =" 0o (1 —61) 1—06,

que es equivalente a

Z:m (01(100))219*

90(1 01
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91(1700)
90(1—91)

(Obsérvese que In ( ) > 0). Por lo que la prueba més potente rechaza
n

Hj para valores grandes de Zazi. Considere 0y = %, 0, = % y n = 10. De la
i=1

condicién (1.1) k* es tal que

v (Bror) = 3 (0 () ()

Si a = 0.0197 entonces k* = 6 mientras que si a = 0.0766 k* = 5. Con lo
anterior se observa que para o = 0.05 no existe una prueba no aleatorizada y
una constante k£* de la forma dada en el lema de Neyman-Pearson. En estos
casos es usual cambiar el tamano de la prueba a algin valor « para el cual pueda
determinarse una prueba de la forma dada por el lemma de N-P. Sin embargo,
observando la demostracién del lema de N-P debe notarse que una prueba més
potente de tamafio « existe (en este caso serd una prueba aleatorizada). En el
ejemplo considerando o = 0.05 la prueba maés potente esta dada por la funcién
critica

10
1 sidx; > 6
i=1
0.05—0.0197 Ll
¢ (@1, 20) =4 Goroo—oowr S 2T =06
=1
10
0 si Y <5
1=1

Corolario 1.2.5 Sea que 7 (61) denote la potencia de la prueba més potente
de tamano « € (0,1) para probar Hy : X ~ fo () vs Hy : X ~ f; (). Entonces
a < 7 (1) a menos que Fy = Fy.

Demostracién: Sea ¢ la prueba que rechaza Hy con probabilidad a para
cualquier observacion. Por lo tanto se tiene

E() (QQ) :a:E1 (QD) (6% S’]T(Ql)

Si o= (#1), entonces ¢ es la prueba més potente y debe satisfacer (1.1) y
(1.2) del lema de N-P lo que seria una contradiccién a menos que Fo = F;. g

1.3 Prueba uniformemente mas potente.

Ahora se considera el problema de probar hipétesis mas generales las cuales son
llamadas hipétesis compuestas. Asumimos que tenemos una muestra aleatoria
de f(x;0), 0 € © y queremos probar Hy : € Og vs Hy : § € ©1, donde Oy C O,
©; C O con O) y O; disjuntos, regularmente ©; = © — Oy.
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Definicion 1.3.1 Prueba uniformemente mas potente. Una prueba de
Hy:0 € 0qgvs H : 0 € ©®— 0q se dice que es la prueba uniformemente més
potente (UMP) de tamafo « si y sélo si:

i) sup [x* (6)] =
[ASISH)
i1) 7 (0) > 7 (0) para todo § € © — Oy y para toda prueba con tamano

menor o igual a a.

Una prueba es uniformemente mds potente de tamano « si tiene tamano
«a v si entre todas las pruebas de tamano menor o igual a a su potencia es
mayor o igual para todos los posibles valores alternativos de 6. El adjetivo
"uniformemente" hace referencia a que la prueba es mds potente sobre todos
los valores alternativos de 6. Cabe senalar que no siempre existe una prueba
uniformemente mdés potente. Sin embargo existe un conjunto de familias de
distribuciones que poseen la caracteristica de poder determinar una prueba UMP
para un contraste de hipdtesis compuestas. Antes de exponer el resultado que
muestra como obtener esta prueba se presenta la siguiente definicién.

Definicion 1.3.2 Razén de verosimilitud monétona.

Sea 0 € Ry {f(x;0) : 0 € ©} una familia de densidades o masas de proba-
bilidad, se dice que {f(z;0) : 6 € ©} tiene una razén de verosimilitud monétona
si existe una estadistica T' = t(X) tal que para cada 0y < 6; las distribuciones
Fy v F} son distintas y la razén:

es una funcién no decreciente (no creciente) de T

Teorema 1.3.3 Sean 6 € Ry {f(x;0) : 6 € ©} una familia de densidades
con una razén de verosimilitud monétona en la estadistica T' = ¢(X). Entonces
para probar Hg : 6 < 0y vs Hy : 0 > 0 existe una prueba uniformemente més
potente dada por

1 s tx) >k
px):=q 7 sitx)=k
0 sit(x)<k
donde k y v se determinan por
a = Ey, (¢ (X)) (1.3)
con funcién de potencia
™ (0) = Ep (¢ (X)) (1.4)

la cual es una funcién estrictamente creciente de 6 para todos los valores
tales que 0 < 7(#) < 1 y para cualquier § < 6y la prueba minimiza = (0) (la
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probabilidad de un error de tipo I) de entre todas las pruebas que satisfacen
(1.3).

Demostracién: Consideramos primero un contraste de hipétesis simples Hy :
0 =6y vs H : 0 = 6, > 0. Los principales puntos muestrales que hacen
rechazar Hy son aquellos para los que

r(x) = f(x;61)

f(x;60)

es suficientemente grande. Si ¢(x) < t(x’) entonces r (x) < r(x’) y x" es tan
deseable como x. Por lo que la prueba que rechaza H, para valores grandes de
t (x) es mas potente. De la misma manera que en el teorema 1.2.2 existen k
y v que satisfacen (1.3) y (1.4), la prueba resultante es ademds la prueba mas
potente de tamano o/ =7 (9') para probar

Hy:0=0 vsH :0=60">¢6

Ademds o/ < 7 (9") por el corolario 1.2.5, por lo que para toda ' < 6”
se tiene (9/) <7 (9“) y () es estrictamente creciente para todo 6 tal que
0<m(0) <1

Debido a que 7 () es por tanto no decreciente la prueba satisface

Eyp(p(X))<a paraf <6, (1.5)

La clase de las pruebas que satisfacen (1.5) esta contenida en la clase de
las que satisfacen Fy (¢ (X)) < a. Dado que la prueba dada maximiza 7 (61)
dentro de la clase més extensa, también lo hace sujeto a (1.5), debido a que
ésto es independiente de la eleccién particular de ;1 > 6, esta es la prueba
uniformemente més potente contra la alternativa H;.

La demostracién de que para cualquier 6 < 6 la prueba minimiza 7 (6) para
un contraste de hipdtesis simples se obtiene aplicando el teorema 1.2.2 con las
desigualdades en el sentido inverso.

Se observa que si r (x) es no creciente en t (x) las desigualdades en la prueba
son en el sentido inverso

1 sit(x) <k
p(x):=<¢ v sit(x)=k
0 sit(x)>k g

Intercambiando las desigualdades presentes en el teorema anterior se obtiene
de manera sencilla la solucién para la prueba uniformemente mds potente del
contraste de hipétesis Hy : 0 > 0y vs Hy : 0 < 0.

Esto es, si 7(x) es no decreciente en ¢ (x) la prueba uniformemente méds
potente para Hy : 0 > 60y vs Hy : 0 < 0y esta dada por

1 sit(x) <k
px):=¢ v sitlx)=k
0 sit(x)>k
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donde k y v se determinan por

a = Ey, (¢ (X))

Considerando en este caso que para un contraste de hipétesis simples Hy :
0=00vs H :0 =01 <0, r(x)<r(x)sit(x)>t(x'), por lo que la prueba
que rechaza Hy para valores pequenios de ¢ (x) es mds potente. Si 7 (x) es no
creciente en t (x) las desigualdades en la prueba se invierten.

El tipo de contraste de hipdtesis expuesto en el teorema 1.3.3 se denomina
unilateral. Un contraste de hipétesis de la forma Hy : 0 = 6y vs Hy : 0 # 0 se
denomina contraste bilateral y serd analizado mas adelante.

Corolario 1.3.4 Sea # € R y X variable aleatoria con funcién de densidad
£ (@30) = a (6) Db ()

donde ¢ () es estrictamente monétona. Entonces existe una prueba uniforme-
mente mds potente para Hy : 0 < 6y vs Hy : 6 > 0. Si c(6) es creciente la
prueba esta dada por:

1 st dx)>k
p(x):=<¢ v si dx)=k
0 si d(x)<k

donde k y « se determinan por Ejp, (¢ (X)) = a. Si ¢(6) es decreciente las
desigualdades son en el sentido inverso.

: 2z ! 2 .
Demostracion: Para 6" < 6" se tiene

Por lo que si d(x) < d(x’) entonces r (x) < r(x’) or (x) > r (x') dependiendo
de si ¢(#) es creciente o bien es decreciente respectivamente. Con lo que se
cumple la propiedad de la razén de verosimilitud monétona y el resultado se
sigue del teorema 1.3.3 g

Ejemplo 1.3.5 Sea Xi,...,X,, una muestra aleatoria de una distribucién
Bernoulli con pardmetro 6 (0 < 6 < 1) desconocido. Se observa que para cua-
lesquiera dos valores 8" y 8" con 0 < 0’ < 6" < 1 se tiene

seat) [0 (=] <19~>”
fx;0) |60 (1-0") 1-¢
f(x;0")

Esta ecuacién muestra que la razén Foc07) depende de la muestra sélo a

n
través de la estadistica T'= > x; y que en funcién de T la razén es creciente.
i=1
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Por lo que la familia de funciones masa de probabilidad Bernoulli tiene una

n
razén de verosimilitud mondétona en la estadistica T'= > ;. Ahora si se desea

=1
probar el contraste de hipotesis Hy : 8 < 0y vs Hy : 0 > 60, el teorema 1.3.3
muestra que la prueba UMP viene dada por

n
1 si Yay>k
i=1

e(x):=4 v siyx=k (1.6)
i=1
0 sid x <k
i=1

donde k y v se determinan por a = Ey, (¢ (X))
Concentrdandonos en una prueba no aleatorizada la regién critica de tamano

« tiene la forma
C = {(ml,...7mn) : Zml > k}
i=1

n
donde k se determina por la condicién a = P, (T => x> k> . Cuando
i=1
0 =0y, T ~ Bin(n,0y), por lo que T toma solo un ndmero finito de valores
diferentes, en consecuencia sélo hay un nimero finito de valores posibles para
a. Si el valor de n es suficientemente grande con ayuda del teorema central del

limite y la funcién de potencia

n n
~ 1
m(0) = Py <in > k) =P (9 =D wi> k)
=1 =1
-0 k*—6 k*—0
= P > =P |z> ——
\/9(1—9) \/9(1—9) 0(1-0)
k*—0 k*—0
= 1-Plz——|=1-0| ——
6(1—6) 0(1-9)

donde k* puede determinarse de

De donde se obtiene
k* — 0y

/600(1—60)

donde Z;_, es el (1 — a)-percentil de la distribucién normal esténdar.

=71«
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Por lo que
0o (1 —0o)

n

k* =00+ Z1_,

con lo que la regién critica puede expresarse

—~ 1—
C:= {(ml,...,xn):9>90+Z1_a 60(00)}

n

Si se desea probar el contraste Hy : 8 > 6y vs H; : 0 < 6y la prueba
uniformemente més potente de tamano a queda determinada por la expresion
(1.6) con las desigualdades en el sentido inverso, considerando que la prueba sea
no aleatorizada la regién critica queda

C := {(xl,...,xn) : Zml < k}

n
donde k se determina por la condicién a = P, (T =Y x; < k) .Si noes
i=1
suficientemente grande y se emplea la aproximacién normal

90(1—90)}

C

n

%m“””ﬁ<%—aa %uﬁw}

n

{(a:l, ey L) 0 < 0o + Z,,

Ejemplo 1.3.6 Sea Xji,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién
normal con media 1 desconocida y varianza o2 conocida. Entonces para cua-
lesquiera, p/ < p'

! L - 2
i p”) 2m) B on P {_202 (;1 (zi — 1) )}
f(x;

i=1

207 \ =
_ n(p' —u) (o p+u
= expy———> — (T—-—F—
o 2

Por lo que la razén J;((’;*; /,/)) depende de la muestra sélo a través de la media

muestral T y es creciente en funcién de .
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Entonces la familia de densidades normales con media desconocida y varianza
conocida tiene una razén de verosimilitud monétona en la estadistica . Si se
desea probar el contraste de hipétesis Ho : pp < pg vs Hy @ po > i del teorema
1.3.3 se sigue que la prueba UMP de tamano « es

1 si >k
plx)=< v siz=k
0 siz<k

donde k y v se determinan por
a = Eg, (¢ (X))
En este caso X tiene una distribucién continua (X ~ N ( )) por lo que
P (Y = k) = 0 y la prueba UMP tiene region critica
C:={(z1,...,xn) : T >k}

donde k se determina por la condicién o = P, (T > k). Bajo Hy se tiene
que k es el (1 — a)-percentil de la distribucién normal con media p y varianza

2~. Para determinar la funcién de potencia

m(p) = Pu(@>k)=1-F,(T<k)

~i-p, (x;ugk;u> :1_®<k;u>
Vn Vn Vn

La condicién o = P, (Z > k) se emplea para determinar el valor de

g
k = ’LLO +Z1,a%

Por lo que la region critica puede reescribirse como
_ o
C =1 (x1, 00y Tp) 1 T > po + Zl,a%

Si el contraste que se desea probar es Ho : pt > pg vs Hy @ p < i la region
critica de la prueba uniformemente méas potente de tamano « tiene la forma

C:={(z1,...,x,) : T <k}

con o = P, (T < k) por lo que k es el a-percentil de la distribucién normal

i
. 0 . 0—2 .
con media i y varianza %-. De manera alternativa

R R .
— {(xl,...,xn):a:>uo - a\/ﬁ}
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Ejemplo 1.3.7 Sea Xji,...,X,, una muestra aleatoria de una distribucién
normal con media 1 conocida y varianza o2 desconocida. Para 0?3 < o3 la razén

f(x; 2) 2\ % 1< 1 1
T =(2) o {23 0 (- )}

n
., . 2 o
es una funcién no decreciente de Y (z; — ), por lo que la familia de den-
i=1
sidades normales con media conocida y varianza debconocida tiene una razon de

verosimilitud monétona en la estadistica T' = Z (z; — p)* . Del teorema 1.3.3

la prueba UMP para el contraste Hy : 02 < o2 vs H1 0? > o3 esta dada por

1osi S (zi—p)?>k

i=1
p(x):=¢ 7 si ;(xi—u)zzk
0 siy (z—p)’<k

i=1

donde k y 7 se determinan por o = Ey, (¢ (X)). Bajo Hy se tiene que

n P — 2 . . . . .. .
> %72”) tiene una distribucién ji-cuadrada con n grados de libertad, por lo que
=1 0

P, 2 (Z M = k) = 0. Con esto la prueba puede reescribirse en términos
U

C:= { L1yeeey L i }
i=1

de la regién critica
n
donde k se determina por o = P,z (Z (zi —p)® > k:> . Empleando que
i=1

bajo Hy se tiene Y. (@imp)? X?’n)
i=1
=P i:( —u)?>k|=P i(xl_“f > —
AV IR O I

de donde k = a%x%n,lfa) y

n 2
C:= { L1y & Z > X(Zn,la)}

=1
Empleando un argumento similar se obtiene que la prueba UMP de tamano
o para el contraste Hy : 02 < o% vs Hy : 02 > Ug tiene region critica

n (JC _ 'u)2
C = {(xh...,l'n) : ZlT < X?n,l—oz)}
0

=1
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1.4 Pruebas insesgadas.

Ahora se analizara el problema de determinar si existe o no una prueba UMP
para un contraste de hipdtesis de la forma Hy : 0 = 0y vs Hy : 0 # 0y. El
teorema 1.3.3 afirma que si la familia de densidades o masas de probabilidad
tiene una razén de verosimilitud mondétona en la estadistica T' = ¢ (X)) siempre
existe una prueba ¢ que es UMP para el contraste Hy : 0§ = 0y vs Hy : 0 > 0
y para 6 < 0y, m () es menor que el tamano de la prueba. Derivado del mismo
teorema se tiene que existe siempre una prueba ¢* que es UMP para el contraste
Hy:0 =10y vs H : 0 <8y para 8 > 0y, 7 (0) es menor que el tamano de la
prueba. Sin embargo, estas pruebas son muy distintas en su forma ya que una
rechaza H para valores grandes de T'y la otra rechaza H, para valores pequenos
de T. Por lo que una prueba UMP para el contraste bilateral Hy : 8 = 0y vs
H;y : 0 # 0y no existe.

En estos casos uno puede en algunas ocasiones encontrar una prueba UMP en
una subclase de entre todas las pruebas posibles imponiendo ciertas restriciones
adicionales. Una restriccién que podria parecer obvia para una prueba ¢ del
contraste de hipétesis Hy : 0 = 0y vs H; : 0 # 0 seria que

Ey, (p(X)) = « (1.7)
Eg(p(X)) = m(0)>a  parad#0,

Esta condicién nos dice que la funcién potencia de la prueba tiene solamente
un minimo en § = . Una prueba ¢ que satisface la condicién (1.7) es llamada
prueba insesgada de tamano a para probar Hy : 6 = 0y vs Hy : 0 # 0. Resulta
obvio que la clase de las pruebas insesgadas de tamano « es una subclase de
la clase de las pruebas de tamano « para probar Hy : 6 = 6y vs Hy : 0 # 6.
Cuando es posible encontrar una prueba UMP dentro de la clase de las pruebas
insesgadas de tamafio a para probar Hy : 0§ = 0y vs Hy : 0 # 0y, se dice que
es la prueba insesgada uniformemente mas potente (IUMP) de tamafio a para
el contraste bilateral Hy : 8 = 0y vs Hy : 8 # 0. Debido a las limitaciones
matemadticas y alcance del presente trabajo solamente se expone como poder
determinar la prueba IUMP dentro de la familia exponencial uniparamétrica.

Teorema 1.4.1' Sea § € R y X variable aleatoria con funcién de densidad
f(xz;0) = a(0) e D@)p ()

donde ¢ (0) es estrictamente monétona. Entonces existe una prueba inses-
gada uniformemente més potente para Hy : 0 = 6y vs Hy : 0 # 6y. Si c(0) es
creciente la prueba esta dada por:

1 si d(X) < k1 Od(X) > ko

B si d(x) =k
P (x) = Yo si d(x) = ko
0 si k1 < d(x) < ke

1Para una demostracién de este teorema el lector puede referirse a Lehmann.
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donde k1, k2, v; ¥ 775 se determinan por:

Ey, (¢ (X)) = a'y Ep, (¢ (X) d(X)) = aEp, (d (X)) .

Ejemplo 1.4.2 Sea Xy, ..., X,, muestra aleatoria de una distribucién normal
con media  desconocida y varianza o2 conocida. Se considera el problema de
probar Hy : p = pg vs Hy @ # . Ahora

ool (S w)

2 n
nu nu_ 1
exp {_W} exp {;.’L‘} exp {sz?}

3

f (x5 1) (\/2;7)

N3

1
B ( V2mo? )
de donde tomando

n

a(p) = (\/2;7)2exp{—%}’b(x):exp{;zix?}

N
c(p) = —
(o2

dix) = T vy

y observando que ¢ (i) es creciente se sigue del teorema 1.4.1 que la prueba
IUMP de tamano « para este contraste esta dada por

1 si T<kio0T> ko
Y1 si T=Fk
Yo si T =kFs
0 si k1 <T <ko

o (x) = (L8)

donde (con T' = X)

kl o0
/fT (t; o) dt—|—/fT (t; o) dt+71 Py (X = k1) +72Pu, (X = k) = o (1.9)
—0 ko

kl oo
/th (t7 :Ufo) dt+/th (t7l’L0) dt—"_’}/lpﬂo (E = k1)+72PH0 (f = kz) = aEHU (T)
— 00 ko

(1.10)

Cuando Hj es verdadero T' = X se distribuye como una normal con media
2 —_— —
o y varianza Z-. Entonces P, (X = kl) =0="F,, (X = kg) y

X — X —
P#o( J/‘LO <U> =P, < a,uo >u> para todau e R (1.11)

NG

v
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Por lo que la ecuacién (1.9) se reduce a

ey oo
[ o) dtr [ g i) de=a (112)
o o
Utilizando (1.10) se tiene
ey o
/ (t = po) fr (t; 1) dt + / (t = po) fr (L 1) dt =0
oo o

entonces la ecuacion anterior se reduce a

Sea Y = (T—po) v

(k1 —po)vmn o
1 2 1 2
e 2dy+ / e 2dy=0
/ y\/27r Y y\/27r Y
—00 (ko —pp)vm

de donde se concluye que — (kl_‘;‘J)‘/ﬁ = (kQ_ﬁO)\/E. De la ecuacién (1.12) se
tiene

(k1 —po)vm
o oo
1 u2 1 y?
a = e 2dy+ / e 2d
/ V2T Y V2T 4
—o0 (kg —pg)vm
o0
1 y2
= 2 e zd
V2T 4
(ko —pg)vn

Por lo tanto (1.8) queda expresada como una prueba de colas iguales por

{ 1 si Fzmlvm o g

X) = —_ 7
PI=1 0 g v

donde k; se determina por a = P, (W > kg) =P, (w < —k2)+
PM0 (w > k2> .

El término de colas iguales expresa que el tamano de la prueba se reparte
equitativamente entre las colas de la distribucién.

Empleando el hecho de que w ~ N (0,1) y la ecuacién (1.11) para
determinar el valor de ks la prueba IUMP de tamano « para probar

Ho :p=pg vs Hy o # g
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expresada en términos de su regién critica es

C = {(.Tl, ,In) : w > Zla}

= {(ml,...,xn) : (:U_Z‘J)‘/ﬁ > Zlg} U
U{(ml,...,xn) : W < —Zl_;}

_ (o} _ o
= {(ml, vy Tp) 1> o+ \/ﬁZl_g} U {(xl,...,mn) TT < by — \/ﬁZl_g}

Ejemplo 1.4.8 Sea X, ..., X,, muestra aleatoria de una distribucién normal
con media j conocida y varianza o? desconocida. Se considera el problema de
probar Hy : 0% = 03 vs Hy : 02 # 03. Ahora

f(x5p) = (\/127>2 (012>gexp{2i2 (i(z u)2>}

de donde tomando

1
202

d(x) = Z(%—M)Q yc(o?) =—

la cual es creciente se sigue del teorema 1.4.1 que la prueba IUMP de tamano
« para este contraste esta dada por

n

Tsi So(@i—p)?<kiol (zi—p)lz>ks
i=1 i=1
" sio Y (@ —p)’ =k
P (x) = 0y ,
Yo si 3 (zi —p)” = ko
lil ,
0 si k1<Z(xi—,u) < ko
i=1
donde k1, k2, v; ¥ 775 se determinan por
Eoo (p (X)) = «a (1.13)
Eoo (p(X)d (X)) = aFy, (d(X)).

Como las X/s son independientes e identicamente distribuidas, cuando Hy

n ; — 2 . . . ., .
es verdadera Z = ) % tiene una distribucién ji-cuadrada con n grados de
i=1 0
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libertad, por lo que
k; .
Pys Z:U—g =0, i=12 vy Ez(Z)=n

Entonces las condiciénes enunciadas en (1.13) se reducen a

ko
o2
0
/fz (z708) de=1-a (1.14)
k1
3
Y ko
o2
0
n— /zfz (z;ag) dz = an
k1
3
o
kg
3
1 1 (2£2)-1 %
— v s A 2 e2dz=1—-« 1.15
/r (42) 22* (1.15)
kL
3

donde el integrando anterior es la funcién de densidad de una distribucién
ji-cuadrada con n + 2 grados de libertad. Integrando por partes (1.15) se tiene

kg
b2 g
1 1 = (n 70 1 1 (n
l—a= —T—Qe_?z(#)_l +/ — Ez(f)_le_f dz (1.16)
I (#32) 28 ky r(g) 28
70
Combinando (1.15) y (1.16) se tiene
n 71(‘71 n 71“72

kie 08 =kje *°% (1.17)

Por lo tanto la prueba IUMP para probar Hy : 02 = 03 vs Hy : 0 # 03 esta
dada por

n n
Lsi Y (wi—p)’<kioY (zi—p)le>k
SO(X) = =1 i:ln (1.18)
0 Sk < 3 (5= ) <
i=1

donde las constantes k; y k2 se determinan por las ecuaciones (1.14) y (1.17).
Considerando el caso en que n es suficientemente grande tal que bajo Hy ver-

dadera T = ?/;7? tenga aproximadamente una distribucién normal estandar y
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empleando la propiedad de simetria con respecto a la media de la distribucién
normal, podemos como en el ejemplo anterior expresar la regién critica de la
prueba de colas iguales dada por (1.18) donde k; y ko son tales que

o
fz (z;a%) dz = )

O\oqm‘j
IS
—
N3
9
N
N
u
«
Il

mediante

c . = {(xla ...,.Z‘n) : (xt - N’)Q < UgX%n,%) } U

1.5 Prueba de razdon de verosimilitud.

Anteriormente se ha expuesto (teorema 1.3.3, corolario 1.3.4) como obtener
pruebas UMP para contrastes de hipdtesis unilaterales de la forma Hy : 0 < 0 vs
Hy :0>000Hy:0 >0y vs H : 0 < 0y cuando la familia de densidades o
masas de probabilidad tienen una razén de verosimilitud monétona o pertenecen
a la familia exponencial uniparamétrica, ademas se ha mostrado (teorema 1.4.1)
que para la familia exponencial uniparamétrica existe una prueba IUMP para
el contraste bilateral Hy : 0 = 6y vs Hy : 6 # 0. A continuacién se discutird un
método general de construir una prueba en el que € puede ser un vector.

Para una muestra aleatoria X7, ..., X, de una densidad f(z;6), 6 € ©, bus-
camos una prueba para Hy: 0 € ©g vs H; : 0 € ©1 = O — Oy.

Definicion 1.5.1 Sea L(0;x) la funcién de verosimilitud de la muestra X
con funcién de densidad conjunta f(x;6) donde 6 € ©. La estadistica de prueba
de razon de verosimilitud para probar Hy : 0 € ©g vs Hy : 0 € ©; = O — O
esta definida por:

sup L(6;x)  sup L(0)

B €6, _ 6e6,
A=A = supL(0;x)  supL(f)
e e

Una prueba de razén de verosimilitud es cualquier prueba con una regién de
rechazo de la forma C := {(z1,...,2,) : A(x) < ¢} con 0 < ¢ < 1.
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Se debe mencionar que en este caso A es una funcién de las observaciones
z1,...,Z,. Cuando las observaciones son reemplazadas por sus correspondientes
variables aleatorias X7, ..., X, escribimos A en lugar de X\. Ademas A > 0 de-
bido a que es el cociente de dos cantidades no negativas y A < 1 debido a
que el supremo del denominador se obtiene de un conjunto mas grande que el
del numerador, por lo que el denominador no puede ser mas pequeno que el
numerador.

El principio de prueba de razén de verosimilitud es puramente intuitivo,
bajo la idea de que A tenderd a ser pequeno cuando Hy no sea cierta, debido
a que el denominador tenderd a ser mds grande que el numerador. En general
serd una buena prueba, en muchos de los problemas clédsicos ha mostrado poseer
propiedades 6ptimas cuando n tiende a infinito, aunque existen ejemplos donde
la prueba de razén de verosimilitud establece una exposicién pobre comparada
con otras pruebas.

Entre las posibles desventajas de la prueba es que algunas veces es dificil
obtener el sup L(#;x) y en algunas ocasiones es difiicil encontar la distribucién
de A bajo la hipdtesis nula Hy necesaria para determinar la regién critica, si Hy
es compuesta la distribucién de A puede no ser tinica por lo cual no pueda de-
terminarse ¢ de manera inica. Nos concentraremos en problemas donde ¢ pueda
determinarse de manera tunica. Adicionalmente se debe mencionar que en los
casos donde ¢ no puede determinarse de manera tnica, una solucién muy satis-
factoria puede ser obtenida tomando el tamano de la muestra n suficientemente
grande. Cuando n tiende a infinito bajo Hy, —21In (A) tiene aproximadamente
una distribucién ji-cuadrada con k — r grados de libertad? donde los valores de
k y r representan las dimensiones de © y O respectivamente. Debido a que
—21In(\) crece cuando A decrece la region critica de la hipétesis nula Hy en
términos de —21n (\) estara dada por

C:={(z1,..,xn) : —2In (A (x)) > ¢}
donde la constante ¢ se determina por P (Xif'r > c) = a.

Si pensamos en maximizar sobre ambos; el espacio parametral completo
(maximizar sin restriccién) y un subconjunto del espacio parametral (maxi-
mizacion restringida) entonces la correspondencia entre las pruebas de razén de
verosimilitud y los estimadores méximo verosimiles comienza a ser mds clara.

A A
Supongase que existe 6 un estimador maximo verosimil de 6, 6 es obtenido
maximizando sin restriccién L(6;x). Podemos ademds considerar el estimador

A
méximo verosimil de # llamemosle 8y obtenido maximizando L(6;x) asumiendo

A A
que Oy es el espacio de pardametros, es decir, 6y = (%) es el valor de 0 € O

2Para una demostracién de este resultado el lector puede referirse a Kendall and Stuarts o
Lehmann
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que maximiza L(0;x). Entonces:

A
5 = L(0oix)

L(g; X)

Ejemplo 1.5.2 Sea Xj,..., X, muestra aleatoria de una distribucién nor-
mal con media g y varianza o? ambos pardmetros desconocidos. Considere el
problema de probar Hy : p = g vs Hy @ # .

La funcién de verosimilitud esta dada por

o= () oo s (S

donde 6 = (p1,0?) . Tenemos

Oy = {6: (uo,az) ;o2 >0}
S} {92(u,02):u€R, 02>0}

Para 6 € Og se tiene

N {‘2(1; (_ (o - m))?) }

3

Para obtener el maximo se observa

On(L(B:x) _ n o g m)?

002 202

2:

L 2
si o (@4 n“‘)) . Por lo que

ol

=1

~ 1 2 n n
L (90;){) = ( ) e 2
V2 . 2
4 ; (@i — po)
De manera similar para 8 € © el méximo de L (0;x) se alcanza en

o= ()

con

.1 _ . 1 n—1)s2
R T B g tET)



son los estimadores maximo verosimiles de y y o2 respectivamente, con

Entonces
sup L(0;x) 2
06 _ 1
supL(0;x ( y? )
0co ( ) 1+ n—1
donde _
V@ m)
s
Cuando Hj es verdadera Y = M donde
X-l$wy o Ly (x-xy
ni ! n—1 — !

tiene una distribucién t central con n — 1 grados de libertad; es decir Y ~ ¢,,_1.

Debido a que A es monétona decreciente en funcién de y2, la condicién A < ¢
puede representarse de manera equivalente por y? > ¢ con 0 < ¢ < 1. Entonces
la regién critica de la prueba de razén de verosimilitud de tamano « esta dada
por

C:={(z1,..,zn):y< —coy>c}

donde c es tal que P(Y <¢)+ P (Y >¢) = a. Como Y ~ t,_1 se cumple
P(Y <—c¢)=P(Y > c¢), por lo que la constante ¢ puede ser determinada por
P(Y >c)=%.Y laregion critica puede reescribirse

0 = {m ) L <y o VO 5y

_ s
= {(JC1, oy Ty ) T T < g+ \/ﬁt(‘;,nl)} U
U T > 5 t
(T1y ey @) 1 T > g + 7n (1-2,n-1)

Ejemplo 1.5.3 Sea Xi,...,X,, muestra aleatoria de una distribucién nor-
mal con media g y varianza o? ambos pardmetros desconocidos. Considere el
problema de probar Hy : u < py vs Hy @ o > pg. La funcién de verosimilitud es
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donde 0 = (u, 02) . Tenemos
O = {9: (u702) s < g, 02 >0}
(9:{9: (u,aQ) peR, 0‘2>O}

Para 6 € © el maximo de L (6;x) se alcanza en 9= (ﬁ,&Q> donde 7i y&°

estan dados por (1.19).
Por otro lado para 6 € ©g se observa que si i < p, se concluye que el
ma&ximo sobre el conjunto restringido es el mismo que sobre el conjunto com-

pleto, mientras que si i > p, €l maximo restringido esta en 50 = (/,LO, 83) donde

n
oo = %2:1 (z; — 1g)° . Por lo tanto
i=

1 st z=pu<y
A= L(Ao)

.=~ (1.20)
L(@) SIL T = > U

Por lo que la prueba de razén de verosimilitud puede enunciarse: rechazar
L(bo) _
L)
Hj es verdadera Y =
S SIE )

n (2 1

n—1
i=1 i=1

7 _
Hysi\= [H(lyg)} Sc,dondey:@y0§c<l.0uando

n—1

M ~ t,_1 donde

Como en el ejemplo (1.5.2) la condicién A < ¢ puede representarse por y2 > c y
de (1.20) la regién critica de tamafio « de esta prueba toma la forma

V(T — o)

S

c

{(@1,smn) s y 2t = {($17---7$n) : > t(la;ﬂl)}

S

{(-Tla axn) T > Mo + \/ﬁt(la,nl)}

Con un argumento similar se obtiene que la regién critica de tamano « de
la prueba de razén de verosimilitud para probar Hp : o > pg vs Hy @ < pg la
cual esta dada por

V(T — 1)

S

_ s
= {($17~-~793n) DTS ot \/ﬁt(a,nl)}

Ejemplo 1.5.4 Sea X4, ..., X,,, una muestra aleatoria de una distribucién nor-
mal con media y,; y varianza o? ambos pardmetros desconocidos y sea Y1, ..., Yy,

CcC = {(xl,...,xn): St(am_l)}
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una muestra aleatoria (independiente de X7, ..., X,,,) de otra distribucién normal
con media ji5 y varianza o3 ambos pardmetros también desconocidos. Considere
el problema de probar Hy : p; = ptg = i vs Hy : py # po. Para este problema
se tiene

@:{0: (Nla“an—%ao—g) tpy €R, 012 >0, i:]-aQ}
@0:{9:(%0%03):,LLER,U?>O, i:1,2}

La funcién de verosimilitud de las observaciones muestrales es

m+4n

i=1 i=1

Empleando los estimadores maximo verosimiles se tiene que para 6 € © el
méximo de L (0;x,y) es

10-() (o) (ama) «

Mientras que para 6 € ©g, L(f;x,y) tiene un méximo cuando pu,o?,03
satisfacen

na% _ 9 1 & 2 9 1 & 2
(y—p) =0, 01=52(wi—u) ,02=g2(yi—u)
=1 P

T — U+ 5
mos

Donde se encontrard que el estimador méximo verosimil de p esta dado
por la raiz de una ecuacién cubica y serd una funcién muy compleja de las
observaciones. Obviamente en este caso la prueba de razoén de verosimilitud no
es muy apropiada para usos priacticos. Se consideran algunos casos especiales
que presentan soluciones simples.

Caso 1: Varianzas iguales 03 = 03 = 02,

Redefinimos el espacio parametral © como sigue

@ = {9: (H’lap’%oz) Ly € ]Ra 02 > 0)}

O = {0 = (,u,a2) ‘peR 0% > O}

Para 6 € O se tiene

1 min 1 m ) n )

LO;x,y)=|—— expy —— T; — + P —

) p{ . (Z( )+ 3 ) )}
Donde el méximo de L (#) ocurre en

m+n m+n
o~ 1 2 m+n 2 min
L = — T2 1.21
0)-(%)  (Godeoa) (121
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donde

1 ) 1 )
S%ZHZ(-’I«%—%) ySQ:n—IZ(yl_y)
=1 =1
Para 0 € ©g se tiene
m+n

2

L(0;x,y) = < exp{zi2 (Z(xiu)2+2(yiu)2>}

por lo que los estimadores maximo verosimiles de 1 v o2 estan dados por

77)

mx + ny

n = —= 1.22
1 e (1.22)
1 m n
~2 2 2
P S e
1 mn ,_  _.2
- vt e nge @
Por tanto
m+4n m4tn
~ 1 2 m+n mtn
NONED
V2r (m—1)s?+ (n—1)s3 + ;22 (T - 7)°
(1.23)
De (1.21) y (1.23), la estadistica de razén de verosimilitud esta dada por
mtn
2 m+tn
1 1 ’
A= S . (1.24)
(22)@-9)? (1 + =2
1+ (m—l)s%—i—(n—l)sg m+n—2
donde ) . .
42 (x_y)/(ﬁ"'ﬁ)
((m—1)s2+(n—1)s3)/ (m+n—2)
Sea

(X-Y)/(at+3)*o

m n

[((m_l)sf-f-(n—1)S§)/(m+n—2)02}%

Cuando la hipétesis nula es verdadera X —Y ~ N (07 (% + %) 02) .
(m=1)5? + (n=1)53
o2 o2

Ademas son variables aleatorias independientes con dis-
tribucién ji-cuadrada con m — 1 y n — 1 grados de libertad respectivamente e
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independientes de X — Y. Entonces Z tiene una distribucién ¢ con m +n — 2
grados de libertad. De la ecuacién (1.24) se sigue que la regién critica para
probar Hy : py = g = i vs Hy @ pq # pgy esta dada por
C:={(z1,,@n), W1,y yn) : 2 < —co 2z >c}
Donde c se elige de tal manera que bajo Hy,

P(Z<—¢)+P(Z>c)=« (1.25)

Como Z ~ tyqn—2, P(Z < —c) = P(Z > c), por lo que la constante ¢ puede
ser determinada por P (Z > ¢) = §. Y la regién critica puede reescribirse

Cc = {(xl,...,xn),(yl,...,yn)::cySs <m+n) t(g}mmz)}u

1
ST g > = _
U {(xl,"')xn) ) (yla 7yn) r=y=s (m + n) t(lg,m+n2)}
donde

> <xrf>2+;z:<yﬁy>2

— | 1.26
iy m+n—2 ( )

Si el contraste de hipétesis a considerar es de la forma Hy : gy < py vs
Hy : pq > po, se observa que el maximo sobre © esta dado por (1.21). SiZ <7y
el maximo sobre O también es igual a (1.21), por lo que A = 1. Si T > g puede
verse que f; = [i5 es necesario con objeto de obtener el mdximo, en este caso
el méximo es expresado por (1.22) y (1.23), entonces el valor de A es el mismo
que en (1.24). Con lo anterior la prueba puede expresarse como rechazar Hy si
A <ccon0<e< 1 Delaecuacién (1.24) se sigue que la regién critica para
probar Hy : pq < po vs Hy @ iy > py esta dada por

C:= {(1’1, 7xn) ) (ylv 7yn) ) > C}

Donde ¢ es tal que bajo Hy satisface (1.25), Como Z ~ t,,1n—2, ¢ se elige
tal que P (Z > c) = §, entonces la regién critica de la prueba es

(1 1\?
C = {(x17"'7xn)7(y1a"'ayn) f‘?Z S ( + n) t(la,m+n2)}

m
con s* igual que en (1.26).

De manera andloga se obtiene que la regién critica para el contraste de
hipétesis Ho : gy > po vs Hy : py < o es la siguiente

m n

1
(1 1\*
C:= {(zla ,In) ) (y17 ~'~7yn) X — y S S < + > t(a,m+n—2)}
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Caso 2: 0% # 03y m=n.

Una solucién apropiada para este caso se alcanza utilizando el siguiente
artificio de emparejamiento. Se define Z; = X; — Y;, ¢« = 1,...,m. Entonces
Z1, ..., Zm constituye una muestra aleatoria de una distribucién normal con me-
dia p, — py = v y varianza o? + 03 = o2. En términos de v y o2, el problema
se reduce a probar Hy : v =0 vs H; : v # 0, cuando o2 es desconocida. Del
ejemplo (1.5.2) se tiene que la regién critica para este contraste es

C:={(z1,...,zn):y < —coy>c} (1.27)

m

donde y = 7‘/?2, 2= (z:=2)”

- m—1 -
i=1

Bajo Hy, Y = @ tiene una distriucién ¢ -Student con m — 1 grados de
libertad y la constante c se elige de tal manera que P (Y > c¢) = § cuando Hy
es verdadera.

Cuando el contaste de hipdtesis es de la forma Ho : 1y < g vs Hy : g > iy
o Hy :ptqy > iy vs Hy @ py < pg, €l mismo artificio de emperejamiento reduce
los contrastes a Hy : v <0 vs Hy : v >0y Hy:v >0 vs H :v <0
respectivamente cuando o2 es desconocida. Entonces las regiones criticas tienen
la forma expuesta en el ejemplo (1.5.3)

Caso 3: Solucién de Scheffe para o2 # 03 y m # n.

m n
Asumiendo que m < n se define Z; = X; — (%)% Y; + ‘/%21}/; — %ZY},
i= i=
para i = 1,..,n. Entonces E(Z;) = py — po, Var(Z;) = of + (2)o3 y
Cov(Z;,Z;) =0, i # j. Porlo que Z1, ..., Z,, constituye una muestra aleatoria
de una distribucién normal con media v = p; — uy y varianza o3 + (%) o3. De
donde se sigue que en base a las observaciones zi, ..., z,, la regién critica de la
prueba de razén de verosimilitud de Hy : v = 0 vs Hy : v # 0 esta dada por
(1.27).

1
2
2

Ejemplo 1.5.5 Sea Xi,..., X,, muestra aleatoria de una distribucién nor-
mal con media g y varianza o? ambos pardmetros desconocidos. Considere el
problema de probar Hy : 02 = 03 vs Hy : 0% # 03.

La funcién de verosimiltud esta dada por

L(0;x) = (\/;7)26@{;2 (Xn; (@i u)2>}

1=

donde 0 = (u, 02) . Tenemos

Oy = {Hz(u,og):uER}
0 = {Hz(u,az):uER, O'2>O}
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Después de algunos célculos se obtiene

Xr; — f)2

) - () = (50 )

n 2 .
Sea y = Z % Entonces la estadistica de prueba para probar Hg vs Hy

=1
esta dada por

L(@) - (V%)g i(" e %

n

5= (y)i JECESS
n

En base a la gréfica de A en funcién de y se hace aparente (figura 2) que la
desigualdad A\ < c es equivalente a y < k1 o y > ko. Donde k; y ko son valores
de y tal que A = ¢, esto es
k1

kg

Ko = ke (1.28)

figura 2
<\ 2

n pap—
SeaY = Y %7 entonces Y ~ X%’nfl) cuando Hy es verdadera. Por lo
i=1 0

tanto la regién critica para probar Hy : 0% = 03 vs Hy : 02 # 02 es equivalente
a

C:={(x1,....,xn) 1y <kioy>ke}

donde k; y ks satisfacen (1.28). Como en el ejemplo (1.4.3) si n es suficien-
temente grande k; vy ko pueden elegirse de tal manera que

k)l o0
/fy (y;05) dz:/fy (y; 0t) dZZ%
0 ka
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por lo tanto

c = {(Ila ,mn) : Z (Il 7f)2 < O—%X%n—l,%) } Y

2 N (2:-7)°

J— 1

con § _El i)
=

Ejemplo 1.5.6 Sea Xq, ..., X, muestra aleatoria de una distribucién normal
con media j; y varianza o3 ambos pardmetros desconocidos y sea Y7, ..., Y,

muestra aleatoria (independiente de X7, ..., X,;,) de otra distribucién normal con

media y, y varianza o3 ambos pardmetros también desconocidos. Considere el

problema de probar Hy : 0% = 03 vs Hy : 03 # 03.
Para este problema se tiene
0={0= (MI,MQ,J%,Ug) S €R, 02 >0, i = 1,2}

©0 = {0 = (11, p19,0°) 1 p; €R,0° >0, i =1,2}

La funcién de verosimilitud de las observaciones muestrales es

o ()™ () () s (5 £

Como en el ejemplo (1.5.4)

(0 () (@) () o

Ademds para § € ©¢ el médximo de L (0;x,y) se alcanza cuando

N L L SN UL

m-+n

Por lo que

m+n m+n

L@0:(¢;)2 Qm—ngi&—n£> o
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Con lo que se obtiene

mint [1+(2) ]

2 2 2 2
donde f = % Se define F' = g—%, bajo Hy, % y i—% son variables aleatorias
independientes con distribucién ji-cuadrada con m—1y n—1 grados de libertad
respectivamente. De donde se sigue que F' tiene una distribucién F-Fisher

central con m — 1,n — 1 grados de libertad.

Como en el ejemplo anterior una grafica de A en funcién de y puede ser 1itil
para establecer que la desigualdad A < ¢ es equivalente a f < k; o f > ko.
Donde ki y ko son valores de y tal que A = ¢, esto es

m m+4n n m—+4n
— 1 2 _ 1 2 _ 1 _ 1 2
L 1+ 2" 2, Sy (L I Iy
n—1 n—1 n—1
(1.29)

n—1
De donde se obtiene que la prueba de razén de verosimilitud tiene por regién
critica

)

C = {(xlw",xn) 9 (ylv"'vyn) : f S kl o f 2 kZ}

donde k; y ko son constantes que satisfacen la ecuacién (1.29) y

k1 S
/h07#+/hﬁ)ﬁ:a
0 ko

Usualmente se eligen ky y ko tal que

k1 o)
[te ar=[1e dr=5
0 ko

debido a que existen tablas estadisticas de la distribucién F' que hacen fécil
determinar el valor de ky y ko.

después de realizar una prueba de hipétesis, las conclusiones deben ser re-
portadas de alguna manera. Se ha mencionado anteriormente que un método
para reportar los resultados de una prueba es reportando el tamano « de la
prueba empleada para decidir entre aceptar o rechazar Hy. El tamano de la
prueba proporciona informacién muy importante: si a es pequeno la decisién
de rechazar Hy es muy confiable, pero si « es grande la decisiéon de rechazar Hy
no es muy confiable debido a que existe una probabilidad grande de tomar una
decisién incorrecta (error de tipo I). Otra manera de reportar los resultados de
una prueba es reportar el valor de cierto tipo de estadistica llamada p-value.
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Definicion 1.5.7 Un p-value p (X) es una estadistica de prueba que satisface

0 < p(x) < 1 para todos los puntos muestrales. Valores pequenos de p(X)

proporcionan evidencia de la veracidad de Hy. Un p-value es vilido si para todo
6 € ©¢ y para cada « € [0, 1]

PppX)<a)<a (1.30)

Sip(X) es un p-value vélido, resulta sencillo construir una prueba de nivel «
basada en p (X) . La prueba que rechaza Hy siy sélo si p (X) < « es una prueba
de nivel a por (1.30). Una ventaja de reportar el resultado de una prueba
empleando el p-value es que cada lector puede elegir que valor de « considera
apropiado y entonces comparar ese valor con el del p-value para conocer cuando
los datos caen en la regién de rechazo o aceptacion de Hy. Ademds mientras
mds pequeno sea el valor del p-value, la evidencia para rechazar Hg serd més
fuerte. El valor del p-value puede interpretarse como el nivel mds pequeno para
el que Hy deberia ser rechazada dada la observacién muestral. Por lo que un
p-value reporta los resultados de una prueba en una escala continua en lugar de
sélo la decision dicotémica: "Rechazar Hy" o "No rechazar Hy".

Para las pruebas que son de la forma "Rechazar Hy cuando T (X) > ¢"
existe una manera directa de calcular p-values®, el siguiente teorema expone
esta manera de obtener p-values vélidos. La demostraciéon del teorema hace
uso de los siguientes resultados: si X tiene una funcién de distribucién con-
tinua Fx (z), entonces la variable aleatoria definida por Y = Fx (X) tiene una
distribucién uniforme en (0,1). Si X es una variable aleatoria discreta con fun-
cién de distribucién Fx (z) entonces Y = Fx (X) es estocdsticamente mayor
que U (0,1); estoes P(Y >y) > P(U>y) = 1 —y para todo y € (0,1) y
P(Y >y) >P((U>y)=1-y para algin y € (0,1)

Teorema 1.5.8 Sea T (X1,...,X,) una estadistica de prueba para la que
valores grandes de T' proporcionan evidencia de la veracidad de H;. Para cada
punto muestral (z1,...x,) se define

p(x) = sup Py (T'(X) > T (x)) (1.31)
[ASSH

Entonces p (X) es un p-value vélido.

Demostracién: Sea @ € ©¢ un valor fijo y sea que Fy (¢) denote la funcién de
distribucién de —7" (X) . Definimos
po(x) = P (T(X)>T(x))
= P (-T(X)<-T(x)=F(-T(x))

3Los software estadisticos actuales proporcionan el valor del p-value para las pruebas es-
tadisticas disponibles en ellos.
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Entonces la variable aleatoria py (X) es igual a Fp (=T (X)), por lo que
la distribucién de py (X) es estocdsticamente mayor o igual a U (0,1) lo que
significa que para cada a € [0, 1] Py (pg (X) < a) < a. Debido a que

p(x) = sup pg (X) > pp (x) paratodo (x1,...2,)
0'€Oq

Pp(p(X)<a)<Py(py(X)<a)<a

lo anterior es vilido para todo 6 € ©¢ y cada « € [0, 1], por lo tanto p (X)
es un p-value valido. g

Ejemplo 1.5.9 Sea Xj,..., X,, muestra aleatoria de una distribucién nor-
mal con media p y varianza o? ambos pardmetros desconocidos. Considere
el problema de probar Hy : pu = py vs Hy : p # pg. En el ejemplo (1.5.2)
se observa que la prueba de razén de verosimilitud rechaza H, para valores
grandes de T'(X) = M

, M tiene una distribucién t de Student con n — 1 grados de libertad.
Por lo que para calcular (1.31) se observa que la probabilidad es la misma para
todos los valores de 6 € ©g, empleando la simetria de la distribucién ¢ se obtiene
que el p-value para esta prueba esta dado por

p(x) = P<T<—W>+P<T>W)
op (1 VI 1)

donde T tiene una distribucién ¢ de Student con n — 1 grados de libertad.

, cuando p = pg independientemente del valor de

1.6 Pruebas de hipétesis e intervalos de confianza.

Existe una relacion muy estrecha entre las pruebas de hipétesis y los intervalos
(conjuntos) de confianza, esta relacién se expone en el siguiente resultado.

Teorema 1.6.1 Para cada 6 € O sea A () la regién de aceptacién de una
prueba de tamano « de Hy : 0 = 6. Para cada x € X se define un conjunto en
el espacio parametral mediante

I(x)={0:x€ A(f)}

Entonces el conjunto aleatorio I (X) es el (1 — «) conjunto de confianza.
Reciprocamente, sea I (X) el (1 — «) conjunto de confianza. Para cada 6y € ©

se define
A(0y) ={x:00 € I(X)}
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Entonces A () es la regién de aceptaciéon de una prueba de tamaiio « de
HO 10 = 904

Se examinard la aplicacién por medio de un ejemplo.

Ejemplo 1.6.2. En el ejemplo (1.4.2) se encontré que si Xi,...,X,, es
una muestra aleatoria de una distribucién normal con media p desconocida y
varianza o2 conocida, la prueba (IUMP) de tamafio o de Hy : p = py Vs
Hi : o # py tiene regioén critica

C= {(xla"'a'r’n) : w > Zl—a}

g

o_

Por lo que Hj es aceptada si [T — p| < ﬁZl,a o de manera equivalente si
Zi—g (1.32)

Como la prueba tiene tamano « se tiene
P (Rechazar Hy | = i) = «

Por lo que P (Aceptar Hy | & = pty) = 1 — @. Combinando este hecho con
(1.32)

_ o _ oz
P(m\/ﬁZl_gguOSz+\/ﬁZl_g> =1l—-«a

Sin embargo, la ecuacién anterior es cierta para todo valor de pg, por lo
tanto se tiene

_ g _ g
P<$\/ﬁZ1—g §u§x+\/ﬁZl_;> =1-a
Por lo tanto el intervalo [f — ﬁZl,%,f—k ﬁZl,%} obtenido de invertir

la regién de aceptacién de la prueba de tamano « es el 100 (1 — a) % intervalo
de confianza para la media cuando la varianza o2 es conocida.

4Para una demostracién de este teorema el lector puede referirse a Casella and Berger seg.
ed.
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Capitulo II.

Pruebas libres de distribucién.

Atdn cuando Savage (1953) designé 1936 como el inicio de la estadistica no
paramétrica, marcada por la publicacién del articulo en correlaciéon de ran-
gos de Hotteling and Pabst (1936). La mayor investigacién en estadistica no
paramétrica se realizé en la decada de 1960, siendo la principal contribucién
la realizada por Hodges y Lehmann (1963) ellos mostraron como decucir es-
timadores en pruebas de rangos y establecieron que estos estimadores posefan
propiedades 6ptimas. Su trabajo encaminé la utilizacién de la aproximacién no
paramétrica para obtener estimadores en el entorno de disenio de experimentos
y pruebas no paramétricas y estimacién en regresion.

Dentro de las ventajas de los métodos no paramétricos (libres de distribu-
cién) se pueden enunciar las siguientes:

1.- Requieren pocos supuestos acerca de la cual se obtiene los datos, en par-
ticular renuncian al supuesto tradicional de distribucién normal de la poblacién.

2.- Permiten al experimentador obtener valores exactos para los P-values,
probabilidades de cobertura exactos para intervalos y bandas de confianza sin
la necesidad de suponer distribucién normal de la poblacién.

3.- Frecuentemente (aunque no siempre) son mds féciles de aplicar y entender
que sus contrapartes basadas en el supuesto de normalidad.

4.- Usualmente los métodos no paramétricos son ligeramente menos eficientes
que sus contrapartes basadas en el supuesto de normalidad cuando la poblacién
sigue este comportamiento, mientras que son més eficientes cuando el supuesto
de normalidad sobre la poblacién no se cumple.

5.- Son relativamente no sensitivos a observaciones extremas.

6.- Son aplicables en muchas situaciones donde la teoria normal no puede
ser utilizada. Muchos de los métodos libres de distribucién requieren sélo de
los rangos de las observaciones antes que sus valores, mientras que los métodos
paramétricos requieren los valores de las observaciones.

Considere z1, ..., z,, observaciones independientes de una variable aleatoria
con funcién de distribucién F (z) desconocida.
Suponga que se desea probar la hipétesis

Hy: F(x) = Fy(x) (2.1)
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donde Fp(x) es una funcién de distribucién particular, la cual puede ser
continua o discreta.

El problema de probar (2.1) se denomina prueba de bondad de ajuste. Si
Fy (z) esta completamente especificada Hy es una hipdtesis simple, en caso de
que Hy no este completamente especificada Hj serd una hipétesis compuesta,
por ejemplo:

a) Hy simple:
i) Las n observaciones provienen de una distribucién normal con media y
varianza especificadas.

b) Hp compuesta:

i) Las n observaciones provienen de una distribucién normal cuya media se
especifica no asf su varianza.

ii) Las n observaciones provienen de una distribucién normal de la cual no se
especifican los pardmetros, frecuentemente llamada "Prueba de Normalidad".

Dos métodos muy conocidos de pruebas de bondad de ajuste dependen de
un artificio simple.

2.1 Prueba de razén de verosimilitud y la prueba de bondad
de ajuste de Pearson.

Se considera inicialmente el caso en que Fy () esta completamente especificada.

Supongase que el rango de la variable aleatoria X se divide en k clases mu-
tuamente excluyentes (en la practica usualmente se toman intervalos sucesivos
en el rango de X). Debido a que Fy (z) esta completemente especificada puede
calcularse la probabilidad de que una observacién pertenesca a cada una de las k
clases, denotaremos esta probabilidad mediante pg ;, ¢ = 1,..., k y las frecuencias
observadas dentro de las k clases por n;, ¢ = 1,...,k. Entonces las frecuencias
observadas siguen una distribucién multinomial, es decir,

n;

fO (n17"'7nk) =n! —4

donde
k k
dmi=1 y Yni=n
i=1 i=1

Por otro lado si la funcién de distribucién verdadera es Fy (z) la cual puede
ser cualquier otra funcién de distribucién, denotaremos las probabilidades para
las k clases por p1;, 1 =1,..., k.

43



Con lo anterior puede formarse la prueba de razén de verosimilitud de la
hipétesis (2.1) con la hipétesis alternativa compuesta Hy : F (z) = Fy ().
La funcién de verosimilitud bajo Fj () queda

k 774‘
Ly =Li(na, i pra, -, P1) = H!anf,
i=1

de donde se tiene
k k
In(Lp) =In(n!)+ an In(p1,)+ Z In (n;)
i=1 =1

para obtener los estimadores méximo verosimiles se emplea el método de
k

los multiplicadores de Lagrange con la restriccién Zpl,i = 1, derivando con
i=1
respecto a cada una de las probabilidades p; ; e igualando a cero se obtiene
n;
P1,i

-A=0 parai:1l,....k

k
sumando todas las ecuaciones anteriores y del hecho que E n; = n se obtiene
i=1
A =n. Por lo tanto los estimadores méximo verosfmiles son

~ 2
P1i = —
n
Por lo que la estadistica de razén de verosimilitud para probar Hy vs Hi

toma la forma:
Ly k po,i "
A== =n" Ehi1d
L " H < n; >

i=1

de donde la prueba rechaza H; para valores suficientemente pequenos de A.

La distribucion exacta de la estadistica A es desconocida; sin embargo, se ha
mencionado (seccion 1.5) que cuando Hy es verdadero y n — oo,

k
N
—2In(A\) =2) n;ln ! 2.2
() ;:1: (np) (2:2)

sigue asintéticamente una distribucién ji-cuadrada con k — 1 grados de libertad.

La estadistica de prueba expuesta por Karl Pearson (1900) es quizd la mds
conocida y utilizada para esta situacién.
La cudl puede puede expresarse bajo nuestra notacién actual por

. i (n —71]90,1')2
Q=Y T Pod) (2.3)

noo ;
i1 P0,i
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que bajo Hj sigue asintéticamente una distribucién ji-cuadrada con k — 1
grados de libertad®.

En el uso de esta aproximacién frecuentemente se construyen las clases de
modo que la frecuencia esperada en cada uno de ellas sea de por lo menos 5,
para las clases con frecuencias esperadas menores a 5 el procedimiento usual
consiste en combinar clases adyacentes en la distribucién de frecuencias hasta
que la restriccion sea satisfecha.

Debido a que en el numerador de la estadistica de prueba de Pearson @, se
puede observar la diferencia entre las frecuencias observadas y las frecuencias
esperadas cuando la distribucién verdadera de las observaciones es Fj (), la
prueba rechaza H, para valores grandes de @),, més aun la prueba rechaza H
cuando @,, > ¢ donde c es el (1 — a)-percentil de la distribucién x? con k — 1
grados de libertad.

La esencia de las dos pruebas anteriores es reducir el problema de probar 2.1
a uno que concierne a la distribucién multinomial. La necesidad de agrupar los
datos dentro de clases envuelve el sacrificio de cierta cantidad de informacién,
especialmente si la variable es continua. Sin embargo, este defecto viene acom-
panado de una ventaja, no es necesario conocer los valores de las observaciones
individuales solo se necesita tener k clases para las cuales las probabilidades
hipotéticas po,; puedan ser calculadas; por lo que podemos utilizar cualquiera
de las pruebas anteriores atn si los datos originales se refieren a una clasificacién
no numeérica.

Ejemplo 2.1.1

En algunos experimentos cldsicos de germinacién de guisantes Mendel ob-
servo las frecuencias de diferentes tipos de semillas de cruzas entre plantas con
semillas amarillas redondas y plantas con semillas verdes rugosas.

Las frecuencias observadas se presentan a continuacién junto con las proba-
bilidades tedricas bajo la teorfa mendeliana de herencia.

Semillas | Frecuencias observadas (n;)  Probabilidad tedrica (po,i)

Amarillas redondas | 315
Amarillas rugosas 101
Verdes redondas 108
Verdes rugosas 32

S5l

5Las estadisticas expresadas en 2.2 y 2.3 son asintéticamente equivalentes, una
demostracion de este hecho puede encontrarse en Kendall and Stuart volumen 2.
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De donde se obtiene el valor de la estadistica de Pearson

(315 — (556) &)* (101 — (556) &)

@n = (556) % (556) &
(108 - (556) 2)* (32 — (556) )
(556) & + (556)
~ 047

Por lo que de la tabla A.3 la prueba de tamano o = 0.05 de la hipdtesis nula

Mg oS 3 1
0~p17167P27167103ap4—16

rechaza Hy si Q,, excede a x7_,, (k—1) = X%o.95 g) = 7-815.

Como @, ~ 047 < 7.815 = X%0.95 3)" Las observaciones se ajustan con la
hipétesis nula, es decir, existe un buen ajuste con el modelo Mendeliano.

Ejemplo 2.1.2 Prueba de uniformidad. Sea Xi,..., X, una muestra
aleatoria de una funcién de distribucién continua F', considere el problema de
probar la hipétesis nula simple Hy : F' = Fy donde Fyy ~ U (0, 1) contra cualquier
otra distribucién alternativa.

Para este problema se considera dividir el intervalo (0,1) en k subintervalos
de longitud %; para i = 1,...,k sea n; el nimero de observaciones X; que caen
en el intervalo [%, é)

Entonces bajo Hy la distribucién conjunta de (ng, ..,ng) es una multinomial
basada en n ensayos y k categorias de igual probabilidad % Por lo que para
probar Hy puede emplearse la prueba x? que rechaza la hipétesis nula empleando
la estadistica de Pearson que en este problema toma la forma particular

k

Qn = Z (nl TL %)2

i=1 k

Este ejemplo es de interés particular debido a que dada X variable aleatoria
continua con funcién de distribucién Fx (+), si se emplea la transformacion

Y = FX (Z‘)
entonces Y tiene una distribucién uniforme en el intervalo (0,1).
Hipdtesis compuestas

En este caso bajo la hipétesis nula Hy la prueba de razén de verosimilitud
permanece asintéticamente equivalente a la prueba ji-cuadrada de Pearson, por
lo que limitaremos nuestra atencién a ésta idltima.
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Supongase que Fj () no esta completamente especificada, es decir algunos
0 quizds todos los pardmetros de la distribucién no han sido especificados. En-
tonces en la formulacién del problema para la distribucién multinomial se tiene
que las probabilidades hipotéticas po; no pueden ser calculadas de manera in-
mediata, debido a que estan en funcién de s (asumimos que s < k—1) pardmetros
no especificados 0 := (61, ...,05) .

Con el propésito de calcular las probabilidades hipotéticas podrfamos em-
plear algun vector 6 de estimadores de 6 con lo que la estadistica de Pearson
(2.3) se reescribe

: i — NPo,i ’
On (0) = Zw (2.4)

Fisher (1928) sugiri6é basar la prueba en la estadistica @, (@) donde 8 es
el estimador méximo verosimil (o cualquier estimador eficiente) de 8 bajo la
hipétesis nula en el problema multinomial, posteriormente Neyman (1949) re-
comendo basar la prueba en @, (5) donde 0 se elige de manera que minimice

Qn (0), el caso tipico es que si la hipétesis nula es verdadera

Qn (0) = Qn (8) B0

Como en el caso de la hipdtesis nula simple, si la hipétesis nula es verdadera
entonces:

—2In(\) — Qy (@) L)
donde A es la estadistica de razén de verosimilitud.
Por lo que @, (6) tendrd una distribucién asintética y? con (k—1) — s

grados de libertad.

Ejemplo 2.1.3

Considere una muestra aleatoria X1, ..., X,, tomada de una distribucién con-
tinua desconocida, se desea probar la hipétesis nula Hy de que la muestra
proviene de una distribucién normal contra la alternativa H; de que la dis-
tribucién no es normal.

Si se aplica la prueba x? de bondad de ajuste a este problema debe dividirse
la recta real en k subintervalos y contar el nimero de observaciones n; muestrales
que caen en el i-ésimo subintervalo con puntos terminales a; y b; i = 1,..., k.

Si Hy es verdadera y u, o2 representan la media y varianza de la distribucién
normal respectivamente (6 = (,u, 02)), entonces las probabilidades hipotéticas
para el i-ésimo estan dadas por

pi(®) = [~ ex l & —p) ]dz (2.5)




Con el objeto de calcular la estadistica @, () de (2.4) deben ser encontrados
los estimadores médximo verosimiles i y 52 usando los nimeros ni,...,ni de
observaciones en los diferentes subintervalos, es decir, i y 52 serdn los valores
de iy 0? que maximizan la funcién de verosimilitud

L(0) =[] po. ()™ (2.6)

=1

debido a la naturaleza complicada de pg; (#) en (2.5) usualmente requerird
un largo calculo numérico para determinar los valores de i y 02 que maximizan
L (#). Por otro lado, se conoce que los estimadores maximo verosimiles de p
y 02 basados en las n observaciones muestrales X, ..., X,, son la media X y
varianza muestral %2

Ademds si los estimadores empleados para calcular @, () son aquellos que
maximizan (2.6) entonces si Hy es verdadera @, () tendrd una distribucién x?2
con k — 3 grados de libertad.

Chernoff y Lehmann establecieron en 1954 que si se emplea en el cédlculo
de la estadistica @, (€) los estimadores mdximo verosimiles basados en las ob-
servaciones muestrales, entonces @, () no tendria una distribucién asintética
x?, sin embargo, mostraron que su distribucién se encuentra acotada entre las

distribuciones x? con k—3 grados de libertad y x? con k— 1 grados de libertad®.

2.2 Prueba de Kolmogorov-Smirnov.

Suponga que X7, ..., X,, es una muestra aleatoria de alguna distribucién continua
con funcién de distribucién F' (z) desconocida. Se define

1 n
i=1

llamada la funcién de distribucién empirica de los datos, F,, () denota la
proporcién de X/s que son menores o iguales que x. Por otro lado F' (x) repre-
senta la probabilidad de que cualquier observacién X; sea menor o igual que z.
Por tanto se sigue de la ley fuerte de los grandes niimeros que

F,(zx) 5 F(x) zeR

6El resultado general afirma que cuando se emplean los estimadores maximo verosimiles
basadas en las n observaciones muestrales la distribucion de Qn (0) esta acotada entre las
distribuciones x2 con (k—1) — sy k — 1 grados de libertad.
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Otro fuerte resultado conocido como el teorema de Glivenko-Cantelli asegura
en base a la distancia de Kolmogorv-Smirnov’ que F, (z) convergers uniforme-
mente a F' () para todo z y forma las bases para la prueba Kolmogorov-Smirnov
de bondad de ajuste.

Considérese el problema de probar la hipétesis simple Hy : F' = Fy contra
H, : F # Fy, donde Fj es una funcién de distribucién continua especifica. La
estadistica de prueba de Kolmogorov-Smirnov se define

D,, :=sup |F, () — Fy (2)]

En otras palabras D,, es la médxima diferencia entre la funcién de distribu-
cién empirica y la funcién de distribucién hipotética. Cuando Hy es verdadera
la distribucién de probabilidad de D,, es independiente de la funcién de dis-
tribucién particular Fy®, es decir la distribucién de D,, es la misma para todas
las posibles funciones de distribucién continuas Fp, por lo que se denomina li-
bre de distribucién. Se sigue del teorema de Glivenko-Cantelli que el valor de
D,, tenderd a ser pequeno si Hy es verdadera y D, tenderd a ser grande si la
funcién de distribucién real F' es diferente de Fy. Por lo tanto un procedimiento
razonable para este contraste serd rechazar Hy si D,, excede una constante c
apropiada.

Es conveniente expresar el procedimiento en términos de T;,, = n D,, en lugar
de D, Por lo que la prueba de Kolmogorov-Smirnov rechaza Hy si Ty, > sp,1—a
donde sp,1-4 es el (1 — a)-percentil de la distribucién de T, bajo la hipétesis
nula y Fy es la distribucién uniforme sobre (0, 1), sin embargo la forma exacta
de esta distribucion es dificil de expresar’. Kolmogorov (1933) mostré que si Fy
es continua T, tiene una distribucién limite continua y creciente en (0,00) . De
manera mas precisa, si Hy es verdadera entonces para cada t > 0

lim P (T, <t)=1-2) (~1)" e 2
k=1

La tabla A.5 en el apéndice proporciona las probabilidades de T;, bajo la
hipétesis nula cuando Fj es continua.

7Si F'y G son dos funciones de distribucién continuas la distancia de Kolmogorov-Smirnof

entre F' y G esta definida por di (F,G) :=sup |F (z) — G (x)|. Notese que di (F,G) =0siy
x

solo si F' = G.

8 Lehmann

9 Algunas aproximaciones para obtener esta distribucién son discutidas en Durbin(1973)
y la seccién 4.3 de Gibbons y Chakraborti(1992). Valores de sp,1—q han sido tabulados en
Birnbaum (1952)
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Ejemplo 2.2.1 Considere probar la hipotesis de que los siguientes valores con-
stituyen una muestra aleatoria de una distribucién uniforme en el intervalo [0, 1] .

0.42 | 0.06 | 0.88 | 0.40 | 0.90
0.38 | 0.78 | 0.71 | 0.57 | 0.66
0.48 | 0.35 | 0.16 | 0.22 | 0.08
0.11 |1 0.29 | 0.79 | 0.75 | 0.82
0.30 | 0.23 | 0.01 | 0.41 | 0.09

Las 25 observaciones ordenadas de menor a mayor estan representadas por
Y1, .., Y25 v son listadas en la siguiente tabla. Ademds se muestran los valores
correspondientes a la funcién de distribucién empirica F, (y;) de la muestra y
los de la distribucién uniforme en [0, 1].

yi | Fu (i) | Fo(y)
0.01 0.04 0.01
0.06 0.08 0.06
0.08 0.12 0.08
0.09 0.16 0.09
0.11 0.20 0.11
0.16 0.24 0.16
0.22 0.28 0.22
0.23 0.32 0.23
9 | 0.29 0.36 0.29
10 | 0.30 0.40 0.30
11 | 0.35 0.44 0.35
12 | 0.38 0.48 0.38
13 | 0.40 0.52 0.40
14 | 0.41 0.56 0.41
15 | 0.42 0.60 0.42
16 | 0.48 0.64 0.48
17 | 0.57 0.68 0.57
18 | 0.66 0.72 0.66
19 | 0.71 0.76 0.71
20 | 0.75 0.80 0.75
21 | 0.78 0.84 0.78
22 1 0.79 0.88 0.79
23 | 0.82 0.92 0.82
24 | 0.88 0.96 0.88
25 | 0.90 1 0.90

O~ O UL W N .

Con ayuda de la tabla anterior encontramos que la mayor diferencia entre
F, (z) y Fo (x) ocurre en la observacién 15 de donde se observa que D,, = 0.60 —
0.42 = 0.18. El ejemplo consta de 25 observaciones por lo que T;, = n%D” =0.9.
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De la tabla A.5 encontramos que F (T,,) = F (0.9) = 0.60727, de aqui que el
drea de la cola correspondiente al valor observado de T;, es 0.39273, por lo que
no deberiamos rechazar la hipétesis nula a niveles a menores a 0.39273.

Es importante enfatizar que cuando el tamano de la muestra es grande, hasta
un pequeno valor del drea de la cola correspondiente al valor observado de T}, no
indica necesariamente que la verdadera funcién de distribucién F (z) sea muy
diferente de la funcién de distribucién hipotética Fy (x), debido a que cuando n
es grande hasta una pequena diferencia entre F (z) y Fy (z) sera suficiente para
generar un valor grande de 7,,, por lo tanto, antes de rechazar una hipétesis nula
deberia asegurarse que existe una funcién de distribucién alternativa plausible
con la cual la funcién de distribucién empirica F, (x) proporcione un mejor
ajuste.

Prueba de Kolmogorov Smirnov para dos muestras.

Considere un problema en el cual una muestra aleatoria de m observaciones
X1, ..., Xm es tomada de una distribucién F' (z) la cual es desconocida y una
muestra aleatoria independiente de n observaciones Y1, ..., Y, es tomada de otra
distribucién G (x) también desconocida. Asumiremos que ambas distribuciones
F (z) y G (x) son continuas y se desea probar la hipétesis de que estas funciones
son idénticas sin necesidad de especificar su forma, es decir, se desea probar

Hy : F(z)=G(x) paratodaz €R
Hi : Hj es falsa

Sea Fy, (x) la funcién de disribucién empirica calculada a partir de las ob-
servaciones X1, ..., X, y Gy, (z) la funcién de distribucién empirica calculada a
partir de las observaciones Y7, ..., Y,,, ademds se considera la siguiente estadistica

Dy i=sup |Fy, (2) — G, ()]

Cuando la hipétesis nula es verdaderay F' (z) y G () son funciones idénticas
las funciones de distribucién empirica Fy, () v Gy, (z) tenderdn a estar muy
cerca una de la otra. De hecho cuando Hy es verdadera se sigue del teorema de
Glivenko-Cantelli que

P
D,y — 0 cuando ambos m — 0oy n — 00

Por lo tanto parece razonable utilizar un procedimiento de prueba que es-
pecifique rechazar Hy cuando

1
mn \ 2
<m+n> Dy > ¢
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donde ¢ es una constante apropiada.
1
2
Dy en lugar D,

mn
m—+n

La conveniencia de trabajar con la estadistica (

radica en el siguiente resultado: para cada t > 0, si Hy es verdadera entonces

% o
im P < mn ) Dy <t)=1_ 22 (71)k+1 o2kt
m—0o0,n—00 m-+n 1

Ejemplo 2.2.2 Supdngase que 25 observaciones son seleccionadas al azar de
una distribucién F' (z) la cual es desconocida, los valores obtenidos se encuentran
en la siguiente tabla

0.61 | 0.29 | 0.06 | 0.59 | -1.73
-0.74 | 0.51 | -0.56 | -0.39 | 1.64
0.05 | -0.06 | 0.64 | -0.82 | 0.31
177 | 1.09 | -1.28 | 2.36 | 1.31
1.06 | -0.32 | -0.40 | 1.06 | -2.47

Supoéngase ademds que 20 observaciones son seleccionadas al azar de otra
distribucién G (z) también desconocida, los valores obtenidos se presentan en la
siguiente tabla

2.20 | 1.66 | 1.38 | 0.20
0.36 | 0.00 | 0.96 | 1.56
0.44 | 1.50 | -0.30 | 0.66
2.31 | 3.29 | -0.27 | -0.37
0.38 | 0.70 | 0.52 | -0.71

Se desea probar la hipétesis de que F' () y G (x) son funciones idénticas.

Las observaciones ordenadas y las funciones de distribucién empiricas de las
observaciones se muestran en la siguiente tabla:
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i i | Fo(xi) | v | Gu(yi)
1 | -2.47 0.04 -0.71 0.05
2 | -1.73 0.08 -0.37 0.10
3 | -1.28 0.12 -0.30 0.15
4 | -0.82 0.16 -0.27 0.20
5 | -0.74 0.20 0.00 0.25
6 | -0.56 0.24 0.20 0.30
7 | -0.40 0.28 0.36 0.35
8 | -0.39 0.32 0.38 0.40
9 |-0.32 0.36 0.44 0.45

10 | -0.06 0.40 0.52 0.50
11 | 0.05 0.44 0.66 0.55
12 | 0.06 0.48 0.70 0.60
13 | 0.29 0.52 0.96 0.65
14 | 0.31 0.56 1.38 0.70
15 | 0.51 0.60 1.50 0.75
16 | 0.59 0.64 1.56 0.80
17 | 0.62 0.68 1.66 0.85
18 | 0.64 0.72 2.20 0.90
19 | 1.05 0.76 2.31 0.95
20 | 1.06 0.80 3.29 1

21| 1.09 0.84
22 | 1.31 0.88
23 | 1.64 0.92
24 | 1.7 0.96
25 | 2.36 1

Calculando los valores absolutos de las diferencias entre las funciones de

distribucién empiricas se encuentra que D,,, = 0.27, de donde se tiene que
1

(%’f’n) : Dy, = 0.9. Como en el ejemplo 2.2.1 el drea de la cola correspondiente

1

al valor observado de la estadistica (#)5 D, es 0.39273, por lo que no

n
deberfa rechazarse la hipétesis nula a niveles o menores a 0.39273.

La base de la prueba de Kolmogorov-Smirnov es una medida de discrepancia
entre la funcién de distribucién hipotética Fy (z) y la funcién de distribucién
empirica F, (z). Cualquier estadistica de este tipo se denomina estadistica de
funcién de distribucién empirica. En particular si d es una métrica en el espacio
de las funciones de distribucién, cualquier estadistica de la forma d (F,, Fy) es
una estadistica de funcién de distribucién empirica, la eleccion d = D,, lleva a
la prueba Kolmogorov-Smirnov de bondad de ajuste.
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Otra clase de estadisticas de funcién de distribucién empiricas es propor-
cionada por la familia de estadisticas de Cramer-Von Mises

o0

V,=n / (F () — Fo (@) 4 () dFy (2)

—00

Haciendo # (z) = 1 se obtiene la estadistica de Cramer-Von Mises, mientras
que si

Y (@) = [Fo(2) [1 - Fy (2)]]

se obtiene la estadistica de Anderson-Darling.

2.3 Tablas de contingencia.

Se entiende por datos categéricos aquellos datos que se presenten en forma de
frecuencias que "caen" dentro de ciertas categorias o clases. Nuestra atencién
se limitard a problemas asociados con las relaciones estadisticas entre 2 o més
variables expresadas en forma de categorias.

Una variable categérica puede ser simplemente una clasificacién conveniente
dentro de grupos de una variable medible. En otras palabras no siempre puede
ser expresada en términos de una variable medible bésica. Por ejemplo, podemos
clasificar hombres por:

a) Peso.
b) Color de cabello.
¢) Su actriz favorita.

La clasificacién propuesta en a) es un ejemplo de variable medible catego-
rizada, ya que se basa en una unidad de medida bésica (kilogramos o libras),
lo cual no ocurre con las clasificaciones propuestas en b) y c¢). Cabe mencionar
una diferencia adicional, el color de cabello puede ser expresado en orden de
escala acorde a la pigmentacion, de claro a oscuro, lo que no es posible en c).

Si bien podemos imponer varios tipos de clasificaciones a los nombres de las
actrices, las actrices no estan intrinsicamente ordenadas de ninguna manera. Se
hace referencia al ejemplo b) como una categorizacién ordenada mientras que a
¢) como una no ordenada.

Existe un punto adicional a tener en consideracién, ocurre en ocasiones que
las dos variables a ser investigadas pueden ser simplemente la misma variable
observada en diferentes ocasiones (por ejemplo antes y después de un evento) o
dos muestras relacionadas (por ejemplo padres e hijos, marido y mujer, etc.) en
cuyo caso se refiere a una categorizacién idéntica.

Considerese en primer lugar una poblacién clasificada de acuerdo a la presen-
cia o ausencia de un atributo. El problema mads simple de interdependencia surge
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cuando hay dos atributos A; y As, por lo que hay cuatro posibles subgrupos en
los que las observaciones pueden ser clasificadas

As A§ total
Al A1A2 A1 A(Q’ na,
A§ AfA;  ASAS nAg
total | ma, nAg n

Ahora, considerense las frecuencias observadas de una muestra aleatoria
X1,...,X, y supongase que bajo la distribucién poblacional las probabilidades
de dichas frecuencias son p11,p12,p21 v P22 respectivamente, dichas probabili-
dades se representan en la siguiente tabla

P11 P12 | P1-
P21 P22 | P2
p1 pa |1

donde para i =1, 2.
Di. = Pi1 + Pi2, Pi =DP1i+DP2 yP1.+p2.=1=p1+pa.

La tabla (2.7) serd representarsd por
nir P12 | M.

N21 P22 | No2.
n.1 n.g ‘ n

donde n;; representa las frecuencias observadas en el (%, j)-ésimo grupo y

2 2 2 2
E E Ni; =N = E n;. = E T.j.
i=1 j=1

i=1j=1

La distribucién de las frecuencias muestrales esta dada por la distribucién
multinomial con funcién de verosimilitud

|
n 11,112 121, 122

P11 P12"P2i P22

L= L(pllap12>p213p22) = U T TS
N11:M12:N21'M22:

de donde los estimadores maximo verosimiles de las proporciones p;; estan
dados por
~ N5
DPij = — (28)
J n

Supongase que se desea probar la hipétesis de independencia en la tabla de
2x2, es decir, se desea probar

Ho:pij =pip; 4,7=1,2 (2.9)
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o de manera equivalente

Hy : prip22 = pi2p21

En este caso Hy es una hipétesis compuesta e impone una restriccién, ademas
tiene dos grados de libertad debido a que los valores de ps; v p22 pueden ser
obtenidos a partir de los de p11 y p12 por medio de las expresiones

1 — _
Py = p11( P11 — P12) (2.10)
P11 + P12
p12(1 — p11 — p12)
P22 =
D11 + P12

Por lo que el logaritmo de la funcién de verosimilitud es proporcional a

In(L) o mypln(pir) +nizln(pi2) + n21 In (p21) + neg In (p22)
= niiIn(pi) +ni2In(pr2) +
+no1 [In (p11) +In (1 — p11 — p12) — In (p11 + p12)]
+n2z [In (p12) +1In (1 — p11 — p12) — In (p11 + p12)]
= niln(p11) +na2ln(piz) + ne [In(1 —p1.) —In(py.)]

Para estimar los pardmetros se forman las ecuaciones

0 aln(m_mm[ 1 +1}_"-1n2-
Op11 P11 1—p1.  po pi1 pr(1—p1.)
0 — Oln(L) na na.

op2 pi2 p1(1—p1)

Que proporcionan los estimadores méximo verosimiles bajo Hy

(R G pem () ()

Empleando las ecuaciones en (2.10) se obtienen expresiones similares para

P21y P22
—~ no. n.q —~ na. n.o
= () G) = () ()
n n n n

Por lo que estimamos las probabilidades en cada celda por medio del pro-
ducto de las frecuencias marginales proporcionales.

Sustituyendo los estimadores méximo verosimiles en la verosimilitud se tiene
bajo Hy

(nl.n.l)n“ (nl.n.g)"” (ng.n.l)"21 (TLQ.n.Q)nzz

n2n

L()OC

mientras que para el mdximo no condicionado se emplean los estimadores en
(2.8)
(nll)ﬂn (n12)n12 (n21>n21 (n22)n22

nn

Lloc
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para formar la estadistica de razén de verosimilitud

n n n n
A Lo ni1.m.1 " ni.n.o 2 9. 1.1 2 9. M.9 2
L1 nniy nnig nno1 nnoo

escribiendo

npij = 771 = =eij (2.11)

ni1 niz na21 n2z
)\_<611> <€12> <€21> <€22>
n11 ni2 n21 22

Se ha mencionado anteriormente (seccién 1.5) que si la hipétesis nula es

verdadera —21n ()\) se distribuye asintéticamente como una x? con un grado de
libertad.

se tiene

Otra prueba de (2.9) puede obtenerse observando que la hipétesis nula Hy
implica un conjunto de frecuencias hipotéticas e;; y que la prueba de indepen-
dencia es equivalente a una prueba de bondad de ajuste entre las observaciones
y estas frecuencias hipotéticas, por tanto podemos emplear la estadistica de
Pearson (2.3) en la forma

2

2 2 (i — o)
anzzweiij”

i=1j=1

la cual tiene también una distribucién asintética x? con un grado de libertad.

Recordando que los valores esperados en las celdas de la tabla de 2x2 bajo
la hipétesis de independencia de las dos variables categoricas estan dados por
ey = M =12

n

dependen sélo de las cuatro frecuencias marginales y el tamano de la muestra
n, deberfa tomarse en cuenta la manera en la que fue formada la tabla y en
particular la forma en que se generan las frecuencias marginales. Con n fijo
se tienen tres posibilidades con respecto a las frecuencias marginales. Ambos
conjuntos de frecuencias marginales pueden ser variables aleatorias o ambos
conjuntos pueden ser fijados previamente (este caso es mds raro en la practica
que los otros dos).

De manera alternativa un conjunto de frecuencias marginales puede ser fijo,
debido a que una clasificacién es tinicamente una manera de etiquetar dos mues-
tras (por ejemplo hombres y mujeres) los cuales son comparados respecto a otra
clasificacion (por ejemplo nimero de infectados y no infectados por cierta enfer-
medad). Si el nimero en las dos muestras se fija con anterioridad tenemos un
conjunto de frecuencias marginales fijo y un conjunto variable. Cuando estamos
comparando dos (0 m4ds) muestras con respecto a una caracteristica, frecuente-
mente se refiere a esta prueba como una prueba de homogeneidad de dos (o
k) muestras.
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TABLAS DE r x c.

Si se considera el caso més general en el cual dos variables son clasificadas
dentro de dos o mds categorias, se puede extender la notacién para escribir la
tabla de r X ¢ en la forma

ni1 N1z e Nic | M-
T21 N2 - N2c | M.
(2.12)
Tr1 Nyr2 tee Nye Uz
n.y N.o e Mg ‘ n

La tabla (2.12) es llamada tabla de contingencia de r x c¢. Los resultados
de la seccién previa pueden generalizarse para ser empleados en este problema.

En este problema se desea probar la hipétesis
Hy:pjj=pip; parai=1,..,ryj=1..c¢
en el caso de una prueba de independencia. Donde
c T T C
pi. = Zpij, pj = Zpij y ZZPij =1
j=1 i=1 i=1j=1
Y en el caso de una prueba de homogeneidad
Hy:pij=pj=---=pr para j=1,..c

En ambos planteamientos se puede emplear la estadistica de Pearson para
probar la hipétesis nula, la estadistica toma la forma

r c 2
0, = (nij — €ij)
L= E E
i=1j=1 Cij

Ahora el nimero de pardmetros a estimar cuando Hy es verdadero serdan
(r—=1)+ (c—1) = 7+ ¢ — 2, ademds debido a que la tabla de contingencia
tiene rxc celdas se tiene que cuando Hy es verdadera y n — oo la funcién de
distribucién de Q,, converge a una X2 con grados de libertad igual a

re=1—(r+c—2)=@(r—-1)(c—1).
Por lo que la prueba de tamano « rechaza la hipétesis nula si

Qn>xio(r—1)(c—1).

Ejemplo 2.3.1 Chase y Dummer (1992) estudiaron las actitudes de los nifios
en edad escolar en Michigan. Entre la diversa informacién que se obtuvo acerca
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de cada nino, se les cuestioné acerca de que era mdas importante para ellos:
buenas calificaciones, habilidades atléticas o popularidad. La siguiente tabla
muestra los resultados de las respuestas de 478 ninos clasificados por sexo y su
respuesta a la pregunta. Se desea probar la hipétesis de que la respuesta de los
ninos es independiente del sexo.

Buenas calificaciones Habilidad atlética Popularidad | Total
ninos 117 60 50 227
ninas 130 30 91 251
Total 247 90 141 478

De las observaciones se obtienen bajo la hipétesis nula de independencia los
valores esperados

Buenas calificaciones | Habilidad atlética | Popularidad
ninos 117.299 42.741 66.960
ninas 129.701 47.259 74.040

Calculando el valor de la estadistica de prueba se obtiene @,, ~ 21.46 y de
la tabla A.3 X%0.995,2) = 10.597, por lo que se rechaza la hipétesis nula al nivel
a = 0.005. Con ayuda de algin paquete estadistico puede encontrarse que el
area de la cola correspondiente es 0.000022. Por lo tanto sélo rechazarfamos Hy
para valores de a > 0.000022.

Ejemplo 2.3.1 El estudio de Chase y Dummer (1992) planteado en el ejemplo
anterior fue realmente obtenido de una de tres subpoblaciones de acuerdo a
la zona de localizacién de las escuelas: rural, suburbana y urbana. La tabla
siguiente muestra las respuestas a la pregunta de estudio clasificadas por la
localizacién de la escuela. Se desea probar la hipétesis de que la distribucién
de las respuestas es la misma para los tres tipos de zona en que se localiza la

escuela.

Buenas calificaciones | Habilidad atlética | Popularidad | Total
Rural 57 42 50 149
Suburbana, 87 22 42 151
Urbana 103 26 49 178
Total 247 90 141 478

Nuevamente de las observaciones se obtienen bajo la hipétesis nula de inde-
pendencia los correspondientes valores esperados

Buenas calificaciones | Habilidad atlética | Popularidad | Total
Rural 76.99 28.05 43.95 149
Suburbana 78.03 28.43 44.54 151
Urbana 91.98 33.52 52.51 178
Total 247 90 141 478

Calculando el valor de la estadistica de prueba se obtiene @), ~ 18.83 y
de la tabla A.3 X?0.995 0y = 14.860, por lo que se rechaza la hipdtesis nula
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al nivel a = 0.005. Como en el ejemplo anterior puede emplearse un paquete
estadistico para determinar que el drea de la cola correspondiente es 0.00085. Por
lo tanto sélo rechazariamos la hipétesis nula de homogeneidad para valores de
a > 0.00085.

2.4 Prueba Binomial.

Sea X1q,..., X,, una muestra aleatoria obtenida a partir de la repeticién de en-
sayos Bernoulli independientes con probabilidad de éxito p.
Considérese el problema de probar
Ho:p=npo

donde 0 < pg < 1 es algiin valor especifico.

Se define la estadistica 7" mediante

T = qu (2.13)

i=1
donde
& = 1 si ocurre un éxito en el i-ésimo ensayo
vt 0 si no ocurre un éxito en el i-ésimo ensayo

En otras palabras la estadistica T' se define como el nimero de éxitos en los
n ensayos Bernoulli, por lo que si Hy es verdadera T tendra una distribucién
binomial con pardmetros n y pg.

Ademiss % es un estimador insesgado del valor verdadero del pardmetro p.
Por lo que si p > py entonces % tenderd a ser mayor que py. De lo anterior se

deduce una prueba unilateral para el contraste
Ho:p=py vs Hi:p>npg (2.14)

la cual rechaza Hy si T' > c¢(1—q,n), donde c(1_q,5) es el (1 — a)-percentil de
la distribucién binomial con pardmetros n y pg.

Aprozimacion para muestras grandes.

Si definimos

T B, (1) _ T —npy
\/Varpo (T) \/npo (1 - pO)

donde E,, (T) =npo y Varp, (') = np, (1 — po) son la media y la varianza
de T respectivamente cunado p = pg. Si n — oo y Hy es verdadera entonces T
tendra una distribucién asintéticamente normal con media cero y varianza uno,

T*
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por lo que para muestras grandes puede emplearse la teorfa de aproximacién
normal y basar la prueba de (2.14) en la estadistica T™*, entonces la prueba
rechaza Hy si T* > Z;_,, donde Z;_, es el (1 — «)-percentil de la distribucién
normal estdndar.

Ejemplo 2.4.1 Pruebas de diferencia sensitiva son usadas freceuntemente en
control y evaluacién de calidad. La prueba triangular (Bradley (1963)) es una
prueba de diferencia sensitiva que proporciona una titil aplicacién del modelo
binomial. En su forma simple consiste en que a cada uno de los n panelistas
se les presentan tres muestras de prueba en un orden aleatorio, se conoce de
antemano que dos de las muestras son idénticas mientras que la restante es
diferente. El panelista debe elegir supuestamente la muestra que es diferente en
base a un atributo sensitivo especifico.

Si los panelistas son expertos o jueces capacitados homogéneos, el experi-
mento puede interpretarse como n ensayos Bernoulli independientes donde un
"éxito" corresponde a una correcta identificacién de la muestra diferente (si
no fueran homogéneos la probabilidad de elegir la muestra correcta no seria la
misma entre los panelistas, por lo que podria cuestionarse la validez de aplicar
la prueba binomial).

Bajo la hipétesis de que no existen bases para discriminar entre las muestras
la probabilidad p de éxito es %; mientras que valores de p > % exhiben bases
para la discriminacién.

Byer Y Abrams (1953) consideraron pruebas triangulares de amargura en
las que cada catador recibia tres copas, dos conteniendo la misma solucién de
quinina y la tercera una solucién de quinina diferente.

En su primer prueba de amargura las soluciones contenian 0.0075% y 0.0050%
de sulfato de quinina respectivamente. Las seis posibles presentaciones BAA,
ABA, AAB, ABB, BAB y BBA donde A representa la concentracién alta y B la
concentraciéon baja fueron aleatoriamente distribuidas entre los catadores. En
25 ensayos se encontraron 25 selecciones correctas y 25 incorrectas.

Considerando la prueba binomial para el contraste

1 1
Hoip:§ Vs H11p>§

y empleando la aproximacién para muestras grandes se observa que

50
T=25 E,,([T)= 3= Vary, (T)

Por lo que T* ~ 2.042. Dado a = 0.05 se tiene de la tabla A.1 que Zy95 =
1.645 < T*, entonces la prueba rechaza Hj al nivel @« = 0.05. M4s atn, se
determina que Zyg7932 = 2.04, entonces el nivel més pequeno al cual debe
rechazarse Hy en base a la muestra es o = 0.02068.
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El ejemplo (2.4.1) es una muestra de la aplicacién de la prueba binomial
a un experimento que no es precisamente una serie de repeticiones de ensayos
Bernoulli, lo necesario para aplicar esta prueba puede enunciarse de la siguiente
manera;

a) El resultado de cada ensayo puede ser clasificado como "éxito" o "fracaso".

b) La probabilidad de "éxito" denotada por p permanece constante de ensayo
a ensayo.

¢) Los n ensayos son independientes.

Por lo que la distribucién de la estadistica T' queda determinada por los
supuestos a), b), ¢) y el valor especifico p = py més alla del supuesto respecto a
la distribucién de la cual se desprenden los datos, es por ello que se denomina
libre de distribucién.

De manera similar puede deducirse una prueba unilateral para el contraste
Ho:p=po vs Hi:p<po

basada en la estadistica 7', la cual rechaza Hy si T < c(q,n), donde c(q,n) €8
el a-percentil de la distribucién binomial con pardmetros n y pg.

Y una prueba bilateral para el contraste

Hy:p=po vs Hi:p#po

que rechaza Ho si T > c(1—a;,n) 0 T < Clas,m), CON a1 + 2 = Q..

Un caso particularmente importante en el que puede aplicarse la prueba bino-
mial ocurre cuando se desea probar hipdtesis acerca de la mediana 6 desconocida
de una poblacién. La aplicacién de la prueba binomial a este problema establece
como estadistica de prueba T al nimero de observaciones muestrales mayores
que un valor hipotético especifico digamos 6§ = 6. En este caso particular, se
refiere a la estadistica 7' como estadistica del signo y a la prueba asociada como
prueba del signo.

De manera alternativa puede definirse T~ como el nimero de "fallas" en los n
ensayos Bernoulli, es decir T~ puede representarse mediante (2.13) remplazando
¢, por (1—9,),i=1,...,n

Debido a que T~ = n — T las pruebas expuestas en esta seccién pueden
basarse en T~ observando que bajo Hy, T~ ~ Bin(n,1 — pp).
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2.5 Prueba de rangos de Wilcoxon.

Este procedimiento esta disenado para anilisis estadistico en el que el interes
primario se centra en el pardmetro de localizacién (mediana) de una poblacién.
Pueden encontrarse dos tipos de datos para los cuales un anélisis como éste
es importante, el primero de ellos conocido como pares replicados representa
parejas de observaciones de pre y postratamiento, en el cual se esta interesado
en una traslacion en la localizacién hecha por el "tratamiento". El segundo tipo
de dato consiste en observaciones provenientes de una poblacién particular a
cuyo parametro de localizacion se desea hacer inferencia.

PARES REPLICADOS.
Supongase que se obtienen 2n observaciones, 2 observaciones en cada uno
de los n sujetos.
sujeto ©  x; y;

1 T Y1
2 T2 Y2
n Tn  Yn

A continuacién se enuncian los supuestos para la prueba de rangos de Wilcoxon.

1) Se define Z; = Y; — X; y se forma el modelo
Zi=0+¢; 1=1,..,n

donde los e;’s son variables aleatorias no observables y el parametro de interes
0 es el efecto desconocido del "tratamiento".

2) Los e;’s son mutuamente independientes.

3) Cada e; proviene de una distribucién continua (no necesariamente la
misma para cada uno) simétrica respecto a cero.

Para probar la hipétesis nula

HO :0=0
es decir, no existe efecto por parte del "tratamiento". Se forman las diferen-
cias absolutas |Z1], ..., |Zy,| . Se denota mediante R; al rango de |Z;|, i =1,..,n
en el rango conjunto, del menor al mayor de |Z1], ...,|Z,]| .

Se definen las variables indicadoras ¢; mediante

¢_ 1 si Z;>0
P 0 si Z;<0

Con los productos Ri¢q, ..., R,¢,, se define la estadistica

T =Y R, (215)
i=1
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El producto R;¢; es conocido como el rango positivo de Z;, el cual toma el
valor de 0 si Z; es negativo y es igual al rango de Z; si es positivo. La estadistica
T+ es la suma de los rangos positivos.

Sea N el nimero de Z’s positivas y sea que r; < 19 < --- < ry denoten
los rangos de los valores absolutos de estos Z’s positivas. Entonces, para 6 > 0
estos rangos tenderdn a ser mds grandes que los correspondientes rangos de los
valores absolutos de las Z’s negativas. Lo anterior sugiere rechazar Hy en favor

N N

de 6 > 0 para valores grandes de Y 7y, se observa que T = Y r; por lo que la
i=1 i=1

prueba unilateral para el contraste de hipétesis

Hy:0=0 vs H1:0>0 (2.16)

rechaza Hy si TT > C(a,n) donde c es el a-percentil de la distribucién de la
estadistica T bajo Hy.

La distribucién de la estadistica 77 bajo la hipétesis nula puede obtenerse
observando que cada una de los 2™ posibles resultados para (rq,...,7x) ocurre
con probabilidad (%)n La derivacién de la distribucién de T bajo Hy no
depende de la clase de distribuciones a la que pertenecen los €’s, lo tinico que se
requiere es que dichas distribuciones sean continuas y simétricas respecto a cero,
por ello el procedimiento basado en la estadistica T de Wilcoxon es llamado
libre de distribucién.

Aproximacion para muestras grandes.

Cuando la hipétesis nula Hy es verdadera la estadistica
T" — By (T7)
Vary, (T'T)
T+ _ n(n+1)

4

n(n+1)(2n+1)
24

T =

tiene una distribucién asintética normal estandar cuando n — oo. Por lo que
la prueba basada en la distribucién asintética de T™ rechaza Hg si T* > Z,.

Si existen valores para los que Z; = 0 estos valores se descartan y se redefine
n como el nimero de Z;’s distintas de cero.

Si existen empates entre los | Z|’s para los que las Z;’s son distintas de cero, el
rango asignado a cada uno de las Z;’s para las que existe el empate es el promedio
de sus rangos, con objeto de calcular la estadistica T". Para la aproximacién en
muestras grandes se calcula T* empleando promedios de rangos en los empates
y remplazando la varianza por

1 1<
Varg (T*) = 2 n(n+1) 2n—|—1—52tj (t; —1)(t; +1)
J=1
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donde g es el nimero de grupos empatados y t; es el tamano del j-ésimo
grupo empatado.

De manera andloga si 8 < 0 los rangos 71 < ro < --- < ry de los valores
absolutos de las Z’s positivas tenderdn a ser méds pequenos que los rangos de
los valores absolutos de las Z’s negativas, por lo que la prueba unilateral para
el contraste de hipétesis

Hy:0=0 vs H;:0<0 (2.17)

rechaza Hy si TT < C(a,n) donde c es el a-percentil de la distribucién de la
estadistica T bajo Hy.

Cuando H, es verdadera la distribucién de T es simétrica con respecto a

. 9 1 . .
su media %, esto implica que

P(T’*z@P(T*gn(”;l)x)

_ n(n+1)
paraxz =0,1,..., =5—.

Entonces la prueba rechaza Hy si

n(n+1)

T+ < D) — C(a,n)

Y la prueba bilateral del contraste
Hy:0=0 vs Hi:0#0 (2.18)
rechaza Hj si

nn+1)

T+ 2 c(al,n) o T+ S 2 - C(a2¢n)

con a1 + g = Q.

Ejemplo 2.5.1 Los datos mostrados en la siguiente tabla fueron obtenidos
por Salsburg(1970)

Paciente 7 | X; Y;
1 1.83 | 0.878
2 0.50 | 0.647
3 1.62 | 0.598
4 2.48 | 2.05
5 1.68 | 1.06
6 1.88 | 1.29
7 1.55 | 1.06
8 3.06 | 3.14
9 1.30 | 1.29

Valores del factor IV en la escala de depresién Hamilton
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Los datos basados en nueve pacientes que recibieron el tranquilizante T,
fueron tomados de un ensayo clinico doblemente ciego que envolvia dos tran-
quilizantes. La medida utilizada fue el factor IV (factor suicida) en la escala
de depresion Hamilton (1960). El valor de X fue tomado en la primer visita
del paciente después de iniciar la terapia, el valor de Y fue tomado en la se-
gunda visita del paciente después de iniciar la terapia, los pacientes habian sido
diagnosticados con una mezcla de ansiedad y depresién. En este ejemplo que
envuelve tranquilizantes una mejora corresponderia a una disminucién en los
valores del factor. Se llevara acabo la prueba unilateral expuesta en (2.16),
los célculos necesarios para formar la estadistica T en (2.15) se muestran a
continuacion

i Zi |Zi| | Ri | ¢ | Rid;
1]1-0952 10952 | 8 | 0 0
210147 | 0147 | 3 | 1 3
31-1.022 | 1.022 | 9 0 0
41-0430 | 0430 | 4 | O 0
51-0.620 | 0620 | 7 | O 0
6 |-0.590 10590 | 6 | O 0
71-0490 [ 0490 | 5 | O 0
8 | 0.080 | 0.080 | 2 1 2
91-0.010| 0010 1|0 0
Por lo que se tiene
9
T =) Rip, =5
i=1
De la tabla A.6 se encuentra para o = 0.049
9(10
TH—5<8=45—37= (g)) — C(0.019.9)

Por lo que se rechaza Hy en favor de # < 0 al nivel « = 0.049. Se observa
que el nivel més bajo al cual deberfa rechazarse Hy usando la prueba unilateral
es a = 0.020 debido a que

9(10
((2)) — C(O'ng,g) =45—-40=5

Si se emplea la aproximacién para muestras grandes se tiene

5 - (79(10)) ~17.5
T = = — = -2.07
9(10)(19) 8.44
24

Por lo que de la tabla A.1 se encuentra que el nivel mds bajo al cual se rechaza
Hj con la aproximacién normal es o = 0.01923. De aquf que las pruebas indican
una fuerte evidencia de que el tranquilizante lleva a una mejora en el nivel del
factor IV en la escala Hamilton.
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La estadistica T+ de Wilcoxon es la suma de los rangos positivos de las Z;’s
positivas. Si se define T~ como la suma de los rangos de los valores absolu-
tos de las Z;’s negativas, se observa que T~ puede definirse mediante (2.15)
remplazando ¢; por (1 — ¢;) i = 1,...,n. Debido a que

n(n+1)

T~ =—+~—2 -7t
2

Las pruebas expuestas en esta seccién pueden expresarse en términos de 7'~

Finalmente, para probar la hipdtesis Hy : § = 6y donde 6y # 0, se obtienen
las observaciones modificadas

Z’:Zl—HO i:l,...,n

3

y se calcula el valor de la estadistica T+ emplando entonces las observaciones
modificadas.
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Capitulo III.

Regresion lineal simple.

El término regresion tiene una historia interesante que data del trabajo de Sir
Francis Galton en el siglo XIX. Galton, nieto de Erasmus Darwin y primo de
Charles Darwin estudié medicina en Cambridge desempenandose de manera
competente y sin gran distincién. Después de recibir su herencia abandondé la
carrera de medicina y se dedic6é a observar el mundo, proceso durante el cual
desarrollé una gran curiosidad. En 1853 recibié la medalla dorada de la Royal
Geographical Society en reconocimiento a sus logros tras haber explorado Africa
durante el periodo de 1850-1852.

Durante la década de 1860 emergieron los primeros signos de su habilidad
e intereses en el campo de la estadistica. Empleando los registros de todas
las estaciones del clima de Europa de Diciembre de 1861 construyé intrincados
mapas climéticos y de manera visual fue capaz de descubrir la existencia de an-
ticiclones, sus mapas empleaban simbolos ingeniosos que mostraban de manera
simultdnea la direccién del viento, temperatura y presién barométrica de cada
estacion, fue un notable triunfo temprano del uso de métodos graficos para el
analisis de datos multivariados. Los resultados fueron publicados en Meteoro-
graphica (1863). Las publicaciones de Galton se concentraron posteriormente
en materia de psicologfa, antropologia, sociologia y educacién, aunque el tema
dominante en su trabajo de 1865 fue el estudio de la herencia. La caracteristica
distintiva del estudio de Galton en herencia fue su naturaleza estadistica.

En su autobiograffa Galton nos cuenta de su primer encuentro con el método
de Quetelet sobre el ajuste de curvas normales. Se encontré fascinado por la
curiosa aparicién de la ley teérica "desviacion a la media” (o como se renombré
posteriormente "regresién a la media") en situaciones tales como la relacién
entre las alturas de padres e hijos, en medidas de habilidades o de clasificacién.
Siguiendo a Quetelet, proponia que la semejanza de la apariencia de los datos a
esta curva caracteristica era una prueba de lo apropiado de clasificar los datos
en un sélo grupo, mientras que, la no semejanza a esta curva indicaba que
los datos no deberfan ser tratados juntos (dentro de un mismo grupo). En su
publicacién Hereditarius Genius (1869) ilustré la forma de la curva mediante
un diagrama de puntos en el que cada punto representaba la altura de una
persona. Esta idea fue recurrente en el trabajo de Galton, aunque para 1875
planteé una manera diferente de mostrar los datos, ordené los datos en forma
creciente y grafico los valores de los datos contra sus rangos, Galton llamé a
esta curva "ojiva” (curva que actualmente conocemos como la funcién inversa
de la funcién de distribucién acumulativa normal). El desarrollo del concepto de
regresién y sus bases probabilisticas alcanzaron su plenitud en su libro Natural
Inheritance(1889).
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3.1 Definicion.

La palabra regresion se emplea en estadistica para representar una relacién entre
variables.

En particular una regresion lineal simple satisface una relacién de la forma
Yi=a+ pz;+e; (31)

donde Y; es una variable aleatoria y x; es otra variable observable. Las
cantidades v y 3 el intercepto y la pendiente de la regresion respectivamente se
suponen parametros fijos desconocidos y e; es necesariamente variable aleatoria.
Es préactica comin suponer que F (e;) = 0 (en caso contrario podria asignarse
el exceso al valor del intercepto ), por lo tanto de (3.1) se tiene

E(Y;) =a+ fBz; (3.2)

En general la funcién que proporciona el valor esperado de Y en funcién de
x es llamada la funcién de regresion poblacional, entonces la ecuacién (3.2)
define la funcién de regresién poblacional para el modelo lineal simple.

Uno de los principales propdsitos de la regresién es hacer predicciones de
los valores de Y; a partir del conocimiento de z; usando una relacién como la
enunciada en (3.2), debido a este conocimiento para hacer inferencia acerca de
la relacion entre Y; y x; (3.2) puede reescribirse

E(Y;|x;) =a+ By (3.3)
para reforzar el aspecto condicional.

En la practica comunmente se interpreta diciendo que Y; depende de x;, por
lo que es comun referirse a Y; como la variable "dependiente" y a x; como la
variable "independiente". Cabe mencionar que esta teminologfa resulta un poco
confusa debido a que la palabra independiente tiene un significado diferente en
la teorfa estadistica (las x;’s no son necesariamente variables aleatorias, por lo
que no pueden ser estocasticamente independientes). Por ello se emplea una
terminologia alternativa méds descriptiva refiriendose a Y; como la variable de
respuesta y a x; como la variable predictora.

Cuando se hace referencia a una regresiéon que es lineal, puede entenderse
que la esperanza condicional de Y dado X = x es una funcién lineal de x.
El término regresion lineal se refiere a la linealidad de los pardmetros, por
ejemplo
B(Yi|z)=atpe y E(n(¥)|z)=a+t
(2

especifican regresiones lineales, mientras que

E(Yi|z)=a+ B
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no especifica una regresion lineal debido a que el pardmetro para la pendiente
es un término cuadratico.

Cuando se emplea una ecuacién como (3.3) se esta suponiendo implicita-
mente que la regresién de Y en X es lineal, este supuesto puede no estar justi-
ficado debido a la falta de teoria subyacente que soporte dicha relacién lineal;
sin embargo, como una relacién lineal es muy conveniente para usos practicos
estarfamos muy interesados en suponer que la regresiéon de Y en X puede ser
aproximada de manera adecuada por una funcién lineal. Es decir, esperariamos
que

E(Y;|z)~ o+ Bz

Cuando se realiza un anilisis de regresion existen dos pasos en el andlisis.
El primer paso se encuentra totalmente orientado a los datos cuyo objetivo es
resumir los datos observados. Este paso siempre se realiza dado que general-
mente se calculan medias, varianzas o alguna otra estadistica. Se debe tener
en cuenta que el primer paso que es el "ajuste de datos" no envuelve inferencia
estadistica, puesto que no se realiza ningin supuesto acerca de la poblacién,
s6lo nos interesan los datos disponibles.

El segundo paso en el anélisis de regresién es la parte estadistica en la cual la
atencion se se concentra en hacer inferencia sobre la funcién de regresiéon pobla-
cional, para realizarlo es necesario realizar supuestos acerca de la poblacién.

En un problema de regresion lineal simple se tienen n pares de observaciones
(21,9i) 5 -y (T, yn) los cuales no estardn exactamente sobre una linea recta, pero
estaremos interesados en resumir la informacién muestral mediante el "ajuste"
a una recta.

3.2 Método de los minimos cuadrados ordinarios.

Es uno de los métodos mds usados para ajustar una recta a un conjunto de
puntos (z1,¥:), ..., (Tn,yn) . Este método no considera ningiin supuesto acerca
de las observaciones, simplemente son consideradas como n pares ordenados en
el plano.

Dada la recta y = o+ Bz se define la suma de cuadrados residual o suma de
cuadrados del error (SSFE) mediante

n

SSE =" (yi — (o + Ba:))? (3.4)

i=1

La suma de cuadrados residual mide la distancia vertical de cada punto
(zi,y:) ala recta y = a + Bz y suma los cuadrados de estas distancias.

El método de minimos cuadrados ordinarios consiste en minimizar la suma
de cuadrados residual, aquellos valores @ y  que minimizan (3.4) reciben el
nombre de estimadores minimo cuadréticos de a y 8 respectivamente.
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Derivando parcialmente SSE con respecto a « y 8 e igualando a cero se
obtienen las siguientes ecuaciones

0SSE -
e —2; (yi — (a+ Bz;)) =0
E n
% = 722 (yi — (a4 Px;))z; =0
i=1

simplificando ambas ecuaciones se obtienen las denominadas ecuaciones nor-
males

n

na+ﬂZmi = Zyi
i=1

i=1
n n n
2
aE xiJrﬁE T; E TiY;
i=1 i=1 i=1

Resolviendo las ecuaciones normales y definendo las siguientes cantidades:

n n
_\2 \2
Sm:Z(xi* ) s Syy:Z(yi*y)
i=1 i=1
como las sumas de cuadrados y

n
Sey =D (2 =) (v —7)
i=1
como la suma de productos cruzados, los estimadores minimo cuadraticos @
y [ estan dados por
) Sz ~ _ —
B=or a=y-p7 (3.5)
Debido a que no hay suposicién alguna acerca del modelo probabilistico
que genera las observaciones el método de minimos cuadrados ordinarios debe
ser considerado sélo como un método para ajustar una recta a un conjunto de
datos, por lo que los valores en (3.5) pueden denominarse soluciones minimo
cuadréticas.

Ejemplo 3.2.1 Se desea establecer una funcién de gastos de materiales para
una rama de la economia que cuenta con nueve empresas, los datos se presentan
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en la siguiente tabla donde Y representa gastos en materiales y X la produccién.

Empresa Y X
(miles de pesos) | (miles de pesos)
1 117.22 390.00
2 92.94 336.52
3 147.36 463.23
4 80.60 320.78
) 83.38 326.94
6 65.92 280.40
7 58.97 338.27
8 64.69 269.06
9 41.73 138.2

Con los datos anteriores se obtienen las estadisticas

T = 3181556, 7= 83.6456
9
Sew = (i — )" = 63253.9740
i=1
9
Sey = (i —7)(yi —7) = 20462.3103
=1
9
Sy = > (yi—7)* =8321.8116
i=1

De donde los estimadores minimo cuadréaticos son:

-~ 20462.3103 A
8= 63253.9740 — 0.3235 'y @ = 83.6456 — (0.3235) 318.1556 = —19.276

Por lo que la recta ajustada es 5 = —19.276 + 0.3235x

3.3 Estimadores lineales insesgados de varianza minima.

Con objeto de encontrar estimadores con algunas propiedades éptimas se im-
pondrén algunos supuestos al modelo de regresién lineal simple

1) Los valores y, ..., ¥, son observaciones provenientes de variables aleatorias
no correlacionadas Y7, ..., Y,.

2) Cada una de las variables aleatorias Y7, ..., Y,, tiene la misma varianza o2.

Tales supuestos pueden expresarse de la siguiente manera. Supéngase que

Y=a+pPx;+e; i=1,...,n
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donde ey, ..., e, son variables aleatorias no correlacionadas tales que para

1=1,..,n
E(e))=0 vy Var(e) =0

Los eq,...,e, son llamados errores aleatorios. Debido a que x1,...,2, son

valores fijos conocidos se verifica
E(Y;)) = a+pz;, Var(Yi)=Var(e) =0 i=1,...n (3.6)
Cov(Y;,Y;) = 0 parai#j

Para estimar los pardmetros « y 8 nos restringiremos a la clase de los esti-

madores lineales; es decir, estimadores de la forma

S,
i=1

donde dy, ..., d,, son constantes conocidas. De (3.6) se deriva que la varianza
de cualquier estimador lineal esta dada por

Var (id%) ZdQVar —JQZdQ (3.7)
i=1

Adicionalmente dentro de la clase de los estimadores lineales nos restringire-
mos a aquellos estimadores que sean insesgados, lo cual limita los posibles valores
para di, ..., dy,.

Comenzaremos obteniendo un estimador lineal insesgado para ( el cual debe
satisfacer

™
|

E (idﬂ@) =F (idz (a+ Bz; + 6i)>
i=1 i=1
azn:di + ﬁzn:dﬂi
i—1 i—1

igualdad que es cierta si

idl =0 y zn:dixi =1 (38)
i=1 i=1

Recordando que un estimador insesgado es el "mejor" si tiene la varianza maés
pequena de entre todos los estimadores insesgados, puede pensarse en buscar el
mejor estimador lineal insesgado para 3; es decir, un estimador lineal que cumpla
las restricciones en (3.8) y que minimize (3.7). Para obtener tal estimador debe

minimizarse Edz sujeto a las restricciones en (3.8). Empleando el método de

los multlphcadoreb de Lagrange se debe minimizar



derivando parcialmente e igualando a cero se obtienen las ecuaciones

oL .

8dz = Qdi—/\lxi—)\g :0, 1= 1,...,n (39)
OL "

= = - T+ 1=

o ;d T; + 0

oL -

n
Sumando las primeras n ecuaciones y empleando que Y d; = 0 se obtiene
i=1

n
Alzxi +nX =0
i=1
Entonces
A2
T

Y multiplicando la i-ésima ecuacién en (3.9) por x; y sumando las ecuaciones

se obtiene
n n n
i=1 i=1 i=1

AL = (3.10)

Dado que Y d;z; =1
i=1

2= Alil‘f + )\gixl
=1 =1

Sustituyendo (3.10) en la ecuacién anterior se encuentra que

2z 2z
>\2 = e = _S

valor que sustituido en (3.10) proporciona

2

A=

Por lo que, sustituyendo los valores obtenidos para A1 y A2 en (3.9) y re-
solviendo para d;, i = 1,...,n se obtiene
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Por lo tanto
L PR
Zlijj — nTy

B ‘;djyj‘;yj< 50 )‘ 50 S

es el estimador lineal insesgado de varianza minima del parametro (3, el cual
coincide con el estimador minimo cuadratico de 8. El valor de la varianza de 8

es . ,
Var (ﬁ) = 02;d$ = g—m

De manera similar, el estimador lineal insesgado de varianza minima de «

debe satisfacer
a=F (Zdﬂ@-) =a) di+ B> dix;
i=1 i=1 i=1

igualdad que es cierta si

idz =1 y idﬂ?i =0
i=1 i=1

y minimizar (3.7) sujeto a las restricciones anteriores. Empleando nueva-
mente el método de los multiplicadores de Lagrange se debe minimizar

n

L= Xn:dlz — )\1 <Zd1 — 1) - /\an:deL‘z
i=1 i=1

=1

donde derivando parcialmente e igualando a cero se obtienen las ecuaciones

L
gd,b = 2di*)\1*)\2xi :0, 1= 1,...,TL (311)
OL -
TR
oL -
i=1
Sumando las primeras n ecuaciones y empleando que Y d; = 1 se obtiene
i=1
nAL A+ A Y a; =2 (3.12)

i=1

Multiplicando la i-ésima ecuacién en (3.11) por x; y sumando las ecuaciones
se obtiene
n n n
i=1 i=1 i=1

()



n
Como > d;x; = 0, se obtiene
i=1
n
Ao Yo a7
A = =L

nT

y sustituyendolo en (3.12) proporciona
—27
SJ}'(E

Al sustituir los valores obtenidos para A; y Ay en (3.11) y resolviendo para

d;, 1 =1,...,n se obtiene
n
2 p—
E x; — nTT;

Ay =

di =

1
nSez i=1

Por lo tanto N
a=Y dy; =y— 5z
j=1

es el estimador lineal insesgado de varianza minima del pardmetro o, que
también coincide con el estimador minimo cuadratico de «. Para calcular la
varianza de @ se observa que d; puede reescribirse de la siguiente manera

1 _f(xi—f)

T Sis
Entonces
. & |1 2T (1 -7 | T (2 —7)
Var (@) =0?Y d? = o* — - l + :
( ) z=zl ; lnz Sea (SM)2

el segundo término en la suma se cancela y finalmente se obtiene
1 z%8 1z 02 &
Var(a)=o0% |- + = 202[4—}: x?
(@) ln (Sza)? n o Sy nSm; ‘
El resultado de que los estimadores obtenidos por el método de minimos

cuadrados ordinarios sean efectivamente los estimadores lineales insesgados de
varianza minima es conocido como el teorema de Gauss-Markov.

Hasta este momento sélo se han hecho supuestos acerca de los dos primeros
momentos (media, varianza y covarianza) de los datos y se obtuvieron esti-
madores con propiedades estadisticas importantes (minima varianza e inses-
gadez) aunque sélo dentro de la clase de los estimadores lineales insesgados. A
pesar de ello no pueden construirse pruebas de hipdtesis o intervalos de confianza
debido a que no se ha especificado completamente un modelo de probabilidad
para los datos. A continuacién se presenta el modelo de regresion lineal simple
mas comun.
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3.4 Regresién lineal simple bajo normalidad.

Los datos observados son los n pares (1,¥;), ..., (n, yn) donde los valores de
la variable predictora se consideran fijos y conocidos y los valores de la variable
de respuesta y1, ..., y, son observaciones de las variables aleatorias Y7, ..., Y,, las
cuales se suponen independientes, méds atin la distribucién de las Y;’s se supone
normal, especificamente

)’;NN(a+ﬂxi702) i=1,..n

Por lo que la funcién de regresién poblacional es una funcién lineal de z, es
decir, E (Y | ) = a + Sz y todas las Y;’s tienen la misma varianza.
Tales supuestos pueden expresarse de la siguiente manera

Yi=a+pz;+e i=1,...,n (3.13)

donde ey, ..., e, llamados errores aleatorios son variables aleatorias indepen-
dientes e identicamente distribuidas con

e;~N (0,02) 1=1,..n

Este modelo es un caso especial del analizado en la seccién anterior, que
los errores aleatorios no esten correlacionados se sigue del supuesto de inde-
pendencia, ademads la distribucién de Y; depende solamente de e; por lo que
Y; NN(oc+Bz,-,02).

La funcién de densidad conjunta de Y7, ..., Y, es el producto de las funciones
de densidad ma&rginales

f(Y;O[’ﬂ’a]) = H 1 exp (_ (y7 - (Ol‘}’ﬂl’l)) >

202

3 (i — (0 + f2:)’

202

Il
@
*
o
|

Para obtener los estimadores maximo verosimiles de o, 3 y 02 se emplea el
logaritmo de la funcién de verosimilitud

n

In (L (a, 8,0%x,y)) = —= In (27) — = In (%) — ﬁ (yi — (a + Bx;))°
=1

Derivando parcialmente con respecto a cada uno de los pardmetros e igua-
lando a cero las ecuaciones resultantes se encuentra que los estimadores médximo



verosimiles de «, B v o deben satisfacer las tres ecuaciones

(yi — (@ +Bz;)) = 0
=1
> Wi~ (a+ ez = 0 (3.14)
Z(yi_(a+ﬁ$i>)2 = no?

Se observa que las dos primeras ecuaciones en (3.14) son las ecuaciones nor-
males obtenidas bajo el método de minimos cuadrados ordinarios, por lo tanto
los estimadores minimo cuadréticos

5o o

S{Dil)

a=7y-pz

son también los estimadores maximo verosimiles de 8 y a bajo el supuesto
de normalidad.
Finalmente, el estimador méximo verosimil de o2 es

# =23  (5- (3 e))

la suma de cuadrados residual (SSFE) evaluada en la recta de minimos
cuadrados dividido por el tamano de la muestra.

En la seccién anterior se mostré que a y 5 son estimadores lineales insesga-
. . Lo Lo ~2 .
dos de a y 3; sin embargo el estimador méximo verosimil ¢~ no es un estimador
. ~2 , ..
insesgado de o2. Para obtener el sesgo de 6 se empleardn los siguientes resul-

tados.

Teorema 3.4.1 Dadas Xj, ..., X,, variables aleatorias. Entonces

Var (iX’> = zn:Var (X)) + 22 ZCOU (X, X5)

i<j
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Demostracién:

Var (i:)Q)
i=1

Teorema 3.4.2 Sean X1, ...

, XnyYi,..., Y, dos conjuntos de variables aleato-

rias y sean ay,...,a, y b1, ..., by, dos conjuntos de constantes. Entonces

Cov iaiXi7 iij; = iiaibjCov (XZ, ij)
i=1 j=1

i=1j=1

m
Demostacién: Sea Z = ) b;Y;, entonces
Jj=1

Cov (En:aiXi, il%n)
i=1 j=1

Cov (zn:aiXi, Z)

i=1

E (Zai (XiZ)> - (ZGZE(X1)> E(Z)

Zai [E(X,Z) - E(X;)E(Z)] =Y aiCov (X, Z)

i=1

79



Ahora

Cov(X;Z) = Cov|X;> bY
j=1
= E{X; (D0 | —EX)E|D bY;
Jj=1 j=1

m m

= ) b [EX,Y)) - E(X:)E(Y;)] =Y bjCov(X;,Y;)

Por lo tanto

i=1

Cov iaiXi,iijj = iaiCov(XLZ)
i=1 j=1

= iaiijCov (XZ', Y;)
i=1  j=1

n m

- ZzaibjCov (X:,Y;) m

i=1j=1

Corolario 8.4.8 Si Y1,...,Y, son variables aleatorias no correlacionadas con
Var (Y;) =02%i=1,..,nyay,..,a,y by, ..., b, son dos conjuntos de constantes,

entonces N " n
Cov (ZaiYiyzbiYO = Zaibﬂ/ar (Y7)
i=1 i=1 i=1

De (3.13) se tiene
e, =Y, —a—pPx; i=1,..,n

Se define el residual de la regresion mediante

e =Y —a—Br; i=1,..n (3.15)
Por lo que
2 IS (a3 )) = e
g = Z Yi a+ Bz = Zei
i i
Ademss
E@) = E(Yi-a-fu)=EY)-E@)-E ()

= (a+fz;)—a—Px;=0
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Empleando el teorema (3.4.1)
Var(@) = E (@) =Var(¥i—a- bz
= Var(Y;)+ Var (@) + 22Var (B) (3.16)
—2Cov (Y;,@) — 2a;Cov (Y , B) +22,Cov (a, B)

Empleando el corolario (3.4.3) y el hecho de que Cov (Y;,Y;) =0 para i # j

Cov(Yi,G) = Cov (Yi (Tll - x(”ﬁsﬂz_””)) 3@-) (3.17)

em(13) = o (13575 )

(o) = om (55 (1753 (7))

Jj=1 j=1
_ i l_a:(mj—f) rj—T o2
j=1
n — n o _ 2 —
— g2 z rj — % 7295(% )| 9602
. NSy _ (s )2 Sy
j=1 j=1 TT
Sustituyendo los resultados anteriores en (3.16) se obtiene
02 & x? 1 Z(x;—7)
Var(e;) = E(&) =0+ z2 + 102_202<_ i )
@) () ne 2 T
x; (x; — T) T
9 2 1 —_9 2 4L
sz Sxa:

Il
Q
1)
| — |
3
S
[\}
£ =
8
A
S|
\'M:
K
N
_|_
&
=N
|
o
®
|
&l
|
[\-}
8
K
v
| I—
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Por lo tanto
~ RN
EB(3%) - E;E (@)

= 72 n—2 —Zx 422 —2(x;—7) - 22,7 | | 02

n

= n- En: + En:m — 28, —2n7° | | o2

n—2 o2

n

debido a que Y. 2?2 — nz? = S,,.
Por lo tanto el estimador insesgado de 0 comiinmente més empleado es

- e o) - S
5 _n—2U _n—QZ; Yi at bz _n—2i=16l

Con el fin de desarrollar estimaciones y pruebas de hipdtesis basadas en los
estimadores obtenidos deben conocerse sus distribuciones muestrales, para ello
se presentan algunos resultados sin demostracién que serdn empleados y una
breve discusién de la representacién matricial del modelo de regresién lineal
simple.

Lema 8.4.4 Sean Xi,..., X, variables aleatorias independientes tales que
X; ~ N(uj,o?) j = 1,..,n. Si para constantes a;; y b,; (j = 1,..,n;i =
wkir=1,..,m) donde k + m < n se definen

Ui = Zainj, 1= 1,...,]{}
j=1
Vi = > byX;, r=1..m

Entonces las variables U; y V; son independientes si y sélo si Cov (U;.V;) =0
En la teoria de modelos lineales se encuentra el siguiente resultado.

Corolario 3.4.5 Si x ~ N (0,I) entonces x'Ax ~x?2 si y sélo si A es idem-
potente y de rango r.

Es decir, si x es un vector aleatorio normal con vector de medias p =0y
matriz de covarianzas igual a la matriz identidad, entonces la forma cuadratica
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x!Ax tendra una distribucién ji-cuadrada si la matriz A es idempotente (es
decir AA = A) y el rango de la matriz A determina los grados de libertad de
la distribucién ji-cuadrada.

El mdédelo considerado en (3.13) puede ser representado matricialmente me-
diante

Y=XB+¢ (3.18)
Y; 1 x &1

donde Y = : , X = S ,ﬁ—(g)ye— : con
Y, 1 =z, En

e~N (0,0°T) .

Mediante el método de minimos cuadrados ordinarios se obtiene el vector de
estimadores

~

5o ( a ) - (x'X) XY

B

n n
fo -
=1 =1

donde (X!X) ' = 2

nSzz n
-2T n
i=1

que proporciona los estimadores minimo cuadrédticos obtenidos en (3.5)

El vector de los residuos de la regresién puede obtenerse de (3.18)
e—y —-XB= y-X(X'X) Xty
= (1-x(xx)7'XY)y =My

donde

1
Mijzéij—F{E x2—($i+xj)§ m—i—nxia:j}
[ 1sii=j
Conéij{OSii;«é]’

Puede mostrarse que la matriz M es simétrica e idempotente y que MX = 0.
Ademsds empleando el hecho de que el rango de una matriz idempotente es igual
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a su traza

rango (M) = traza(M) = ZMM
i=1
- 1
— ; {51'71 - Wm {sz _ 2:@Z$+nzz2H
- n; lnzxz a 22552”::@ +ni$?]
TT o 2
TS, TR

Teorema 3.4.6 Considerando el modelo de regresion lineal simple (3.13) bajo

el supuesto de normalidad, los estimadores @, 3 y S? tienen las siguientes dis-
tribuciones muestrales

4o N 02 K, 3N o

Cov (a, B) =——90

con

Ademsés (&, B) y S? son independientes y

(n—2)8?
2z Xif2

Demostraciéon: En la seccién anterior se mostré que a y B son estimadores
lineales de o y /3 respectivamente, por lo que son funciones lineales de las Y;’s las
cuales tienen una distribucién normal, por lo tanto & y 8 siguen una distribucién
normal. Ademés se demostré que

2 n
o
E(a) = Q) = 2
(@) a, Var(a) S ;xl
E(B) = 8, Var(B)=
Sww
Por lo que a y E tienen las distribuciones enunciadas.
Y de (3.17) B
Cov (@, B) = _Sim02
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Con el fin de demostrar que (&, B) y S? son independientes se observa que
el residual €; de la regresion definido en (3.15) puede reescribirse como

n

&= [0y — (c; +djmi)]Y;

con
[ lsii=y 1 Z(x -7 (= —72)
5”_{ 0sii£j 0 a8, Y BT s,
Recordando que & = > ¢;Y; se tiene
j=1
Cov(a,e;) = ch [0 — (¢j + djz;)] Var (Y;)  (Por el corolario 3.4.3)
j=1
= (72 C; — Z (C? + dejxi)
L j:1
1 T — 2T\ — Z(z; — )
_ 2 — L — — !
- ¢ n < nSww )]_Zl(x] x) Sx:p
= o0*(ci—c)=0
yaque > (z; —%) =0
j=1
Por otro lado B = Y d;Yj, entonces
j=1
Cov (B,é}-) = Zdj [0;; — (¢j +djz;)] Var (Y;)  (Corolario 3.4.3)
j=1
= o2 d; — Z (dej + d?mz)
L j=1
R (=7
— 2 %
L J=1
= OQ(di—di):O

Por lo que se sigue del lema (3.4.4) que @ y /3 son independientes de S2.

El estimador méximo verosimil de o2 esta basado en la suma de los cuadrados
de los residuos

e'e = (My)'My=[M(XB+e¢)]'M(XB+e¢)
= e'Me
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Por lo que del corolario (3.4.5).

(n—-2)5° _ee (E)tM(E)

o2 o2 o o

tiene una distribucién x2_, debido a que rango(M) =n —2. g

3.5 Inferencia en el modelo de regresién lineal simple.

Del teorema (3.4.6) se deduce que

a—a« - B
y
y 9 o2
o S
1=1
. . . . —2)52
tienen una distribucién normal estdndar y que (ngiz) ~ X2 _,, por lo que

las estadisticas R
a

e (3.19)
S1 / nslm a2
=1
y o~
L5 (3.20)
S 1

Sea

tienen una distribucién ¢ de Student con n — 2 grados de libertad. Estas
estadisticas son las que cominmente se utilizan para hacer inferencia acerca de
los pardmetros a y f3.

Usualmente existe mayor interes en el pardmetro § que en «. El pardmetro «
es el valor esperado de la variable de respuesta Y cuando la variable predictora
toma el valor de cero, es decir, E (Y | z = 0) = «, dependiendo del problema esta
cantidad puede no ser de interés, en particular puede que cero no sea un valor
razonable para la variable predictora. Sin embargo, § es la razén de cambio de
E (Y | ) como funcién de z; esto es, § expresa la cantidad que cambia E (Y | x)
cuando z varia una unidad. El valor § = 0 es de un interés particular debido a
que expresa lo no existencia de una relacién lineal entre la variable de respuesta
y la variable predictora.

Para el contraste de hipdtesis

Hy:8=0 vs Hy:B8#0 (3.21)



la prueba de tamafio « que emplea la estadistica en (3.20) rechaza Hy si
B

1
Sea

g > t(l—%,n—?)

Si se considera una prueba de razén de verosimilitud para el contraste de
hipétesis en (3.21) se tiene 6 = (a, B, 02), la funcién de verosimilitud es

1 1 &
L(b;y) = WQXP [_Mi—l (yi — (« +ﬂ$i))2 (3.22)
Y
0 = {0=(a,B,0%):0€eR,B=0,0%>0}
(C] {0:(04,5,02):046R,B€R, 02>0}

Para encontrar sup L(6;y) sustituimos 8 = 0 en (3.22) con lo que se obtiene
0cOq

la funcién de verosimilitud

5 1 1~ 5
L(Oé,U 7}’) *mexp lw;(yla)]

que es la funciéon de verosimiltud de una muestra de tamano n de una dis-

tribucién normal con media « y varianza o2, por lo tanto lo estimadores méximo
verosimiles son

O |
a=y y ==Y -9’

Entonces sup L(0;y) = (27r52) et
0€0y

Por otro lado en la seccién anterior se encontraron los estimadores méximo
verosimiles de (3.22)

n

g =S 2 13 (e ()

i=1

Entonces supL(6;y) = (27r32)_§ e
€O

Por lo tanto la estadistica de razén de verosimilitud esta dada por

52\ *
g
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. . . -2 sz
En lugar de examinar A se examinard (n — 2) ()\ n— 1) que es una funcién

mondtona de la estadistica A, por lo que proporcionard una prueba equivalente.

Se observa que

i=1
— 2BSwy - 325@70 _ Bzgm
é (y - (aJrB“’i))z Z:Il (y - (a+f3xi>)2
Por lo tanto
~2 B*Sau)

la cual bajo Hy es la razén de dos variables aleatorias independientes con
distribucién ji-cuadrada divididas por sus respectivos grados de libertad, 1
en el caso del numerador y n — 2 para el denominador. Entonces bajo Hj

(n—2) ~% —1) tiene una distribucién F de Fisher con 1 y n — 2 grados de

libertad. La prueba de razén de verosimilitud rechaza Hg siy sélo si A < c o de
manera equivalente si

(n—2)( - 71) >(n-2) <cf% —1) =c*
Por lo tanto la prueba rechaza Hy si

~2
S2

> F(a,l,n72)
Nétese que (n — 2) <)\7% — 1) es el cuadrado de
B

Saa

De manera similar si el contraste de hipétesis es de la forma

Ho:f=py vs Hi:B#P
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la prueba de tamafio « que emplea la estadistica en (3.20) rechaza Hy si

ﬁﬁo
S

>1 1—7,n 2)

Esta prueba puede emplearse para obtener un intervalo de confianza para [

Pl—t/_a B 60 _ =1l-«a
(1 5 n— 2 S —5.n
Después de algunas simplificaciones se obtiene
N 92 N 52
P ,3725(17%)”72) TM <5<5+t(17%)n72) S—M =1—-«

Por lo tanto (8 - t(l_g n-2) SS—Q, B + t(l_g n_z)w/ssi) esun 100 (1 — @) %
27 Tx 2 Tz

intervalo de confianza para (.
Por otro lado, para el contraste de hipétesis
Hy:a=a¢p vs Hi:a#

la prueba de tamafnio « que emplea la estadistica en (3.19) rechaza Hy si

(n—2)52
0.2
valor de 02 se sigue que U es una pivotal, por lo que para obtener un intervalo

de confianza de o2

Finalmente, recordando que U = ~ x2_, independientemente del

Py <0 S 4gun) <10



Simplificando

Por lo que (XQ("Q)SQ , X(;l*z)sg esun 100 (1 — «) % intervalo de confianza
(1=gn-2) (3n2)

para 2.

Ejemplo 3.5.1 Considerando los datos del ejemplo 3.2.1 se analizaré el con-
traste de hipdtesis
H():B:O VS Hlﬁ#o

y se determinard, los intervalos de confianza para «, 3 y o2.
Para el contraste de hipétesis de que la pendiente de la recta de regresién es
cero se tiene

n

8 = gy (n (4 m)

i=1
_ 1702.3675 — 9431954
7
Por lo que
3 0.3235

= = 5.217
S /S%l 15.5947+/0.00001581

De la tabla de la distribucién ¢ (A.2) se observa que al nivel @ = 0.05,
L(0.975,7) = 2.365 < 5.217, por lo que la prueba rechaza la hipétesis nula al nivel
a = 0.05.

Los intervalos de confianza al 95% para o, 8y o? son respectivamente:

(—19.2760 — 36.882v2.2003, —19.2760 + 36. 882V 2.2003) (—73.985,35.316)

(0.3235 — 2.365v/0.0038, 0.3235 + 2.365\/0.0038) = (0.1777,0.4693)
7(243.1954) 7(243.1954)\
( o T 69 = (106.31,1007.3)
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3.6 Coeficiente de determinacién R2.

Para obtener una medida de la bondad de ajuste del modelo de regresién lineal
simple se descompone la variacién total de Y en dos partes: una debida a la
relacién lineal de Y con x y otra debida a causas no controlables.

Se observa que la desviacién de un valor observado y; con respecto a la media
7 puede escribirse como

(vi —9) = (vi —¥:) + (Ui — 9)
Elevando al cuadrado y sumando sobre todas las observaciones se obtiene

n n n

Swi-0'=Y -0 +>. G -9 +2> i~ 5) @ 1)
=1 =1 =1 =1

Por otro lado

n

S wi-0) @ -7) =

i=1 %

-

n
(yi =) i — ?Z (yi — Y1)
i=1

1

De la definicién de los residuales de la regresion en (3.15) se observa que

n n

ié} = Z(yz——@)=2(y¢—a—3xi)

i=1 i=1
n n
E yifnafﬂg z; =0
i=1 i=1

por la primera ecuacién normal. Ademas

n n n

Zgﬂi = Z (i —Ui) x; = Z (y, —a— B%) T;

i=1 i=1 i=1
n n n
~ 3 2
E xiyi—ag xi—ﬁi ry =0
i=1 i=1 i=1

por la segunda ecuacién normal. Finalmente

n n
v = > Wi—T)Ti=y e (a + Ba?i)
i=1

i=1 i=1

n

Por lo tanto



SST = Z (y; —7)* representa la variacién total de las y’s y se denomina

suma de cuadrados total.
SSE = Z (y; — ;)? se habia definido previamente como la suma de cuadra-
i=1
dos residual o suma de cuadrados del error y representa la variacién de las y’s
debida a causas 1o controlables.

SSR = Z (yi — *) representa la variacién de las y’s que es explicada por

su relacién hneal con z y se denomina suma de cuadrados debida a la regresion.
Dado que §; = a + fz; =7 + ﬁ (z; — T) se tiene que

SSR=73S,,

Se define el coeficiente de determinacién R? mediante

- 8ST & _ SzaS
> (5 —7)° v

El anilisis de varianza en regresién consiste en descomponer la variacién
total de la variable de respuesta en varias partes llamadas fuentes de variacién.
Se ha mencionado que en el modelo de regresion lineal simple solo hay dos
fuentes: una debida a la regresion y otra debida a causas no controlables. Cada
variacién es cuantificada por una suma de cuadrados y cada una de las sumas
de cuadrados tiene una distribucién ji-cuadrada (SST ~ x2_;, SSE~x2_,y
SSR ~ x3).

La divisién de las sumas de cuadrados por sus grados de libertad se denomina
cuadrado medio.

SSfR : Cuadrado medio de regresion (M SR).

S5E . Cuadrado medio del error (MSE).

SST . Cuadrado medio del total (MST).

=2
. N A _ MSR _ B S4
Se observa que si la hipdtesis Hy : 8 = 0 es verdadera F' = {755 = 5555 ~

F(1,n—2). La informacién anterior se exhibe en la tabla de andlisis de varianza

Fuente Grados Sumas Cuadrados
de variacién de libertad de cuadrados medios
R i6 1 SS MS M5k
egresién R R VSE
Error n—2 SSE MSE
Total n—1 SST
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Ejemplo 3.6.1 Tomando en cuenta los datos del ejemplo 3.2.1 se determina
el coeficiente de determinacién del modelo de regresién y se construye la tabla
de anélisis de varianza.

2
S2,
Smsyy
(20462.3103)>

(63253.9740) (8321.8116)
= 0.7954

R =

Por lo que el porcentaje de la variacién total explicada por la regresién es
del 79%.

La tabla de andlisis de varianza correspondiente es

Fuente Grados Sumas Cuadrados
de variacién de libertad de cuadrados medios
Regresién 1 6619.444 6619.444 27.219
Error 7 1702.368 243.195
Total 8 8321.812

Observando en la tabla A.4 que Fig95,1,7) = 5.59 < 27.219, se rechaza la
hipétesis nula Hy : 8 = 0 al nivel a = 0.05

3.7 Prediccién y estimacién del valor medio de la variable
de respuesta.

Supdngase que (z1,91), ..., (Tn,yn) satisfacen la condicién de normalidad en
el modelo de regresion lineal simple y que en base a estas n observaciones se
obtienen los estimadores @, 8 y S2. Sea zp un valor especifico de la variable
predictora. Se considera en primera instancia estimar el valor medio de Y
asociado a xg, es decir, se desea estimar F (Y | z9) = a + Szo. Una eleccién
que parece obvia para un estimador puntual es @ + Bmo. Este es un estimador
insesgado debido a que

E(@+Bmo) :E(a)—&—E(B)xO:a—i—BmO
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Empleando los resultados del teorema (3.4.6) se obtiene

Var (a + Bx0> = Var(a)+ achar (E) + 2z9Cov (a, B)
_ 02 & 22 4 z30> _ 2x0T0>

o’ <1zn: 2 2 2 2)
= —|=> zi—7T°+7° - 22T +
Sea (e
2
- ()
1 (.170—?)2
_ 21 =
- <n+ S

Debido a que a y B son funciones lineales de Y7, ..., Y,, también lo es & +Bmo.

Por lo tanto
~ > 2 1 (iL'() — E)Q
a+ Bxg~ N | a+ Bxg, o ﬁ+57 (3.23)

Del teorema (3.4.6) se tiene que (a, B) y 5?2 son independientes, por lo que

S? también es independiente de @ + Bmo y la estadistica

es una pivotal mediante la cual se obtiene el 100 (1 — &) % intervalo de con-
fianza para « + Sxy dado por

P 1 (z0—2)° . 1 (z0—7)°
O[+B.’L'0—t(1_%,n_2)s E+57M,a+ﬁ$0+t(l_%7n_2)s E—i_T

la longitud del intervalo de confianza para « + Sx¢ depende de los valores
—T 2 . .

T1,..., Ty a través del valor (m%im) Puede observarse que la longitud del inter-
rxT

valo serd més corta si z esta préximo a T y es minima cuando zy = Z. Por lo que

en el diseno de un experimento deberian elegirse valores z1, ..., x,, de tal manera

que el valor z( (del cual se desea estimar el valor promedio) este préximo a .

Frecuentemente uno esta interesado en hacer inferencia en un solo valor no
observado de la variable aleatoria Y y no un promedio de valores, tal inferencia
es llamada prediccion. Para ello supéngase que la nueva observacion Yy tomada

en r = o tiene una distribucién normal con media o + Bzg y varianza o2,
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independiente de los datos previos (x1,;), ..., (Tn,yn) . Como los estimadores
a, 3y S? se obtienen a partir de los datos previos serdn independientes de Yj.
Empleando (3.23) se observa que Yy — (a + ﬁ:co) tiene una distribucién normal

con media
E(YO— (a+8x0>) =a+ fzg— (a+ Bxy) =0

y varianza

Var (Yo — (a + Bmo)) = Var(Yy) = Var (a + Ba:(J)

—\2
o? +o? (1 + 7(360 ?) )
n Sea

Debido a que S? es independiente de Yy — (a + Bwo) se observa que

Yo - (a + Bmo)

1 (z 72)2
Sy 1+ + 7%“‘

lo cual puede emplearse para obtener el 100(1 — «)% intervalo de prediccion
para la nueva observacion Y

~tn_2

SN 1 (20—7%)° . 1 (zg—7%)°
a+ﬂx07t(17%)n72)5 1+E+57m,a+5xo+t(lf%7n72)5 1+E+57m

Ejemplo 3.7.1 Considerando nuevamente los datos del ejemplo 3.2.1, suponiendo
que la produccion es igual a 500 se calcula un intervalo de confianza para el valor
medio y uno de prediccién al 95%. Empleando la recta de regresion ajustada
y = —19.276 + 0.3235z se estima el gasto de material en

Yo = —19.276 + (0.3235) 500 = 142. 47

Por lo que el intervalo de confianza al 95% para el valor medio es
(142. 47 — 36.882v/0.6656, 142. 47 + 36. 882\/0.6656) = (112.38,172.56)
Y el intervalo de prediccién al 95%

(142. 47 — 36. 882v'1.6656, 142. 47 + 36. 882V 1.6656) = (94.871,190.07)
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-2.9
-2.8
-2.7
-2.6
-2.5
-2.4
-2.3
=22
-2.1

=1.9
-1.8
-1.7
-1.6
=1.5
-1.4
-1.3
-1.2
-1.1

-0.9
-0.8
-0.7
-0.6
-0.5
-0.4
-0.3
-0.2
-0.1
-0.0

0

A.1 Tabla de la distribucién normal estdndar.
P(Z <2)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

0.00135
0.00187
0.00256
0.00347
0.00466
0.00621
0.00820
0.01072
0.01330
0.01786
0.02275
0.02872
0.03593
0.04457
0.05430
0.06681
0.08076
0.09630
0.11507
0.13567
0.15866
0.18406
0.21186
0.24196
0.27425
0.30854
0.34458
0.38209
0.42074
0.46017
0.50000

0.00131
0.00181
0.00248
0.00336
0.00453
0.00604
0.00798
0.01044
0.01355
0.01743
0.02222
0.02807
0.03515
0.04363
0.05370
0.06552
0.07927
0.09510
0.11314
0.13350
0.15625
0.18141
0.20897
0.23885
0.27093
0.30503
0.34090
0.37828
0.41683
0.45620
0.49601

0.00126
0.00175
0.00240
0.00326
0.00440
0.00587
0.00776
0.01017
0.01321
0.01700
0.02169
0.02743
0.03438
0.04272
0.05262
0.06426
0.07780
0.09342
0.11123
0.13136
0.15386
0.17879
0.20611
0.23576
0.26763
0.30153
0.33724
0.37448
0.41294
0.45224
0.49202

0.00122
0.00169
0.00233
0.00317
0.00427
0.00570
0.00755
0.00930
0.01287
0.01659
0.02118
0.02630
0.03362
0.04182
0.05155
0.06301
0.07636
0.09176
0.10935
0.12524
0.15151
0.17619
0.20327
0.23270
0.26435
0.29806
0.33360
0.37070
0.40905
0.44828
0.48803

97

0.00118
0.00164
0.00226
0.00307
0.00415
0.00554
0.00734
0.00964
0.01255
0.01618
0.02063
0.02619
0.03288
0.04093
0.05050
0.06178
0.07493
0.09012
0.10749
0.12714
0.14917
0.17361
0.20045
0.22965
0.26109
0.29460
0.32997
0.36693
0.40517
0.44433
0.48405

0.00114
0.00159
0.00219
0.00298
0.00402
0.00539
0.00714
0.00939
0.01222
0.01578
0.02018
0.02559
0.03216
0.04006
0.04547
0.06057
0.07353
0.08851
0.10565
0.12507
0.14686
0.17106
0.19766
0.22663
0.25785
0.29116
0.32636
0.36317
0.40129
0.44038
0.48006

0.00111
0.00154
0.00212
0.00289
0.00391
0.00523
0.00695
0.00914
0.01191
0.01539
0.01970
0.02500
0.03144
0.03520
0.04846
0.05938
0.07215
0.08691
0.10383
0.12302
0.14457
0.16853
0.19489
0.22363
0.25463
0.28774
0.32276
0.35942
0.39743
0.43644
0.47608

0.00107
0.00143
0.00205
0.00280
0.00379
0.00508
0.00676
0.00889
0.01160
0.01500
0.01923
0.02442
0.03074
0.03336
0.04746
0.05821
0.07078
0.08534
0.10204
0.12100
0.14231
0.16602
0.19215
0.22065
0.25143
0.28434
0.31918
0.35569
0.39358
0.43251
0.47210

0.00104
0.00144
0.00199
0.00272
0.00363
0.00454
0.00657
0.00866
0.01130
0.01463
0.01876
0.02385
0.03005
0.03754
0.04643
0.05705
0.06944
0.08379
0.10027
0.11500
0.14007
0.16354
0.18943
0.21770
0.24825
0.28096
0.31561
0.35197
0.38974
0.42858
0.46812

0.00100
0.00133
0.00193
0.00264
0.00357
0.00430
0.00639
0.00842
0.01101
0.01426
0.01831
0.02330
0.02938
0.03673
0.04551
0.05592
0.06811
0.08226
0.09853
0.11702
0.13786
0.16109
0.18673
0.21476
0.24510
0.27760
0.31207
0.34827
0.38591
0.42465
0.46414



0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

11
1.2
1.3
1.4
1.5
16
1.7
1.8
1.9

21
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
xq

A.1 Tabla de la distribucién normal esténdar (continuacién).
P(Z<2)

0

1

2

3

4

3

6

4

g

9

0.50000
0.53983
0.57926
0.61791
0.65542
0.69146
0.72575
0.75804
0.78814
0.81594
0.84134
0.86433
0.88493
0.90320
0.91924
0.93319
0.94520
0.95543
0.96407
0.97128
0.97725
0.98214
0.98610
0.98928
0.99180
0.99379
0.99534
0.99653
0.99744
0.99813
0.99865

0.50393
0.54380
0.58317
0.62172
0.65910
0.69497
0.72907
0.76115
0.79103
0.81859
0.84375
0.86650
0.88636
0.50430
0.92073
0.93448
0.94630
0.95637
0.964385
0.97193
0.97778
0.98257
0.98645
0.98956
0.99202
0.99396
0.99547
0.99664
0.99752
0.99819
0.99863

0.50738
0.54776
0.58706
0.62552
0.66276
0.69847
0.73237
0.76424
0.79389
0.82121
0.84614
0.86864
0.88877
0.90658
0.92220
0.93574
0.94738
0.95728
0.96562
0.97257
0.97831
0.98300
0.98679
0.98983
0.99224
0.99413
0.99560
0.99674
0.99760
0.99825
0.99874

0.51197
0.55172
0.59095
0.62930
0.66640
0.70194
0.73565
0.76730
0.79673
0.82381
0.84850
0.87076
0.89065
0.90824
0.92364
0.93699
0.94845
0.95818
0.96638
0.97320
0.97882
0.98341
0.98713
0.99010
0.99245
0.99430
0.99573
0.99633
0.99767
0.99831
0.99878

98

0.51595
0.55567
0.59483
0.63307
0.67003
0.70540
0.73891
0.77035
0.79955
0.82639
0.85083
0.87286
0.89251
0.909383
0.92507
0.93822
0.94950
0.95907
0.96712
0.97381
0.97932
0.98382
0.98745
0.99036
0.99266
0.99446
0.99585
0.99693
0.99774
0.99836
0.99882

0.519%94
0.55962
0.59871
0.63683
0.67364
0.70884
0.74215
0.77337
0.80234
0.828%4
0.85314
0.87493
0.89435
0.91143
0.92647
0.93943
0.95053
0.95994
0.96734
0.97441
0.97982
0.98422
0.98778
0.99061
0.99286
0.99461
0.99598
0.99702
0.99781
0.99841
0.99836

0.52392
0.56356
0.60257
0.64058
0.67724
0.71226
0.74537
0.77637
0.80511
0.83147
0.85543
0.87698
0.89617
0.91309
0.92785
0.94062
0.95154
0.96080
0.96856
0.97500
0.98030
0.98461
0.98809
0.99086
0.99305
0.99477
0.99609
0.99711
0.99738
0.99846
0.99833

0.52730
0.56749
0.60642
0.64431
0.68082
0.71566
0.74857
0.77935
0.80785
0.83398
0.85769
0.87900
0.89796
0.91466
0.92922
0.94179
0.95254
0.96164
0.96926
0.97558
0.98077
0.98500
0.98840
0.99111
0.99324
0.99452
0.99621
0.99720
0.99795
0.99851
0.99833

0.53188
0.57142
0.61026
0.64803
0.68439
0.71904
0.75175
0.78230
0.81057
0.83646
0.85993
0.88100
0.89973
0.91621
0.93056
0.94235
0.95352
0.96246
0.96995
0.97615
0.98124
0.98537
0.98870
0.99134
0.99343
0.99506
0.99632
0.99728
0.99801
0.99856
0.99896

0.53586
0.57535
0.61409
0.65173
0.68793
0.72240
0.75430
0.78524
0.81327
0.83891
0.86214
0.88298
0.90147
0.91774
0.93189
0.94408
0.95443
0.96327
0.97062
0.97670
0.98169
0.98574
0.98899
0.99158
0.99361
0.99520
0.99643
0.99736
0.99807
0.99861
0.99%00
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A.2 Tabla de la distribucién ¢ de Student
Proporciona el valor x tal que P (X <x)=t(a,n)

(0.55) t(0.60) t(0.65) t(0.70) t(0.75) t(0.80) t(0.85) t{0.90) t(0.95) t(0.975) £(0.99) t{0.995) £(0.9995)

0.158
0.142
0.137
0.134
0.132
0.131
0.130
0.130
0.129
0.129
0.129
0.129
0.128
0.128
0.128
0.128
0.128
0.127
0.127
0.127
0.127
0.127
0.127
0.127
0.127
0.127
0.127
0.127
0.127
0.127

0.325
0.289
0.277
0.271
0.267
0.265
0.263
0.262
0.261
0.260
0.260
0.260
0.259
0.258
0.258
0.258
0.257
0.257
0.257
0.257
0.257
0.256
0.256
0.256
0.256
0.256
0.256
0.256
0.256
0.256

0.510
0.445
0.424
0.414
0.408
0.404
0.402
0.399
0.398
0.397
0.296
0.396
0.394
0.393
0.393
0.392
0.392
0.392
0.391
0.391
0.391
0.390
0.390
0.390
0.390
0.390
0.389
0.389
0.389
0.389

0.727
0.617
0.584
0.569
0.559
0.553
0.549
0.546
0.543
0.542
0.540
0.540
0.538
0.537
0.536
0.535
0.534
0.534
0.533
0.533
0.532
0.532
0.532
0.531
0.531
0.531
0.531
0.530
0.530
0.530

1.000
0.816
0.765
0.741
0.727
0.718
0.711
0.706
0.703
0.700
0.697
0.697
0.694
0.692
0.691
0.690
0.683
0.688
0.688
0.687
0.686
0.686
0.685
0.685
0.684
0.684
0.684
0.683
0.683
0.683

99

1.376
1.061
0.978
0.941
0.920
0.906
0.896
0.889
0.883
0.879
0.876
0.876
0.870
0.868
0.866
0.865
0.863
0.862
0.861
0.860
0.859
0.858
0.858
0.857
0.856
0.856
0.855
0.855
0.854
0.854

1.963
1.386
1.250
1190
1156
1134
1119
1.108
1.100
1.093
1088
1.088
1.079
1.076
1.074
1071
1.069
1.067
1.066
1.064
1.063
1061
1.060
1.059
1.058
1.058
1.057
1.056
1.055
1.055

3.078
1.886
1.638
1.533
1476
1.440
1415
1.397
1.383
1372
1.363
1.363
1.350
1.345
1341
1.337
1333
1.330
1.328
1325
1323
1321
1319
1.318
1.316
1315
1314
1.313
1311
1.310

6.314
2,920
2.353
2132
2.015
1.943
1.895
1.860
1.833
1.812
1.796
1.756
1771
1761
1753
1.746
1.740
1734
1729
1.725
1721
1717
1714
1711
1.708
1.706
1.703
1701
1.699
1.697

12.706
4.303
3.182
2.776
2.571
2.447
2.365
2.306
2.262
2,228
2,201
2.201
2.160
2,145
2131
2.120
2,110
2.101
2.093
2.086
2.080
2.074
2,069
2.064
2.060
2.056
2.052
2.048
2.045
2.042

31821
6.965
4.541
3.747
3.365
3.143
2.998
2.896
2.821
2.764
2.718
2.718
2.650
2.624
2.602
2.583
2.567
2.552
2.539
2.528
2.518
2.508
2.500
2492
2485
2479
2473
2.467
2.462
2457

63.657 636.619

9.925
5.841
4.604
4.032
3.707
3.439
3.355
3.250
3.169
3.106
3.106
3.012
2977
2.947
2921
2.898
2.878
2.861
2.845
2.831
2.819
2.807
2.797
2.787
2.779
2771
2.763
2.756
2.750

31.599
12.924
8.610
6.869
5.959
5.408
5.041
4.781
4.587
4.437
4.437
4.221
4.140
4.073
4.015
3.965
3.922
3.883
3.850
3.819
3.792
3.768
3.745
3.725
3.707
3.690
3.674
3.659
3.646



A.3 Tabla de la distribucién 2.
Proporciona el valor x tal que P (X < x) = x? (o, n)

x2(a)
grados de

libertad 0.005 001 0025 0.05 01 02 03 04 05 06 07 0.8 09 095 0975 083 0995
1] 0000 0000 0001 0004 0016 0064 0143 0275 0455 0708 1074 1642 2706 3841 5024 6635 7.879
2] 0010 0020 0051 0103 0211 0446 0713 1022 1386 1833 2408 3219 4605 5991 7378 9210 10597
3] 0072 0115 0216 0352 0584 1005 1424 1869 2366 2946 3665 4642 6251 7815 9343 11345 12838
4 0207 0297 0484 0711 10e4 1649 2195 2753 3357 4045 4878 5883 7779 5488 11143 13277 14.360
5 0412 0554 0331 1145 1610 2343 3000 3655 4351 5132 6064 7289 9236 11070 12833 15086 16750
6 0676 0872 1237 1635 2204 3070 3828 4570 5348 6211 7231 8558 10645 12592 14443 16812 18543
7] 0939 1239 1690 2167 2833 3822 4671 5493 6346 7283 8383 9.803 12017 14067 16013 13475 20278
8 1344 1646 2180 2733 345 4534 5527 6423 7344 3351 9524 11030 13382 15507 17.535 20090 21955
9| 1735 2088 2700 3325 418 5380 6393 7357 8343 9414 10656 12242 14634 16919 19023 21666 23.589
10| 2156 2558 3247 3940 4865 6179 7267 8295 9342 10473 11781 13442 15937 18307 20483 23208 25.138
11 2803 3053 3816 4575 5578 6983 2148 9237 10341 11530 12899 14631 17275 19675 21920 24725 26757
12| 2074 3571 4404 5226 6304 7807 9034 10182 11340 12584 14011 15812 18549 21026 23337 26217 28300
13| 3585 4107 5008 5892 7042 8634 9926 11128 12340 13636 15119 16985 19.812 22362 24736 27688 29.319
14 4075 4660 5629 6571 7790 9467 10821 12078 13339 14685 16222 13151 21084 23685 26119 29141 31319
15| 4601 5229 6262 7.261 8547 10307 11721 13.030 14339 15733 17.322 19311 22307 2499 27488 30578 32.801
16| 5142 5812 6908 7962 9312 11152 12624 13983 15338 16780 13418 20465 23542 26296 23345 32000 34267
17| 5697 6408 7.564 8672 10085 12002 13531 14937 16338 17.824 18511 21615 24769 27587 30181 33408 357138
18| 6285 7015 8231 9390 10865 12857 14440 15893 17333 18.868 20601 22760 25939 28.869 31526 34805 37.156
18| 6.844 7633 8507 10117 11651 13716 15352 16850 18338 13510 21633 23.500 27.204 30144 32352 36191 38582
20| 7434 8260 9591 10851 12443 14578 16266 17.809 19337 20951 22775 25038 28412 31410 34170 37566 39.997
21| 8034 8857 10283 11591 13240 15445 17182 18768 20337 21991 233858 26171 29615 32671 35473 38932 41401
22| B643 9542 10982 12338 14041 16314 18101 19729 21337 23031 24939 27301 30313 33924 36781 40289 4279
23| 5260 10186 11633 13.091 14348 17187 18.021 20680 22337 24069 26018 28.429 32007 35172 33076 41638 44181
24| 988 10856 12401 13.848 15.659 18.062 19943 21652 23337 25106 27.086 29553 33.196 36415 39364 42980 45.559
25| 10520 11524 13120 14611 16473 18540 20367 22616 24337 26143 28172 30675 34332 37652 40646 44314 46923
30| 13787 14853 16791 18.493 20599 23364 25508 27442 29336 31316 33530 36250 40.256 43773 465979 50892 53672
40 20707 22164 24433 26509 29.051 32345 34872 37134 39335 41622 44165 47269 51805 55758 59.342 63691 66766
50| 27991 28707 32357 34764 37.689 41449 44313 46864 49335 51892 54723 53164 63.167 67505 71420 76154 79.4%0
60| 35534 37485 40482 43.188 46459 50641 53809 56620 ©59.335 62135 65.227 68.972 74397 79.082 83298 88379 91952
70| 43.275 45442 48758 51733 55323 59.898 63346 66396 69334 72358 75.689 79715 85527 90531 95.023 100.425 104.215
80| 51172 53540 57.153 60391 64278 69207 72915 76188 79334 82566 86120 90405 96578 101879 106629 112329 116321
90| 59.1% 61754 65647 68126 73.281 78.558 82511 35993 89334 92761 96.524 101.054 107.565 113.145 118.136 124116 128299
100| 67328 70065 74222 77929 82358 87945 92129 95.808 99334 102946 106906 111667 118498 124342 129561 135207 140.169

100



Grados de libertad del denominadar (m]).

1

2

3

4

A.4 Tabla de la distribucién F' con a = 0.05.
P (X < X) < F(0.95,n,m)
Grados de libertad del numerador (n).

5 b 7 § 5 10 1 1 B ¥ 5 20 30 4 60 10

El

161.45 199.50 215.71 224.58 230.16 233.99 236.77 238.88 240.54 241.88 242,98 243.91 244.69 245.36 245.95 248.01 250.10 25114 252.20 253.25

1851 19.00 1916 19.25 19.30

10.13
171
f.61
3.99
359
5.32
312
4.96
4.84
475
4.67
4.60
4.54
443
445
441
433
4.35
432
430
4.23
4.26
4.24
417
4.08
4.00
392

9.35
6.54
5.79
5.14
4.74
4.46
4.26
410
398
3.89
381
374
3.68
3.62
3.38
3.55
332
343
347
14
342
340
333
332
323
315
307

9.28
6.59
341
476
4.35
4.07
3.56
LN
359
349
341
1M
39
14
.20
116
13
10
3.07
3.05
3.03
30
299
292
.64
276
2.68

9.12
6.39
519
4.53
412
.8
3.63
348
.36
3.26
318
a1
3.06
301
296
293
230
287
.64
282
2.80
278
276
269
261
253
245

19.33 1935 1937 19.38 1940 1940 1941 1542 1942 1943 1945 1946 1947 1948 19.49

9.01
6.20
5.05
439
3.97
3.69
348
333
3.20
LN
.03
296
290
285
281
77
2.74
271
2.66
2.66
2.64
262
2.60
253
245
237
2.9

8.94
6.16
4.9
428
.87
358
LR
2
3.09
3.00
292
2.85
27
274
210
2.66
2.63
2.60
257
235
2.53
251
249
242
234
2.5
218

8.89
6.09
4.3
421
373
3.50
329
114
301
291
283
276
27
2.66
261
258
234
251
249
246
244
242
240
233
225
17
208

101

8.65
6.04
4.82
415
373
14
EWE]
.07
2.95
285
.77
2170
2.64
259
2.55
231
248
245
242
240
237
2.36
234
.27
218
210
202

8.81
6.00
477
410
.68
339
3.18
.02
230
280
271
265
259
234
249
245
242
239
237
234
232
230
228
221
212
204
196

8.9
5.96
4.74
4,06
3.64
335
114
298
285
275
2.67
2.60
.54
243
245
241
238
235
232
230
.27
.35
2.4
216
2.08
193
151

8.76
3.94
470
4.03
3.60
331
310
294
2.8
272
263
257
251
246
241
237
234
231
.28
2.26
2.4
2
2.20
213
204
195
L&7

8.74
5.91
4.68
4,00
3.57
328
307
281
.73
2.69
2.60
253
248
242
238
.34
231
228
.35
.23
220
218
216
208
2.00
152
183

8.73
3.89
4.60
3.98
355
3.26
305
2.89
276
.66
258
251
245
240
235
231
.28
.25
a2
.20
218
15
214
2.06
197
189
1.80

871
5.87
4.64
3.96
333
a4
3.03
2.86
274
264
235
248
242
237
233
29
226
22
220
217
215
213
211
204
195
186
L78

8.70
5.86
4.62
3.94
3451
1.2
301
285
12
262
2.3
246
240
235
231
.27
.23
2.20
218
215
213
211
209
201
192
184
175

8.66
5.80
4.56
367
344
315
294
77
265
254
246
239
23
228
2.3
219
216
212
210
207
205
203
201
1.93
164
L7
L.66

8.62
575
450
381
3.38
3.08
2.86
2.0
257
247
238
231
.25
219
215
211
207
204
201
158
156
194
152
184
17
185
135

8.59
3.72
446
LRl
3134
.04
283
2.66
2.53
243
234
.27
220
215
210
206
203
199
1%
134
151
189
187
INE]
169
159
150

8.57
3.69
443
ks
3.30
301
27
262
249
238
230
w22
216
211
206
202
198
1.95
192
189
186
L84
182
174
164
153
143

8.55
5.60
4.40
370
3.27
297
275
258
245
234
.25
218
211
2.06
201
197
193
150
187
134
181
17
177
168
158
147
135



A.5 Tabla de T,, para la prueba de Kolmogorv Smirnov cuando Fj es continua.
lim P(T, <t)=1-2% (—1)Ft! 260"
n—o0 k=1

t Fty t Ft)y t Fity t Fit)y
030 000000 0.74 0.35598 118 0.87655 1.62 0.98949
o34 000002 0.75 0.37283 1.19 0.88226 1.63 099015
032 000002 0.78 0. 380964 1.20 088775 1.64 099078
033 0. 0oo0s 077 0. 40837 1.21 0.89303 1.85 099136
0.24 000017 078 0.42300 1.22 0.29810 1.66 0.99152
0.35 000030 0.75 0.43951 1.23 0.90257 1.67 0.99244
025 000051 0.280 0. 45586 1.24 0.907ES 1.68 099253
037 000083 0.81 0. 47204 1.25 051213 1.69 099330
0.38 000128 0.82 0. 48803 1.26 0.91644 1.70 0.99382
029 000153 0.83 0.50381 127 0.92056 1.71 099423
0.0 0.002Za1 0.84 0.51937 1.28 0.92451 1.72 099451
o4 0. 00357 0.85 0 53488 125 052825 173 0 99497
042 000548 0.88 0.54975 1.20 0.93181 1.74 0.99531
0.43 000738 0.87 0.56455 1.31 0.93537 1.75 0.99563
044 0.009732 0.88 057507 1.32 0.938688 1.78 099552
045 0.0125% 0.85 0.59332 1.33 0.54185 177 099620
0.45 001800 0.90 080727 1.34 0. 94487 1.78 0. 99645
0o.47 002000 0.81 062093 1.35 0.9477G 179 099670
048 0.0Z2458 0.92 0.63429 1.36 095051 1.80 099693
049 0.03002 0.53 0547324 1.37 055314 1.81 099715
0.50 0.03805 0.94 0.55008 1.38 0.95585 1.82 0.99735
0.51 004281 0.85 0.67252 1.39 095804 1.83 0.99753
052 0.05031 0.95 0.58454 1.40 0.95032 1.84 099771

53 0.05853 0.97 0.569645 1.41 0.5656245 1.85 099787
0.54 008750 0.98 0. 70754 1.42 0.96455 1.86 099802
0.55 0.O07TTF18 0.99 071913 1.43 0.96652 1.87 099817
0.58 0.08758 1.00 0. 73000 1.44 0.96838 1.88 099830
0o.57 0. 05356 1.01 0. 74057 1.45 057016 1.89 0 99842
0.58 0. 11035 1.02 0. 75083 1.48 0.97185 1.90 0.99854
0.589 012276 1.03 078078 1.47 0.597345 1.81 0.99854
080 0.13572 1.04 077044 1.48 0.97457 1.892 095874
.51 0.14523 1.05 0.77ITo 1.49 0.97541 1.93 090854
0562 0. 16326 1.06 0. 78886 1.50 0.977TE 1.94 0.559852
0.83 0ATFTS 1.07 0.7oT54 1.51 0.97908 1.95 099900
054 019268 1.08 0.80613 1.52 098031 2.00 0.99933
.85 020799 1.09 081434 1.53 0.98148 2.05 099955
0.55 0 22354 110 0 82228 1.54 0 58258 210 055971
0.87 0.23558 1.11 0.82995 1.55 0.98382 215 0.990981
088 0.25578 1.12 0.83736 1.56 0.98481 220 099588
059 027219 1.13 0.54450 1.57 0.98554 2.30 0. 99905
o.7o 02887y 1.14 0.85140 1.58 0.58643 2.40 0.55558
0.7 030547 1.15 0.85804 1.59 0.98726 2.50 099995
0.TZ 0.32227 1.16 085444 1.60 0.98805 2.54 1.00000
073 0.33911 1.17 087081 1.61 0.98879
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A.6 Tabla de T'T para la prueba de rangos de Wilcoxon.
Para una n especifica, la entrada en la tabla para el valor x es Py (T > x) .
Bajo estas condiciones, si x es tal que Py (T > x) = «, entonces Clan) =X

x 3 4 5 6 7 8 9 10

3 0.625

a 0.375

5 0.250 0.563

6 0.125 0.438

7 0.313

8 0.188 0.500

9 0.125 0.406
10 0.063 0.313
11 0.219
12 0.156 0.500
13 0.094 0.422
14 0.063 0.344
15 0.031 0.281 0.531
16 0.219 0.469
17 0.156 0.406
18 0.109 0.344
19 0.078 0.289 0.527
20 0.047 0.234 0.473
21 0.021 0.188 0.422
22 0.016 0.148 0.371
23 0.109 0.320 0.500
24 0.078 0.273 0.455
25 0.055 0.230 0.410
26 0.039 0.191 0.367
27 0.023 0.156 0.326
28 0.016 0.125 0.285 0.500
29 0.008 0.098 0.248 0.461
30 0.074 0.213 0.423
31 0.055 0.180 0.385
32 0.039 0.150 0.348
33 0.027 0.125 0.312
34 0.020 0.102 0.278
35 0.012 0.082 0.246
36 0.008 0.064 0.216
37 0.004 0.0a9 0.188
38 0.037 0.161
39 0.027 0.128
40 0.020 0.116
a1 0.014 0.097
az 0.010 0.080
a3 0.006 0.065
aa 0.004 0.053
as 0.002 0.042
a6 0.032
a7 0.024
a8 0.019
49 0.014
50 0.010
51 0.007
52 0.005
53 0.003
54 0.002
55 0.001
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A.6 Tabla de T para la prueba de rangos de Wilcoxon (continuacién).
Para una n especifica, la entrada en la tabla para el valor x es Py (T > x) .
Bajo estas condiciones, si x es tal que Py (T > x) = «, entonces Clan) =X

X 11 12 13 14 15|x% 11 12 13 14 15
33| 0.517 77 0.011 0.013 0.068 0.180
34| 0.483 78 0.000 0.011 0.059 0.185
35| 0.449 79 0.009 0.052 0.151
36| 0.416 30 0.007 0.045 0.138
37| 0.382 81 0.005 0.033 0.126
38| 0.350 0.526 82 0.004 0.034 0.115
39| 0319 0.496 a3 0.003 0.029 0.104
40| 0.289 0.466 84 0.002 0.025 0.094
41| 0.260 0.436 85 0.002 0.021 0.084
42| 0.232  0.407 86 0.001 0.018 0.076
43| 0.207 0.378 a7 0.001 0.015 0.068
44| 0183 0.350 a3 0.001 0.012 0.060
45| 0160 0.322 a9 0.000 0.010 0.053
46| 0139 0.296 0.500 90 0.000 0.008 0.047
47| 0120 0.270 0473 91 0.000 0.007 0.042
43| 0103 0.246 0.446 92 0.005 0.036
43| 0.087 0.223 0420 93 0.004 0.032
50| 0.074 0.201 0.393 94 0.003 0.028
51| 0.062 0.181 0.368 95 0.003 0.024
52| 0.051 0.162 0.342 96, 0.002 0.021
53| 0.042 0.144 0.318 0.500 97 0.002 0.018
54| 0.034 0.128 0294 0476 98 0.001 0.015
55| 0.027 0.113 0.271 0452 99 0.001 0.013
56| 0.021 0.099 0.249 0428 100 0.001 0.011
57| 0.016 0.087 0.227 0404 101 0.000 0.00%
58| 0.012 0.076 0.207 0.380 102| 0.000 0.008
59| 0.009 0.066 0.188 0.357 103 0.000 0.006
60| 0.007 0.057 0170 0.335 0.511] 104] 0.000 0.005
61 0.005 0.050 0.153 0.313 0.489| 105 0.004
62| 0.003 0.043 0.137 0.292 0(.467| 106 0.003
63| 0.002 0.037 0.122 0.271 0.445] 107 0.003
64| 0.001 0.032 0.108 0.251 0.423] 108 0.002
65| 0.001 0.028 0.095 0.232 0.402| 109 0.002
66| 0.000 0.024 0.084 0.213 0.381] 110| 0.001
67| 0.021 0073 0196 0.360| 111 0.001
68| 0.019 0.064 0.179 0.339] 112 0.001
69| 0.017 0.055 0.163 0.319] 113 0.001
70| 0.016 0.047 0.148 0(.300| 114 0.000
71 0.014 0.040 0.134 0.281] 115 0.000
72| 0.013 0.034 0.121 0.262| 116| 0.000
73 0.013 0.029 0.1038 0.244| 117| 0.000
74 0.012 0.024 0.097 0.227| 118| 0.000
73 0.012 0020 0.086 0.211] 119| 0.000
78| 0.011 0016 0.077 0.195] 120| 0.000

Adaptada de la tabla A.4 de Nonparametric Statistical Methods, Hollander
Myles (1973).
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Conclusiones.

Atn cuando el nimero de pruebas expuestas en el presente trabajo es muy
limitado comparado con la gran cantidad que se puede encontrar en la literatura,
pienso que los alumnos de Actuarfa, para quienes va dirigido el presente trabajo,
asi como todo aquel interesado en la teoria de pruebas de hipétesis, encontrardn
en el texto una herramienta bdsica que les ayude a comprender las bases de
dicha teorfa.

Para la exposicién de las pruebas, se hizo un mayor énfasis en la parte tedrica
por lo que sélo se presentaron algunos ejemplos numéricos con el fin ilustrar las
pruebas expuestas dejando que el lector sea el que desarrolle los ejemplos que
considere necesarios para afianzar sus conocimientos.

No puede dejar de mencionarse que existen diversos paquetes estadisticos
(SPSS, STATISTICA, SAS, SPLUS, R,...) en los que se implementan, ademds
de otras, las pruebas expuestas en este trabajo, los cuales son una herramienta
indispensable para el desarrollo profesional de los futuros actuarios, de manera
que durante la lectura del texto puede ser de gran utilidad que el lector se
interese en la utilizacién de alguno de estos paquetes.
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