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I was just guessing at numbers and figures,
pulling your puzzles apart...
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4.3. Módulos sobre funtores de Green . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
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Introducción

Los funtores de Mackey fueron introducidos a principios de la década de 1970 por Green
[14] y Dress [12] como una generalización de los procesos de inducción y restricción, presentes
en la teoŕıa de representaciones de grupos finitos. Existen varias definiciones equivalentes,
como puede verse por ejemplo en Bouc [6] y Webb [21]. La idea central en todas ellas es
que dado un grupo finito G y un anillo conmutativo R, un funtor de Mackey M para G
sobre R es una función que asigna a cada H en la familia de subgrupos de G un R-módulo
M(H), y que satisface ciertos axiomas. Estos axiomas se refieren a la existencia de morfismos
M(H) → M(K) y M(K) → M(H) si K 6 H, que se comportan como la restricción y la
inducción. Entre otras cosas, deben satisfacer la fórmula de Mackey, que relaciona estos dos
morfismos.

En diferentes áreas de las matemáticas es posible encontrar ejemplos de funtores de
Mackey. Es por eso que al estudiarlos como una estructura independiente, se espera obtener
resultados generales, que nos provean de nueva información al aplicarlos a dichos ejemplos.
En este sentido podemos mencionar la clasificación de los funtores de Mackey simples, que
tiene aplicaciones a la cohomoloǵıa de grupos, véase por ejemplo Webb [20]. Otras áreas
donde pueden encontrarse aplicaciones son: Homoloǵıa equivariante, en topoloǵıa algebraica
(Aguilar y Prieto [1]); categoŕıas monoidales (Panchadcharam [16]); y mayormente en la
teoŕıa de inducción (Boltje [4], Coşkun [10]).

Nuestros objetos de estudio tienen su origen en los funtores de biconjuntos, introducidos
en la década antepasada por Serge Bouc [7]. Estos funtores pueden verse como una gener-
alización de los funtores de Mackey mencionados arriba, ya que la mayoŕıa de los funtores
de Mackey conocidos pueden definirse como funtores de biconjutos. Por este motivo, en
este trabajo continuamos llamándolos funtores de Mackey, sin embargo, esta nueva defi-
nición ofrece varias ventajas sobre su antecesora, algunas de ellas son: Estos funtores están
definidos para familias de grupos más grandes, no sólo para los subgrupos de un grupo G;
pueden definirse flechas asociadas a otros morfismos de grupos, no sólo a la inclusión de
subgrupos, algo que se hab́ıa observado ya en varios funtores de Mackey. Además, los ax-
iomas que satisfaćıan en la antigua definición son el resultado de la estructura intŕınseca que
provee la categoŕıa de biconjuntos. Esta última caracteŕıstica permite simplificar algunas
pruebas de resultados conocidos, y permite expresar con sencillez varios conceptos.



10 Introducción

Aunque nuestra definición de funtor de Mackey es esencialmente la de funtor de bicon-
juntos dada por Bouc, existe una diferencia importante entre ellas, además del nombre. Los
funtores de biconjuntos están definidos en subcategoŕıas plenas de la categoŕıa de bicon-
juntos (Definición 3.1.1 en Bouc [9]), la cual tiene por objetos grupos finitos, y por morfismos
de G a H el grupo de Grothendieck de (H, G)-biconjuntos finitos. En nuestra definición los
morfismos de G a H están en un subgrupo del grupo de Grothendieck de (G, H)-biconjuntos
finitos, en el cual imponemos ciertas restricciones a los estabilizadores con respecto a G y a
H de los biconjuntos transitivos. La intención de estas restricciones es incluir algunos casos
de funtores de Mackey cuya definición no se extiende a la categoŕıa de biconjuntos. Una
segunda diferencia se deriva de la inversión en los morfismos, los funtores de biconjuntos
son covariantes y nuestros funtores son contravariantes. Sin embargo, en muchos casos esta-
remos trabajando en la categoŕıa de biconjuntos, aśı que, salvo esta segunda diferencia,
estos funtores de Mackey coinciden con los funtores de biconjuntos.

Este trabajo está dividido en tres partes. En la primera describimos la clasificación de
los funtores de Mackey simples con respecto a dos parámetros, un grupo H y un ROut(H)-
módulo simple V , y damos una descripción muy sencilla de cada funtor simple en términos de
V . La segunda parte trata sobre la Teoŕıa de Inducción. Definimos la restricción, la inducción
y la coinducción de funtores de Mackey y probamos que la inducción y la coinducción son
adjuntos, izquierdo y derecho respectivamente, de la restricción. Esto nos lleva al estudio
de los teoremas de inducción, y de los funtores de Green. Probamos entonces el Teorema de
Dress para el anillo de Burnside y para funtores de Mackey, y finalmente, la última sección
está dedicada a la inducción en el anillo de Green. El último caṕıtulo continúa el estudio de
los funtores de Green que Bouc comienza en el caṕıtulo 8 de [9]. En este caṕıtulo estaremos
trabajando siempre sobre la categoŕıa de biconjuntos. Los resultados más importantes son
sobre tres ejemplos de funtores de Green para los cuales podemos parametrizar sus módulos
simples de una manera similar a como lo hicimos con los funtores de Mackey simples. Estos
casos son: El funtor de Burnside trasladado por un grupo C, para ciertos casos de C; el
funtor de representaciones complejas con coeficientes en C y el funtor de representaciones
racionales con coeficientes en un campo de caracteŕıstica 0.



Caṕıtulo 1

Biconjuntos y funtores de Mackey

Comenzamos estudiando algunas propiedades de los biconjuntos que nos permitirán dar
la definición de funtor de Mackey.

Definición 1.1. Dados G y H dos grupos, un (G, H)-biconjunto es un conjunto X con una
acción de G por la izquierda y una acción de H por la derecha de tal forma que las acciones
conmutan, es decir g(xh) = (gx)h para todas g ∈ G, h ∈ H y x ∈ X. Lo denotaremos por

GXH .
Decimos que el biconjunto GXH es transitivo si dado x ∈ X, todo elemento en X puede

escribirse como gxh para algunos g ∈ G y h ∈ H.

Dado un (G, H)-biconjunto GXH , el conjunto X tiene una estructura de G×H-conjunto
dada por (g, h)x = gxh−1 para todas g ∈ G, h ∈ H y x ∈ X. Aśı que, si GXH es transitivo,
entonces es isomorfo (como G×H-conjunto) a (G×H)/D para algún D subgrupo de G×H.
Bajo este isomorfismo consideraremos a los biconjuntos transitivos en el futuro.

Ejemplo 1.2. Dado α : G → H morfismo de grupos, H es un (G, H)-biconjunto con la
acción α(g)xh y un (H, G)-biconjunto con hxα(g) si x, h ∈ H y g ∈ G. Los denotamos
por GαHH y HHαG respectivamente, aunque frecuentemente, si es claro a través de que
morfismo está dada la acción, no escribiremos la letra α.

Si K es otro grupo, podemos definir una multiplicación entre los biconjuntos GXH y

HYK :

GXH ◦ HYK :=
X × Y
∼

donde (x, y) ∼ (xh, h−1y) para toda h ∈ H. Si [x, y] es una clase de equivalencia, las
acciones de G y K

g[x, y] := [gx, y] y [x, y]k := [x, yk], ∀g ∈ G y ∀k ∈ K,

hacen a GXH ◦ HYK un (G, K)-biconjunto.
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Lema 1.3. Sean G, H, K y L grupos, tenemos un isomorfismo de (G, L)-biconjuntos(
GXH ◦ HYK

)
◦ KZL ∼= GXH ◦

(
HYK ◦ KZL

)
,

para todos GXH , HYK y KZL biconjuntos. Ambos son isomorfos a X × Y × Z/ ∼ donde
(x, y, z) ∼ (xh, h−1yk, k−1z) para todas h ∈ H y k ∈ K.

Prueba. El isomorfismo está dado por

ϕ :
(
GXH ◦ HYK

)
◦ KZL −→ GXH ◦

(
HYK ◦ KZL

)
[ [x, y], z] 7−→ [x, [y, z] ].

Lema 1.4. Sean f : G→ H un morfismo de grupos y GHH y HHG los biconjuntos definidos
en el primer ejemplo. Sea GHG el (G, G)-biconjunto obtenido al multiplicar por la imagen
de f en ambos lados, entonces GHH ◦ HHG

∼= GHG.

Prueba. El isomorfismo es
φ : GHH ◦ HHG −→ GHG

[a, b] 7−→ ab.

Notación 1.5. Sea X ∼= (G×H)/D un (G, H)-biconjunto transitivo. Si pG y pH son las
proyecciones de G×H en G y H respectivamente, definimos entonces

A = pG(D) 6 G, C = pH(D) 6 H;

A1 = {g ∈ G | (g, 1) ∈ D} P A, C1 = {h ∈ H | (1, h) ∈ D} P C.

Lema 1.6. Con esta notación tenemos A/A1
∼= C/C1.

Prueba. Dado a en A, existe algún c en H tal que (a, c) está en D, luego c está en C.
Definimos entonces f : A/A1 → C/C1 como f(aA1) = cC1, veamos que f está bien definida.

Si aA1 = a′A1, entonces f(aA1) = cC1 y f(a′A1) = c′C1, donde (a, c) ∈ D y (a′, c′) ∈ D.
Ahora, a−1a′ ∈ A1, aśı que (a−1a′, 1) ∈ D luego,

(1, cc′−1) = (a, c)(a−1a′, 1)(a′−1, c−1) ∈ D.

Por lo tanto, cC1 = c′C1.
Si tomamos a = a′, esto prueba que la definición de f no depende de c y por tanto, que

f está bien definida.
Un argumento similar prueba que f es inyectiva y claramente es suprayectiva.
Para ver que es un morfismo de grupos, sean aA1, a

′A1 ∈ A/A1, entonces existen c y
c′ en C tales que (a, c) y (a′, c′) están en D, luego (aa′, cc′) ∈ D, aśı que f(aA1 · a′A1) =
f(aA1)f(a′A1).
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Denotemos por B a C/C1, tenemos entonces morfismos suprayectivos π : C → B y
ρ : A → B, donde ρ es la proyección A → A/A1 compuesta con la función f definida en el
lema anterior.

Lema 1.7 (3 en Bouc [7]). Sean H y G grupos y D subgrupo de G ×H. Con la notación
anterior tenemos el siguiente isomorfismo de (G, H)-biconjuntos

(G×H)/D ∼= GGA ◦ AρBB ◦ BBπC ◦ CHH .

Prueba. Definimos

ϕ : (G×H)/D −→ GGA ◦ AρBB ◦ BBπC ◦ CHH

(g, h)D 7−→ [g, 1, 1, h−1]

veamos que está bien definida.
Supongamos (g, h)D = (g1, h1)D, entonces (g, h) = (g1, h1)(a, c) para alguna pareja

(a, c) en D, aśı que g = g1a y h = h1c, luego ϕ((g, h)D) = [g1a, 1, 1, c−1h−1
1 ] y tenemos

[g1a, 1, 1, c−1h−1
1 ] = [g1, a · 1C/C1

, 1C/C1
· c−1, h−1

1 ]

= [g1, f(aA1), c−1C1, h
−1
1 ].

Como vimos en la demostración del lema anterior, f(aA1) = cC1, ya que (a, c) pertenece
a D, aśı que esta clase es igual a [g1, 1, 1, h−1

1 ]. Por lo tanto, ϕ está bien definida.
Veamos que ϕ es de G × H-conjuntos. Sean (a, b) ∈ G × H y (g, h)D ∈ (G×H)/D,

entonces
ϕ((a, b) · (g, h)D) = [ag, 1, 1, h−1b−1]

= a[g, 1, 1, h−1]b−1 = (a, b) · [g, 1, 1, h−1]

y esto es igual a (a, b) · ϕ((g, h)D).
Ahora ϕ es suprayectiva, sea [g, xC1, yC1, h] en GGA ◦ AρBB ◦ BBπC ◦ CHH , como f es

suprayectiva, tenemos:

[g, xC1, yC1, h] = [g, f(aA1), yC1, h]

= [g, a · 1, 1 · y, h] = [ga, 1, 1, yh],

para alguna a ∈ A, luego esta clase es la imagen de (ga, h−1y−1)D.
Finalmente, si ϕ((g, h)D) = ϕ((g1, h1)D), entonces

(g1, 1, 1, h−1
1 ) = (ga, a−1 · xC1, x

−1C1 · c, c−1h−1)

para algunos a ∈ A, y x, c ∈ C, Entonces g1 = ga, h1 = hc y si f(aA1) = wC1, entonces
(a, w) ∈ D. De la igualdad de arriba tenemos que w−1x y x−1c pertenecen a C1, luego
(1, w−1x) y (1, x−1c) pertenecen a D, de aqúı obtenemos (a, c) ∈ D. Por lo tanto, (g, h)D =
(g1, h1)D, es decir ϕ es inyectiva.
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Si A 6 G y C 6 H, a los biconjuntos GGA y CHH los llamamos de tipo de induc-
ción y restricción respectivamente. Análogamente AρBB y BBπC son de tipo de inflación y
deflación.

Para biconjuntos tenemos propiedades análogas a las que tienen la inducción y la res-
tricción en la teoŕıa de representaciones, como la transitividad y la fórmula de Mackey.

Lema 1.8. Sean G, H y K grupos y f : H → G y g : K → H morfismos de grupos,
entonces

a) GGfH ◦ HHgK
∼= GGf◦gK ,

b) KgHH ◦ HfGG ∼= Kf◦gGG.

c) (Mackey) Si H y K son subgrupos de G y cg : K → gK es la conjugación por g,
entonces

HGG ◦ GGK ∼=
•⋃

g∈[H\G/K]

HgK ∼=
•⋃

g∈[H\G/K]

HHH∩gK ◦ H∩gKgKcgK ,

donde [H \ G/K] es un sistema de representantes de las clases dobles de H y K en
G.

Prueba. Las pruebas de los incisos a y b son similares a la del Lema 1.4. De la misma forma,
para c tenemos HGG ◦ GGK ∼= HGK y claramente

HGK ∼=
•⋃

g∈[H\G/K]

HgK.

Por otro lado, si g es un representante de las clases dobles de H y K en G, entonces

HgK ∼= HHH∩gK ◦ H∩gKgKcgK .

bajo el morfismo

f : HHH∩gK ◦ H∩gKgKcgK −→ HgK tal que [h, gkg−1] 7−→ hgk.

Observemos que de c) obtenemos, para cualesquiera morfismos f : H → G y t : K → G,

HfGG ◦ GGtK
∼=

•⋃
x∈[f(H)\G/t(K)]

Hf(H)f(H)∩xt(K) ◦ f(H)∩xt(K)
xt(K)cxtK



15

ya que HfGG ∼= Hf(H)f(H) ◦ f(H)GG, aśı como GGtK
∼= GGt(K) ◦ t(K)t(K)K , por lo que

HfGG ◦ GGtK es isomorfo a

•⋃
x∈[f(H)\G/t(K)]

Hf(H)f(H) ◦ f(H)f(H)f(H)∩xt(K) ◦ f(H)∩xt(K)
xt(K)cx t(K) ◦ t(K)t(K)K ,

que es isomorfo a lo de arriba.

Como resultado de los dos lemas anteriores, tenemos la siguiente formula para la compo-
sición de dos biconjuntos transitivos.

Proposición 1.9 (1 en Bouc [7]). Sean L subgrupo de G × H y M subgrupo de H × K,
entonces

(G×H)/L ◦ (H ×K)/M ∼=
•⋃

h∈[pH(L)\H/pH(M)]

(G×K)/L ∗ (h, 1)M

donde pH(L) es la proyección de L en H, pH(M) es la proyección de M en H y L ∗ (h, 1)M
es el conjunto {(g, k) ∈ G×K | ∃t ∈ H t. q. (g, t) ∈ L, (t, k) ∈ (h, 1)M}

Prueba. Sean X = (G × H)/L y Y = (H × K)/M . Del Lema 1.7, tenemos la siguiente
descomposición para X

GGA1 ◦ A1B1B1
◦ B1B1C1

◦ C1HH

con B1 un cociente de C1, isomorfo a un cociente de A1. También tenemos la de Y

HHA2 ◦ A2B2B2
◦ B2B2C2

◦ C2KK

con B2 un cociente de C2, isomorfo a un cociente de A2. Obsérvese que C1 = pH(L) y
A2 = pH(M).

Aplicando el inciso c del lema anterior a C1HH ◦ HHA2 , tenemos entonces que X ◦ Y es
isomorfo a

•⋃
h∈[C1\H/A2]

GGA1 ◦ A1B1C1∩hA2
◦ C1∩hA2

B2C2
◦ C2KK .

Cada uno de los biconjuntos de esta unión es transitivo, ya que si [g, b1, b2, k] es un elemento
en alguno de ellos, entonces b1 = f1(a1) con f1 : A1 � B1 y b2 = f(c2) con f2 : C2 � B2,
aśı que

[g, b1, b2, k] = ga1[1, 1, 1, 1]c2k.

No es dif́ıcil observar que el estabilizador de [1, 1, 1, 1] es precisamente L ∗ (h, 1)M .
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Definición 1.10. Denotaremos por A(G, H) al grupo de Grothendieck de los (G,H)-bicon-
juntos finitos. Es decir, las sumas algebraicas finitas de (G, H)-biconjuntos finitos donde la
unión disjunta de dos de ellos X ∪ Y se identifica con X + Y . Escribiremos AR(G, H) para
R⊗A(G, H), si R es un anillo conmutativo.

Sean X y Y dos clases de grupos finitos no vaćıas y cerradas bajo subgrupos, cocientes
y extensiones. Definimos AX ,YR (G, H) como el subgrupo de AR(G, H) generado por los
biconjuntos GXH tales que para toda a en X se tiene StabG(a) ∈ X y StabH(a) ∈ Y.

Nótese que todo elemento en A(G, H) es una combinación lineal de biconjuntos transi-
tivos.

Lema 1.11. Si GXH pertenece a AX ,YR (G,H) y HYK pertenece a AX ,YR (H,K), entonces

GXH◦HYK pertenece a AX ,YR (G,K).

Prueba. Sea [x, y] ∈ GXH ◦ HYK ,

StabG([x, y]) = {g ∈ G | g[x, y] = [x, y]}.

Luego, g ∈ StabG([x, y]) si y sólo si existe h en H tal que (gx, y) = (xh−1, hy), es decir:

StabG([x, y]) = {g ∈ G | existe h ∈ StabH(y) t.q. gxh = x}

Es fácil observar que StabG(x) es un subgrupo normal de StabG([x, y]) y el primero está en
X , luego tenemos la sucesión exacta

1 −→ StabG(x) −→ StabG([x, y]) −→ StabG([x, y])/StabG(x) −→ 1

por lo que basta probar StabG([x, y])/StabG(x) ∈ X y tendremos StabG([x, y]) ∈ X .
Sean

L = StabH(y) ∩ StabH(x) 6 StabH(y) y N = NStabH(y)(L) 6 StabH(y),

como StabH(y) ∈ X , entonces L y N pertenecen también a X .
Ahora definimos ϕ : StabG([x, y])→ N/L. Dada g ∈ StabG([x, y]), existe h en StabH(y)

tal que gxh = x, veamos que h ∈ N . Si l ∈ L,entonces

xhlh−1 = g−1xlh−1 = g−1xh−1 = x,

aśı que hlh−1 ∈ StabH(x) y claramente hlh−1 ∈ StabH(y), luego hlh−1 ∈ L y h ∈ N .
Definimos ϕ(g) = hL.
Veamos que está bien definida, supongamos que existen h y h′ en StabH(y) tales que

gxh = x = gxh′, entonces xh = xh′, aśı que xh′h−1 = x y por lo tanto, h′h−1 está en L. Para
ver que ϕ es un morfismo de grupos, sean g y g′ en StabH [(x, y]) y supongamos gxh = x,
g′xh = x′ con h y h′ en StabH(y), entonces gg′xhh′ = x y por lo tanto ϕ(gg′) = hh′L.
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Finalmente, determinaremos el núcleo de este morfismo. Si ϕ(g) = L, entonces existe
h ∈ L tal que gxh = x, aśı que gx = x y por lo tanto, g ∈ StabG(x). Entonces el núcleo es
StabG(x).

Esto prueba que StabG([x, y])/StabG(x) es isomorfo a un subgrupo de N/L y por lo
tanto, StabG([x, y])/StabG(x) ∈ X .

Con una prueba análoga obtenemos StabH([x, y]) ∈ Y.

Lema 1.12.

1. Sean α : G→ K y β : H → K dos morfismos de grupos, entonces GαKβH pertenece a
AX ,YR (G,H) si y sólo si Kerα ∈ X y Kerβ ∈ Y.

2. Sea (G×H)/D biconjunto transitivo, sabemos que (G×H)/D es isomorfo a GGA ◦
ABB ◦BBC ◦CHH donde B = C/C1 es isomorfo a A/A1, entonces (G×H)/D está en
AX ,YR (G,H) si y sólo si A1 ∈ X y C1 ∈ Y.

Prueba. 1. Si x ∈ K, entonces StabG(x) = Kerα y StabH(x) = Kerβ.

La prueba de 2 se sigue de 1 y del lema anterior.

Definición 1.13. Dadas X y Y clases de grupos como las anteriores, el Lema 1.11 nos
permite construir una categoŕıa ΩX ,YR cuyos objetos son los grupos finitos y las flechas entre

G y H es el grupo aditivo AX ,YR (G,H).

En cada AX ,YR (G, G) la identidad es el biconjunto GGG.

Esta nueva categoŕıa no es esencialmente más o menos complicada que la categoŕıa Grp
de grupos finitos con los morfismos conocidos, es decir:

Lema 1.14. Dos grupos finitos G y H son isomorfos en Grp si y sólo si lo son en ΩX ,YR .

Prueba. Si tenemos un isomorfismo de grupos ς : H → G, podemos obtener los biconjuntos

GGς−1H
◦ HςGG ∼= GGG y HςGG ◦ GGς−1H

∼= HHH .

Ahora supongamos que existen X ∈ AX ,YR (G, H) y Y ∈ AX ,YR (H, G) tales que

X ◦ Y ∼= GGG y Y ◦X ∼= HHH .

Si X =
∑

imi
G×H
Di

y Y =
∑

j nj
H×G
Ej

, entonces por la Proposición 1.9

X ◦ Y =
∑
i, j

minj
∑

x∈[pH(Di)\H/pH(Ej)]

G×G
Di ∗ (x, 1)Ej
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donde Di ∗ (x, 1)Ej = {(a, b) ∈ G×G | ∃h ∈ H con (a, h) ∈ Di y (x−1hx, b) ∈ Ej}, y

Y ◦X =
∑
i, j

minj
∑

y∈[pG(Ej)\G/pG(Di)]

H ×H
Ej ∗ (y, 1)Di

donde Ej ∗ (y, 1)Di = {(a, b) ∈ H × H | ∃g ∈ G con (a, g) ∈ Ej y (y−1gy, b) ∈ Di}.
Esto implica la existencia de grupos A 6 G × H, B 6 H × G tales que A ∗ B = ∆(G) y
U 6 H ×G, V 6 G×H tales que U ∗ V = ∆(H). Luego, para todo g en G, existe h en H
tal que (g, h) ∈ A y (h, g) ∈ B, en particular pG(A) = G. Ahora consideremos

kG(A) = {g ∈ G | (g, 1) ∈ A}.

Dado que (1, 1) ∈ B, entonces (g, 1) ∈ A implica (g, 1) ∈ A ∗ B, luego g = 1, es decir
kG(A) = 1. Pero recordemos del Lema 1.6 que pG(A)/kG(A) es isomorfo a un subcociente
deH. Aśı queG es isomorfo a un subcociente deH. Análogamente, utilizando U∗V = ∆(H),
obtenemos que H es isomorfo a un subcociente de G. Luego G y H son isomorfos.

Para muchos aspectos del estudio de los funtores de Mackey resulta útil considerar una
subcategoŕıa de ΩX ,YR : Sea Z una familia de grupos cerrada bajo subgrupos y cocientes,

definimos ΩX ,YR,Z como la subcategoŕıa plena de ΩX ,YR cuyos objetos son los grupos de Z.

Obsérvese que, si G, H ∈ Z y X es un (G, H)-biconjunto transitivo en AX ,YR (G,H),
entonces todos los grupos involucrados en la descomposición de Bouc (Lema 1.7) de X
pertenecen a Z.

Definición 1.15. Sea R un anillo conmutativo. La categoŕıa de funtores de Mackey para
Z sobre R tiene por objetos los funtores aditivos contravariantes de ΩX ,YR,Z a R−Mod y por

flechas las transformaciones naturales entre ellos. La denotaremos por MacX ,YR,Z . Si Z es la

clase de todos los grupos finitos, escribiremos simplemente MacX ,YR .

No es dif́ıcil probar que la categoŕıa ΩX ,YR,Z es aditiva y que MacX ,YR,Z es abeliana.
El motivo por el cual debemos restringir los grupos en Z con X y Y es el hecho de que

no todos los funtores de Mackey pueden definirse para todos los morfismos de grupos. Un
caso en el que se puede es el funtor que a cada grupo G asocia su anillo de Burnside B(G).

Para cada grupo G, B(G) se define como el Z-módulo con generadores las clases de
isomorfismo [X] de G-conjuntos izquierdos transitivos con relaciones [X] + [Y ] = [X∪̇Y ] y
[X][Y ] = [X × Y ]. El elemento identidad es el conjunto con un punto. Si R es un anillo
conmutativo, denotaremos por RB al funtor que asigna R⊗B(G) a G.

Sean G y H son dos grupos en Z y HUG un biconjunto. Para X un G-conjunto, definimos
RB(HUG)(X) como HUG ◦ GX, que es un H-conjunto. Esto induce un homomorfismo de
grupos

RB(HUG) : RB(G)→ RB(H).
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De esta forma, RB puede definirse en ΩX ,YZ,Z para X , Y y Z cualesquiera clases de grupos
que satisfagan las hipótesis.

Otro ejemplo que puede definirse para cualquier ΩX ,YZ,Z es el anillo de Green a(k ). Si
k es un campo, el anillo de Green de la categoŕıa de kG-módulos finitamente generados,
denotado por a(kG) es, por definición, generado sobre Z por elementos [M ], uno por cada
clase de isomorfismo de kG-módulos y con estructuras dadas por [M ] + [N ] = [M ⊕ N ] y
[M ][N ] = [M ⊗k N ]. Para un (G, H)-biconjunto GXH definimos

a(GXH) : a(kH) −→ a(kG)

[M ] 7−→ [kX ⊗kH M ],

y extendemos linealmente para definirlo en cualquier flecha.

Como veremos en el caṕıtulo 3, estos dos funtores son también funtores de Green.

Nuestro siguiente ejemplo son los grupos de cohomoloǵıa. Si R es un anillo conmutativo,
para G ∈ Z queremos asociar M(G) = Hn(G, R) a G. Entonces, de acuerdo al Lema 1.7,
basta definir los siguientes morfismos

• M(GGA) para A 6 G, que definimos como el transfer, es decir

M(GGA) : Hn(A, R)→ Hn(G, R) f 7→
∑

g∈[G/A]

g · f

donde g · f(x) = gf(g−1x) para f representante de una sucesión de longitud n.

• M(CHH) para C 6 H como la restricción.

• M(ABB) para α : A→ B morfismo suprayectivo con Kerα ∈ X , que definimos como
la inflación, es decir, consideramos a Hn(B, R) como A-módulo en el que Kerα actúa
trivialmente.

• M(BBC) para β : C → B morfismo suprayectivo con Kerβ ∈ Y que discutimos a
continuación.

Para definir M(BBC), observemos el caso n = 0. Los primeros tres morfismos quedan de la
siguiente manera:

M(GGA) =
|G|
|A|

1R, M(CHH) = 1R y M(ABB) = 1R.

Tomemos A = B = 1 y C = H = G, trataremos de definir M(11G). Ahora, 11G ◦GG1
∼= 111

ya que cualquier elemento del lado izquierdo es igual a [1, 1], aśı que |G|M(11G) = 1R. Aún
si 1/|G| ∈ R, claramente 11G ◦ G11

∼= 111, aśı que M(11G) = 1R, por lo que debemos tener
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|G| = 1. De aqúı concluimos que este morfismo sólo se puede definir para Y = 1. Por lo
tanto los grupos de cohomoloǵıa se definen en ΩX , 1Z,Z .

Continuamos con G0(k ), que asocia el grupo de Grothendieck de la categoŕıa de kG-
módulos finitamente generados con k un campo. Tenemos dos posibilidades, si k es un campo
de caracteŕıstica 0, entonces G0(kG) coincide con el anillo de Green a(kG). Por otro lado,
observemos que si k es un campo de caracteŕıstica p distinta de cero, entonces en general
deberemos tomar Y = 1. Sea M = G0(k ). Consideremos H un grupo de orden divisible
por p y tratemos de definir M(GGH). El campo k no es un kH-módulo proyectivo; de serlo,
el morfismo aumentación

ε : kH −→ k∑
h∈H

αhh 7−→
∑
h∈H

αh

se dividiŕıa. Luego, dado r ∈ k, un elemento
∑

h∈H αhh en la preimagen de r tendŕıa que
satisfacer αg = αh para todos g, h en H, pero entonces su imagen bajo ε es |H|α para algún
α ∈ k, y esto es igual a 0 en k. Luego, como k es finitamente generado como kH-módulo,
entonces no es plano. Aśı, el producto tensorial sobre kH no puede extenderse al grupo
de Grothendieck. Es por esto que en general, el grupo de Grothendieck estará definido en
ΩX , 1Z,X . El resto de los morfismos pueden definirse de la misma forma que en el anillo de
Green.

Los funtores definidos en ΩX , 1R,Z , es decir con Y = 1, serán llamados funtores de Mackey
con inflación.

Otros ejemplos de funtores de Mackey con inflación son: K1(Z ) que asigna a cada
grupo G la K-teoŕıa K1(ZG) y Wh que asigna el grupo de Whitehead de G, denotado por
Wh(G).

Mencionamos otros ejemplos que aparecerán a lo largo de este trabajo.
El funtor representable AR( , L) con L en Z. Se define para cada H en Z como

AX ,YR (H, L), y en flechas

AR(AXB, L) : AX ,YR (B, L)→ AX ,YR (A, L) como BYL 7→ AXB ◦ BYL.

Por el Lema 1.11, éste es un funtor de Mackey que puede definirse en cualquier ΩX ,YR,Z .



Caṕıtulo 2

Funtores de Mackey simples

2.1. Clasificación

En este caṕıtulo X y Y serán clases de grupos cerradas bajo subcocientes y extensiones,
y Z será una clase de grupos cerrada bajo subcocientes.

Definición 2.1.1. Decimos que un funtor S distinto de 0 en MacX ,YR,Z es simple si para todo
T subfuntor de S se tiene T = 0 ó T = S.

Lema 2.1.2. Sea M en MacX ,YR,Z . Si H está en Z, entonces M(H) es un ROut(H)-módulo,
donde Out(H) = Aut(H)/Inn(H) e Inn(H) son los automorfismos interiores de H.

Prueba. Sea α un automorfismo de H, escribiremos Xα := HHαH . Si m ∈M(H), definimos
α ·m := M(Xα)(m). Como Xα ∈ AX , YR (H,H), entonces M(Xα) es un endomorfismo de
módulos de M(H).

Si α y β pertenecen a Aut(H) y m ∈M(H), entonces

β(αm) = M(Xβ)(M(Xα)(m)) = M(Xβ ◦Xα)(m),

ya que M es un funtor contravariante. Por otro lado (βα)m = M(Xβα)(m). Pero no es
dif́ıcil observar que Xβ ◦Xα

∼= Xβα, bajo el morfismo que manda [a, b] en aβ(b). Aśı que
M(H) es un RAut(H)-módulo.

Ahora sea Ca la conjugación por a ∈ H, es decir un automorfismo interior de H. En
este caso tenemos XCa

∼= HHH bajo el morfismo que manda b ∈ XCa en ba, luego Cam =
M(XCa)(m) = m.

Por lo tanto, M(H) es un ROut(H)-módulo.

Definición 2.1.3. Dado M en MacX ,YR,Z , decimos que H ∈ Z es un grupo minimal para M
si M(H) 6= 0 y H satisface:
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• Para todo K subgrupo propio de H se tiene M(K) = 0.

• Para todo morfismo suprayectivo α : H → K tal que {1} 6= Kerα ∈ X , se tiene
M(K) = 0.

Teorema 2.1.4. Sea S en MacX ,YR,Z simple. Si H es un grupo minimal para S, entonces
S(H) es un ROut(H)-módulo simple. Además H es único salvo isomorfismo y puede es-
cogerse como un grupo de orden mı́nimo en Z tal que S(H) 6= 0.

Prueba. Como S 6= 0, existe H ∈ Z de orden mı́nimo con S(H) 6= 0 y claramente H es un
grupo minimal para S. Probemos que S(H) es un ROut(H)-módulo simple.

Sea W un ROut(H)-submódulo de S(H). Dado G un grupo en Z, definimos

T (G) = {m ∈ S(K) | ∀X ∈ AX , YR (H, G), S(X)(m) ∈W},

recordemos que S es un funtor contravariante, aśı que S(X) : S(G)→ S(H). Probemos que
T es un subfuntor de S.

(i) Claramente T (G) es un R-submódulo de S(G).

(ii) Sea Y ∈ AX , YR (G, Z) y tomemos t ∈ T (Z), veamos S(Y )(t) ∈ T (G). Sea X ∈
AX , YR (H, G), entonces S(X)(S(Y )(t)) = S(Y X)(t). Como Y X está en AX , YR (H, Z)
y t ∈ T (Z), entonces S(Y X)(t) ∈W , es decir S(Y )(t) está en T (G).

Aśı que tenemos T = 0 ó T = S. Probaremos que T (H) = W . Luego si T = 0, entonces
W = 0 y si T = S, tendremos W = S(H).

Veamos que T (H) ⊆W . Si X = HHH , entonces X ∈ AX , YR (H, H), aśı que si t ∈ T (H),
tenemos t = S(X)(t) ∈W .

Ahora W ⊆ T (H); sean w ∈W y X ∈ AX , YR (H, H), basta tomar X transitivo, es decir
X = (H ×H)/D. Por el Lema 1.7 tenemos

X = HHA ◦ ABB ◦ BBC ◦ CHH

y existen morfismos suprayectivos α : A→ B, β : C → B, aśı que

S(X) = S(HHA) ◦ S(ABB) ◦ S(BBC) ◦ S(CHH).

Si A ( H, entonces S(A) = 0, aśı que S(HHA) = 0. Análogamente, si C ( H entonces
S(CHH) = 0 luego, A = C = H. Por otro lado, α : H → B es suprayectivo y por el Lema
1.12, Kerα ∈ X , aśı que debemos tener Kerα = {1}, esto implica Kerβ = 1. Aśı que α y β
son automorfismos de H, además es fácil observar que para cualquier automorfismo de H,
γ, se tiene HHγH

∼= Hγ−1HH bajo el morfismo que manda a en γ−1(a), luego

X = HαHH ◦ HHβH = HHα−1H
◦ HHβH = HHα−1βH
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en el grupo de Grothendieck. Aśı que S(X)(w) = S(Xα−1β)(w) = α−1β · w, que pertenece
a W ya que éste es un submódulo de S(H), es decir W ⊆ T (H).

Probemos que H es único salvo isomorfismo. Sea K ∈ Z minimal para S y supongamos
que K � H, probaremos que para todo X ∈ AX , YR (K, H) se tiene S(X) = 0. Sea X en

AX , YR (K, H), supongamos X = (K ×H)/D, y S(X) 6= 0. Nuevamente, por el Lema de
Bouc tenemos

X = KKA ◦ ABB ◦ BBC ◦ CHH ,

con morfismos suprayectivos α : A→ B y β : C → B, luego

S(X) = S(KKA) ◦ S(ABB) ◦ S(BBC) ◦ S(CHH).

Como S(X) 6= 0, tenemos como antes A = K, C = H, y Kerα = 1, aśı que B ∼= K y
podemos suponer que α es un automorfismo de K, luego tenemos β : H → K suprayec-
tivo. Ahora, como K no es isomorfo a H, tenemos Kerβ 6= {1}, luego el orden de K es
estrictamente menor que el de H, pero esto implicaŕıa S(K) = 0, una contradicción, aśı que
S(X) = 0.

Ahora consideremos el subfuntor Q construido como el funtor T , pero esta vez para K
y con W = 0, es decir:

Q(G) = {m ∈ S(G) | ∀X ∈ AX , YR (K, G), S(X)(m) = 0}.

Sabemos que Q(K) = W = 0, aśı que S = Q implicaŕıa S(K) = 0, lo que no ocurre,
luego debemos tener Q = 0. Por otro lado, como S(X) = 0 para todo X ∈ AX , YR (K, H),
entonces S(H) = Q(H), aśı que S(H) = 0 lo que contradice la minimalidad de H. Por lo
tanto concluimos K ∼= H.

Ahora probaremos que si S es un funtor de Mackey simple y H es un grupo minimal para
S, entonces S es isomorfo a un funtor que se puede obtener a partir del ROut(H)-módulo
S(H), de esta forma obtendremos una clasificación de los funtores de Mackey simples. Para
este fin, dado H ∈ Z un grupo fijo construiremos dos funtores: F de ROut(H) −Mod en
MacX ,YR,Z y G de MacX ,YR,Z en ROut(H)−Mod que serán adjuntos.

A continuación construiremos el funtor G.

Si H es un grupo en Z y M ∈MacX ,YR,Z , sea M(H) el R-módulo M(H)/M ′(H) donde

M ′(H) =
∑
K�H

M(HHK)(M(K)) +
∑

α:H�K
16=Kerα∈X

M(HαKK)(M(K)).

Este cociente puede considerarse como una generalización del cociente de Brauer. Veamos
que es un ROut(H)-módulo. Sabemos que M(H) es un ROut(H)-módulo, ahora sea β
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un automorfismo de H y verifiquemos que β fija a M ′(H); sea a ∈ M(K) y supongamos
K � H, entonces

β ·M(HHK)(a) = M(HHβH)M(HHK)(a) = M(HHβH ◦ HHK)(a).

Ahora, HHβH ◦ HHK
∼= HHβK , donde en este último en realidad tenemos la restricción de

β a K. El morfismo es el que manda [a, b] en aβ(b), aśı que β ·M(HHK)(M(K)) vuelve a
estar en el primer sumando.

Si tenemos α : H → K suprayectivo con 1 6= Kerα ∈ X , entonces

β ·M(HαKK)(a) = M(HHβH)M(HαKK)(a) = M(HHβH ◦ HαKK)(a),

pero en este caso tenemos HHβH ◦ HαKK
∼= Hαβ−1KK bajo el morfismo que manda [a, b]

en αβ−1(a)b, además Kerαβ−1 = βKerα ∈ X , aśı que M(HHβH ◦HαKK)M(K) está en el
segundo sumando. Esto prueba que M(H) es un RAut(H)-módulo y vimos en la prueba del
último teorema que Inn(H) actúa trivialmente en M(H) aśı que M(H) es un ROut(H)-
módulo.

Observemos que si H es minimal para M , entonces M(H) = M(H).

Por otro lado, si M y N están en MacX ,YR,Z y f : M → N es una transformación natural,
tenemos fH : M(H)→ N(H) morfismo de R-módulos, veamos que es de ROut(H)-módulos.
Sean a ∈M(H) y α ∈ Aut(H), tenemos el siguiente diagrama conmutativo

M(H)

fH
��

M(HHαH) // M(H)

fH
��

N(H)
N(HHαH) // N(H)

es decir

fH(α · a) = fH(M(HHαH)(a)) = N(HHαH)(fH(a)) = α · (fH(a)),

aśı que fH es un morfismo de ROut(H)-módulos. Finalmente, probemos que puede exten-
derse al cociente M(H).

Dado K � H, tenemos fH y fK morfismos de módulos con el siguiente diagrama con-
mutativo

M(K)

fK
��

M(HHK) // M(H)

fH
��

N(K)
N(HHK) // N(H)

aśı que

fH(M(HHK))(M(K)) = N(HHK)fK(M(H)) ⊆ N(HHK)N(K).
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Análogamente, si α : H → K es un morfismo suprayectivo con 1 6= Kerα ∈ X tenemos
conmutativo

M(K)

fK
��

M(HαKK) // M(H)

fH
��

N(K)
N(HαKK) // N(H)

aśı que fH(M(HαKK))(M(K)) ⊆ N(HαKK)N(K).
Entonces fH(M ′(H)) ⊆ N ′(H), luego fH puede extenderse a un morfismo de ROut(H)-

módulos
fH : M(H) −→ N(H)

y tenemos el siguiente

Lema 2.1.5. Dado H un grupo en Z, si M, N ∈MacX ,YR,Z y f : M → N es una transforma-

ción natural, entonces las asignaciones anteriores M(H) y fH definen un funtor covariante

G : MacX ,YR,Z −→ ROut(H)−Mod.

Prueba. No es dif́ıcil ver que G(fg) = G(f)G(g) si f : M → N y g : N → P son transfor-
maciones naturales, ya que si t = fg, entonces tH = fHgH , aśı que tH = fHgH . Claramente
G(1M ) = 1G(M).

Procedemos ahora a construir el funtor F .

Lema 2.1.6. Sean H y L grupos en Z y A(H, L) = AX ,YR (H, L)/A′(H, L), donde

A′(H, L) =
∑
K�H

HHK ◦AX ,YR (K, L) +
∑

α:H�K
16=Kerα∈X

HαKK ◦AX ,YR (K, L),

entonces A(H, L) es un ROut(H)-módulo.

Prueba. Como AR( , L) es un funtor de Mackey para Z, entonces, por el Lema 2.1.2, para
H en Z, AX ,YR (H, L) es un ROut(H)-módulo.

Veamos que Aut(H) fija a A′(H, L). Sean K � H y σ un automorfismo de H, sabemos
que

σ · HHK = HHσH ◦ HHK
∼= HHσK = HHσ(K).

Por otro lado, si tenemos α : H � K con 1 6= Kerα ∈ X , entonces

HHσH ◦ HαKK
∼= Hασ−1KK

y Kerασ−1 = σKerα ∈ X .
Aśı que A(H, L) es un ROut(H)-módulo.
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Ahora, si H es un grupo fijo en Z y V es un ROut(H)-módulo, definimos FH,V :

ΩX ,YR,Z −→ R−Mod por

FH,V (L) = HomROut(H)(A(H, L), V ),

en objetos.

Notación 2.1.7. Para el resto del caṕıtulo, si M y N son ROut(H)-módulos, abreviaremos
HomROut(H)(M, N) por (M, N).

Para las flechas, definimos FH,V en un biconjunto LXK y extendemos linealmente a los
morfismos de L en K. Tenemos

FH,V (LXK) : (A(H, K), V ) −→ (A(H, L), V ),

aśı que si f ∈ (A(H, K), V ), entonces definimos

FH,V (LXK)(f)(HYL) = f(HYL ◦ LXK)

si HYL es un biconjunto y extendemos linealmente.

Lema 2.1.8. Si L y K son grupos en Z y LXK es un (L, K)-biconjunto, entonces las
asignaciones FH,V (L) y FH,V (LXK) definen un funtor de Mackey.

Prueba. Del Lema 1.3 obtenemos que FH,V abre la composición de flechas en ΩX ,YR,Z y
claramente FH,V (1L) = 1FH, V (L) para todo grupo L.

Con este lema podemos definir el funtor F en objetos (F (V ) = FH,V ), para definirlo en

flechas sean V y W ROut(H)-módulos y α ∈ (V, W ). Sea L un grupo en ΩX ,YR,Z , definimos

fα,L : FH,V (L) −→ FH,W (L)

a 7−→ αa.

Afirmamos que fα = {fα,L | L ∈ Ob(ΩX ,YR,Z )} es una transformación natural de FH,V en
FH,W . Para cada L, claramente fα,L es un morfismo de R-módulos, además, si K es otro
grupo y LXK es un biconjunto transitivo, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

(A(H, K), V )

FH, V (LXK)

��

fα,K // (A(H, K), W )

FH,W (LXK)

��
(A(H, L), V )

fα,L // (A(H, L), W )
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ya que si a ∈ (A(H, K), V ), entonces

fα,L(FH,V (LXK)(a)) : A(H, L)→W

es tal que si HYL es un (H, L)-biconjunto transitivo, entonces

fα,L(FH,V (LXK)(a))(HYL) = αa(HYL ◦ LXK)

= FH,W (LXK)(fα,K(a))(HYL).

Tenemos el siguiente resultado.

Lema 2.1.9. Dado un grupo H en Z, si V y W son ROut(H)-módulos y α : V → W es
un morfismo de ROut(H)-módulos, entonces las asignaciones anteriores F (V ) = FH,V y
F (α) = fα, definen un funtor covariante

F : ROut(H)−Mod −→MacX ,YR,Z .

�

Antes de probar que G es adjunto izquierdo de F , probaremos algunos resultados sobre
los cocientes A(H, L).

Cuatro lemas sobre A(H, L)

Lema 2.1.10. Para H un grupo, A(H, H) ∼= ROut(H) como anillos.

Prueba. Definimos

ϕ : ROut(H)→ A(H, H) por ϕ(σ) = HHσH ,

está bien definida ya que si σ es un automorfismo interior, entonces HHσH
∼= HHH .

Para ver que es inyectiva, supongamos que

ϕ
( ∑
σ∈Out(H)

λσσ
)

=
∑

σ∈Out(H)

λσHHσH = 0,

entonces
∑

σ λσHHσH ∈ A′(H, H), es decir:∑
σ∈Out(H)

λσHHσH =
∑
K�H

ai
(
HHK ◦ KXiH

)
+

∑
α:H�K

16=Kerα∈X

bj
(
HαKK ◦ KYjH

)
.

En ambos sumandos podemos suponer KXiH y KYjH transitivos, ya que cualquier (K, H)-
biconjunto es suma de éstos. Fijaremos i y j y los omitiremos en lo que sigue. Observemos
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que si K � H o existe α : H � K con Kerα 6= 1 y KXH y KYH son transitivos, entonces
tanto HHK ◦KXH como HαKK ◦KYH son transitivos. En el primer caso, si [h, x] y [h1, x1]
pertenecen a HHK ◦ KXH , entonces

[h, x] = [h, kx1h
′] = [hk−1, x1h

′] = hk−1h−1
1 [h1, x1]h′.

para algunos k ∈ K y h′ ∈ H.
En el segundo caso, si [k, y] y [k1, y1] pertenecen a HαKK ◦ KYH , entonces

[k, y] = [k, k′y1h] = [kk′−1, y1h] = [kk′−1k−1
1 k1, y1h] = α(h′)[k1, y1]h

para algunos k′ ∈ K y h, h′ ∈ H con α(h′) = kk′−1k−1
1 .

Por otro lado, HHσH es transitivo, ya que si x, y ∈ H, entonces x = σ(a) para algún
a ∈ H, aśı que x = y−1yσ(a) = y−1 · y · a. Los biconjuntos transitivos forman una base,
aśı que debemos tener, para cada σ ∈ Out(H), HHσH igual a alguno de los sumandos.
Supongamos primero que para algún K � H tenemos

HHσH
∼= HHK ◦ KXH .

Ahora, para HHσH , sea E = StabH×H(1) y para HHK◦KXH , sea F = StabH×H(1), entonces

E = {(a, b) ∈ H ×H | aσ(b) = 1}
= {(σ(b)−1, b) ∈ H ×H | b ∈ H}.

Por otro lado KXH
∼= (K ×H)/D para algún D 6 K ×H, aśı que

F = StabH×H([1, (1, 1)D])

= {(a, b) ∈ H ×H | a · [1, (1, 1)D] · b = [1, (1, 1)D]}
= {(a, b) ∈ H ×H | ∃c ∈ K t. q. (ac−1, (c, b−1)D) = (1, (1, 1)D)}
= {(a, b) ∈ H ×H | a ∈ K y (a, b−1) ∈ D}.

Para que (H ×H)/E y (H ×H)/F sean isomorfos debemos tener E y F conjugados. En
E, b recorre todos los elementos de H, por lo tanto σ(b)−1 también. Sin embargo, en F los
elementos de la primera coordenada están en K, aśı que esto implicaŕıa uHu−1 contenido
propiamente en H para algún u ∈ H, lo que no puede ocurrir.

Supongamos ahora que para algún α : H � K con 1 6= Kerα ∈ X tenemos

HHσH
∼= HαKK ◦ KYH .

Como KYH ∼= (K ×H)/G para algún G 6 K ×H, si C = StabH×H([1, (1, 1)G]), entonces

C = {(a, b) ∈ H ×H | a · [1, (1, 1)G] · b = [1, (1, 1)G]}
= {(a, b) ∈ H ×H | ∃k ∈ K t. q. (α(a)k−1, (k, b−1)G) = (1, (1, 1)G)}
= {(a, b) ∈ H ×H | (α(a), b−1) ∈ G}.
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Como (1, 1) ∈ G y Kerα 6= 1, podemos encontrar a 6= 1 tal que (a, 1) ∈ C, esto prueba
que C y E no pueden ser conjugados y por lo tanto, que ϕ es inyectiva.

Para la suprayectividad tomemos, sin pérdida de generalidad, (H ×H)/D 6= 0 la clase
de un biconjunto transitivo en A(H, H). Por el Lema 1.7 tenemos

(H ×H)/D ∼= HHA ◦ ABB ◦ BBC ◦ CHH ,

donde A, C 6 H yB es un cociente de C isomorfo a un cociente de A. Si A fuese un subgrupo
propio de H o B fuese isomorfo a un subcociente propio de H tendŕıamos (H × H)/D ∈
A′(H, H) lo que no ocurre. Aśı que debemos tener A = H y H ∼= B, por lo tanto

(H ×H)/D ∼= HHC ◦ CHH .

Nuevamente, debemos tener C = H, aśı que (H ×H)/D ∼= HHπH con π un automorfismo
de H.

Finalmente, hemos visto que si α y τ son automorfismos de H, entonces

HHσH ◦ HHτH
∼= HHστH

lo que prueba que el morfismo es de anillos.

Lema 2.1.11. Sean H y L grupos, entonces A(H, L) 6= 0 si y sólo si existen C 6 L y
α : C → H morfismo suprayectivo tal que Kerα ∈ Y.

Prueba. Supongamos que existen un grupo C y un morfismo α como los del enunciado,
entonces HHαC ◦CLL ∈ AX ,YR (H, L) y es transitivo ya que si [a, b] ∈ HHαC ◦CLL, entonces
[a, b] = a[1, 1]b. Ahora, si E = StabH×H([1, 1]), tenemos

E = {(a, b) ∈ H × L | ∃c ∈ C t. q. (a, b−1) = (1 · c, c−1 · 1)}
= {(α(c), c) ∈ H × L | c ∈ C}

y HHαC ◦ CLL ∼= (H × L)/E. Tomemos su clase en A(H, L) y supongamos que es igual a
0, entonces, tal como en la proposición anterior,

(H × L)/E ∼= HHK ◦ KXL ó (H × L)/E ∼= HδKK ◦ KYL

para algún K 6 H o algún δ : H � K con 1 6= Kerδ ∈ X . En el primer caso tenemos

F := StabH,L([1, (1, 1)D]) = {(a, b) ∈ H × L | a ∈ K y (a, b−1) ∈ D}

donde KXL
∼= (K × L)/D. Como α es suprayectiva, si F y E fueran conjugados H seŕıa

conjugado a un subgrupo propio, lo que no ocurre. Para el segundo caso, si KYH ∼= (K ×
H)/G y C = StabH×L([1, (1, 1)G]), entonces la prueba de que suponer C y E conjugados
nos lleva a una contradicción es análoga a la de la proposición anterior.
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Ahora supongamos A(H, L) 6= 0. Como AX ,YR (H, L) está generado por biconjuntos
transitivos, entonces existe uno cuya clase es distinta de 0, es decir, existe D 6 H × L tal
que (H × L)/D 6= 0 y por el Lema 1.7 tenemos

(H × L)/D ∼= HHA ◦ ABB ◦ BBC ◦ CLL.

Si A fuera un subgrupo propio de H, entonces AHA◦(ABB ◦BBC ◦CLL) estaŕıa en A′(H, L),
una contradicción, aśı que A = H. Sabemos que B es isomorfo a un cociente de H, si este
cociente fuese propio tendŕıamos HBB ◦ (BBC ◦ CLL) ∈ A′(H, L) lo que no ocurre. Aśı que
H ∼= B y tenemos

(H × L)/D ∼= HHC ◦ CLL,

por el Lema 1.6 tenemos C 6 L y π : C � H, además por el Lema 1.12 Kerπ ∈ Y.

Lema 2.1.12. Sean H y L grupos. Supongamos que existen ϕ : C � H y ψ : D � H
con C, D 6 L y Kerϕ, Kerπ ∈ Y, entonces HHC ◦ CLL y HHD ◦ DLL son iguales en
AX ,YR (H, L) si y sólo si existen h ∈ H y l ∈ L tales que D = lC y chϕ = ψcl donde cx
denota la conjugación por un elemento x.

Prueba. Tenemos HHC ◦ CLL y HHD ◦ DLL transitivos. Sean E el estabilizador en H × L
de ([1, 1]) con respecto a la acción de ϕ y F con respecto a la acción de ψ, entonces

E = {(ϕ(c), c) ∈ H × L | c ∈ C} y F = {(ψ(d), d) ∈ H × L | d ∈ D}

y estos son conjugados si y sólo si existen h ∈ H y l ∈ L que satisfacen las condiciones del
enunciado.

Para el siguiente lema, definimos

U = {(C, ϕ) | C 6 L y ϕ : C � H t. q. Kerϕ ∈ Y}

con H y L grupos.
Observemos que H × L actúa en U bajo

(h, l) · (C, ϕ) = ( lC, chϕc
−1
l ).

ya que Kerchϕc
−1
l = lKerϕ que está en Y. Escribiremos U/ ∼ para las órbitas de esta

actuación.

Lema 2.1.13. Sean H y L grupos y V un ROut(H)-módulo, tenemos

A(H, L) =
⊕

[(C,ϕ)]∈U/∼

RHHC ◦ CLL.
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Prueba. De los lemas 2.1.11 y 2.1.12, tenemos que si A(H, L) 6= 0, entonces U 6= ∅ y

A(H, L) =
∑

[(C,ϕ)]∈U/∼

RHHC ◦ CLL.

Para ver que es suma directa supongamos∑
[(Ci, ϕi)]

λiHHCi ◦ CiLL = 0,

es decir
∑

i λiHHCi ◦ CiLL ∈ A′(H, L). Cada sumando es un biconjunto transitivo, aśı que,
como hemos visto anteriormente, esto implica que cada uno de ellos está en A′(H, L), es
decir HHCi ◦ CiLL = 0 para toda i.

Proposición 2.1.14. Sea H ∈ Z. Para los funtores definidos anteriormente

G : MacX ,YR,Z → ROut(H)−Mod y F : ROut(H)−Mod→MacX ,YR,Z ,

tenemos que G es adjunto izquierdo de F .

Prueba. Sean M un funtor de Mackey y V un ROut(H)-módulo, tenemos que probar la
existencia de una biyección

α : Hom
MacX ,YR,Z

(M, F (V )) −→ HomROut(H)(G(M), V )

natural en V y M . Utilizaremos la abreviatura HomZ(M, FH,V ) para las flechas entre M
y FH,V y seguimos usando la de arriba para los morfismo de ROut(H)-módulos. Definimos

α : HomZ(M, FH,V ) −→ (M(H), V ),

para f : M → FH,V una transformación natural, como

α(f) : M(H)→ V, tal que α(f)(a) = fH(a)(HHH)

para a ∈M(H), donde fH : M(H)→ FH,V (H).
Probemos que α(f) está bien definida. Tenemos FH,V (H) = (A(H, H), V ), luego por

el Lema 2.1.10 esto es isomorfo a V y como sabemos, el isomorfismo está dado por enviar
t : A(H, H)→ V en t(HHH) aśı que la composición con fH

M(H) −→ FH,V (H) −→ V

manda a ∈M(H) en fH(a)(HHH) ∈ V , observemos que anula a M ′(H).
Supongamos a = M(HHK)(c) para algún c ∈ M(K) con K subgrupo propio de H,

tenemos el diagrama conmutativo
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M(K)

fK
��

M(HHK) // M(H)

fH
��

FH,V (K)
FH, V (HHK)

// FH,V (H)

pero por el Lema 2.1.11, A(H, K) = 0, luego FH,V (K) = 0, aśı que fH(a) = 0. Para el
caso a = M(HJJ)(c), donde existe β : H � J con 0 6= Kerβ ∈ X , la prueba es análoga.
Obtenemos aśı que α(f) está bien definida.

Ahora veamos que α(f) es un morfismo de ROut(H)-módulos. Sean x ∈ Out(H) y
a ∈M(H), entonces

x · a = x · a = M(HHxH)(a)

luego
α(f)(x · a) = fH(M(HHxH)(a))(HHH)

pero tenemos el diagrama conmutativo

M(H)

fH
��

M(HHxH) // M(H)

fH
��

FH,V (H)
FH, V (HHxH)

// FH,V (H)

aśı que
fH(M(HHxH)(a)) = FH,V (HHxH)(fH(a))

y este último es x · fH(a) en FH,V (H). Ahora, el isomorfismo entre FH,V (H) y V es de
ROut(H)-módulos, luego

(x · fH(a))(HHH) = x · (fH(a)(HHH))

aśı que
α(f)(x · a) = x · (fH(a)(HHH)) = x · α(f)(a).

Por lo tanto, α está bien definida.
Ahora definiremos una función inversa

β : (M(H), V ) −→ HomZ(M, FH,V ).

Sea h : M(H) → V un morfismo de ROut(H)-módulos y tomemos L un grupo en Z,
definimos β(h)L : M(L)→ (A(H, L), V ) para b ∈M(L) como

β(h)L(b) : A(H, L)→ V tal que HXL 7→ h(M(HXL)(b)).
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Afirmamos que β(h) = {β(h)L | L ∈ Ob(ΩX ,YR,Z )} es una transformación natural. Primero
veamos que β(h)L(b) está bien definida. Supongamos HXL = HHK ◦ KYL para algún K
subgrupo propio de H, entonces

M(HXL)(b) = M(HHK)M(KYL)(b)

que se encuentra en el primer sumando de M ′(H) luego M(HXL)(b) = 0. El otro caso es
análogo. Ahora probemos que β(h)L es de ROut(H)-módulos, sea a ∈ Aut(H), entonces

β(h)L(b)(a · HXL) = h(M(HHaH ◦ HXL)(b))

= h(M(HHaH)M(HYL)(b))

= h(a ·M(HYL)(b))

= a · h(M(HYL)(b)) porque h es de ROut(H)-módulos

= a · β(h)L(b)(HYL).

Finalmente, veamos que β(h) es natural. Sean L y K dos grupos en Z y LXK un (L, K)-
biconjunto en ΩX ,YR,Z , debemos probar la conmutatividad del siguiente diagrama

M(K)

M(LXK)

��

β(h)K // (A(H, K), V )

FH, V (LXK)

��
M(L)

β(h)L // (A(H, L), V ).

Sea a ∈M(K), veamos que β(h)L(M(LXK)(a)) y FH,V (LXK)(β(h)K(a)) definen la misma
función, Sea HYL la clase de un biconjunto en A(H, L) tenemos

β(h)L(M(LXK)(a))(HYL) = h(M(HYL)M(LXK)(a))

y por otro lado

FH,V (LXK)(β(h)K(a)) = β(h)K(a)(HYL ◦ LXK)

= h(M(HYL ◦ LXK)(a)).

Ahora veamos que β y α son inversas. Sea h : M(H)→ V un morfismo de ROut(H)-módulos
y a ∈M(H) tenemos

α(β(h))(a) = β(h)H(a)(HHH) = h(M(HHH)(a)) = h(a).

Por otro lado, si f : M → FH,V es una transformación natural y L es un grupo en ΩX ,YR,Z ,

veamos que β(α(f))L es igual a fL; para esto tomemos a ∈ M(L) y HXL ∈ A(H, L),
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entonces

β(α(f))L(a)(HXL) = α(f)(M(HXL)(a))

= fH(M(HXL)(a))(HHH)

= (FH,V (HXL)fL(a))(HHH) porque f es transformación natural

= fL(a)(HHH ◦ HXL) = fL(a)(HXL).

Para terminar debemos probar que esta biyección es natural en M y en V .

Sean M , N funtores de Mackey y f : M → N una transformación natural, recordemos
que G(f) = fH : M(H)→ N(H), tenemos que probar la conmutatividad del diagrama

HomZ(N, FH,V )

f∗

��

αN // (N(H), V )

fH
∗

��
HomZ(M, FH,V )

αM // (M(H), V ).

Sean a ∈ (N, FH,V ) y m ∈M(H) tenemos

αN (a)fH : M(H)→ N(H)→ V tal que m 7→ fH(m) 7→ aH(fH(m))(HHH),

por otro lado αM (af) manda m en (af)H(m)(HHH), pero (af)H(m) = aHfH(m).

La prueba de la naturalidad en V es análoga.

Continuando con H un grupo fijo, consideremos ahora el funtor

E : MacX ,YR,Z −→ AX ,YR (H, H)−Mod M 7−→M(H).

E tiene un adjunto izquierdo

L : AX ,YR (H, H)−Mod −→MacX ,YR,Z V 7−→ LH,V

donde LH,V (G) = AX ,YR (G, H)⊗H V y ⊗H es el producto tensorial sobre AX ,YR (H, H). En
flechas se define de manera obvia.

El Lema 1 en Bouc [7] dice que dados H un grupo y V un AX ,YR (H, H)-módulo simple,
LH,V tiene un único cociente simple, denotado por SH,V . De hecho, este cociente satisface
SH,V (H) = V y para cualquier grupo G es igual a LH,V (G)/JH,V (G) donde

JH,V (G) =
{ n∑
i=1

ϕi ⊗ ni ∈ LH,V (G) |
n∑
i=1

(ψ ◦ ϕi) · ni = 0 ∀ψ ∈ AR(H, G)
}
.
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Observación 2.1.15. Sean S un funtor de Mackey simple y H un grupo tal que S(H) 6= 0.
Si V = S(H), entonces S es isomorfo a SH,V ya que

HomZ(LH,V , S) ∼= HomH(V, V ).

Además, si H es minimal para S, entonces S ∼= SH,V es un subfuntor simple de FH,V . Esto

gracias a que V es un ROut(H)-módulo simple y S(H) = S(H), luego

HomZ(SH,V , FH,V ) ∼= (V, V ).

Veamos que SH,V es precisamente el soclo de FH,V .

Definición 2.1.16. Sean M ∈ MacX ,YR,Z y X(H) un subconjunto de M(H) para cada
H ∈ Z. El subfuntor de M generado por X es la intersección de todos los subfuntores F de
M tales que X(H) ⊆ F (H). Lo denotaremos por < X >.

Lema 2.1.17. Sean H un grupo en Z y V un ROut(H)-módulo simple. El subfuntor de
FH,V generado por V es isomorfo a SH,V .

Prueba. Sea 0 6= N 6 FH,V subfuntor, entonces

0 6= HomZ(N, FH,V ) ∼= (N(H), V ).

Luego, existe α : N(H)→ V un morfismo de ROut(H)-módulos distinto de 0. Como V es
simple, entonces α es suprayectiva, por lo tanto N(H) 6= 0, pero N(H) ⊆ FH,V (H) = V .
Aśı que N(H) = V .

Por lo tanto < V >6 N , aśı que < V > es simple e isomorfo a SH,V .

Si H1 y H2 son dos grupos, V es un ROut(H2)-módulo y ϕ : H1 → H2 es un isomorfismo,
denotamos por ϕV al ROut(H1)-módulo que tiene por conjunto subyacente el de V y la
multiplicación por α ∈ Out(H1) se define a través del isomorfismo entre Out(H1) y Out(H2),
es decir

α ·m = (ϕαϕ−1) ·m

para todo m ∈ V .

Proposición 2.1.18. Sean S1 y S2 dos funtores de Mackey simples, H1 y H2 grupos min-
imales para S1 y S2 respectivamente, V1 = S1(H1) y V2 = S2(H2). Entonces, S1

∼= S2, si y
sólo si existe un isomorfismo ϕ entre H1 y H2 tal que V1

∼= ϕV2.

Prueba. Supongamos S1
∼= S2. Tenemos que Hi es un grupo de orden mı́nimo tal que

Si(Hi) 6= 0 para i = 1, 2 pero por otro lado, S1(H1) ∼= S2(H1) y S1(H2) ∼= S2(H2). Luego,
| H1 |=| H2 |, pero los grupos minimales son únicos hasta isomorfismo, entonces tenemos
H1
∼= H2 bajo algún isomorfismo ϕ : H1 → H2, luego V1

∼= ϕV2.
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Ahora supongamos que existe un isomorfismo ϕ : H1 → H2 tal que V1
∼= ϕV2. Dado que

V1 y ϕV2 son isomorfos como ROut(H1), entonces

(A(H1, L), V1) ∼= (A(H1, L), ϕV2),

para todo grupo L en Z y es un isomorfismo natural, es decir FH1, V1
∼= FH1,ϕV2 . Veamos

ahora que FH1,ϕV2
∼= FH2, V2 . Sea L ∈ Z, definimos

µL : (A(H1, L), ϕV2) −→ (A(H2, L), V2),

si f ∈ (A(H1, L), ϕV2), entonces definimos µL(f) : A(H2, L) → V2 en la clase de un
(H2, L)-biconjunto H2XL y extendemos linealmente

µL(f)(H2XL) = f(H1H1ϕ−1H2
◦ H2XL).

Como ϕ es un isomorfismo, no es dif́ıcil ver que µL(f) está bien definida.

Ahora veamos que es de ROut(H2)-módulos, sea α ∈ Out(H2) la clase de un automor-
fismo α, tenemos

µL(f)(α · H2XL) = f(H1H1ϕ−1H2
◦ H2H2αH2

◦ H2XL)

por otro lado H2H2ϕH1
◦ H1H1ϕ−1H2

es isomorfo a H2H2H2
, aśı que la igualdad de arriba es

igual a

f(H1H1ϕ−1H2
◦ H2H2αH2

◦ (H2H2ϕH1
◦ H1H1ϕ−1H2

) ◦ H2XL)

luego

µL(f)(α · H2XL) = f(ϕ−1αϕ · H1H1ϕ−1H2
◦ H2XL)

= ϕ−1αϕ · f(H1H1ϕ−1H2
◦ H2XL) f es de ROut(H1)-módulos

= αf(H1H1ϕ−1H2
◦ H2XL)

= αµL(f)(H2XL).

Definimos µ = {µL | L ∈ Ob(ΩX ,YR,Z )} y afirmamos que es una transformación natural.

Sean K y L grupos en Z, KXL un (K, L)-biconjunto y f ∈ (A(H1, L), ϕV2), tenemos que
probar la conmutatividad del siguiente diagrama

(A(H1, L), ϕV2)

FH1,
ϕV2

(KXL)

��

µL // (A(H2, L), V2)

FH2, V2
(KXL)

��
(A(H1, K), ϕV2)

µK // (A(H2, K), V2).
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Tomamos H2YK ∈ A(H2, K), por definición de FH1,ϕV2 tenemos

µK(FH1,ϕV2(KXL)(f))(H2YK) = f(H1H1ϕ−1H2
◦ H2YK ◦ KXL),

que es precisamente FH2, V2(KXL)(µL(f))(H2YK).
Finalmente, es claro que cada µL es biyectiva y por lo tanto tenemos FH1, V1

∼= FH2, V2 ,
aśı que sus soclos son isomorfos, de donde obtenemos el resultado.

2.2. Descripción

En esta sección supondremos que Z yW son clases de grupos cerradas bajo subcocientes
de tal forma que W sea subclase de Z.

Lema 2.2.1. Sean M ∈MacX ,YR,Z y N ∈MacX ,YR,W tal que N es subfuntor de M |W , entonces

el funtor en MacX ,YR,Z generado por N es

< N > (H) =
∑

α:A�B,A6H
Kerα∈X , B∈W

M(HHA ◦ AαBB)N(B)

para H un grupo en Z.

Prueba. Veamos que T definido por

T (H) =
∑

α:A�B,A6H
Kerα∈X , B∈W

M(HHA ◦ AαBB)N(B)

para H en Z, es un subfuntor de M .
Si H es un grupo en Z, claramente T (H) ⊆M(H).
Ahora sean H y L dos grupos en Z y X ∈ AX ,YR (H, L). Dado a en T (L) debemos

demostrar que M(X)a está en T (H). Ahora, a = M(LLE ◦ EαFF )m con m ∈ N(F ) para
algún E 6 L y α : E → F suprayectiva con F ∈ W y Kerα ∈ X , aśı que si suponemos X
transitivo, entonces

X ∼= HHA ◦ ABB ◦ BBC ◦ CLL,

por lo que M(X)a es igual a

M(HHA ◦ ABB ◦ BBC ◦ CLL ◦ LLE ◦ EαFF )m.

Iremos obteniendo el resultado para cada uno de los términos en la descomposición de Bouc
de X. Para CLL, usando la fórmula de Mackey en CLL ◦ LLE , obtenemos

M(CLL ◦ LLE ◦ EαFF )m =
∑

g∈[C
L
|E]

M(CCC∩gE ◦ C∩gEgEE ◦ EFF )m,
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demostraremos que cada sumando es isomorfo a M(CCD ◦ DβQQ)n, donde Q ∈ W, n ∈
N(Q), D 6 C y existe β : D → Q suprayectivo con Kerβ ∈ X , con esto obtendremos
que cada sumando está en T (C). Basta tomar D = C ∩ gE y Q = α(Dg), ya que entonces
Q 6 F , aśı que Q ∈ W. Además el núcleo del morfismo suprayectivo β = αcg : D → Q es
Kerαg ∩ D, que es isomorfo a un subgrupo de Kerα y, por lo tanto, está en X . Por otro
lado

C∩gEQQ ◦ QFF ∼= C∩gE
gEE ◦ EFF

por medio del morfismo que manda [q, f ] en [1, qf ], luego, si n = M(QQF )m, entonces cada
sumando es de la forma deseada.

Ahora consideremos BBC para el cual existe π : C → B con π suprayectivo y Kerπ ∈ Y,
demostraremos

M(BBπC ◦ CCD ◦ DβQQ)n ∼= M(BBR ◦ RρPP )l

para algún l ∈ N(P ), P ∈ W, R 6 B y ρ : R � P con Kerρ ∈ X . Tomamos R = π(D) y
P = β(D)/β(D ∩ C1) donde C1 es el núcleo de π. Observemos que P es isomorfo a

D/Kerβ

((D ∩ C1)Kerβ)/Kerβ
∼=

D/D ∩ C1

((D ∩ C1)Kerβ)/D ∩ C1

por lo que P es un cociente tanto de Q como de R. Como cociente de Q, el núcleo es
(D∩C1)/(Kerβ ∩C1) que, por ser cociente de un subgrupo de C1, está en Y y por lo tanto
P está enW. Como cociente de R, el núcleo es Kerβ/(Kerβ∩C1) que es cociente de Kerβ,
aśı que está en X . Además, observemos que BBC ◦ CCD ∼= BBD y

BBD ◦ DQQ ∼= BBR ◦ RPP ◦ PPQ

por medio del morfismo que manda [b, q] en [b, 1, µ(q)], donde µ es el paso al cociente de Q
a P . Por lo que si l = M(PPQ)n y ρ es el paso al cociente de R a P , obtenemos el resultado.

Continuamos con ABB con ϕ : A→ B suprayectivo y Kerϕ ∈ X . Como R 6 B, entonces
se corresponde con un subgrupo A1 P L 6 A donde A1 es el núcleo de ϕ, igualmente Kerρ
se corresponde con A1 P H1 P L. Tomaremos L 6 A, observemos que L/H1

∼= P y como
H1 es una extensión de Kerρ, entonces H1 está en X . Ahora ABB ◦ BBR ∼= ABR y

AAL ◦ LPP ∼= ABR ◦ RPP

bajo el morfismo que manda [a, p] en [ϕ(a), p], aśı obtenemos la forma deseada.
Finalmente tomemos HHA para A 6 H, este caso es el más sencillo, ya que L es subgrupo

de H y HHA ◦ AAL ∼= HHL, por lo que podemos tomar HHL ◦ LPP . Aśı obtenemos que
M(X)a está en T (H).

Ahora, si H ∈ W, entonces N(H) es un sumando de T (H), tomando A = H = B,
aśı que tenemos < N >6 T . Por otro lado para H ∈ W tenemos T (H) ⊆< N > (H) ya
que para cualquier α : A→ B con B ∈ W y Kerα ∈ X tenemos

M(HHA ◦ AαBB) < N > (B) ⊆< N > (H)
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pero si B ∈ W, entonces N(B) =< N > (B). Luego T =< N >.

Corolario 2.2.2. Sean W y Z como en el lema anterior. Si S ∈ MacX ,YR,Z es simple,
entonces S|W = 0 ó S|W es simple.

Prueba. Si S|W 6= 0, entonces para cualquier N 6= 0 subfuntor de S|W , tenemos 0 6=< N >6
S, entonces < N >= S. Aśı que S|W =< N > |W = N .

Recordemos del Lema 2.1.13 que para H y L grupos, definimos

U = {(C, ϕ) | C 6 L y ϕ : C � H t. q. Kerϕ ∈ Y}.

y H × L actúa en U bajo

(h, l) · (C, ϕ) = ( lC, chϕc
−1
l ).

Además, si W := U/∼ es el conjunto de órbitas de U bajo esta acción, entonces Out(H)
actúa en él. Sean [C, ϕ] ∈ W la órbita de (C, ϕ) y β ∈ Aut(H), entonces [C, βϕ] define una
acción de Aut(H) en W, ya que si ( lC, chϕc

−1
l ) es otro representante de la órbita, entonces

βchϕc
−1
l = cβ(h)βϕc

−1
l , aśı que

[C, βϕ] = [ lC, βchϕc
−1
l ].

Ahora, si α ∈ Inn(H) entonces (C, ϕ) y (C, αϕ) pertenecen a la misma órbita en U , por
lo que tenemos una acción de Out(H) en W.

Continuamos trabajando con Z familia de grupos cerrada bajo subgrupos y cocientes
y para un grupo H ∈ Z tomamos W la clase de grupos isomorfos a subgrupos o cocientes
de H, que es una subclase de Z. Observemos que, si V es un ROut(H)-módulo simple,
entonces por el Teorema 2.1.4 SH,V |W(K) = 0 para todo K ∈ W no isomorfo a H, donde
SH,V como subfuntor de FH,V está definido en todo Z.

Proposición 2.2.3. Sean H ∈ Z y V un ROut(H)-módulo simple, entonces para cualquier
grupo L ∈ Z

i)

FH,V (L) ∼=
⊕

[[C,ϕ]]∈W/∼

V S[C,ϕ]

donde W/ ∼ son las órbitas de W bajo la acción de Out(H) y

S[C,ϕ] = StabOut(H)([C, ϕ]) = {σ ∈ Out(H) | σ[C, ϕ] = [C, ϕ]}.



40 Funtores de Mackey simples

ii)

SH,V (L) =
∑

β:A�H,A6L
Kerβ∈X

FH,V (LLA ◦ AβHH)V.

y para v en V , FH,V (LLA ◦AβHH)v se puede escribir en términos de i) de la siguiente
forma: Si para x ∈ [C \ L/A], definimos ϕx = ϕ|C∩xA y βx = β|Cx∩A, entonces

FH,V (LLA ◦ AβHH)v =
∑

[[C,ϕ]]∈W/∼

fβ, ϕ(v) con fβ, ϕ(v) =
∑

x∈T (ϕ, β)

tx, ϕ, β · v

donde

T (ϕ, β) = {x ∈ [C \ L/A] | ϕx βx son epimorfismos y Kerϕx = xKerβx}

y tx, ϕ, β : H → H, tx, ϕ, β(h) = ϕ(xa) para a alguna preimagen de h bajo β.

Prueba. Para i) tenemos, por el Lema 2.1.13

A(H, L) =
⊕

[[(C,ϕ)]]∈W/∼

( ∑
α∈[

Out(H)
S[C,ϕ]

]

RHHαϕC ◦ CLL
)
,

descomponiendo en las órbitas de U/ ∼ bajo Out(H).

Ahora

HHαϕC ◦ CLL = α · HHϕC ◦ CLL

y RHHϕC ◦ CLL es un RS[C,ϕ]-módulo isomorfo a R, aśı que

A(H, L) ∼=
⊕

[[(C,ϕ)]]∈W/∼

R ↑Out(H)
S[C,ϕ]

.

Por otro lado

HomROut(H)(R ↑
Out(H)
S[C,ϕ]

, V ) ∼= HomRS[C,ϕ]
(R, V ↓Out(H)

S[C,ϕ]
)

∼= HomR(R, V ↓Out(H)
S[C,ϕ]

)S[C,ϕ]

y este último es isomorfo a V S[C,ϕ] .

Para ii), por el Lema 2.2.1, tenemos

SH,V (L) =
∑

β:A�K,A6L
K∈W,Kerβ∈X

FH,V (LLA ◦ AβKK)SH,V (K),
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pero SH,V (K) = 0 si K � H. Ahora, si v ∈ V , entonces FH,V (LLA ◦AβHH)v es una función
en SH,V (L) ⊆ (A(H, L), V ) que en un básico HHϕC ◦ CLL con [C, ϕ] ∈ U está dada por

HHϕC ◦ CLL ◦ LLA ◦ AβHH · v,

utilizando la fórmula de Mackey obtenemos HHϕC ◦ CLL ◦ LLA ◦ AβHH igual a∑
x∈[L

C
|A]

HHϕC ◦ CCC∩xA ◦ C∩xAxAA ◦ AβHH .

Cada sumando es transitivo y si D = StabH×H([1, 1, 1, 1]), entonces

D = {(a, b) ∈ H ×H | (a, 1, 1, b−1) = (1 · c, c−1 · 1 · d, d−1 · 1 · f, f−1 · 1)}
= {(a, b) ∈ H ×H | (a, 1, 1, b−1) = (ϕ(c), c−1d, d−1(xf), β(f)−1)}
= {(ϕ(c), β(cx)) ∈ H ×H | c ∈ C ∩ xA}

y por el Lema 1.7 tenemos

H ×H
D

= HHA′ ◦ A′BB ◦ BBC′ ◦ C′HH

donde A′ = ϕ(C ∩ xA), C ′ = β(C x ∩A) y B es isomorfo a

ϕ(C ∩ xA)

ϕ(C ∩ xKerβ)
∼=

β(Cx ∩A)

β(Kerϕx ∩A)
.

Para que algún sumando tenga clase distinta de 0 en A(H, H), es decir, no esté en A′(H, H),
necesitamos A′ = H, por lo que la descomposición de Bouc queda HBB◦BBC′◦C′HH . Nueva-
mente debemos tener B ∼= H, obteniendo HHC′ ◦ C′HH por lo que H = C ′, sin embargo, el
resultado final no es necesariamente la identidad, observemos cual fue el automorfismo que
obtuvimos; como x debe satisfacer H = ϕ(C ∩ xA) y H = β(C x ∩A), entonces tenemos los
isomorfismos usuales de H en (C∩xA)/(C∩xA∩Kerϕ) y de H en (C x∩A)/(C x∩A∩Kerβ).
Por otro lado, B ∼= H, aśı que ϕ(C ∩ xKerβ) = 1 = β(Kerϕx ∩A), por lo que

x(Cx ∩Kerβ) = Kerϕ ∩ xKerβ = xA ∩Kerϕ,

aśı que el automorfismo de H es

H −→ C ∩ xA

Kerϕ ∩ xKerβ
−→ C x ∩A

Kerϕx ∩Kerβ
−→ H

h 7−→ c(Kerϕ ∩ xKerβ) 7−→ cx(Kerϕx ∩Kerβ) 7−→ β(cx)

para c alguna preimagen de h bajo ϕ.
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Es decir

HHϕC ◦ CLL 7−→
∑

x∈T (ϕ, β)

H
t−1
x, ϕ, βHH · v =

∑
x∈T (ϕ, β)

tx, ϕ, β · v.

Para terminar la prueba, siguiendo los isomorfismo de i), observamos que el sumando
fβ, ϕ(v) correspondiente a [[C, ϕ]] ∈ W/ ∼ es precisamente la imagen de HHϕC ◦ CLL bajo
FH,V (LLA ◦ AβHH)v.

Con esta proposición podemos probar el siguiente teorema.

Teorema 2.2.4 (2.6 en Webb [20]). Sean H, L en Z y V un ROut(H)-módulo simple.

i) Si X = Y = 1, entonces

SH,V (L) =
⊕

ϕ:C∼=H,C6L
Cmod.L

tr
NL(C)
C (ϕV ),

donde Cmod.L significa C hasta L-conjugación.

Si Y = 1 y X es la clase de todos los grupos finitos:

ii)

FH,V (L) =
⊕

ϕ:C∼=H,C6L
Cmod.L

(ϕV )NL(C)

iii)

SH,V (L) =
∑

β:A�H,A6L
β escindible

FH,V (LLA ◦ AβHH)V

y FH,V (LLA ◦ AβHH)(v) en términos de la descomposición en ii) se ve como

FH,V (LLA ◦ AβHH)(v) =
∑

ϕ:C∼=H,C6L
Cmod.L

fβ, ϕ(v) y fβ, ϕ(v) =
∑

x∈[A\T (C,A)]
Kerβ∩Cx=1

θ−1
x · v,

donde T (C, A) = {x ∈ L | Cx ⊆ A}, y θx es la composición

H
ϕ // C

cx // Cx ↪→ A
β // H.
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Prueba. i) Tenemos

SH,V (L) =
∑

C6L, ϕ:C∼=H
FH,V (LLC ◦ CϕHH)V.

Observemos primero que FH,V (LLC ◦ CϕHH)v según la descripción de i) del lema anterior,
está contenido en el sumando correspondiente a [[C, ϕ]], es decir en V S[C,ϕ] ; ya que de la
prueba de ii) obtenemos, para otra pareja A 6 L, β : A ∼= H, que el sumando fϕ, β(v) es
distinto de 0 si para algún x ∈ T (ϕ, β) tenemos C = C ∩Ax y A = A∩ xC, aśı que A = xC
y

[[C, ϕ]] = [[xC, (βcxϕ
−1)ϕc−1

x )]] = [[A, β]]

ya que βcxϕ
−1 es un automorfismo de H.

Tomando entonces el sumando correspondiente a [[C, ϕ]], los x ∈ [C \ L/C] que hacen
el sumando distinto de 0 son aquellos en NL(C), aśı que el conjunto T (ϕ, ϕ) es igual a
[NL(C)/C] y el automorfismo de H, tx, ϕ, ϕ = ϕcxϕ

−1, es decir

FH,V (LLC ◦ CϕHH)V = tr
NL(C)
C (ϕV ).

Finalmente, si lC = C1 con l ∈ L, podemos tomar ϕ1 = ϕc−1
l como isomorfismo de C1 en H

y entonces FH,V (LLC ◦CϕHH)V es igual a FH,V (LLC1 ◦Cϕ11
HH)V . Por otro lado, si no son

conjugados y ambos son isomorfos a H, entonces por el primer párrafo, están contenidos en
sumandos diferentes, lo que prueba que la suma es directa si se hace Cmod.L.

ii)Como hicimos arriba, si lC = C1 para l ∈ L y tenemos ϕ y ϕ1 isomorfismos de C y
C1 respectivamente en H, entonces [[C, ϕ]] = [[C1, ϕ1]], aśı que

FH,V (L) =
⊕

ϕ:C∼=H,C6L,
Cmod.L

V S[L,ϕ]
.

Bastará probar entonces S[(L,ϕ)] = {ϕcxϕ−1 | x ∈ NL(C)}.
Dado x ∈ NL(C), tenemos ϕcxϕ

−1ϕ = ϕcx y [C, ϕ] = [C, ϕcx], aśı que ϕcxϕ−1 ∈ S[L,ϕ].
Por otro lado, si σ ∈ S[C,ϕ], entonces σϕ = chϕcx para algunos h ∈ H y x ∈ NL(C), luego

c−1
h σ = ϕcxϕ

−1. Aśı que σ = ϕcxϕ−1.
iii) Tenemos

SH,V (L) =
∑

A6L, β:A→H
FH,V (LLA ◦ AβHH)V.

y tomando FH,V (L) como arriba, para C 6 L, ϕ : C ∼= H y x ∈ [C \ L/A], definimos
ϕx = ϕ|C∩xA y βx = β|Cx∩A, luego FH,V (LLA ◦ AβHH)v se puede escribir como∑

C6L,ϕ:C∼=H
fβ, ϕ(v) con fβ, ϕ(v) =

∑
x∈T (ϕ, β)

tx, ϕ, β · v
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donde
T (ϕ, β) = {x ∈ [C \ L/A] | ϕx βx son isomorfismos}

y tx, ϕ, β : H → H, tx, ϕ, β(h) = ϕ(xa) para a alguna preimagen de h bajo β.
Observemos que esta descripción de T (ϕ, β) se da si X = 1 o Y = 1.
Ahora, si A∩Cx es isomorfo a H bajo β, entonces tenemos la siguiente sucesión exacta

que se divide
1 −→ Kerβ −→ A −→ A ∩ Cx −→ 1

y por lo tanto β se escinde.
Por otro lado, x ∈ [C \ L/A] pertenece a T (ϕ, β) si y sólo si Cx ⊆ A y Kerβ ∩ Cx =

Kerβx = 1, además, Cx ⊆ A si sólo si Cx−1A = x−1A, por lo que

T (ϕ, β) = {x ∈ [A \ T (C, A)] | Kerβ ∩ Cx = 1}.

Finalmente, es claro que θ−1
x = tx, ϕ, β y con esto obtenemos el resultado.



Caṕıtulo 3

Teoŕıa de inducción

3.1. Inducción y restricción de funtores de Mackey

En este caṕıtulo supondremos que Z y Z ′ son dos clases de grupos cerradas bajo sub-
grupos y cocientes. Los resultados de esta sección son una generalización del Caṕıtulo 1 en
Bouc [8].

Si Z es subclase de Z ′ y M es un funtor de Mackey en Z ′, podemos hablar de la
restricción de M a Z, simplemente restringiendo la evaluación de M a grupos en Z. Fue
introducida en el caṕıtulo anterior con la notación M |Z , pero utilizaremos M ↓Z′Z para
especificar ambas clases.

A continuación definiremos la inducción y la coinducción de funtores de Mackey. Para
comenzar, consideraremos la categoŕıa de funtores aditivos contravariantes de ΩX ,YR,Z′×ΩX ,YR,Z

o

en R − mod, la o superior denota la categoŕıa opuesta. Denotaremos esta categoŕıa por
FunR(Z ′, Z). Para la inducción pediremos que Z sea subclase de Z ′ y el elemento de
FunR(Z ′, Z) que nos será de mayor interés es Z′AZ , que a cada pareja de grupos (G, H)
asigna AX ,YR (G, H) y a cada pareja de biconjuntos (KYG, HXL) el morfismo

AX ,YR (G, H)→ AX ,YR (K, L) GWH 7→ KYG ◦ GWH ◦ HXL.

Si T ∈ FunR(Z ′, Z) y K es fijo en Z, entonces podemos definir un funtor T ( , K) en
ΩX ,YR,Z′ que manda a cada grupo G a T (G, K). Éste es un funtor de Mackey para Z ′. Aśı, si

M ∈MacX ,YR,Z′ , tenemos otro funtor de Mackey

(T, M) : ΩX ,YR,Z → R−mod K 7→ HomZ′(T ( , K), M),

donde HomZ′ es una abreviatura para Hom
MacX ,Y

R,Z′
. Para una flecha HXK y un elemento

f en HomZ′(T ( , K), M), definimos la transformación natural (T, M)(HXK)(f) = t por

tL : T (L, H)→M(L) a 7→ fL(T (idL, HXK)(a)).
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Para la naturalidad de t, debemos probar que para todo AXC el siguiente diagrama conmuta

T (C, H)

T (AXC , idH)
��

tC // M(C)

M(AXC)
��

T (A, H)
tA // M(A)

pero éste se obtiene de la siguiente composición

T (C, H)

T (AXC , idH)
��

T (idC ,HXK) // T (C, K)

T (AXC , idK)
��

fC // M(C)

M(AXC)
��

T (A, H)
T (idA,HXK)

// T (A, K)
fA

// M(A).

Como los dos cuadrados internos conmutan, el exterior también. Por otro lado, no es dif́ıcil
probar que (T, M) abre la composición de flechas, esto se obtiene de que T lo hace. Aśı,
tenemos que (T, M) es un funtor de Mackey para Z.

Definición 3.1.1. Supongamos Z subclase de Z ′. Si M es un funtor de Mackey para Z,
entonces M ⇑Z′Z := (ZAZ′ , M) será llamada la coinducción de M a Z ′.

Observemos que en este caso ZAZ′ está en FunR(Z, Z ′).

Para un T fijo, (T, ) es un funtor de MacX ,YR,Z′ en MacX ,YR,Z : A una flecha f : M → N
de funtores de Mackey en Z ′ y un elemento α en (T, M)(H) asigna la transformación fα
que está en (T, N)(H). Este funtor tiene adjunto izquierdo, esto puede probarse usando
el Teorema de la Adjunción (ver Borceux [5] o Freyd [13]), ya que, tanto las categoŕıas
de funtores de Mackey como este funtor, satisfacen las hipótesis necesarias. A este adjunto
podemos llamarlo el producto tensorial con T , más allá del nombre, construiremos este
funtor como cociente de un producto tensorial sobre R. Primero introducimos el concepto
de transformación bilineal y balanceada.

Observemos que si T ∈ FunR(Z ′, Z), N ∈MacX ,YR,Z y H ∈ Z, entonces podemos definir
el funtor T ( , H)×N(H), que a cada grupo K ∈ Z ′ asigna el R-módulo T (K, H)×N(H)
y en flechas actúa a través de T ( , H). Dado que este último es un funtor de Mackey,
entonces el primero lo es también. Luego, podemos tomar la suma⊕

H∈Z

T ( , H)×N(H)

donde Z es el conjunto de representantes de las clases de isomorfismo de objetos en ΩX ,YR,Z .
Es claro que éste es también un funtor de Mackey, que denotaremos por T ×N .
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Definición 3.1.2. Sean T ∈ FunR(Z ′, Z), N ∈MacX ,YR,Z y M ∈MacX ,YR,Z′ . Diremos que

r :
⊕
H∈Z

T ( , H)×N(H) −→M

es una transformación bilineal y balanceada de T ×N en M , si es un morfismo de funtores
de Mackey tal que para K ∈ Z ′ y H ∈ Z

rK,H : T (K, H)×N(H)→M(K)

es un morfismo de R-módulos bilineal, y balanceado en el siguiente sentido: Para toda L en
Z y todo biconjunto HXL en ΩX ,YR,Z se tiene

rK,H(a, N(HXL)(b)) = rK,L(T (idK , HXL)(a), b)

para todos a ∈ T (K, H), b ∈ N(L).
Denotaremos por Bil(T ×N, M) a la colección de dichas transformaciones.

Nótese que Bil(T ×N, M) es un R-submódulo de HomZ(T ×N, M).
Definimos ahora T ⊗̂N para K ∈ Z ′ como( ⊕

H∈Z

T (K, H)⊗R N(H)
)
/I

donde I es el submódulo generado por los elementos de la forma

m⊗R N(HXL)(n)− T (idK , HXL)(m)⊗R n

con m ∈ T (K, H), n ∈ N(L) y HXL en ΩX ,YR,Z . En flechas se define a través de T ( , H), es

decir, si GYK ∈ ΩX ,YR,Z′ entonces

( n∑
i=1

mi ⊗R ni
)

+ I 7−→
( n∑
i=1

T (GYK , idHi)(mi)⊗R ni
)

+ J

si mi ∈ T (K, Hi), ni ∈ N(Hi) y

T ⊗̂N(G) =
( ⊕
H∈Z

T (G, H)⊗R N(H)
)
/J .

Para probar que está bien definida, sea m ⊗R N(HXL)(n) − T (idK , HXL)(m) ⊗R n un
elemento generador de I, su imagen es

T (GYK , idH)(m)⊗R N(HXL)(n)− T (GYK , idL)T (idK , HXL)(m)⊗R n+ I



48 Teoŕıa de inducción

pero

T (GYK , idL)T (idK , HXL) = T (GYK , HXL)

= T (idG, HXL)T (GYK , idH).

Aśı, este representante está en J .
Probar que es un funtor, se obtiene nuevamente de que T ( , H) lo es.
T ⊗̂ satisface la siguiente propiedad universal.

Lema 3.1.3. Existe un elemento r en Bil(T × N, T ⊗̂N) tal que si M es un funtor de
Mackey para Z ′ y f está en Bil(T ×N, M), entonces existe un único morfismo de funtores
de Mackey f̂ de T ⊗̂N en M tal que f = f̂ r. Inversamente, si f̂ es un morfismo de funtores
de Mackey de T ⊗̂N en M , entonces esta fórmula define un elemento en Bil(T ×N, M) y
esta correspondencia induce un isomorfismo de R-módulos

Bil(T ×N, M) ∼= HomZ′(T ⊗̂N, M)

que es natural en N y M .

Prueba. Definimos r en un sumando, correspondiente a H, y extendemos

rK,H : T (K, H)→ T ⊗̂N(K) como (m, n) 7→ (m⊗R n) + I

Claramente, r está en Bil(T ×N, T ⊗̂N). Ahora sean M funtor de Mackey para Z ′ y f en
Bil(T ×N, M). Veamos que f̂ de T ⊗̂N en M definida en K ∈ Z ′ como

( n∑
i=1

mi ⊗R ni
)

+ I 7→ f
( n∑
i=1

(mi, ni)
)

para mi ∈ T (K, Hi) y ni ∈ N(Hi), es un morfismo de funtores de Mackey. Como f es
bilineal y balanceada, está claramente bien definida. Para ver que es natural, sea KXG,
veamos que conmuta

T ⊗̂N(G)

T ⊗̂N(KYG)
��

f̂G // M(G)

M(KYG)

��
T ⊗̂N(K)

f̂K // M(K).

La conmutatividad de este diagrama se obtiene de la definición de T ⊗̂N(KYG) y de que f
es natural.

Estas asignaciones inducen un isomorfismo de R-módulos. Dada f ∈ Bil(T × N, M),
claramente, f̂ satisface f = f̂ r, y si existe ĝ ∈ HomZ′(T ⊗̂N, M) tal que ĝr = f̂ r, entonces,
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como r es epimorfismo, ĝ debe estar definida como f̂ . Además esta biyección es de R-
módulos.

Finalmente, veamos que es natural en M y N . Sea f : N1 → N2 morfismo de funtores
de Mackey para Z. Para ver que

Bil(T ×N2, M)

F
��

// HomZ′(T ⊗̂N2, M)

G
��

Bil(T ×N1, M) // HomZ′(T ⊗̂N1, M)

conmuta, sea t ∈ Bil(T ×N2, M). La imagen de t bajo el isomorfismo es la transformación
natural que en K se define por

( n∑
i=1

mi ⊗R ni
)

+ I 7→ t
( n∑
i=1

(mi, ni)
)

si mi ∈ T (K, Hi) y ni ∈ N2(Hi), y al aplicarle G, obtenemos una transformación que manda(∑n
i=1mi ⊗R ni

)
+ I en t

(∑n
i=1(mi, fHi(ni))

)
. Ésta es justamente la imagen de Ft bajo

el isomorfismo, por lo tanto, el diagrama conmuta.

La prueba de la naturalidad de M es bastante sencilla y la omitiremos.

Ahora, T ⊗̂ es un funtor de MacX ,YR,Z en MacX ,YR,Z′ , ya que para una flecha f : N1 → N2

en MacX ,YR,Z , podemos definir para K ∈ Z ′,

( ⊕
H∈Z

T (K, H)×N1(H)
)
−→

( ⊕
H∈Z

T (K, H)⊗R N2(H)
)
/J

como ( n∑
i=1

(mi, ni)
)
7−→

( n∑
i=1

mi ⊗R fH(ni)
)

+ J .

No es dif́ıcil observar que esta asignación está en Bil(T ×N1, T ⊗̂N2).

Proposición 3.1.4. Sean T ∈ FunR(Z ′, Z), M ∈ MacX ,YR,Z′ y N ∈ MacX ,YR,Z , entonces
existe un isomorfismo de R-módulos

Bil(T ×N, M) ∼= HomZ(N, (T, M))

natural en M y N .
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Prueba. Sea f ∈ Bil(T ×N, M), definimos ζ de N en (T, M) como

ζH : N(H) → HomZ′(T ( , H), M)

m 7→ ζmK,H : T (K, H)→M(K) con a 7→ fK,H(a, m)

para H ∈ Z, K ∈ Z ′ y a ∈ T (K, H). Para ver que ζmH es una transformación natural, sea

KYG un biconjunto en ΩX ,YR,Z′ , debemos probar que conmuta

T (G, H)

T (KYG, idH)

��

ζmG,H // M(G)

M(KYG)

��
T (K, H)

ζmK,H // M(K).

Es decir, debemos probar

fK,H(T (KYG, idH)(a),m) = M(KYG)(fG,H(a, m)),

pero f es una transformación natural de T ×N en M , por lo que el siguiente diagrama es
conmutativo

T (G, H)×N(H)

T (KYG, idH)

��

fG,H // M(G)

M(KYG)

��
T (K, H)×N(H)

fK,H // M(K)

aśı obtenemos el resultado. Ahora veamos que ζ es transformación natural, sea HXL un
biconjunto en ΩX ,YR,Z , debemos probar que conmuta

N(L)

N(HXL)

��

ζL // HomZ(T ( , L),M)

(T,M)(HXL)

��
N(H)

ζH // HomZ(T ( , H),M).

Es decir, que la transformación natural

θmL := (T, M)(HXL)(ζmL )

es igual a ζnH con n = N(HXL)(m) y m ∈ N(L). Por definición, para a ∈ T (K, H), tenemos
que θmK,L(a) es

ζmK,L(T (idK , HXL)(a)) = fK,L(T (idK , HXL)(a), m)
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y ζnK,H(a) es
fK,H(a, n) = fK,H(a, N(HXL)(m)).

Como f es balanceada, tenemos la igualdad.
Ahora sea ζ ∈ HomZ(N, (T, M)), definimos f de T ×N en M en un sumando, corres-

pondiente a H,

fK,H : T (K, H)×N(H) −→ M(K)

(a, m) 7−→ ζmK,H(a)

donde ζmH es la transformación natural correspondiente a m. Como ζ y ζmH son morfismos
de funtores de Mackey, entonces fK,H es un morfismo de R-módulos bilineal. Probar que es
balanceada se obtiene de que ζ es transformación natural, regresando sobre la prueba del
rećıproco en los párrafos de arriba. De la misma forma, probar que f es natural se obtiene
de que ζmH lo es.

Por la manera en que se definieron ζ y f , es fácil probar que tenemos una biyección que
es un morfismo de R-módulos.

Finalmente, veamos que es natural en M y N . Sea f : N1 → N2 en MacX ,YR,Z , veamos
que el diagrama

Bil(T ×N2, M)

F
��

// HomZ(N2, (T, M))

G
��

Bil(T ×N1, M) // HomZ(N1, (T, M))

conmuta. Sea t ∈ Bil(T ×N2, M), y ζ2 su imagen bajo el isomorfismo, entonces Gζ2 = ζ2f
y tenemos

(ζ2f)H : N1(H) −→ HomZ′(T ( , H), M)

n 7−→ (ζ2)
fH(n)
K,H : T (K, H)→M(K) con a 7→ tK,H(a, fH(n)).

Por otro lado, si ζ1 es la imagen de Ft bajo el isomorfismo, entonces

(ζ1)H : N1(H) −→ HomZ′(T ( , H), M)

n 7−→ (ζ1)nK,H : T (K, H)→M(K) con a 7→ (Ft)K,H(a, n),

pero (Ft)K,H(a, n) es justamente tK,H(a, fH(n)).
La prueba de la naturalidad en M es análoga.

Los últimos dos resultados prueban que T ⊗̂ es adjunto izquierdo de (T, ).

Definición 3.1.5. Supongamos Z subclase de Z ′. Si M es un funtor de Mackey para Z,
definimos la inducción de M a Z ′ como M ↑Z′Z := Z′AZ⊗̂M .
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Corolario 3.1.6. La restricción de funtores de Mackey tiene adjuntos izquierdo y derecho:
El primero es la inducción y el segundo es la coinducción.

Prueba. Sean Z subclase de Z ′, N ∈MacX ,YR,Z y M ∈MacX ,YR,Z′ . Veamos que existen biyec-
ciones naturales

HomZ′(Z′AZ⊗̂N, M)←→ HomZ(N, M ↓Z′Z )

y
HomZ′(M, (ZAZ′ , N))←→ HomZ(M ↓Z′Z , N).

Para la adjunción izquierda tenemos las siguientes biyecciones naturales

HomZ′(Z′AZ⊗̂N, M) ←→ HomZ(N, (Z′AZ , M))

←→ HomZ(N,M ↓Z′Z ).

La última biyección se obtienen del lema de Yoneda, ya que para todo grupo G en Z ′,
tenemos

HomZ′(AR( , G), M) ∼= M(G),

isomorfismo de R-módulos natural en G. Aśı que los funtores (Z′AZ′ , M) y M son isomorfos,
en particular (Z′AZ , M) ∼= M ↓Z′Z .

Igualmente, para la adjunción derecha tenemos

HomZ′(M, (ZAZ′ , N)) ←→ HomZ(ZAZ′⊗̂M, N))

←→ HomZ(M ↓Z′Z , N).

No es dif́ıcil ver que para cualquier G en Z ′, existe un isomorfismo natural en G( ⊕
H∈Z′

AR(G, H)⊗RM(H)
)

+ I ∼= M(G)

definido en A(G, H)×M(H) a través de

(GXH ,m) 7−→M(GXH)m.

Por lo tanto, Z′AZ′⊗̂M ∼= M y en particular ZAZ′⊗̂M ∼= M ↓Z′Z .

Si Z es subclase de Z ′ y M está en MacX ,YR,Z′ , de lo anterior, obtenemos dos morfismos
de funtores de Mackey:

ζZ : M −→M ↓Z′Z ⇑Z
′
Z y ξZ : M ↓Z′Z ↑Z

′
Z −→M.

El primero se define para K en Z ′ como

ζZ : M(K) −→ HomZ(AX ,YR ( , K), M)

m 7−→ ζmH,K : AX ,YR (H, K)→M(H)
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donde ζmH,K manda HXK en M(HXK)m.

El segundo, en K ∈ Z ′ se define por( ⊕
H∈Z

AX ,YR (K, H)×M(H)
)
−→ M(K)

( n∑
i=0

(KXiHi , mi)
)
7−→

n∑
i=0

M(KXiHi)mi

para KXiHi biconjunto transitivo y extendemos por linealidad. Llamaremos ξZ al morfismo
que induce éste de Z′AZ⊗̂M en M .

Este último morfismo nos será de utilidad en la teoŕıa de inducción.

3.2. Teoremas de Inducción

Lema 3.2.1. Sea M en MacX ,YR,Z′. Denotemos por P(M) a la cerradura bajo subgrupos y
cocientes de T = {H ∈ Z ′ |M(H)/M ′(H) 6= 0}, donde

M ′(H) =
∑
K↪→H
K�H

M(HHK)(M(K)) +
∑

α:H�K
16=Kerα∈X

M(HKK)(M(K)).

Entonces ξP(M) es un epimorfismo en MacX ,YR,Z′. De hecho, para cualquier clase Z cerrada
bajo subcocientes, ξZ es un epimorfismo si y sólo si P(M) es subclase de Z.

Prueba. Durante la prueba, escribiremos sólo ξ, en lugar de ξP(M). Como ξ es una transfor-
mación natural, basta ver que el subfuntor imagen Imξ 6M es igual a M . Es decir, basta
ver que para todo grupo G en Z ′ tenemos M(G) ⊆ ImξG.

Si G está en T , entonces existe algún representante de él en P(M), digamos F . Luego,
existe un isomorfismo GXF en AX ,YR (G, F ), y por lo tanto M(G) ⊆ ImξG.

Supongamos ahora que G no está en T . Entonces para todo m en M(G) tenemos

m =
∑
Ki↪→G
Ki�G

M(GGKi)(xi) +
∑

α:G�Kj
16=Kerα∈X

M(GKjKj
)(yj).

con xi en M(Ki) y yj en M(Kj). Como los órdenes de Kj y Ki son estrictamente menores
que el de G, entonces, utilizando inducción en el orden del grupo, podemos suponer que
para todos j e i

xi =
n∑
r=0

M(KiXrHr)mr y yj

n∑
s=0

M(KjXsHs)ns
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para algunos Hr y Hs en P(M), con mr en M(Hr) y ns en M(Hs). Componiendo con la
igualdad anterior, obtenemos que m está en ImξG.

Si P(M) es subclase de Z, entonces de la definición de ξZ es claro que éste es un
epimorfismo.

Ahora supongamos que Z es una clase que hace a ξZ un epimorfismo. Probemos que T
es subclase de Z. Sea H en T , entonces para todo m en M(H) tenemos

m =
n∑
i=0

M(HXiHi)mi,

para algunos Hi en Z. Podemos suponer que los biconjuntos HXiHi son transitivos no
necesariamente distintos, y tenemos mi en M(Hi). De acuerdo a la descomposición de Bouc
tenemos

HXiHi
∼= HHAi ◦ AiBiBi ◦ BiBiCi ◦ CiHiHi

donde Ai es un subgrupo de H, Ci es un subgrupo de Hi, y Bi es una imagen homomórfica
tanto de Ci como de Ai. Como H está en T , en alguno de estos biconjuntos debemos tener
Ai = H. Aśı que podemos separar la suma de arriba como

m =
∑
Ai<Hi

M(HHAi ◦ AiWiHi)(mi) +
∑
Ai=H

M(HBiBi ◦ BiTiHi)(mi).

Nuevamente, como H está en T , en alguno de los sumandos de la derecha debemos tener
Bi ∼= H. Como Bi es un subcociente de Hi, entonces H está en Z.

De hecho, si para todo G en Z ′ tomamos los subcocientes H 6 G, α : H � B tales que
Kerα ∈ X y B ∈ P(M), entonces

M(G) =
∑
B

M(GGH ◦ HBB)(m).

La prueba es similar a la de arriba. Si G está en T , el resultado es obvio, si no, entonces
M(G)/M ′(G) = 0 y podemos suponer que para todo subgrupo propio K y todo cociente
propio L con núcleo G1 en X se satisface el resultado. Observemos que en el primer caso

GGK ◦ KKH ◦ HBB ∼= GGH ◦ HBB

si H es un subgrupo de K con cociente B como arriba. Para el segundo caso, si H es un
subgrupo de L con cociente B como arriba, entonces H es isomorfo a H1/G1 para algún H1

subgrupo de G, y tenemos

GLL ◦ LLH ◦ HBB ∼= GGH1 ◦ H1HH ◦ HBB ∼= GGH1 ◦ H1BB.

La prueba de que ésta es la clase más chica cerrada bajo subcocientes que satisface esta
condición es igual a la del lema.
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Definición 3.2.2. Un grupo H en Z ′ se llama primordial para el funtor de Mackey M en
MacX ,YR,Z′ si el cociente de Brauer M(H)/M ′(H) es distinto de 0, donde

M ′(H) =
∑
K6H
K 6=H

M(HHK)M(K).

La clase de grupos primordiales para M será denotada por Prim(M).
Escribiremos P(M) para la cerradura bajo subgrupos y cocientes de Prim(M).

Observación 3.2.3. Sobre P(M) tenemos las siguientes observaciones:

i) Si para un grupo H el cociente de Brauer es 0, entonces el cociente definido en el lema
anterior es 0. Aśı que P(M) es subclase de P(M) y ξP(M) es un epimorfismo.

ii) Si X = 1, entonces P(M) = P(M).

Lema 3.2.4. Sean M en MacX ,YR,Z′ y Z una subclase de Z ′ cerrada bajo subcocientes. En

Mac1, 1
R,Z′ consideremos los morfismos

M ↓Z′Z ↑Z
′
Z

ξZ // M
ζZ // M ↓Z′Z ⇑Z

′
Z .

Entonces para todo K ∈ Z ′ tenemos

ImξZ(K) =
∑

G6K,G∈Z
ImM(KKG) y KerζZ(K) =

⋂
G6K,G∈Z

KerM(GKK).

Prueba. Sean {H1, . . . ,Hn} representantes de las clases de isomorfismo de subgrupos de K
que están en Z. Entonces los biconjuntos

GHiHi ◦ HiHiG y GGG

son isomorfos si G 6 K y G ∼= Hi. Luego,

∑
G6K,G∈Z

M(KKG)mG =

n∑
i=0

∑
G6K,
G∼=Hi

M(KKG ◦ GHiHi)(M(HiHiG)mG),

que se encuentra en ImξZ(K). Por otro lado, un elemento en ImξZ(K) se ve de la forma

r∑
j=0

M(KKAj ◦ AjHjHj
)mj =

r∑
j=0,
Kj6K

M(KKKj )nj
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donde Aj ↪→ K, Hj con Hj en Z. Si Aj es isomorfo a un subgrupo Kj de K, entonces
Kj está en Z por ser isomorfo a un subgrupo de Hj y los biconjuntos KKAj y KKKj son
isomorfos. Luego, si escribimos M(KjHjHj

)mj como nj , tenemos la igualdad deseada. Por

lo tanto, M1(K) = ImξZ(K).
Probemos ahora que y ∈

⋂
G6K,
H∈Z

KerM(GKK) implica y ∈ KerζZ(K).

Esto significa probar que para todo H en Z, la función ζyH,K es cero, es decir que si A
es un subgrupo tanto de H como de K, entonces

M(HHA ◦ AKK)(y) = 0.

Pero esto es claro, ya que H en Z implica A en Z y por lo tanto M(AGG)(y) = 0
Por otro lado, si m está en KerζZ(K), entonces para todo H ∈ Z y para todo (H, K)-

biconjunto HYK , se tiene M(Y )(m) = 0. En particular, para todo G 6 K que pertenezca a
Z, se tiene M(GKK)(m) = 0.

3.2.1. Inducción en el anillo de Burnside

Enunciamos el Teorema de Inducción de Dress para el funtor de Mackey Bπ. Recordemos
que si π es un conjunto de números primos, denotamos por Zπ al conjunto{a

b
∈ Q | b es un π′-número

}
.

Podemos tomar X = Y = Z ′ como la clase de todos los grupos finitos y definir Bπ en
MacX ,Yπ,Z := MacX ,YZπ ,Z′ para un grupo G por Zπ⊗ZB(G). Escribiremos BQ si π es el conjunto
vaćıo.

Recordemos también que Oπ(G) se define como el más pequeño subgrupo normal N de
G tal que G/N es un π-grupo soluble. En particular, si π consta de un solo primo p, Op(G)
es el menor grupo normal N tal que G/N es un p-grupo.

Definición 3.2.5. Para cualesquiera X , Y y Z ′ con las hipótesis usuales, Z una subclase
de Z ′ y π un conjunto de primos, definimos la siguiente subclase de grupos

Hπ(Z) = {H ∈ Z ′ | ∃p ∈ π t. q. Op(H) ∈ Z}.

Si π es el conjunto de todos los primos, escribiremos H(Z).

Observemos que si H ∈ Hπ(Z) y K es un subgrupo de H, entonces K ∈ Hπ(Z) ya
que Op(K) es un subgrupo de Op(H) y Z es cerrada bajo subgrupos. Igualmente, para
un cociente H/T , tenemos que Op(H/T ) es isomorfo a Op(H)/(T ∩ Op(H)), por lo tanto
Op(H/T ) está en Z. De hecho, si T está en X ó en Y, entonces T ∩Op(H) también lo está.

Aśı que, si M es un funtor de Mackey definido en ΩX ,YR,Z′ , entonces también está definido

en ΩX ,YR,Hπ(Z).



3.2 Teoremas de Inducción 57

Lema 3.2.6 (Dress). Sean Z una clase de grupos cerrada bajo subgrupos y cocientes, Z ′
la clase de todos los grupos finitos y π un conjunto de primos. Si en la categoŕıa Mac1, 1

π,Z′
consideramos los morfismos

Bπ ↓Z
′

Hπ(Z)↑
Z′
Hπ(Z)

ξHπ(Z)// Bπ
ζZ // Bπ ↓Z

′
Z ⇑Z

′
Z

entonces

Bπ = ImξHπ(Z) +KerζZ .

Prueba. Para G un grupo finito, el Teorema de Inducción de Dress, tomado por ejemplo de
Yoshida [22], dice lo siguiente

Bπ(G) =
∑
H6G,

H∈Hπ(Z)

Bπ(GGH)Bπ(H) +
⋂
H6G,
H∈Z

KerBπ(HGG).

Funtores de Green e inducción

En el siguiente caṕıtulo estudiaremos los funtores de Green con la definición que intro-
duce Bouc en [9]. Como veremos, bajo las hipótesis adecuadas en las clases X , Y y Z, esta
definición es equivalente a la siguiente.

Definición 3.2.7. Un funtor de Mackey A : ΩX ,YR,Z → R −mod es un funtor de Green si
A(H) es una R-álgebra para todo H ∈ Z, el morfismo A(KLL) es de anillos para todo
f : K → L morfismo de grupos con Kerf ∈ X y para todo morfismo α : H → G con
Kerα ∈ X ∩ Y se satisfacen las relaciones de Frobenius:

A(GGH)(a) · b = A(GGH)(a ·A(HGG)(b)) y

b ·A(GGH(a)) = A(GGH)(A(HGG)(b) · a)

para todos b ∈ A(G) y a ∈ A(H).

Definición 3.2.8. Sean A y C funtores de Green. Un morfismo de funtores de Green
f : A → C es un morfismo de funtores de Mackey tal que fH : A(H) → C(H) es un
morfismo de R-álgebras unitarias para todo H ∈ Z.

Como ejemplo, tomemos ΩR = ΩX ,YR,Z con X , Y y Z iguales a la clase de todos los grupos
finitos y RB : ΩR → R−mod el funtor que asigna a cada grupo G su anillo de Burnside con
coeficientes en R, RB(G). En el caṕıtulo 1 definimos RB en las flechas de ΩR para hacer
de éste un funtor de Mackey, veamos que es también un funtor de Green.
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Para f : K → L, claramente RB(KLL) es de anillos.

Tomemos α : H → G, probaremos la segunda relación de Frobenius, la prueba de la
primera es análoga. Sean b ∈ RB(G) y a ∈ RB(H), entonces

b ·RB(GGH(a)) = b× (GGH ◦ a)

RB(GGH)(RB(HGG)(b) · a) = GGH ◦ (b× a)

donde b×a es un H-conjunto con la acción en b a través de α, es decir h ·(r, t) = (α(h)r, ht).
para h ∈ H y (r, t) ∈ b× a. El isomorfismo de G-conjuntos es

b× (GGH ◦ a)→ GGH ◦ (b× a) (r, [s, t]) 7→ [s, (s−1r, t)].

Está bien definido, ya que si [sα(h), h−1t] es otro representante de [s, t] entonces la imagen
de (r, [sα(h), h−1t]) es

[sα(h), ((sα(h))−1r, h−1t)] = [sα(h), (α(h−1)s−1r, h−1t)]

= [s · h, h−1 · (s−1r, t)]

= [s, (s−1r, t)].

Claramente es suprayectiva. Para ver que es inyectiva, supongamos [s, (s−1r, t)] =
[s0, (s0r0, t0)], entonces existe h ∈ H tal que s0 = sα(h) y (s−1

0 r0, t0) = (α(h−1)s−1r, h−1t),
aśı que r = r0 y [s, t] = [s0, t0].

Otros ejemplos de funtores de Green son el grupo de Grothendieck y el anillo de Green de
la categoŕıa de kG-módulos finitamente generados, para k un campo. En ambos, el producto
está dado por el producto tensorial sobre k.

Definición 3.2.9. Sean M un funtor de Mackey y A un funtor de Green. Decimos que M
es un módulo sobre A si M(H) es un A(H)-módulo para todo H ∈ Z, y satisface

• Para todo f : H → G con Kerf ∈ X , m ∈M(G) y a ∈ A(G), se tiene

M(HGG)(a ·m) = A(HGG)(a) ·M(HGG)(m).

• (Frobenius) Para todo α : H → G con Kerα ∈ X ∩ Y, m ∈ M(G), n ∈ M(H),
a ∈ A(H) y b ∈ A(G) se tiene

A(GGH)(a) ·m = M(GGH)(a ·M(HGG)m)

b ·M(GGH)(n) = M(GGH)(A(HGG)b · n).
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Naturalmente, si M es un funtor de Mackey y G está en Z, entonces M(G) es un módulo
sobre AX ,YR (G, G) con la multiplicación α ·m = M(α)m. Veremos a continuación que existe

un morfismo de anillos ˜ : RB(G) → AX ,YR (G, G) que hace a M(G) un RB(G)-módulo
y más aún, hace a M un RB-módulo. Esta función fue introducida por Bouc en [7] y se
define de la siguiente forma: Si X es un G-conjunto izquierdo, denotamos por X̃ al conjunto
X ×G, que es un (G, G)-biconjunto con la siguiente acción

g1 · (x, g) · g2 = (g1x, g1gg2),

con (x, g) en X×G y g1, g2 en G. Para definir la función, extendemos linealmente sobre R.

Lema 3.2.10 (13 en Bouc [7]). La aplicación ˜ es un morfismo de R-álgebras.

Prueba. Basta demostrar que si X y Y son G-conjuntos, entonces

X̃ ◦ Ỹ = X̃ × Y .

Definimos la función
X̃ ◦ Ỹ −→ X̃ × Y

[(x, g) (y, h)] 7−→ (x, gy, gh).

No es dif́ıcil verificar que está bien definida y es un morfismo de (G, G)-biconjuntos. Igual-
mente

X̃ × Y −→ X̃ ◦ Ỹ

(x, y, g) 7−→ [(x, 1), (y, g)].

También es fácil probar que ésta es inversa de la primera.

Nótese que si X = G/U , entonces X̃ es igual a GGU ◦UGG, aśı que si X es G-transitivo,
entonces, X̃ es G×G-transitivo.

Lema 3.2.11. Todo funtor de Mackey M en MacX ,YR,Z es un módulo sobre RB.

Prueba. Para la primera condición, sean f : H → G con Kerf ∈ X , m ∈ M(G) y a ∈
RB(G). Supongamos a = G/K, tenemos

M(HGG)(a ·m) = M(HGG)M(GGK ◦ KGG)(m)

= M(HGG ◦ GGK ◦ KGG)(m)

utilizando la observación al Lema 1.8, tenemos

HGG ◦ GGK =
∑

g∈[f(H)\G/K]

Hf(H)f(H)∩gK ◦ f(H)∩gK
gKK
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por lo que

M(HGG)(a ·m) =
∑

g∈[f(H)\G/K]

M(Hf(H)f(H)∩gK ◦ f(H)∩gK
gKK ◦ KGG)(m)

=
∑

g∈[f(H)\G/K]

M(Hf(H)f(H)∩gK ◦ f(H)∩gKGG)(m).

Por otro lado

RB(HGG)(a) =
∑

g∈[f(H)\G/K]

H

f−1(gK)

ya que HGG ∼= Hf(H)f(H) ◦ f(H)GG y RB(f(H)GG)(a) es la restricción de G a f(H) en a,
aśı que

RB(HGG)(a) =
∑

g∈[f(H)\G/K]

RB(Hf(H)f(H))
f(H)

f(H) ∩ gK

=
∑

g∈[f(H)\G/K]

f(H)

f(H) ∩ gK
,

con la acción de H a través de f , ahora si L = f(H) ∩ gK, entonces L = f(f−1(gK)) por
lo que

f(H)

L
−→ H

f−1(gK)
f(h)L 7−→ hf−1(gK)

es un isomorfismo de H-conjuntos. Aśı que

RB(HGG)(a) ·M(HGG)(m) =
∑

g∈[f(H)\G/K]

M(HHf−1(gK) ◦ f−1(gK)HH ◦ HGG)(m)

=
∑

g∈[f(H)\G/K]

M(HHf−1(gK) ◦ f−1(gK)GG)(m)

pero la función que manda [h, g] en [f(h), g] es un isomorfismo entre

HHf−1(gK) ◦ f−1(gK)GG −→ Hf(H)f(H)∩gK ◦ f(H)∩gKGG.

Para la segunda condición demostraremos sólo la primera igualdad, la otra tiene una
prueba análoga. Sean α : H → G con Kerα ∈ X ∩ Y, b ∈ RB(G) y n ∈ M(H), de-
mostraremos

b ·M(GGH)(n) = M(GGH)(RB(HGG)(b) · n).
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Supongamos b = G/K, entonces por el Lema 1.8

b ·M(GGH)(n) = M(GGK ◦ KGG ◦ GGH)(n)

=
∑

g∈[K\G/f(H)]

M(GGK ◦ KKK∩gf(H) ◦ K∩gf(H)
gf(H)H)(n)

=
∑

g∈[K\G/f(H)]

M(GGK∩gf(H) ◦ K∩gf(H)
gf(H)H)(n).

Ahora,

RB(HGG)(b) =
∑

g∈[K\G/f(H)]

H

f−1(g−1K)
,

aśı que

M(GGH)(RB(HGG)(b) · n) =
∑

g∈[K\G/f(H)]

M(GGH ◦ HHf−1(g−1K)
◦
f−1(g−1K)

HH)(n)

=
∑

g∈[K\G/f(H)]

M(GGf−1(g−1K)
◦
f−1(g−1K)

HH)(n),

y tenemos un isomorfismo

GGf−1(g−1K)
◦
f−1(g−1K)

HH −→G GK∩gf(H) ◦ K∩gf(H)
gf(H)H

[x, h] 7−→ [gx, gf(h)].

También podemos encontrar módulos sobre funtores con inflación. El grupo de White-
head Wh y la K-teoŕıa K1(Z ) son funtores de Mackey sobre el funtor de Green G0(Z ).

Una consecuencia de este lema y del Lema 3.2.6 es la siguiente fórmula de inducción
para funtores de Mackey.

Lema 3.2.12 (Dress). Sean Z ′ y Z clases de grupos cerradas bajo subgrupos y cocientes
y M ∈ MacX ,YR,Z′. Supongamos que Z es subclase de Z ′. En Mac1, 1

R,Z′ consideremos los
morfismos

M ↓Z′H(Z)↑
Z′
H(Z)

ξH(Z) // M
ζZ // M ↓Z′Z ⇑Z

′
Z .

Entonces M = ImξH(Z) +KerζZ .
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Prueba. Sea m en M(G). Por el Lema 3.2.6 tenemos que 1RB(G) se puede escribir como∑n
i=0RB(GGKi)xi + y donde Ki 6 G está en H(Z) y y en

⋂
L6G
L∈Z

KerB(LGG). Luego

m =

n∑
i=0

RB(GGKi)xi ·m+ y ·m

=

n∑
i=0

M(GGKi)(xi ·M(KiGG)m) + y ·m ,

la última igualdad se debe a las relaciones de Frobenius. Ahora, como M(LGG) conmuta
con la acción de RB, entonces y ·m pertenece a

⋂
L6G
L∈Z

KerM(LGG).

A continuación probamos algunas propiedades de los primordiales para funtores de
Green.

Lema 3.2.13. Sean M y N funtores de Green en MacX ,YR,Z , tenemos:

i) Si f : M → N es un morfismo de funtores de Green, entonces

Prim(N) ⊆ Prim(M).

ii) Si N es subfuntor de M , entonces

P(M) ⊆P(N) ⊆ H(P(M)).

Prueba. i) Sea H primordial para N y supongamos que 1M(H) ∈ M(H) puede ser escrito
como una combinación lineal de elementos de la forma M(HHK)m con K un subgrupo
propio de H y m ∈ M(K). Como fH : M(H) → N(H) es un morfismo de R-álgebras
unitarias que conmuta con biconjuntos, entonces fH(1M(H)) = 1N(H) también puede ser
escrito de esta forma en N(H), una contradicción. Por lo tanto, H es primordial para M .

ii) Siendo N subfuntor de M , por i) tenemos P(M) ⊆P(N).

Por otro lado, por el Lema 3.2.12, en Mac1, 1
R,Z tenemos N = ImξH(P(M)) +KerζP(M).

Probaremos que KerζP(M) = 0. Esto, de acuerdo al Lema 3.2.1 y a la Observación 3.2.3,
implicará P(N) ⊆ H(P(M)).

Nuevamente por el Lema 3.2.1 y la Observación 3.2.3, para cualquier G ∈ Z tenemos

1M(G) = 1N(G) =
∑
K≤G

K∈P(M)

M(GGK)mk
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donde 1M(G) representa la unidad de M(G) y mK es un elemento de M(K). Ahora, si m
es un elemento de KerζP(M)(G), entonces

m = 1M(G) ·m =
∑
K6G

K∈P(M)

M(GGK)(mK) ·m

=
∑
K6G

K∈P(M)

M(GGK)(mK ·M(KGG)m)

=
∑
K6G

K∈P(M)

M(GGK)(mK ·N(KGG)m)

=
∑
K6G

K∈P(M)

M(GGK)(mK · 0) = 0.

3.2.2. Inducción en el anillo de Green

A partir de ahora supondremos que k es un campo de caracteŕıstica p > 0. Todos los
módulos que utilicemos serán finitamente generados.

Si G es un grupo y r es un primo, el subgrupo Or(G) de G se definió al principio de la
sección 3.2.1, es el subgrupo normal de G más chico tal que G/Or(G) es un r-grupo. Por
otro lado Or(G) es el r-subgrupo normal más grande de G.

Definición 3.2.14. Si q y r son primos, un grupo H se llama q-hiperelemental si Oq(H)
es ćıclico, y r-hipoelemental si H/Or(H) es ćıclico.

Nótese que H es q-hiperelemental si y sólo si H = C o Q con Q un q-grupo y C un
grupo ćıclico de orden primo a q, y es r-hipoelemental si y sólo si H = D o C donde D es
un r-grupo y C es ćıclico de orden primo a r. No es dif́ıcil probar que las clases de grupos
q-hiperelementales y r-hipoelementales son cerradas bajo subgrupos y cocientes.

Notación 3.2.15. Escribiremos Z∗m para los representantes no negativos más pequeños del
grupo multiplicativo de unidades módulo m (el cual denotamos por (Z/mZ)∗).

Definición 3.2.16. Sea H = C oQ un grupo q-hiperelemental con C =< x > de orden m
primo a p. El grupo H es llamado k-elemental si la acción de cada y ∈ Q en x está dada
por yxy−1 = xa con a ∈ Im(k), donde Im(k) ⊆ Z∗m es el conjunto de representantes no
negativos más pequeños de la imagen de Gal(k(ω)/k) bajo el morfismo inyectivo

Gal(k(ω)/k) −→ (Z/mZ)∗

σ 7−→ a
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si σ(ω) = ωa con 1 ≤ a ≤ m− 1, (a,m) = 1 y ω una ráız m-ésima primitiva de la unidad.
Escribimos Ek para la clase de grupos k-elementales.

En esta definición, podemos remplazar Im(k) por In(k) con n cualquier múltiplo de m.

Definición 3.2.17. Para un primo q, un grupo H se llama q-Dress si Oq(H) es p-hipo-
elemental.

No es dif́ıcil observar que Oq(H) es p-hipoelemental si y sólo si H/Op(H) es q-hiper-
elemental. Si además de ser q-Dress, H/Op(H) es k-elemental, entonces H se llama k-Dress
para q.

La clase de grupos q-Dress es cerrada bajo subgrupos y cocientes, la denotaremos por
Drq. Análogamente, la clase de grupos k-Dress para algún primo será denotada por Drk.
Finalmente, escribiremos Dr∗p para la clase de grupos k-Dress tales que p divide al orden
de H/Op(H); es decir, aquellos para los que H/Op(H) = C oD es k-elemental con D un
p-grupo no trivial.

El Teorema de Inducción de Conlon (81.41 en Curtis y Reiner [11]) establece que
Prim(Q ⊗ a(k )) está contenida en la clase de grupos p-hipoelementales. En 1988, Jaques
Thévenaz prueba en [19] que la contención inversa es también cierta. En este mismo art́ıculo,
Thévenaz conjetura que para a(k ) algo similar al Teorema de Witt-Berman debe ocurrir.
Esta conjetura fue traducida por Raggi de la siguiente forma:

Conjetura 3.2.18. Prim(a(k )) es la clase Drk.

En las Proposiciontes 3.2.25 y 3.2.27 probamos resultados muy cercanos a esta conjetura.
Los siguientes resultados sobre módulos de fuente trivial pueden encontrarse en Benson

[3] y en Curtis y Reiner [11].
Recordemos que para un kG-módulo es equivalente ser (G, H)-proyectivo y ser un

sumando directo de L ↑GH para algún kH-módulo L. Si M es un kG-módulo inescindible,
entonces existe un subgrupo D para el cual M es (G, D)-proyectivo y D 6G H para
cualquier subgrupo H para el cual M sea (G, H)-proyectivo, dicho grupo D es llamado un
vértice de M . En este caso, si L es un kD-módulo inescindible tal que M es un sumando
directo de L↑GD, entonces L es llamado una fuente de M .

Definición 3.2.19. Se dice que un módulo M tiene fuente trivial si el campo k es una
fuente de M .

No es dif́ıcil probar que M tiene fuente trivial si y sólo si M es un sumando directo de
un módulo de permutaciones.

Puede probarse que cualesquiera dos vértices de M son conjugados en G, y que cuales-
quiera dos fuentes de M son conjugadas por un elemento en NG(D). Como estamos supo-
niendo que k es un campo de caracteŕıstica p, un vértice de M es un p-subgrupo de G.

Probamos la siguiente propiedad de los módulos de fuente trivial, la cual será usada
después.
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Lema 3.2.20. La inducción tensorial de un módulo de fuente trivial es nuevamente un
módulo de fuente trivial.

Prueba. Denotaremos la inducción tensorial de H a G por ↑GH
⊗

. Si B es un kH-módulo de
fuente trivial, entonces es un sumando directo de un módulo de permutaciones, digamos
⊕a∈[H/K]k = B ⊕ A. En la prueba de la Proposición 3.15.2 iii) en Benson [3], es fácil
observar que la inducción tensorial de un módulo de permutaciones es un módulo de permu-
taciones. Por esta misma proposición, en el lado derecho de la igualdad anterior tenemos
B↑GH

⊗ ⊕A↑GH
⊗ ⊕X, donde X es suma de módulos inducidos desde subgrupos propios de

G.

El siguiente corolario al Teorema de Inescindibilidad de Green, 19.22 en Curtis y Reiner
[11], será utilizado en lo sucesivo, aśı como el siguiente lema.

Corolario 3.2.21 (19.23 in Curtis y Reiner [11]). Supongamos que G es un p-grupo y H es
un subgrupo arbitrario. Si L es un kH-módulo absolutamente inescindible (es decir k′ ⊗ L
es inscindible para toda k′ extensión de campos de k), entonces L ↑GH es un kG-módulo
absolutamente inescindible.

Lema 3.2.22. Sean H un grupo y M un kG-módulo inescindible para G 6 H. Supongamos
que existe un kH-módulo inescindible de fuente trivial U que es sumando directo de M ↑HG .
Supongamos también que si |H/Op(H)| es divisible por p, entonces M es de fuente trivial.
Entonces

i) Op(H) está contenido en un vértice de M y actúa trivialmente en M .

ii) Cualquier sumando inescindible V de M ↑HG es de fuente trivial, Op(H) está contenido
en un vértice de V y actúa trivialmente en V .

Prueba. Sea D un vértice de U que contiene Op(H). Si D1 y S son un vértice y una fuente
de M , respectivamente, entonces Op(H) ⊆ D1 ⊆ G (ya que U es un sumando directo de
S ↑HD1

). Si |H/Op(H)| es un p′-número, entonces Op(H) = U = D1, ya que U y D1 son
p-grupos. Esto implica que S es una fuente de U y por lo tanto, que M tiene fuente trivial.
De esto obtenemos que V tiene fuente trivial.

Como M es un sumando de k↑GD1
, entonces M↓GOp(H) es un sumando de k↑GD1

↓GOp(H). Por

la fórmula de Mackey, este último es isomorfo a
⊕

a k, con a ∈ [G/D1], luego M↓GOp(H) es

isomorfo a una suma de k. Con esto hemos probado i), y por el mismo argumento tenemos
que Op(H) actúa trivialmente en V .

Finalmente, si A es un vértice de V , entonces V ↓HOp(H)
∼=
⊕
k es un sumando de

k ↑HA ↓HOp(H), que es isomorfo a
⊕

b k↑
Op(H)
Op(H)∩A. Pero por el Corolario 3.2.21, tenemos que

k↑Op(H)
Op(H)∩A es inescindible, luego para algún b debemos tener k ∼= k↑Op(H)

Op(H)∩A, aśı que Op(H)

está contenido en A.
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No es dif́ıcil probar que si consideramos el grupo abeliano libre con base las clases de
isomorfismo de kG-módulos inescindibles de fuente trivial, éste es un subanillo del anillo
de Green a(kG). Denotaremos a este subanillo por a(kG, triv). De hecho a(k , triv) es un
funtor de Green y un subfuntor de a(k ).

Lema 3.2.23.

i) Prim(a(k )) y Prim(a(k , triv)) son clases de grupos cerradas bajo subcocientes.

ii) Ek ⊆ Prim(a(k )) ⊆ Prim(a(k , triv)) ⊆
⋃
qDrq.

Prueba. i) La prueba es la misma para ambos funtores, aśı que A representará cualquiera
de los dos.

Primero, sean G un grupo primordial para A y H un subgrupo de G. Por el Lema 3.2.20,
la inducción tensorial es un morfismo de R-módulos de M(H) a M(G), y claramente manda
la clase del campo k en śı misma. Supongamos que k puede escribirse como combinación
lineal de módulos inducidos desde subgrupos propios de H, entonces, por iii) y iv) de la
Proposición 3.15.2 en Benson [3], su imagen es también una combinación lineal de módulos
inducidos desde subgrupos propios de G. Esto contradice que G sea primordial para M .

Ahora tomemos G/K, un cociente G, y consideremos el morfismo inflación que va de
M(G/K) a M(G). Nuevamente, la clase del campo k es invariante bajo la inflación, aśı que
si puede escribirse como una combinación lineal de módulos inducidos desde subgrupos
propios de G/K, entonces, estos pueden verse como módulos inducidos desde subgrupos
propios de G, lo que es una contradicción.

ii)En la categoŕıa Mac1, 1
R,Z tenemos los morfismos

a(k )→ G0(k ) y a(k , triv) ↪→ a(k ),

el primero manda la clase [T ] en a(kH) a la clase de T en G0(kH). Son morfismos en esta
categoŕıa ya que conmutan con la inducción y la restricción de módulos. Aśı que, por el
Lema 3.2.13, tenemos

Prim(G0(k )) ⊆ Prim(a(k )) ⊆ Prim(a(k , triv))

y de acuerdo al art́ıculo de Raggi [17], Prim(G0(k )) = Ek.
Por otro lado, también tenemos un morfismo a(k , triv) ↪→ Q ⊗ a(k ). Ahora, de

acuerdo a la Sección 10 en Thévenaz [19], tenemos que Prim(Q⊗ a(k )) es la clase p-Hypo.
Luego, por el Lema 3.2.13, tenemos

Prim(a(k , triv)) ⊆ H(p-Hypo)

y no es dif́ıcil probar que H(p-Hypo) =
⋃
qDrq.
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Teorema 3.2.24 (3.2 en [18]). Prim(a(k , triv)) = Drk.

La prueba está dada por las Proposiciones 3.2.25 y 3.2.27.

Con la Proposición 3.2.27 concluiremos que todo grupo primordial para a(k ) es k-Dress
para algún primo. Por otro lado, la siguiente proposición muestra que todo grupo k-Dress
para algún primo distinto de p es primordial para a(k ). Con respecto al caso general,
la dificultad radica en que si p divide a [H : Op(H)], entonces las técnicas que utilizamos
(espećıficamente el Lema 3.2.22) no son efectivas para módulos que no sean de fuente trivial.

Proposición 3.2.25.

i) Drk rDr∗p ⊆ Prim(a(k )).

ii) Dr∗p ⊆ Prim(a(k , triv)).

Prueba. Probaremos ambos enunciados simultáneamente por contradicción. Sea H un grupo
k-Dress. Tenemos dos casos:

H/Op(H) no es divisible por p: En este caso suponemos que H no es primordial para
a(k ), para probar i).

H/Op(H) es divisible por p: Suponemos que H no es primordial para a(k , triv), para
probar ii).

En ambos casos, k puede escribirse como combinación lineal de módulos inducidos desde
subgrupos propios de H

k ⊕
(⊕

i

Mi ↑HLi
)
∼=
⊕
j

Nj ↑HTj .

Como el k es un módulo de fuente trivial y vértice conteniendo Op(H), buscamos en este
isomorfismo aquellos sumandos inescindibles que sean de esta forma. En el primer caso,
por el Lema 3.2.22, la existencia de un sumando de este tipo en Mi ↑HLi (o Nj ↑HTj ) nos

asegura que Mi (o Nj) tiene fuente trivial. Como en el segundo caso estamos suponiendo
ya que son módulos de fuente trivial, los argumentos siguiente son válidos para ambos
casos. Nuevamente, por el Lema 3.2.22, la existencia de un sumando de esta forma en
Mi ↑HLi (o Nj ↑HTj ), implica que todos sus sumandos inescindibles tienen fuente trivial y

vértice conteniendo Op(H). Luego, por el Teorema de Krull-Schmidt, podemos cancelar
todos aquellos sumandos que no satisfagan esta hipótesis, y suponer finalmente que todo
Mi y Nj tiene fuente trivial, vértice conteniendo a Op(H) y que éste actúa trivialmente en
Mi y Nj . Tomamos entonces los cocientes

k ⊕
(⊕

i

Mi ↑
H/Op(H)
Li/Op(H)

)
∼=
⊕
j

Nj ↑
H/Op(H)
Tj/Op(H) .
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Pero este isomorfismo es un igualdad en a(k(H/Op(H)), triv), el cual está contenido en
a(k(H/Op(H))). Como H/Op(H) es k-elemental, el Lema 3.2.23 nos da una contradicción.

Lema 3.2.26. Si H es un grupo de orden mı́nimo que es q-Dress y no es k-Dress, entonces
H es de la forma

H =< x > o < y > where | < x > | = r, | < y > | = qn

con r y q primos diferentes y yxy−1 = xa con a ∈ Z∗r r Ir(k).

Prueba. Como H es q-Dress, entonces H/Op(H) es q-Dress, pero como no es k-elemental
y Op(H/Op(H)) = 1, entonces H/Op(H) no es k-Dress. Luego, la minimalidad en el orden
implica Op(H) = 1. Aśı que H = C oQ con C =< s > ćıclico de orden m y Q un q-grupo
tal que m no es divisible por p ni por q. Ahora, como H no es k-elemental, existe y ∈ Q tal
que ysy−1 = sa con a ∈ Z∗m r Im(k), aśı que H = C o Cqn , con Cqn ćıclico de orden qn y
generado por y.

Ahora, C =
∏
iCri , donde Cri es el ri-Sylow subgrupo de C y los ri son los primos

divisores de m, aśı que

C o Cqn =
∏
i

(Cri o Cqn).

Además, si ω es una ráız m-ésima primitiva de la unidad, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

Gal(k(ω)/k)

∼=
��

� � // (Z/mZ)∗

∼=
��∏

i Gal(k(ωm/r
αi
i )/k)

� � //
∏
i(Z/r

αi
i Z)∗

donde αi es el entero positivo más grande tal que rαii divide a m. Luego, existe i tal que
Cri oCqn no es k-elemental. Escribimos ahora Cri = Crα , y tenemos H = Crα oCqn , donde
Crα =< xo >, Cqn =< y > y yxoy

−1 = xao con a ∈ Z∗rα r Irα(k).

Finalmente, tomamos ζ una rα-ésima ráız primitiva de la unidad. Tenemos entonces

Gal(k(ζ)/k) ∼= Gal(k(ζ)/k(ζr
α−1

))× Gal(k(ζr
α−1

)/k)

y (Z/rαZ)∗ ∼= Arα−1 × Ar−1, estos grupos tienen órdenes rα−1 y r − 1 respectivamente. El
morfismo

Gal(k(ζ)/k) � � // (Z/rαZ)∗
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manda Gal(k(ζ)/k(ζr
α−1

)) en Arα−1 y Gal(k(ζr
α−1

)/k) en Ar−1, que es isomorfo a (Z/rZ)∗,
aśı que tenemos los diagramas conmutativos

Gal(k(ζ)/k)

����

� � // (Z/rαZ)∗

����
Gal(k(ζr

α−1
)/k)

� � // (Z/rZ)∗.

Ahora, tenemos aq
n ≡ 1 mod rα, aśı que r no divide al orden de a módulo rα, y por lo tanto

a ∈ Z∗r . Como a no está en Irα(k), tenemos a ∈ Z∗r r Ir(k). Tomando x = xr
α−1

o obtenemos
el resultado.

Proposición 3.2.27. Prim(a(k , triv)) ⊆ Drk.

Prueba. Procedemos por contradicción. Sea H en Prim(a(k , triv)) que no sea k-Dress de
orden mı́nimo. Nótese que el lema anterior es también válido si H satisface una propiedad
que se preserva bajo subgrupos y cocientes y que implica ser q-Dress. Como esto ocurre para
los primordiales de a(k , triv), del lema anterior obtenemos H = C oQ con C =< x > de
orden r y Q =< y > de orden qn con r y q primos distintos y yxy−1 = xa con a ∈ Z∗rrIr(k).

Escribiremos 1H para identificar el campo k como kH-módulo. Probaremos que 1H es
suma de módulos inducidos desde subgrupos propios de H, contradiciendo la hipótesis de
primordialidad.

La imagen de 1Q bajo el morfismo de inducción 1Q↑HQ es isomorfa, como espacio vectorial,

a
⊕r−1

i=0 kx
i⊗Q1Q. Si ω es una ráız r-ésima primitiva de la unidad, entonces el k(ω)H-módulo

k(w)⊗ 1Q ↑HQ como k(w)-espacio vectorial tiene la siguiente base

{xi ⊗Q 1Q | i = 0, . . . , r − 1}.

Podemos definir otra base yt :=
∑r−1

i=0 ω
−ti(xi⊗Q 1Q) para t = 0, . . . , r−1. Para probar que

es base, observemos que la matriz
1 1 . . . 1 . . . 1

1 ω−1 . . . ω−j . . . ω−(r−1)

...
...

. . .
...

. . .
...

1 ω−(r−1) . . . ω−j(r−1) . . . ω−(r−1)2


tiene determinante igual a

∏
i 6=j(ω

−i − ω−j), el cual es distinto de 0 ya que ω es una ráız
r-ésima primitiva de la unidad.
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H actúa en esta base de la siguiente forma:

xyt =
r−1∑
i=0

ω−ti(xi+1 ⊗Q 1Q) si j = i+ 1,

=
r−1∑
j=0

ω−t(j−1)(xj ⊗Q 1Q) = ωtyt

yyt =
r−1∑
i=0

ω−ti(yxi ⊗Q 1Q) =
r−1∑
i=0

ω−ti(xai ⊗Q 1Q)

=
r−1∑
i=0

ω−tbi(xi ⊗Q 1Q) = yt′

donde b ∈ Z∗r es tal que ba = 1 en (Z/rZ)∗, y 0 ≤ t′ ≤ r−1 satisface t′ ≡ tb mod r. De estas
relaciones vemos que y0 queda fijo bajo la acción de H, aśı que k(ω)y0 es k(ω)H-isomorfo
a k(ω) y tenemos

k(ω)⊗ 1Q ↑HQ∼= k(ω)⊕

(
r−1∑
t=1

k(ω)yt

)
.

Es claro que G = Gal(k(ω)/k) actúa en k(ω) ⊗ 1Q ↑HQ . Tomando los puntos fijos de esta
acción en el isomorfismo de arriba obtenemos

1Q ↑HQ∼= 1H ⊕

(
r−1∑
t=1

k(ω)yt

)G
.

Sea σ en G, escribimos bσ ∈ Ir(k) para el entero a través del cual σ está definido.
Tenemos

σyt =

r−1∑
i=0

σ(ω−ti)(xi ⊗ 1) =

r−1∑
i=0

ω−tbσi(xi ⊗ 1) = ys

donde 0 ≤ s ≤ r−1 y s ≡ tbσ mod r. Si u =
∑r−1

t=1 λtyt está en (
∑r−1

t=1 k(ω)yt)
G , entonces para

cada t ∈ Z∗r debemos tener σ(λt) = λs, donde s ∈ Z∗r y s ≡ tbσ mod r. De aqúı definimos
los espacios vectoriales

Ml :=

{∑
σ∈G

σ(λl)ys

∣∣∣ s ≡ lbσ mod r, λl ∈ k(ω)

}

para cada l ∈ Z∗r . Claramente Ml1 = Ml2 si y sólo si l1 ≡ l2bσ mod r para algún σ ∈ G, esto
implica que (

r−1∑
t=1

k(ω)yt

)G
=

⊕
l∈Z∗r/Ir(k)

Ml.
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Probaremos ahora que el lado derecho de esta igualdad es suma de módulos inducidos desde
subgrupos propios de H. Tenemos xMl = Ml y yMl = Ml′ con l′ ∈ Z∗r y l′ ≡ lb mod r. Como
a no pertenece a Ir(k), entonces b tampoco, aśı que Ml nunca queda fijo bajo la acción de
y. Es decir Ml no es un kH-módulo. Tomando las órbitas bajo la acción de y tenemos(

r−1∑
t=1

k(ω)yt

)G
=

⊕
l∈ Z∗r/Ir(k)

∼

( ⊕
z∈[H/A]

zMl

)
=

⊕
l∈ Z∗r/Ir(k)

∼

(
Ml ↑HA

)
donde A = StabH(Ml), y ∼ representa la acción de y. Es claro que A es un subgrupo propio
H. Finalmente, notemos que Ml es un kA-módulo de fuente trivial. Si A = Cro < yd >,
entonces Ml es un sumando directo de

(∑
σ∈G kys

)
↑A
<yd>

, donde s ∈ Z∗r y s ≡ lbσ mod r.
Como kys ∼= k, entonces Ml tiene fuente trivial.





Caṕıtulo 4

Funtores de Green

En este caṕıtulo supondremos que X y Y son iguales a la clase de todos los grupos
finitos. Además, supondremos que Z es una clase cerrada bajo subcocientes y bajo productos
directos, es decir, si H y K están en Z, entonces H ×K también está en Z. Escribiremos
ΩR,Z para ΩX ,YR,Z y MacR,Z para los funtores de Mackey definidos en ΩR,Z .

Si U es un (H, G)-biconjunto finito y U ′ es un (H ′, G′)-biconjunto finito, entonces el
producto cartesiano U × U ′ tiene una estructura natural de (H × H ′, G × G′)-biconjunto
finito, dada por

(h, h′)(u, u′)(g, g′) = (hug, h′u′g′).

Por linealidad, esta construcción nos da una función

AR(H, G)×AR(H ′, G′)→ AR(H ×H ′, G×G′)

denotada igualmente por (α, β) 7→ α× β.

Si H está en Z y M está definido en ΩR,Z , entonces podemos definir el funtor MH que
a cada grupo G asigna M(G × H). En flechas se define de la siguiente forma: Si Y es un
elemento en AR(K, G), entonces Y ×H pertenece a AR(K ×H, G×H), luego

MH(Y ) : M(G×H) −→M(K ×H) m 7→M(Y ×H)(m).

Veamos que es un funtor de Mackey, esto significa probar que preserva la composición.
Supongamos que Y ∈ AR(K, G) y X ∈ AR(D, K) son biconjuntos, hay que probar

M(X ×H)(M(Y ×H)(m)) = M((X ◦ Y )×H)(m)

para toda m en M(K ×G×H). Bastará entonces probar que

D×HX ×HK×H ◦ K×HY ×HG×H ∼= (DXK ◦ KYG)× HHH ,
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son isomorfos como (D ×H, K ×H)-biconjuntos, pero es claro que la función

[(x, h1), (y, h2)] 7−→ ([x, y], h1h2)

nos da el isomorfismo requerido.
De hecho, si f : M → N es una transformación natural entre dos funtores de Mackey,

entonces ésta induce una transformación natural fH : MH → NH . Si G es un grupo,
claramente

fG×H : M(G×H)→ N(G×H)

es natural en G.
Ahora, si M y N son objetos en MacR,Z , denotaremos por H(M, N) al siguiente funtor:

En un grupo H ∈ Z se define como H(M, N)(H) = HomZ(M, NH). Si α ∈ AR(K, H),
entonces

H(M, N)(α) : HomZ(M, NH) −→ HomZ(M, NK)

en un elemento f ∈ HomZ(M, NH) y en un grupo G ∈ Z se define como N(G× α) ◦ fG.
Para ver que H(M, N) es un funtor de Mackey, basta probar que preserva la compo-

sición. Sean X ∈ AR(K, H), Y ∈ AR(H, D) y supongamos que son biconjuntos. Entonces
H(M, N)(X ◦ Y ) manda f ∈ HomZ(M, ND) en el morfismo

G 7−→M(G× (X ◦ Y )) ◦ fG.

Por otro lado, H(M, N)(X) ◦ H(M, N)(Y ) manda f en

G 7−→M(G×X) ◦ (M(G× Y ) ◦ fG).

De manera análoga a como hicimos arriba, tenemos

G× (X ◦ Y ) ∼= (G×X) ◦ (G× Y ),

lo que prueba que H(M, N) es un funtor de Mackey.
El producto tensorial de funtores de Mackey, que definimos a continuación, será adjunto

izquierdo de H(M, N).
Un estudio más detallado sobre MH y H(M, N) puede encontrarse en el Caṕıtulo 8 de

Bouc [9].

4.1. Producto tensorial

Definición 4.1.1. Sean L y T dos grupos en Z, definimos

AR( , L)⊗AR( , T ) := AR( , L× T ).
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Lema 4.1.2. Para cualquier funtor P en MacR,Z , tenemos

HomZ(AR( , T ), H(AR( , L), P )) ∼= HomZ(AR( , L)⊗AR( , T ), P )

como R-módulos. Este isomorfismo es natural en P .

Prueba. Dado un grupo H en Z tenemos

H(AR( , L), P )(H) := HomZ(AR( , L), PH)
∼= PH(L) = P (L×H),

por el Lema de Yoneda. De aqúı obtenemos

HomZ(AR( , T ), H(AR( , L), P )) ∼= H(AR( , L), P )(T )
∼= P (L× T ).

Por otro lado, P (L× T ) es isomorfo a HomZ(AR( , L)⊗AR( , T ), P ).
Como todos los isomorfismos están dados por el Lema de Yoneda, este isomorfismo es

natural in P .

Ahora consideremos el álgebra de Mackey definida por Webb en [20]:

µZ =
⊕

G,H∈Z

AR(G, H).

Si para cada funtor de Mackey M , definimos M̃ como
⊕

H∈ZM(H), entonces M̃ es un
µZ -modulo.

Los siguientes definición y lema siguen las ideas del Caṕıtulo 1 en Bouc [8].

Definición 4.1.3. Sea H un grupo en Z. Si M y N son funtores de Mackey, entonces
M ⊗1 N se define en H como M̃ ⊗µZ ÑH .

Como µZ es isomorfa a µopZ , está definición tiene sentido. No es dif́ıcil verificar que esta
asignación en Z define un funtor: Si GXH es un biconjunto en ΩR,Z , entonces M ⊗1 N(X)
se define a través de NH .

Lema 4.1.4.

a) Para cualquier par de funtores de Mackey M y N tenemos

M̃ ⊗µZ Ñ ∼=
( ⊕
K∈Z

M(K)⊗R N(K)
)
/I

donde I es el R-submódulo generado por elementos de la forma

M(GX
o
K)(m)⊗R n−m⊗R N(KXG)(n)

donde m está en M(K), n está en N(G) y Xo denota el (G, K)-biconjunto X con la
acción opuesta de (K, G).
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b) En el caso de M ⊗µZ NH , el isomorfismo anterior es natural en H.

Prueba. a) Denotemos por P al lado derecho del isomorfismo y por π a la proyección de⊕
K∈ZM(K) ⊗R N(K) en P . Como M(K) ⊆ M̃ y N(K) ⊆ Ñ , podemos definir θ de⊕
K∈ZM(K) ⊗R N(K) en M̃ ⊗µZ Ñ que manda m ⊗R n en m ⊗µZ n. Este morfismo se

extiende a P ya que θ(M(GX
o
K)(m)⊗R n−m⊗R N(KXG)(n)) es igual a

M(GX
o
K)(m)⊗µZ n−m⊗µZ N(KXG)(n) = m · KXG ⊗µZ n−m⊗µZ KXG · n

= 0.

Ahora definimos θ′ de M̃⊗µZ Ñ en P . Seanm en M̃ y n en Ñ , entoncesm =
∑t

j=1 KjKjKj
·m

y n =
∑r

i=1 LiLiLi · n con Kj , Li ∈ Z, aśı que

m⊗µZ n =
∑
i, j

KjKjKj
·m⊗µZ LiLiLi · n

=
∑
i, j

m · KjKjKj
⊗µZ LiLiLi · n

=
∑
i, j t.q.
Kj=Li

m · KjKjKj
⊗µZ LiLiLi · n

luego, utilizando esta expresión, θ′ manda m⊗µZ n en π(
∑

i, j t.q.
Kj=Li

KjKjKj
·m⊗R LiLiLi ·n).

Este morfismo está bien definido ya que

θ′(m · GXL ⊗µZ n) = θ′(LX
o
G ·m⊗µZ n)

= π(LLL ◦ LXo
G ·m⊗R LLL · n)

y por otro lado

θ′(m⊗µZ GXL · n) = π(GGG ·m⊗R GGG ◦ GXL · n).

Ahora,

LLL ◦ LXo
G ·m⊗R LLL · n− GGG ·m⊗R GGG ◦ GXL · n

es igual a

M(LX
o
G)(m1)⊗R n1 −m1 ⊗R N(GXL)(n1)

donde m1 = GGG ·m y n1 = LLL · n, y esta diferencia está en I por lo que

θ′(m · GXL ⊗µZ n) = θ′(m⊗µZ GXL · n).
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Para verificar que θ y θ′ son inversas, sean m en M(H) y n en N(H)

θ′θ(π(m⊗R n)) = π(HHH ·m⊗R HHH · n)

= π(m⊗R n)

Por otro lado, sean m en M̃ y n en Ñ , entonces

θθ′(m⊗µZ n) = θθ′
( r∑
i=1

LiLiLi ·m⊗µZ LiLiLi · n
)

= θπ
( r∑
i=1

LiLiLi ·m⊗µZ LiLiLi · n
)

=
r∑
i=1

LiLiLi ·m⊗µZ LiLiLi · n

= m⊗µZ n.

b) Definimos el funtor T como

T (H) =
( ⊕
K∈Z

M(K)⊗R N(K ×H)
)
/I

I = 〈M(GX
o
K)(m)⊗R n−m⊗R N(K×HX ×HG×H)(n)〉

donde m está en M(K), n está en N(G×H) y KXG es un biconjunto. En flechas se define
a través de NH , es decir dado LYH , se define extendiendo la función que manda m⊗R n en
m⊗R (N(K×LK × Y K×H)(n)), si m está en M(K) y n está en N(K ×H).

Debemos probar la conmutatividad del siguiente diagrama

M̃ ⊗µZ ÑH

M̃⊗µZ Y
��

∼= // T (H)

T (Y )

��
M̃ ⊗µZ ÑL ∼=

// T (L).

Sea m⊗µZ n en M̃ ⊗µZ ÑH , entonces

m⊗µZ n =

r∑
i=1

KiKiKi ·m⊗µZ KiKiKi · n

aśı que θ′(m⊗µZ n) = π
(∑r

i=1 KiKiKi ·m⊗R KiKiKi · n
)

. Aplicar T (Y ) a esto nos da

π
( r∑
i=1

KiKiKi ·m⊗R (Ki×LKi × Y Ki×H ◦ Ki×HKi ×HKi×H · n)
)
.
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Por otro lado, (M̃ ⊗µZ Y )(m⊗µZ n) es igual a

r∑
i=1

KiKiKi ·m⊗µZ (Ki×LKi × Y Ki×H ◦ Ki×HKi ×HKi×H · n).

Aśı que claramente θ′ es natural en H.
Ahora sea m ⊗R n en M(K) ⊗R N(K ×H), entonces θ(m ⊗R n) = m ⊗µZ n y aplicar

M̃ ⊗µZ Y a esto nos da
m⊗µZ (N(K×LK × Y K×H)(n)).

Por otro lado
T (Y )(m⊗R n) = m⊗R (N(K×LK × Y K×H)(n)).

Luego, θ es natural en H.

Lema 4.1.5. AR( , L)⊗AR( , T ) ∼= AR( , L)⊗1 AR( , T ).

Prueba. Del lema anterior tenemos que (AR( , L)⊗1 AR( , T ))(H) es isomorfo a( ⊕
K∈Z

AR(K, L)⊗R AR(K ×H, T )
)
/I

donde I está generado por elementos de la forma

GYK ◦ KXL ⊗R G×HZT − KXL ⊗R K×H(Y o ×H)G×H ◦ G×HZT

con X en AR(K, L), Z en AR(G × H, T ) y GYK un biconjunto. Ahora, dado cualquier
grupo K y cualquier elemento en el producto tensorial, KWL⊗R K×HST , podemos obtener
un elemento

KWL ◦ LLL ⊗R K×HST − LLL ⊗R L×H(W o ×H)K×H ◦ K×HST

que está en I. Aśı que este cociente es igual a RLLL ⊗R AR(L×H, T ), suponiendo que L
está en Z. Ahora,

AR(L×H, T ) ∼= AR(H × L, T ) ∼= AR(H, L× T )

como R-módulos.
Claramente, esto define un isomorfismo de funtores de Mackey.

Ahora sustituimos el śımbolo ⊗1 por ⊗.

Proposición 4.1.6. Para cualesquiera funtores de Mackey M , N y P , tenemos

HomZ(M ⊗N, P ) ∼= HomZ(N,H(M, P ))

como R-módulos.
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Prueba. Si M es un funtor de Mackey y L es un grupo en Z, entonces por el Lema de
Yoneda, para cada m en M(L) existe una transformación natural fm de AR( , L) en M .
Esto permite definir una transformación natural

f :
⊕

m∈M(L)

AR( , L) −→M

que en cada sumando se define a través de fm. Claramente fL es un morfismo suprayectivo
de R-módulos, por lo tanto existe un epimorfismo⊕

L∈Z

⊕
m∈M(L)

AR( , L) −→M

donde Z es un conjunto de representantes de las clases de isomorfismo de grupos en Z.
Nótese que el módulo de la izquierda es proyectivo, por el Lema de Yoneda. Si para el
núcleo de este morfismo hacemos lo mismo, entonces tenemos una sucesión exacta de la
forma ⊕

j∈J
AR( , Tj)→

⊕
i∈I

AR( , Li)→M → 0

donde I y J son conjuntos de ı́ndices. Luego⊕
j∈J

˜AR( , Tj)→
⊕
i∈I

˜AR( , Li)→ M̃ → 0

es también exacta. Aśı que, para cualquier pareja de grupos B y H⊕
j∈J

˜AR( , Tj)⊗µZ ˜AR( , B)H →
⊕
i∈I

˜AR( , Li)⊗µZ ˜AR( , B)H → M̃ ⊗µZ ˜AR( , B)H → 0

es exacta. Con esto obtenemos la exactitud de⊕
i∈J

AR( , Tj)⊗AR( , B)→
⊕
i∈I

AR( , Li)⊗AR( , B)→M ⊗AR( , B)→ 0.

Aśı que, para cualquier funtor P , tenemos la sucesión exacta

0→ HomZ(M ⊗AR( , B), P )→
∏
i∈I

HomZ(AR( , Li)⊗AR( , B), P )→

∏
j∈J

HomZ(AR( , Tj)⊗AR( , B), P ).
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Aplicando los funtores H( , P ) y luego HomZ(AR( , B), ) a la primera sucesión, obte-
nemos

0→ HomZ(AR( , B), H(M, P ))→
∏
i∈I

HomZ(AR( , B), H(AR( , Li), P ))→

∏
j∈J

HomZ(AR( , B), H(AR( , Tj), P )).

Por lo tanto

HomZ(M ⊗AR( , B), P ) ∼= HomZ(AR( , B), H(M, P )).

Con este isomorfismo, aplicamos un argumento similar para N y obtenemos el resultado.

4.2. Los funtores de Green como monoides

La similitud entre la construcción del producto tensorial y la inducción de funtores
de Mackey, introducida en el caṕıtulo anterior, se debe a que ambos pueden definirse en
términos de un objeto categórico conocido como cofin (Mac Lane [15]). Es a través de este
objeto que son definidos por Bouc en [9], la expresión para el producto tensorial que damos
en el Lema 4.1.4 puede encontrarse en la Notación 8.4.9. En el mismo caṕıtulo, Bouc prueba
que el producto tensorial da a la categoŕıa de funtores de Mackey MacR,Z una estructura
monoidal simétrica, concretamente:

Proposición 4.2.1 (8.4.6 en [9]).

1. El funtor M 7→ RB ⊗M es isomorfo al funtor identidad en MacR,Z .

2. Los funtores (M, N) 7→M ⊗N y (N, M) 7→ N ⊗M definidos de MacR,Z ×MacR,Z
en MacR,Z son isomorfos.

3. Los funtores (M, N, P ) 7→ (M ⊗N)⊗ P y (M, N, P ) 7→ M ⊗ (N ⊗ P ) definidos de
MacR,Z ×MacR,Z ×MacR,Z en MacR,Z son isomorfos.

Un funtor de Green se define entonces como un monoide en la categoŕıa MacR,Z . Es
decir, es un objeto A en MacR,Z junto con morfismos

µ : A⊗A→ A, y e : RB → A

tales que los siguientes diagramas conmutan

A⊗ (A⊗A)

∼=
��

Id⊗µ // A⊗A
µ

))SSSSSSS

A

(A⊗A)⊗A µ⊗Id // A⊗A
µ

55kkkkkkk

RB ⊗A e⊗Id //

∼=
%%KKKKKKKKKKKK A⊗A

µ

��

A⊗RBId⊗eoo

∼=
yyssssssssssss

A
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Una manera equivalente de expresar esto es la siguiente.

Definición 4.2.2. Sea A : ΩR,Z → R−mod un funtor de Mackey. A es un funtor de Green
si para toda pareja G, H de grupos en Z, existe una función R-bilineal A(G) × A(H) →
A(G×H), denotada por (a, b) 7→ a× b que satisface:

Asociatividad. Si G, H y K están en Z, entonces el siguiente diagrama es conmutativo

A(G)×A(H)×A(K)

(×, idK)

��

(idG,×) // A(G)×A(H ×K)

×
��

A(G×H)×A(K)
α◦×

// A(G× (H ×K))

donde α es un isomorfismo entre A((G×H)×K) y A(G×(H×K)) dado por el isomorfismo
natural entre G× (H ×K) y (G×H)×K.

Es unitaria. Existe un elemento εA en A(1) tal que

A(GG× 1G×1)(a× εA) = a = A(G1×G1×G)(εA × a).

para todo G ∈ Z.
Es natural con respecto a biconjuntos. Sean G, H, K y L grupos en Z. Si X es un

(L, G)-biconjunto y Y es un (K, H)-biconjunto, entonces

A(G)×A(H)

(A(LXG), A(KYH))

��

× // A(G×H)

A(L×KX×Y G×H)

��
A(L)×A(K) ×

// A(L×K)

es conmutativo.

Lema 4.2.3. Supongamos que X y Y son iguales a la clase de todos los grupos finitos y
que Z es una clase cerrada bajo subcocientes y productos cartesianos. Entonces la definición
anterior es equivalente a la Definición 3.2.7.

Prueba. Para probar que 4.2.2 implica 3.2.7 tenemos que definir una multiplicación en cada
A(G) y verificar que los morfismos cumplan las propiedades indicadas.

Para a, b en A(G), definimos a · b a través de la composición

A(G)×A(G)
× // A(G×G)

A(
Gd
G×GG×G)

// A(G)

donde d : G→ G×G es d(a) = (a, a). Para el resto de la prueba, abreviaremos el biconjunto

GdG×GG×G con dG×G.
Veamos que debe cumplir este producto.
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Asociatividad. Es decir, que

(a · b) · c = A(dG×G)
(
(A(dG×G)(a× b))× c

)
y

a · (b · c) = A(dG×G)
(
a× (A(dG×G)(b× c))

)
son iguales.

De la funtorialidad de × tenemos los siguientes diagramas conmutativos

A(G×G)×A(G)

(A(dG×G), idG)

��

× // A((G×G)×G)

A(dG×G×idG)

��
A(G)×A(G) ×

// A(G×G)

A(G)×A(G×G)

(idG, A(dG×G))

��

× // A(G× (G×G))

A(idG×dG×G)

��
A(G)×A(G) ×

// A(G×G).

De donde obtenemos

(a · b) · c = A(dG×G)A(dG×G× idG)((a× b)× c) y

a · (b · c) = A(dG×G)A(idG × dG×G)(a× (b× c)).
De la asociatividad de × tenemos

α((a× b)× c) = a× (b× c).

donde α = A(f) y f se obtiene del isomorfismo natural entre (G×G)×G y G× (G×G).
Además, es fácil observar que los biconjuntos

dG×G ◦ (dG×G× idG) y dG×G ◦ (idG × dG×G) ◦ f

son isomorfos a GdG×G×GG×G×G donde d : G→ G×G×G es d(a) = (a, a, a).

A(G) tiene un elemento unidad.

Sea eG = A(G11)εA, entonces

a · eG = A(dG×G)(a×A(G11)εA)

= A(dG×G ◦ (idG × G11))(a× εA) por la naturalidad de ×
= A(dG×G ◦ G×GG× 1G×1)(a× εA)

= A(GG× 1G×1)(a× εA) = a.

Análogamente se tiene eG · a = a.
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A(HGG) es de anillos para cualquier morfismo α : H → G.

Primero veamos que

A(HGG)(a · b) = A(HGG ◦ dG×G)(a× b) y

A(HGG)(a) ·A(HGG)(b) = A(dH ×H)(A(HGG)(a)×A(HGG)(b))

son iguales. Como d es la diagonal, utilizando la naturalidad de ×, obtenemos los siguiente
dos diagramas conmutativos

A(G)×A(G)

(A(HGG), A(HGG))

��

× // A(G×G)

A(H×HG×GG×G)

��

A(dG×G) // A(G)

A(HGG)
��

A(H)×A(H) ×
// A(H ×H)

A(dH×H)
// A(H),

de donde concluimos el resultado.
Ahora veamos A(HGG)(eG) = eH .

A(HGG)(eG) = A(HGG ◦ G11)(εA)

= A(H11)(εA) = eH .

Igualdades de Frobenius.

Demostraremos solamente

A(GGH)(a) · b = A(GGH)(a ·A(HGG)(b))

para α : H → G morfismo de grupos, a en A(H) y b en A(G). Tenemos

A(GGH)(a) · b = A(dG×G)(A(GGH)(a)× b) y

A(GGH)(a ·A(HGG)(b)) = A(GGH)
(
A(dH ×H)(a×A(HGG)(b))

)
.

De la funtorialidad de ×, tenemos la conmutatividad de

A(G)×A(G)
× // A(G×G)

A(H)×A(G)

(A(GGH), idG)

OO

(idH , A(HGG))

��

× // A(H ×G)

A(GGH×idG)

OO

A(idH×HGG)

��
A(H)×A(H)

× // A(H ×H),
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luego

A(GGH)(a) · b = A(dG×G ◦ (GGH × idG))(a× b) y

A(GGH)(a ·A(HGG)(b)) = A(GGH ◦ dH ×H ◦ (idH × HGG))(a× b).

Como d es la diagonal, veamos que los siguientes biconjuntos son isomorfos

dG×G ◦ (GGH × idG) y

GGH ◦ dH ×H ◦ (idH × HGG).

El segundo biconjunto es transitivo e isomorfo a GGH ◦ HfH ×GH×G, donde f(h) =
(h, α(h)) para h en H. Pero, por la formula de Mackey, el primer biconjunto es precisamente
isomorfo a éste.

Ahora veamos que la Definición 3.2.7 implica la Definición 4.2.2.

Para cada G y H en Z, definimos

× : A(G)×A(H) −→ A(G×H)

(a, b) 7−→ A(G×Hp1GG)(a) ·A(G×Hp2HH)(b).

Donde p1 y p2 son las proyecciones de G×H en G y H respectivamente. Por simplicidad,
en lo que resta de la prueba omitiremos p1 y p2.

Bilineal

Sabemos que tanto A(G×HGG) como A(G×HHH) son morfismos de R-módulos.

Asociativa

Debemos demostrar que el siguiente diagrama conmuta

A(G)×A(H)×A(K)

(×, idK)
��

(idG,×) // A(G)×A(H ×K)

×
��

A(G×H)×A(K)
α◦×

// A(G× (H ×K)).

Ahora

(a× b, c) = (A(G×HGG)(a) ·A(G×HHH)(b), c),

aśı que

(a× b)× c = A(G×H×KG×HG×H)(a× b) ·A(G×H×KKK)(c).
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Por otro lado

(a, b× c) = (a, A(H×KHH)(b) ·A(H×KKK)(c)),

luego

a× (b× c) = A(G×H×KGG)(a) ·A(G×H×KH ×KH×K)(b× c).

Observemos que tanto A(G×H×KG×HG×H) como A(G×H×KH ×KH×K) son morfismos
de anillos, aśı que (a× b)× c es igual a(

A(G×H×KGG)(a) ·A(G×H×KHH)(b)
)
·A(G×H×KKK)(c).

y a× (b× c) es igual a

A(G×H×KGG)(a) ·
(
A(G×H×KHH)(b) ·A(G×H×KKK)(c)

)
.

Lo que nos da el resultado.

Unitaria

Definimos εA como el elemento identidad bajo · de A(1). Si G ∈ Z y a ∈ A(G), entonces

A(GG× 1G×1)(a× εA) = A(GG× 1G×1)
(
A(G×1GG)a ·A(G×111)εA

)
= A(GG× 1G×1 ◦ G×1GG)a · eG = a,

la penúltima igualdad se debe a que tanto A(GG× 1G×1) como A(G×111) son morfismos de
anillos.

Naturalidad con respecto a biconjuntos.

Sean X un (L, G)-biconjunto y Y un (K, H)-biconjunto, debemos probar la conmutatividad
de

A(G)×A(H)

(A(LXG), A(KYH))

��

× // A(G×H)

A(L×KX×Y G×H)

��
A(L)×A(K) ×

// A(L×K),

donde G ×H y L ×K actúan en X × Y de la siguiente manera: (l, k)(x, y) = (lx, ky) y
(x, y)(g, h) = (xg, yh).

Es claro que podemos hacer esto en dos pasos: En el primero podemos suponer que Y
es la identidad en H y en el segundo que X es la identidad en G. Probaremos entonces que

A(L×HLL ◦ LXG)(a) ·A(L×HHH)(b)
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es igual a
A(L×HX ×HG×H)(A(G×HGG)(a) ·A(G×HHH)(b)).

Ahora notemos que si hemos probado esta igualdad para LXG y para GWN , entonces se
obtiene para la composición LXG ◦ GWN . No es dif́ıcil probar que(

LXG ◦ GWN

)
× HHH y L×HX ×HG×H ◦ G×HW ×HN×H

son biconjuntos isomorfos. Luego

A(L×HX ×HG×H ◦ G×HW ×HN×H)(A(N×HNN )(a) ·A(N×HHH)(b))

es igual a
A(L×HX ×HG×H)(A(G×HGG ◦ GWN )(a) ·A(G×HHH)(b))

pues el resultado es cierto para GWN . Finalmente, esto es igual a

A(L×HLL ◦ LXG ◦ GWN )(a) ·A(L×HHH)(b).

Con esto y la descomposición de Bouc, podemos probar la igualdad en dos casos: El primer
caso es para biconjuntos de la forma LGG con f : L → G un morfismo de grupos, y el
segundo para biconjuntos del tipo LLG con t : G→ L un morfismo de grupos. En el primer
caso A(L×HG×HG×H) es un morfismo de anillos y la igualdad es clara. En el segundo caso
A(L×HL×HG×H) satisface las igualdades de Frobenius, además G×HHH es isomorfo a

G×HL×HL×H ◦ L×HHH .

Aśı que
A(L×HL×HG×H)(A(G×HGG)(a) ·A(G×HHH)(b))

es igual a
A(L×HL×HG×H ◦ G×HGG)(a) ·A(L×HHH)(b)

y no es dif́ıcil observar que

L×HL×HG×H ◦ G×HGG y L×HLL ◦ LLG

son biconjuntos isomorfos.

Definición 4.2.4. Sean (A, µ, e) y (A′, µ′, e′) funtores de Green en MacR,Z . Un morfismo
de funtores de Green de A en A′ es un morfismo f : A → A′ en MacR,Z tal que los
diagramas

A⊗A
µ //

f⊗f
��

A

f

��
A′ ⊗A′

µ′
// A′

A

f

��
RB

e
66nnnnnnn

e′ ''PPPPPPP

A′
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son conmutativos.
En términos de la definición 4.2.2, esto es equivalente a que f satisfaga

fG×H(a× b) = fG(a)× fH(b)

para cualesquiera G, H ∈ Z, a ∈ A(G) y b ∈ A(H).

Los morfismos de funtores de Green pueden componerse, aśı que los funtores de Green
en MacR,Z forman una categoŕıa. Es natural preguntarse entonces cuales son los objetos
simples en esta categoŕıa. Como veremos más adelante, un funtor de Green A es simple si
es un A⊗Ao-módulo simple. Aqúı Ao es el funtor de Mackey A con producto:

Ao(G)×Ao(H)→ Ao(G×H) (a, b) 7→ A(G×HH ×GH×G)(b× a).

Por otro lado, si A y C son funtores de Green en MacR,Z , entonces A⊗C ∈MacR,Z es un
funtor de Green. En general puede probarse que si A y C son monoides en una categoŕıa
monoidal simétrica, entonces su producto es un monoide también. En este caso, si tenemos
(A, µA, eA) y (C, µC , eC) dos funtores de Green, definimos µ como

(A⊗ C)⊗ (A⊗ C)
t // (A⊗A)⊗ (C ⊗ C)

µA⊗µC // A⊗ C

donde t es el isomorfismo que existe gracias a la asociatividad y simetŕıa de ⊗ en MacR,Z .
El morfismo e se define como

RB
∼= // RB ⊗RB

eA⊗eC // A⊗ C.

En la siguiente sección estudiaremos los módulos sobre funtores de Green y daremos
algunos ejemplos para los cuales podemos parametrizar sus módulos simples.

4.3. Módulos sobre funtores de Green

Definición 4.3.1. Sean A y M objetos en MacR,Z tales que A es un funtor de Green.
Decimos que M es un A-módulo (izquierdo) si para cualesquiera grupos G, H ∈ Z existe
una función producto

A(G)×M(H) −→M(G×H)

denotada por (a, m) 7→ a×m que satisface
Asociatividad. Si G, H y K están en Z, entonces el siguiente diagrama es conmutativo

A(G)×A(H)×M(K)

(×, idK)

��

(idG,×) // A(G)×M(H ×K)

×
��

A(G×H)×M(K)
α◦×

// M(G× (H ×K))
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donde α es un isomorfismo entre M((G×H)×K) y M(G×(H×K)) dado por el isomorfismo
natural entre G× (H ×K) y (G×H)×K.

Es unitaria. Para todos G ∈ Z y m en M(G)

M(GG× 1G×1)(m× εA) = m = M(G1×G1×G)(εA ×m).

Es natural con respecto a biconjuntos. Sean G, H, K y L grupos en Z. Si X es un
(L, G)-biconjunto y Y es un (K, H)-biconjunto, entonces

A(G)×M(H)

(A(LXG), M(KYH))

��

× // M(G×H)

M(L×KX×Y G×H)

��
A(L)×M(K) ×

// M(L×K)

es conmutativo.

Esta definición es equivalente a la existencia de un morfismo de funtores de Mackey
µM : A ⊗M → M que satisface diagramas conmutativos similares a los de la definición
de funtor de Green dada al principio de la sección anterior. Tal como en el último lema,
puede probarse que bajo las hipótesis de este caṕıtulo, esta definición es equivalente a la
Definición 3.2.9.

De manera similar se definen los A-módulos derechos. Si A y C son funtores de Green,
un (A, C)-bimódulo es un funtor de Mackey que es un A-módulo izquierdo y un C-módulo
derecho. Si M es un C-módulo derecho, entonces no es dif́ıcil ver que es también un Co-
módulo izquierdo con la multiplicación

Co(G)×M(H)→M(G×H) (c, m) 7→M(G×HH ×GH×G)(m× c).

Esto permite establecer una equivalencia entre los (A, C)-bimódulos y los A⊗Co-módulos.
Si A ∈MacR,Z es un funtor de Green, un ideal izquierdo de A se define entonces como

un A-submódulo del A-módulo izquierdo A. Dicho de otra forma, I es un subfuntor de A
tal que

A(G)× I(H) ⊆ I(G×H)

para cualesquiera grupos G, H en Z.
Análogamente se define un ideal derecho de A. Un ideal bilateral de A es entonces un

(A, A)-submódulo de A.

Definición 4.3.2. Decimos que un funtor de Green A es simple si sus únicos ideales bilate-
rales son {0} y A.

Esta definición es equivalente a que A sea un A⊗Ao-módulo simple.
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Ejemplo 4.3.3. CRQ es un funtor de Green simple, pues es un funtor de Mackey simple.

La siguiente proposición es el inciso 5 de la Proposición 8.6.1 en Bouc [9]. Sin embargo,
como se dijo en la Introducción, hay una diferencia entre los funtores de biconjuntos y los
funtores que consideramos aqúı, ésta se traduce en que HomPA(G, H) en [9] es A(H ×G)
y aqúı es A(G×H). Lo que finalmente implica que nuestros funtores son contravariantes y
los de [9] son covariantes.

Notación 4.3.4. Si G es un grupo finito,
−→
G denotará al (G × G, 1)-biconjunto G, con

acción
(x, y) · g = xgy−1

para todos x, y, g en G. Denotaremos por
←−
G al (1, G×G)-biconjunto (

−→
G)op.

Proposición 4.3.5. Si A es un funtor de Green, sea PA la siguiente categoŕıa:

Los objetos de PA son los grupos en Z.

Si G y H pertenecen a Z, entonces HomPA(G, H) = A(G×H).

Sean H, G y K grupos en Z. La composición de β ∈ A(H ×G) y α ∈ A(G ×K) en
PA se define como

β ◦ α = A(H ×
←−
G ×K)(β × α).

Si G pertenece a Z, entonces el morfismo identidad de G en PA es A(
−→
G)(εA).

Entonces PA es una categoŕıa R-lineal y A-Mod es equivalente a la categoŕıa de funtores
R-lineales contravariantes de PA en R-Mod.

Antes de probar esta proposición, observemos que en el caso A = RB, la composición
en PA coincide con la ya conocida para biconjuntos. Es decir, si β es un (H, G)-biconjunto
y α es un (G, K)-biconjunto, tenemos un isomorfismo de (H, K)-biconjuntos entre

RB(H ×
←−
G ×K)(β × α) y β ◦ α

donde β ◦ α es la composición en ΩR,Z .

La descomposición de Bouc para
←−
G es

11∆(G) ◦ ∆(G)G×GG×G.

Aśı que RB(H×
←−
G ×K)(β×α) es la deflación de H×∆(G)×K a H×K de α×β. Ahora,

la acción de H ×∆(G)×K en α× β está dada por

(h, g, g, k) · (x, y) = (hxg−1, gyk−1),
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luego, el cociente más grande de α × β en el que 1 × ∆(G) × 1 actúa trivialmente es
precisamente α ◦ β.

Aśı, la categoŕıa PRB es equivalente a la categoŕıa ΩR,Z , y la notación ◦ en la composi-
ción de biconjuntos no es confusa con la introducida en esta proposición.

En la prueba de la proposición, utilizaremos el siguiente lema.

Lema 4.3.6. Sean A y C funtores de Green, y f : C → A un morfismo de funtores de
Green. Si β ∈ C(H ×G) y α ∈ C(G×K), entonces

f(β ◦ α) = f(β) ◦ f(α).

Prueba. El lema quedará probado una vez que demostremos la conmutatividad del cuadrado
exterior en el siguiente diagrama:

C(H ×G)× C(G×K)

×
��

f×f // A(H ×G)×A(G×K)

×
��

C(H ×G×G×K)

C(H×
←−
G×K)

��

f // A(H ×G×G×K)

A(H×
←−
G×K)

��
C(H × 1×K)

f // A(H × 1×K).

Como f es un morfismo de funtores de Mackey, el diagrama inferior conmuta. La conmuta-
tividad del diagrama superior se obtiene de que f es morfismo de funtores de Green.

Volvamos a la Proposición 4.3.5.

Prueba. Sea M un A-módulo, definimos FM : PA → R-Mod en un grupo G como M(G).
Para un morfismo α ∈ A(G×H), definimos

FM (α) : M(H)→M(G) m 7→M(G×
←−
H )(α×m).

Veamos que FM es un funtor.
Sean α ∈ A(H ×G) y β ∈ A(G×K). Para m en M(K) tenemos

FM (α ◦ β)(m) = M(H ×
←−
K)((α ◦ β)×m) y

FM (α)FM (β)(m) = M(H ×
←−
G)
(
α×M(G×

←−
K)(β ×m)

)
.

Como M es un A-módulo, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

A(H ×G×G×K)×M(K)

(A(H×
←−
G×K), id)

��

× // M(H ×G×G×K ×K)

M(H×
←−
G×K×K)

��
A(H × 1×K)×M(K) ×

// M(H × 1×K ×K).
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De donde obtenemos

(α ◦ β)×m = M(H ×
←−
G ×K ×K)(α× β ×m), luego

FM (α ◦ β)(m) = M
(
(H ×

←−
K) ◦ (H ×

←−
G ×K ×K)

)
(α× β ×m).

También tenemos la conmutatividad de

A(H ×G)×M(G×K ×K)

(id, M(G×
←−
K))

��

× // M(H ×G×G×K ×K)

M(H×G×G×
←−
K)

��
A(H ×G)×M(G× 1) ×

// M(H ×G×G× 1).

Aśı que

α×M(G×
←−
K)(β ×m) = M(H ×G×G×

←−
K)(α× β ×m), y

FM (α)FM (β)(m) = M
(
(H ×

←−
G) ◦ (H ×G×G×

←−
K)
)
(α× β ×m).

Pero no es dif́ıcil observar que

(H ×
←−
K) ◦ (H ×

←−
G ×K ×K) y (H ×

←−
G) ◦ (H ×G×G×

←−
K)

son isomorfos a
H ×H ×G×G×K ×K

∆(H)×∆(G)×∆(K)
.

Ahora, para α = A(
−→
G)eA y m en M(G) tenemos

FM (α)(m) = M(G×
←−
G)(A(

−→
G)eA ×m)

= M((G×
←−
G) ◦ (

−→
G ×G))(eA ×m).

Observación 4.3.7.
(G×

←−
G) ◦ (

−→
G ×G) ∼= G×1G1×G.

El biconjunto de la izquierda es transitivo, ya que si a, b, c y d están en G, entonces

[(a, b, c, d)] = ac[(1, 1, 1, 1)]bd.

Esto se debe a que

(1, 1, 1, 1) ∼ ((1, 1) · (c−1, 1, b), (c−1, 1, b)−1 · (1, 1))

= (c−1, b, c, b−1), y

(a, b, c, d) = ac(c−1, b, c, b−1)bd.
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Finalmente, no es dif́ıcil observar que el estabilizador de [(1, 1, 1, 1)] es el conjunto de los
cuartetos (g, 1, 1, g) con g en G.

Definimos entonces

S : A-Mod −→ Funop(PA → R-Mod) M 7−→ FM

en objetos. Ahora sean f : M → N una flecha de A-módulos y α ∈ A(G×H). Como f es
un morfismo de A-módulos y por lo tanto, de funtores de Mackey, tenemos

N(G×
←−
H )(α× fH(m)) = N(G×

←−
H )(fG×H×H(α×m))

= fG(M(G×
←−
H )(α×m)).

para cualquier grupo H y cualquier m en M(H). Lo que prueba la conmutatividad del
diagrama

M(H)

FM (α)

��

fH // N(H)

FN (α)

��
M(G)

fG
// N(G).

Ahora, si F es un funtor de PA en R-Mod, entonces es un funtor de Mackey a través
del morfismo e : RB → A. Es decir, si α es un G × H-conjunto, entonces F (e(α)) es
un morfismo de R-módulos de F (H) en F (G). Más aún, e es un morfismo de funtores
de Green, aśı que esta asignación es funtorial en ΩR,Z , gracias al Lema 4.3.6. Además

F (HHH)(m) = F (A(
−→
H )(εA))(m) = m.

Veamos que F es un A-módulo. Definimos

A(G)× F (H)→ F (G×H) (a, m) 7→ F (A(G×
−→
H )(a))(m).

Durante la prueba de que F es un A-módulo, usaremos el siguiente resultado, fácil de
probar:

Observación 4.3.8. Si X es un (G, H)-biconjunto y K es cualquier grupo entonces

(
−→
K ×G) ◦X ∼=

−→
K ×X.

son isomorfos como (K ×K ×G, H)-biconjuntos.

Asociatividad: Sean a en A(G), b en A(H) y K un grupo. Tenemos por demostrar que
las siguientes funciones, definidas en F (K) y con imagen en F (G×H ×K), son iguales:

F (A(G×H ×
−→
K)(a× b)) y F (A(G×

−−−−→
H ×K)a) ◦ F (A(H ×

−→
K)b).
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Como F es un funtor en PA, basta demostrar que A(G×H ×
−→
K)(a× b) es igual a

A(G×H ×K ×
←−−−−
H ×K ×K)

(
A(G×

−−−−→
H ×K)(a)×A(H ×

−→
K)(b)

)
.

Para esto, es suficiente probar que los biconjuntos G×H ×
−→
K y

(G×H ×K ×
←−−−−
H ×K ×K) ◦ (G×

−−−−→
H ×K ×H ×

−→
K)

son isomorfos.
De la observación 4.3.8, tenemos que G×

−−−−→
H ×K ×H ×

−→
K es isomorfo a

G×
(
(
−−−−→
H ×K ×H ×K ×K) ◦ (H ×

−→
K)
)
,

y éste es isomorfo a

(G×
−−−−→
H ×K ×H ×K ×K) ◦ (G×H ×

−→
K).

Pero, de la observación 4.3.7, obtenemos que

(G×H ×K ×
←−−−−
H ×K ×K) ◦ (G×

−−−−→
H ×K ×H ×K ×K)

es isomorfo al biconjunto identidad G×H ×K ×K. Esto nos da el resultado.
Elemento neutro: Veamos que para cualquier m en F (H)

m = F (HH1×H)(εA ×m).

Tenemos εA ×m = F (A(1×H×HH1)(εA))(m). Ahora, por definición

F (HH1×H) = F (A(H×1×HH1)(εA)),

aśı que

F (HH1×H)(εA ×m) = F
(
A(H×1×HH1)(εA) ◦A(1×H×HH1)(εA)

)
(m)

= F
(
e(HH1×H ◦ 1×HHH)

)
(m)

= F (A(
−→
H )(εA))(m).

Naturalidad con respecto a biconjuntos: Sean KXG y LYH biconjuntos. Demostrar la
conmutatividad del diagrama

A(G)× F (H)

(A(X), F (Y ))
��

× // F (G×H)

F (X×Y )

��
A(K)× F (L) ×

// F (K × L),
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significa probar la igualdad entre

F
(
K×LX × Y G×H

)(
F (A(G×

−→
H )(a))(m)

)
y

F
(
A(K ×

−→
L )(A(KXG)(a))

)
(F (LYH)(m))

para cualesquiera a ∈ A(G) y m ∈ F (H). Por la funtorialidad de F , basta probar

A(K×L×G×HX × Y 1)(εA) ◦A(G×
−→
H )(a) = A(K ×

−→
L ◦ KXG)(a) ◦A(L×HY1)(εA).

Si S es un (P, Q)-biconjunto, escribiremos S∗ para el (P × Q, 1)-biconjunto S. Con esta
notación, basta probar que los biconjuntos

(K × L×
←−−−−
G×H ×H) ◦ ((X × Y )∗ ×G×

−→
H ) y

(K × L×
←−
L ×H) ◦ ((K ×

−→
L ◦X)× Y ∗)

son isomorfos. Veamos que son isomorfos al (K × L×H, G)-biconjunto X × Y ∗.
Para el primer biconjunto, bastará probar la siguiente afirmación: SeanX ′ unG-conjunto

y Y un H-conjunto, entonces

(
←−−−−
G×H ×H) ◦ (X ′ × Y ×G×

−→
H ) ∼= X ′op × Y.

Observemos que para cualquier elemento tenemos

[((g, h, h1), (a, b, g′, h′))] = [((g, h, 1) · (1, 1, g′, h′, h1), (a, b, 1, 1))]

= [((gg′, hh′h−1
1 , 1), (a, b, 1, 1))]

= [((1, 1, 1), ((gg′)−1a, (h1(hh′)−1b, 1, 1)))],

y que esto es también igual a

h1(hh′)−1[((1, 1, 1), (a, b, 1, 1))]gg′.

De estas observaciones, no es dif́ıcil concluir que la función

[((g, h, h1), (a, b, g′, h′))] 7→ (a · (gg′), h1(hh′)−1 · b)

nos da el isomorfismo requerido.
Para el segundo biconjunto, un argumento análogo al de la observación 4.3.8, prueba

que (K ×
−→
L ) ◦X es isomorfo a X ×

−→
L . Aśı ((K ×

−→
L ) ◦X)×Y ∗ es isomorfo a X ×

−→
L ×Y ∗.

Una combinación de la penúltima oración y la observación 4.3.8, nos permite probar que

(K ×
−→
L × L×H) ◦X × Y ∗
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es isomorfo a X ×
−→
L × Y ∗. Finalmente, por la observación 4.3.7,

(K × L×
←−
L ×H) ◦ (K ×

−→
L × L×H)

es isomorfo al biconjunto identidad K × L×H.
Definimos entonces

T : Funop(PA → R-Mod) −→ A-Mod F 7−→ F.

Sea t : F → E una flecha en la categoŕıa de la izquierda. Por la forma en que se definió F
en biconjuntos, es claro que esta flecha es también de funtores de Mackey. Por otro lado, t
conmuta con los morfismos de PA, en particular

tG×H
(
F (A(G×

−→
H )(a))(m)

)
= E(A(G×

−→
H )(a))(tH(m)).

para cualesquiera a en A(G) y m en F (H). Por lo tanto tenemos

tG×H(a×m) = a× tH(m).

Resta entonces probar que las asignaciones S y T definen una equivalencia de categoŕıas.
Sea M un A-módulo. Veamos que FM es isomorfo a M como A-módulos. Si α es un

(G, H)-biconjunto, entonces como funtores de Mackey tenemos

FM (α)(m) = FM (e(α))(m) = M(G×
←−
H )(e(α)×m)

= M(G×
←−
H )(A(α∗)(εA)×m)

= M(G×
←−
H )(M(α∗ ×H)(εA ×m))

Procediendo como antes, no es dif́ıcil observar que (G ×
←−
H ) ◦ (α∗ × H) es isomorfo a α.

Aśı que lo de arriba es isomorfo a M(α)(m).
Ahora sean a ∈ A(G) y m ∈M(H). La acción de A en FM se definió como

FM (A(G×
−→
H )(a))(m) = M(G×H ×

←−
H )(A(G×

−→
H )(a)×m)

= M(G×H ×
←−
H )M(G×

−→
H ×H)(a×m).

Por la observación 4.3.7, (G×H ×
←−
H ) ◦ (G×

−→
H ×H) es isomorfo al biconjunto identidad

G×H, aśı que arriba obtenemos a×m.
Ahora sea E un funtor de PA en R-Mod. Veamos que FE es isomorfo a E. Sea α en

A(G×H), entonces

FE(α)(m) = E(G×
←−
H )(α×m) = E

(
A(G×

←−
H )∗(εA)

)
(α×m)

= E(A(G×
←−
H )∗(εA))E(A(G×H ×

−→
H )(α))(m)

= E(A(G×
←−
H )∗(εA) ◦A(G×H ×

−→
H )(α))(m).
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Para probar que esto es isomorfo a E(α)(m), basta probar que

(G×
←−−−−−−−−
G×H ×H ×H) ◦ ((G×

←−
H )∗ ×G×H ×

−→
H )

es isomorfo al biconjunto identidad G×H. Lo cual se obtiene tal como en la prueba de la
naturalidad con respecto a biconjuntos, en la definición de T .

Finalmente, no es dif́ıcil probar que estos isomorfismos son naturales.

Observación 4.3.9. Si G y H son isomorfos en la categoŕıa de grupos finitos Grp, entonces
lo son también en PA.

Supongamos que existen f1 : G → H y f2 : H → G en Grp tales que f1f2 = idH y
f2f1 = idG. Definimos α1 = A(G×HG1)(εA) y α2 = A(H×GH1)(εA). Las acciones en los
biconjuntos G×HG1 y H×GH1 son las siguientes

(g, h) · g′ = gg′f2(h−1) y (h, g)h′ = hh′f1(g−1).

para (g, h) en G×H, g′ en G y h′ en H. Tenemos

α1 ◦ α2 = A(G×
←−
H ×G)(α1 × α2)

= A(G×
←−
H ×G ◦ G×H×H×GG×H1)(εA),

y no es dif́ıcil ver que el (G×G, 1)-biconjunto en el que se evalúa A es isomorfo a
−→
G .

Un argumento análogo prueba que α2 ◦ α1 = A(
−→
H )(εA).

4.3.1. Módulos simples

A lo largo de esta sección, A es un funtor de Green. Escribiremos FunAR para la categoŕıa
de funtores R-aditivos contravariantes de PA en R-Mod.

Definición 4.3.10. Denotaremos por Â(H) al cociente

A(H ×H)/
∑
K∈Z
|K|<|H|

A(H ×K) ◦A(K ×H).

Observación 4.3.11. Si A = RB, entonces este R-módulo es siempre distinto de 0. De hecho,
para cualquier grupo H tenemos isomorfismos de R-álgebras

R̂B(H) ∼= AR(H, H) ∼= ROut(H).

Recordemos que AR(H, H) se define como el cociente de AR(H, H) entre∑
K↪→H,
K�H

HHK ◦AR(K, H) +
∑
H�K,
K�H

HKK ◦AR(K, H).
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Aśı que tenemos claramente un morfismo suprayectivo de anillos de AR(H, H) en R̂B(H).
Ahora tomemos α◦β en RB(H×G)◦RB(G×H) para algún |G| < |H|. Podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que α y β son transitivos. Como G es de orden menor que H,
entonces de la descomposición de Bouc para α obtenemos que α◦β proviene de un elemento
en alguno de los dos sumandos de arriba.

Sin embargo, veremos ahora que este anillo no es siempre distinto de 0.
En el caṕıtulo anterior, dado un funtor de Mackey M , definimos la familia de grupos

primordiales de M , denotada por Prim(M) como los H tales que el cociente M(H)/M ′(H)
es distinto de 0, donde

M ′(H) =
∑

K6H,K 6=H
M(HHK)M(K).

Denotamos por P(M) a la cerradura bajo subcocientes de Prim(M).

Lema 4.3.12. Sea A un funtor de Green. Si H no está en P(A), entonces Â(H) = 0.

Prueba. Sea m en A(H ×H). Como sabemos

m =
r∑
i=1

A(H×HH ×HKi)ni

donde Ki 6 H × H está en P(A) y ni está en A(Ki). Fijemos una i y consideremos
X = (H × H ×K)/∆(K) como un (H, H ×K)-biconjunto. Aplicando la descomposición
de Bouc a X tenemos HHD ◦ DYH×K donde D es la primera proyección de ∆(K) y por
lo tanto es isomorfo a un subgrupo de K (en particular, pertenece a P(A)), y Y es un
(D, H ×K)-biconjunto. Como H no pertenece a P(A), entonces D es de orden menor a
|H|.

Por otro lado, observemos que si α es un (G, C)-biconjunto cualquiera y n está en A(C),
entonces

A(α)(n) = (A(α∗)εA) ◦ n,
considerando a n como un elemento de A(C × 1). Esto se debe a que, Por la Proposición
4.3.5, (A(α∗)εA) ◦ n es igual a

A(G×
←−
C )
(
(A(α∗)εA)× n

)
que es igual a A

(
(G×

←−
C )◦(α∗×C)

)
(εA×n). Pero no es dif́ıcil probar que (G×

←−
C )◦(α∗×C)

es isomorfo a α. Ahora recordemos que A(α∗)(εA) = eG×C(α), aśı que tenemos

A(H×HH ×HK)(n) = eH×H×K(X) ◦ n
= eH×H×K(HHD ◦ DYH×K) ◦ n
= eH×D(HHD) ◦ eD×H×K(DYH×K) ◦ n por el Lema 4.3.6

que es un elemento en A(H ×D) ◦A(D ×H). Esto prueba la afirmación.
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Corolario 4.3.13. Sea k un campo de caracteŕıstica 0. Si H no es un grupo ćıclico, entonces
ˆkRQ(H) = 0.

Recordemos que si S es un funtor de Mackey simple, entonces un grupo H en Z es
minimal para S si y sólo si H es orden mı́nimo tal que S(H) 6= 0. Si A es un funtor de
Green y M es un A-módulo, diremos que H es minimal para M si es de orden mı́nimo tal
que M(H) 6= 0.

Lema 4.3.14. Si S es un objeto simple en FunAR, entonces S tiene un grupo minimal H.

Además Â(H) 6= 0 y S(H) es un Â(H)-módulo simple.

Prueba. Como S 6= 0, entonces existe un grupo H tal que S(H) 6= 0.
Sea H cualquier grupo minimal para S. Si Â(H) fuese igual a 0, entonces en particular

A(
−→
H )(εA) =

∑r
i=1 αi ◦ βi donde αi ∈ A(H × Ki) y βi ∈ A(Ki × H) con Ki un grupo de

orden menor al de H. Pero S(αi◦βi) = 0 por la minimalidad de H, luego S(A(
−→
H )(εA)) = 0,

una contradicción.
Es claro que S(H) es un Â(H)-módulo. Veamos que es un A(H × H)-módulo simple.

Sea W un A(H ×H)-submódulo, para cada G en Z, definimos

T (G) = {m ∈ S(G) | ∀X ∈ A(H ×G), S(X)(m) ∈W}.

Claramente T es un subfuntor de S. Además T (H) = W . Si t está en T (H), entonces en

particular para X = A(
−→
H )(εA) debemos tener T (X)(t) ∈ W , luego T (H) ⊆ W . Por otro

lado, como W es un A(H ×H)-submódulo, entonces S(X)(w) está en W para todo w en
W y X en A(H ×H), por lo tanto W ⊆ T (H).

Luego, si T = 0 tenemos W = 0, y si T = S entonces W = S(H).

Notación 4.3.15. Sea W un A(G×G)-módulo. Si ϕ : H → G es un isomorfismo de grupos,
denotamos por ϕW al A(H × H)-módulo W con la acción de a ∈ A(H × H) en w ∈ W
dada por

a · w := (A(G×HG1)(εA) ◦ a ◦A(H×GH1)(εA))w.

Las acciones en los biconjuntos G×HG1 y H×GH1 son

(g, h) · g′ = gg′ϕ(h−1) y (h, g)h′ = hh′ϕ−1(g−1)

para (g, h) en G×H, g′ en G y h′ en H.

Proposición 4.3.16. Supongamos que A es un funtor de Green para el que los grupos
minimales de cada módulo simple forman una sola clase de isomorfismo. Sea SA el conjunto
de clases de equivalencia de parejas (H, V ) donde Â(H) 6= 0, V es un Â(H)-módulo simple y
(H, V ) ∼ (G, W ) si existe un isomorfismo de grupos ϕ : H → G tal que V ∼= ϕW . Entonces
las clases de isomorfismo de A-módulos simples están en correspondencia biyectiva con los
elementos de SA. Esta correspondencia asigna a la clase de isomorfismo de un A-módulo
simple S, la clase de pareja (H, S(H)) donde H es un grupo minimal para S.
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Prueba. Si S es un A-módulo simple y H es un grupo minimal para S, entonces lo es
para cualquier A-módulo isomorfo a él. Además, como hemos visto, en este caso Â(H) 6=
0 y S(H) es un Â(H)-módulo simple. La hipótesis sobre la clase de isomorfismo de H,
justifica que esta elección esté bien definida. Por otro lado, si tenemos una pareja (H, V )
que satisfaga las hipótesis, entonces le asignaremos el módulo SAH,V que se define como el
cociente LH,V /JH,V , donde

LH,V (K) = A(K ×H)⊗A(H×H) V, LH,V (a)(x⊗ v) = ax⊗ v

si a está en A(G×K), y

JH,V (K) =
{ n∑
i=1

xi ⊗ ni |
n∑
i=1

(y ◦ xi) · ni = 0 ∀y ∈ A(H ×K)
}
.

Como V es un A(H ×H)-módulo simple, entonces por el Lema 1 en Bouc [9], LH,V tiene
un único cociente simple, éste es SAH,V . Este cociente satisface SAH,V (H) = V .

Observemos que si (H, V ) ∼ (G, W ), entonces SAH,V
∼= SAG,W . Sea ϕ : H → G el

isomorfismo de grupos que hace a V y ϕW isomorfos como A(H × H)-módulos, entonces
LH,V ∼= LH,ϕW . Veamos ahora que LH,ϕW ∼= LG,W .

Sea K ∈ Z, definimos

µK : A(K ×G)×W −→ A(K ×H)⊗A(H×H)
ϕW,

µK(a, v) = a ◦ α1 ⊗A(H×H) v, donde α1 = A(G×HG1)(εA) es el definido en la Observación
4.3.9. Observemos que µK se puede extender a A(K×G)⊗A(G×G)W . Si b está en A(G×G),
entonces

µK(a, bv) = a ◦ α1 ⊗A(H×H) bv

= a ◦ α1 ⊗A(H×H) (α1 ◦ α2 ◦ b ◦ α1 ◦ α2)v

donde α2 = A(H×GH1)(ε) es el definido en la Observación 4.3.9. De esta misma observación

tenemos que α1 ◦ α2 = A(
−→
G)(εA). Luego

µK(a, bv) = a ◦ α1 ⊗A(H×H) (α2 ◦ b ◦ α1) · v
= a ◦ (α1 ◦ α2 ◦ b ◦ α1)⊗A(H×H) v

= a ◦ b ◦ α1 ⊗A(H×H) v = µK(a ◦ b, v).

Es claro que µK es natural en K. La inversa de µ se define de manera análoga. Aśı que
LH,V es isomorfo a LG,W y por lo tanto, los cocientes SAH,V y SAG,W son isomorfos.

Veamos que esto define una correspondencia entre las clases de equivalencia y las clases
de isomorfismo.
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La asignación LH : A(H×H)-mod→ FunAR que manda a V en LH,V es adjunto izquierdo
de la evaluación EH : FunAR → A(H ×H)-mod que manda cada funtor M en M(H). Esto
permite probar que si S es un A-módulo simple y S(H) 6= 0, entonces S es isomorfo a SAH,V
con V = S(H), ya que V es un A(H ×H)-módulo simple y

HomFunAR
(LH,V , S) ∼= HomA(H×H)(V, S(H)).

Luego, S es un cociente de LH,V y por lo tanto es isomorfo a SAH,V .

Ahora tomemos una pareja (H, V ) con Â(H) 6= 0 y V un Â(H)-módulo simple. Veamos
que H es minimal para SAH,V . Sea K de orden menor a H. Como V es un Â(H)-módulo,

entonces de la definición de SAH,V , obtenemos que SAH,V (K) = 0.

Lema 4.3.17. Sean A y C funtores de Green, f : A → C un morfismo de funtores de
Green y M un C-módulo. Entonces, M es un A-módulo a través de la composición

A⊗M
f⊗ idM // C ⊗M Cµ // M,

que denotaremos por Aµ.

Si M es un A-módulo simple, entonces es un C-módulo simple. Por otro lado, si f es
un epimorfismo y M es un C-módulo simple, entonces es un A-módulo simple.

Prueba. La primera parte del enunciado es clara, ya que todo C-submódulo de M es también
un A-submódulo.

Ahora, si N es un A-submódulo de M , entonces Aµ se restringe a N con los correspon-
dientes diagramas conmutativos. Luego, si f es un epimorfismo, entonces Cµ también puede
restringirse a N con los respectivos diagramas conmutativos.

En particular, para un epimorfismo f : A � C, los C-módulos simples son aquellos
A-módulos simples en los que Kerf actúa trivialmente.

Lema 4.3.18. Supongamos que A es un funtor de Green que satisface la hipótesis de la
Proposición 4.3.16. Si f : A→ C es un epimorfismo de funtores de Green, entonces los
C-módulos simples son los A-módulos simples SAH,V tales que Ĉ(H) 6= 0 y V es un Ĉ(H)-
módulo simple.

Prueba. Sea S un C-módulo simple. Por el lema anterior, existe una pareja (H, V ) en SA
tal que S es un A-módulo simple SAH,V en el que Kerf actúa trivialmente. Como H es un

grupo minimal para S, entonces por el Lema 4.3.14, Ĉ(H) 6= 0 y V es un Ĉ(H)-módulo
simple.
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Ahora sea SAH,V un A-módulo simple tal que Ĉ(H) es distinto de 0 y V es un Ĉ(H)-

módulo. TomemosK yG grupos arbitrarios. Entonces SAH,V (G) es el cociente entre LH,V (G)
y su único subfuntor maximal

JH,V (G) =
{ n∑
i=1

ϕi ⊗ ni ∈ LH,V (G) |
n∑
i=1

(ψ ◦ ϕi) · ni = 0 ∀ψ ∈ A(H ×G)
}
.

Sea a en Ker(fK), probaremos que a actúa trivialmente en SAH,V (G). Si m =
∑n

i=1ϕi ⊗ ni
es un elemento en LH,V (G), esto significa probar que a×m pertenece a JH,V (K ×G). Por

la Proposición 4.3.5, el producto a×m está dado por SAH,V (A(K ×
−→
G)a)(m), pero Ker(fK)

es un subfuntor de A, aśı que A(K ×
−→
G)a está en Ker(fK×G×G). Luego, si ψ es cualquier

elemento en A(H ×K ×G), entonces por el Lema 4.3.6, la composición

xi = ψ ◦ (A(K ×
−→
G)a) ◦ ϕi

pertenece a Ker(fH×H). Como V es un A(H ×H)-módulo que es también un C(H ×H)-
módulo, entonces tenemos xi · ni = 0 y por lo tanto a×m está en JH,V (K ×G).

Esto prueba que Ker(e) actúa trivialmente en SAH,V y que por lo tanto, éste es un
C-módulo.

Corolario 4.3.19. Supongamos que A es un funtor de Green tal que e : RB → A es un
epimorfismo. Entonces, los A-módulos simples son los funtores de Mackey simples SH,V
donde H es un grupo para el cual el álgebra Â(H) es distinta de 0 y V es un Â(H)-módulo
simple.

Como primera aplicación de la proposición anterior, estudiaremos los RBC-módulos
simples para algunos casos de C.

Lema 4.3.20. Si A es un funtor de Green, y C está en Z, entonces AC es un funtor de
Green. El producto en AC está dado por componer la multiplicación de A

A(K × C)×A(G× C) −→ A(K × C ×G× C),

con A(X), donde X es el biconjunto

K×G×CK × C ×G× CK×C×G×C

en el que la acción de (k1, g1, c1) en (k, c, g, c′) es (k1k, c1c, g1g, c1c
′). El elemento iden-

tidad de AC es εAC = A(1×C11)(εA) ∈ AC(1).
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Prueba. Veamos que esta composición

AC(K)×AC(G) −→ AC(K × C ×G) −→ AC(K ×G)

define una multiplicación en AC .
Asociatividad:
Debemos probar que el cuadrado exterior en el siguiente diagrama es conmutativo.

AC(K)×AC(G)×AC(L)

a

��

// AC(K × C ×G)×AC(L)

b

��

// AC(K ×G)×AC(L)

��
AC(K)×AC(G× C × L)

c

��

// AC(K × C ×G× C × L)

d

��

// AC(K ×G× C × L)

��
AC(K)×AC(G× L) // AC(K × C ×G× L) // AC(K ×G× L)

El cuadrado a conmuta ya que la multiplicación de A es asociativa. Los cuadrados b y c
conmutan porque la multiplicación de A es natural con respecto a biconjuntos. Finalmente,
consideremos T = K×G×L×C, W = K ×G× C × L× C, Z = K × C ×G× C × L× C,
W ′ = K × C ×G× L× C y los biconjuntos

X = TWW ◦ WZZ y X ′ = TW
′
W ′ ◦ W ′ZZ

definidos como en el enunciado del lema. Entonces el cuadrado d conmuta gracias a que X
y X ′ son claramente isomorfos.

Elemento identidad:
Si a está en AC(G), entonces AC(GG1×G)(εAC × a) es igual a aplicar

A(G×CG× C1×G×C ◦ 1×G×C1× C ×G× C1×C×G×C ◦ 1×C×G×C1×G× C1×G×C)

a εA × a, donde este producto es el de A. Pero la composición de los dos biconjuntos de la
derecha es isomorfa al biconjunto identidad 1×G× C. Luego, esto es igual a

A(G×CG× C1×G×C)(εA × a),

que es igual a a, ya que εA es el elemento identidad de A. La otra igualdad se prueba
análogamente.

Naturalidad con respecto a biconjuntos:
Sean GXL y KYD biconjuntos. Debemos probar la conmutatividad del cuadrado exterior

en
AC(L)×AC(D)

f1
��

// AC(L× C ×D)

f2
��

// AC(L×D)

f3
��

AC(G)×AC(K) // AC(G× C ×K) // AC(G×K)
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donde f1 = (AC(X), AC(Y )),

f2 = A(G×C×K×CX × C × Y × CL×C×D×C)

y f3 = AC(G×KX × Y L×D). El cuadrado de la izquierda conmuta pues la multiplicación
de A es natural con respecto a biconjuntos. Para ver la conmutatividad del cuadrado a la
derecha, sean

X = G×K×CX × Y × CL×D×C ◦ L×D×CL× C ×D × CL×C×D×C

X ′ = G×K×CG× C ×K × CG×C×K×C ◦ G×C×K×CX × C × Y × CL×C×D×C .

Claramente, X ′ es isomorfo a

G×K×CX × C × Y × CL×C×D×C ,

donde, del lado izquierdo, C actúa diagonalmente. Por otro lado, no es dif́ıcil ver que si
[(x, y, c1), (l, c2, d, c3)] es un elemento en X, entonces, asignarle (xl, c1c2, yd, c1c3), define
un isomorfismo entre X y este último biconjunto.

Si X ∈ RBC(G) es un (G × C)-conjunto y Y ∈ RBC(K) es un (K × C)-conjunto,
escribiremos ×d para el producto de X con Y en RC(G×K). Es decir

X ×d Y = RB(T )(X × Y ) con T = G×K×CG× C ×K × CG×C×K×C .

con C actuando por la izquierda diagonalmente. Luego, X ×d Y es el G×K × C-conjunto
X × Y con la siguiente actuación

(g, k, c)(x, y) = ((g, c)x, (k, c)y).

Con esta multiplicación, la composición en la categoŕıa PRBC , para C un grupo en Z, se ve
de la siguiente forma:

Sean X un (K × G × C)-conjunto en RBH(K × G) y Y un (G × L × C)-conjunto en
RBC(G× L), denotaremos por ◦d a la composición de X con Y en PRBC , es decir

X ◦d Y = RBC(K ×
←−
G × L)(X ×d Y ).

Tal como observamos antes de probar la Proposición 4.3.5, al aplicar RB(K ×
←−
G ×L×C)

a X ×d Y , obtenemos el (K × L× C)-conjunto

X × Y/ ∼ donde (x, y) ∼ ((1, g, 1)x, (g, 1, 1)y) ∀g ∈ G

en el que K y L actúan como antes y C actúa diagonalmente, es decir

(k, l, c)[x, y] = [(k, 1, c)x, (1, l, c)y].
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Otra forma de ver esto, es considerar a X como un (K, G)-biconjunto con una acción de C,
que supondremos por la derecha, y que conmuta con las de K y G. Igualmente, podemos
ver a Y como un (G, L)-biconjunto también con una acción de C que conmuta con las de
G y L. Luego X ◦d Y es el (K, L)- biconjunto X ◦ Y con una acción diagonal de C

[x, y]c = [xc, yc].

que conmuta con las de K y L.

La identidad en RBC(G×G) es RBC(
−→
G)({•}), que por la descomposición de Bouc para

−→
G es igual a

G×G× C
∆(G)× C

.

Es decir, es el (G, G× C)-biconjunto G con acción trivial de C.
Abusando un poco de la notación introducida en el Lema 1.9, si E 6 G × L × C y

D 6 L×K × C, escribiremos E ∗D para

{(g, k, c) ∈ G×K × C | ∃l ∈ L t. q. (g, l, c) ∈ E y (l, k, h) ∈ D}.

Lema 4.3.21. Sean (G×L×C)/E en BC(G×L) y (L×K×C)/D en BC(L×K), entonces
tenemos un isomorfismo de G×K × C-conjuntos

(G× L× C)/E ◦d (L×K × C)/D ∼=
⊔

(l, c) en
[pL×C(E)\L×C/pL×C(D)]

(G×K × C)/(E ∗ (l, 1, h)D)

donde pL×C(E) y pL×C(D) son las proyecciones en L× C de E y D respectivamente.

Prueba. Si [(g, l, c)E, (l′, k, c′)D] es un elemento de (G× L× C)/E ◦d (L×K × C)/D,
entonces es fácil observar que su órbita bajo la acción de G × K × C es igual a la de
[(1, 1, 1)E, (l−1l′, 1, h−1h′)D]. Con esta observación, la prueba de que hay una biyección
entre la órbitas de (G × L × C)/E ◦d (L × K × C)/D bajo la acción de G × K × C y
pL×C(E)\L×C / pL×C(D), es completamente análoga a la de la Proposición 1 en Bouc [9].

Asimismo, el estabilizador de [(1, 1, 1)E, (l, 1, c)D] es igual E ∗ (l, 1, c)D.

A continuación probamos un resultado similar al Lema 1.7.

Notación 4.3.22. Sea M un subgrupo de G × K × C. Escribiremos p1(M), p2(M) y
p3(M) para las proyecciones de M en G, K y C respectivamente; p1, 2(M) denotará la
proyección sobre G × K y análogamente se definen las demás posibles combinaciones de
ı́ndices. Denotaremos por k1(M) a {g ∈ p1(M) | (g, 1, 1) ∈M} que es un subgrupo normal
de p1(M), análogamente se definen k2(M), k3(M) y ki, j(M) para las posibles combinaciones
de i y j.
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Observación 4.3.23. Una prueba análoga a la del Lema 1.6 nos da los siguientes isomorfismos
de grupos

p1(M)

k1(M)
∼=
p2, 3(M)

k2, 3(M)
y

p2(M)

k2(M)
∼=
p1, 3(M)

k1, 3(M)
,

el primero manda ak1(M) en (b, c)k2, 3(M) si (a, b, c) está en M , y el segundo manda
bk2(M) en (a, c)k2, 3(M).

Lema 4.3.24. Sea M un subgrupo de G×K×C. Entonces (G×K×C)/M ∈ RBC(G×K)
puede descomponerse como X1 ◦d Y1 donde

X1 ∈ RBC
(
G× (p1(M)/k1(M))

)
y Y1 ∈ RBC

(
(p1(M)/k1(M))×K

)
y también como X2 ◦d Y2 donde

X2 ∈ RBC
(
G× (p2(M)/k2(M))

)
y Y2 ∈ RBC

(
(p2(M)/k2(M))×K

)
Prueba. Sean t1(M) = p1(M)/k1(M) y X1 = (G× t1(M)× C)/U donde

U = {(g, α(g)) | g ∈ p1(M), α : p1(M)� t1(M)} × C.

Por la observación anterior, existe un isomorfismo σ de t2, 3(M) := p2, 3(M)/k2, 3(M) en
t1(M), aśı que definimos Y1 = (t1(M)×K × C)/V con

V = {(σ(β(k, c)), k, c) | (k, c) ∈ p2, 3(M), β : p2, 3(M)� t2, 3(M)}.

Por el Lema 4.3.21 tenemos

X1 ◦d Y1
∼=

⊔
(t, c) en

[p2, 3(U)\t1(M)×C/p1×3(V )]

(G×K × C)/(U ∗ (t, 1, c)V ),

como p2, 3(U) = t1(M) × C, este isomorfismo se reduce al elemento (G × K × C)/U ∗ V .
Ahora, U ∗ V es por definición

{(g, k, c) | ∃t ∈ t1(M) t. q. (g, t, c) ∈ U, (t, k, c) ∈ V },

aśı que (g, k, c) está en U ∗ V si y sólo si α(g) = σ(β(k, c)) y esto pasa si y sólo si (g, k, c)
está en M .

La segunda descomposición se obtiene de manera análoga.

Observación 4.3.25. Si G y K son grupos de orden n y (G×K×C)/M no se factoriza bajo
◦d a través de un grupo de orden menor a n, entonces M debe satisfacer

i) p1(M) = G, p2(M) = K, k1(M) = 1 y k2(M) = 1.
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ii) De estas igualdades y de la Observación 4.3.23, tenemos que existen morfismos supra-
yectivos α : p2, 3(M)→ G y β : p1, 3(M)→ K tales que

M = {(α(k, c), k, c) | (k, c) ∈ p2, 3(M)} = {(g, β(g, c), c) | (g, c) ∈ p1, 3(M)}

Estos morfismos definen un isomorfismo entre p1, 3(M) y p2, 3(M) de la siguiente forma

f : p1, 3(M)→ p2, 3(M) (g, c) 7→ (β(g, c), c)

f−1 : p2, 3(M)→ p1, 3(M) (k, c) 7→ (α(k, c), c),

f es inyectiva ya que f(g, c) = (1, 1) implica (g, 1, 1) ∈M , por lo tanto g = 1. Como
β es suprayectiva, entonces f lo es también, y es claramente un morfismo de grupos.

Con estas observaciones podemos encontrar algunos casos de C para los que los grupos
minimales de un RBC-módulo simple forman una sola clase de isomorfismo.

Supongamos que S es un RBC-módulo simple y que H y K son grupos minimales para
S de orden n, entonces S ∼= SAH,V con A = RBC y V = S(H). Además S(K) 6= 0, luego
existe un elemento transitivo X en RBC(H×K) tal que S(X) 6= 0. Como X no se factoriza
bajo ◦d a través de un grupo de orden menor a n, entonces satisface i) y ii).

Si p1, 3(M) = H × C1 para algún C1 6 C, entonces β(h, c) = β1(h)β2(c), donde β1

es un morfismo de H en K. Luego, β1 es un morfismo inyectivo ya que si h ∈ kerβ1,
entonces β(h, 1) = 1, y por lo tanto h ∈ k1(M) = 1. Tenemos entonces que H es isomorfo
a K. Si p1, 3(M) = {(h, t(h)) | t : H → C1}, entonces a través de β podemos definir un
homomorfismo suprayectivo de H en K y por lo tanto son isomorfos. Aśı, por ejemplo si C
es un grupo de orden p ó es de orden primo a n, entonces tenemos que H y K son siempre
isomorfos.

Lema 4.3.26. Para cualesquiera G y C en Z se tiene ˆRBC(G) 6= 0.

Prueba. Sean θ un automorfismo de G, ζ : C → Z(G) y η : G → C morfismos de grupos.
Definimos

Mθ, ζ = {(θ(g)ζ(c), g, c) | (g, c) ∈ G× C} y

Nθ, η = {(θ(g), g, η(g)) | g ∈ G}.

Probaremos que los siguientes elementos son siempre distintos de 0 en el cociente ˆRBC(G):

Xθ, ζ = (G×G× C)/Mθ, ζ y Yθ, η = (G×G× C)/Nθ, η.

Nótese que Xθ, ζ y Yθ, η satisfacen i) y ii).

Como Xθ, ζ es transitivo, si es 0 en el cociente, entonces existe un grupo K de orden
menor a |G| tal que Mθ, ζ = A ∗B donde A 6 G×K × C y B 6 K ×G× C.
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Para A ∗B podemos definir un morfismo

A ∗B → (p2(A) ∩ p1(B))/(k2(A) ∩ k1(B)) (a, b, c) 7→ t(k2(A) ∩ k1(B))

ya que (a, b, c) está en A ∗B si y sólo si existe t en K tal que (a, t, c) ∈ A y (t, b, c) ∈ B,
además claramente t es único módulo k2(A) ∩ k1(B). El núcleo de este morfismo es el
conjunto

{(a, b, c) ∈ G×G× C | (a, 1, c) ∈ A, (1, b, c) ∈ B}.

Si A ∗B = Mθ, ζ , entonces este núcleo es isomorfo a

D = {c ∈ C | ∃g ∈ G t. q. (θ(g)ζ(c), 1, c) ∈ A, (1, g, c) ∈ B} 6 C

ya que si (θ(g)ζ(c), g, c) está en el núcleo, entonces claramente c está en D. Además está g
es única, ya que si existe otra b tal que (θ(b)ζ(c), 1, c) ∈ A y (1, b, c) ∈ B, entonces
(1, bg−1, 1) ∈ B. Pero tomando (1, 1, 1) ∈ A tenemos (1, bg−1, 1) ∈ Mθ, ζ , luego b = g.
Aśı que cada elemento en D determina un único elemento en el núcleo y por lo tanto son
isomorfos.

Ahora, Mθ, ζ es isomorfo a G×C, luego (G×C)/D es isomorfo a un subcociente de K,
lo cual es una contradicción pues entonces |G|[C : D] seŕıa menor que |K|.

Procediendo de la misma forma para Yθ, η, si éste fuera 0 en el cociente, entonces existe
un grupo K de orden a |G| y subgrupos A 6 G × K × C y B 6 K × G × C tales que
Nθ,η = A ∗B. Consideramos nuevamente

Nθ, η → (p2(A) ∩ p1(B))/(k2(A) ∩ k1(B)) (a, b, c) 7→ t(k2(A) ∩ k1(B)).

En este caso, si (θ(g), g, η(g)) está en el núcleo de este morfismo, entonces nuevamente
(θ(g), 1, f(g)) ∈ A y (1, g, η(g)) ∈ B. Tomando (1, 1, 1) ∈ A tenemos (1, g, η(g)) ∈ Nθ, η

por lo tanto g = 1. Esto implica que G es isomorfo a un subcociente de K, lo que es una
contradicción.

Módulos sobre funtores de representaciones

En el siguiente lema supondremos que J es un campo y que A es alguno de los funtores de
Green que a cada grupo G asignan un R-módulo de clases de isomorfismo de JG-módulos
finitamente generados (por ejemplo, el grupo de Grothendieck o el anillo de Green con
coeficientes en R de la categoŕıa de JG-módulos finitamente generados).

Lema 4.3.27. Si [M ] ∈ A(H ×G) y [N ] ∈ A(G×K), entonces

A(H ×
←−
G ×K)([M ]× [N ]) = [M ⊗JG N ].
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Prueba. Recordemos que el producto [M ]×[N ] se define como la clase del J(H×G×G×K)-
módulo M ⊗J N , donde G×K actúa trivialmente en M y H ×G lo hace en N .

De la descomposición de Bouc para
←−
G , obtenemos que aplicar A(H×

←−
G×K) al módulo

anterior, es la deflación de H × ∆(G) × K a H × K del módulo M ⊗J N restringido a
H×∆(G)×K. Pero esta deflación es el cociente más grande de M⊗JN en el que 1×∆(G)×1
actúa trivialmente, es decir M ⊗JG N .

Proposición 4.3.28. CRC es el único CRC-módulo simple. En particular, es un funtor de
Green simple.

Prueba. Por el Teorema 10.33 en Curtis y Reiner [11], para cualesquiera G y K grupos

CRC(G×K) ∼= CRC(G)⊗C CRC(K)

lo que, de acuerdo al lema anterior, es equivalente a

CRC(G×K) ∼= CRC(G× 1) ◦ CRC(1×K).

Esto implica que si M es un CRC-módulo distinto de 0, entonces M(1) 6= 0. Aśı, por
la Proposición 4.3.16, el único módulo simple es el correspondiente a (1, C). Ahora, si
V 6 CRC es un ideal izquierdo distinto de 0, como V (1) 6= 0, entonces εCRC = C ∈ V (1).
Luego V ∼= CRC.

En el Caṕıtulo 7 de [9], Bouc prueba que CRC es semisimple como funtor de Mackey.
Sus componentes son los funtores de Mackey simples indexados por parejas (Z/mZ, V )
donde m 6= 0 es un natural y V es un C(Z/mZ)×-módulo primitivo (ver definición más
adelante). Sabemos que CRQ ∼= S1,C no es un CRC-módulo. Esta proposición nos dice que
de hecho, ninguna de las componentes simples es un CRC-módulo. Sin embargo, veremos
en la próxima sección que estos sumandos son todos los CRQ-módulos simples.

4.3.2. KRQ-módulos o funtores de Mackey retóricos

En esta sección K y J serán campos de caracteŕıstica 0.

La definición de funtor de Mackey retórico proviene de Barker [2]. Se define Ω̂K como la
categoŕıa que tiene por objetos a los grupos finitos, y por morfismos de H a G el cociente
KB(H ×G)/Ker(KlinJH×G), donde

KlinJ : KB → KRJ

es el morfismo de linealización. Por el Lema 4.3.6, la composición ◦ puede extenderse a este
cociente. De acuerdo a la sección tres en [2], un funtor de Mackey retórico puede definirse
como un funtor K-lineal contravariante de Ω̂K en K-Mod.
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Observación 4.3.29. Supongamos que J = Q. Como el morfismo de linealización en este caso
es suprayectivo, entonces por el Lema 4.3.17 y la Proposición 4.3.5, los funtores de Mackey
retóricos son los KRQ-módulos. Por otro lado, por el Teorema de Ritter-Segal, (9.2.1 en
[9]), esto también es cierto si los grupos en ΩK son p-grupos para algún primo p, aún si K
no es un campo de caracteŕıstica 0.

Esta observación es equivalente a la Proposición 3.1 en [2], en vista del Lema 4.3.27.

Si J = Q, entonces por el Corolario 4.3.19, los funtores de Mackey retóricos simples
son los funtores de Mackey simples SH,V para los que ˆKRQ(H) es distinto de 0 y V es

un ˆKRQ(H)-módulo simple. Como hemos visto, si H no es un grupo ćıclico, entonces
ˆKRQ(H) = 0.

Lema 4.3.30. Para cualquier grupo H no trivial, el submódulo de KRQ(H ×H)∑
K grupo
|K|<|H|

KRQ(H ×K) ◦KRQ(K ×H)

es igual a ∑
K ćıclico

|K| divisor propio de |H|

KRQ(H ×K) ◦KRQ(K ×H).

Prueba. Supongamos que M y N son módulos tales que [M ] ◦ [N ] está en KRQ(H ×G) ◦
KRQ(G×H), donde G es un grupo de orden menor al de H.

Por el Teorema de Inducción de Artin, M es isomorfo a∑
C6H×G
C ćıclico

aC1C ↑H×GC

con aC ∈ Q. Ahora, en la descomposición de Bouc para (H ×G)/C

HHA ◦ ABB ◦ BBD ◦ DGG

tenemos que B es un grupo ćıclico de orden un divisor propio de H. Además, como el
morfismo de linealización es un morfismo de funtores de Green, del Lema 4.3.6 obtenemos

[1C ↑H×GC ] = [1X ↑H×BX ] ◦ [1Y ↑B×GY ]

si HHA ◦ ABB ∼= (H ×B)/X y BBD ◦ DGG ∼= (B ×G)/Y .
Si para esta descomposición denotamos por BC a B y por [N ]C = [1Y ↑BC×GY ] ◦ [N ],

entonces [M ] ◦ [N ] es igual a ∑
C6H×G
C ćıclico

aC [1X ↑H×BCX ] ◦ [N ]C ,
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que pertenece a
∑

K KRQ(H ×K) ◦KRQ(K ×H) con K ćıclico de orden un divisor propio
de |H|.

Como sabemos, K̂B(H) es isomorfo a KOut(H). Este isomorfismo está dado por asociar
a cada automorfismo σ de H, el H ×H-conjunto Xσ = (H ×H)/∆σ(H), donde

∆σ(H) = {(a, σ(a)) | a ∈ H}.

Los automorfismos interiores se identifican todos con Xid. Observemos que si H es ćıclico,
entonces Out(H) = Aut(H) y ∆σ(H) es ćıclico.

Recordemos que para un grupo abeliano G, la dimensión de KRQ(G) sobre K es el
número de subgrupos ćıclicos de G. Además, los elementos de la forma [1C ↑GC ] con C ćıclico
son generadores, y por lo tanto forman un base para KRQ(G) sobre K. Llamaremos β(G) a
esta base.

Lema 4.3.31. Sean H y K grupos ćıclicos con |K| un divisor propio de |H|. Sea σ un
automorfismo de H. Consideremos un Q(H ×H)-módulo T de la forma

1C ↑H×KC ⊗QK1D ↑K×HD

con C 6 H ×K y D 6 K×H subgrupos ćıclicos. Entonces el coeficiente de [1∆σ(H) ↑H×H∆σ(H)]

para [T ] en términos de la base β(H ×H) es distinto de 0 si y sólo si se satisfacen

i) πH(C) = H = πH(D)

ii) C =< (h, k) > ⇐⇒ D =< (k, σ(h)) >.

En este caso, dicho coeficiente es |K|/|H|.

Prueba. Sea τ el carácter asociado a T . Por el Teorema 15.4 en Curtis y Reinter [11], los
coeficientes de τ en términos de la base β(H ×H) están dados de la siguiente forma: Para
G 6 H ×H ćıclico, tenemos

qG =
1

[H ×H : G]

∑
G6G∗

µ([G∗ : G])τ(z∗)

donde {G∗} corre sobre todos los subgrupos ćıclicos que contienen a G, µ es la función de
Möbius y z∗ es un generador de G∗.

Como exp(H × H) = |H|, entonces ∆σ(H) es un subgrupo ćıclico maximal, es decir,
no está contenido propiamente en ningún otro subgrupo ćıclico. Luego, si qσ = q∆σ(H),
entonces qσ = (1/|H|)τ(z) para z un generador de ∆σ(H).
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Supongamos que H =< a >. Sean τC y τD los caracteres de 1C ↑H×KC y 1D ↑K×HD ,
respectivamente, por el Lema 7.1.3 en Bouc [9], tenemos

τ(a, σ(a)) =
1

|K|
∑
k∈K

τC(a, k)τD(k, σ(a)).

Aśı que, qσ es distinto de 0 si y sólo si existe k ∈ K tal que (a, k) pertenece a C y (k, σ(a))
pertenece a D, y en este caso

τC(a, k) = [H ×K : C] y τD(k, σ(a)) = [K ×H : D].

Ahora, como |K| es un divisor propio de |H|, entonces (a, k) y (k, σ(a)) son elementos de
orden |H|, y debemos tener < (a, k) >= C y < (k, σ(a)) >= D. Por la misma razón, k es
el único elemento de K tal que (a, k) está en C (respectivamente (k, σ(a)) está en D). De
esto obtenemos qσ = |K|/|H|.

En adelante, H será un grupo ćıclico de orden m > 1.

Si n es un divisor de m, sea πm,n la proyección natural

(Z/mZ)× → (Z/nZ)×.

Tomamos los representantes positivos más pequeños para (Z/mZ)× y denotamos por σt al
automorfismo de H correspondiente a la clase de t en (Z/mZ)×.

Si σ es un automorfismo de H, escribiremos 1σ en lugar de 1∆σ(H). Componiendo con

el isomorfismo entre K̂B(H) y K(Z/mZ)×, podemos considerar la extensión del morfismo
de linealización de la siguiente forma

`H : K(Z/mZ)× −→ ˆKRQ(H),

que manda [t] en la clase de [1σt ↑H×H∆σt (H)].

Proposición 4.3.32. Sea

xn =
∑

[t]∈Kerπm,n

[t].

El núcleo de `H es el ideal generado por {xn | n divisor propio de m}.

Prueba. Si n es un divisor propio de m, veamos que xn está en el núcleo de `H . Sea K un
grupo ćıclico de orden n y supongamos que H =< a > y K =< k >. Sean C =< (a, k) >
y D =< (k, a) >. Si [t] está en el núcleo de πm,n, entonces

< (k, a) >=< (k, a)t >=< (k, σt(a)) > .
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Aśı que por el lema anterior, la clase de isomorfismo de∑
[t]∈Kerπm,n

1σt ↑H×H∆σt (H)

aparece con coeficiente |K|/|H| en la descomposición de

[1C ↑H×KC ⊗QK1D ↑K×HD ]

en términos de β(H × H). Claramente, este elemento es 0 en ˆKRQ(H). Además, si algún
otro básico de la forma [1σr ↑H×H∆σr (H)] aparece en su descomposición, entonces existe un

entero d tal que (k, σr(a))d = (k, a), pero es fácil ver que esto implica [r] ∈ Kerπm,n. Esto
quiere decir que el resto de los elementos que aparecen en dicha descomposición provienen
de (H ×H)-conjuntos que son 0 en K̂B(H). Por lo tanto, `H(xn) es 0 en ˆKRQ(H).

Supongamos ahora que
d∑
i=1

ai[si]

con [si] en (Z/mZ)× y ai en K, está en el núcleo de `H . Utilizando el Lema 4.3.30 y el
Teorema de Inducción de Artin, esto implica que

d∑
i=1

ai[1σsi ↑
H×H
∆σsi

(H)] (4.1)

puede escribirse como
e∑
j=1

bj [1Cj ↑
H×Kj
Cj

] ◦ [1Dj ↑
Kj×H
Dj

], (4.2)

con Cj , Dj y Kj grupos ćıclicos y |Kj | un divisor propio de |H|. Por el Lema 4.3.31, si algún

[1σsi ↑
H×H
∆σsi

(H)] aparece en la descomposición de [1Cj ↑
H×Kj
Cj

] ◦ [1Dj ↑
Kj×H
Dj

], debemos tener

Cj =< (a, k) > y Dj =< (k, σsi(a)) > para algún k ∈ Kj . Si nj es el orden de k, entonces,
tal como arriba, la clase de isomorfismo de∑

[t]∈Kerπm,nj

1σtσsi ↑
H×H
∆σtσsi

(H) (4.3)

aparece con coeficiente |Kj |/|H| en esta descomposición. Esto quiere decir que si algún
elemento de esta suma tiene coeficiente distinto de 0 en (4.2), entonces toda la suma tiene
ése mismo coeficiente. Como todos los elementos en (4.1) y (4.3) son básicos, entonces todos
los elementos de (4.1) deben ser de la forma descrita en (4.3), lo que prueba el resultado.
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Observemos que si Kerπm,n = 1 para n divisor propio de m, entonces [1∆(H) ↑H×H∆(H) ] es

0 en ˆKRQ(H), y por lo tanto ˆKRQ(H) = 0.

Definición 4.3.33. Sean m en N−{0}. Un K(Z/mZ)×-módulo simple V se llama primitivo
si para n divisor de m

x · 1 = 1 ∀x ∈ Kerπm,n =⇒ n = m.

Corolario 4.3.34. Sean H un grupo tal que ˆKRQ(H) 6= 0, y V un KOut(H)-módulo
simple. Entonces V es un ˆKRQ(H)-módulo si y sólo si V es primitivo.

Prueba. Sabemos que H debe ser ćıclico. Supongamos que es de orden m > 1, y sea n un
divisor propio de m.

Supongamos que V es un K(Z/mZ)×-módulo simple que es también un ˆKRQ(H)-módu-
lo. Si x · 1 = 1 para todo x ∈ Ker πm,n y 1 ∈ V , entonces xn · 1 6= 0, una contradicción.

Ahora supongamos que V es un K(Z/mZ)×-módulo simple primitivo. Si xn · 1 = c con
c 6= 0, entonces para todo x ∈ Kerπm,n tenemos

x · c = x · (xn · 1) = xxn · 1 = xn · 1 = c

ya que xxn = xn. Pero esto es una contradicción.
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K-teoŕıa K1(Z ), 20
representable, AR( , L), 20
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