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Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo, basado en un articulo de R. V. Kohn y S. Miiller [9], se estudian modelos
variacionales para materiales que presentan una transicion de fase martensitica y las
microestructuras que se observan en dichos materiales. En este capitulo se describe el
fenoémeno estudiado y el problema variacional que lo modela.

1.1 Microestructuras en Martensitas

La transicion de fase martensitica es una transicién de fase sélido a sélido donde la
estructura cristalina de un material cambia abruptamente a cierta temperatura. Esto se
ilustra esquematicamente en la Figura 1.1. Supoéngase que los atomos del sélido forman
un cristal donde la celda unitaria es un cuadrado a una temperatura alta. Si bajamos
la temperatura, lo que se observa es una simple contracciéon térmica hasta una cierta
temperatura critica t., conocida como la temperatura de Curie. A esta temperatura la
estructura cristalina del material se transforma abruptamente, cambiando de una celda
unitaria cuadrada a una rectangular (ver Figura 1.1). Supongamos que los atomos de
nuestro sélido estan ordenados en una reticula cuadrada como en la Figura 1.1(a) en
alta temperatura. Cuando enfriamos este solido podemos ver una contraccion térmica
ordinaria pero nada interesante o inusual hasta que nos encontramos con la temperatura
t.. Aunque en este punto el cambio es abrupto y la distorcién de la celda unitaria es
significativa, no hay difusién entre las distintas regiones y no hay cambio en la posicion
relativa de los dtomos durante esta transformacion. FEs decir, la transformacion es
disipativa (sin difusién) y de primer orden (cambia abruptamente en el pardmetro de
la reticula). La fase de alta temperatura es conocida como la fase austenita mientras
que la fase de baja temperatura es conocida como la fase martensita.

Si ahora iniciamos el calentamiento de este sélido, obtenemos una expansion térmica
normal hasta que la temperatura alcanza otro punto critico, donde la estructura del
cristal regresa abruptamente a la reticula cuadrada original. Por lo tanto la transfor-
macién es cristalograficamente reversible.

La transformacion de fase martensitica se puede observar en varios metales, alea-
ciones, ceramicas, o incluso en sistémas biologicos. Los materiales que atraviesan esta
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Figura 1.1: [lustracion esquematica de la transformacion de fase martensitica. El inciso
(a) es la austenita, el (b) y (c) son las variantes de la martensita y finalmente el (d)
es un arreglo coherente de las variantes alternativas de la martensita.

transformacion tienen muchas implicaciones tecnologicas importantes. Varios de los
estudios recientes sobre martensitas han sido motivados por el efecto de memoria de
forma, del que hablaremos un poco méas adelante (ver [2,9,11] para mas detalles).
Una caracteristica observable de una transformacion martensitica es la microestruc-
tura que esta produce. En una tipica transformacién, la reticula de la fase austenita
de alta temperatura tiene mayor simetria cristalografica que la reticula de fase marten-
sita de baja temperatura. Esto también se puede observar en la Figura 1.1 donde la
austenita tiene una reticula cuadrada y la martensita una reticula rectangular. Con-
secuentemente tenemos multiples simétrias relacionadas de martensitas. Por ejemplo,
empezando con la reticula cuadrada de la Figura 1.1(a) , podriamos haber transfor-
mado la reticula en la Figura 1.1(c) en lugar de en la 1.1(b). La reticula cuadrada no
puede decir la diferencia entre estas dos reticulas rectangulares. Entonces una trans-
formacion cuadrada a rectangular tiene dos variantes de martensitas ( en el caso de la
Figura 1.1 (b) y (c¢)). El niimero de variantes depende del cambio de simétrias durante
la transformacion. No hay ninguna razén por la cual el cristal entero deberia de trans-
formarse de la austenita a una sola variante de martensita. En lugar de ello, diferentes
partes del cristal pueden transformarse a diferentes variantes. Al hacerse la mezcla de
las diferentes estructuras, los cristales pueden tomar formas que son diferentes unas de
otras, sin embargo esta mezcla debe ser coherente, es decir, las posiciones de los atomos
deben coincidir con la interfaz entre las variantes (ver Figura 1.1(d)). La necesidad
de los cristales para formar mezclas de variantes que simultdneamente mantengan la
coherencia induce patrones complejos y caracteristicos a escalas de longitud muchos
mas pequena que el tamano del especimen. A estos patrones se les conoce como la
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Figura 1.2: Explicacion esquematica del efecto de memoria de forma en terminos de la
transformacion de fase martensitica. Un alambre es deformado al enfriarse, (b) y (c).
Despues recobra la deformacion al calentarse, de (¢) a (a).

microestructura de la martensita. La habilidad de un material de formar microestruc-
turas y la habilidad para cambiarlas da a los materiales martensiticos sus propiedades
unicas.

Efecto de memoria de forma

El efecto de memoria de forma se puede explicar en términos de la transformacion de
fase martensitica y la microestructura martensitica. Esto se ilustra esquematicamente
en la Figura 1.2. En la Figura 1.2(a) se muestra un material en fase austenitica a alta
temperatura. Cuando enfriamos el material, la austenita se transforma en la martensita.
Sin embargo, esto se hace de una manera especial como se muestra en la Figura 1.2(b).
Las diferentes regiones del cristal se transforman en diferentes variantes de martensita de
tal forma que no hay cambio macroscépico en la forma del cristal. Es decir, aunque cada
cuadrado se transforma en un rectangulo, formamos rectangulos que tienen la suficiente
orientacién para que no haya distorsion neta. Esta transformacién de la austenita a una
microestructura de martensita sin cambio neto es conocida como auto-acomodamiento.

Ahora deformamos el cristal. Se puede acomodar la deformacién distorsionando
la reticula del cristal, o simplemente reordenando las variantes y haciendo una nueva
microestructura. Energéticamente esta tltima opcién es mas favorable. Las diferentes
variantes vienen del mismo acomodamiento y consecuentemente tienen la misma en-
ergia. Por lo tanto cambiar la microestructura le permite al cristal cambiar su forma
sin cambiar su energia. En contraste distorsionar la reticula cuesta energia. Luego,
se prefiere dar cabida a la deformacién cambiando la microestructura, como se mues-
tra en la Figura 1.2(c). Ademads, ya que ambos estados, el auto-acomodado como en
la Figura 1.2(b), y el deformado, como en la Figura 1.2(c), tienen la misma energia,
no hay ninguna razén por la cual el cristal quiera regresar al estado auto-acomodado
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Capitulo 1

cuando las cargas son liberadas. Por lo tanto el comportamiento del material es ductil,
se deforma facilmente y con poco retroceso.

Ahora calentamos el cristal. Cada variante de la transformacion regresa a la austenita.
Sin embargo, solo hay una variante de austenita, luego el cristal, independientemente
de su microestructura y de su forma en baja temperatura, tiene que volver a su con-
figuracion inicial como se muestra en la Figura 1.2(a). Entonces vemos que el efecto
de memoria de forma es resultado de tener un tunico estado de baja energia en alta
temperatura, numerosos estados de baja energia en poca temperatura, de la capacidad
del material de formar una microestructura especifica y finalmente de la capacidad del
material para cambiar la microestructura libremente.

Ademas, las variantes que son recuperables por el efecto de memoria de forma estan
limitadas a aquellas que pueden ser acomodadas por el reordenamiento de las variantes
martensiticas. En resumen, hay una relacién entre la cristalografia, la microestructura
y las propiedades macroscopicas.

Transiciones austenita-martensita

En este trabajo nos enfocaremos particularmente a las microestructuras que se obser-
van en las transiciones de austenita-martensita. Un ejemplo de este tipo de transiciones
puede observarse en la Figura 1.3. Cuando el material se encuentra a la temperatura de

Figura 1.3: Ejemplo de una transicion austenita-martensita.

Curie, tanto la austenita como las diferentes variantes de martensitas pueden estar pre-
sentes. Sin embargo, la austenita no puede formar ninguna transicién de fase coherente
con las distintas variantes de la martensita. Es decir la austenita no es compatible con
ninguna de las variantes de la martensita. Para conseguir dicha compatibilidad es nece-
sario que las martensitas formen una microestructura que en promedio sea compatible
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Introduccion

con la austenita. En la Figura 1.3 podemos observar como del lado de la martensita
(parte inferior izquierda de la foto) regiones de las dos distintas variantes de la marten-
sita, oscilan mucho mas rapidamente a medida que nos acercamos a la transicién con
la austenita. Este aumento en la frecuencia de oscilacién se logra a través de un patrén
de bifurcacion.

El objetivo de esta tesis consiste en plantear un modelo energético que describa a este
tipo de materiales y utilizar las herramientas del calculo de variaciones para explicar
como microestructuras de bifurcacién como las que se observan en la Figura 1.3 aparecen
de forma natural cuando se minimiza la energia del modelo.

1.2 El funcional de energia

En estas secciéon proponemos el modelo variacional que describe la transicion de fase
austenita-martensita. Este modelo es simplificado, ya que no incluye directamente al
funcional de la energia de elasticidad, sin embargo contiene los elementos comunes
necesarios y que son propios del fenémeno que se quiere estudiar. Para abundar en el
tema se pueden ver [8,9].

La region que ocupa la parte martensitica del espécimen o muestra a estudiar esta
descrita por un rectangulo R definido por 0 < z < L, 0 < y < 1. La parte que
ocupa la austenita esta definida por < 0. La funciéon u : R, — R representa un

1
Austenita Martensita
0 I,
Figura 1.4: Interfaz entre la martensita y la austenita
parametro de orden donde u, = —1 y u, = +1 corresponden a dos distintas variantes

de la martensita.
La energia propuesta es:

If(u) = /ui+6|uyy|d:z:dy (1.1)
Ry,

sujeta a la restriccion
luy| =1cd. en Ry,
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donde € > 0 es un parametro que depende del material.

El término [ [u? es la energia eldstica de la martensita, observamos que ésta se
anula solamente cuando u, = 0, es decir, si la interfaz entre las variantes es horizontal.
El término ¢ [ [ |u,,| corresponde a la energia de superficie; ya que u, salta de —1 a
+1, |uy,| es como una funcién § concentrada sobre la interfaz entre las variantes y la
podemos expresar como

6//|uyy|dxdy = 25/N(x) dy, (1.2)

donde N(xg) es el nimero de fronteras entre variantes que cruzan la linea x = xg. Si
£ es muy pequena (como supondremos), el minimizador de la energia tendra muchas
transiciones de fase y su amplitud serd proporcional a €. La frontera x = 0 representa
la interfaz austenita, como podemos ver en la Figura 1.4, y sobre esta frontera se toma
la energia elastica de la austenita. Dividiremos el modelo en dos casos. El primer
caso serd cuando la fase austenita es completamente rigida, es decir, cuando u = 0 en
x = 0. El segundo caso seréa mas general y estard dado por una condicién suave. La
cual explicitamente esta modelada como la banda infinita —oco <z < 0,0 <y < 1, con

energia elastica
0

1
B 2 | 2

—00

Por simplicidad, para este caso, supondremos las condiciones de frontera peridédicas en
Y
u(z,0) =u(x,1) paracada =z € (0,L). (1.3)

Con lo que después de un breve calculo, que se hace en el Apéndice C, el problema de
minimizacién se reduce a minimizar el funcional no convexo

2

Jé(u) == / (ui + €|uyy|> dzr dy + ﬁHuOH uo(y) = u(0,y), (1.4)

Ry,

1/2’

sujeto a |u,| = 1 cd y a la condicién de frontera periddica (1.3). Pero con este funcional
no es posible hallar una cota inferior de la forma que se busca, por lo que usando
una norma equivalente para ug, el problema de minimizacién consiste en minimizar el
funcional

JE (u) = / <ui + e\uyy\> dx dy + QBWHUOHLQ- (1.5)
Rp,

Podemos observar que si el parametro (3, que depende del material, tiende a infinito,
entonces la norma L? de u tiende a cero al minimizar el problema, por lo que regre-
sariamos al primer caso. Ademads si u = 0 en x = 0, tenemos que la energia (1.4) es la
misma que la energia (1.1).

6
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1.3 Estrategia de solucién y resultados

Dado que el funcional no es convexo, debido a la restriccion |u,| = 1, el problema
no tiene una soluciéon unica. La estrategia para estudiar este problema consiste en
demostrar como escala la energia en términos de los parametros adimensionales del
problema. El objetivo serd demostrar cotas superiores e inferiores para la energia en
cada caso. Para obtener las cotas superiores, lo que haremos sera proponer una funcion
que tenga una energia suficientemente chica. Para las cotas inferiores necesitamos un
argumento que tnicamente dependa de las condiciones de frontera del problema y sea
independiente de cualquier suposicion sobre la forma o estructura de los minimos del
funcional de energia. En particular usaremos algunos resultados técnicos como el lema
de la equiparticion de la energia.

Figura 1.5: Patron de bifurcacion

El resultado principal de esta tesis consiste en demostrar que existen ciertas con-
stantes ¢ y C, independientes de ¢, L y (3, tales que acotan la energia de la siguiente
forma

¢min {51/251/2L1/2, 52/3L1/3} < mfiln J° < C'min {51/261/2L1/2, 82/3L1/3} : (1.6)

Obsérvese que la funcién propuesta como cota superior da una idea de la estructura
de los minimos de la energia, y que la cota inferior permite asegurar que la energia de
esta funcion realmente corresponde con la de los minimos.

La tesis esta dividida en dos partes, la primera abarca el caso de la condiciéon con
frontera rigida y la segunda la condicién con frontera suave. En la primera parte
(segundo capitulo) comenzamos demostrando la existencia de minimos para el funcional
de energia y en particular un resultado de compacidad para las sucesiones minimizantes.
La cota superior se demuestra usando una funciéon que tiene la estructura como la que
se ilustra en la Figura 1.5. Comparese esta Figura con la fotografia de la Figura 1.4.

7



Capitulo 1

Para obtener la cota inferior empezamos demostrando el Lema 2.3.1 de equiparticion de
la energia y con ayuda de él probamos el resultado sobre las cotas inferiores y superiores
de la energia. En la segunda parte (tercer capitulo) abordamos el modelo de energia con
una condicion de frontera suave, para el también damos una funcién sierra que brinda
una cota superior para el minimo de energia del modelo y se demuestra con ayuda de
un par de lemas técnicos y del lema de equiparticion de la energia el Teorema 3.4.1.
Usando los resultados obtenidos en ambos casos se demuestra la validez de (1.6).

Finalmente la tesis se completa con unos apéndices técnicos que incluyen el material
necesario para las demostraciones de los capitulos anteriores.



Capitulo 2

El modelo de energia con una
condicion de frontera rigida.

En este capitulo estudiamos el modelo con frontera rigida descrito en la introduccion.
Primero, demostramos la existencia de minimos para la energia, segundo demostramos
una cota superior para la energia y el Lema de equiparticién de la energia. Tercero,
se prueba un Lema de interpolaciéon que se utiliza para demostrar una cota superior
localizada. Finalmente, el capitulo concluye con la cota inferior para la energia.

2.1 Existencia de minimos

Como vimos en la introducciéon, minimizaremos el siguiente modelo de energia.

If(u) = / (ui + 5|uyy|> dx dy (2.1)
Ry,
sujeto a |u,| = 1 cds. y u =0 en x = 0. La clase de funciones admisibles para el
funcional de energia ¢ es
A — uwe HY(Ry) : |u,| =1 cds, uy, es una medida de Radén
0 sobre Ry, de variacion total finitay u =0en x =0

Para comenzar demostramos un Lema sobre la compacidad de las sucesiones en Aj.

Lema 2.1.1. Sea 2 C R? abierto, v’ : Q — R, j > 1, una sucesion de funciones tal que
w —u en H'(Q) y tal que u], estd en un subconjunto compacto de H='(Q). Entonces
(2).

j 2
uy — uy en Lj,,
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Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que uw = 0. Sea ¢ € C°(Q).
Entonces

21,,712 _ 2,7 j
—/so |uy|” dz dy = —<s0 u;,u;>L2
Q

= <2sosoyu§ + g, >

L2

= <2gpyug] + gpuiy , gouj>

L2

— <2<pyu;, gouj> + <¢u§y, gouj>

H-1HD
Luego por el Teorema de Rellich-Kondrakov [1, pag. 167] v/ — 0 en L} (), entonces

el primer sumando tiende a cero. Ademéas pu’ — 0 en HJ y dado que {ug/y} estd en
J

un compacto de H~(Q) existe C' > 0 tal que ||u], ||z < C,j > 1, se sigue que el
segundo sumando tiende a cero y

/¢2|u§|2 dedy — 0
Q

cuando j — oo. Ahora para cada compacto K C 2 tomamos ¢ € C3°(Q2) tal que
vr =1 en K| se sigue que

0 §/|ui[2dxdy
K
:/<p2|u§|2 dxdy — 0
K

cuando j — 00, es decir
j 2
ul — u, en Ly, (Q).

A continuacién mostramos la existencia de minimos para el funcional de energia.
Teorema 2.1.2. Supongamos que € > 0. Entonces I¢ alcanza su minimo en Ag.

Demostracion. Para mostrar la existencia de minimos aplicaremos el método directo del
célculo de variaciones (Capitulo 8 en [4]). Para esto basta mostrar dos cosas: primero
la semicontinuidad inferior con respecto a la convergencia débil, y segundo que Ag es
débilmente cerrado.

Fijamos ¢ > 0. Sea {u’} C A una sucesién minimizante para I°. Luego {u’} esta
acotada en H' y {u],} esta acotada en M(Ry) (el espacio de las medidas de Radén
sobre Ry). Ya que los dos términos de la energia son positivos y como la sucesion es
minimizante, es decreciente y acotada.

10



El modelo de energia con una condicion de frontera rigida.

Dado que en espacios de Hilbert cada sucesién acotada contiene una subsucesion débil-
mente convergente, tenemos pasando a una subsucesion que

uw —u en HY(Rp).
y dado que el funcional F(Du) := u2 es convexo

/ u? dx dy < liminf [ (u?)?dx dy. (2.2)
j—00

RL RL

Por otro lado, el Teorema B.0.7 de Prohorov dice que para una subsucesion de {ug/y}
se tiene que
uw = u,, en M(RL).

vy
Si aplicamos el Teorema B.0.6 de Portmanteau vemos que

/]uyy|dxdy§lijn_1)g1f /\u{,y\dmdy. (2.3)
Ry,

Ry,

Juntando (2.2) y (2.3) se ve que

IF(u) = /uidmdy%—e/]uyy]dxdy

Ry, Rr,

J—00
Rp

< liminf I°(u?).

J—00

< liminf [ (u?)? dxdy—klijn_l)glf £ / |ul,| da dy
Rp,

Ahora sélo falta mostrar que u € Ay. Por hipétesis la sucesion {u]} es acotada en L
entonces

J = j
||uyy||W71’°° - Lo sSup <uyy7 80>‘
PEWy > (R, [l 1,00 =1
0

= sup / gou{,y dx dy‘
Ry

1,
Wy (), l1gly 1,00 =1
0

- __sup — / pyuy dx dy|
W (R, el =t | gy

< |||z | Re| sup ||y || Lo
EW, ™ (RL), ||30||W01,oo:1

< ||z | Re],

y se sigue que {ul,} estd acotada en M(Rz) N W5, Por el Lema A.0.4 de Murat
{ug/y} esta en un conjunto compacto de H~!. Entonces del Lema 2.1.1 tenemos que

11



Capitulo 2

‘ 2 i . »
uj, — uy en Lj, (Rp). Y como |u]| = 1 cds, para toda j, al pasar a una subsucesién se

ve que |uy| =1 cds. Por ultimo, la traza 7" de w en {0} x (0, 1) es cero ya que

1T (w)l]e2 10y <01 < lim inf [| ()] 20y 0,1

< lim inf 1w (0, )] 22 ({03 x (0,1))

1

1/2
= lim inf (/ [u? (0,y)|? dy)

J—00
0

= 0.

Entonces u = 0 cds en x = 0 y por lo tanto u € Ay. O]

2.2 Cota superior para el minimo de la energia

En esta seccién se mostrara la existencia de una cota superior para la energia. Para
ello supondremos que ¢ es suficientemente pequena. Precisamente pediremos que

VB2 <oy <1 (2.4)

para una constante ¢y que es suficientemente pequeiia. Lo cual implica que el nimero
de “twins” (ntmero de cambios de signo de u,) es grande.

Lema 2.2.1. FEuxiste una constante C' tal que
min {I¢(u) : u € Ay} < Ce?PLY3, (2.5)

Demostracion. Subdividimos el intervalo 0 < x < L geométricamente como se muestra
en la Figura 2.2. Los puntos de la divisién son x; = 0°L, i = 1,2,3, ... ,donde 0 < 6 < 1.
El paso principal seré construir una funciéon u sobre [z, 2] X R con las propiedades:

uy = 1 (2.6)
cd,
ue, y+1) = ulz,y) 2.7)
para toda (x,y) en [x1, 2] X R,
1
para toda y en R, ademas
xo 1
/ui + e|uyy| dy dz < CeiLs. (2.9)
r1 0

12



El modelo de energia con una condicion de frontera rigida.

0 To L1 L = x
Figura 2.1:  Puntos de la subdivision

Supongamos por el momento que tal funcién u existe. Luego, u puede ser extendida a
(0,1) x R reescalando:

w(z,y) = 27 u(0 "z, 2'y) six € [miq1, 2.

Luego 4 (2 (0, 2 )) = 1, cumple (2.6), @(0,y) =0y

zr; 1 0lzg 1
//ﬂi—ira]ﬂyymydx: //ﬂi+€|ﬂyy|dydx
ziy1 0 Pizy O
vl dy d
7 (2 y L
= [ [0 2+ 2tefuy, | 5 2%

x0 20
— / 9 / (40) "2 + (20)ic|uy, | dy dz
0

CB()I

(20)'e|uy,| dy dx.

Para hacer la integral sobre todo el mtervalo necesitamos que 0 < ;53 <1y 0 <260 <1,
por lo que 6 debe de satlsfacer <80 < . Entonces por (2.9)

x; 1

i)=Y /ui + ey, | dydr < CLePLM3, (2.10)

=0 2,11 0
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Capitulo 2

Ahora construimos una funcién u : [x1, 9] X R — R que satisfaga de (2.6) a (2.9).

Definamos v : [0,1] x [0, 3] — R por

Y, si 0<y<i+%,
? 4 4 ) 8 8 — = 8 ]
—5+Y, si 24+2<1

Enseguida extendemos v reflejandola en el plano y = 5. Con lo que v queda definida

u?kﬁ%ﬁﬁﬁhhﬁh=ﬁhﬁhhﬁh
07-
06-
0.5-
0.4-
034

DO =

Figura 2.2: Dominio de la funcién v(z,y), de la demostracion del Lema 2.2.1

del [0,1] x [0,1] en R por

Y, si 0<y<i+%,
iti—y st g+§<y<i+i
v(zy) =1 —3+v si f+Z<y<i-g
—imyts sl §o§Sysgo§
y—1, siog—§<y<l

Su dominio y su grafica pueden verse en las Figuras 2.2 y 2.3 respectivamente. Como
podemos observar |v,| = 1 cds, luego |vy,| es una delta de Dirac que solo cuenta los

14



El modelo de energia con una condicion de frontera rigida.

Figura 2.3: Grdfica de v en [0,1] x [0, 1]

cambios de signo de v,. Entonces se cumple que

v(r,y+1) =v(x,y),

1
v(0,y) = 51}(1,2];),

1r

11 i+¢ 1\2
//v§+€lvyy|dydx=/ / <Z> dy +
x 5 x
B3 578

1
o L1}

00
8
1r 2 1
1/1
:/ 5 Z) +/€|vyy|dy]dx
0o L 0
LY 4
=513 E.
Para cada N € N definimos, vease Figura 2.2,
(0.9) = o[ =L N (211)
u(z,y) == —v . :
Ahora comprobemos que u satisface las propiedades de (2.6) a (2.8).
15
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ﬂ":if>
. —— /
S

VHRNVAVIAVIAVTRVIAVI WHWW}H{HWITW VERVIAVI:

Figura 2.4: Dominio de u en [0, L] x [0,1] con N =1 y 0 = 1/2. Cada linea representa
un cambio de signo de u,

luy| = |vy| =1 cds,

1
07 Ny) = 77}(17 2Ny)

1

T
: (w0, 2y)
= —ulx

2 0,4Y),

zo 1 xo 1

1 1 T —x
2 _ 2 1
JO/U$+E|uyy|dydx_:/0/N2 (:I:g—xl)2vx<$o—$1’Ny> + eN|vy,| dy dx
1

11
- 1 8(xy—11)EN.
N2 (g —zy) 32 T oW~ )e
111

- L8L(1—0)eN.
NL(1—g)3 TS0

Si escogemos N ~ L~2/3¢=1/3 entonces
xo 1
/ui + eluy,| dy de < Ce*PLY3,

z1 0

Con lo que se cumple (2.9), para u definida en (2.11). O
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El modelo de energia con una condicion de frontera rigida.

2.3 Equiparticién de la energia

El siguiente resultado sera de gran importancia para demostrar la cota inferior de I°.
En ¢l se muestra que para un minimizador del funcional ¢, los términos u2 y &|uy,|
contribuyen casi con la misma cantidad de energia.
Lema 2.3.1. (Equiparticion de energia). Sea w un minimizador de I¢ sobre Ay. En-
tonces existe una constante A (que solo depende de e, L y U ) tal que
1 1
[ el mldy — [ (e,y)dy = A, (2.12)
0 0

para casi toda x € (0, L). El valor de A depende de u y entonces, implicitamente de &
y L, sin embargo esta siempre satisface

I\ < Ce¥3L723, (2.13)

donde C' es mdependiente deu, € y L. Porlo tanto, la traza de u*(y) = u(L,y) satisface
luf| =1 cds. en (0,1), ul, es una medida de Raddn sobre (0,1) y

1
/5|u |dy =\
0

yy

Finalmente tenemos que

lim — / /u dydx = 0.
t—0 ¢ Jr—t

Demostracion. Para alguna ¢ € C§°(0, L), (Id + ty) es un difeomorfismo de (0, L) en
-1

si mismo para t < ||¢/||s- Sea 1t = (Id +tp)~Y su inversa, es decir (wt) = Id+to.

Ahora consideramos para algin minimizador v de I¢, las variaciones

u'(z,y) = u(l'(z),y).
Luego observamos que ](ut(x, y)) | = Juy(z,y)| = 1 cds y dado que ¢* ~ Id cerca del
Yy

cero tenemos que u' = 0. Ademas
L1 L1 ,
| [ @y dyde = [ [u2!@).0)[@") ] (@) dyda
00 00
L1
= [ [e@eney @ dyds (2.14)
s=yt(z) 0 0

dy d 2.15
— dyde, (2.15)

17
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y similarmente

L1
//| (z,y dyd:c—//|uyy| y) dy dz
00

[ty (s y ) 1} (s)dyds

Ot — O\h

Uy |(z y 1 +t¢'(x )) dy dx. (2.16)

/
/

Para deducir (2.12) sea U'(z,y) = (¢'(z),y) y su inversa U(z,y) = (z + to(z),y).
Definamos p := u,, y p' como la distribucién

pt= g, = (uy 0 '),

Luego para toda n € C}(Ry) se cumple

<,ut, 77> = /(77 o \Tft)] det D\/I\ft] dpu. (2.17)

Rr

Dado que t < ||¢/||oo se sigue que |det DU (z,y)| = |1+ ty'(z)| = 1 + t¢'(x) > 0 en
Ry, ademas de que

<ut,n> = /ndut = /nuzydafdy
Ry, Ry,
= —/nyuz dx dy
== [ wylny 0 U1+ b/ (2) dar dy
= — [ wlnfe + to(e), y)(1 + 15 (@), dr dy

— [ wn(a + to(@), ) (1 + ¢ () do dy

< oo (o) 19| oo () 11+ 60 (@) £ (0,2) (R ) < 00
Por lo tanto ! es una médida de Radén y entonces u! € Ay. Dividiendo a p! en su

18



El modelo de energia con una condicion de frontera rigida.

parte positiva y negativa tenemos que su variacion total esta dada por

1|(Ry) = /detD\I/td|u|
= /(1+t80'($))d|ﬂ|' (2.18)

La proyeccién o de |u| esta definida por

= [ul(4 x (0,1)).
0

donde A es un subconjunto medible de (0,L). Ahora veremos que ¢ — [°(u') es
diferenciable en ¢t = 0 para toda ¢ en C§°(Ry). Para ello definimos

/L</1u2 dy><p ) dz +/€g0 do, (2.19)

entonces por (2.15) y (2.16)

F(u') = IF(u) — tA(u)| =

. L
u? dy) _tw% dr + /Etgo’ do — tA(u)
0

([~ 55 da:‘

IR,

cuando ¢ — 0. Por lo tanto I¢(u') es derivable en t = 0 y como u es un minimizador
de I¢ tenemos que

- ()] = At

:—/</udy> d:v+/690

para toda ¢ en C§°(Ry). Se sigue que o es absolutamente continua con respecto a la
médida de Lebesgue en (0, L), tenemos integrando por partes que existe una constante
A tal que

1
co@) — [ ul(ey)dy = A
0

19
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lo cual prueba (2.12). Para tener (2.13) integramos con respecto a = de 0 a L,

1

L1 L
)\L://5|uyy|dyd$—//ui(az,y)dydx
00 0

0

entonces por el Lema 2.2.1 tenemos

y ademas por el Lema 2.2.1

L1
—AL < //ui(:v,y) dy dx
00
< 233
De aqui se sigue (2.13). Para lo que resta del lema, sea

ut(x>y) = u((l - t)ZL‘, y),

y como u esta definida solo para x < L supondremos, por el momento, que 0 <t < 1.
Entonces

L(1—t)

1 1
1
= / /(1—t)ui+€|uyy|mdydx—/ u? + eluy,| dy dv
0 0 0

L 1
t

—tu2 + eluyy|—— dy dr — / /ui+5|uyy|dy dx. (2.20)
L(1-t) 0

Pasamos el segundo término en la desigualdad (2.20) al otro lado,

L(1-t)

L o1
t
//ui+5|uyy|dydx§/ —tui+e|uyy|1—_tdydx
0 0 0

20



El modelo de energia con una condicion de frontera rigida.

Sustituimos 7 := tL y dividimos sobre 7 y observamos que

1
//u + eluy,| dy dr < — / /—u —+5|uyy| dydx

-
Tl 0

L—7 1 u2 €|u|

_ _ U vy

—// L+L— dy dz

0 0

o €|ty |

— 24 2 dyd 2.21
RN R L (221)

cuando 7 — 07 y como (2.21) es igual a A se se sigue que

hmsupf / /u + eluy,| dy dx < . (2.22)
™ T

Usaremos (2.22) para mostrar que la traza de u” satisface |u5| =1 cds. y que

1

e [luk, <A

0

Tomando una sucesion tal que t, — 0, definimos las funciones reescaladas
v (x,y) = u(L —t, + xt,, )

y notamos que [v{")| = |u,| =1 cds. Luego por (2.22) y por el Teorema de cambio de
variable

L 1 )
lim sup 5|v '+t 2 (M) dy do = lim sup / /€|Zyy| + %dydx <A\ (2.23)

(071)2 L—tn 0

Como v™(1,y) = u(L,y) = u*(y), L — t, + at, — L cuando * — 1y Ry, es Lipschitz
tenemos por los Teoremas de traza que

n—00
L—tn

1 L
1
lim sup o™ — u"|? do dy = / / t— —u*|?drdy — 0,
(0,1) 0 "
cuando n — oo. Por lo tanto
o™ —~ ot en HY0,1)%
ol Sl en M(0,1)%

vy
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Usando el Lema 2.1.1 y el Lema A.0.4 de Murat deducimos, como en la demostracion
del Teorema 2.1.2, que |u5| =1 cds. Y por la semicontinuidad inferior de la norma y
(2.23) vemos que

1
/5]u | dy = / e\u L dy dx
0

(0,1
L ko
< A —liminf — / /ui dx dy < \. (2.24)
e tnL—tn 0
luego como |ul| = 1 cds. podemos extender a la funcién u a (0,00) x (0,1) por
u(x,y) = ul(y) si z > L. Esto nos permite tomar ¢ < 0 en la definicién de u’, ya que
u es independiente de x en x > L. Entonces se tiene con s = —t
0 < I*(u) = I*(u)
L(1+s) 1
= / /u (1+s) +€\uyy| dydx
0o 0
L(1+s) 1 L o1
/ /“ + eluyy| dy dz — / /ui+€|uyy|dydx
0o 0 L+Ls 0
L(1+s) L(1+s) 1

2

1
s
. + 3L/5|u5y| dy.
0

O"\H

-/

luego dividiendo por s tenemos que

su? — es|uy,| dy dr + / /5|uyy|dydx1
0 0

L(l+s) 1 1
AL( < / /5|uyy|dydx+L/s|u5y|dy,
0 0 0
tomando el limite cuando cuando s — 0 vemos que
1
AL L [ elul,) dy.
0
Luego comparando este resultado con (2.24) se cumple que
1
A= / e\u L dy
0

y finalmente de (2.22)

;1
lim / /uidydm:().
n—oo L—tn 0
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El modelo de energia con una condicion de frontera rigida.

2.4 Lema de interpolacién

En esta secciéon demostramos un lema sobre la existencia de una interpolaciéon con
energia controlada, que sera necesario en la prueba del resultado principal de este
capitulo.

Lema 2.4.1. Sea { fija. Sean ug, uy € WH*(0,1) dadas, tales que |(uo)'] 1y
|(u)'| < 1. Supongamos que /30?3 < 1. Entonces existe u. € W”((O 0) x (0 ,1)) tal
que

| A

Ug = U, en x =0,
Ue = U, en x=1{,
l(ue)y] = 1 cds,
y para alguna 6 > 0,
(1
// u:)2 + e|(ue)yy| dy da < 7/|u1 ) — uo(y)|* dy + Cse* 3013, (2.25)
00

La constante Cs depende de &, pero es independiente de ug, uy, £ y €.

Demostracion. Sea uy el interpolante lineal entre ug y uq,

us(,y) = ——uoly) + Fur(y)

(Este es el minimizador del problema relajado, ¢ = 0). Dividimos el intervalo (0, /)
geométricamente, los puntos de subdivisiéon son

x; =0—1%0" para i=0,1,2, ...;

T = %0” para =0,—1,-2, ...
Centraremos nuestra atencién sobre x > g, el caso x < g se analiza de manera similar.
Para cada i = 0, 1, 2, ... escogemos N; = 2' Ny puntos equidistantes sobre el segmento
{z;} x (0,1), después elegiremos Ny. Luego para cada i escogemos una funcién v;(y)
tal que v;(yr) = we(x;, yx) donde (z;,yx) es una pareja de los puntos equidistantes en
{z;} x (0,1), es decir v; concuerda con u, en los puntos equidistantes, y satisface que

|(vi)y| =1 cds. Esto es posible ya que

2w, |

(el < :

<1

! —x
o

(o), +|

De hecho podemos elegir v; tal que (v;), cambie de signo a lo mas una vez entre dos
puntos sucesivos. Finalmente escogemos u. un interpolante lineal a pedazos, es decir,
que cumpla ser igual a v; sobre {z;} x (0,1) para cada i y ademas que |(u.),| = 1 cds.
Por ejemplo podemos escogerla tal que u. sea lineal en cada tridngulo obtenido de la
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. ™ . ] .
. .
. ™ ] .
. .
. . . ] .
. .
L ] L ] L] L ]
. .
. . . . .
. . . .
. .
* L] L] L] L]
* L]
. . . .
. .

T_9 T_q Iy ry T2

Figura 2.5:  Puntos equidistantes

Figura 2.6: Aproximacion de una funcion con pendiente < 1 por una con pendiente £1.
Donde los puntos equiespaciados yy, estdn marcados con e y los z, donde (v;), cambia
de signo, estan marcados por X

tridangulacion que resulta de dibujar una linea horizontal en cada z; (puntos donde (u.),
cambie de signo) al otro lado y luego subdividir cada rectangulo en dos triangulos, de
tal manera que dejemos a cada punto y, (puntos donde wu. coincide con uy) en un solo
triangulo, como en la Figura 2.6. Por lo tanto

Como la cantidad de puntos equidistantes donde v; y uy(z;,-) coinciden tiende a
infinito cuando ¢ — oo, notamos que |v; — uy(xz;, -)| — 0 uniformemente cuando i — oo.
Luego

Ue = Uy en =/
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T - o __Hﬂ_ B *
?,J' e - B B ]
e spmmmmmme e
........ - "
........ ]
Yk T o |
) Ti+1

Figura 2.7:  Funcion u.. Donde los yy, puntos equiespaciados, estan marcados con e y
los zj,, donde (v;), cambia de signo, estan marcados por X

Por otra parte

Tit1 1 Tit1
£ / |(te)yy| dy dz < € / CN; dx
z; 0 T
= €CNZ‘AZ',
donde A; := x;11 — x;. Como (u.), no cambia de signo desde (x;,y;) hasta (z;, zx)

tenemos para ¥y < y < 2, que

+1
us(xia y) = us(xia yk)+ (ue)y (y - yk)> (226)

entonces
[uc (i, y)| < fue(ws yo)| + (¥ — y)- (2.27)

Ahora dado que (u.), no cambia de signo desde (z;, 2x) hasta (z;,yx4+1), tenemos de
forma semejante a (2.26) y a (2.27) que

lue (23, y)| < |ue(zs, ye)| + (v — yi)
< |u5(xi, yk)l + (yk—i-l - yk),
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para yr <y < yr+1. Repitiendo andlogamente en x;,; y formando el cociente diferencial
obtenemos por la linealidad de u. sobre cada tridngulo de la Figura 2.7 que

|ue<xi+17 yk) - Ua(%’,ykﬂ 4 2(?Jk+1 - yk)

Se sigue, por la igualdad de wu. y u, en los puntos (z;,yx) vy de que ypr1 — Y = N

[(ue)s| <

ZTi+1 1 Tiy1 1

//' ue)e|? dy da < / /‘%(%Hvylz)AiP e(@i, )|

Zq

2lue(wis1, o) — uewa, y) 2N (2N
: ! dyd
+ )2 + Al yax
Tit1 1
_ / /\u5<xi+1,yk>—ug<xi,yk>|2
N zi 0 (Al)2
e (i1, y) — ue(@s, yp)|? 1 2N\’ 2N 1\?
2(6/2 : : dy d
(20 (A Yae\ ac) ) ar)
Ti+1 1 _ 2
_ |Ua($i+1,yk) - Ue(xi,yk)|2 L [ 2N; !
—z/_ 0(1+5) L) A+ (A ) dyde
L+ 0N Y|l — T l— x; X ’
:( A)i ];1 / — uo(yr) + %Ul(yk) T uo(Yx) + ?m(yk)
N; 2N-_1 2
+C(§Z ( L ) N;lﬂi
k=1 A
1+o)N P & (A2 O
:(A)Z w1 (yx) — uo(yr) (fz) el Z4N '
@ k=1 Ay
Luego
Tit1 1 N 9
L+ 0)A; & k k Cs
2 gydr < L2008 PO LA | R R
x/ 0/I(ua)gg| dydx < 7N, kz::l ul(M) UO<Ni> NI, (2.28)
éhlora sea f una funciéon con |f’| < 1, luego estimando por series de Taylor para
<y=
k Ak k
f(y)~f<N> +f <N><y—N>
luego

()=

N N
C(;

< (1+5)(f(y)) + 3
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Integramos sobre [%, %} y sumamos para obtener

/()

Por lo tanto redefiniendo ¢ se sigue de (2.28) y de (2.29) que

2 1

< (1+5)/(f(y dy+ ]C\’;(; (2.29)

N
D
k=1

ZTit1 1 1
9 (1 + 5)Al 9 Cgﬂl Cg
/ 0/|(u£)3€| dy dx Siﬁ 0/|u1 — up|* dy + N2 + NTA,
Tomando encuenta que A; = x4 —x; = 56°(1—6), que N; = 2Ny y ademas 1 < 6 < 1

como en la demostracion del Lema 2 2 1, resulta

‘1
//| Ue)o|? + €| (Ue)yy| dy dx —2//| Ue )| + €|(ue) yy| dy dz
00 02 0

o0

00 1
SA / iy — w2 dy + Ce S (AN,
1=0 0

=0
SNYAVAY 1
+Cs5) ( + )
= \N2?2 - NEA,

1

(+5

<2

1 x
S( ’g —G)Zel/m—uol dy + elN,C(1 — 0 291211
=0 7
-6 1
NG = 2i+1 2i—19i(1 ~0)
1+9) ;s
< ( + /|U1 — up|?dy + el N,y + s
Finalmente, tomamos Ny ' ~ '/%(%/3 para obtener (2.25). O

2.5 Cotas inferior y superior para la energia

Ahora enunciamos y demostramos el Teorema principal de este capitulo. Recordemos
que en el Lema 2.3.1 se prob6 que min I < Ce?/3LY3

Teorema 2.5.1. Sea u un minimizador de I°. Entonces existe una constante positiva
C' tal que para cualquier ¢ € (0, L)

1

14
//u2 +eluy,| dy dr < C23013, (2.30)
0 0

27



Capitulo 2

también existe otra constante c tal que para casi toda ¢ € (0, L)
1
/ 2+ elug, | (0 y) dy > ce2/30723, (2.31)
0

Las constantes C iy ¢ son independientes de e, £, L y u si suponemos que e'/3L*/3 < 1.

Nota 1. La integracién de 0 a L de (2.31)

L1
//ui + eluy,| dy dx > 3ce* L3 (2.32)
00

da que min I¢ > 3¢e?/3 LY. Daremos una estimacién cuantitiva de la constante ¢ en el
Lema 2.5.3.

Nota 2. Por la equiparticién de la energia (Lema 2.2.1), la desigualdad (2.31) se cumple
para cada término (u2 y £|uy,|) en la energfa. Entonces el grosor promedio de los “twins”
(regiones donde u, es constante) es menor o igual a Ce/3(*3 para la mayoria de los
valores de /.

Nota 3. Estos resultados son consistentes con la construccion autosimilar usada para
probar el Lema 2.2.1 a condicién de que al hacerla se elija § = 27%/2.

Demostracion. 1. Mostramos la cota superior (2.30). Para ello usamos un argu-
mento de comparacion estandar, con un ligero cambio que involucra la equipar-
ticién de la energia. Sea uw un minimizador de [°. Para cualquier ¢ € (0, L)
sea

aoolu six >/,
T ue siz <V,

donde u. es como en el Lema 2.4.1 con ug =0y u; = u‘ _ ademas sea Ry :=
(0,€) x (0,1). Dado que u es un minimizador tenemos que
0<I°(a) — I(u)
= /(ug)fC + &l (ug)yyl dx dy — /ui + eluy,| dz dy,

Ry R,
Entonces para ¢ > 0

/ug +eluy|dedy < /(ug)i +e|(uz)yy| dz dy
R@ RZ

Lema 2.4.1

(1+496)

|

1
/ W2(0,y) dy + Cye2/30V/3
0
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U- u

Uo Uy
Figura 2.8: R, = (0,L) x (0,1)

Recordando la desigualdad de Poincaré

se sigue que
/u?g + eluy,| dedy < (1+90) /ufC dz dy 4 Cse*/30'/3,
Ry R,

entonces

/5|uyy| dx dy < 5/u§ dx dy + Cse*/20'3,
Re RZ

Ahora por el Lema 2.3.1 sobre la equiparticién de la energia se tiene

/5|uyy\ dx dy = /ui - M

Ry Ry

> /ui — Y313,
Ry

Tomando § = 1/2 se tiene de (2.34) y (2.35) que

[uz—cees < ; [ dudy + Coe2Pe,
Rg Rl

(2.33)

(2.34)

(2.35)
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Entonces
/ w2 de dy < 2(C + Cs)e?3 013 = 0220113, (2.36)
Ry

Sustituyendo en (2.34) obtenemos la desigualdad deseada para [ e|u,,|dz dy, es

74
decir

/ Eluy,| dr dy < C23013, (2.37)
Ry

luego juntando (2.36) y (2.37) se tiene (2.30).

2. Ahora mostramos la cota inferior. Por el Lema 2.5.2, que se demostraremos al
terminar esta prueba, u; := u’ satisface para alguna constante ¢ > 0 que

2 1
< [uid
0
(2.33)
< [ uldrdy

Ry

1
c(/\ Uy yy|dy+1>
0

(220) 082/364/3.

Entonces

1 2
</|(U1)yy|dy+ 1) 2 68_2/3£_4/3,
0

luego
/luyy(& y)| dy > ce 3R — L
0

y multiplicando por ¢

1
/5|uyy(€, Y)| dy > ce¥3072% — ¢
0

Lema que se uso6 en la prueba del Teorema 2.5.1.

Lema 2.5.2. Sea f € W1Y>(0,1). Supongamos que |f'| = 1 cds y que f' cambia de
stgno N wveces. Entonces

1 -2

frugior-3fifines”

0

30



El modelo de energia con una condicion de frontera rigida.

Demostracion. 1. Observemos que
d 3d
2 d _ yf
c/ vidy="g|
a3 -
R
1
= g(d— c)(¢® + ed + d?)

2 a2 c?
—d—o)[S4Zed+ S+ - Zedy
( C)<4+4C MRS TI T +12)

Luego

/dey: <C+d>2(d—c)~l—i(d—c)3 (2.39)

2. Sean x1 < --- < xy los puntos donde f’ cambia de signoy sean xg =0y xyy1 = 1.
Entonces para ¢ = 0,--- , N tenemos que

[ Py = (TEHIEDY y y t a—®

Ty

Prueba: Sabemos que f’ no cambia de signo en (z;,x;41) , entonces podemos
suponer que f es de la forma y + a con a € R. Luego por (2.39)

L1 Ti41
[ Fway = [ v+
Z $:+1+a

= / Y dy

xi+a

(2.39) ((aziﬂ +a)+ (z; + a)>2 1

9 (i1 — x) + —=(xi1 — %)3

12
_ (f(xz) + f(wi11)
2

2
1
) (i1 — i) + E(%‘H — ;).
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Capitulo 2

3. Se sigue que

1 N
1
[ Py =3 < (i - )
1 X1
> A
=12 ;0 ES L
1

AV,
ol =
—
=
+
—_
M=
=
x

|
8
~
- [\

entonces

1 1 2
2
O/f 9—12<N+1>'

1
Luego, dado que f’ cambia N veces de signo en (0, 1) tenemos que N = %f |f"| dx,
0

entonces

/ldex > Liveneo L 1/1|f”|d90+1 R

— 12 12\ 2
0 0
]

Observamos que esta estimaciéon es mas precisa si f tiene valor medio 0 y los puntos
xn son igualmente espaciados, en este caso f es una funcién “sierra” periddica.

Finalmente daremos una estimacién mas precisa del valor de la constante ¢ que aparece
en la cota inferior.

Lema 2.5.3. La estimacion
min {7°(u) : u € Ay} > cc?3L1/3

se cumple con
c = (3 _ 6/81/3[/2/3)2/3.

Nota 4. Recordemos que siempre suponemos e/3L*? << 1. Luego el Lema 2.5.3
asegura que ¢ es esencialmente 3%/3 ~ 2.08.

Demostracion. 1. Sea u un minimizador de /¢, y sean

By = /5|uyy|da7dy,
Rp

By = /uidxdy

Ry,
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El modelo de energia con una condicion de frontera rigida.

B = Bl+B2.

Entonces se tiene la relacion
E”13ﬁ¢ > L (2.40)
2¢ V3

Prueba: Para cualquier 0 < ¢ < L, tenemos por la desigualdad de Poincaré que

1
1
> [t y)dy. (2.41)
0

Sea N () el nimero de veces que u, cambia de signo a lo largo de la linea x = ¢,
el cual esta bien definido para casi toda ¢:

N0 =5 [l E.)]

Combinando (2.41) con el Lema 2.5.2 obtenemos que

1

2.41 1/2
v+ s = 4 n(; [ a)

0

1
Lema 2.5.2 1 1
SO+ (5 [Tl +1)
0

-1

(212
6—1/2
vl
integrando de cero a L se ve que

/@W@+DB¥M&:@”/@W@+Ud€
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Capitulo 2

Luego
1 1
By =B+ L) >—L"
’ (26 v )‘ﬁ

. La desigualdad (2.40) se puede reescribir como

1 1
ol =)' 2BY2 4 L(1 = )" 2B > %LW, (2.42)

donde p = %.
Prueba: Observamos que

ademas
12 o (Ba\1/2 L1
LBy = L( = )"'B
— L(l . /1/)1/231/2.
Luego
1 1
s BB + LBy = (1= ) PBY? + L(1 — ) 2B,

y se sigue (2.42).

. Sea B = ¢ 23L7Y3B. De (2.42) se sigue que
2
w(l — p)2(B)3? > 7 CelBL23. (2.43)

Prueba: Multiplicando (2.42) por L'/? y reagrupando tenemos

IN

(1 — M)1/2L71/2671B3/2 + L1/2(1 . M)I/ZBI/Q

Sl

,u(l . M)l/Z(L—l/Bg—Q/SB)?,/Q + (1 . ;L)1/2L2/3€1/3(L_1/3€_2/3B)1/2

NN N

(1 — M)l/?(Bf)Sm +(1- u)1/2L2/351/3(B’)1/2



El modelo de energia con una condicion de frontera rigida.

Entonces

2
e < ,u(l . M)1/2<B/)3/2 + 2(1 o M)1/2L2/361/3(B,)1/2

By1/2, _ _ 1/2
1/2( pr\3/2 1/372/3 (D2 2/3 7 —-1/3
= (1 —p)’<( +2e/°L (B> (5 L B)

B’)
— (1= @) VR(B)? 4 25\ B LA (B,) 21310
= (1= ' PB4 2LV (By)'

U1 — p)YA(B)? 4 2LV (OB LYY
— (1= @) YA(B)? ¢ CLY3EV,
por lo que se sigue (2.43).

4. El valor méximo que toma la funcién (1 — p)'/? se alcanza en p = % y es %
Prueba: Definamos f : (—o0, 1] — R como

Fu) = p(1 = )2,

luego derivando tenemos que

2
B 1L
= p)7
De aqui que f'() = 0siy solo si u = 2, que es donde se alcanza el maximo.

5. Se sigue de (2.43) y del punto 4 que

2
(B’)3/2 > 2 051/3L2/3,
3v3 V3

por lo tanto
]€<U) — 52/3.[/1/33,

> (3 . 0’51/3L2/3)

2
3

52/3[/1/3.

35



36



Capitulo 3

El modelo de energia con una
condicion de frontera suave

En este capitulo tratamos el modelo de energia con frontera suave. Fisicamente, esto
corresponde a tratar la austenita como un material elastico mas que como un substrato
rigido. Matematicamente, esto tiene el efecto de remplazar la condicién de frontera
w=0en z = 0 por un término de penalizacién que involucra la norma H'/? de U z=0-
Hay un parametro de penalizacién [, el cual representa la rigidez de la austenita.
Si 3 no es muy pequefio (especificamente, si 3 > (¢/L)'/3) entonces la situacién es
muy parecida a la de la condicién de frontera rigida. Si 3 es suficientemente chico
(8 < (¢/L)"/3) entonces la situacién es muy diferente.

Es conveniente trabajar con funciones peridédicas en la variable y, ya que esto nos
permite definir la norma H'/? via las series de Fourier. Por la tanto en este capitulo
impondremos la condicién

u(z,0) = u(x, 1) para cada xz € (0,L). (3.1)

Estrictamente hablando u deberia ser vista como una funcién sobre el cilindro Z =
(0,L) x (R/Z). En particular, la expresién [ e|u,,|dx dy debe ser entendida como el
nimero de saltos de u, entre la frontera de arriba y la de abajo del cilindro. Abusando
de notacién escribiremos Ry, = (0, L)% (0, 1), en lugar de Z como dominio de integracion.
Ahora formularemos la version del problema con una condiciéon de frontera suave mas
precisa. El funcional a ser minimizado es

2

JE(u) == /ui+5|uyy|dxdy+ﬁHuoH

Ry,

(3.2)

1/2

sujeto a |u,| =1 cds. y a la condicion de frontera periddica (3.1). Aqui ug = u|,—o (en
el sentido de traza). El dltimo término en J¢ esta definido por

o0

el = 3 el

=—00
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Capitulo 3

donde {ao(k)} son los coeficientes de Fourier de ug, es decir,
Uo(y) = Z ﬁo(k})€2ﬂ—iky.

k=—00

Existe también otra caracterizacion alternativa

0 1
Jwall}y = _min_ = [ [0+ e2)dedy.
—o0 0

Estamos abusando un poco de la notacién, ya que esta no es la norma sobre el espacio
H'? si no la norma sobre el espacio H'/?/R, ya que con la definicién de arriba, las
constantes tienen norma cero (ver Apéndice C). La clase precisa de funciones admisibles
para J¢ es

A= {u € H'(Z) : |u,| =1 cds y u,, es una médida de Radén con variacién total finita } :

3.1 Existencia de minimos

En esta seccién mostramos que el funcional de energia con condiciéon de frontera suave
alcanza su minimo en el espacio de funciones admisibles A.

Teorema 3.1.1. Para ¢ > 0, J° alcanza su minimo sobre A.

Demostracion. Como en el caso del Teorema 2.1.2 aplicaremos el método directo del
Calculo de Variaciones. Bastara con demostrar dos cosas: primero la semicontinuidad
inferior con respecto a la convergencia débil, y segundo, que A es débilmente cerrado.

Sea {u’} C A una sucesién minimizante para J. Luego {u’} es acotada en H' con
lo que tambien {ué = uj|$:0} es acotada en HY2 ademés u,, es acoada en M(Ry).
De manera analoga al Teorema 2.1.2, pasando a una subsucesion

W= en HY(Ry),

Uy = Uy en M(Ry),
y por (C.7) y (C.8) del Apéndice C tenemos que
ul) — ug en HY2(0,1).

Luego como en el Teorema 2.1.2

/uidazdy—i—e/ |uyy|d:vdy§1ijr2igf</(u;)2dxdy+s/|u§y|d$dy>
RL RL

RL RL
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El modelo de energia con una condicion de frontera suave

y por la semicontinuidad inferior débil de la norma

J?(u) < liminf (/(u_?v)2 d:r;dy+6/ |u§y|dxdy> +liminfﬁ||u6||f/2
j—00
Rr,

j—00
Ry,
= liminf J°(u/).
j—o0

Finalmente, u € A por la semicontinuidad inferior de la norma en H'/? y por el Teorema
2.1.2. O

3.2 Cota superior y equiparticion de la energia

En esta seccion presentamos los resultados analogos al caso de frontera rigida para la
cota superior y la equiparticion de la energia. En las demostraciones de esta seccion
sOlo se indicaran los cambios con respecto a lo presentado en el capitulo anterior.

Lema 3.2.1. Existe una constante C' > 0 tal que
min {J(u) : v € A} < Ces L. (3.3)

Demostracion. Por la ecuacién (2.7) la funcién u construida en el Lema 2.2.1 cumple
la condicion de periodicidad (3.1). Ademds como uy = u|,—o = 0 la norma ||ug||1/2 = 0
y se sigue (3.3) del Teorema 2.2.1 O

W m <><><><>><><>

Figura 3.1:  Funcion u para la cota superior

Lema 3.2.2 (Equiparticién de la Energia). Sea u un minimizador de J° sobre A.
Entonces existe una constante \ tal que

1 1
[ el ) dy = [ (e, y)dy = (3.4)
0 0
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Capitulo 3

El valor de X depende de u y entonces implicitamente de e, L y (3. Sin embargo esta
satisface una estimacion de la forma

I\ < CeiL 3. (3.5)
Demostracion. Sea u un minimizador de J¢ y consideremos las variaciones
u'(z,y) = u(¥'(x),y)

con la W' definida en la demostracién del Lema 2.3.1. Luego observamos de manera
analoga a la demostracion hecha con anterioridad que

(W' (2, 9))y| = [(u(T'(2), )]

|(u(z,y))y|
1

y dado que U* ~ Id cerca del cero y ¥*(0) =0

=0 = w(W'(2),y)]e=0
== Uf|:c:0

entonces

gl 2 = llu'lo=oll3 )2 = |lulo=ol[3 2
[|uol|

Ahora si definimos A como en (2.19) tenemos que

JE(ut) — JE(u) — tA(u)

JW2,y) + el Ly o+ Bl 3
Ry,

[ )+ el = ol ~ )
Ry,
(3.6)

[ W3w,y) + el | dy da

Ry,

= [ y) + elugy | dy do — 1A(w)
Ry,
1

( 0/ u? dy> (tgp’(x) - m> dz

1\ 2
2] | e
¥ ool

(2.15) y (2.16)

/

t]*

— 0,
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El modelo de energia con una condicion de frontera suave

cuando ¢ — 0. Por lo tanto J*(u") es derivable en ¢ = 0 y como u es un minimizador
de J¢ tenemos que

para toda ¢ en C§°(Ry). Con lo que (3.4) y (3.5) se siguen de forma andloga al Lema
2.3.1. O

3.3 Cota superior localizada para la energia

En el Teorema 2.5.1 se establecieron las cotas inferior y superior para la energia en el
rectangulo Ry = (0, ¢) x (0, 1), cuando u es un minimizador en el caso de frontera rigida.
La cota superior se extiende facilmente del Teorema 2.5.1 para el modelo con condicién
de frontera suave.

Teorema 3.3.1. FEuxiste una constante C' tal que para cualquier minimizador u de J¢
y para toda ¢ € (0,L) se cumple

01
//ufC + eluy,| dy dx < Ce3(s. (3.7)
00

Demostracion. Sea u un minimizador de J¢. Para cualquier ¢ en (0, L) sea

g lu siox>/(
Tl ue siox </

donde u, es como en el Lema 2.4.1 con
Uy = U= Y UL = Uls=r.
Dado que u es un minimizador tenemos que

0 <J%(a) — J*(u)

u|(L‘:0
~=
= [ () + el ()l dody + 8] To 13
R,
u‘a::O
=
= [+ efuyy | ddy = 811 T 13
Ry
— [+ el (el dody = [ a2+ eluyy | da dy.
Re RE
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Ue u

0 4

Ug = Ulp—g Uy = ul—y

Figura 3.2:  Funcion u

Entonces para > 0

/ui + eluy, | dedy < /(ua)i + €| (uz)yy| dz dy

R[ RZ

1
Lema 2.4.1 1 4+ ¢ 2
< [ur(y) —uoly)| dy + Cs*0'%.

- 0 J
Ahora usando la desigualdad
1
[ lusy) = wo(w) P dy < ¢ [ w2 dedy (3.8)
0 Ry,

que demostraremos mas adelante, tenemos que
/ui + €|uyy| dr dy < (1 +9) / u? dx dy + Cse®/301/3,
Rg Rp,

Luego
/€|uyy| dedy <0 / u? dx dy + Cse® 3013, (3.9)
Ry Rp,
y por el Lema 3.2.2 de equiparticién de la energia para el modelo de frontera suave
vemos que

/5|uyy\ dx dy = /ui — M

Ry Ry

> /ui _ O3B, (3.10)
Ry

Tomando § = 1/2 se tiene de (3.9) y (3.10) que

[uz—ce2rers < ; [ dudy + Coe2P0
Rg RZ
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Entonces

/ug dr dy < 2(C + C5)e2P0H3 = C2/3013, (3.11)
Ry

sustituyendo en (3.9) obtenemos la desigualdad deseada para [ e|u,,|dz dy, es decir
Ry

/5|uyy| dr dy < C23013, (3.12)
Ry

luego juntando (3.11) y (3.12) se tiene (3.7).

Finalmente damos el argumento para demostrar (3.8). Por densidad de las funciones
CY'(R.) en H'(R.) basta suponer que u € C'(R,). Por el Teorema fundamental del
célculo tenemos

w(v) ~ wo(w) = [ dr

tomando valores absolutos en la ultima ecuacién, por la desigualdad de Holder, se
obtiene que

?
luy (y) — o (y)|?> < ¢ / 2 da.
0

Finalmente, integrando en y de 0 a 1 concluimos (3.8). O

3.4 Cota inferior y superior para la energia

Probar la cota inferior para J¢ es mas dificil que en la demostracion del Teorema 2.5.1.

Por esto, probaremos un enunciado analogo para un funcional ligeramente modifi-
cado. La modificacién consiste en remplazar el cuadrado de la norma en H'/2/R por
la norma L? a la primera potencia. Para motivar esto, recordamos la desigualdad de
interpolacion (ver (C.9))

1
ol < o—Juol| ]

Es tentador, pero erréneo pensar que |ug] = 1 cds, despues de todo la construccién
autosimilar alcanza ug = 0. Pero es correcto que |uj| < 1. Para ver esto, notamos
que u(z,-) converge a ug(-) en L? cuando x — 0 por la desigualdad de Poincaré y
|uy(x,-)] < 1. Entonces

wyla,) S up()en L¥(0,1) y Jup| < 1.

Combinando esta observacion con la desigualdad de interpolacion, deducimos que

[luoll? ), < §||Uo||L2'
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Esperamos que para el minimizador u de J¢, ug se vea mas o menos como una funcién
periodica sierra con pendiente 1. En este caso deberiamos tener la estimacién inversa

[luoll¥ /2 = elluollz2llugl|z2 = elluol| -

Con esta motivacion, ahora consideramos el funcional modificado

J*(u) = /ui + e|uy,| dv dy + 267T’|U0HL2. (3.13)

Ry,

Usando la semicontinuidad inferior débil de la norma L? tenemos de forma andloga al
Teorema 3.1.1 que J¢ alcanza su minimo en A, y que satisface una cota superior de la
forma (3.3), ademas el minimizador satisface la equiparticién de la energia en el sentido
de (3.4) y (3.5). Tambien tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.4.1. Existen constantes positivas C' y ¢ tales que para cualquier mini-
mizador u de J° se cumple:

1. Para cualquier € en (0, L),

T

1
/u2 +eluy,| dyde < O 23003, (3.14)
0

O\N

2. Si 3> (g/L)'/3, entonces
||uo|12 < CeB™?, (3.15)

y para casi toda ¢ en (0, L)

1
[ el €y dy = e (10 4 2572, (3.16)
0

3. Si < (e/L)'/3 (y B> 5/L> entonces

lluol| 12 < CeVALY?B7Y2, (3.17)
y para casi toda ¢ en (0, L)
1
/5|uyy|(€, y)dy > cet?L123Y2, (3.18)
0

Demostracion. La prueba se divide en tres pasos:

1. La demostracién del punto 1 es la misma que la del Teorema 3.3.1.
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r = —d r =1

U

u=»an

Figura 3.3: FExtension de u

2. Para el punto 2 supongamos que 3 > (¢/L)'/3. Para probar la cota (3.15) de
||uo|| 2, introducimos una funcién 4 como sigue. Usando el Lema 2.4.1 extendemos
u a la franja —d < x < 0 tal que u = 0 en x = —d (el valor de d serd elegido
mas adelante). Con u. =0 en = —d y u. = u en x = 0. Despues trasladamos
la extencién u del lado derecho y asi obtenemos 4, es decir @(z,y) = u(z + d,y).
Ahora como « es un minimizador de J¢ observamos que

0 1 L—d 1 (ue)lz=0=0
§// 2+ el(ue)yy| dy do + / /u —|—5|uyy|dydac+—H (us)o ’LQ
Zd 0 00
L1

1
7/u0dy+0 e2B3dM3 ¢ //u2 + &y, | dy dx.

d
0 00

IA
+

Donde en la tltima desigualdad se usé en el Lema 2.4.1. Debido a la forma del
funcional J¢(u), se sigue que

1496
£||u0||L2 < ;/ug dy + Cse?/3d'/3,
0

Ahora tomando § =1y d = 8F’T||u0|| 2 tenemos que

g 1/3

ool lz= < WHUOHB + O ﬁl/g ol
2t/ 1/3
= el + € 2 ol

en seguida
Blluol 2 < C=*237 /3] jugl |}
y finalmente

luo|[35° < Ce¥3(372)2/3,
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46

que es equivalente a (3.15). Ahora veamos la cota inferior (3.16). Sea uy = u|,—o
y up = u|z=o. Luego usando la desigualdad de Poincaré obtenemos

Poincaré
lue = uollfz < f/ui (3.19)
Ry
(3.14)
< CeMM. (3.20)

Entonces por la desigualdad del tridangulo y la cota (3.20) tenemos

luellze < O30 4 [fug| 2

(3.15)
< OB 1 ep72).

Luego por el Lema 2.5.2

1 1

S 5(12 / <W>gdx>‘”2 .

0 0
> 05(51/362/3 + 55_2)_1 —c
> J 52/i’;(€2/3 + SQ/Sﬁ_Q)_l,

con lo que se cumple (3.16).

. Para el tercer punto supongamos que ¢/L < 3 < (¢/L)Y3. La cota sobre ||ug||z2

es una consecuencia de la cota superior global
min {J*(u) : u € A} < C'232 L2, (3.21)

la cual se prueba considerando una funcién de prueba unidimensional, u(z,y) =
v(y), donde v es una funcién sierra periédica con pendiente +1 y periodo

51/25_1/2111/2-

Para la cota inferior (3.18), usamos la ecuacién (3.20), que es vélida para toda /3,
y tomamos en cuenta que

S1/372/3 _ 51/2B_1/2L1/2 (E/L)—l/Gﬁl/Q
—_— ——mm—————
<1
< e2p2pmle, (3.22)
tenemos que
el 2 < C 25 4 JJuo| 12
< 081/362/3 + 061/2L1/26—1/2

(322) O 21212

< 1.
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Luego de forma andloga a la demostraciéon de la ecuacién (3.16) se sigue (3.18)
por el Lema 2.5.2.

O

Finalmente podemos demostrar el resultado principal, y final, de este trabajo.
Corolario 3.4.2. FExisten constantes ¢ y C' tales que

cmin {61/251/21)1/2, 52/3L1/3} < mfiln J° < C'min {51/2[31/2L1/2, 52/3L1/3} (3.23)
Demostracion. FEl primer miembro dentro del minimo de la cota inferior sale integrando

de 0 a L las ecuaciones (3.16) y (3.18) y el segundo es por el Teorema 2.5.1. La cota
superior se sigue del Lema 3.2.1 y de la ecuacién (3.21) O
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Apéndice A
Teorema de Murat

Lema A.0.3. Sea Q C RN un dominio acotado con frontera OQ Lipschitz. Entonces
para n > 0 suficientemente pequena y para 1 <p < ¢ < 400 existe una funcion
Y € D(Q), tal que para cualquier o € Wy'? (Q) se cumple

(= 9") el g < Mllellyne gy (A1)
Demostracion. 1. Particién de la unidad.
Como 2 es acotado y 0€) es Lipschitz, existe una cubierta abierta finita Gy, 51, - Om

de Q, tal que
ﬁoﬂf)Q:@, @ﬂf)ﬁ;ﬁ@,

1 < j < m, existe una bola abierta B; C R" y un mapeo biyectivo Lipschitz
T; : B; — Bj, tal que B;NRY =T;(8;nQ), 1 <j <m.

Para 1l <j <m,sean o; = 3; N, A; = B; HRJX. Supongamos que g, - -+ d,, es
una particion de la unidad asociada con la cubierta (g, (1, -+ O, es decir para
0 < j < m se tiene ®; € D(f;),

®; >0
y
oo
=0
sobre ().

2. Construccién de una funcién " tal que el soporte sop 1" CC €.
Para cualquier 1 < j < my n > 0 suficientemente pequetia definimos una funciéon
07 sobre Aj;, que depende solo de z, como

sio 0<zy <n/2
(2zy —m) st n/2<ay <,
si n < TN.

0] (zn) =

—3 = O
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Sea .
V1= Do+ (670 T))P
j=1

Entonces la funcién ¢ es Lipschitz y el sop ¢ CC Q.

. Para cualquier n > 0, existe una funcién ¢" € D(2) y una constante positiva Cy

que solo depende de N, tal que para cualquier ¢ € Wol’q/(Q) con 1 < ¢ < 400 se
cumple que -
H(wﬁ - ¢n)90HW017P'(Q) < CN??HQOHW&H’(Q)’ <A2)

donde 1 < p' < ¢ < 4o0.
Prueba: Consideramos a s en R tal que

1 1 1

¢ s p
luego p' < s < +o00. Ahora, para cualquier n > 0 existe una funcién ¥" € D()
tal que
197 = "1y < 1. (A.3)

Entonces para cualquier ¢ € W7 () se tiene que

n_ , 1/p
\\(W—Tﬁ")sollwg,pfm):(H( —Mell?, +ZH 4G W);(m)

: (w1~ i)
< (10" = el + 32 [ 250

+;H<¢n_ 6‘@‘” )), (A4)

+ ﬁ, por la desigualdad de Holder tenemos que

Dado que 1 = S/—p

167 = Dl gy = [ 17 = B |l
Q

< (/!w”—?ﬁ"\”'?j’ dw) (/!solp ’dw>
Q

~

P
/

= [ = "oy Il
P’ P
< [l =7 musou oy (4.5)
De manera analoga para k =1,--- | N
Oy e = Oy ) L)
< ||w77 - 77Z)n||WOIS(Q)||QO||W01,<I'(Q) (A6)
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Jwr - dm 22

LY (Q) < |J" — wnHWOl’S(Q)|"PHW&,q’(Q)- (A.7)

Se sigue de (A.4)-(A.7) que
||(¢17 - 'LET])QOHW&J/(Q) < CN(l + QN)HW - 7vzn||W01’S(Q)||90||V[/017‘1'(Q)7 <A8)
por lo tanto de (A.3) y (A.8) se deduce (A.2).

4. Para cada n > 0 existe una constante positiva C tal que para cualquier ¢ €
Wy? (Q) se satisface

||(]‘ - &n)(pHWOLP'(Q) S Cﬂnl/nH@HWleq'(Q)- (Ag)
Prueba: Ya que
1—2/;’7:1—@0—2(6] oTj)CI)J
j=1

=Y O, —Dy—> (070T;)P;
7=0 7j=1

= Zq)j — (0] o T5)®;,
j=1

= Z o 9;'7 © TJ) (I)w
j=1

tenemos para el lado izquierdo de (A.9) que

0

I35 (1= 070 m osell gy < 0= T2y

Luego es suficiente probar que para toda 1 < 7 < m existe una constante C' > 0
tal que para cualquier p € W7 (Q) se cumple que

(1= 07 0 Tl 1 g < O 1y g (A.10)

Por comodidad, suprimimos el indice j. Para cualquier ¢ € Wol ’q/(Q) se ve que

3(@90)‘
axk

/

Lp

N
(1= 070 )0l 55, < Co (11 = 870 Tl + 3 [0~ 670

k=1

3 || S )

L) (A.11)

o1



Apéndices A

52

Como el mapeo T : « = N — A = BNRY es Lipschitz y biyectivo, cambiando
el orden de las variables de integracion se tiene que

1/p’
(1= 070 T)0ellriy = ( [11= 00T 0ot as)

[0

/v
::(/H—@WM@@oT”P%kUXT”NdQ
A

1/p
< ||detD(T_1)H1L/£(A)</|1 — "7 |(Dp) o T da:)
A

T det DIV 11— o Do) o T
< |/ det D(T7)| 7o () sy [[(@0) o T [ 1o (4)-

Sea A" = {x € A‘O <xy < n}, entonces 07 < 1 en A"y 67 =1 fuera de A". Se
sigue que

11— 67|

Locay < 11| zscam
= |4
S CAnl/sa

ya que |A"| < nradio(B). Por lo tanto se cumple

(1= 0" T)Pp|| 1 () < CrCan'/*[|(Py) o T_1||Lq'(A)
< CTII/SHSOHLq/(Q)a (A.12)

donde C' depende solo de T'y A, ademds por suposicién ||®||p-~ < 1.
Similarmente, para 1 < k < N, se cumple

o(® 0@
R 2l ey e [l
< 0771/8 90‘ ‘Wol’q/(ﬂ) (A.13)

donde C depende solo de T', Ay .

Finalmente, como 6" solo depende de xy, se cumple que

8(9’7 9] T) ( 0" ° T) oT

orn orn %

U . .
en A" ya que % = 0, se anula fuera de A". De nuevo cambiando las variables
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de integracion y aplicando Holder tenemos que

(0" T) (a" oT p’ e
H oxr N (I)SOHL”'(G) - (/‘ Ory dx)

_ <A/ gikﬁgf;)orw@@orl <T_1>'d$>1/pl
’ 1/p
< Ildet D12 | (5-) o ‘1HLw<A></ gf;@’@‘)rlpdx) p
AN
s 00
213 DT |Gy ) T e e 99 2T

Luego de la definicion de 07 se sigue que

00
Hax

|A77|1/s

Loy =

Can''s

J\I\DJ\M

Sea g := (Pp) o T~ en W7 (A), luego por la desigualdad de Poincaré

1911t any <ncZHa [
§77C’ZH ax@)oT*’
nCr ZH e

Entonces para 1 < k < N se cumple que

[l
L7 (A) ox; L>(A)

L (o)

90T s
e e TR ol [
- Cnl/s 32‘? [ (A.14)

donde C solo depende de T'; Ay ®. Entonces (A.11)-(A.14) implican (A.10), con
lo que se termina la prueba.

[]

Teorema A.0.4 (Murat). [13, Teo. 2.8.4] Sean Q C RY un dominio abierto y 1 <
p < 400 tal que ;1) + ]% =1. Sea {f°}.., una sucesion en W'P(Q) que satisface

fe—f débilmente en W'P(Q), cuando ¢ — 0, (A.15)
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y para toda ¢ € D(Q), p >0, se cumple que
<f€,<p> >0, (A.16)
donde < , > denota el par dual entre W=1P y Wol’pl. Entonces para toda q < p

fe—f° fuertemente en W, (Q) (A.17)

cuando € — 0. Si ademds ) es acotado con frontera 0S) Lipschitz tenemos para toda
q <p que
fe—f° fuertemente en W~1(Q), (A.18)

cuando € — 0.

Demostracion. 1. Afirmamos que para cualquier K subconjunto compactamente
contenido en €, K CC (), existe Cy tal que para toda ¢ € D(2) con sopp C K
se cumple para toda € > 0
‘<f€, s0>

Prueba. Sea K CC () fijo, entonces existe una funcion Wy tal que Vg €
D(Q), Ui = 1 sobre Ky Ui > 0 en Q. Entonces para cada ¢ € D(Q2) con
sop ¢ C K se cumple

< Ckllel| L= @)- (A.19)

—llellre@ Vi (z) < o(x) < [lpllre@ V()  en Q.
Luego

0 <[lellr=@Vk(z) +¢(z) en

0 < |||l Vi (z) —p(x) en Q.

Entonces por hipotesis

(£ 19l Uk — 0) > 0 (A.20)
<f£aH90HL°°(Q)\IjK+90> > 0. (A.21)
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Como {f<}_., es débilmente convergente en W~1P(Q2), en particular es acotada
en W=12(Q) y por lo tanto

. —(f°, o) <0
‘<f 9”>‘ - { AR N
-~ { <f57 P+ ||€0HL°°(Q ‘I’K> + < H80||L°°(Q)‘I’K> si (f%,¢) <0
(e el Wi )+ (f \|90HL°°(Q)‘I’K> si (f,¢) 20
< { - éfa v+ el e@ W) + [l ) (5, ) si (f%,¢) <0
- 5=+ el @k ) + [l (F5, k) st (f5,0) 20
(A.20), (A.21)

< ol o) (7, Vi)
< Ckllellz=@

2. Supongamos que ¥ € D(2) y Q' C Q es un dominio acotado tal que sop ¥ C €. Si
Q2 es acotado elegimos €' = €. De (A.19) vemos que para toda ¢ € D(), ¢ > 0,

se cumple
‘<‘I’f€,<p>‘ = ‘<fi‘lfs0>‘

(A.19)
< Ckl|Yollr=(@
= M[]|z=(9), (A.22)

donde K = sop y M no depende de ¢. Luego ¥ [f¢ es acotada en W—1P(Q) y
por lo tanto para toda ¢ € D(2)

(W= 1) = (= 1. 00)
(A15)
Se sigue que

e — wfo débilmente en W™1P(Q2), cuando ¢ — 0. (A.23)

Recordamos que Cy(€?') es un espacio de Banach con la norma ||- || Lo (v, entonces
por (A.22)

Uf® esacotada en (CO(Q’))I (A.24)
3. Por el Teorema de Rellich-Kondrachov [1, pag. 167], para r > N la inyeccién
Wy () = Co(€Y)
es compacta. Entonces por el Principio de dualidad [15, Teo. 4.19] la inyeccién

(Co@)) = We ()
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es compacta para 1 <7’ = ﬁ < Nfl Luego por (A.24) se sigue, tomando una
subsucesion, que para 1 <1’ < % se cumple que
Pfe— f° fuertemente en Wy M () (A.25)

cuando € — 0.

. Por el Teorema de interpolacién [1, pag. 27| tenemos que para 0 < § < 1,1 <

Po; P1 < +00, 5 = 110;09 + p% se cumple que

<W1:p0 (RY), Wt (RN)> = W H(RY).

0,9
Luego si p € WLro(RN) 0 W =1P1(RY), entonces p € W H(RY) y
[l llw-ra@yy < Ol vm o |10l [yt vy (A.26)

Sean pg = p, p1 =1, 1 < r < 5= vy ponemos V¥ f° = 0 fuera de ©2'. Entonces
para toda 1 < ¢ < p, (A 26) 1mphca que

19— @ lw-ra@y < OF = @I um@m 1FC = LG gy

Se sigue por (A.23) y (A.25) que (A.17) se satisface.

. Para n > 0 suficientemente pequenia sea 1" € D(Q) la funcién obtenida en el

Lema anterior. Luego para toda ¢ € D(2) se cumple que

'<<1 - w>f€~0>\ - \<f H{- W>1
< 1 llw-ro@ (1 = 4"l a0 o
< nllF Nw-rr@llllyra o
para ¢' > p', luego
(X = ") fllw-ra@) < nllffllw-109)

Para 7 fijo, de (A.17), se cumple para toda p > g que

0" f5 =" fOllw-ragqy < ClU"lwrso@l1f = fOllw-ra)

— 0,
cuando € — 0, donde €' = sop". Por lo tanto para toda p > ¢

PN fE — 10 fuertemente en W H(Q)
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cuando € — 0. Luego para toda g < p

152 = £Olwragey < 5 = 07 sy + 11 = 97 2 = (L= 6 f [0

< 1% = 0" llw-ra@) + all S lw-ro@) + 0l w10

— 0

cuando € — 0 y 7 — 0. Se sigue que para toda g < p
[F—= fo fuertemente en W*LQ(Q)

cuando ¢ — 0.
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Medidas de Radon

Definicién B.0.5. Una sucesion {u,} en el espacio de las medidas de Radén, M(Ry,),
sobre Ry, es débil* convergente a u € M(Ry), denotado por

fn = en  M(Ry), (B.1)

si para toda f € Cy(Ry) se cumple que

cuando n — oo.

Teorema B.0.6 (Portmanteu). Sea {fin},cy una sucesion medidas de probabilidad

sobre Ry, y i una medida de probabilidad sobre Ry, tal que i, — p. Entonces se cumple
que

(F),  para todo cerrado F C Ry y
(F),  para todo abierto F' C Ry.

Demostracion. 1. Sea F un conjunto cerrado en Ry,. Introducimos la funcién fi(x) :=
hi(d(x, F)), donde hy, : [0, 00) — [0, 1] estd dada por

1 siy=20
he(y) =4 1—ky si0<y<g
0 siy>0

Como hy, es uniformemente continua en R y la funcién distancia es uniformemente
continua en Ry, tenemos que fj es uniformemente continua en R, para toda

ke N.
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2. Para cada k € N el conjunto Fj, = {:U € R |d(z,F) < %} es cerrado, y se cumple
Xr < fr < Xr,, por lo tanto

lim sup 4, (F') = lim / XF djin

— [ Judn

< u(Fy),

para toda k en N. Luego como Fj > Fj 1, Nk =1 = F' y u es una médida de
probabilidad entonces, cuando k — oo se tiene que

lim sup o, (F) = p(F).
Tomando complementos obtenemos la segunda desigualdad.

]

Teorema B.0.7 (Prohorov). Sea {jin}, oy una sucesion de medidas de probabilidad
sobre Ry, que satisface que para cada € > 0 existe un conjunto compacto K tal que

sup pn, (K) <e.

Entonces {in},cy tiene una subsucesion débil* convergente.

Demostracion. Sea @ = (Q x Q) N Ry, luego @ es denso y numerable en Rj, sea
{@k}pen 1na enumeracién de Q. Como todas las 1, son medidas de probabilidad, la
sucesion {F,(q1)} donde

Fn(mhx?) = Mn((oaxl] X (0,1‘2]), (B'3)

es acotada. Luego esta admite una subsucesién convergente, denotamos sus indices
como N4, k € N. La sucesion {Fn1 k(cjg)}k N tambien es acotada, por lo que podemos
’ ’ <

neN?

extraer una subsucesiéon convergente, denotamos sus indices por ngy, & € N, se sigue
que la sucesiéon {Fn2 k,(cjg)}keN converge cuando k — oo. Repitiendo este procedimiento

para cada elemento de @, llegamos a una sucesion de sucesiones crecientes de enteros
nik, K € N,i € N, con la propiedad de que n;414, & € N es una subsucesion de
nik, k € Ny que F,,, (q;) converge para cada j < i.

Por lo tanto la sucesién diagonal my, = ny x, es una subsucesion de cada n;;, k € N, ¢ €
N. Entonces definimos una funcién F : Q — [0, 1] como sigue

F(g) = lim Fy,, (q).
Como cada F), es no-decreciente, F' es no-decreciente y la funcién

F(z)=  inf  F(g),
_ 9=(p1,p2)
q€Q, T1<p1,72<p2
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es no-decreciente, por construccién continua por la derecha y con valores en [0, 1]. Sea
e > 0. Por hipétesis existen my, ms, ny y ng tales que

Fn<([n1,m1] X [ng,mz])c> <e

para toda n simultaneamente. Por lo tanto
Fo(xy,20) <¢ si T <ng Yy To<ng

y
Fo(xy,29) > 1—¢ si Ty >myy Tg > mo;

luego tenemos lo mismo para I y finalmente

F(z1,29) <e si Ty <np y To<no (B.4)

F(ry,20) >1—¢  si a1 2>2my y 22> ms.

Yaque 0 < F' < 1, F es continua por la derecha y no-decreciente, la propiedad (B.4) dice
que F' es una funciéon de distribucion, correspondiente a una medida de probabilidad p
sobre Ry. Finalmente, supongamos que Z es tal que F'(z~) = F(z). Luego para € > 0,
existen ¥ = (y1,y2) v Z = (21, 22) en @ tales que y; < 21, Y2 < 22 ¥

F(z)—e<G(y) < F(z) <G(Zz) < F(z)+e.
Por lo tanto para k suficientemente grande
F(z) —2e < F,,(y) < F, (%) < F, (2) < F(x) + 2. (B.5)
Las desigualdades en (B.5) dan que
F(z) — 2 < F(y)

< li]?liogf F,, ()

< liglj)ljp F,. (%)

< F(2)

< F(Z) + 2,

Luego klim F,.(z) = F(z). Entonces u,, converge débil-* a p por el Teorema 18.4
de [6]. O

Para mas detalles veanse [6, Capitulo 18], [3, Capitulo 1] y [5, Capitulo 1].
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Espacio H 1/2

Sea f : R — R una funcién periddica con periodo uno. Su expansion en serie de Fourier
es

i f(kf)eQﬂikx.

k=—0oc0

Recordamos (ver por ejemplo [14] y [4]) que para algin ndmero real s > 0, decimos que
fe H?®si

0o A 1/2
[ f e = < > 1+ |27Tk!2)3|f(/€)!2> < 0. (C.1)

k=—o00

Dado que las funciones que nos interesan se encuentran en H', el espacio H'/? es
importante ya que es aqui en donde se encuentra la traza de las funciones de H' (ver
por ejemplo [14] y [4]. De hecho estaremos enfocados a las clases de funciones en el
espacio

H'2/R:={f+R|feH}

Ademas tenemos que la siguiente funcion

0 1/2
171l = (k_Z !kl\f(k)l2> (C.2)

es una norma para H'/2/R. También se cumple que

min //u —I—u dy dx = 27THfH1/2. (C.3)

u=f en =0

u(z,0)=u(x,1)—
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Para comprobarlo observemos que el minimizador tiene que satisfacer que Au = 0y
como u es y—periddica, podemos expresar a u como

u(z,y) = Y ge(x)e*™™ (C.4)
k=—0c0
w(0,y) = > gr(0)e™
k=—o00
= f(y) (C.5)
Luego tenemos que
0=A2u(z,y) = Y (gr)aac”™™ + (2mik)*gpe®™*
k=—00
= Z ((gk)m — (27rk)29k> e2miky (C.6)
k=—0o0

Entonces por (C.5) y (C.6) se cumple

{(gk)m_(Qﬂk)ng = q
9x(0) = f(k).

Por lo tanto
G = 627r\k\xf(k>

Se sigue que

0 1 0 1
//ui+u§dydx: //|Du\2dydx
—o0 0 —oo 0

k=—o00

_ 3 [ 2 @k i) da

o0 R 0
- 2|f(k)\27r\k:\Lm4w|k\e4ﬂ|k|xdx

k=—00
)

=2 > |K[[f (k)

k=—o0
2

1/2°

= 2n|/]

Por otra parte sabemos que el mapeo de u +— u|,—o de H'(Ry) a H'/?(0,1) es lineal y
continuo. Luego si tomamos {u;} una sucesién en H'(Ry) tal que

Up — U (C.7)
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tenemos que

Ug|le=0 — U|p=0 en H1/2(0, 1).

Finalmente recordamos la desigualdad de interpolacion

f/

L2’

112 < 5],

que se cumple por la desigualdad de Cauchy, es decir

1A= 2 IKIf(R)?

k=—o00

< 5> |2wk|2|f<k>r2)l/2( S 1P

k=—o0 k=—o0

Parseval 1

/
27Tf

f

L2 L2’

)1/2
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