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CENTRO DE RADIOASTRONOḾIA Y ASTROFÍSICA
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6. Discusíon y conclusiones 145

A. Tensores 150

A.0.6. Adición y sustracción de tensores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152

A.0.7. Convención para la suma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152

A.0.8. Simetrı́a y antisimetrı́a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

B. Conceptos de relatividad general 154

C. Partı́cula libre en un campo gravitacional 159

D. Conceptos de termodińamica 163
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√

3. . . . . . . . 78

4.5. Gráfica comparativa entre el potencial de Schwarzschild y el propuesto por
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5.28. Gráfica que esquematiza la variación de las frecuencias del modo fundamen-

tal con respecto al factor de llenadof usando el potencial de Artemovaet al.
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y la frecuenciaκr de oscilación del modo fundamental medido a través de la
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disco o densidad máxima y la frecuenciaκr de oscilación del modo funda-

mental medido a través de la variación de la densidad máxima. . . . . . . . . 126
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Abstract

It presents simulations of toroidal structures rotating around a black hole from a pseudo-

Newtonian frame, we neglected self-gravity of tori, and those with axisymmetric symmetry.

Thick discs (r ∼ h) and thin discs (r ≪ h) have been considered, they are constructed with

different rotation laws as well as with different gravitational potentials that will simulate

the effects of strong gravity produced by the central mass. The gravitational potentials used

are: Artemovaet al., Paczyński-Wiita, and Newton. Angular momentum distributions used

in this project are: (i) constant angular momentum, (ii) power law in radius, (iii) and those

distributions given by Qianet al. (2009), which provide more general distributions on radio

and polar angle.

After setting the initial conditions, we generate the fluid elements which will simulate the

torus with the Monte Carlo method for generating the random numbers, this method allows us

to create a distribution ofN particles with a toroidal profile in the planer,z. The particles that

fall into this profile correspond to the elements of the fluid of the simulation. These elements

are dynamically relaxed with a damping term introduced in the equations of motion in order

to get the equilibrium of the distribution (as close as possible).

To obtain the strongest response in the radial oscillations, it applied a periodic perturba-

tion in the radial direction. This perturbative force generates radial oscillations, which can be

analyzed by Fourier analysis by extracting the main frequencies in the accretion disc.

In these simulations, it focused on purely dynamic oscillations in the disc. It kept the

entropy and the internal energy of gas constants, hence the politropic equation of the gas is

not altered. The codes used calculate different hydrodynamic variables of the system, such as

the maximum density (the density of the system atr = r0) and the total energy as functions

of time. These data are analyzed by applying the Fourier transform in order to observe the

behavior of the spectrum, and to measure the frequency of the accretion disc.
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Resumen

Se presentan simulaciones de estructuras toroidales rotando alrededor de un agujero negro

desde un enfoque pseudo-newtoniano, despreciando la auto gravedad de los discos de acre-

ción, y estos con simetrı́a rotacional. Se han considerado discos gruesos (r ∼ h) y delgados

(r ≪ h) construidos con distintas leyes de rotación, ası́ como con distintos potenciales gravi-

tacionales que simularan los efectos de la fuerte gravedad producidos por la masa central. Los

potenciales gravitacionales usados son los de Artemovaet al., Paczyński-Wiita, y Newton.

Las distribuciones de momento angular usadas en este proyecto son: (i) momento angular

constante, (ii) ley de potencias en el radio, y (iii) aquellas dadas por Qianet al. (2009), que

contemplan distribuciones más generales en radio y ángulo polar.

Una vez fijadas las condiciones iniciales, generamos los elementos del fluido que simu-

larán al toro con el método de Monte Carlo para generar los numeros aleatorios, esto nos

permite crear una distribución deN partı́culas con un perfil toroidal en el planor,z. Las

partı́culas que caen dentro de este perfil toroidal corresponden a los elementos del fluido de

la simulación. Estos elementos son relajados dinámicamente con un término de amortigua-

miento introducido en las ecuaciones de movimiento con el objeto de obtener el equilibrio

(lo más cercano posible) de la distribución.

Para poder obtener la respuesta más fuerte en las oscilaciones radiales, se procedió a apli-

car una perturbación periódica en la dirección radial. Esta fuerza perturbativa induce oscila-

ciones radiales, las cuales pueden ser analizadas mediante el análisis de Fourier extrayendo

las frecuencias principales de cada disco de acreción.

En estas simulaciones nos enfocamos en las oscilaciones puramente dinámicas del disco,

manteniendo a la entropı́a y a la energı́a interna del gas constantes, por lo que no se altera la

ecuación politrópica del gas. El código utilizado calcula distintas variable hidrodinámicas del

sistema, como son la densidad máxima y la energı́a total como funciones del tiempo. Estos

datos son analizados aplicandoles la transformada de Fourier para observar el comportamien-

to del espectro de frecuencias y saber a qué frecuencia oscila el disco de acreción.
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Caṕıtulo 1

Introducci ón

Desde el descubrimiento de los rayos X en fuentes fuera del Sistema Solar en 1962 (Giac-

coni et al.1962), el fenómeno de acreción en objetos compactos en la Galaxia han ofrecido

perspectivas únicas dentro de la astrofı́sica de las etapas finales de la evolución estelar y de

la fı́sica de la materia en condiciones fı́sicamente extremas. Desde este descubrimiento, un

nuevo fenómeno fue detectado, las pulsaciones periódicas en la curva de luz de rayos X en

las estrellas de neutrones (Giacconiet al. 1971). Las masas de los objetos compactos fue-

ron medidas en varios sistemas, proporcionando la evidencia más fuerte para la existencia de

agujeros negros en el universo (McClintock y Remillard 1986).

El proceso de acreción ocurre cuando gas o materia cae (se acreta) hacia un objeto gravita-

cional compacto y se acumula sobre el mismo. Esto sucede sobre cualquier objeto gravitacio-

nal, sin embargo el proceso de acreción es mucho más eficiente cuando el objeto gravitacional

central posée una gran energı́a de amarre (∝ M2/R), es decir, cuando éste es más compacto

(∝ M/R).

Para entender de manera simple el mecanismo mediante el cual se extrae energı́a debi-

da a los procesos de acreción, consideremos el siguiente ejemplo. Suponiendo que se tiene

acreción de materia hacia una estrella de masaM∗ y radioR∗, si la materia acreta libremente

sobre la superficie de la estrella desde infinito, entonces la energı́a cinética que adquiere la

materia se incrementa a medida que su energı́a potencial se vuelve más negativa, es decir,

cuando la distancia al centro de la estrella disminuye. En el caso de que un protón con masa

mp cae libremente desde infinito, la energı́a cinética está dada por

1
2

mpυ2 =
GM∗mp

r
, (1.1)

en donder es la coordenada radial medida desde el centro de la estrella yυ es la velocidad

de caı́da libre. Cuando el gas que cae alcanza el radio de la estrellar = R∗ entonces es

14
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desacelerado violentamente, ya que la partı́cula choca con la superficie de la estrella. De

esta manera toda la energı́a cinética tiene que ser emitida en forma de radiación (que llega a

ser hasta radiación de rayos-X en el caso de acreción de gas sobre estrellas de neutrones o

agujeros negros).

Si la tasa de acrecíon (razón de cambio de la masa por unidad de tiempo que es acretada

hacia el objeto central) está dada por ˙m, entonces la tasa de disipación de energı́a cinética en

la superficie de la estrella está dada por ˙mυ2/2. De esta manera, la luminosidad de la fuente

Lacc está dada por

Lacc=
1
2

ṁυ2 =
GM∗ṁ

R∗
=

1
2

ṁc2
(rg

R

)

(1.2)

en donderg = 2GM∗/c2 es elradio de Schwarzschild1 y c es la velocidad de la luz en el

vacı́o. De la ecuación anterior se sigue que la luminosidad puede escribirse como

L = ξ ṁc2, (1.3)

en dondeξ es elfactor de eficienciade conversión de energı́a en reposo (de la masa acretada

hacia la estrella) en radiación. Con el simple análisis expuesto anteriormente, obtenemos que

ξ ≈ rg/2R∗. En otras palabras, el factor de eficiencia de conversión de energı́a es mayor

para objetos de menor radio como las estrellas de neutrones. En el caso de enanas blancas

(M∗ ∼ M⊙ y R∗ ∼ 109 cm) ξ ≈ 3×10−4 y en el caso de estrellas de neutrones (M∗ ∼ M⊙
y R∗ ∼ 105 cm) ξ ≈ 0.1. Para dar una idea de lo grande que es este factor de conversión de

energı́a, considere el caso de la reacción nuclear p-p en donde se convierte hidrógeno a helio.

En este casoξ ≈ 7×10−3. De aquı́ se ve que el fenómeno de acreción hacia una estrella de

neutrones es aproximadamente un orden de magnitud más eficiente en comparación con la

generación de energı́a nuclear. Para el caso de un agujero negro,R∗ = rg, entoncesξ ≈ 0.5

que es un factor de conversión aún más grande que el estimado para el caso de una estrella

de neutrones.

Breve descripcíon de un agujero negro

En astrofı́sica, un agujero negro está descrito por la relatividad general mediante dos

números, su masaM y su momento angular especı́fico o espı́na = J/cM, dondeJ es el

momento angular del agujero negro yc es la velocidad de la luz. El valor del espı́n es con-

venientemente expresado en términos de un parámetro adimensional2, a∗ = a/rg. El valor de

1Es la frontera a la cual un agujero negro ya no se comunica con el universo exterior.
2El parámetro,a∗, es adimensional cuando se mide arg y a en unidades deM, es decir, cuando las unidades

son geometrizadas.
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a∗ puede estar entre 0, para un agujero negro de Schwarzschild, y 1 para un agujero de Kerr

rotando maximamente. Una propiedad del agujero negro es su horizonte de eventos, la su-

perficie no material que lı́mita a la región interior del espacio tiempo de éste con el universo

exterior, es decir, es el punto donde se pierde la comunicación con el universo exterior. El ho-

rizonte de eventos, la existencia de una órbita circular marginalmente estable (ISCO3), y otras

caracterı́sticas que serán discutidas más adelante (véase el capı́tulo 4) son propiedades que

describen a un agujero negro. El radio del horizonte de eventos de un agujero negro de Sch-

warzschild (a∗ = 0) esrS= rg = 30 Km(M/10M⊙), la ISCO está ubicada enrISCO= 3rg , y la

frecuencia órbital máxima correspondiente esνISCO= 220 Hz(M/10M⊙)−1. Para un agujero

negro de Kerr extremo (a∗ = 1), los radios del horizonte de eventos y de la ISCO son idénti-

cos,rK = rISCO= rg/2, y la frecuencia orbital máxima esνISCO= 1615 Hz(M/10M⊙)−1.

Espectro emitido

Se puede estimar el orden de magnitud de la energı́a emitida por la acreción hacia un

objeto compacto. El espectro continuo de la radiación emitida por una temperaturaTrad de-

finida como la energı́a de un fotón,hν, es del orden dekTrad, entonces,Trad = hν/k, donde

h = 6.6261×10−34 J· s y k = 1.3806×10−23 J K−1 son las constantes de Planck y Boltz-

mann, respectivamente. Para una luminosidad de acreciónLacc de una fuente de radioR∗, se

define la temperatura de cuerpo negroTbb como la temperatura de la fuente que tendrı́a si

radiara como cuerpo negro:

Tbb =

(

Lacc

4πR2∗σ

)1/4

, (1.4)

dondeσ = 5.67×10−8 W m−2 K−4 es la constante de Stefan-Boltzmann. Finalmente, se de-

fine aTth como la temperatura a la que estarı́a la materia acretada si toda su energı́a potencial

(gravitacional) fuera convertida en energı́a térmica. Para un par protón-electrón acretados,

la energı́a potencial liberada esGM∗(mp + me)/R∗ ⋍ GM∗mp/R∗ y la energı́a térmica es

2× 3
2kT; entonces

Tth =
GM∗mp

3kR∗
. (1.5)

Se espera que la temperatura de radiación esté entre la temperatura térmica y la de cuer-

po negro, puesto que el sistema no puede radiar menos que un cuerpo negro ni más que si

convirtiera en energı́a térmica toda la energı́a de la materia acretada, entonces

Tbb . Trad . Tth. (1.6)

3Innermost stable circular orbit.
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Note que esta estimación supone que el material se puede caracterizar por una sóla tempe-

ratura. Ahora se puede estimar el rango espectral para distintos casos. Para una estrella de

neutrones de una masa solar, el lı́mite superior (1.5) daTth ⋍ 5.5×1011 K, o, en términos de

energı́a,kTth ⋍ 50 MeV. Para el lı́mite inferior,Tbb, se necesita tener una idea de la lumino-

sidad de acreción; se puede tomar un valor tı́pico de∼ 1036 erg s−1 paraξ ⋍ 0.1 y una tasa

de acreción de 1016 gr s−1, con lo queTbb ⋍ 107 K o kTbb ⋍ 1 KeV, y entonces se espera que

las energı́as de los fotones emitidos como resultado de acretar hacia una estrella de neutrones

estén en el invertalo

1 KeV . hν . 50 MeV.

Para un agujero negro se obtiene un resultado similar (1 KeV. hν . 150 MeV). Entonces

se puede esperar que los sistemas más luminosos sean los que acretan masa hacia una estrella

de neutrones o un agujero negro, que van desde los rayos X medios hasta los duros y posi-

blemente como fuentes de rayosγ. Observacionalmente, estas fuentes fueron descubirtas por

el primer satélite de rayos X4.

Es posible realizar el mismo cálculo para una enana blanca tomando queLacc∼1036 erg s−1,

M = M⊙ y R∗ = 5×108 cm, entonces

6 eV. hν . 100 KeV.

Consecuentemente, la acreción hacia una enana blanca deberá ser una fuente visible en el

óptico, ultravioleta y posiblemente en rayos X.

Rayos X en sistemas binarios

Sı́ un objeto compacto en un sistema binario está acretando materia durante un periodo

duradero o no depende del modo en que le es transferida la materia. Es posible encontrar

la relación entre la masa del objeto compacto y la de la estrella compañera, al igual que

su separación orbital. Por ejemplo, en el caso de una estrella de neutrones (con una masa

∼ 1.4-2.0M⊙), la transferencia de masa es estable en el punto lagrangiano interno cuando

la compañera llena su lóbulo de Roche5 y tiene una masa más pequeña que la estrella de

neutrones. En dichos sistemas la masa es llevada por pérdida de momento angular debida a

la radiación gravitacional (para pequeñas masas y separaciones orbitales) o por la evolución

de la estrella compañera. Estas fuentes son significativamente más brillantes en rayos X que

en el óptico. Sistemas binarios de agujeros negros o estrellas de neutrones con compañeras

4En 1970 la NASA lanzó el primer satélite que captaba imagenes en rayos X y su nombre fue Uhuru.
5El punto interno de Lagrange y el lóbulo de Roche serán definidos más adelante en esta misma sección.
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Figura 1.1: Dos posibles modos de transferencia de masa en binarias de rayos X. En la figura de arriba
se observa que la primaria se encuentra dentro del lóbulo de Roche pero pierde masa por
medio de vientos estelares. En la figura de abajo la primaria se ha expandido, y comienza
a llenar su lóbulo de Roche. Figura tomada de [70].
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de baja masa son llamadas binarias de rayos X de baja masa (LMXBs6).

Un objeto compacto puede también acretar materia de su estrella compañera sin haber

llenado su lóbulo de Roche, puede ser que la estrella primaria esté perdiendo masa en forma

de vientos estelares. Para que este proceso ocurra, la estrella compañera tiene que ser masi-

va (≥ 10 M⊙), para que ésta pueda producir un viento fuerte. Estos sistemas son llamados

binarias de rayos X de alta masa (HMXBs7).

Por lo anterior, podemos decir que los procesos de transferencia de masa de la primaria

al objeto compacto toman dos diferentes caminos: por el lóbulo de Roche o por un viento es-

telar (véase la figura 1.1). En el caso del lóbulo de Roche, el material fluye lentamente sobre

un punto silla del potencial gravitacional entre las dos estrellas y rápidamente es capturado

por el objeto compacto. A este punto silla también se le llama punto interno de Lagrange

L1(véase la figura 1.2). A esta equipotencial comunmente se le llama lóbulo de Roche. En

este escenario, el plasma capturado tendrá suficiente momento angular para poder formar un

disco de acreción alrededor del objeto compacto. Para el caso de acreción por medio de un

viento estelar, una pequeña parte del plasma expulsado de la primaria es gravitacionalmente

capturado por el objeto compacto. El gas capturado tiene algo de momento angular con res-

pecto al objeto compacto, pero no lo suficiente para formar un disco de acreción. En este caso

la acreción es más o menosesf́ericao acrecíon de Bondi(véase el capı́tulo 3).

Acreción sobre objetos compactos en binarias de rayos X

Uno de los principales motivos para estudiar binarias de rayos X es que la acreción hacia

agujeros negros y estrellas de neutrones nos suministra una única ventana de la fı́sica en

gravedad fuerte y materia densa. En la figura 1.3 se esquematiza a los 20 agujeros negros

en la Galaxia como fuentes de rayos X. Su diversidad es evidente: hay sistemas de periodos

largos conteniendo a supergigantes calientes y frı́as, y varios sistemas compactos conteniendo

estrellas K8 como secundarias.

La binaria de rayos X se forma cuando cualquiera de los dos procesos mencionados an-

teriormente sucede (llenado del lóbulo de Roche o vientos estelares). En ambos casos, el

destino de la masa transferida depende de la cantidad de momento angular que posée el gas,

del proceso fı́sico por el cual pierde momento angular, y, lo más importante, el proceso de

radiación por el cual se enfria.

A inicios de los años 1970’s y durante las dos décadas subsecuentes, muchos de los mo-

delos de flujos de acreción sobre estrellas de neutrones y agujeros negros estuvieron basados

6Low-mass X-ray binaries.
7High-mass X-ray binaries.
8Una estrella K, es una estrella naranja-amarilla, con temperatura superficial de 4000 K. Espectro dominado

por lı́neas de metales. Lı́neas de HI insignificantes. CaI 422.7 nm claramente visible.
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Figura 1.2: Equipotenciales deφgc = cteutilizando la gravitación Newtoniana + el potencial centrı́fu-
go en el plano orbital de la estrella binaria para órbita circular. La equipotencial más in-
terna en la figura es el lóbulo de Roche para cada estrella. El potencialφgc tiene puntos
localmente estacionarios (∇φgc = 0), llamadospuntos de Lagrange, ubicados enL j . Para
el caso mostrado aquı́, la proporción de masa esq = M/m= 10, dondeM es la masa del
estrella primaria ym la masa de la estrella compacta.
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Figura 1.3: Figura que esquematiza diferentes agujeros negros con sus discos de acreción y sus com-
pañeras en la Galaxia. La distancia entre el Sol y Mercurio (0.4 AU) es mostrada en la
parte superior de la figura. Figura proporcionada por J. Orosz.
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en dos suposiciones restrictivas. Primero, se supuso que losflujos de acreción transportaban

momento angular con tasas altas a través de un proceso no especificado, tı́picamente pro-

porcional a la presión (Shakura y Sunyaev 1973; a estas soluciones también se les llaman

discosα, nombrados por la constante de proporcionalidad usada). Segundo, se supuso que

los procesos de radiación eran muy eficientes, por lo que los resultados de flujo de acreción

fueron relativamente frı́os, y con forma de discos de acreción delgados. Los cálculos realiza-

dos con la primera de las suposiciones anteriores mostraron la ineficiencia de la viscosidad

microscópica para explicar las altas tasas de acreción de masa en las fuentes observadas. La

segunda suposición, por otro lado, fue relajada en varios estudios pero los resultados obteni-

dos fueron inestables, aunque existen casos en los que es posible remover la inestabilidad, por

ejemplo usando el mecanismo de enfriamiento de emisión de cuerpo negro para un plasma

ópticamente grueso (Piranet al.1978).

Durante la década pasada, los modelos téoricos de flujos de acreción sobre objetos com-

pactos llegaron a ser más sofisticados y diversos a causa de dos desarrollos importantes. El

primero fue la identificación de la inestabilidad magnetohidrodinámica en flujos rotando di-

ferencialmente [la inestabilidad magneto-rotacional; Balbus y Hawley (1991) y (1998)], que

permite sembrar un campo magnético infinitesimal en el flujo para obtener un mejoramiento

de las simulaciones. Esto fue demostrado para obtener una turbulencia magnetohidrodinámi-

ca completamente desarrollada y proporcionar un mecanismo eficiente de transporte de mo-

mento angular. El segundo desarrollo fue el descubrimiento de un flujo de acreción estable

pero ineficente. En esta solución, los electrones y los iones tienen temperaturas diferentes y

altas, el disco de acreción es geométricamente grueso, y mucha de su energı́a potencial no es

radiada fuera del disco sino que es advectada hacia el objeto compacto; estas soluciones son

llamadas flujos de acreción dominados por advección (ADAFs9).

El ingrediente final en los modelos de flujos de acreción sobre objetos compactos fue la

interacción de los flujos con el objeto mismo. Esta es la región en el flujo de acreción donde

mucha de la radiación de alta energı́a es producida y por lo tanto es elegida como prueba de

las observaciones de los telescopios de rayos X y rayosγ. La interacción depende del tipo de

objeto compacto, agujero negro o estrella de neutrones, y para esta última, sı́ la estrella de

neutrones es fuertemente o débilmente magnética.

Las observaciones de binarias de rayos X muestran una variabilidad considerable sobre

una amplia gama de escalas de tiempo en todas las longitudes de onda, pero es mayor en rayos

X. La rápida variación de los flujos de acreción internos es estocástica, y más eficientemente

detallada usando técnicas estadı́sticas. El análisis de Fourier es una herramienta muy útil, y

la única que usamos en este trabajo en forma importante.

9Advection-dominated accretion flows
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Análisis de Fourier

El espectro de potencia de Fourier10 de la serie de tiempo11 del flujo de rayos X propor-

ciona una estimación de la variación de la energı́a como función de la frecuencia de Fourier,

ν, en términos de ladensidad de potencia Pν(ν) (transformada de Fourier). Las estructu-

ras extensas en el espectro son llamadasruido. El ruido en el espectro de potencia se puede

aproximar por una ley de potenciaPν ∝ ν−α . El ı́ndice en la ley de potencia ( de pendiente

logarı́tmica)α está tı́picamente entre 0 y 2. El ruido 1/ν 12 tieneα = 1, y el ruido blanco13

es constante (α = 0). El ruido rojo es un término usado para cualquier tipo de ruido que de-

crezcaPν conν con potenciasα ≥ 2. Por otro lado, también es posible observar picos en un

espectro de potencias. Una oscilación cuasi periódica (QPO14) es un pico de amplitud finita

en el espectro de potencias.

Las oscilaciones cuasi periódicas en binarias de rayos X son importantes para el estudio

de acreción sobre agujeros negros. Estas están asociadas con estados no térmicos del dis-

co. Las QPOs juegan un importante papel en varias areas de la ciencia, como examinar las

regiones de campo fuerte y la definición de los procesos fı́sicos que distinguen los estados

responsables de los rayos X. Siguiendo la literatura, se divide a las QPOs en dos grupos: (i)

baja frecuencia, y (ii) alta frecuencia. Las oscilaciones cuasi periódicas de baja frecuencia

(LFQPOs15) corresponden a un intervalo de 0.1-30 Hz. Estas oscilaciones han sido detecta-

das en una o más ocasiones para 14 de los 18 agujeros negros considerados en la Tabla 4.2 de

McClintock y Remillard (2006). Las oscilaciones cuasi periódicas de alta frecuencia (HFQ-

POs16) corresponden a un intervalo de 40-450 Hz. Estas han sido detectadas en cuatro fuentes

de la Tabla 4.2 de McClintock y Remillard (2006). En la figura 1.4 se muestra la QPO 300

Hz detectada con flujo en rayos X para el sistema GROJ1655-40 que contiene un candidato

a agujero negro (figura 1.3). Esta fue detectada por Remillardet al. (1999). Más tarde fue

detectada la QPO 450 Hz por Strohmayeret al.(2001). Abramowicz y Kluźniak (2001), des-

cubrieron que la QPO 450 Hz guarda una proporcion 3:2 con la ya antes conocida QPO 300

Hz en la misma fuente. Si el origen de las HFQPO en sistemas que contienen un candidato

a agujero negro es una resonancia entre los movimientos orbital y epicı́clico de la materia

10El espectro de potencia de Fourier es una función real positiva de una variable real de frecuencia asociada
a un proceso estocástico, o a una función determinista en el tiempo.

11Una serie de tiempo es una secuencia de puntos de datos medidos en momentos sucesivos espaciados a
intervalos de tiempo uniforme.

12El ruido rosa o ruido 1/ν es una señal en donde la potencia de densidad espectral es inversamente propo-
cional a la frecuencia.

13El ruido blanco es una señal estocástica que se caracteriza porque sus valores de señal en dos instantes de
tiempo diferentes no guardan correlación estadı́stica.

14Quasi-periodic oscillations
15Low frequency quasi-periodic oscillations.
16High frequency quasi-periodic oscillations.
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en acreción, ellos sugieren que el momento angular del agujero negro puede ser determinado

conociendo su masa. Ellos encontraron que el momento angular (sin dimensiones) está en el

intervalo 0.2 < a∗ < 0.67 si la masa está en el invertalo (correspondiente) 5.5−7.9M⊙.

Figura 1.4: Espectro de frecuencias calculado de dos observaciones con las que fueron detectadas
la QPO 450 Hz reportada por Strohmayeret al. 2001 y la QPO 300 Hz reportada por
Remillardet al.1999.

Para poder realizar el análisis de Fourier es necesario contar con una serie de tiempo,

que nos de información del disco de acreción, esta puede ser la energı́a total del sistema o

cualquier otra variable dependiente del tiempo. Series de tiempo sintéticas, es decir, obtenidas

de simulaciones pueden reproducir propiedades del sistema. Para el presente trabajo, se usa
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la transformada de Fourier para encontrar la frecuencia natural a la que oscilan los discos de

acreción construidos con las condiciones que serán expuestas más adelante.

Colapso Gravitacional

Se sabe que las enanas blancas y las estrellas de neutrones tienen una masa máxima

posible17. ¿Qué pasa cuando esa masa es excedida? ¿Cuál es el destino de el núcleo de una

estrella masiva colapsando, si la masa de su núcleo es tan grande que forma una estrella de

neutrones? La respuesta, de acuerdo a la relatividad general, es que nada puede detener el

colapso. Como el colapso continúa, el campo gravitacional cerca del objeto se vuelve cada

vez más fuerte, entonces nada puede escapar del objeto al espacio, ni siquiera la luz, entonces

decimos que un agujero negro ha nacido.

Un agujero negro está definido como una región en el espacio-tiempo que no puede co-

municarse con el universo exterior. A la frontera de ésta se le llama superficie del agujero

negro uhorizonte de eventos.

Históricamente, el significado del momento angular para la acreción en un sistema bina-

rio fue primero enfatizado por Prendergast y Burbidge (1968). Ellos construyeron modelos

de un disco de acreción en torno a un sistema binario compuesto por enanas blancas. Subse-

cuentemente, Shakura (1972), Pringle y Rees (1972), Shakura y Sunyaev (1973), y Novikov

y Thorne (1973) construyeron modelos de discos de acreción newtonianos para flujo en estre-

llas de neutrones y agujeros negros. Novikov y Thorne (1973) consideraron los efectos de la

relatividad general sobre la parte interna del disco de acreción. Lynden-Bell (1969) fue el pri-

mero en proponer que los núcleos de las galaxias podrı́an tener un agujero negro supermasivo

envuelto por discos de acreción gaseosos.

Los cálculos de un flujo de acreción en torno a una estrella compacta y la radiación emiti-

da son, en general, muy complicados. Suponiendo que el camino libre medio efectivo para un

gas de partı́culas colisionando es suficientemente corto para que el flujo seahidrodinámicoen

la naturaleza. Primero se tiene que determinar el flujo geométrico; en general, si el gas posée

momento angular intrı́nseco, el flujo será en dos- o tres- dimensiones. En un caso más simple,

la acreción puede ser esférica, por ejemplo, donde no hay movimiento del gas lejos de una

estrella compacta estacionaria; o un disco, con un flujo axisimétrico del gas con un momento

angular intrı́seco. Segundo, se tienen que enumerar los mecanismos de enfriamiento y ca-

lentamiento dominates que caracterizan a la acreción. Tercero, hay que determinar el posible

dominio del campo magnético en el plasma. Cuarto, el efecto de la presión de radiación debe

17La masa lı́mite es llamado ell ı́mite de Chandrasekhary representa la masa máxima posible para una
enana blanca (MCh ≈ 1.44M⊙). Si la masa de la enana blanca sigue colapsando, ésta producirá una estrella
de neutrones. El lı́mite de masa es determinado por ell ı́mite de Tolman-Oppenheimer-Volkoffque esMmax .

3.0M⊙.
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ser propiamente tomado en cuenta. Quinto, se debe entender las condiciones de frontera del

flujo, tanto lejos del objeto, donde el gas se une al medio interestelar como en la superficie del

agujero, donde el gas se sumerge dentro de éste. Entonces para en el caso general de acreción,

uno debe resolver las ecuaciones con dependencia temporal, multidimesionales, relativistas,

magneto-hidrodinámicas y la transferencia radiativa acoplada.

En el capı́tulo 2 se da una breve descripción de las ecuaciones que describen la dinámica

de un gas, en el aspecto fı́sico y en el aspecto numérico. En el capı́tulo 3 se describe la

estructura de los discos de acreción mediante la fisı́ca y las ecuaciones que describen el

movimiento del disco, ası́ como el efecto de la rotación del gas hacia un agujero negro. En

el capı́tulo 4 se proponen los distintos potenciales pseudo-newtonianos que se usaron para

las simulaciones ası́ como sus momentos angulares correspondientes a cada potencial, las

métricas para agujeros negros rotando (Kerr) y no rotando (Schwarzschild). En el capı́tulo 5

se presentan los resultados obtenidos a través de gráficas y tablas además de las condiciones

iniciales usadas para las simulaciones. Finalmente, se dan las conclusiones y las posibles

utilidades del presente trabajo para trabajos futuros.

1.1. Objetivos

1.1.1. General

Analizar las oscilaciones en discos de acreción gruesos y semidelgados ante perturbacio-

nes impulsivas y periódicas utilizando diferentes momentos angulares para el agujero negro

con el potencial de Artemovaet al. (1996), y además diferentes momentos angulares dentro

del disco de acreción en torno a agujeros negros.

1.1.2. Espećıficos

Analizar los modos de oscilación de toros de acreción en torno a un agujero negro.

Estos toros tendrán distintas energı́as iniciales ası́ como distintas distribuciones de mo-

mento angular, como son: (i) constante, (ii) ley de potencias en el radio, y (iii) aquellas

dadas por Qianet al. (2009), que contemplan distribuciones más generales en radio y

ángulo polar.

Resolver la dependencia temporal usando un toro estático axisimétrico como condición

inicial en coordenadas cilı́ndricas con distintos potenciales gravitacionales pseudo-

relativistas (por lo que no se usa la relatividad general), bajo las suposiciones de que

el agujero negro no tiene campo magnético, el disco no es auto-gravitante, la fuerza
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viscosa en el disco es despreciable y que las partı́culas en eldisco experimentan un

proceso adiabático.

Analizar el comportamiendo del los discos de acreción desdeun enfoque dinámico, es

decir, sin tomar encuenta la disipación de energı́a y tomando sólo los efectos dinámicos

que ocurren en el disco.

1.2. Hipótesis

Es posible analizar y comparar los espectros de frecuencias generados para distintos ta-

maños de discos de acreción con distintos momentos angulares para distintos potenciales

gravitacionales (pseudo-newtonianos) con las frecuencias observadas en binarias de rayos X

de baja masa.



Caṕıtulo 2

Hidrodin ámica

El estudio del movimiento de fluidos (lı́quidos y gases) constituye lo que se denominahi-

drodinámica. Como los fénomenos considerados en la hidrodinámica son macroscópicos, un

fluido se considera como un medio continuo y esto significa que siempre se supone que cual-

quier elemento del fluido es suficientemente grande para contener un número muy elevado

de moléculas. De acuerdo con ello, cuando se habla de elementos de volumen infinitamente

pequeños, siempre se quiere hacer referencia a aquellos que son fı́sicamente infinitamente

pequeños, es decir, muy pequeños en comparación con el volumen del cuerpo o sistema en

consideración, pero grandes comparados con las distancias entre las moléculas.

La descripción matemática del estudio del estado de un fluido móvil se efectúa con fun-

ciones que dan la distribución de la velocidad del fluido~υ = ~υ(x,y,z, t) y de dos magnitudes

termodinámicas cualesquiera que pertenezcan al fluido, por ejemplo, la presiónP(x,y,z, t) y

la densidadρ(x,y,z, t). Como es bien conocido, todas las magnitudes termodinámicas quedan

determinadas dados los valores de dos cualesquiera de ellas junto con la ecuación de estado;

de aquı́ que si se tienen cinco magnitudes determinadas, tres componentes de la velocidad, la

presión y la densidad, queda totalmente determinado el estado del fluido en movimiento. En

general, todas estas magnitudes son funciones de la posición y del tiempo.

2.1. F́ısica

Las ecuaciones que describen el flujo del fluido se pueden representar matemáticamente

por medio de la conservación de las leyes fı́sicas:

La masa del fluido se conserva (Ecuación de continuidad).

El cambio del momento es igual a la suma de las fuerzas sobre unapartı́cula del fluido

(Ecuación de Euler).

28
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El cambio de la energı́a es igual a la adición de calor y al trabajo realizado sobre una

partı́cula del fluido (Ecuación de conservación de la energı́a).

2.1.1. Ecuacíon de continuidad

Consideremos un cierto volumenV0 del espacio. La masa contenida en este volumen es
∫

ρdV, siendoρ la densidad del fluido y realizándose la integración respecto al volumen

V0. La masa del fluido que circula por unidad de tiempo a través de un elementod~S de la

superficie que limita a este volumen esρ~υ · d~S. Entonces,ρ~υ · d~S es positivo si el fluido

está saliendo del volumen y negativo si el flujo es hacia el interior del mismo. La masa total

de fluido que sale del volumenV0 por unidad de tiempo es, por consiguiente,

∮

ρ~υ ·d~S,

en donde la integración se extiende a la totalidad de la superficie cerrada. Ahora, se puede

escribir la disminución de la masa del fluido en el volumenV0 por unidad de tiempo, como

− ∂
∂ t

(

∫

ρdV

)

.

Igualando las expresiones anteriores, tenemos

− ∂
∂ t

(

∫

ρdV

)

=
∮

ρ~υ ·d~S. (2.1)

La integral de superficie puede transformarse mediante el teorema de la divergencia en una

integral de volumen:

− ∂
∂ t

(

∫

ρdV

)

=
∫

∇ · (ρ~υ)dV. (2.2)

Ası́ pues, como no estamos integrando con respecto al tiempo, entonces la ecuación anterior

se puede escribir de la siguiente manera,

∫

[

∂ρ
∂ t

+∇ · (ρ~υ)

]

dV = 0. (2.3)

Como la ecuación anterior debe ser válida para cualquier volumen, el integrando debe anu-

larse, es decir,
∂ρ
∂ t

+∇ · (ρ~υ) = 0. (2.4)

Esta es la denominadaecuacíon de continuidad.
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2.1.2. Ecuacíon de Euler

Consideremos cierto volumen del fluido. La fuerza total que actúa sobre el mismo des-

preciando esfuerzos viscosos es igual a la integral

−
∮

Pd~S,

de la presión, extendida a la superficie que limita el volumen. Transformándola en una integral

de volumen, tenemos

−
∮

Pd~S= −
∫

∇PdV.

Podemos decir que sobre la unidad de volumen del fluido actúa una fuerza−∇P. Entonces

por la segunda ley de Newton podemos igualar la fuerza−∇P al producto de la masa por

unidad de volumen (ρ) por la aceleraciónd~υ/dt:

ρ
d~υ
dt

= −∇P. (2.5)

La derivadad~υ/dt que se escribió en la ecuación anterior, designa la variación respecto al

tiempo de la velocidad de una partı́cula fluida determinada cuando se mueve en el espacio

(descripción lagrangiana). Esta derivada se puede expresar en función de magnitudes que

se refieran a punto fijos en el espacio (descripción euleriana). Usando la diferencial exacta

(véase por ejemplo [22]) tenemos que

d~υ =
∂~υ
∂ t

dt+
∂~υ
∂x

dx+
∂~υ
∂y

dy+
∂~υ
∂z

dz

=

(

∂~υ
∂ t

)

dt+dx
∂~υ
∂x

+dy
∂~υ
∂y

+dz
∂~υ
∂z

=

(

∂~υ
∂ t

)

dt+

(

dx
∂
∂x

+dy
∂
∂y

+dz
∂
∂z

)

~υ

=

(

∂~υ
∂ t

)

dt+(d~r ·∇)~υ .

Diviendo ambos lados pordt, obtenemos

d~υ
dt

=

(

∂~υ
∂ t

)

+(~υ ·∇)~υ . (2.6)

Sustituyendo lo anterior a la ecuación (2.5), tenemos que

(

∂~υ
∂ t

)

+(~υ ·∇)~υ = −∇P
ρ

. (2.7)
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Esta es la ecuación requerida del movimiento del fluido. Fue obtenida por primera vez por L.

Euler en 1755. Se denominaecuacíon de Eulery es una de las ecuaciones fundamentales de

la hidrodinámica.

Note que se puede tener fuerzas externas que actuan sobre el fluido. Se distinguen dos

tipos de fuerzas sobre las partı́culas del fluido:

Fuerzas superficiales

• Fuerzas de presión.

• Fuerzas viscosas.

Fuerza de volumen

• Fuerza gravitacional.

• Fuerza centrı́fuga.

• Fuerza de Coriolis.

• Fuerza electromagnética.

Si tenemos una fuerza externa al fluido, entonces a la ecuación (2.5) se le puede sumar la

fuerza al segundo miembro, de modo que la ecuación (2.7) toma la forma

(

∂~υ
∂ t

)

+(~υ ·∇)~υ = −∇P
ρ

+
~f
ρ

, (2.8)

donde~f toma los valores de las fuerzas externas.

L ı́nea de corriente

Estas lı́neas tienen la propiedad de que la tangente a ellas en cualquier punto indica la

dirección de la velocidad en dicho punto; quedan determinadas por el siguiente sistema de

ecuaciones diferenciales:
dx
υx

=
dy
υy

=
dz
υz

. (2.9)

En el caso de un flujo estacionario las lı́neas de corriente no varı́an con el tiempo, coincidien-

do con las trayectorias de las partı́culas fluidas. En el flujo no estacionario deja de cumplirse

esta coincidencia. Las tangentes a las lı́neas de corriente dan las direcciones de las velocida-

des de las partı́culas fluidas en diversos puntos del espacio en un instante dado, mientras que

las tangentes a las trayectorias indican las velocidades de las partı́culas del fluido dadas en

distintos instantes de tiempo.
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Flujo de impulso

El impulso por unidad de volumen esρ~υ . Se puede determinar su variación respecto al

tiempo,∂ (ρ~υ)/∂ t. Para ello se puede utilizar la notación tensorial1. Entonces se tiene que

∂ (ρυi)

∂ t
= ρ

∂υi

∂ t
+

∂ρ
∂ t

υi . (2.10)

Se puede escribir la ecuación (2.4) como,

∂ρ
∂ t

= −∂ (ρυk)

∂xk
,

y la ecuación (2.7) en la forma

∂υi

∂ t
= −υk

∂υi

∂xk
− 1

ρ
∂P
∂xi

,

sustituyendo las dos ecuaciones anteriores en la ecuación (2.10), se obtiene

∂ (ρυi)

∂ t
= −ρυk

∂υi

∂xk
− ∂P

∂xi
−υi

∂ (ρυk)

∂xk
,

= −∂P
∂xi

− ∂ (ρυiυk)

∂xk
.

Podemos escribir el primer término del lado derecho de la igualdad anterior como

∂P
∂xi

= δik
∂P
∂xk

dondeδik es el tensor unidad, es decir, el tensor con componentes que son la unidad coni = k

y cero parai 6= k. Entonces obtenemos que

∂ (ρυi)

∂ t
=

∂τik

∂xk
. (2.11)

donde

τik = δikP+ρυiυk, (2.12)

se denomina tensor de densidad de flujo de impulso o tensor de energı́a-momento.

1Los ı́ndices latinosi,k, . . ., toman los valores de 1, 2, 3, correspondientes a las componentes de los vectores
y tensores a lo largo de los ejesx, y, z, respectivamente en coordenadas cartesianas.
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Fluidos viscosos

El flujo de impulso dado por la ecuación (2.11) representa una transferencia de impulso

completamente reversible debida simplemente al transporte mecánico de las distintas partı́cu-

las de fluido de un lugar a otro y a las fuerzas de presión que actúan en dicho fluido. La

viscosidad (rozamiento interno) se debe a una transferencia de impulso, irreversible, de unos

puntos en donde la velocidad es grande a otros puntos donde la velocidad es pequeña.

La ecuación de movimiento de un fluido viscoso puede, por consiguiente, obtenerse su-

mando al flujo de impulso “ideal” (2.11) un término−σ ′
ik que es la transferencia de impulso

“viscoso” irreversible en el fluido. Ası́ pues, se puede escribir el tensor densidad de flujo del

impulso en el caso de un fluido viscoso en la forma

τik = Pδik +ρυiυk−σ ′
ik = −σik +ρυiυk.

El tensor

σik = σ ′
ik −Pδik,

se denominatensor de esfuerzosy σ ′
ik es eltensor de esfuerzos de la viscosidad.

Puede establecerse la forma general del tensorσ ′
ik del modo siguiente. En un fluido se

presentan procesos de rozamiento interno únicamente en el caso en que las distintas partı́culas

del fluido se muevan con velocidades diferentes, de modo que exista un movimiento relativo

entre las distintas partes del fluido. De aquı́ queσ ′
ik dependa de las derivadas espaciales de la

velocidad. Si los gradientes de velocidad son pequeños, podemos suponer que la transferencia

de impulso debida a la viscosidad depende sólo de las primeras derivadas de la velocidad.

Con la misma aproximación, puede suponerse queσ ′
ik es una función lineal de las derivadas

∂υi/∂xk. No pueden existir términos enσ ′
ik independientes de∂υi/∂xk, puesto queσ ′

ik debe

anularse paraυ = cte, σ ′
ik debe también anularse cuando el fluido completo está en rotación

uniforme, puesto que en dicho movimiento no se produce ningún rozamiento interno en el

fluido. En el caso de rotación uniforme con velocidad angular~Ω, la velocidad~υ es igual al

producto vectorial~Ω×~r. Las sumas

∂υi

∂xk
+

∂υk

∂xi
(2.13)

son combinaciones lineales de las derivadas∂υi/∂xk, y se anulan cuando~υ = ~Ω×~r. De

aquı́ queσ ′
ik deberá contener exactamente estas combinaciones simétricas de las derivadas
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∂υi/∂xk. El tensor más general de rango dos que satisface las condiciones anteriores es

σ ′
ik = η

(

∂υi

∂xk
+

∂υk

∂xi
− 2

3
δik

∂υl

∂xk

)

+ζ δik
∂υl

∂xl
. (2.14)

Las constantesη y ζ se denominancoeficientes de viscosidad2, ambas son positivas. Este

tensor también es simétrico, ya que si cambiamos los ı́ndicesik por ki el tensor mantiene la

misma forma (véase apéndice A).

2.1.3. Ecuacíon de la conservacíon de enerǵıa

Escojamos un elemento de volumen cualquiera fijo en el espacio y véamos como varı́a

con el tiempo la energı́a del fluido contenido dentro de este elemento de volumen. La energı́a

por unidad de volumen del fluido es

E =
1
2

ρυ2 +ρu, (2.15)

en donde el primer término es la energı́a cinética y el segundo la energı́a interna, siendou la

energı́a interna por unidad de masa, que en general depende de la temperatura del gasT. La

variación deE está dada por

∂E
∂ t

=
∂
∂ t

(

1
2

ρυ2 +ρu

)

.

Podemos escribir al primer término del miembro de la derecha en la ecuación anterior como

1
2

∂ (ρυ2)

∂ t
= ρ~υ · ∂~υ

∂ t
+

1
2

υ2∂ρ
∂ t

.

Utilizando las ecuaciones (2.8) y (2.4), se puede escribir la ecuación anterior como

1
2

∂ (ρυ2)

∂ t
= ρ~υ ·

[

−(~υ ·∇)~υ − ∇P
ρ

+
~f
ρ

]

− 1
2

υ2∇ · (ρ~υ)

= −1
2

ρ~υ ·∇υ2−~υ ·∇P+~υ ·~f − 1
2

υ2∇ · (ρ~υ).

Recuérdese que la primera ley de la termodinámica se puede escribir comodw = Tds+

VdP= Tds− dP/ρ , dondew es la función entalpı́a que se define comou+ P/ρ , V es el

volumen ys es la entropı́a del sistema termodinámico (véase apéndice D). Paras = cte,

2η se denominaviscosidad dińamicay ζ es laviscosidad de compresión (relacionada con el cambio de
volumen del sistema).
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tenemos que∇w = −∇P/ρ , entonces la ecuación anterior se puede escribir como

1
2

∂ (ρυ2)

∂ t
= −1

2
ρ~υ ·∇υ2−ρ~υ ·∇w+~υ · ~f − 1

2
υ2∇ · (ρ~υ) (2.16)

= −ρ~υ ·∇
(

1
2

υ2 +u+
P
ρ

)

+~υ · ~f − 1
2

υ2∇ · (ρ~υ). (2.17)

Con el objetivo de transformar∂ (ρu)/∂ t, utilizaremos la relación termodinámica que, como

se verá más adelante es una forma de la primera ley de la termodinámica

du= −PdV =

(

P
ρ2

)

dρ,

se puede derivard(ρu) = ρdu+udρ = (u+P/ρ)dρ , entonces

∂ (ρu)

∂ t
=

(

u+
P
ρ

)

∂ρ
∂ t

= −
(

u+
P
ρ

)

∇ · (ρ~υ). (2.18)

Combinando las ecuaciones (2.17) y (2.18), se encuentra que la variación de energı́a es

∂
∂ t

(

1
2

ρυ2 +ρu

)

+∇ ·
[

~υ
(

1
2

ρυ2 +ρu+P

)]

= ~υ ·~f (2.19)

que es la ecuación de conservación de la energı́a.

La primera ley de la termodinámica

En una transformación termodinámica arbitraria, dejemos que∆Q denote la cantidad neta

del calor absorbido por el sistema yP∆V la cantidad neta de trabajo realizado por el sistema.

La primera ley de la termodinámica establece que la cantidad∆U , definida por

∆U = ∆Q−P∆V,

es la misma para todas las transformaciones desde un estado inicial hasta un estado final.

Esto inmediatamente define a la cantidadU como la energı́a interna. En una transformación

infinitesimal, la primera ley se reduce a

dU = dQ−PdV. (2.20)

La restricción de un proceso adiabático nos permite eliminar el términodQ. Definiendou

como la energı́a interna por unidad de masa y considerando que para una masa constantem0

dV = m0 d(1/ρ) = −m0 dρ/ρ2, implica que la primera ley de la termodinámica, expresada
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por unidad de masa y en el caso sin generación de entropı́a, selee

du=
P
ρ2 dρ, (2.21)

lo cual nos lleva a
du
dt

=
P
ρ2

dρ
dt

y

(

∂u
∂ρ

)

s
=

P
ρ2 (2.22)

Astrof ı́sica

La ecuación (2.19) toma la siguiente forma para un gas

∂
∂ t

(

1
2

ρυ2 +ρu

)

+∇ ·
[

~υ
(

1
2

ρυ2 +ρu+P

)]

= ~υ ·~f −∇ ·~Frad−∇ · ~Q (2.23)

El lado derecho de la ecuación anterior tiene dos nuevas cantidades: la primera es el vector de

flujo radiativo~Frad =
∫

dν
∫

dΩ~nIν(~n,~r) dondeIν es la intensidad especı́fica de la radiación

en el punto~r en la dirección~n y las integrales son sobre la frecuencia,ν, y el ángulo sólido.

El término−∇ ·~Frad da el flujo de energı́a radiada por unidad de volumen del gas. La segunda

cantidad es el flujo conductivo de calor,~Q. Esta mide el cambio en que los movimientos

aleatorios, principalmente por electrones, transportan energı́a térmica en el gas. El término

−∇ · ~Q fija el exponente deT en la ecuación de la energı́a. Sin embargo, en este trabajo no se

consideran estas dos cantidades puesto que se supone que no hay gradientes de temperatura

y además que no se toma en cuenta la conducción.

Flujo viscoso

La ecuación de movimiento para un fluido viscoso (no relativista) es

ρ
d~υ
dt

= −∇P+∇ ·σ ′, (2.24)

donde el tensor viscosoσ ′ tiene las componentes3

σ ′
i j = σ ′

ji = η
(

υi, j +υ j ,i −
2
3

δi j υk,k

)

. (2.26)

3La notaciónυi, j representa la derivada con respecto ax j , es decir,

υi, j =
dυi

dxj
. (2.25)
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Note que en la ecuación anterior se despreció la viscosidadde bulto, suponiendo que el fluido

es incompresible. Cuandoσ ′ = 0 es simplemente la ecuación de Euler [véase (2.5)].

Para encontrar la tasa a la cual el fluido es calentado por la disipación viscosa, considere

la tasa de cambio de la energı́a por unidad de masa del fluido,

d
dt

(

1
2

υ2 +u

)

= ~υ · d~υ
dt

+
du
dt

. (2.27)

Aquı́ u es la energı́a interna por unidad de masa, ydu/dt está dado por la primera ley de la

termodinámica [véase ecuación (2.21)]. Usando la ecuación (2.24) parad~υ/dt y la ecuación

de continuidad (2.4) paradρ/dt, entonces

d
dt

(

1
2

υ2 +u

)

= −1
ρ

~υ ·∇P+
1
ρ

~υ ·
(

∇ ·σ ′)− P
ρ

∇ ·~υ +T
ds
dt

(2.28)

= −1
ρ

∇ ·
(

P~υ −σ ′ ·~υ
)

+Tṡ− 1
ρ

σ ′
i j υi, j . (2.29)

Aquı́ ses la entropı́a (véase apéndice D) por unidad de masa yT es la temperatura. El término

de la divergencia en el lado derecho de la ecuación anterior, es el trabajo realizado en una

unidad de masa del fluido; si integramos sobre la masa de un elemento del fluido en un

volumenV, obtenemos que

∫

1
ρ

∇ ·
(

P~υ −σ ′ ·~υ
)

ρdV =

∫

(

P~υ −−σ ′ ·~υ
)

·d~A

=

∫

~υ ·~f dA,

donde
~f = P~n−σ ′ ·~n (2.30)

es la fuerza externa por unidad de area actuando sobre una superficie con vector normal

unitario~n, y A es el area de dicha superficie. Como los dos últimos términos de la ecuación

(2.29) están asociados con el calor interno, estos están exactamente bien balanceados,

ρTṡ = υi, jσ ′
i j ,

=
1
2

(

υi, j +υ j ,i
)

σ ′
i j ,

=
1
2

(

σ ′
i j

η
+

2
3

δi j υk,k

)

σ ′
i j ,
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pero comoσ ′
i j es simétrico y su traza esσ ′

i j δ i j = 0. Encontramos que

ρTṡ=
σ ′

i j σ ′
i j

2η
. (2.31)

Esta ecuación muestra que el incremento de entropı́a depende del cuadrado del gradiente de

la velocidad [ver ecuación (2.26)].

2.1.4. Ecuacíon de estado

El movimiento de un fluido está descrito por las ecuaciones (2.4), (2.8) y (2.23). Nótese

que se tienen cuatro variables termodinámicas desconocidas:ρ , P, u y T. Se puede relacionar

a las variables termodinámicas bajo la suposición deequilibrio termodińamico4. Se puede

describir el estado de una sustancia en equilibrio termodinámico por medio de dos variables

termodinámicas.

La ecuacíon de estadoes una relación funcional entre los parámetros termodinámicos5

para un sistema en equilibrio. SiP, V y T son los parámetros termodinámicos de un sistema,

la ecuación de estado toma la forma

f (P,V,T) = 0, (2.32)

la cual reduce el número de variables independientes del sistema de tres a dos. La funciónf

debe ser dada como parte de las especificaciones del sistema. Existen distintas ecuaciones de

estado en la literatura para distintos problemas; como por ejemplo:

Gas Ideal o Gas Perfecto

El gas perfecto es una importante idealización de un sistema termodinámico. Experimen-

talmente todos los gases tienen un comportamiento universal cuando estos están diluidos. Los

parámetros para un gas idealizado son: presiónP, volumenV, temperaturaT y el número de

moléculasN. La ecuación de estado está dado por la ley de Boyle

PV
N

= constante (para temperatura constante). (2.33)

El valor de esta constante depende de la escala experimental de la temperatura usada.

4El equilibrio termodinámico prevalece cuando el estado termodinámico de un sistema no cambia con el
tiempo.

5Los parámetros termodinámicos son cantidades macroscópicas asociadas con el sistema, como son la pre-
siónP, el volumenV, la temperaturaT y el campo magnético. Estas son definidas experimentalmente.
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La ecuación de estado de un gas ideal define una escala de temperatura, la temperatura

del gas idealT:

PV = NkT (2.34)

donde

k = 1.38×10−16 erg/K,

es la constante de Boltzmann. La escala de temperatura que resulta de las mediciones expe-

rimentales es la escala Kelvin (K). Una forma equivalente de la ecuación de estado de un gas

ideal es

PV = nRT, (2.35)

donden es el número de moles del gas yR es la constante universal de los gases,

R= 8.315107 erg/ K.

Su valor se sigue de la constante de Boltzmann y del número de Avogadro (6.205× 1023

átomos/mol).

Poĺıtropos

Existen dos procesos en los que se puede usar la ecuación politrópica como ecuación

de estado: (1) cuando la transformación de un sistema termodinámico experimenta un pro-

ceso adiabático idealdQ= 0 (es decir, no hay transferencia de calor con sus alrededores),

usando la primera ley de la termodinámica [ecuación (2.22)] llegamos a queP = Kργ donde

γ = CV/CP, K es una constante,CV es la capacidad calorı́fica a volumen constante yCP es la

capacidad calorı́fica a presión constante (véase el apéndice D). Nótese que para este caso la

entropı́a del sistema permanece constante. (2) Cuando se tiene un gas degenerado de fermio-

nes aT → 0, es posible usar a esta ecuación como una ecuación de estado verdadera, es decir,

sin necesidad de suponer que el gas experimente un proceso en especı́fico, por ejemplo, un

proceso abiabático. Entonces la ecuación de estado se puede escribir de la misma manera que

se mencionó anteriormente

P = Kργ , (2.36)

conK siendo una función de la entropı́a yγ el ı́ndice adiabático. En el lı́mite de electrones

no relativistas,γ = 5/3 y en el lı́mite de electrones ultra relativistas,γ = 4/3.
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2.2. Numérica

2.2.1. Hidrodinámica lagrangiana

En contraste con los métodos basados en mallas (eulerianos), el método de “Hidrodinámi-

ca de Partı́culas Suavizadas” (SPH por sus siglas en Inglés) es puramente lagrangiano. En la

descripción euleriana, las derivadas son calculadas en un punto fijo del espacio, mientras, que

en la descripción lagrangiana éstas siguen el movimiento del fluido. Las derivadas tempora-

les lagrangianas (o susbstanciales),d/dt, están relacionadas con las derivadas temporales

eulerianas,∂/∂ t, por [generalizando la ecuación (2.6)]

d
dt

=
dxi

dt
∂

∂xi +
∂
∂ t

= ~υ ·∇+
∂
∂ t

. (2.37)

Aplicando el operador antes mencionado a la ecuación de continuidad [ecuación (2.4)],

dρ
dt

= ~υ ·∇ρ +
∂ρ
∂ t

dρ
dt

− ~υ ·∇ρ +∇ · (ρ~υ) = 0,

pero∇ · (ρ~υ) = ρ∇ ·~υ +~υ ·∇ρ , entonces encontramos que la forma lagrangiana de la ecua-

ción de continuidad es
dρ
dt

+ρ∇ ·~υ = 0. (2.38)

La ecuación de conservación de momento para un fluido no viscoso, se lee en la forma la-

grangiana [véase la ecuación (2.5)]

d~υ
dt

= −∇P
ρ

+~f , (2.39)

esto es, que fuerzas como la gravedad y el campo magnético están en la cantidad~f , y el fluido

es acelerado por gradientes de presiónP. La ecuación de la energı́a se obtiene directamente

de la primera ley de la termodinámica (adiabática), Ec. (2.22), junto con Ec. (2.38)

du
dt

=
P
ρ2

dρ
dt

= −P
ρ

∇ ·~υ. (2.40)

El conjunto de ecuaciones (2.38), (2.39) y (2.40) deben ser cerradas por una ecuación de es-

tado que relacione las cantidades como la presión,P, o la velocidad del sonido,cs, a una va-

riable macroscópica como la densidad o temperatura. Puede ser tan simple como un polı́tropo

en ciertos casos.
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2.2.2. Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH)

Introducción

SPH fue inventado para simular fenómenos astrofı́sicos no-axisimétricos (Lucy 1977,

Gingold & Monaghan 1977). El método de SPH es un método particular. En contraste con

el método de la partı́cula en celda [The Particle in Cell Method (PIC)], SPH no necesita

una malla para calcular las derivadas espaciales. En vez de esto, éstas son encontradas por

diferenciación analı́tica de la ecuación de interpolación (ver más adelante). Las ecuaciones

de momento y la energı́a se convierten en un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias

que son más comprensibles en la mecánica y la termodinámica. Por ejemplo, el gradiente de

presión llega a ser una fuerza entre un par de partı́culas.

Fundamentos

El método SPH utiliza como principal herramienta el método de interpolación, el cual

permite expresar cualquier función en términos de un conjunto de puntos desordenados - las

partı́culas.

La integral de interpolación para cualquier funciónA(~r) está definida como

AI (~r) =
∫ +∞

−∞
A(~r ′)W(~r −~r ′,h)d~r ′, (2.41)

dondeW es el kernel de interpolación, el cual tiene 2 propiedades:

∫ +∞

−∞
W(~r −~r ′,h)d~r ′ = 1, (2.42)

y

lı́m
h→0

W(~r −~r ′,h) = δ (~r −~r ′). (2.43)

Aquı́ h representa la longitud de interpolación y además es la variable que da la resolución

espacial de los cálculos.

Para un trabajo numérico la integral de interpolación puede ser aproximada con una suma

de interpolación

AS(~r) = ∑
b

mb
Ab

ρb
W(~r −~rb,h), (2.44)

donde el ı́ndiceb en la suma denota la etiqueta de la partı́cula, y la suma es sobre todas las

partı́culas. La partı́culab tiene masamb, posición~rb, densidadρb y velocidad~υb. El valor de

cualquier cantidadA en~rb es denotado porAb.

El punto esencial es que podemos construir una interpolación diferencial de una función
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con su valor en esa partı́cula (puntos de interpolación) usando un kernel que sea diferenciable.

Derivadas de esta interpolación pueden ser obtenidas por diferenciación, no hay necesidad de

usar diferencias finitas ni una malla. Por ejemplo, si queremos∇A podemos usar

∇A = ∑
b

mb
Ab

ρb
∇W(~r −~rb,h), (2.45)

aunque si queremos tener más precisión habrá que escribir la interpolación de la siguiente

manera

∇(ρA) = ρ∇A+A∇ρ

ρ∇A = ∇(ρA)−A∇ρ.

Como veremos más adelante, en particular para el caso del gradiente de presión, se usará una

forma simetrizada.

Gingold & Monaghan (1977) usaron un kernel gaussiano para sus cálculos,

W(~r,h) =
1

h
√

π
e−~r2/h2

, (2.46)

este es usado como ejemplo porque cuandoh → 0 se comporta como una función delta de

Dirac. Si uno quiere encontrar un significado fı́sico de una ecuación de SPH, es siempre

mejor suponer que el kernel es una gaussiano. Esta es la primera regla de oro del método.

El error en la aproximación de la ecuación 2.41 por la ecuación 2.44 depende del desorden

de las partı́culas. Es importante notar que aunque la suma es formalmente sobre todas las

partı́culas, sólo una pequeña parte de ellas contribuyen porqueW puede ser escogido de

manera que caiga rápidamente para|~r −~rb| ≥ h.

La densidad puede ser aproximada por

ρ(~r) = ∑
b

mbW(~r −~rb,h). (2.47)

Otro ejemplo es

∇ ·~υ = ∑
b

mb

ρb
~υb ·∇W(~r −~rb,h), (2.48)

pero, para este caso es mejor recordar la segunda regla de oro del método SPH, que es rees-

cribir las ecuaciones con la densidad ubicada dentro de los operadores. Para el caso anterior

podemos escribir

∇ ·~υ = [∇ · (ρ~υ)−~υ ·∇ρ]/ρ, (2.49)
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y entonces podemos ahora encontrar la divergencia de una partı́culaa de la siguiente manera

ρa(∇ ·~υ)a = ∑
b

mb(~υb−~υa) ·∇aW(~ra−~rb,h). (2.50)

Aquı́ se tomó la derivada con respecto a las coordenadas de la partı́culaa.

Recuérdese que la vorticidad se define matemáticamente como el rotacional de la veloci-

dad y la vorticidad es estimada de la misma manera por,

ρa(∇×~υa) = ∑
b

mb~υab×∇aWab (2.51)

Tomando el kernel gaussiano, encontramos que la contribución de la partı́culab a la vortici-

dad de la partı́culaa es proporcional al momento angular relativo por unidad de masa de las

dos partı́culas. Aquı́ la notación esWab = W(~ra−~rb,h) y ~υab = ~υa−~υb.

2.2.3. Discretizacíon

Ecuación de continuidad

La ecuación de continuidad puede ser remplazada también por una interpolación

ρa = ∑
b

mbWab (2.52)

o por
dρa

dt
= ∑

b

mb~υab ·∇aWab (2.53)

En algunos problemas de acreción puede ser útil tratar la acreción hacia un cuerpo como

la pérdida de masa hacia un pozo [Anzeret al.(1987)]. En ese caso la ecuación de continuidad

es
dρ
dt

= −ρ∇ ·~υ − f (~r), (2.54)

dondef (~r) es, por ejemplo, una función continua que es cero fuera de una esfera que rodea al

origen. Si suponemos queh es constante en espacio y tiempo, podemos escribir la ecuación

de continuidad como
dρa

dt
= ∑

b

mb~υab ·∇aWab−∑
b

mb
fb
ρb

Wab (2.55)
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Si ahora permitimos que la masa varı́e con el tiempo, entonces

dρa

dt
= ∑

b

d
dt

(mbWab)

= ∑
b

(

Wab
dmb

dt
+mb~υab ·∇aWab

)

Substituyendo el resultado anterior con la ecuación de continuidad para el pozo, encontramos

que
dmb

dt
= − fb, (2.56)

lo cual muestra que, en SPH, un pozo es interpretado como una región en donde las partı́culas

pierden masa. Este tratamiento del pozo es más suave que simplemente eliminar partı́culas

dentro de una esfera que rodea al hoyo.

Ecuación de momento

Uno puede ahora discretizar la ecuación del momento o ecuación de Euler (sin fuerzas de

cuerpo) y obtener que
d~υa

dt
= − 1

ρa
∑
b

mb

ρb
Pb∇aWab. (2.57)

Esta forma resuelve la ecuación de Euler numéricamente, pero no conserva el momento. Para

ver esto, se considera la fuerza que ejerce la partı́culab sobre laa,

~Fba =

(

ma
d~υa

dt

)

b
= −ma

ρa

mb

ρb
Pb∇aWab, (2.58)

y similarmente la fuerza dea ejercida sobreb

~Fab =

(

mb
d~υb

dt

)

a
= −mb

ρb

ma

ρa
Pa∇bWba =

ma

ρa

mb

ρb
Pa∇aWab. (2.59)

Ya que en generalPa 6= Pb, entonces la ecuación de momento no está por completo determi-

nada por la tercera ley de Newton (acción igual a reacción) por construcción y entonces el

momento no se conserva.6

En este caso serı́a mejor simetrizar el término de gradiente de presión reescribiendo

6En la ecuación anterior se usó que

∇aWab =
∂

∂~ra
Wab =

∂Wab

∂ rab

∂ rab

∂~ra
= −∂Wab

∂ rab

∂ rab

∂~rb
= − ∂

∂~rb
Wab = −∇bWab. (2.60)

En donde∂ rab/∂~rb = −∂ rba/∂~ra.
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∇P/ρ ,
∇P
ρ

= ∇
(

P
ρ

)

+
P
ρ2∇ρ (2.61)

Entonces para la partı́culaa, tenemos que

(

∇P
ρ

)

a
= ∑

b

mb

ρb

Pb

ρb
∇aWab+

Pa

ρ2
a
∑
b

mb

ρb
ρb∇aWab

= ∑
b

mb

(

Pb

ρ2
b

+
Pa

ρ2
a

)

∇aWab

Entonces la ecuación de momento para la partı́culaa se puede escribir como

d~υa

dt
= −∑

b

mb

(

Pb

ρ2
b

+
Pa

ρ2
a

)

∇aWab (2.62)

aquı́d/dt denota una derivada lagrangiana.

Ecuación de la conservacíon de enerǵıa

La ecuación para el cambio de la energı́a térmica por unidad de masa

du
dt

= −
(

P
ρ

)

∇ ·~υ (2.63)

puede ser escrita para una partı́culaa en la forma

dua

dt
=

(

Pa

ρ2
a

)

∑
b

mb~υab ·∇aWab. (2.64)

Podemos ver que

∇ ·
(

P
ρ

~υ
)

=

(

P
ρ

)

∇ ·~υ +~υ ·∇
(

P
ρ

)

, (2.65)

y entonces podemos escribir al cambio de energı́a térmica por unidad de masa como

du
dt

= −∇ ·
(

P
ρ

~υ
)

+~υ ·∇
(

P
ρ

)

. (2.66)

Esta ecuación se puede escribir como

dua

dt
= −∑

b

mb

ρb

Pb

ρb
~υb ·∇aWab+~υa ·∑

b

mb

ρb

Pb

ρb
∇aWab,
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y por lo tanto la ecuación de la energı́a térmica para una partı́culaa se puede escribir como

dua

dt
= ∑

b

mb
Pb

ρ2
b

~υab ·∇aWab. (2.67)

Si combinamos la ecuación (2.64) con la ecuación (2.67), encontramos que

dua

dt
=

1
2∑

b

mb

(

Pb

ρ2
b

+
Pa

ρ2
a

)

~υab ·∇aWab, (2.68)

que tiene el mismo factor simétrico que la ecuación (2.62). Es una caracterı́stica de SPH que

los términos del gradiente puedan ser escritos de muchas formas.

Kernel

En el presente trabajo se usó el kernel propuesto por Monaghan y Lattanzio (1985); cuan-

do el sistema tiene simetrı́a azimutal, tenemos que

W(r,h) =
10

7πh2











1−3v2/2+3v3/4; 0≤ v≤ 1

(2−v)3/4; 1< v≤ 2

0 v > 2,

(2.69)

dondev = r/h, y r es la coordenada radial.



Caṕıtulo 3

Discos de acrecíon

3.1. Importancia de la rotacíon

La manera en la cual cae un gas hacia un agujero negro puede ocurrir de diversas formas.

Existen dos clases de soluciones de gran importancia en problemas de acreción. En laacre-

ción esf́ericao acrecíon de Bondise considera un agujero negro en reposo sumergido dentro

de un gas de extensión infinita y con temperaturaT. La acrecíon de discoocurre sobre un

plano debido a que el gas posee un momento angular inicial considerable.

3.1.1. Acrecíon de Bondi

Considere un objeto condensado (como una estrella o un agujero negro) que se encuentra

inmerso dentro de una nube de gas mucho más grande que el objeto condensado. De esta

manera, el objeto “central” puede aproximarse mediante un punto, que por comodidad se

pondrá en el origen de las coordenadas. Suponga que la gravedad propia del gas es despre-

ciable en comparación con la gravedad que ejerce el objeto central sobre cualquier partı́cula

de fluido en la nube. Suponiendo que el gas en la nube ha alcanzado un estado estacionario

(∂/∂ t = 0) y este mismo obedece una relación politrópica y usando coordenadas esféricas

(r,θ ,φ ), entonces las variables son independientes deθ y φ por simetrı́a esférica, y las velo-

cidades del gas sólo tienen una componente radialυr = υ. Esta se toma negativa, ya que se

quiere considerar la caı́da del material;υ > 0 corresponderı́a a un viento estelar. Por lo tanto,

la ecuación de continuidad (2.4) se reduce a1

1
r2

d
dr

(

r2ρυ
)

= 0. (3.1)

1Para la espresión siguiente se usa la divergencia de un vector en coordenadas esféricas.

47
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La ecuación anterior puede ser integrada resultandor2ρυ = cte. Como−υρ es el flujo in-

terno del material, la constante anterior debe estar relacionada con la tasa de acreciónṀ

(constante); la relación es

−4πr2ρυ = Ṁ. (3.2)

En la ecuación de Euler la única contribución a las fuerzas externas,~f , es la gravedad2, y

ésta sólo tiene la componente radial,

fr = −GMρ
r2 , (3.3)

entonces (2.8) se reescribe como

υ
dυ
dr

+
1
ρ

dP
dr

+
GM
r2 = 0. (3.4)

Como tenemos dos ecuaciones con tres incógnitas, podemos cerrar el sistema con la ecuación

politrópica (2.36). Esto nos permite tratar la acreción adiabática (γ = 5/3) e isotérmica (γ = 1)

con la misma ecuación variandoγ. Podemos integrar la ecuación (3.4) con ayuda de las

ecuaciones (2.36) y (3.1). Primero, podemos escribir

dP
dr

=
dP
dρ

dρ
dr

= c2
s
dρ
dr

.

Donde definimos ac2
s ≡ dP/dρ como la velocidad del sonido. Utilizando la ecuación (3.1),

obtenemos que
1
ρ

dρ
dr

= − 1
υr2

d(υr2)

dr
.

Entonces la ecuación (3.4) se puede escribir como

υ
dυ
dr

− c2
s

υr2

d(υr2)

dr
+

GM
r2 = 0. (3.5)

Podemos usar
d(υ2)

dr
= 2υ

dυ
dr

,

para escribir la ecuación (3.5) como

1
2

d(υ2)

dr
− c2

s

2υ2

d(υ2)

dr
− 2c2

s

r
+

GM
r2 = 0,

1
2

(

1− c2
s

υ2

)

d(υ2)

dr
= −GM

r2 +
2c2

s

r
,

2En este problema se ha usado el potencial newtoniano, que se definirá en el siguiente capı́tulo.
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Entonces podemos escribir la ecuación (3.5) como

1
2

(

1− c2
s

υ2

)

d(υ2)

dr
= −GM

r2

(

1− 2c2
sr

GM

)

. (3.6)

Nótese quec2
s es en general una función der. El análisis de la ecuación se puede hacer

bajo ciertas suposiciones. Primero, a distancias lejos de la estrella el factor [1− (2c2
sr/GM)]

debe ser negativo. Esto quiere decir que parar grande el lado derecho de la ecuación (3.6) es

positivo. Sobre el lado izquierdo, el factord(υ2)/dr debe ser negativo, ya que se quiere que

el gas lejos de la estrella esté en reposo, y que se acelere conforme se aproxima a la estrella

conr decreciendo. Estos dos requerimiento son compatibles si y sólo si parar grande el flujo

del gas essubśonico, es decir,

υ2 < c2
s parar grande.

Conforme el gas se aproxima a la estrella,r decrece y el factor [1− (2c2
sr/GM)] debe incre-

mentarse. Este eventualmente llegará a ser cero, a menos que algo caliente al gas suficiente-

mente para quec2
s sea incrementado. Pero esto es improbable, ya que el factor alcanza el cero

en el radio dado por

rs =
GM

2c2
s(rs)

. (3.7)

Este radio es llamado elpunto śonico, que es el punto al cual el gas cambia de ser subsónico

a ser supersónico o viceversa. Entonces por lo mencionado anteriormente parar < rs, el flujo

debe sersuperśonicocerca de la estrella, es decir,

υ2 > c2
s parar cercana. (3.8)

La consecuencia directa es que sir = rs el lado izquierdo de la ecuación (3.6) debe desapa-

recer; esto requiere que

υ2 = c2
s o

d(υ2)

dr
= 0. (3.9)

Todas las soluciones para la ecuación (3.6) pueden ser clasificadas por el comportamiento

de rs. Podemos ver que existen seis familias de soluciones si graficamosυ2(r)/c2
s(r) contra

r/rs (véase la figura 3.1).

La condición de punto sónico nos lleva a relacionar la tasa de acreciónṀ con las condi-

ciones en infinito. Podemos integrar la ecuación (3.4) usando el hecho de que la presiónP
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0 1 2 3
0

1

2

3

Figura 3.1: Gráfica para un gas adiabático esféricamente simétrico en un campo gravitacional de una
estrella. Paraυ < 0, las soluciones son flujos de acreción, mientras que paraυ > 0 éstas
son vientos o “brisas”. En este casoγ = 4/3. Las ĺıneas gruesas son las llamadas solucio-
nestranśonicas, ya que son una transición entre el flujo sub- y supersónico enrs; rs es
conocido como el punto sónico para estas soluciones. Las ĺıneas punteadas representan
el flujo sub- y supersónico en cualquier punto. Las ĺıneas discontinuas no cubren todo el
rango enr y son bi-valuadas en el sentido en que hay dos soluciones posibles paraυ2 en
r. Se excluyen estas por lo antes mencionado, sin embargo podrı́an representar partes de
una solución si existen choques en el gas.
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depende sólo deρ [véase la ecuación (2.36)],

υ2

2
+

γ
γ −1

P
ρ
− GM

r
= cte. (3.10)

Peroc2
s = γP/ρ , y obtenemos laintegral de Bernoulli:

υ2

2
+

c2
s

γ −1
− GM

r
= cte. (3.11)

Nuestra solución fı́sica en infinito, nos dice queυ2 → 0 conformer → ∞, entonces la

constante debe serc2
s(∞)/(γ−1), dondecs(∞) es la velocidad del sonido en el gas lejos de la

estrella. El punto sónico nos relacionacs(∞) concs(rs), ya que que en ésteυ2(rs) = c2
s(rs),

GM/rs = 2c2
s(rs) y la integral de Bernoulli da

c2
s(rs)

(

1
2

+
1

γ −1
−2

)

=
c2

s(∞)

γ −1
(3.12)

ó

cs(rs) = cs(∞)

(

2
5−3γ

)1/2

. (3.13)

Usandoc2
s = γP/ρ = Kγργ−1, entonces

ρ =
c2/(γ−1)

s

(Kγ)1/(γ−1)
(3.14)

y ahora aplicando el resultado para la condición en infinito y combinándolo con el punto

sónico, encontramos que

ρ(rs) = ρ(∞)

[

cs(rs)

cs(∞)

]2/(γ−1)

. (3.15)

Ahora se puede obteneṙM de (3.1)

Ṁ = 4πr2ρυ = 4πr2ρ(rs)cs(rs), (3.16)

sustituyendoρ(rs) y cs(rs) por las ecuaciones (3.15) y (3.13), respectivamente, encontramos

Ṁ = πG2M2 ρ(∞)

c3
s(∞)

[

2
5−3γ

](5−3γ)/2(γ−1)

. (3.17)

Valores razonables para el medio interestelar sonρ(∞) = 10−24 gr cm−3, cs(∞) = 10 Km s−1

para una temperatura deT(∞) = 104 K con una masa solar yγ = 4/3. Entonces se puede
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expresar la ecuación anterior como

Ṁ = 1.55×1011
(

M
M⊙

)2[ ρ(∞)

10−24 gr cm−3

][

cs(∞)

10 Km s−1

]

gr s−1. (3.18)

Para un agujero negro de una masa solar encontramos queLacc ⋍ 3.5×1031 erg s−1; en

una distancia tı́pica de 1 kpc esto da un flujo demasiado bajo para ser detectado.

Cuando el gas en la nube infinita de gas -la cual proporciona la acreción de Bondi- posée

una pequeña rotación, entonces las lı́neas de corriente que caen hacia el agujero negro resul-

tan no ser lı́neas radiales. De hecho cuando la nube gira como un cuerpo rı́gido alrededor de

un eje que pasa por el centro del agujero, la acreción se lleva acabo más o menos en trayec-

torias parabólicas. El foco de la parábola es el agujero y por lo tanto, las lı́neas de corriente

no terminan en la superficie del agujero como sucede en el caso de la acreción esférica (la

única excepción es la lı́nea de corriente que está en el eje de rotación pues cualquier partı́cula

de fluido en esta región carece de momento angular). En el plano ortogonal al eje de rotación

y que intersecta al centro del agujero, las lı́neas provenientes de “arriba” y “abajo” de este

plano colisionan con su contraparte simétrica que viene del otro lado del plano. Las mejores

simulaciones numéricas de este fenómeno muestran que la componente ortogonal de la velo-

cidad a este plano se anula, después de la interacción mediante la generación de una onda de

choque producida por la colisión. En otras palabras, la energı́a cinética de las partı́culas en

la dirección ortogonal al plano se termaliza (se convierte en energı́a térmica) y se pierde más

tarde mediante radiación. Con esto, las partı́culas de fluido únicamente tienen componentes

de velocidad dentro del plano. Debido a que el momento angular de cada partı́cula debe con-

servarse a lo largo de su trayectoria, entonces las partı́culas de fluido que ahora limitan su

movimiento al plano deben girar alrededor del eje de rotación. De esta manera se espera que

se produzca un disco de gas que gira alrededor del eje de rotación de la nube.

Las partı́culas de gas que giran en un plano, alrededor del agujero negro tienden a hacerlo

en un disco de gas debido a la simetrı́a del problema. A este objeto gaseoso y masivo que

pueder ser autogravitante se le denominadisco de acrecíon. El gas gira alrededor del agujero

negro de tal forma que comienza a acretarse (caer) hacia el agujero. Esto sucede debido a

que una viscosidad genera fricción entre las partı́culas a diversos radios. De esta manera, se

transporta momento angular a las partes más lejanas del disco a expensas de que las partı́culas

sean acretadas hacia el centro del disco, donde se encuentra el agujero negro.

Para el caso en el que la dinámica del gas ha alcanzado un estado estacionario (∂/∂ t = 0)

entonces la masa de gas formará una circunferencia o disco. En el presente trabajo se supone

que la masa del discoMd es mucho menor que la masa del agujero negroMan (no auto-

gravitante). Los discos están descritos en coordenadas cilı́ndricas (r,z,φ ), y se supone que los
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discos poséen simetrı́a azimutal (las derivadas con respecto aφ son iguales a cero).

3.2. Discos delgados

Examinemos cuantitativamente la estructura de las regiones internas de un disco de acre-

ción newtoniano que orbita alrededor de un agujero negro de masaM. Se supone que el gas

es depositado en un disco a una tasa constanteṀ y acreta hacia el agujero negro a la misma

tasa. Se supone que el plano central del disco se encuentra en el plano ecuatorial del agujero

negro, definido comoz= 0. Se supone que el disco de acreción es no auto-gravitante (pro-

poniedo que la masa del disco de acreción no sea comparable con la masa del hoyo negro al

que está órbitando, es decir,Md/Man ≪ 1, dondeMan es la masa del agujero negro yMd es

la masa del disco) y axisimétrico con el eje de rotación coincidiendo con el eje-z. El flujo es

adiabático, en partı́cular, no hay enfriamiento radiativo local incluido.

En el movimiento circular kepleriano, cada elemento posée momento angular especı́fico

l (por unidad de masa), donde

l = (GMr)1/2 .

Este resultado nos dice que los gradientes de presión son demasiado pequeños comparados

con la fuerza gravitacional y la fuerza centrı́fuga. Parar pequeña, cerca del horizonte de

eventos, este valor del es menor que el valor del en el borde exterior del disco,rD. En

estado estacionario la tasa a la cual el momento angular debe ser removido del disco por el

movimiento del gas debe ser

J̇ = Ṁl(rD) = Ṁ (GMrD)1/2 .

Definimos al grosor del disco como 2h y Σ como la densidad superficial del disco enr.

Entonces podemos escribir

Σ ≡
∫ h

−h
ρdz.

Definamos aυr como la magnitud de la velocidad radial interna del gas (υr > 0), υφ la

velocidad circular kepleriana yΩk la velocidad angular kepleriana, entonces

υφ = rΩk =

(

GM
r

)1/2

. (3.19)

Si se supone que el disco es delgado, esto tiene que satisfacer que

h(r) ≪ r.
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De la ecuación (2.30) podemos definir a la fuerza viscosa en ladirecciónφ como la

fuerza que es causada por la fricción de los elementos del fluido adyacentes generados por

una torca que lleva el momento angular hacia afuera. La normal a la superficie que separa a

los elementos del fluido adyacentes en este caso es en la dirección radial, entonces la fuerza

está dada por

fφ = −σ ′
rφ ,

y para un disco kepleriano tenemos que

σ ′
rφ = σ ′

φ r = η
(

1
r

υr,φ +υφ ,r −
υφ

r

)

. (3.20)

Usando la ecuación (3.19), encontramos que

σ ′
rφ = −3

2
ηΩk = −3

2
η
(

GM
r3

)1/2

. (3.21)

Dondeη es el coeficiente de viscosidad dinámica (gr cm−1 s−1). Finalmente, se define a

F como el flujo de radiación emitido desde la cara superior (o inferior) del disco.

En estado estacionario, la estructura del disco está determinada por las cuatro ecuaciones

de conservación (de masa, momento angular, energı́a y momento vertical). Además, una ley

de viscosidad paraη tiene que ser espeficada, ası́ como la ley que describe el transporte de

radiación del centro hacia la superficie.

3.2.1. Estructura radial del disco en estado estacionario

Tomando las suposiciones anteriores, podemos entonces escribir las ecuaciones de con-

servación para la masa y transporte angular en el disco debido al movimiento radial.

a) Conservación de la Masa en Reposo. La integración de la ecuación para el flujo de masa,

∇ · (ρυ) = 0 , dondeρ = 2πrΣ, nos conduce a

Ṁ = 2πrΣυr = cte. (3.22)

La ecuación anterior nos dice que la tasa de masa fluyendo hacia el interior de un

cilı́ndro de radior es independiente der.

b) Conservación de Momento Angular. Dejemos queJ̇+ = Ṁ(GMr)1/2 sea la tasa interna de

transporte de momento angular a través del radior en el disco debido a gas que entra

al flujo. Dejemos quėJ− sea la tasa en el cual el momento angular es consumido por
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el agujero. Debido a que el momento angular especı́fico depositado en el agujero no

puede exceder el valor del(rms) en el borde interno del disco, podemos escribir

J̇− = Ṁ(GMrms)
1/2. (3.23)

Aquı́ rms es la órbita marginalmente estable, que será definida en el siguiente capı́tulo.

La conservación del momento angular requiere que la tasa neta de cambio del momento

angular dentro der sea igual a la torca ejercida por la tensión viscosa. Entonces,

torca= ( f uerza en~eφ /area)× (area)× (r) = J̇+− J̇− (3.24)

o

fφ (2πr ·2h)r = Ṁ
[

(GMr)1/2− (GMrms)
1/2
]

. (3.25)

Note que la fuerzafφ está determinada únicamente en estado estacionario porM y Ṁ.

c) Conservación de la Energı́a. La entropı́a está generada por viscosidad, y de la ecuación

(2.31), tenemos

Q̇≡ ρTṡ=
1
2

σ ′2

η
⋍

(σ ′
φ r)

2

η
= −

fφ σ ′
φ r

η
. (3.26)

Usando las ecuaciones (3.21), (3.25) y la anterior escrita, tenemos que

2hQ̇ =
3Ṁ

4πr2

GM
r

[

1−
(rms

r

)1/2
]

. (3.27)

Si suponemos que el calor no está almacenado, y además es totalmente radiativo, en-

tonces la ecuación anterior nos da directamente el flujo integrado emitido desde las

caras de arriba y abajo del disco enr:

F(r) =
1
2
×2hQ̇ =

3Ṁ
8πr2

GM
r

[

1−
(rms

r

)1/2
]

. (3.28)

La ecuación anterior nos dice que la distribución radial del flujo emitido es completa-

mente independiente de la ley de viscosidad, la cual no tenemos que especificar todavı́a.

La luminosidad del disco es

L =

∫ ∞

rms

2F ×2πrdr =
GMṀ
2rms

(3.29)

Esta luminosidad es exactamente la que uno espera de la conservación de energı́a. La

energı́a gravitacional newtoniana por gramo enrms es EB = GM/2rms y la energı́a
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cinética rotacional por gramo extraı́da del agujero esER = 0. Entonces la ecuación

correcta esL = (EB+ER)Ṁ.

d) Conservación del momento vertical. Como suponemos que no hay movimiento neto del

gas en la dirección vertical, la conservación del momento a lo largo de~ez se reduce a la

condición de equilibrio hidrostático. Igualando la componente de la fuerza gravitacio-

nal del agujero a lo largo de~ez al gradiente de la presión vertical en el disco,

1
ρ

dP
dz

= −GM
r2

z
r

(z≪ r). (3.30)

Reemplazar las diferenciales en la ecuación anterior por diferencias finitas (que para

este caso, tenemos que∆P≈ P y ∆z≈ h) nos conduce a que

1
ρ

P
h
≈ GM

r2

h
r
, (3.31)

entonces encontramos que

h≈
(

P
ρ

)1/2( r3

GM

)1/2

≈ cs

Ωk
, (3.32)

dondec2
s ≈ P/ρ es la velocidad del sonido en la mitad del disco. Recuérdese que la

velocidad del sonido se define como

c2
s ≡

∂P
∂ρ

. (3.33)

A la ecuación (3.32) podemos escribirla como

h
r
≈ cs

( r
GM

)1/2
,

pero como se supuso que el disco es delgadoh/r ≪ 1, esto implica que

cs ≪
(

GM
r

)1/2

= υφ ,

es decir, para un disco delgado requerimos que la velocidad orbital kepleriana sea alta-

mente supersónica. Esto es claramente una condición sobre la temperatura del disco y

por lo tanto, en última instancia, sobre el mecanismo de enfriamiento.

e) Ley de Viscosidad (discosα). Para que el material del disco pueda caer hacia el agujero
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negro debe perder momento angular. Dado que cada anillo se encuentra en rotación di-

ferencial debido al potencial central, existe un gradiente radial en la velocidad circular.

Esta diferencia de velocidades entre cada anillo contiguo implica que existe fricción

entre el fluido de los anillos, por lo cual el material en un anillo ganarı́a momento an-

gular mientras que el anillo adyacente perderı́a momento angular: es decir, existe una

transferencia de momento angular. A esta fricción interna se le llamaviscosidad, y

existe siempre que haya gradientes de velocidad en un fluido.

La fuente de la viscosidad en el disco de acreción es más parecida a ser una turbulencia

a pequeña escala en el flujo de la dinámica del gas. El campo magnético, el cual es

arrastrado junto con el plasma, deberı́a contribuir a la viscosidad. Afortunadamente, el

flujo integrado y la luminosidad total son independientes de la ley de viscosidad. Des-

afortunadamente, la estructura del disco y el espectro de radiación emitido dependen

de la viscosidad.

Shakura y Sunyaev (1973) construyeron una relación entre la tensión y la viscosidad,

ésta se puede escribir con la viscosidad dinámica de la siguiente manera

η = αcsh, (3.34)

dondeα es el parámetro de viscosidad adimensional, que no puede ser cálculado en

detalle, pero que satisface

α . 1.

Modelos construidos usando la ecuación anterior son llamados discosα. Varios mode-

los dejan al valor deα ser un parámetro libre en la estructura del disco. Con los valores

encontrados anteriormente obtenemos,

η = α
c2

s

Ωk
. (3.35)

En el presente trabajo no se usa ninguna Ley de Viscosidad ya que se supone que el

disco no tiene viscosidad, y por lo tanto se hace un análisis dinámico del disco.

d) Presión. La presión total del material en el disco es la suma de la presión térmica y la

presión de radiación. Para hidrógeno ionizado esto nos lleva a

P(ρ,T) ⋍
2ρkT
mp

+Prad, (3.36)
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donde, en equilibrio termodinámico local3, tenemos que

Prad ⋍
1
3

aT4. (3.37)

Tı́picamente, la presión del gas está dominada por la presión de radiación, excepto en

regiones externas del disco donde la temperatura es más baja.

e) Opacidad. Tı́picamente, en las regiones exteriores del disco la absorción libre-libre domi-

na a la dispersión en el enfriamiento; mientras que en las regiones internas la dispersión

domina a la absorción libre-libre en el calentamiento. La opacidad media de Rosseland

se puede escribir como
1
κ
≈ 1

κdis
+

1
κabs

. (3.38)

La absorción en el disco es térmicamente no relativista o transición libre-libre.Ésta

puede ser escrita como

κabs⋍ κ ll ⋍ 0.64×1023(ρ[gr cm−3])(T[K])−7/2 cm2 gr−1.

La mayor fuente de dispersión es la de Thompson, cuya opacidad es

κdis ⋍ κT ⋍ 0.4 cm2 gr−1.

Solución

La solución algebráica para un disco delgado [descrito con los incisos a) al e)] es algo

tediosa, pero ha sido obtenida por Shakura y Sunyaev (1973) y por Novikov y Thorne (1973),

siendo esta última una solución relativista. Ellos encontraron que para valores fijos deM y Ṁ,

el disco puede convenientemente dividirse en tres regiones distintas, dependiendo del valor

der. Estas regiones son:

1 Una regiónexternapara grandesr, en la cual la presión de radiación está dominada por la

presión del gas y la opacidad está controlada por absorción libre - libre.

2 Una regiónmediapara pequeñasr, en la cual la presión de radiación está dominada por la

presión del gas y la opacidad se debe principalmente a la dispersión de electrones.

3Suponga que todos los niveles de población de los grados de libertad internos y externos que pueden con-
tribuir a la radiación electromagnética están caracterizados por sus valores termodinámicos en una temperatura
comúnT. En esta situación, la materia se dice que está enequilibrio termodińamico local(ETL). La suposi-
ción de ETL difiere de ET (equilibrio termodinámico completo) en que el campo de radiación no necesita ser
planckiano a la mismaT.
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3 Una regióninterna para muy pequeñasr, en donde la presión de radiación domina y la

dispersión domina a la absorción en la opacidad, esto es porque la temperatura es mayor

en la región interna que en la externa.

La solución del disco dada por Shakura y Sunyaev, suponiendo que no hay presión de

radiación (es decir, para las regiones 1 y 2) es

Σ = 5.2α−4/5Ṁ7/10
16 m1/4

1 R−3/4
10 f 14/5 gr cm−2,

h = 1.7×108α−1/10Ṁ3/20
16 m−3/8

1 R9/8
10 f 3/5 cm,

ρ = 3.1×10−8α−7/10Ṁ11/20
16 m5/8

1 R−15/8
10 f 11/5 gr cm−3,

Tc = 1.4×104α−1/5Ṁ3/10
16 m1/4

1 R−3/4
10 f 6/5 K,

η = 1.8×1014α4/5Ṁ3/10
16 m−1/4

1 R3/4
10 f 6/5 cm2 s−1,

υr = 2.7×104α4/5Ṁ3/10
16 m−1/4

1 R−1/4
10 f−14/5 cm s−1,

con

f =

[

1−
(

R∗
R

)1/2
]1/4

,

R10 =
R

1010 cm
,

m1 =
M

M⊙
,

Ṁ16 =
Ṁ

1016 gr cm−3 .

En la solución anterior se supone que el disco es ópticamente grueso, es decir,τ = ρhκ es

≫ 1, esto quiere decir que el campo de radiación es localmente muy parecido a un cuerpo

negro.

Note que el parámetro desconocidoα no introduce en las expresiones antes escritas un

alto orden de magnitud. Lo que significa que las cantidades no son particularmente sensibles

al valor deα. También, podemos ver que

h/r = 1.7×10−2α1/10Ṁ3/20
16 m3/8

1 R1/8
10 f 3/5

entonces el disco es delgado como se mencionó anteriormente. La velocidad radial esυr ∼
0.3 km s−1 que es altamente subsónica (cs ∼ 10 km s−1) mientras que la velocidad circular

keplerianaυφ ∼ 1000 km s−1 es muy supersónica.
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3.3. Discos gruesos

En la sección anterior se supuso que el disco era delgado, es decir,h/r ≪ 1. Pero, ¿qué pa-

sa cuando el disco no cumple esta condición? Suponga que el calor es generado a una tasa

deQ+(r) por la fuerza viscosa, y removido por pérdida radiativa en una tasaQrad. En estado

estacionario, el balance total de calor,Q+ = Qrad, es mantenido. El flujo advectivo de calor,

Qadv, causado por el flujo de acreción de materia, está siempre presente. Sin embargo, este

flujo es despreciable para discos delgados, ya que el flujo advectivo es del orden de

Qadv∼
(

h
r

)2

Q+. (3.39)

El enfriamiento advectivo es importante en situaciones en las queh/r no es pequeño. Para

el caso en queh(r) ∼ r, la estructura del disco de acreción cambia significativamente. En

este caso el disco es llamadodisco grueso. El interés actual en la teorı́a de la estructura,

evolución y estabilidad de los discos gruesos es debido a la posibilidad de que éstos podrı́an

explicar las fuentes luminosas en las radio-galaxias. Estos pueden ocurrir durante las etapas

tempranas de formación estelar. Los discos gruesos pueden ser formados en sistemas que

contienen objetos compactos, como agujeros negros o estrellas de neutrones. Estos pueden

ser formados en diferentes escenarios gobernados por fuerzas gravitacionales. Por ejemplo:

1) colapso gravitacional de estrellas masivas rotando, 2) el choque de dos objetos compactos

(como estrellas de neutrones o enanas blancas) o 3) el fenómeno de acreción asociado con

estrellas binarias de rayos X de baja masa (LMXBs por sus siglas en inglés).

Una vez que el disco está formado, uno se pregunta: ¿Es el disco dinámicamente estable?

Para responder a la pregunta anterior, necesitamos considerar la viscosidad, la auto-gravedad,

el campo magnético y la distribución de momento angular del material dentro del disco.

Para el presente trabajo no se incluye la viscosidad ni el campo magnético del disco,

además se supone que el disco de acreción es no auto-gravitante (proponiedo que la masa

del disco de acreción no sea comparable con la masa del hoyo negro al que está órbitando,

es decir,Md/Man ≪ 1, dondeMan es la masa del agujero negro yMd es la masa del disco)

y axisimétrico con el eje de rotación coincidiendo con el eje-z. El flujo es adiabático, en

partı́cular, no hay enfriamiento radiativo local incluido. Se describe el campo gravitacional

del hoyo negro en términos de la hidrodinámica clásica (véase el capı́tulo 2).

Las ecuaciones4 que describen el problema consisten en:

4Ecuaciones escritas en coordenadas cilı́ndricas (r,z,φ ).
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(i) la ecuación de continuidad [véase (2.4)],

∂ρ
∂ t

+
1
r

∂
∂ r

(rρυr)+
∂
∂z

(ρυz) = 0, (3.40)

(ii) las ecuaciones de movimiento [básicamente la ecuación de Euler (2.7) más la fuerza

gravitacional del hoyo, la fuerza centrı́fuga y la viscosidad como fuerzas externas.],

∂
∂ t

(ρυr)+
1
r

∂
∂ r

(

rρυ2
r

)

+
∂
∂z

(ρυrυz) = −∂P
∂ r

−ρ
∂Φ
∂ r

+ρ
l2

r3 +qr , (3.41)

∂
∂ t

(ρυz)+
1
r

∂
∂ r

(rρυzυr)+
∂
∂z

(

ρυ2
z

)

= −∂P
∂ r

−ρ
∂Φ
∂z

+qz, (3.42)

∂
∂ t

(ρ l)+
1
r

∂
∂ r

(rρ lυr)+
∂
∂z

(ρ lυz) = rqφ , (3.43)

(iii) la ecuación de la energı́a [sólo tomando la densidad de energı́a interna; véase la ecuación

(2.23)],
∂
∂ t

(ρu)+
1
r

∂
∂ r

(rρuυr)+
∂
∂z

(ρuυz) = −P∇ ·~υ +Q, (3.44)

(iv) y la ecuación de estado [usando la ecuación (2.36) y (2.21)],

P = (γ −1)ρu. (3.45)

Aquı́~q = (qr ,qz,qφ ) es la fuerza viscosa5, Q es la función de disipación de calor6, l es el

momento angular especı́fico (por unidad de masa) yΦ es el potencial gravitacional7.

La fuerza viscosa y la función de disipación en coordenadas cilı́ndricas pueden ser expre-

sadas como

qr =
1
r

∂
∂ r

(rσ ′
rr )+

∂σ ′
rz

∂z
−

σ ′
φφ

r
, (3.46)

qz =
1
r

∂
∂ r

(rσ ′
zr)+

∂σ ′
zz

∂z
, (3.47)

qφ =
1
r

∂
∂ r

(rσ ′
φ r)+

∂σ ′
φz

∂z
+

σ ′
rφ

r
, (3.48)

5En el presente trabajo no se toma en cuenta esta cantidad, ya que se quiere estudiar los efectos dinámicos
del sistema.

6Para las simulaciones realizadas, se supone que no hay disipación de calor en el disco, por lo que esta
cantidad no es tomada en cuenta.

7Veremos más adelante la definición formal deΦ.
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Q = 2η

{

(

∂υr

∂ r

)2

+

(

∂υz

∂z

)2

+
υ2

φ

r2 +
1
2

(

∂υz

∂ r
+

∂υr

∂z

)2

+
r2

2

[

∂
∂ r

(

l
r3

)]2

+
1
2

[

∂
∂z

(

l
r

)]2
}

− 2
3

η(∇ ·~υ)2

Donde

σ ′
rr = 2η

∂υr

∂ r
− 2

3
η∇ ·~υ, σ ′

zz= 2η
∂υz

∂z
− 2

3
η∇ ·~υ ,

σ ′
φφ = 2η

υr

r
− 2

3
η∇ ·~υ, σ ′

rz = σ ′
zr = η

(

∂υz

∂ r
+

∂υr

∂z

)

,

σ ′
rφ = σ ′

φ r = ηr
∂
∂ r

(

l
r2

)

, σ ′
zφ = σ ′

φz = η
∂
∂z

(

l
r

)

,

son las componentes del tensor de tensiones de la viscosidad. Además,

∇ ·~υ =
1
r

∂
∂ r

(rυr)+
∂υz

∂z

La viscosidad se puede modelar con la ecuación (3.34).

3.3.1. Toro est́atico rotando

Equilibrio

En este trabajo se usa un toro estático rotando como condición inicial para los cálculos

dependientes del tiempo. Un toro estático está descrito por las ecuaciones (3.40)-(3.45) con

las derivadas temporales y todos los términos disipativos iguales a cero. Entonces la ecuación

de Euler se puede escribir como

1
ρ

∇P = −∇Φ+
l2

r3∇r. (3.49)

La condición de von Zeipel (véase [6]) establece que para un fluido barotrópicoP = P(u),

tanto la velocidad angular como el momento angular son constantes sobre los cilindros,Ω =

Ω(R), l = l(R), conR= r senθ siendo la distancia del eje de rotación. La ecuación (3.49)

puede ser escrita para la componente radial de la siguiente manera

1
ρ

dP
dr

= −dΦ
dr

+
l2

r3 .
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Utilizando la ecuación (2.36)) tenemos,

γKργ−2dρ
dr

+
dΦ
dr

− l2

r3 = 0,

Integrando la ecuación desde infinito hastar, tenemos

γK
γ −1

ργ−1 +Φ−
∫ r

∞

l2(r ′)
r ′3

dr ′ = cte.

Note que la constante de integración tiene unidades de energı́a por unidad de masa. Podemos

decir que la constante es el valor inicial del potencial efectivo,W0, entonces

γ
γ −1

P
ρ

+Φ+
∫ ∞

r

l2(r ′)
r ′3

dr ′ = W0.

De modo que

γ
γ −1

P
ρ

+W(r,z) = W0. (3.50)

DondeW(r,z) es el potencial efectivo definido como

W(r,z) ≡ Φ(r,z)+

∫ ∞

r

l2(r ′)
r ′3

dr ′. (3.51)

Aquı́ Φ(r,z) es el potencial gravitacional que ejerce una masa puntual (para este trabajo un

agujero negro) hacia cada partı́cula del disco de acreción; esta cantidad se definirá en el

siguiente capı́tulo. La cantidadl(r) es el momento angular del disco de acreción por unidad

de masa, que será definida en el capı́tulo 5.

Densidad

La densidad del toro dependiente der y z puede ser escrita con la ayuda de la ecuación

(2.36) de la siguiente manera

ρ(r,z) =

[(

1
K

)

(W0−W(r,z))

(

γ −1
γ

)]1/(γ−1)

. (3.52)

Para el presente trabajo, se define a la cantidadW0 en el plano ecuatorial como

W0 ≡ fW(r0,0). (3.53)
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Aquı́, r0 es el centro de disco (se fijará más adelante) yf es el factor de llenado para el

potencial efectivo. La cantidadf toma valores entre 0 y 1. Paraf = 1 hay una cantidad

infinitesimal de gas en el fondo del pozo enr0, y conforme f se hace menor el pozo se va

llenando cada vez más.



Caṕıtulo 4

Potenciales gravitacionales

4.1. Potencial de Newton

La ley de la gravitación de Newton dice que la fuerza centralFR (fuerza atractiva)1 es

directamente proporcional al producto de las dos masas e inversamente proporcional al cua-

drado de la distancia entre ellas:

FR = −G
Mm
R2 . (4.1)

La letraG representa laconstante de la gravitación, una de las constantes naturales de la

naturaleza. El potencial gravitacional se puede definir como

FR≡−∂Φ
∂R

. (4.2)

Entonces podemos encontrar el potencial gravitacional integrando la ecuación anterior2. Por

lo tanto podemos escribir al potencial gravitacional de la manera siguiente (por unidad de

masa3)

Φ(r,z) = − GM√
r2+z2

. (4.4)

1Aquı́R=
√

r2 +z2 es la coordenada radial en coordenadas esféricas. En esta sección se usan las coordena-
das cilı́ndricas para describir el movimiento de una partı́cula de prueba alrededor del la masa central.

2Para integrar la ecuación, usualmente se escribe

Φ = −
∫ ∞

R
FR′dR′. (4.3)

ya que es la fuerza que siente un partı́cula de prueba cayendo desde infinito hasta la masa central.
3Se supone que la masa es infinitamente pequeña comparada con la masa del agujero negro.

65
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Con la ecuación (3.51) obtenemos el potencial efectivo del disco de acreción:

W(r,z) = − GM√
r2 +z2

+
∫ ∞

r

l2(r ′)
r ′3

dr ′. (4.5)

0 1 2 3 4
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1

2

Figura 4.1: La curva punteada superior corresponde al potencial repulsivo centrı́fugo, mientras que la
inferior corresponde al potencial gravitacional. La curva sólida es la suma de éstas.

Si el momento angular permanece constante, obtenemos que

W(r,z) = − GM√
r2+z2

+
l2

2r2 . (4.6)

El potencial centrı́fugo (segundo término del lado derecho de la ecuación anterior, que será de-
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finido más adelante mediante la definición del momento angular especı́fico) es siempre re-

pulsivo mientras que el potencial gravitacional es siempre atractivo. Una gráfica del potencial

efectivo (en el plano ecuatorial) se puede ver en la figura 4.1. Paral 6= 0, el potencial efectivo

tiene el siguiente comportamiento:

W(r) → ∞

r → 0

W(r) → 0

r → ∞,

la curva sólo tiene un mı́nimo en el puntor0 = l2/GM y el valor mı́nimo del potencial efecti-

vo esWmin = −G2M2/(2l2). La parte positiva del potencial efectivo se conoce como barrera

centrı́fuga, esta barrera no existirá paral = 0. Analicemos las cuatro posibles energı́as tı́picas:

E1, E2, E3 y E4, que representan diversas condiciones iniciales y movimientos cualitativa-

mente diferentes.

i W = E1. Cuando las condiciones iniciales sean tales que la constante de energı́a seaE1> 0,

la partı́cula ficticia de masamno puede acercarse al centro de fuerzas más allá der = r1;

a r1 se le llama el punto de retorno. Sir < r1 la velocidad radial serı́a imaginaria

(fı́sicamente no aceptable), enr = r1 la velocidad radial es nula ˙r = 0. La partı́cula

puede alejarse del centro de fuerza sin lı́mite, produciendo un movimiento no acotado

o no ligado, la partı́cula no es atrapada por el campo gravitacional, la órbita es abierta

y la partı́cula no regresa hacia el centro de fuerzas. En este caso la partı́cula sigue una

órbita hiperbólica.

ii W = E2 = 0. En este caso la partı́cula llega desde infinito con energı́a cinética nula. La

órbita es parabólica.

iii W = E3< 0. En esta condición el sistema está ligado, la posición relativa der está acotada

por r3 ≤ r ≤ r4, los puntosr3 y r4 se llaman puntos apsidales. La órbita es cerrada, es

una elipse y los puntos apsidalesr3 y r4 se convierten en el perigeo (perihelio, es decir,

más cerca del Sol) y apogeo (afehelio, es decir, más lejos del Sol), respectivamente,

para el caso de la órbita terrestre.

iv W = E4=Wmin. En este caso sólo existe la posibilidad der0 = cte, es decir, el movimiento

es circular ˙r = 0 y la velocidad angulaṙφ = l/r2
0 = cte, es un movimiento circular
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Figura 4.2: Equipotenciales para un momento angular constante usando el potencial de New-
ton.
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uniforme, por lo tanto el apogeo y el perigeo coinciden. En el mı́nimo la derivada del

potencial efectivo es nula, y entonces,

F(r) = −∂W
∂ r

= − l2

r3 = −r φ̇2 = −rΩ2,

−GM
r2 = −rΩ2,

lo cual significa que la fuerza aplicada iguala a la fuerza centrı́peta, ésta es la condición

para un movimiento circular uniforme.

La sección meridional de las superficies equipotenciales para momento angular constante

son mostradas en la fig. 4.2. La condición de un toro estático tiene que coincidir con alguna

de las superficies equipotenciales.

4.1.1. Momento angular kepleriano

La distribución de momento angular keplerianol = lK(r) en órbita circular cumple estric-

tamente la siguiente condición,
(

∂W
∂ r

)

l
= 0. (4.7)

Entonces utilizando la ecuación (4.5) en el plano ecuatorial, encontramos que

GM
r2 − l2

r2 = 0

Entonces el momento angular kepleriano se puede escribir como

lK(r) =
√

GMr. (4.8)

4.2. Métrica de Schwarzschild

Karl Schwarzschild derivó en 1916 la solución general relativista de las ecuaciones de

Einstein (véase apéndice B) para un campo gravitacional rodeando a una masa esférica,

eléctricamente neutra y sin rotación. Esta solución describe a un agujero negro como ma-

sa esférica y a esta solución se le llama agujero negro de Schwarzschild, en honor a Karl

Schwarzschild. La solución de Schwarzschild es la siguiente,

ds2 = gttdt2+grr dr2+gθθ dθ2 +gφφ dφ2, (4.9)



70 4.2. Métrica de Schwarzschild

donde

gtt = −
(

1− rg

r

)

c2,

grr =
(

1− rg

r

)−1
,

gθθ = r2,

gφφ = r2sen2θ .

Aquı́ dses la distancia entre dos eventos cercanos en el espacio tiempo (véase apéndice B),

y rg es el radio gravitacional definido como

rg ≡
2GM

c2 .

Un observador estático en este campo gravitacional es quien está fijo enr,θ ,φ . El lapso de

tiempo propio para un observador está dado por

c2dτ2 = −ds2 =
(

1− rg

r

)

c2dt2,

ó

dτ =
(

1− rg

r

)1/2
dt. (4.10)

Esto simplemente muestra el tiempo de dilatación gravitacional [corrimiento al rojo (reds-

hift)] para un reloj en el campo gravitacional comparado con un reloj en infinito (es decir,

dτ < dt). Note que la ecuación (4.9) tiene una discontinuidad cuandor = rg, que corres-

ponde alhorizonte de eventos(≡ Superficie el hoyo negro≡ Radio de Schwarzschild). Otro

nombre para esto esl ı́mite est́atico, porque observadores estáticos no pueden existir dentro

der ≤ rg; ellos están dentro del horizonte de eventos.

Un observador estático mide con su marco ortonormal local (véase apéndice B). Usando

tı́ldes para denotar cantidades en el marco ortonormal local, tenemos de la ecuación 4.9,

~êt =
(

1− rg

r

)−1/2
~et , (4.11)

~er̂ =
(

1− rg

r

)1/2
~er , (4.12)

~eθ̂ =
1
r
~eθ , (4.13)

~eφ̂ =
1

r senθ
~eφ . (4.14)
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Es claro que en un marco ortonormal, tenemos

~êt ·~êt =
(

1− rg

r

)−1
~et ·~et =

(

1− rg

r

)−1
gtt = −1, etc... (4.15)

4.2.1. Movimiento de una part́ıcula de prueba

Para seguir el movimiento de una partı́cula de prueba moviéndose libremente en una

geometrı́a de Schwarzschild, ésta seguirı́a la trayectorı́a de la geodésica, que se deriva del

lagrangiano [véase apéndice C, ecuación (C.23)]

2L = −
(

1− rg

r

)

c2ṫ2+
(

1− rg

r

)−1
ṙ2+ r2θ̇2+ r2sen2 θφ̇2, (4.16)

donde ˙xα = dxα/dλ = pα es el cuadri-momento. Aquiλ = τ/m para una partı́cula de masa

m. Las ecuaciones de Euler - Lagrange son

d
dλ

(

∂L
∂ ẋα

)

− ∂L
∂xα = 0, xα = (t, r,θ ,φ). (4.17)

Parat,θ y φ , tenemos que

d
dλ

[

−
(

1− rg

r

)

c2ṫ
]

= 0, (4.18)

d
dλ
(

r2θ̇
)

= r2senθ cosθφ̇2, (4.19)

d
dλ
(

r2sen2θφ̇
)

= 0. (4.20)

Alternativamente para usar directamente la ecuación parar, es más fácil usar el hecho que

gµν pµ pν = −m2c2 (4.21)

En otras palabras,L = −m2c2/2. Si restringimos el problema al plano ecuatorial (θ = π/2),

tenemos que [usando la ecuación (C.24)]

(

1− rg

r

)

c2ṫ = cte= E = −ptc
2, (4.22)

r2φ̇ = cte= l = pφ . (4.23)

Estas son constantes de movimiento parat y φ . Para entender su significado fı́sico, basta

con poner a un observador estático en el plano ecuatorial. La energı́a medida localmente

es la componente temporal del cuadri-momento medido en el marco ortonormal local del
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observador, que es la proyección del cuadri-momento a lo largo del vector temporal:

Elocal ≡ pt̂c2 = −pt̂c
2 = −c2~p ·~êt = −c2

(

1− rg

r

)−1/2
~p ·~et = −c2

(

1− rg

r

)−1/2
pt

Entonces

E =
(

1− rg

r

)1/2
Elocal. (4.24)

Para cuandor → ∞, Elocal → E, entoncesE es llamada la “energı́a en infinito”. Está relacio-

nada conElocal por un factor de corrimiento al rojo. SiE permanece constante a lo largo de

la trayectoria de un fotón entonces para un emisor estático enr = rem tenemos que

hνem = E

(

1− rg

rem

)−1/2

, (4.25)

y para un receptor enr → ∞, tenemos

hνre = E. (4.26)

Entonces
νem

νre
=

(

1− rg

rem

)−1/2

. (4.27)

La interpretación fı́sica del sigue de la consideración del valor medido localmente deυ φ̂ . La

componente de la velocidad tangencial es

υ φ̂ =
pφ̂

pt̂
=

pφ̂

pt̂
=

~p ·~eφ̂

Elocal/c2 =
~p ·~eφ/r

Elocal/c2 =
pφ /r

Elocal/c2 =
l/r

Elocal/c2 .

Por lo tanto,

l =
Elocal

c2 rυ φ̂ . (4.28)

Comparando con la expresión newtonianamrυ φ̂ , vemos quel es el momento angular conser-

vado de la partı́cula.

Para encontrar la ecuación de movimiento en la dirección radial necesitamos expandir la

ecuación (4.21) de la siguiente manera (en el plano ecuatorial, es decir,θ = π/2):

gtt(pt)2+gφφ (pφ )2+grr (pr)2 = −m2c2.
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Si ahora sustituimos los valores correspondientes paragµν y parapν = ẋν , tenemos

−
(

1− rg

r

)

c2ṫ2+ r2φ̇2+
(

1− rg

r

)−1
ṙ2 = −m2c2.

De las definiciones dadas para la energı́a y el momento angular como constantes de movi-

miento [véase las ecuaciones (4.22) y (4.23)] tenemos que

−
(

1− rg

r

)

c2c−4E2
(

1− rg

r

)−2
+ r2l2r−4+

(

1− rg

r

)−1
ṙ2 = −m2c2,

−E2

c2

(

1− rg

r

)−1
+

l2

r2 +
(

1− rg

r

)−1
ṙ2 = −m2c2.

Ahora podemos despejar a la cantidad ˙r de la ecuación anterior

(

1− rg

r

)−1
ṙ2 = −m2c2 +

E2

c2

(

1− rg

r

)−1
− l2

r2 ,

ṙ2 = −
(

1− rg

r

)

m2c2 +
E2

c2 − l2

r2

(

1− rg

r

)

,

ṙ2

m2c2 = −
(

1− rg

r

)

+
Ê2

c4 − l̂2

r2c2

(

1− rg

r

)

,

ṙ2

m2c2 =
Ê2

c4 −
(

1− rg

r

)

− l̂2

r2c2

(

1− rg

r

)

,

ṙ2

m2c2 =
Ê2

c4 −
(

1− rg

r

)

(

1+
l̂2

r2c2

)

.

Entonces ahora podemos escribir las ecuaciones de movimiento para una partı́cula de prueba

en una métrica de Schwarzschild (partı́cula con masa)

(

dr
dτ

)2

=
Ê2

c2 −c2
(

1− rg

r

)

(

1+
l̂2

r2c2

)

, (4.29)

dt
dτ

=
Ê
c2

(

1− rg

r

)−1
, (4.30)

dφ
dτ

=
l̂
r2 . (4.31)

DondeÊ y l̂ fueron definidos como la energı́a y momento angular por masa, respectiva-

mente. A partir de estas ecuaciones podemos encontrar relaciones muy interesantes, como

por ejemplo, para órbitas fuera del horizonte de eventos. El valor medido localmente deυ r̂ ,
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la componente radial de la velocidad, está dado por

υ r̂ =
pr̂

pt̂
=

pr̂

pt̂
=

~p ·~er̂

pt̂
=

(

1− rg
r

)1/2
~p ·~er

Elocal/c2 =

(

1− rg
r

)1/2
pr

Elocal/c2 =
c2pr

E
. (4.32)

Recuérdese quepr = mdr/dτ, entonces para un observador enr

υ r̂ =
c2

Ê

dr
dτ

=
c2

Ê

[

Ê2

c2 −c2
(

1− rg

r

)

(

1+
l̂2

r2c2

)]1/2

(4.33)

=

[

c2− c6

Ê2

(

1− rg

r

)

(

1+
l̂2

r2c2

)]1/2

. (4.34)

Para el caso de una partı́cula en caı́da libre con energı́aE = mc2, tenemos que

υ r̂ =
[

c2−c2
(

1− rg

r

)]1/2
=

(

c2rg

r

)1/2

=

(

2GM
r

)1/2

. (4.35)

Esto es precisamente la velocidad newtoniana para un observador local enr que cae libre-

mente del reposo. Para un observador enr tenemos que la velocidad tangencial se puede

escribir como,

υ φ̂ =
l/r

Elocal/c2 =
(

1− rg

r

)1/2 c2

Ê

l̂
r
. (4.36)

Las ecuaciones de movimiento escritas anteriormente pueden ser integradas [véase las ecua-

ciones (4.29), (4.30) y (4.31)] y esto nos llevarı́a a integrales elı́pticas, que no son partı́cu-

larmente informativas, pero podemos obtener una imagen de las órbitas considerando un

“potencial efectivo”,

V(r) ≡ c2
(

1− rg

r

)

(

1+
l̂2

r2c2

)

. (4.37)

Por lo tanto la ecuación (4.29) toma la forma siguiente,

(

dr
dτ

)2

=
Ê2

c2 −V(r). (4.38)

Para un valor fijo dêl , V es representado esquemáticamente en la figura 4.3. En la gráfica

se muestran tres lı́neas horizontales correspondientes a diferentes valores deÊ2. La lı́nea

marcada con 1 es una órbita de captura: la partı́cula es acretada por el agujero negro. La lı́nea

marcada con 2 corresponde a una partı́cula llegando de infinito con energı́aÊ2. Cuando la

partı́cula se aproxima al valor der en el puntoB, dr/dτ cambia de signo y regresa a infinito.
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Figura 4.3: Gráfica del perfil del potencial efectivo para una partı́cula con masa en reposo orbitando
un agujero negro de Schwarzschild de masaM. Las tres ĺıneas horizontales son marcadas
por diferentes valores dêE2 correspondientes a órbitas (1) de captura, (2) no ligadas y (3)
ligadas. Véase el texto para mayor información.
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La lı́nea marcada con 3, corresponde a la órbita ligada, con dos puntos de retornoC y E. El

puntoD corresponde a la órbita circular estable. El puntoA es una órbita circular inestable;

una partı́cula ubicada en ese punto caerá al agujero negro si ésta es perturbada hacia el interior

del agujero. Si es perturbada hacia el exterior, ésta se va a infinito. Las órbitas 2 y 3 existen

para el caso newtoniano para movimiento en un campo gravitacional; las órbitas de captura

son únicas para la relatividad general.

Órbita circular

La condición para órbita circular es que

∂V
∂ r

= 0, (4.39)

dr
dτ

= 0. (4.40)

Derivando la ecuación (4.37) con respecto ar obtenemos que

(

1− rg

r

)

(

− 2l̂2

r3c2

)

+

(

1+
l̂2

r2c2

)

( rg

r2

)

= 0, (4.41)

− 2l̂2

r3c2 +
2rgl̂2

r4c2 +
rg

r2 +
rgl̂2

r4c2 = 0, (4.42)

rgc2r2−2l̂2r +3rgl̂2 = 0. (4.43)

Resolviendo la ecuación anterior parar, obtenemos

r =
2l̂2±

√

4l̂4−4(3r2
gc2l̂2)

2rgc2 . (4.44)

Nótese que para,

4l̂4−4(3r2
gc2l̂2) < 0, (4.45)

l̂ < rgc
√

3, (4.46)

no existe ni máximo ni mı́nimo paraV(r). Ahora sil̂ = 2rgc, tenemos quer = 2rg y esto nos

da el máximo deV(r)max= c2. En este casor = rmb= 2rg es la órbita marginalmente ligada.

Despejandôl de la ecuación (4.43) y además sustituyendo ese resultado en la ecuación (4.40),
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obtenemos que para órbita circular

l̂2 =
rgc2r2

2r −3rg
, (4.47)

Ê2 = c4 2(r − rg)
2

r(2r −3rg)
. (4.48)

De esto se sigue que las órbitas circulares no existen por debajo der = (3/2)rg
4. Pero no

todas las órbitas ligadas son estables. Para encontrar la estabilidad de las órbitas derivemos

nuevamente el potencial efectivo e igualemos el resultado a cero (esto con el objetivo de ver

si existe puntos de inflexión que sean últimas órbitas estables):

∂ 2V
∂ r2 =

6l̂2

r4 − 12l̂2rg

r5 − 2rgc2

r3 = 0,

3l̂2r −6l̂2rg− rgc2r2 = 0.

Si ahora sustituimos el valor dêl dado por la ecuación (4.47), obtenemos

3
rgc2r2

2r −3rg
r −6

rgc2r2

2r −3rg
rg− rgc2r2 = 0,

3rgc2r3−6r2
gr2c2−2rgc2r3 +3r2

gc2r2 = 0.

Resolviendo la ecuación anterior, llegamos a que

r = 3rg. (4.49)

Lo que implica que la última órbita estable está enr = 3rg = rms. Entonces parar > 3rg las

órbitas son estables y parar < 3rg las órbitas son inestables. En la figura 4.4 se muestra el

perfı́l del potencial efectivo para distintos momentos angulares para partı́culas con masa.

4.3. Métrica de Kerr

La métrica estacionaria más general para hoyos negros, con paramétrosM (masa de agu-

jero negro),J (momento angular del agujero negro) yQ (carga eléctrica del agujero negro),

es llamada la métrica de Kerr-Newmann5. Casos especiales son (1) métrica de Kerr (Q = 0),

(2) métrica de Reissner-Nordstrom (J = 0) y (3) la métrica de Schwarzschild (J = 0 y Q= 0).

4La cantidadr = (3/2)rg es el lı́mite para la órbita de un fotón (Ê = E/m→ ∞), dicha órbita será definida
más adelante.

5Véase por ejemplo, Misner, Thorne y Wheeler, 1973. [45]
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Figura 4.4: Gráfica del potencial efectivo para partı́culas con masa con diferentes valores para el
momento angular especı́ficôl orbitando a un agujero negro de Schwarzschild de masa
M. Los puntos en la gráfica están ubicados en el fondo del potencial, es decir, son los
radios de las órbitas circulares estables. Vemos de la gráfica que sólo existen órbitas para
l̂/(rgc) > 1.732=

√
3.
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Es usualmente verdadero que un objeto astrofı́sico cargado es rápidamente neutralizado

por el plasma de sus alrededores. Tendremos que simplificar nuestra discusión, suponemos

que los hoyos negros cargados no son probablemente importantes astrofı́sicamente. Todos los

objetos astrofı́sicos rotan, y entonces esperamos que los hoyos negros formados por colapso

gravitacional estén rotando en general.

Esta solución de las ecuaciones de Einstein, descubierta por Kerr in 1963 (véase Kerr

et al.), no fue primero reconocida como solución de un hoyo negro. Las propiedades de la

métrica son más transparentes en las coordenadas de Boyer-Lindquist (1967), donde tenemos

ds2 = gttdt2+2gtφ dtdφ +gφφ dφ2 +grr dr2+gθθ dθ2, (4.50)

donde

gtt = −
(

1− rgr

Σ

)

c2, (4.51)

2gtφ = −2argr sin2 θ
Σ

, (4.52)

gφφ =

(

r2 +
a2

c2 +
rga2r sin2 θ

c2Σ

)

sin2 θ , (4.53)

grr =
Σ
∆

, (4.54)

gθθ = Σ, (4.55)

Σ = r2+
a2

c2 cos2 θ , (4.56)

a =
J
M

, (4.57)

∆ = r2− rgr +
a2

c2 . (4.58)

El hoyo negro está rotando en la dirección deφ . La métrica es estacionaria (independiente

det) y axisimétrica en el eje polar (independiente deφ ). Note quea, el momento angular por

unidad de masa, es medido en m2 s−1. El horizonte está localizado en la raı́z más grande de

la ecuación∆ = 0,

r2− rgr +
a2

c2 = 0, (4.59)

r+ =
rg+

√

(rg)
2− 4a2

c2

2
, (4.60)

=
rg

2
+

√

r2
g

4
− a2

c2 . (4.61)
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Nótese quea debe ser menor quergc/2 para que exista un hoyo negro. Sia excede a

rgc/2, uno tendrı́a un campo gravitacional con singularidad “desnuda”.

Recordando que

L =
1
2

gµν ẋµ ẋν , (4.62)

y si fijamosθ = π/2 (plano ecuatorial), obtenemos que el lagrangiano es

2L = gtt ṫ
2+gφφ φ̇2+2gφt φ̇ ṫ +grr ṙ

2, (4.63)

que se puede escribir como

2L = −
(

1− rg

r

)

c2ṫ2+

(

r2 +
a2

c2 +
a2rg

c2r

)

φ̇2− 2rga

r
φ̇ ṫ +

r2

∆
ṙ2, (4.64)

dondeṫ = dt/dλ y λ = τ/m, además quepµ = mẋµ . Podemos definir al momento conjugado

canónico (véase apéndice C) a la coordenadaxµ por

pµ ≡ ∂L
∂ ẋµ . (4.65)

Tenemos por lo tanto dos cantidades que están conservadas:

E = −pt = Energı́a Total, (4.66)

l = pφ = Componente del momento angular paralelo al eje de simetrı́a. (4.67)

Se pueden obtener las siguientes expresiones,

E = −pt = −∂L
∂ ṫ

(4.68)

=
(

1− rg

r

)

c2ṫ +
rga

r
φ̇ , (4.69)

l = pφ =
∂L

∂ φ̇
(4.70)

= −rga

r
ṫ +

(

r2+
a2

c2 +
rga2

c2r

)

φ̇ . (4.71)
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Podemos manipular las dos últimas ecuaciones usando matrices y escribir

(

E

l

)

=

(

(

1− rg
r

)

c2 rga
r

− rga
r r2+ a2

c2 +
rga2

c2r

)(

ṫ

φ̇

)

.

Se puede invertir esta ecuación obteniendo lo siguiente,

(

ṫ

φ̇

)

=
1

c2∆

(

r2 + a2

c2 +
rga2

c2r − rga
r

rga
r

(

1− rg
r

)

c2

)(

E

l

)

,

y simplificando la matriz anterior encontramos

ṫ =
(c2r3+a2r + rga2)E−c2rgal

c4r∆
, (4.72)

φ̇ =
rgaE+(r − rg)c2l

c2r∆
. (4.73)

Podemos obtener la tercera integral de movimiento introduciendogµν pµ pν =−m2c2. La

ecuación de movimiento radial para una partı́cula de prueba se puede hallar de la siguiente

manera,

gtt(pt)2+gφφ (pφ )2+2gφt p
t pφ +grr (pr)2 = −m2c2,

−
(

1− rg

r

)

c2ṫ2+

(

r2+
a2

c2 +
rga2

c2r

)

φ̇2− 2rga

r
φ̇ ṫ +

r2

∆
ṙ2 = −m2c2.

En la ecuación anterior podemos sustituir los valores paraṫ y φ̇ , y después de algunas lı́neas

de álgebra, obtenemos que

−c2r2∆(c2r3 +a2r + rga2)E2+c6r2(r − rg)∆l2+2rgac4r2∆El +c6r5∆ṙ2 = −m2c8r3∆2,

obteniendo

c4r3
(

dr
dλ

)2

= (c2r3+a2r + rga2)E2−2rgac2El−c4(r − rg)l
2−m2c6r∆. (4.74)

Podemos definir ahora una función que sea como un potencial efectivo para el movimiento

radial en el plano ecuatorial,

H(E, l , r,a) = (c2r3 +a2r + rga2)E2−2rgac2El−c4(r − rg)l
2−m2c6r∆. (4.75)
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Las órbitas circulares ocurren cuandodr/dλ tienden a cero. Esto requiere que

H = 0,
∂H
∂ r

= 0. (4.76)

Las ecuaciones anteriores pueden ser resueltas paraE y l dando (véase Shapiro & Teukolsky

1983),

Ê =
c2r2−c2rgr ±ca

√

rgr/2

r(r2−3rgr/2±2(a/c)
√

rgr/2)1/2
, (4.77)

l̂ = ±c
√

rgr/2(r2∓2(a/c)
√

rgr/2+a2/c2)

r(r2−3rgr/2±2(a/c)
√

rgr/2)1/2
. (4.78)

En las ecuaciones antes escritas, el signo superior indica la corotación u órbitas directas,

es decir, el momento angular orbital de una partı́cula paralelo al momento angular del spı́n

del hoyo negro) y el signo inferior a las órbitas de contrarotación.

La velocidad angular de una órbita circular es [12]:

Ω ≡ dφ
dt

=
φ̇
ṫ

= ± c(rg/2)1/2

r3/2± (a/c)(rg/2)1/2
. (4.79)

Las órbitas circulares no existen para todos los valores der. Por ejemplo, para un valor

der, este no debe anular el denominador de la ecuación (4.77),

r2−3rgr/2±2(a/c)
√

rgr/2 > 0, (4.80)

puesto que se tendrı́a otra singularidad en el espacio. La ecuación anterior la podemos escribir

como,

r3/2− 3
2

rgr1/2± 2a
c

√

rg

2
> 0. (4.81)

Para el caso en que se dé la igualdad, tendrı́amos una órbita con energı́a infinita por unidad

de masa en reposo, es decir, un fotón. Esta órbita es la frontera más interna de las órbitas

circulares de las partı́culas y ocurre cuando encontramos la raı́z de la ecuación anterior [12],

r = rph≡ rg

{

1+cos

[

2
3

cos−1
(

∓ 2a
crg

)]}

. (4.82)

Pero parar > rph no todas las órbitas serán ligadas. Para órbitas ligadas tenemos que

Ê < 1. Entonces órbitas ligadas existen parar > rmb, dondermb es el radio de la órbita



4. Potenciales gravitacionales 83

circular marginalmente ligada con̂E = 1[12],

rmb= rg∓
a
c

+2
(rg

2

)1/2( rg

2
∓ a

c

)1/2
. (4.83)

Incluso para órbitas circulares ligadas no todas son estables. La estabilidad requiere que,

∂ 2H
∂ r2 > 0, (4.84)

y esto nos lleva a la condición que

1− Ê2 ≥ rg

3r
. (4.85)

Sustituyendo la ecuación (4.77), llegamos a que

r2−3rgr ±8
a
c

(rg

2

)1/2
r1/2−3

a2

c2 ≥ 0. (4.86)

Resolviendo la ecuación anterior encontramos querms, que es la órbita marginalmente esta-

ble, es [12]

rms =
rg

2

{

3+Z2∓ [(3−Z1)(3+Z1+2Z2)]
1/2
}

, (4.87)

Z1 = 1+

(

1− 4a2

c2r2
g

)1/3[
(

1+
2a
crg

)1/3

+

(

1− 2a
crg

)1/3
]

, (4.88)

Z2 =

(

12a2

c2r2
g

+Z2
1

)1/2

. (4.89)

Paraa/c = rg/2, r+ = rph = rmb = rms = rg/2, y las órbitas del fotón, la marginalmente

ligada, la marginalmente estable coinciden con el horizonte. Para cuandoa = 0, todas las

órbitas se reducen al caso de Schwarzschild.

4.4. Modificación al potencial de Newton

En los primeros modelos de discos de acreción hacia agujeros negros (por ejemplo, Sha-

kura 1972; Shakura y Sunyaev 1973), el potencial gravitacional newtoniano fue usado para

describir el campo gravitacional del agujero. Sin embargo, los efectos relativistas juegan un

papel muy importante en las regiones muy cercanas al agujero negro central, donde mucha

de la energı́a es liberada; el efecto relativista más esencial es la existencia de la última órbita

circular kepleriana estable enrms= 3rg para el caso de Schwarzschild.
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Parar > rms, el movimiento radial de la materia acretando en el disco está asociado con la

pérdida de momento angular como un resultado del esfuerzo viscoso. Parar < rms la materia

acretando cae hacia en agujero negro con prácticamente momento angular constante. Como

un resultado,rms es también el borde más interior del disco de acreción, donde los esfuerzos

viscosos dejarán de afectar notablemente a las trayectorias del flujo del gas. En la teorı́a

newtoniana uno puede imitar este comportamiento poniendo el esfuerzo viscoso,σ ′
rφ , igual a

cero enr = rms.

Esta aproximación cuasi-newtoniana describe a un disco de acreción en torno a un agujero

negro no rotando. Esto nos permite usar la teorı́a newtoniana en los procesos fı́sicos en el

disco en vez de usar la teorı́a general de la relatividad, siendo esta última más dificil de

manipular analı́ticamente.

Paczyński y Wiita en 1980 propusieron un pseudo potencial newtoniano en la forma

ΦPW(r,z) =
GM√

r2+z2− rg
, (4.90)

que reproduce correctamente las posiciones de la última órbita circular estable,rms, y la órbita

circular marginalmente ligada,rmb (= 2rg para un agujero negro de Schwarzschild).

Para el caso en que se quiera aproximar un disco de acreción en torno a un agujero negro

rotando, el potencial cambia significativamente. El potencial demanda que: 1) en caı́da libre

éste debe tender a infinito cuandor tiende a el horizonte de eventos,r+ [véase la ecuación

(4.61)], del agujero negro; y 2) la posición de la última órbita circular estable debe coincidir

con la posición exacta de la relatividad general. El potencial propuesto por Artemovaet al.

(1996) se escribe de la siguiente manera

Φ(r,z) = − GM
r+(1−β )

(

1− 1
√

r2 +z21−β
(
√

r2+z2− r+)β−1

)

. (4.91)

La cantidadβ depende sólo del parámetroa, y por supuesto deM. Esta cantidad fue

definida por el mismo autor como

β =
rms

r+
−1, (4.92)

dondermses la ecuación (4.87), la misma que en relatividad general. Este potencial funciona

para hoyos negros rotando y no rotando (a = 0, potencial de Paczyński y Wiita). El error

en las soluciones a los discos de acreción usando este potencial son del 10 %-20 % en las

energı́as comparadas con las soluciones relativistas.

Cuandoa = 0 en las ecuaciones (4.61) y (4.87), la ecuación (4.91) se convierte en la

ecuación (4.90), es decir, se reduce al potencial propuesto por Paczyński y Witta en 1980, y
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cuandoa = crg/2, la ecuación (4.91) se convierte en la ecuación (4.4), es decir, se reduce al

potencial de Newton.

4.4.1. Momento angular kepleriano

Podemos usar la ecuación (4.91) para encontrar el momento angular kepleriano por uni-

dad de masa. Para esto recuérdese que la restricción para órbita circular es (para el plano

ecuatorial)
(

∂W(r,z= 0)

∂ r

)

l
= 0. (4.93)

Usando la ecuación (3.51), tenemos que

W(r,z) = − GM
r+(1−β )

(

1− 1

R1−β (R− r+)β−1

)

+
∫ ∞

r

l2(r ′)
r ′3

dr ′. (4.94)

Derivando la ecuación anterior obtenemos que,

GM

r2−β (r − r+)β − l(r)2

r3 = 0.

Entonces el momento angular kepleriano por unidad de masa es

lk(r) =

√

GMr3

r2−β (r − r+)β . (4.95)

Cuandoa = 0, que es el potencial de Paczyński-Wiita, obtenemos usando (4.61), (4.87)

y (4.92) queβ = 2, por lo tanto

lk(r) =

√

GMr3

(r − rg)2 . (4.96)

Cuandoa = crg/2, que es el potencial de Newton, obtenemos usando (4.61), (4.87) y

(4.92) queβ = 0, por lo tanto

lk(r) =
√

GMr. (4.97)

4.4.2. Paczýnski-Wiita contra Schwarzschild

El potencia de Paczyński-Witta reproduce correctamente las posiciones de la última órbita

circular estable,rms, y la órbita circular marginalmente ligada,rmb. La energı́a mecánica por
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unidad de masa de la última órbita estable para el potencialde Paczyński-Witta es (llamado

eficiencia)

εPW =
(rΩ)2

2
+ΦPW = −0.0625, (4.98)

que es muy parecido con el resultado correcto para la métrica de Schwarzschild,εSch =

−0.057. La eficiencia del potencial newtoniano, tiene numéricamente un valor más alto,

εN = −0.083 (parar = rms= 3rg), y por lo tanto sobreestima la luminosidad total del disco

por un factor considerable.

Podemos analizar al potencial de Paczyński-Wiita cuantitativamente de la siguiente ma-

nera. De las ecuaciones (3.51) y (4.90) obtenemos que (paral = cte)

W(r) = − GM
r − rg

+
l2

2r2

= − GM

rg

(

r
rg
−1
) +

l2/r2
g

2r2/r2
g

= − c2/2
x−1

+
(c2/2)(2/c2)(l2/r2

g)

2x2

y(x) =
W(x)
c2/2

= − 1
x−1

+
r2
0

x2 ,

dondex = r/rg, r0 = l/(crg). El momento angular de la órbita marginalmente ligada la po-

demos calcular suponiendo quey(x) = 0 cuandoy′(x) = 0, entonces

− 1
x−1

+
r2
0

x2 = 0 = y(x)

−x2 +(x−1)r2
0 = 0

r0 =
x√

x−1

y′(x) =
1

(x−1)2 −
2r2

0

x3 = 0

r0 =
x3/2

21/2(x−1)
.

Ahora, igualando las 2 ecuaciones anteriores, obtenemos quex= 2; de aquı́ quer0 = 2, por lo

tantol = lmb = 2crg. La cantidadlms (la órbita marginalmente estable), pueder ser calculada
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Figura 4.5: Gráfica comparativa entre el potencial de Schwarzschild y el propuesto por Paczyński-
Wiita. Las ĺıneas marcadas conS corresponden al potencial de Schwarzschild mientras
que las marcadas conPW corresponden al de Paczyński-Wiita. Las ĺıneas sólidas corres-
ponden a la órbita marginalmente ligada,rmb y las ĺıneas punteadas corresponden a la
órbita marginalmente estable,rms. El valor del momento angular para la órbita marginal-
mente ligada para la métrica de Schwarzschild y para el potencial de Paczyński-Wiita
es lmb = 2rgc. El valor del momento angular para la órbita marginalmente estable pa-
ra la métrica de Schwarzschild eslms = 0.866025lmb mientras que para el potencial de
Paczyński-Wiita eslms= 0.918558lmb.
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Figura 4.6: Gráfica comparativa entre los momentos angulares keplerianos obtenidos con métrica de
Schwarzschild, potencial de Paczyński-Wiita y potencial de Newton. La ĺınea sólida co-
rresponde al momento angular kepleriano obtenido con Schwarzschild. La ĺınea puntea-
da corresponde al momento angular kepleriano obtenido con el potencial de Paczyński-
Wiita. La ĺınea discontinua corresponde al momento angular kepleriano obtenido con el
potencial de Newton. Vemos que tanto la ĺınea punteada como la sólida tienen una forma
muy similar, que difiere cuantitativamente del caso newtoniano.



4. Potenciales gravitacionales 89

0 5 10 15 20
-10

-5

0

5

10

Figura 4.7: Gráfica de la sección meridional de las superficies equipotencialesW(r,z) = cte para el
potencial de Paczyński-Wiita, para el caso en quel = lms= 2rgc. La ĺınea gruesa corres-
ponde al valor inicialW0 = 0.0 que serı́a el ĺımite en que una partı́cula permanece ligada.
La ĺınea discontinua y la ĺınea punteada corresponden aW = 0.025 yW = −0.025, res-
pectivamente. Los otros dos valores mostrados en la gráfica corresponden a un toro grande
(W0 = −0.05) y a un toro mediano (W0 = −0.075) en extensión.
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recordando que cuandor = rms, éste es un punto silla, entonces

y′(x) =
1

(x−1)2 −
2r2

0

x3 = 0

r0 =
x3/2

21/2(x−1)

y′′(x) = − 2
(x−1)3 +

6r2
0

x4 = 0

r0 =
x2

√

3(x−1)3
.

Igualando, obtenemos quelms = 0.918558lmb. Por lo tantorms = 3rg igual que en los ho-

yos negros de Schwarzschild. La diferencia es que en relatividad general tenemos quelms=

0.866025lmb. Una gráfica comparativa del potencial dado por la relatividad general (Sch-

warzschild) y el potencial modificado de Newton (Paczyński-Wiita) es mostrada en la figura

4.5. En la figura 4.6 se muestra una comparación entre el momento angular kepleriano obte-

nido con el potencial de Paczyński-Wiita con el momento angular kepleriano obtenido de la

métrica de Schwarzschild. En la figura 4.7 se muestra la sección de cruce meridional para un

momento angular constante igual al = lms= 2rgc.

4.5. Frecuencia epićıclica

4.5.1. Teoŕıa newtoniana y pseudo newtoniana

Los resultados que serán presentados en el siguiente capı́tulo pueden ser comparados con

el comportamiento de una partı́cula de prueba en órbita circular alrededor del agujero negro

central. Para una perturbación radial pequeña, la partı́cula mostrará oscilaciones radiales en la

frecuenciaωr . Usando la ecuación (3.51) para definir al potencial efectivo de una partı́cula de

prueba girando alrededor del agujero negro, y manteniendo al = cteen el plano ecuatorial,

obtenemos

W(r) = Φ(r)+
l2

2r2 . (4.99)

El potencial gravitacional es supuesto a ser estacionario,∂Φ/∂ t = 0. Las órbitas circula-

res (es decir, órbitas circulares keplerianas de partı́culas libres) ocurren enr = r0, donde el
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potencial efectivo tiene un extremo con respecto ar,

(

∂W
∂ r

)

l
= 0. (4.100)

Note que de la soluciónl = lK(r) de la ecuación anterior se sigue inmediatamente que en

el plano ecuatorial las distribuciones de momento angular keplerianalK y velocidad angular

keplerianaΩK están dadas por,

lK = ±
(

r3∂Φ
∂ r

)1/2

, ΩK =
lK
r2 = ±

(

1
r

∂W
∂ r

)1/2

. (4.101)

Introduciendo una perturbación de la formaδ r = r − r0 podemos expandir en serie de

Taylor aW sobrer cerca de la órbita circular que inicia con el segundo término,

δW(r) =
1
2

(

∂ 2W
∂ r2

)

δ r2.

Un pequeño cambio en la órbita de la energı́aδE puede ser expresado como,

δE =
1
2

(

∂ 2W
∂ r2

)

δ r2 +
1
2
(δ ṙ)2. (4.102)

La energı́a de la órbita perturbada es una constante de movimiento, y por lo tantoδ Ė = 0,

entonces,

δ ṙ

[(

∂ 2W
∂ r2

)

δ r +δ r̈

]

= 0. (4.103)

Estamos interesados en la solución no trivialδ ṙ 6= 0, entonces la ecuación anterior toma

la conocida forma de un oscilador armónico simple,

δ r̈ +ω2
r δ r = 0, (4.104)

con el cuadrado de la eigenfrecuencia siendo la segunda derivada del potencial efectivo con

respecto a la distancia en la dirección radialr.

A la frecuenciaωr se le llama frecuencia epicı́clica (es una frecuencia angular), y está de-

finida por

ωr ≡
(

∂ 2W
∂ r2

)1/2

. (4.105)
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Combinando las ecuaciones (4.95), (4.99) y (4.91) obtenemosque

ω2
r =

GM [r − (1+β )r+]

r3−β (r − r+)β+1
. (4.106)

Para el caso newtoniano, tenemos quea = crg/2 lo que implica queβ = 0, por lo tanto,

ω2
r =

GM
r3 . (4.107)

Para el potencial de Paczyński-Wiita, tenemos quea = 0 lo que implica queβ = 2 y que

r+ = rg, entonces

ω2
r =

GM(r −3rg)

r(r − rg)3 . (4.108)

La frecuencia angular,ω, se relaciona con la frecuencia (número de revoluciones por unidad

de tiempo de cualquier fenómeno fı́sico),κ , como

ω ≡ 2πκ . (4.109)

4.5.2. Relatividad general

El caso completamente relativista es muy similar. En este caso la condición newtoniana

para órbita circular puede ser escrita como una condición para las componentes de la cuadri-

velocidad para una partı́culauν = dxν/ds,

uν = (ut ,uφ ), ur = 0, uθ = 0. (4.110)

En la teorı́a newtoniana, la energı́a y el momento angular son dos constantes de movimiento

(es decir, la geodésica). En relatividad general se definen comoE = ut y l =−uφ , que también

son constantes de movimiento, porque obedecen

uν∇νE = 0, uν∇ν l = 0. (4.111)

El momento angular especı́fico definido comol∗ = l/E , es también una constante de mo-

vimiento. La velocidad angularΩ∗ y el momento angular especı́ficol∗ estan relacionados

por

Ω∗ = − l∗gtt +gtφ

l∗gtφ +gφφ
, l∗ = −Ω∗gφφ +gtφ

Ω∗gtφ +gtt
. (4.112)
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La definición estandar del potencial efectivo es,

UKerr ≡−1
2

ln
(

gtt −2l∗gtφ + l2
∗gφφ

)

. (4.113)

Esta definición junto con la identidaduνuµgνµ = 1 nos lleva a

lnE −UKerr = 0. (4.114)

Consideremos pequeñas oscilaciones conδ l = 0, δE 6= 0, δ Ė = 0. Entoncesδx = x(s)−x0,

ux = dx/ds= δ ẋ. De la ecuación (4.50) obtenemos

1 = ututg
tt +2utuφ gtφ +uφ uφ gφφ +uxuxgxx, (4.115)

E
−2 = e−2UKerr +

gxx

E 2 (δ ẋ)2, (4.116)

−2
δE

E 3
0

=
1
2

(

∂ 2

∂x2e−2UKerr

)

(δx)2 +
gxx

E 2
0

(δ ẋ)2, (4.117)

−2
δ Ė

E 3
0

= (δ ẋ)

[(

∂ 2

∂x2e−2UKerr

)

δx+2
gxx

E 2
0

(δ ẍ)

]

. (4.118)

Esta última ecuación, conδ Ė = 0, δ ẋ 6= 0, tiene la forma de la ecuación de un oscilador

armónico simple,δ ẍ+ω2
x δx = 0, con la frecuencia epicı́clica definida como

ω2
x ≡

(

∂ 2UKerr

∂X2

)

, (4.119)

condX2 =−gxxdx2 > 0 siendo la longitud propia en la direcciónx. Note que estas frecuencias

son iguales en la teorı́a newtoniana cuando las coordenadas son invariantes en la dirección

radial o vertical.

Para el caso en quea = 0, es decir, la métrica de Schwarzschild, de la ecuación (4.113),

obtenemos

USch= −1
2

ln

[

(

1− rg

r

)−1
− l2

∗
c2r2

]

. (4.120)

Como se demanda que la primera derivada del potencial sea igual a cero, encontramos que

el momento angular kepleriano es

l2
∗K =

GMr3

(r − rg)2 . (4.121)

Esta expresión es la misma que la ecuación (4.96), encontrada con el potencial de Paczyński-

Wiita. Nótese quel∗K no es la misma expresión encontrada con la métrica de Schwarzschild
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Figura 4.8: Gráfica comparativa entre las frecuencias epicı́clicas de Schwarzschild, Paczyński-Wiita
y Newton. La ĺınea sólida representa la frecuencia epicı́clica obtenida mediante la métri-
ca de Schwarzschild. La ĺınea punteada representa la frecuencia epicı́clica del potencial
de Paczyński-Wiita. La ĺınea discontinua representa la frecuencia epicı́clica obtenida me-
diante el potencial de Newton.
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[véase la ecuación (4.47)], esto es porquel∗ fue encontrada con la ecuación (4.120), y además

se definió quel∗ = l/E .

Con la segunda derivada del potencial efectivo encontramos la frecuencia epicı́clica, y

obtenemos que

ω2
r =

(

1− rg

r

)

[

(r −3rg)rgc2

r2(2r2−5rgr +3r2
g)

]

. (4.122)

En la figura 4.8 se muestra la dependencia de esta frecuencia con respecto a la dirección radial

del observador y se compara con la frecuencia epicı́clica obtenida con el pseudo-potencial

newtoniano definido por Paczyński-Wiita y también con la frecuencia epicı́clica obtenida

con el potencial newtoniano.



Caṕıtulo 5

Resultados

Recuérdese que el problema que se quiere estudiar, es la oscilación de toros de acreción

en torno a agujeros negros. Los discos de acreción que se estudiaron en el presente trabajo

fueron construidos despreciando su autogravedad, viscosidad, disipación de energı́a y campo

magnético. Las ecuaciones (3.40), (3.43), (3.44) y (3.45) describen al sistema. Para poder

usar dichas ecuaciones, fue necesario definir al potencial gravitacional del objeto central,

para este trabajo se usó el potencial gravitacional de Artemovaet al. (1996) que ayudó a

simular la fuerte gravedad producida por el agujero negro [véase ecuación (4.91)]. La última

función que falta por definir, es la distribución de momento angular (se definirá más adelante)

para todo el disco, ya que la ecuación (4.95) describe el momento angular para una partı́cula

de prueba girando alrededor del agujero negro y no el momento angular de un disco girando

alrededor del agujero negro.

Para poder simular un sistema con las especificaciones antes mencionadas, fue necesario

utilizar cuatro códigos numéricos escritos en el lenguaje de programación Fortran 77. Dos

de estos códigos (códigos de relajación y evolución) fueron gran parte escritos por el Dr.

William Lee del Instituto de Astronomı́a de la Universidad Nacional Autónoma de México y

terminados por el autor de este trabajo. Los otros dos fueron escritos por el autor del presente

trabajo (códigos de ajuste de curva y transformada de Fourier rápida). La secuencia que se

usó para simular el sistema descrito con anterioridad fue: (i) relajar las partı́culas (código

de relajación) del sistema con el método SPH (véase capı́tulo 2) utilizando un término de

amortiguamiento (se definirá más adelante), es decir, encontrar el equilibrio del disco de

acreción [véase ecuación (3.49)], (ii) evolucionar las partı́culas (código de evolución) del

sistema aplicandole una fuerza perturbativa (se definirá más adelante). Una vez evolucionado

el sistema, se obtienen las variables hidrodinámicas como funciones del tiempo y se procede

a aplicarles (iii) el ajuste de curva (código de ajuste de curva), que nos ayuda a espaciar

a la variable temporal uniformemente y reducir a la serie de tiempo a un número de datos

96
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N = 2n, dondeN es el número total de datos en la serie de tiempo yn es una potencia

escogida de acuerdo al tamaño de la serie de tiempo. Después se procede a aplicarles la

transformada de Fourier rápida (código de transformada de Fourier rápida) a estos datos.

A partir de las transformadas de Fourier de los datos, se procedió a analizar y graficar los

resultados obtenidos.

Las distribuciones de momento angular utilizadas en el presente trabajo son las siguientes:

Distribución de momento angular constante:

l(r) = lK(r0) = l0 = cte, (5.1)

Distribución como ley de potencia en el radio:

l(r) = l0

(

r
r0

)α
, (5.2)

Distribución propuesta en el artı́culo de Qianet al. (2009)1 que contempla distribucio-

nes más generales en radio y ángulo polar:

l(r,z) =











l0
(

lK(r)
l0

)β (
r√

r2+z2

)2ζ
para r ≥ r0

l0
(

r√
r2+z2

)2ζ
para r < r0

(5.3)

En cada caso se calculó la transformada rápida de Fourier (código de la transformada de

Fourier) a la energı́a total del sistema, esto con el objetivo de observar las oscilaciones radiales

de los discos de acreción. Estas transformadas mostraron picos en distintas frecuencias, las

gráficas serán mostradas y analizadas más adelante.

5.1. Condiciones iniciales

Las condiciones iniciales para este trabajo son obtenidas fijando la masa del objeto cen-

tral, la ecuación de estado, el valor del ı́ndice adiabático, la constante politrópica, el factor de

llenado para el potencial,W0 [véase la ecuación (3.53)] y la distribución del momento angular

l(r). Los valores que se fijaron para el código son:K = 0.96×109 N m2 kg−4/3 es la constan-

te politrópica2, γ = 4/3 es el ı́ndice adiabático,rg = 2GM/c2 es el radio gravitacional o radio

1En el artı́culo de Qianet al.(2009) se propone la distribución de momento angular en coordenadas esféricas,
y en el presente trabajo se han usado coordenadas cilı́ndricas, entonces dicho potencial fue transformado de
coordenadas esféricas a cilı́ndricas.

2Es la constante politrópica usada en Igumenshchevet al. (1996) propuesta en CGS.
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de Schwarzschild,Man = 2.5M⊙ es la masa del agujero negro3 y Ω(r0) = l(r0)/r2
0 es la velo-

cidad angular especı́fica (por unidad de masa) inicial. Aquı́G = 6.6742×10−11 m3 kg−1s−2

es la constante de gravitación universal yc = 3×108 m s−1 es la velocidad de la luz en el

vacı́o.

5.2. Oscilaciones y su ańalisis

Una vez fijados los valores iniciales, generamos los elementos del fluido que simularán

al toro con el método de Monte Carlo para generar los números aleatórios, esto nos permi-

tió crear una distribución deN partı́culas con un perfı́l toroidal en el planor,z. Las partı́culas

que caen dentro de este perfil toroidal corresponden a los elementos del fluido de la simula-

ción. Para saber si una partı́cula está dentro del perfil, se hace que las partı́culas generadas

por el método de Monte Carlo interactúen entre sı́. La manera de realizar esto es determinan-

do las interacciones de lak-ésima partı́cula con sus vecinos más próximos. La manera más

eficiente de hacer esta selección es a través de un árbol binario. Para estas simulaciones se

utiliza una subrutina llamada vecinos más próximos. En esta subrutina las partı́culas deben

interactuar entre sı́ a una distancia mı́nima,h. Esta distancia es descrita en la Sección 2.2.2

y fue fijada para el código utilizado comoh = 0.05rg. Durante la evolución dinámicah es

variable de manera que el número de vecinos de interpolación se mantenga constante (código

de evolución).

Estos elementos son relajados dinámicamente con un término de amortiguamiento intro-

ducido en las ecuaciones de movimiento con el objeto de obtener el equilibrio (lo más cercano

posible) de la distribución. Este término es proporcional a las velocidades radial y vertical de

la partı́cula, es decir,−~υr/tamort y −~υz/tamort, respectivamente. El término de amortigua-

miento,tamort, se calcula a partir del inverso de la velocidad angular inicialtamort = 1/Ω0 y

no altera la ley de rotación de las partı́culas.

Al interactuar las partı́culas entre sı́, fue posible medir cantidades fı́sicas como velocidad,

fuerza y energı́a interna(~r,~υ,u). Estas variables van cambiando a lo largo del tiempo, ya que

el código evoluciona temporalmente, por lo que fue posible seguir la evolución de la colección

de partı́culas a diferentes tiempos. A partir de estas variables, se pueden determinar la energı́a

cinética y las fuerzas que actúan sobre cada parcela de gas (código de evolución).

Para distintos valores def en la ecuación (3.53) fue posible construir toros de distintos

tamaños. En estas simulaciones nos enfocamos en las oscilaciones puramente dinámicas del

disco, incluso se desea evitar la acreción, es decir, aunque haya acreción no se actualiza la

Man. También se mantienen constantes la entropı́a y la energı́a interna del gas, por lo que

3Con esta masa se estarı́an simulando sistemas binarios de rayos X galácticos.



5. Resultados 99

no se altera la ecuación politrópica del gas. El código utilizado calcula las distintas variables

hidrodinámicas del sistema, como son la densidad máxima (la densidad enr0) y la energı́a

total como funciones del tiempo. Estos datos son analizados aplicándoles la transformada de

Fourier para observar el comportamiento del espectro de frecuencias.

Para poder obtener la respuesta más fuerte en las oscilaciones radiales como una frecuen-

cia epicı́clica modificada, se procedió a aplicar una perturbación periódica en la dirección

radial. Para todas las simulaciones se usó una perturbación radial introducida en las ecuacio-

nes de movimiento, definida de la siguiente manera:

F(r) ≡−λ
(

∂Φ(r,z)
∂ r

)

·exp

(

rext− r
δ r

)

·sen(2πκpertt). (5.4)

La derivada del potencial es la fuerza radial debida a la gravedad,rext es la frontera externa

del toro yλ ≪ 1 es el parámetro adimensional que controla la amplitud de la perturbación.

El término exponencial decae conδ r ⋍ R, que es la extensión radial del disco. La idea de

proponer una fuerza de perturbación con esta forma es porque se quiere simular su intensidad

dependiendo de la posición del disco y su periodicidad. Esta fuerza reproduce el comporta-

miento deseado para una fuerza perturbativa, la cual será más intensa cerca del radio interno

y más débil en la regiones externas del toro. La fuerza antes mencionada es una aceleración

del campo de gravedad. Esta fuerza induce oscilaciones radiales, las cuales pueden ser estu-

diadas mediante el análisis de Fourier extrayendo las frecuencias principales de cada disco

de acreción.

Se realizaron simulaciones usando las distribuciones de momento angular antes mencio-

nadas [momento angular constante, ley de potencia y el momento angular propuesto en el

artı́culo de Qianet al. (2009)]. Como resultado de la fuerza impulsiva, los toros experimen-

tan oscilaciones de amplitud pequeña, las cuales pueden ser medidas de varias maneras. Una

de estas es simplemente considerar la posición del centro de cada toro,(r0,z0), definido como

la ubicación del punto de densidad máxima, como una función del tiempo. La serie de tiempo

correspondiente para cada toro es difı́cil de analizar. Sin embargo, esta muestra la frecuencia

de perturbaciónκpert y la frecuencia epicı́clica local para la oscilación radial,κr . La forma

más eficiente para analizar esta serie de tiempo es aplicándole la transformada de Fourier a los

datos. Para los cálculos en que el momento angular es casi constante en el espacio, no existen

mecanismos para su transporte, y la perturbación no produce ningun tipo de torca. Todos los

espectros de frecuencias que se mostrarán más adelante fueron realizados para la energı́a total

del sistema dependiente del tiempo. Se escogió esta variable porque es una variable global del

toro y es la variable que más información nos da acerca de la oscilación del toro. En la figura

5.1 se muestra la transformada de Fourier der0 para las condiciones iniciales antes men-
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cionadas y suponiento el potencial de Paczyński-Wiita paratres distintos tamaños de toros

con una perturbación sinusoidal enκpert = 200 Hz4. Los valores correspondientes de las fre-

cuencias del modo fundamental radiales para el toro grande [W0 = 0.85W(r0); lı́nea sólida],

intermedio [W0 = 0.9W(r0); lı́nea punteada] y pequeño [W0 = 0.99W(r0); lı́nea discontinua]

sonκr = 330 Hz,κr = 365 Hz yκr = 420 Hz, respectivamente.

0 200 400 600 800 1000
95

100

105

Figura 5.1: Transformada rápida de Fourier para la energı́a total del disco con una distribución de
momento angular constante. El pico más grande corresponde a la frecuencia de perturba-
ción, κpert = 200 Hz. El otro pico prominente en cada serie de tiempo corresponde a la
frecuencia fundamental del toro. La ĺınea sólida corresponde al toro grande conf = 0.85.
La ĺınea punteada corresponde al toro intermedio conf = 0.9 y la ĺınea discontinua co-
rresponde al toro pequeño conf = 0.99.

4La frecuencia de la perturbación fue fijada para todas las simulaciones en 200 Hz.
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Figura 5.2: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequeño, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales correspon-
dientes (panel derecho) para un momento angular constante con el potencial de Paczyński-
Wiita.
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De la figura 5.2 podemos observar que para el toro pequeño, se pueden visualizar los

picos 2κpert = 400 Hz, 3κpert = 600 Hz,κr +κpert = 620 Hz,κr −κpert = 220 Hz, 1.5κr ⋍

635 Hz y 2κr ⋍ 845 Hz. Las dos primeras frecuencias corresponden a los armónicos de la

perturbación. Las dos siguientes corresponden a frecuencias “batidas”5 entre las frecuencias

de perturbación y la fundamental. Además se aprecian sobretonos de la frecuencia natural

(modo fundamental) en 1.5κr , y en 2κr . En el caso del toro intermedio, se pueden observar los

picos 2κpert = 400 Hz, 3κpert = 600 Hz,κr +κpert = 565 Hz, 2κr ⋍ 725 Hz yκr −κpert ⋍ 160

Hz. En el caso del toro grande, se pueden observar los picos 2κpert = 400 Hz,κr +κpert = 530

Hz, 2κr ⋍ 660 Hz yκr −κpert ⋍ 135 Hz. En la figura 5.2 se muestran las transformadas de

Fourier y sus respectivos toros. En la tabla 5.1 se presentan densidad máxima6, potencial

inicial, factor de llenado, los radios interno y externo paraz = 0, momento angular y la

frecuencia fundamental a la cual oscila cada uno.

Estos primeros modelos (momento angular constante y potencial de Paczyński-Wiita)

fueron usados como base de comparación para los modelos que se presentarán más adelante.

En la figura 5.3 se muestran las distribuciones de momento angular constante y en ley de

potencias en el radio en el plano ecuatorial. La lı́nea punteada corresponde a la distribución

de momento angular constante, observamos que está por arriba del mı́nimo de la curva de la

distribución de momento angular kepleriana dependiente der. Esto nos asegura que se están

construyendo toros estables. La lı́nea discontinua corresponde a la distribución de momen-

to angular en ley de potencias radial, como se puede observar ésta se encuentra casi en el

borde de la distribución descrita por la lı́nea sólida, por lo que con un exponente mayor a

0.1 tendrı́amos desbordamiento de toros, es decir, toros inestables. Para el caso de la distri-

bución de momento angular propuesta por Qianet al., es muy similar a la lı́nea punteada

(distribución de momento angular constante) en la figura 5.3, ya que parar < r0 el valor de

la distribución en el plano ecuatorial es igual que para la distribución de momento angular

constante.

En la figura 5.4 se muestra la dependencia radial de la frecuencia epicı́clica para la masa

que se ha fijado, el punto que está marcado en la gráfica es la frecuencia epicı́clica parar0,

esta esκ∗ = 425.94Hz.

5Esto pasa cuando tenemos “batimientos” entre dos frecuencias, que en este caso tenemos

sen(2πκpertt)+sen(2πκrt) ⋍ sen[2π(κpert + κr)t]+sen[2π(κpert−κr)t].

Estas son combinaciones algebráicas deκr y κpert.
6La nomenclatura usada esρmax,15 = ρmax×10−15 con unidades de kg m−3.
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Figura 5.3: Distribución de momento angular constante y ley de potencia en el radio con el potencial
de Paczyński-Wiita. La ĺınea sólida es la curva descrita por la ecuación (4.96) paraMan =
2.5M⊙. La ĺınea punteada representa a la distribución de momento angular constante, que
eslk(r0 = 4.25rg). La ĺınea discontinua representa la distribución de momento angular en
ley de potencia en el radio conα = 0.1.
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Tabla 5.1: Modelos para disco de diferentes tamaños en un potencial de Paczyński-Wiita. Se muestra
el radio interno del discor in, el radio externorex, la ubicación del centro del disco,r0

o el punto de máxima densidad, la densidad central del disco o densidad máxima y la
frecuenciaκr de oscilación del modo fundamental medido a través de la variación de la
densidad máxima.

Modelo f r in/rg rex/rg r0/rg κr [Hz] l0/(rgc) W0/(c2/2) ρmax,15[MKS]
(PWa) 0.85 2.98 6.9 4.25 330 1.9063 −0.0905 6.56259
(PWb) 0.90 3.23 6.12 4.25 365 1.9063 −0.0959 1.94447
(PWc) 0.99 3.86 4.7 4.25 420 1.9063 −0.1054 0.00194
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Figura 5.4: Frecuencia epicı́clica con el potencial de Paczyński-Wiita. La ĺınea sólida es la curva
que describe la ecuación (4.108) paraMan = 2.5M⊙. El punto mostrado corresponde a la
evaluación de la ecuación (4.108) enr = r0, es decir,κ∗(r = r0 = 4.25rg) =425.94 Hz.
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5.2.1. Resultados para el potencial de Newton

En la figura 5.5 se muestran las transformadas de Fourier con sus respectivos toros en

sección meridional (grande, intermedio y pequeño) con el potencial de Newton con el mo-

mento angular constante. De esta figura podemos observar picos prominentes (frecuencias

fundamentales), los cuales se ubican en 395 Hz, 440 Hz y 515 Hz para los modelos (Na),

(Nb) y (Nc), respectivamente. Para el caso del toro grande sólo podemos apreciar una fre-

cuencia batida en 595 Hz que es la combinación entre la frecuencia fundamental (κr ) y la

perturbación (κpert), y además se aprecia el sobretono 2κr en 790 Hz. En la figura correspon-

diente al toro intermedio se aprecian dos frecuencias batidas entre la frecuencia fundamental

y la perturbativa en 640 Hz (κr +κpert) y en 240 Hz (κr −κpert), y un sobretono en 880 Hz,

correspondiente a 2κr . En el toro pequeño se aprecian más picos en el espectro como las

frecuencias batidasκr +κpert y κr −κpert, ası́ como un sobretono de la frecuencia natural en

835 Hz, correspondiente a 1.5κr . Ligeramente se alcanza a observar una frecuencia en 1030

Hz correspondiente al sobretono 2κr .

Las secciones meridionales mostradas en la figura 5.5, que corresponden para el poten-

cial de Newton, podemos apreciarlas de forma más circular que las secciones meridionales

mostradas en la figura 5.2, que corresponden para el potencial de Paczyński-Wiita. Es más

claro si comparamos los modelos (Nc) y (PWc). Recuérdese que la velocidad angular radial

para el potencial de Newton,Ωr , es igual a la velocidad angular vertical,Ωz, por lo tanto el

tiempo de cruce de una onda de sonido para el potencial de Newton es el mismo parar y

z. En cambio para el potencial de Paczyński-Wiita las velocidades angulares son diferentes,

dondeΩr < Ωz, por lo tanto el tiempo de cruce de una onda de sonido para el potencial de

Paczyński-Wiita es menor enr que enz. Esto tiene que ver con la geometrı́a del toro, ya que

como pudimos observar los toros construidos con el potencial de Newton son casi cı́rculos y

para el potencial de Paczyński-Wiita los toros son elı́pticos.

En la tabla 5.2 se muestran los valores obtenidos para cada uno de los toros.

Tabla 5.2: Modelos para disco de diferentes tamaños en un potencial de Newton. Se muestra el radio
interno del discor in, el radio externorex, la ubicación del centro del disco,r0 o el punto de
máxima densidad, la densidad central del disco o densidad máxima y la frecuenciaκr de
oscilación del modo fundamental medido a través de la variación de la densidad máxima.

Modelo f r in/rg rex/rg r0/rg κr [Hz] l0/(rgc) W0/(c2/2) ρmax,15[MKS]
(Na) 0.85 3.22 6.54 4.25 395 1.4577 -0.1000 8.84425
(Nb) 0.90 3.38 5.91 4.25 440 1.4577 -0.1058 2.62052
(Nc) 0.99 3.90 4.66 4.25 515 1.4577 -0.1164 0.00262
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Figura 5.5: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequeño, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales correspon-
dientes (panel derecho) para un momento angular constante con el potencial de Newton.
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5.2.2. Resultados para el potencial de Artemova

En la figura 5.6 se muestran las transformadas de Fourier y los distintos tamaños de los

toros con el potencial de Artemovaet al. (1996) para un parámetro de Kerr,a = 0.5(crg/2).

De esta figura podemos observar picos prominentes (frecuencias fundamentales), los cuales

se ubican en 375 Hz, 415 Hz y 485 Hz para los modelos (A05a), (A05b) y (A05c), respec-

tivamente. Para el caso del toro grande sólo podemos apreciar una frecuencia batida en 575

Hz que es la combinación entre la frecuencia fundamental (κr ) y la perturbación (κpert), y

además se aprecia el sobretono 2κr en 750 Hz. En la gráfica (transformada de Fourier) del

toro intermedio se aprecia un frecuencia batida entre la frecuencia fundamental y la pertur-

bativa en 615 Hz (κr + κpert), y un sobretono en 680 Hz correspondientes a 1.65κr . En el

toro pequeño se aprecian más picos en el espectro, como las frecuencias batidasκr +κpert y

κr −κpert, ası́ como dos sobretonos de la frecuencia natural uno en 720 Hz y el otro en 970

Hz correspondientes a 1.5κr y 2κr , respectivamente. Ligeramente se alcanza a observar una

frecuencia en 1085 Hz correspondiente a la frecuencia batidaκr +3κpert. En la tabla 5.3 se

muestran los valores obtenidos para cada uno de los tamaños de los toros.

Tabla 5.3: Modelos para disco de diferentes tamaños en el potencial de Artemovaet al. (1996) para
un parámetro de Kerr,a = 0.5(crg/2). Se muestra el radio interno del discor in, el radio
externorex, la ubicación del centro del disco,r0 o el punto de máxima densidad, la densidad
central del disco o densidad máxima y la frecuenciaκr de oscilación del modo fundamental
medido a través de la variación de la densidad máxima.

Modelo f r in/rg rex/rg r0/rg κr [Hz] l0/(rgc) W0/(c2/2) ρmax,15[MKS]
(A05a) 0.85 3.20 6.65 4.25 375 1.70589 -0.0965 7.95938
(A05b) 0.90 3.36 5.91 4.25 415 1.70589 -0.1022 2.35834
(A05c) 0.99 3.91 4.68 4.25 485 1.70589 -0.1124 0.00235

En la figura 5.7 se muestran las transformadas de Fourier y los distintos tamaños de los

toros con el potencial de Artemovaet al. (1996) para un parámetro de Kerr,a = 0.9(crg/2).

De esta figura podemos observar picos prominentes en los espectros de frecuencias los cuales

se ubican en 394 Hz, 435 Hz y 511 Hz para los modelos (A09a), (A09b) y (A09c), respec-

tivamente. Para el caso del toro grande sólo podemos apreciar una frecuencia batida en 594

Hz que es la suma entre la frecuencia fundamental (κr ) y la perturbación (κpert), y además

se aprecia el sobretono 2κr en 788 Hz. Para el toro intermedio se aprecian dos frecuencias

batidas entre la frecuencia fundamental y la perturbativa en 635 Hz y en 235 Hz correspon-

dientes aκr +κpert y κr −κpert, respectivamente. En el toro pequeño se aprecian más picos

en el espectro como las frecuencias batidasκr +κpert y κr −κpert, en 711 Hz y 311 Hz, res-
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Figura 5.6: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequeño, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales correspon-
dientes (panel derecho) para un momento angular constante con el potencial de Artemova
et al.paraa = 0.5(rgc/2).
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pectivamente. Se aprecian sobretonos de la frecuencia natural en 745 Hz, 860 Hz, 1025 Hz,

1070 Hz correspondientes a 1.5κr , 1.5κr + .5κpert, 2κr y 1.5κr + 1.5κpert, respectivamente.

En la tabla 5.4 se muestran los valores obtenidos para cada uno de los tamaños de los toros.

Tabla 5.4: Modelos para disco de diferentes tamaños en el potencial de Artemovaet al. (1996) para
un parámetro de Kerr,a = 0.9(crg/2). Se muestra el radio interno del discor in, el radio
externorex, la ubicación del centro del disco,r0 o el punto de máxima densidad, la densidad
central del disco o densidad máxima y la frecuenciaκr de oscilación del modo fundamental
medido a través de la variación de la densidad máxima.

Modelo f r in/rg rex/rg r0/rg κr [Hz] l0/(rgc) W0/(c2/2) ρmax,15[MKS]
(A09a) 0.85 3.22 6.56 4.25 394 1.54328 -0.0965 8.68556
(A09b) 0.90 3.41 5.88 4.25 435 1.54328 -0.1022 2.57350
(A09c) 0.99 3.92 4.65 4.25 511 1.54328 -0.0965 0.00257

Comparando las secciones meridionales de los modelos (Nc), (PWc), (A05c) y (A09c),

podemos ver un comportamiento en la geometrı́a del disco. Vemos que conforme el parámetro

de Kerr a → rgc/2 el disco de acreción es más circular, ya que los modelos construidos

con el potencial de Newton corresponden a un parámetro de Kerra = rgc/2 y los modelos

contruidos con el potencial de Paczyński-Wiita corresponden a un parámetro de Kerra =

0(rgc/2).

5.2.3. Resultados para la distribucíon de momento angular como ley de

potencia en el radio

Los siguientes toros fueron construidos con una distribución de momento angular en for-

ma de ley de potencias en el radio, definida por la ecuación 5.2. Note que en el centro del

disco de acreción,r0, la distribución se reduce al caso constante, pero esto no es en todo el

disco. Para radios menores quer0, el momento angular kepleriano evaluado enr0 es reducido

mientras que para radios mayores el momento angular es aumentado. Este aumento y esta

reducción son muy pequeños, puesto que el ı́ndice fue fijado aα = 0.1.

En la figura 5.8 se muestran las transformadas de Fourier y sus distintos tamaños de los

toros en sección meridional con el potencial de Newton. De esta figura podemos observar

picos prominentes en los espectros de frecuencias, los cuales se ubican en 395 Hz, 436 Hz

y 515 Hz para los modelos (Nd), (Ne) y (Nf), respectivamente. Para el caso del toro grande

podemos apreciar una frecuencia batida en 595 Hz que es la suma entre la frecuencia funda-

mental (κr ) y la perturbación (κpert), y además se aprecia el sobretono 2κr en 790 Hz. Para el

toro intermedio se aprecian dos frecuencias batidas entre la frecuencia fundamental y la per-
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Figura 5.7: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequeño, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales correspon-
dientes (panel derecho) para un momento angular constante con el potencial de Artemova
et al.paraa = 0.9(rgc/2).
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turbativa en 636 Hz y en 236 Hz correspondientes aκr +κpert y κr −κpert, respectivamente.

Además ligeramente se alcanza a apreciar el sobretono 2κr en 870 Hz. En el toro pequeño

se aprecian las frecuencias batidasκr + κpert y κr + 1.5κpert, en 715 Hz y 815 Hz, respec-

tivamente. Ligeramente se alcanza a apreciar un sumidero en 400 Hz que corresponde a un

sobretono de la perturbación en 2κpert. En la tabla 5.5 se muestran los valores obtenidos para

cada uno de los tamaños de los toros.

Tabla 5.5: Modelos para disco de diferentes tamaños con el potencial de Newton. Se muestra el radio
interno del discor in, el radio externorex, la ubicación del centro del disco,r0 o el punto de
máxima densidad, la densidad central del disco o densidad máxima y la frecuenciaκr de
oscilación del modo fundamental medido a través de la variación de la densidad máxima.

Modelo f r in/rg rex/rg r0/rg κr [Hz] W0/(c2/2) ρmax,15[MKS]
(Nd) 0.85 3.23 6.72 4.25 395 -0.0888 6.2116
(Ne) 0.90 3.37 5.98 4.25 436 -0.0941 1.8404
(Nf) 0.99 3.91 4.66 4.25 515 -0.1035 0.0018

En la figura 5.9 se muestran las transformadas de Fourier y sus distintos tamaños de los

toros en sección meridional con el potencial de Paczyński-Wiita. Analizando esta figura ob-

servamos que para los modelos (PWd) y (PWe) se tiene un desbordamiento del disco hacia el

agujero negro, esto es por el tipo de distribución de momento angular, puesto que las partı́cu-

las más cercanas al agujero tienen menor momento angular que las que estan más lejos del

agujero. Se observan picos prominentes en los espectros de frecuencias los cuales se ubican

en 315 Hz, 350 Hz y 415 Hz para los modelos (PWd), (PWe) y (PWf), respectivamente. Para

el toro grande se aprecia una frecuencia resonante de la frecuencia de perturbación en 400 Hz,

la frecuencia batida entre la frecuencia fundamental (κr) y la perturbación (κpert) en 515 Hz

(κr +κpert) y además se aprecia el sobretono 2κr en 630 Hz. Para el toro intermedio se apre-

cian dos frecuencias batidas entre la frecuencia fundamental y la perturbativa en 150 Hz y en

550 Hz correspondientes aκr −κpert y κr +κpert, respectivamente. Además se observa una

frecuencia en 400 Hz correspondiente a un sobretono de la perturbación, por último se alcan-

zan a ver dos picos más, uno en 465 Hz y el otro en 695 Hz correspondientes a 0.5κr +1.5κpert

y a≈ 2κr , respectivamente. Esta última siendo un sobretono de la frecuencias fundamental.

En el toro pequeño se aprecian las frecuencias batidasκr + κpert y κr −κpert, en 615 Hz y

215 Hz, respectivamente. Se alcanza a apreciar una frecuencia en 400 Hz, correspondientes a

2κpert que es un sobretono de la perturbación. En 535 Hz tenemos un pico correspondiente a

1.25κr, ligeramente se aprecia otro pico en 735 Hz, que corresponderı́a a 1.25κr +κpert una

frecuencia batida entre la perturbación y la frecuencia fundamental, además se observa otra

frecuencia en 835 Hz correspondiente a⋍ 2κr o quizá a 1.25κr +1.5κpert. En la tabla 5.6 se
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Figura 5.8: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequeño, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales correspon-
dientes (panel derecho) para un momento angular en ley de potencias en el radio con el
potencial de Newton.
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muestran los valores obtenidos para cada uno de los tamaños de los toros.

Tabla 5.6: Modelos para disco de diferentes tamaños con el potencial de Paczyński-Wiita. Se muestra
el radio interno del discor in, el radio externorex, la ubicación del centro del disco,r0

o el punto de máxima densidad, la densidad central del disco o densidad máxima y la
frecuenciaκr de oscilación del modo fundamental medido a través de la variación de la
densidad máxima.

Modelo f r in/rg rex/rg r0/rg κr [Hz] W0/(c2/2) ρmax,15[MKS]
(PWd) 0.85 2.56 7.15 4.25 315 -0.0715 3.23713
(PWe) 0.90 2.58 6.52 4.25 350 -0.0757 0.95914
(PWf) 0.99 3.73 4.83 4.25 415 -0.0833 0.00095

En la figura 5.10 se muestran las transformadas de Fourier y susdistintos tamaños de los

toros en sección meridional con el potencial de Artemovaet al. con el parámetro de Kerr,

a = 0.5(rgc/2). Se observan picos prominentes en los espectros de frecuencias, los cuales

se ubican en 365 Hz, 405 Hz y 485 Hz para los modelos (PWd), (PWe) y (PWf), respec-

tivamente. Para el toro grande se aprecian dos frecuencias batidas en 165 Hz y 565 Hz,

correspondientes aκr −κpert y κr +κpert, respectivamente. Se aprecia una frecuencia en 729

Hz que corresponde a 2κr que es un sobretono de la frecuencia fundamental. Se alcanza a

apreciar ligeramente una frecuencia en 765 Hz correspondiente aκr +2κpert, y por último se

alcanza a apreciar una frecuencia en 845 Hz que corresponde a⋍ (2κr + .5κpert) que es una

frecuencia batida entre la frecuencia fundamental y la frecuencia perturbativa. Para el toro

intermedio se aprecian dos frecuencias batidas entre la frecuencia fundamental y la perturba-

tiva en 605 Hz y en 805 Hz correspondientes aκr +κpert y κr +2κpert, respectivamente. En

el toro pequeño se aprecia la frecuencia batidaκr −κpert, en 285 Hz. Se alcanza a apreciar un

frecuencia en 660 Hz, correspondientes a 1.5κr +0.25κpert que es un frecuencia batida entre

las frecuencias fundamental y la perturbación. Ligeramente se alcanza a aprecia la frecuencia

resonante 2κr en 770 Hz. En la tabla 5.7 se muestran los valores obtenidos para cada uno de

los tamaños de los toros.

En la figura 5.11 se muestran las transformadas de Fourier y sus distintos tamaños de

los toros con el potencial de Artemovaet al. con el parámetro de Kerr,a = 0.9(rgc/2). Se

observan picos prominentes en los espectros de frecuencias, los cuales se ubican en 389 Hz,

430 Hz y 510 Hz para los modelos (A09d), (A09e) y (A09f), respectivamente. Para el toro

grande se aprecian dos frecuencias batidas en 589 Hz y 189 Hz, correspondientes aκr +κpert

y κr − κpert, respectivamente. Se aprecia una frecuencia en 775 Hz que corresponde a 2κr

que es un sobretono de la frecuencia fundamental. Para el toro intermedio se aprecian dos

frecuencias batidas entre la frecuencia fundamental y la perturbativa en 630 Hz y en 230 Hz
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Figura 5.9: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequeño, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales correspon-
dientes (panel derecho) para un momento angular en ley de potencias en el radio con el
potencial de Paczyński-Wiita.
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Figura 5.10: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequeño, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales corres-
pondientes (panel derecho) para un momento angular en ley de potencias en el radio con
el potencial de Artemovaet al.con el parámetro de Kerr,a = 0.5(rgc/2).
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Tabla 5.7: Modelos para disco de diferentes tamaños con el potencial de Artemovaet al. con el
parámetro de Kerr,a = 0.5(rgc/2). Se muestra el radio interno del discor in, el radio ex-
ternorex, la ubicación del centro del disco,r0 o el punto de máxima densidad, la densidad
central del disco o densidad máxima y la frecuenciaκr de oscilación del modo fundamental
medido a través de la variación de la densidad máxima.

Modelo f r in/rg rex/rg r0/rg κr [Hz] W0/(c2/2) ρmax,15[MKS]
(A05d) 0.85 3.13 6.89 4.25 365 -0.0813 4.75808
(A05e) 0.90 3.27 6.15 4.25 405 -0.0861 1.40980
(A05f) 0.99 3.86 4.71 4.25 485 -0.0947 0.00140

correspondientes aκr + κpert y κr − κpert, respectivamente. Ligeramente se aprecia la fre-

cuencia 860 Hz correspondiente a 2κr . En el toro pequeño se aprecia la frecuencia batida

κr + κpert, en 710 Hz. Se alcanza a apreciar un frecuencia en 855 Hz, correspondientes a

1.5κr +0.5κpert que es una frecuencia batidad entre las frecuencias fundamental y la pertur-

bación. Ligeramente se alcanza a apreciar un sobretono de la perturbación en 2κpert. En la

tabla 5.8 se muestran los valores obtenidos para cada uno de los tamaños de los toros.

Tabla 5.8: Modelos para disco de diferentes tamaños con el potencial de Artemovaet al. con el
parámetro de Kerr,a = 0.9(rgc/2). Se muestra el radio interno del discor in, el radio ex-
ternorex, la ubicación del centro del disco,r0 o el punto de máxima densidad, la densidad
central del disco o densidad máxima y la frecuenciaκr de oscilación del modo fundamental
medido a través de la variación de la densidad máxima.

Modelo f r in/rg rex/rg r0/rg κr [Hz] W0/(c2/2) ρmax,15[MKS]
(A09d) 0.85 3.23 6.71 4.25 389 -0.0869 5.81291
(A09e) 0.90 3.33 6.05 4.25 430 -0.0920 1.72234
(A09f) 0.99 3.90 4.66 4.25 510 -0.1012 0.00172

En la figura 5.12 se presenta una comparación entre las frecuencias naturales obtenidas

con las distribuciones de momento angular constante (lı́nea punteada) y ley de potencia en

el radio (lı́nea sólida) ambas para el potencial de Paczyński-Wiita. El punto marcado con un

asterisco representa a la frecuencia epicı́clica obtenida de manera analı́tica. Se puede observar

que la lı́nea sólida decae más rápido que la lı́nea punteada, es decir, las frecuencias naturales

de toros construidos con una ley de potencia en el radio decaen más rápidamente que la

frecuencias naturales de toros construidos con momento angular constante.
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Figura 5.11: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequeño, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales corres-
pondientes (panel derecho) para un momento angular en ley de potencias en el radio con
el potencial de Artemovaet al.con el parámetro de Kerr,a = 0.9(rgc/2).
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Figura 5.12: Gráfica que esquematiza cómo decrece monotónicamente la frecuencia del modo fun-
damental,κr , conformef decrece también (es decir se aumenta el tamaño del toro). La
frecuencia fundamental parte de la frecuencia epicı́clica,κ∗, encontrada anaĺıticamen-
te. Para este caso la frecuencia epicı́clica es 425.94 Hz parar = r0 = 4.25rg. El punto
mostrado con un asterisco representa a la frecuencia epicı́clica anaĺıtica mientras que los
otros tres puntos representan el valor de la frecuencia fundamental encontrada para cada
f . La ĺınea sólida representa a las frecuencias del modo fundamental con un momento
angular como ley de potencia en el radio [l(r) ∝ r0.1] mientras que la ĺınea punteada
representa a las frecuencias del modo fundamental con un momento angular constante
(véase la figura 5.4). Se puede apreciar que la ĺınea sólida decae más rápidamente que la
ĺınea punteada.
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5.2.4. Resultados para la distribucíon de momento angular prorpuesta

por Qian et al. (2009)

Los siguientes toros fueron construidos con la distribución de momento angular propues-

ta por Qianet al. (2009), definida por la ecuación 5.3. Note que en el centro del disco de

acreción,r0, la distribución se reduce al caso constante, pero esto no es en todo el disco. Para

este trabajo se fijaron los exponentes que aparecen en la ecuación 5.3 de la siguiente manera,

β = 0.0,0.1 y ζ = 0.0,0.1. Para el caso en queβ = 0.0 y ζ = 0.0, la ecuación 5.3 se reduce

a la ecuación 5.1, que es un caso ya considerado anteriormente.

Resultados paraβ = 0.1 y ζ = 0.0

En la figura 5.13 se muestran las transformadas de Fourier y los distintos tamaños de los

toros en sección meridional con el potencial de Newton. De esta figura podemos observar

picos prominentes en los espectros de frecuencias, los cuales se ubican en 399 Hz, 440 Hz

y 515 Hz para los modelos (NQ0100a), (NQ0100b) y (NQ0100c), respectivamente. Para el

caso del toro grande podemos apreciar una frecuencia batida en 599 Hz que es la suma entre

la frecuencia fundamental (κr ) y la perturbación (κpert), y además se aprecia el sobretono 2κr

en 798 Hz. Para el toro intermedio se aprecian dos frecuencias batidas entre la frecuencia

fundamental y la perturbativa en 640 Hz y en 240 Hz correspondientes aκr + κpert y κr −
κpert, respectivamente. Además se alcanza a apreciar el sobretono 1.5κr en 660 Hz, este

sobretono esta en la misma joroba en donde se ubica la frecuencia batidaκr +κpert. En esta

joroba se alcanzan a apreciar estas dos frecuencias. Ligeramente se alcanza a apreciar el

sobretono 2κr . En el toro pequeño se aprecian claramente tres sumideros en 315 Hz, 400 Hz

y 715 Hz correspondientes aκr −κpert, 2κpert y κr +κpert, respectivamente. Ligeramente se

alcanza a apreciar una frecuencia en 1030 Hz corresponde a al sobretono 2κr . El otro pico

prominente ubicado en 823 Hz corresponde a la frecuencia batidaκr +1.5κpert. En la tabla

5.9 se muestran los valores obtenidos para cada uno de los tamaños de los toros.

Tabla 5.9: Modelos para disco de diferentes tamaños con el potencial de Newton. Se muestra el radio
interno del discor in, el radio externorex, la ubicación del centro del disco,r0 o el punto de
máxima densidad, la densidad central del disco o densidad máxima y la frecuenciaκr de
oscilación del modo fundamental medido a través de la variación de la densidad máxima.

Modelo f r in/rg rex/rg r0/rg κr [Hz] W0/(c2/2) ρmax,15[MKS]
(NQ0100a) 0.85 3.23 6.58 4.25 399 -0.0947 7.5200
(NQ0100b) 0.90 3.42 5.92 4.25 440 -0.1003 2.2281
(NQ0100c) 0.99 3.88 4.69 4.25 515 -0.1103 0.0022
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0 200 400 600 800 1000 1200
98

100

102

104

106

108

0 2 4 6 8
-4

-2

0

2

4

0 200 400 600 800 1000 1200
96

98

100

102

104

106

0 2 4 6 8
-4

-2

0

2

4

0 200 400 600 800 1000 1200
86

88

90

92

94

96

0 2 4 6 8
-4

-2

0

2

4

Figura 5.13: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequeño, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales corres-
pondientes (panel derecho) para un momento angular de Qianet al. paraβ = 0.1 y
ζ = 0.0 con el potencial de Newton.

En la figura 5.14 se muestran las transformadas de Fourier y los distintos tamaños de los

toros en sección meridional con el potencial de Paczyński-Wiita. De esta figura podemos ob-

servar picos prominentes en los espectros de frecuencias, los cuales se ubican en 329 Hz, 362
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Hz y 420 Hz para los modelos (PWQ0100a), (PWQ0100b) y (PWQ0100c), respectivamente.

Para el caso del toro grande podemos apreciar una frecuencia batida en 529 Hz que es la

suma entre la frecuencia fundamental (κr) y la perturbación (κpert), y se apreciaκr −κpert en

129 Hz, siendo este último un sumidero. Por último se aprecia una frecuencia en 658 Hz co-

rrespondiente a el sobretono 2κr . Para el toro intermedio se aprecian dos frecuencias batidas

entre la frecuencia fundamental y la perturbativa en 162 Hz y en 562 Hz correspondientes

a κr −κpert y κr +κpert, respectivamente. Además se alcanza a apreciar el sobretono 2κr en

724 Hz, y además ligeramente el sobretono 2κpert en 400 Hz. En el toro pequeño se aprecian

claramente un sumidero en 1000 Hz correspondiente a 5κpert, siendo un sobretono de la per-

turbación. Son visibles las frecuencias batidasκr +κpert, κr −κpert y 2κr +κpert, y además

se aprecian los sobretonos 2κr y 2κpert. En la tabla 5.10 se muestran los valores obtenidos

para cada uno de los tamaños de los toros.

Tabla 5.10:Modelos para disco de diferentes tamaños con el potencial de Paczyński-Wiita. Se mues-
tra el radio interno del discor in, el radio externorex, la ubicación del centro del disco,
r0 o el punto de máxima densidad, la densidad central del disco o densidad máxima y la
frecuenciaκr de oscilación del modo fundamental medido a través de la variación de la
densidad máxima.

Modelo f r in/rg rex/rg r0/rg κr [Hz] W0/(c2/2) ρmax,15[MKS]
(PWQ0100a) 0.85 3.01 6.92 4.25 329 -0.0850 5.4378
(PWQ0100b) 0.90 3.22 6.17 4.25 362 -0.0900 1.6112
(PWQ0100c) 0.99 3.84 4.75 4.25 420 -0.0990 0.0016

En la figura 5.15 se muestran las transformadas de Fourier y losdistintos tamaños de los

toros en sección meridional con el potencial de Artemovaet al. con el parámetro de Kerr,

a = 0.5(rgc/2). De esta figura podemos observar picos prominentes en los espectros de fre-

cuencias, los cuales se ubican en 375 Hz, 412 Hz y 485 Hz para los modelos (A05Q0100a),

(A05Q0100b) y (A05Q0100c), respectivamente. Para el caso del toro grande podemos apre-

ciar dos frecuencias batidas,κr −κpert y κr +κpert en 175 Hz y 575 Hz, respectivamente. Por

último se aprecia una frecuencia en 750 Hz que corresponde al sobretono 2κr . Para el toro in-

termedio se aprecian dos frecuencias batidas entre la frecuencia fundamental y la perturbativa

en 212 Hz y en 612 Hz correspondientes aκr −κpert y κr +κpert, respectivamente. Además

se alcanza a apreciar el sobretono 2κr en 824 Hz, siendo este un sumidero. El sumidero más

grande que se aprecia en la gráfica corresponde aκr +1.5κpert en 712 Hz. En el toro pequeño

se aprecian claramente un sumidero acompañado de un pico en 927 Hz correspondiente a

1.5κr +κpert. Son visibles las frecuencias batidasκr +κpert, κr −κpert, y además se aprecian

los sobretonos de la frecuencia fundamental en 1.5κr y 2κr . En la tabla 5.11 se muestran los
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Figura 5.14: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequeño, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales corres-
pondientes (panel derecho) para un momento angular de Qianet al. paraβ = 0.1 y
ζ = 0.0 con el potencial de Paczyński-Wiita.
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valores obtenidos para cada uno de los tamaños de los toros.

Tabla 5.11:Modelos para disco de diferentes tamaños con el potencial de Artemovaet al. con el
parámetro de Kerr,a = 0.5(rgc/2). Se muestra el radio interno del discor in, el radio ex-
ternorex, la ubicación del centro del disco,r0 o el punto de máxima densidad, la densidad
central del disco o densidad máxima y la frecuenciaκr de oscilación del modo fundamen-
tal medido a través de la variación de la densidad máxima.

Modelo f r in/rg rex/rg r0/rg κr [Hz] W0/(c2/2) ρmax,15[MKS]
(A05Q0100a) 0.85 3.19 6.67 4.25 375 -0.0909 6.6613
(A05Q0100b) 0.90 3.36 5.98 4.25 412 -0.0963 1.9737
(A05Q0100c) 0.99 3.88 4.71 4.25 485 -0.1059 0.0019

En la figura 5.16 se muestran las transformadas de Fourier y losdistintos tamaños de los

toros en sección meridional con el potencial de Artemovaet al. con el parámetro de Kerr,

a = 0.9(rgc/2). De esta figura podemos observar picos prominentes en los espectros de fre-

cuencias, los cuales se ubican en 395 Hz, 435 Hz y 510 Hz para los modelos (A09Q0100a),

(A09Q0100b) y (A09Q0100c), respectivamente. Para el caso del toro grande podemos apre-

ciar la frecuencia batida,κr + κpert, en 595 Hz, y además se aprecia el sobretono 2κr en

790 Hz. Para el toro intermedio se aprecian una joroba en seguida de la frecuencia del mo-

do fundamental. En esta joroba se alcanza a apreciar tres pequeños picos correspondientes a

κr +κpert, 1.5κr y 0.5κr +2.5κpert en 635 Hz, 653 Hz y 717 Hz, respectivamente. Se alcanza

a apreciar la frecuencia batidaκr −κpert y el sobretono 2κr . En el toro pequeño se aprecian

claramente un sumidero acompañado de un pico enκr +κpert. Se aprecian dos sumideros más

(más pequeños) correspondientes aκr −κpert y 2κpert. El otro pico prominente fue localizado

en 0.5κr +3κpert, y por último se alcanza a apreciar el sobretono 2κr .

En la tabla 5.12 se muestran los valores obtenidos para cada uno de los tamaños de los

toros.

Resultados paraβ = 0.1 y ζ = 0.1

En la figura 5.17 se muestran las transformadas de Fourier y los distintos tamaños de los

toros en sección meridional con el potencial de Newton. De esta figura podemos observar pi-

cos prominentes en los espectros de frecuencias, los cuales se ubican en 395 Hz, 435 Hz y 515

Hz para los modelos (NQ0101a), (NQ0101b) y (NQ0101c), respectivamente. Para el caso del

toro grande podemos apreciar dos frecuencias batidas en 595 Hz y 890 Hz correspondientes

aκr +κpert y 2κr +0.5κpert, respectivamente. Además podemos apreciar dos frecuencias re-

sonantes de la frecuencia del modo fundamental en 1.5κr y 2κr . Para el toro intermedio se
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Figura 5.15: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequeño, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales corres-
pondientes (panel derecho) para un momento angular de Qianet al. paraβ = 0.1 y
ζ = 0.0 con el potencial de Artemovaet al.con el parámetro de Kerr,a = 0.5(rgc/2).
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Figura 5.16: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequeño, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales corres-
pondientes (panel derecho) para un momento angular de Qianet al. paraβ = 0.1 y
ζ = 0.0 con el potencial de Artemovaet al.con el parámetro de Kerr,a = 0.9(rgc/2).
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Tabla 5.12:Modelos para disco de diferentes tamaños con el potencial de Artemovaet al. con el
parámetro de Kerr,a = 0.9(rgc/2). Se muestra el radio interno del discor in, el radio ex-
ternorex, la ubicación del centro del disco,r0 o el punto de máxima densidad, la densidad
central del disco o densidad máxima y la frecuenciaκr de oscilación del modo fundamen-
tal medido a través de la variación de la densidad máxima.

Modelo f r in/rg rex/rg r0/rg κr [Hz] W0/(c2/2) ρmax,15[MKS]
(A09Q0100a) 0.85 3.26 6.60 4.25 395 -0.0939 7.3419
(A09Q0100b) 0.90 3.38 5.93 4.25 435 -0.0995 2.1753
(A09Q0100c) 0.99 3.89 4.70 4.25 510 -0.1094 0.0022

observa una joroba y en ésta se ubican la frecuencia batidaκr + κpert y el sobretono 1.5κr,

siendo esta última una frecuencia resonante del modo fundamental. Además se observa la

frecuencia batidaκr −κpert, y las frecuencias resonantes 2κr y 4κpert. En el toro pequeño se

aprecian claramente dos sumideros ubicados por debajo de la frecuencia fundamental, estos

corresponden aκr −κpert y 2κpert. Se aprecia otro sumidero acompañado de un pequeño pi-

co enκr + κpert. El otro pico prominente en el espectro corresponde a la frecuencia batida

κr +1.5κpert, y el último pico al sobretono de la frecuencia natural ubicado en 2κr .

En la tabla 5.13 se muestran los valores obtenidos para cada uno de los tamaños de los

toros.

Tabla 5.13:Modelos para disco de diferentes tamaños con el potencial de Newton. Se muestra el radio
interno del discor in, el radio externorex, la ubicación del centro del disco,r0 o el punto de
máxima densidad, la densidad central del disco o densidad máxima y la frecuenciaκr de
oscilación del modo fundamental medido a través de la variación de la densidad máxima.

Modelo f r in/rg rex/rg r0/rg κr [Hz] W0/(c2/2) ρmax,15[MKS]
(NQ0101a) 0.85 3.21 6.63 4.25 395 -0.0947 7.5200
(NQ0101b) 0.90 3.37 5.95 4.25 435 -0.1003 2.2281
(NQ0101c) 0.99 3.89 4.70 4.25 515 -0.1103 0.0022

En la figura 5.18 se muestran las transformadas de Fourier y losdistintos tamaños de

los toros en sección meridional con el potencial de Paczyński-Wiita. De esta figura podemos

observar picos prominentes en los espectros de frecuencias, los cuales se ubican en 329 Hz,

360 Hz y 420 Hz para los modelos (PWQ0101a), (PWQ0101b) y (PWQ0101c), respectiva-

mente. Para el caso del toro grande podemos apreciar dos frecuencias batidas enκr +κpert y

κr −κpert, siendo este último un sumidero . Por último se aprecia el sobretono 2κr . Para el

toro intermedio se aprecian dos frecuencias batidas localizadas enκr −κpert y κr +κpert. Se
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Figura 5.17: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequeño, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales corres-
pondientes (panel derecho) para un momento angular de Qianet al. paraβ = 0.1 y
ζ = 0.1 con el potencial de Newton.
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pueden observar las resonancias de la frecuencia de perturbación en 2κpert y 3κpert (sumi-

dero), y además se aprecia el sobretono 2κr . En el toro pequeño se aprecian tres frecuencias

batidas ubicadas enκr +κpert, κr −κpert y κr +2κpert, además podemos apreciar resonancias

de la frecuencia de perturbación en 2κpert, 3κpert, 4κpert y 5κpert. Por último se alcanza a

ver un pico en 2κr . En la tabla 5.14 se muestran los valores obtenidos para cada uno de los

tamaños de los toros.

Tabla 5.14:Modelos para disco de diferentes tamaños con el potencial de Paczyński-Wiita. Se mues-
tra el radio interno del discor in, el radio externorex, la ubicación del centro del disco,
r0 o el punto de máxima densidad, la densidad central del disco o densidad máxima y la
frecuenciaκr de oscilación del modo fundamental medido a través de la variación de la
densidad máxima.

Modelo f r in/rg rex/rg r0/rg κr [Hz] W0/(c2/2) ρmax,15[MKS]
(PWQ0101a) 0.85 2.99 6.96 4.25 329 -0.0850 5.4378
(PWQ0101b) 0.90 3.17 6.21 4.25 360 -0.0900 1.6112
(PWQ0101c) 0.99 3.83 4.76 4.25 420 -0.0990 0.0016

En la figura 5.19 se muestran las transformadas de Fourier y losdistintos tamaños de los

toros en sección meridional con el potencial de Artemovaet al. con el parámetro de Kerr,

a = 0.5(rgc/2). De esta figura podemos observar picos prominentes en los espectros de fre-

cuencias, los cuales se ubican en 372 Hz, 410 Hz y 485 Hz para los modelos (A05Q0101a),

(A05Q0101b) y (A05Q0101c), respectivamente. Para el caso del toro grande podemos apre-

ciar tres frecuencias batidas enκr −κpert, κr + κpert y κr + 2κpert (sumidero), y además un

sobretono en 2κr . Para el toro intermedio se aprecian cuatro frecuencias batidas enκr −κpert,

κr +κpert, 1.5κr +0.5κpert y 2κr +0.25κpert. Además se alcanza a apreciar el sobretono 2κr .

En el toro pequeño se aprecian dos frecuencias batidas localizadas enκr +κpert, κr −κpert, y

además se aprecian dos sobretonos de la frecuencia fundamental en 1.5κr y 2κr . En la tabla

5.15 se muestran los valores obtenidos para cada uno de los tamaños de los toros.

En la figura 5.20 se muestran las transformadas de Fourier y los distintos tamaños de los

toros en sección meridional con el potencial de Artemovaet al. con el parámetro de Kerr,

a = 0.9(rgc/2). De esta figura podemos observar picos prominentes en los espectros de fre-

cuencias, los cuales se ubican en 392 Hz, 435 Hz y 510 Hz para los modelos (A09Q0101a),

(A09Q0101b) y (A09Q0101c), respectivamente. Para el caso del toro grande podemos apre-

ciar las frecuencias batidas,κr + κpert y κr −κpert, y además el sobretono 2κr . Para el toro

intermedio se aprecian las frecuencias batidasκr +κpert y κr −κpert, y además las frecuen-

cias resonantes 2κr y 1.5κr. En el toro pequeño se aprecian claramente tres sumideros en

κr − κpert, κr + κpert y 2κpert, el otro pico prominente en el espectro corresponde a la fre-
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Figura 5.18: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequeño, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales corres-
pondientes (panel derecho) para un momento angular de Qianet al. paraβ = 0.1 y
ζ = 0.1 con el potencial de Paczyński-Wiita.
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Figura 5.19: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequeño, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales corres-
pondientes (panel derecho) para un momento angular de Qianet al. paraβ = 0.1 y
ζ = 0.1 con el potencial de Artemovaet al.con el parámetro de Kerr,a = 0.5(rgc/2).
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Tabla 5.15:Modelos para disco de diferentes tamaños con el potencial de Artemovaet al. con el
parámetro de Kerr,a = 0.5(rgc/2). Se muestra el radio interno del discor in, el radio ex-
ternorex, la ubicación del centro del disco,r0 o el punto de máxima densidad, la densidad
central del disco o densidad máxima y la frecuenciaκr de oscilación del modo fundamen-
tal medido a través de la variación de la densidad máxima.

Modelo f r in/rg rex/rg r0/rg κr [Hz] W0/(c2/2) ρmax,15[MKS]
(A05Q0101a) 0.85 3.17 6.75 4.25 372 -0.0909 6.6613
(A05Q0101b) 0.90 3.35 6.04 4.25 410 -0.0963 1.9737
(A05Q0101c) 0.99 3.86 4.71 4.25 485 -0.1059 0.0019

cuencia batida 0.5κr +3κpert, y ligeramente se observa un pico en 2κr correspondiente a un

sobretono de la frecuencia natural.

En la tabla 5.16 se muestran los valores obtenidos para cada uno de los tamaños de los

toros.

Tabla 5.16:Modelos para disco de diferentes tamaños con el potencial de Artemovaet al. con el
parámetro de Kerr,a = 0.9(rgc/2). Se muestra el radio interno del discor in, el radio ex-
ternorex, la ubicación del centro del disco,r0 o el punto de máxima densidad, la densidad
central del disco o densidad máxima y la frecuenciaκr de oscilación del modo fundamen-
tal medido a través de la variación de la densidad máxima.

Modelo f r in/rg rex/rg r0/rg κr [Hz] W0/(c2/2) ρmax,15[MKS]
(A09Q0101a) 0.85 3.23 6.66 4.25 392 -0.0939 7.3419
(A09Q0101b) 0.90 3.38 6.00 4.25 435 -0.0995 2.1753
(A09Q0101c) 0.99 3.88 4.71 4.25 510 -0.1094 0.0022

Resultados paraβ = 0.0 y ζ = 0.1

En la figura 5.21 se muestran las transformadas de Fourier y los distintos tamaños de los

toros en sección meridional con el potencial de Newton. De esta figura podemos observar

picos prominentes en los espectros de frecuencias, los cuales se ubican en 395 Hz, 440 Hz

y 515 Hz para los modelos (NQ0001a), (NQ0001b) y (NQ0001c), respectivamente. Para el

caso del toro grande podemos apreciar la frecuencia batidaκr +κpert y el sobretono 2κr . Para

el toro intermedio se observa una joroba y en ésta se ubican la frecuencia batidaκr +κpert y el

sobretono 1.5κr , siendo esta última una frecuencia resonante del modo fundamental, además

se observa la frecuencia batidaκr − κpert, y las frecuencias resonantes 2κr y 4κpert. En el

toro pequeño ligeramente se aprecian dos sumideros ubicados por debajo de la frecuencia
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Figura 5.20: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequeño, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales corres-
pondientes (panel derecho) para un momento angular de Qianet al. paraβ = 0.1 y
ζ = 0.1 con el potencial de Artemovaet al.con el parámetro de Kerr,a = 0.9(rgc/2).
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fundamental, estos corresponden aκr −κpert y 2κpert. Se aprecia otro sumidero acompañado

en 2κr − 2κpert. El otro pico prominente en el espectro corresponde a la frecuencia batida

2κr −κpert, además de la frecuencia batidaκr +κpert casi después del más grande sumidero

y por último se alcanza a observar el sobretono de la frecuencia natural ubicado en 2κr .

En la tabla 5.17 se muestran los valores obtenidos para cada uno de los tamaños de los

toros.

Tabla 5.17:Modelos para disco de diferentes tamaños con el potencial de Newton. Se muestra el radio
interno del discor in, el radio externorex, la ubicación del centro del disco,r0 o el punto de
máxima densidad, la densidad central del disco o densidad máxima y la frecuenciaκr de
oscilación del modo fundamental medido a través de la variación de la densidad máxima.

Modelo f r in/rg rex/rg r0/rg κr [Hz] W0/(c2/2) ρmax,15[MKS]
(NQ0001a) 0.85 3.25 6.54 4.25 395 -0.1000 8.8442
(NQ0001b) 0.90 3.40 5.89 4.25 440 -0.1058 2.6205
(NQ0001c) 0.99 3.93 4.65 4.25 515 -0.1164 0.0026

En la figura 5.22 se muestran las transformadas de Fourier y losdistintos tamaños de

los toros en sección meridional con el potencial de Paczyński-Wiita. De esta figura podemos

observar picos prominentes en los espectros de frecuencias, los cuales se ubican en 327 Hz,

360 Hz y 420 Hz para los modelos (PWQ0001a), (PWQ0001b) y (PWQ0001c), respectiva-

mente. Para el caso del toro grande podemos apreciar una frecuencia batida enκr +κpert, una

resonancia de la frecuencia perturbativa en 2κpert, y la frecuencia resonante 2κr . El sumide-

ro más grande que se alcanza a apreciar corresponde a 4.5κpert. Para el toro intermedio se

aprecian dos frecuencias batidas localizadas enκr −κpert y κr + κpert. Se pueden observar

las resonancias de la frecuencia de perturbación en 2κpert, 2.5κpert y 3κpert (sumidero), y

además se aprecia el sobretono 2κr . En el toro pequeño se aprecian tres frecuencias batidas

ubicadas enκr +κpert, κr −κpert y 2κr +1.5κpert, además podemos apreciar resonancias de

la frecuencia de perturbación en 2κpert, 3κpert, 4κpert (ligeramente) y 5κpert (sumidero). Por

último se alcanzaa a ver dos resonancias de la frecuencia natural en 1.5κr y 2κr . En la tabla

5.18 se muestran los valores obtenidos para cada uno de los tamaños de los toros.

En la figura 5.23 se muestran las transformadas de Fourier y los distintos tamaños de los

toros en sección meridional con el potencial de Artemovaet al. con el parámetro de Kerr,

a = 0.5(rgc/2). De esta figura podemos observar picos prominentes en los espectros de fre-

cuencias, los cuales se ubican en 371 Hz, 410 Hz y 485 Hz para los modelos (A05Q0001a),

(A05Q0001b) y (A05Q0001c), respectivamente. Para el caso del toro grande podemos apre-

ciar dos frecuencias batidas enκr −κpert y κr +κpert, y además un sobretono de la frecuencia

natural en 2κr . Para el toro intermedio se aprecian tres frecuencias batidas enκr − κpert,
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Figura 5.21: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequeño, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales corres-
pondientes (panel derecho) para un momento angular de Qian et. paraβ = 0.0 y ζ = 0.1
al con el potencial de Newton.
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Figura 5.22: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequeño, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales corres-
pondientes (panel derecho) para un momento angular de Qianet al. paraβ = 0.0 y
ζ = 0.1 con el potencial de Paczyński-Wiita.
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Tabla 5.18:Modelos para disco de diferentes tamaños con el potencial de Paczyński-Wiita. Se mues-
tra el radio interno del discor in, el radio externorex, la ubicación del centro del disco,
r0 o el punto de máxima densidad, la densidad central del disco o densidad máxima y la
frecuenciaκr de oscilación del modo fundamental medido a través de la variación de la
densidad máxima.

Modelo f r in/rg rex/rg r0/rg κr [Hz] W0/(c2/2) ρmax,15[MKS]
(PWQ0001a) 0.85 3.00 6.85 4.25 327 -0.0905 6.5626
(PWQ0001b) 0.90 3.21 6.13 4.25 360 -0.0958 1.9444
(PWQ0001c) 0.99 3.89 4.70 4.25 420 -0.1054 0.0019

κr + κpert, 2κr + 0.5κpert, siendo este último el sumidero más grande que se aprecia en el

espectro, además se alcanza a apreciar el sobretono de la frecuencia natural 2κr , y dos reso-

nancias de la frecuencia perturbativa en 2κpert (ligeramente se alcanza a apreciar) y 3.5κpert.

En el toro pequeño se aprecian cuatro frecuencias batidas localizadas enκr +κpert, κr −κpert,

1.5κr +κpert y 1.5κr −0.5κpert, y además se aprecian dos sobretonos de la frecuencia funda-

mental en 1.5κr y 2κr . En la tabla 5.19 se muestran los valores obtenidos para cada uno de

los tamaños de los toros.

Tabla 5.19:Modelos para disco de diferentes tamaños con el potencial de Artemovaet al. con el
parámetro de Kerr,a = 0.5(rgc/2). Se muestra el radio interno del discor in, el radio ex-
ternorex, la ubicación del centro del disco,r0 o el punto de máxima densidad, la densidad
central del disco o densidad máxima y la frecuenciaκr de oscilación del modo fundamen-
tal medido a través de la variación de la densidad máxima.

Modelo f r in/rg rex/rg r0/rg κr [Hz] W0/(c2/2) ρmax,15[MKS]
(A05Q0001a) 0.85 3.20 6.63 4.25 371 -0.0965 7.9593
(A05Q0001b) 0.90 3.35 5.96 4.25 410 -0.1022 2.3583
(A05Q0001c) 0.99 3.92 4.65 4.25 485 -0.1124 0.0024

En la figura 5.24 se muestran las transformadas de Fourier y losdistintos tamaños de los

toros en sección meridional con el potencial de Artemovaet al. con el parámetro de Kerr,

a = 0.9(rgc/2). De esta figura podemos observar picos prominentes en los espectros de fre-

cuencias, los cuales se ubican en 394 Hz, 435 Hz y 510 Hz para los modelos (A09Q0001a),

(A09Q0001b) y (A09Q0001c), respectivamente. Para el caso del toro grande podemos apre-

ciar las frecuencias batidas,κr + κpert y κr − κpert, y además el sobretono de la frecuen-

cia del modo fundamental en 2κr . Para el toro intermedio se aprecian las frecuencias ba-

tidas κr + κpert y κr − κpert, y además las frecuencias resonantes 2κr y 1.5κr . En el toro

pequeño se aprecian tres frecuencias batidas enκr − κpert (muy ligeramente),κr + κpert y
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Figura 5.23: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequeño, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales corres-
pondientes (panel derecho) para un momento angular de Qianet al. paraβ = 0.0 y
ζ = 0.1 con el potencial de Artemovaet al.con el parámetro de Kerr,a = 0.5(rgc/2).
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1.5κr + 0.5κpert, siendo este último el otro pico prominente en el espectro, y se observa un

pico en 2κr correspondiente a un sobretono de la frecuencia natural.

En la tabla 5.20 se muestran los valores obtenidos para cada uno de los tamaños de los

toros.

Tabla 5.20:Modelos para disco de diferentes tamaños con el potencial de Artemovaet al. con el
parámetro de Kerr,a = 0.9(rgc/2). Se muestra el radio interno del discor in, el radio ex-
ternorex, la ubicación del centro del disco,r0 o el punto de máxima densidad, la densidad
central del disco o densidad máxima y la frecuenciaκr de oscilación del modo fundamen-
tal medido a través de la variación de la densidad máxima.

Modelo f r in/rg rex/rg r0/rg κr [Hz] W0/(c2/2) ρmax,15[MKS]
(A09Q0001a) 0.85 3.26 6.52 4.25 394 -0.0993 8.6855
(A09Q0001b) 0.90 3.40 5.92 4.25 435 -0.1052 2.5735
(A09Q0001c) 0.99 3.93 4.64 4.25 510 -0.1157 0.0026

5.2.5. Interpretación

En la figura 5.1 al igual que en los demás espectros de frecuencias mostrados en otras, se

aprecian picos prominentes. Entonces una perturbación periódica induce eficientemente mo-

dos de oscilación en una relación 2:3:4:... dependiendo del modelo usado, por ejemplo, en el

modelo (PWc) para el toro pequeño se observa este comportamiento. Por otro lado los picos a

más alta frecuencia están asociados a modos acústicos relacionados con ondas de presión que

se dipersan dentro del disco, a estas frecuencias se les llamamodos-p, esta explicación fue

propuesta por Zanottiet al. (2003). El modelo que pretende explicar las oscilaciones de los

discos gruesos mediante modos-p, se basa en lo bien que los modelos numéricos elaborados

por Rezzollaet al.(2003) se ajustan a las observaciones de los sistemas binarios de baja masa

observados en rayos X (LMXB). Dichos autores proponen que estos modos podrı́an explicar

las relaciones armónicas en las oscilaciones causi-periódicas de alta frecuencia observadas en

sistemas binarios de rayos X conteniendo a un candidato como agujero negro. Estas oscilacio-

nes observadas pueden ser inducidas por procesos como la viscosidad, turbulencia o campos

magnéticos que modifican las órbitas de las partı́culas que componen al gas que orbita al

agujero negro. Cabe mencionar que Rezzollaet al.(2003) modelaron toros analı́ticos con: (i)

métrica de Schwarzschild, y (ii) perturbación impulsiva global mientras que en el presente

trabajo se ha tratado con pseudo-potenciales newtonianos y perturbaciones periódicas dentro

del disco en la dirección radial. A pesar de esto se han encontrado resultados semejantes,

indicando que reflejan propiedades naturales de estos discos.
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Figura 5.24: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequeño, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales corres-
pondientes (panel derecho) para un momento angular de Qianet al. paraβ = 0.0 y
ζ = 0.1 con el potencial de Artemovaet al.con el parámetro de Kerr,a = 0.9(rgc/2).
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En la figuras 5.25, 5.26, 5.27 y 5.28 se muestran todas las frecuencias del modo funda-

mental obtenidas para los potenciales de: (i) Newton, (ii) Paczyński-Wiita, (iii) Artemovaet

al. con parámetro de Kerr,a = 0.5(crg/2), y (iv) Artemovaet al. con parámetro de Kerr,

a = 0.9(crg/2), respectivamente, estas con las distribuciones de momento angular: (i) cons-

tante, (ii) ley de potencias en el radio conα = 0.1, y (iii) aquellas dadas por Qianet al.(2009),

que contemplan distribuciones más generales en radio y ángulo polar conβ = {0.0,0.1} y

ζ = {0.0,0.1}. En dichas gráficas es posible observar cómo decrecen las frecuencias natura-

les conformef es disminuido. También se observa que para el caso de una distribución de

momento angular en ley de potencias en el radio, las frecuencias decaen más rápidamente. Se

observó que las distribuciones de momento angular dadas por Qianet al. están ligeramente

por debajo de la distribución de momento angular constante.
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Figura 5.25: Gráfica que esquematiza la variación de las frecuencias del modo fundamental con res-
pecto al factor de llenadof usando el potencial de Newton con todas las distribuciones
de momento angular usadas en este proyecto. El punto mostrado con un asterisco re-
presenta a la frecuencia epicı́clica anaĺıtica (525 Hz) mientras que los otros tres puntos
representan el valor de la frecuencia fundamental encontrada para cadaf .
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1 0.95 0.9 0.85
300

350

400

450

Figura 5.26: Gráfica que esquematiza la variación de las frecuencias del modo fundamental con res-
pecto al factor de llenadof usando el potencial de Paczyński-Wiita con todas las distri-
buciones de momento angular usadas en este proyecto. El punto mostrado con un aste-
risco representa a la frecuencia epicı́clica anaĺıtica (425.94 Hz) mientras que los otros
tres puntos representan el valor de la frecuencia fundamental encontrada para cadaf .
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Figura 5.27: Gráfica que esquematiza la variación de las frecuencias del modo fundamental con res-
pecto al factor de llenadof usando el potencial de Artemovaet al. con parámetro de
Kerr, a = 0.5(crg/2), con todas las distribuciones de momento angular usadas en es-
te proyecto. El punto mostrado con un asterisco representa a la frecuencia epicı́clica
anaĺıtica (493 Hz) mientras que los otros tres puntos representan el valor de la frecuen-
cia fundamental encontrada para cadaf .
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Figura 5.28: Gráfica que esquematiza la variación de las frecuencias del modo fundamental con res-
pecto al factor de llenadof usando el potencial de Artemovaet al. con parámetro de
Kerr, a = 0.9(crg/2), con todas las distribuciones de momento angular usadas en es-
te proyecto. El punto mostrado con un asterisco representa a la frecuencia epicı́clica
anaĺıtica (520 Hz) mientras que los otros tres puntos representan el valor de la frecuen-
cia fundamental encontrada para cadaf .



Caṕıtulo 6

Discusíon y conclusiones

Se ha presentado cómo oscilan estructuras toroidales de gas en rotación hacia agujeros

negros desde un enfoque pseudo-newtoniano, despreciando la auto gravedad de los discos de

acreción, y estos con simetrı́a axisimétrica. Se han considerado discos gruesos (r ∼ h) y del-

gados (r ≪ h) construidos con distintas leyes de rotación, ası́ cómo con distintos potenciales

gravitacionales que simulan los efectos de la fuerte gravedad producidos por la masa central.

Después de haber construido las condiciones iniciales en equilibrio hidrostático, haber apli-

cado una perturbación periódica radial al disco en el tiempo y aplicarle la transformada de

Fourier a la evolución temporal de la energı́a total del sistema, fue posible observar cómo res-

pondió el disco de acreción. Para las distribuciones de momento angular: (i) ley de potencia

en el radio, (ii) y el propuesto por Qianet al. (2009), se escogió que los exponentes radiales

fueran pequeños, puesto que para exponentes mayores de más o menos 0.15 los toros son

inestables y algunos terminan acretando toda su masa al agujero negro.

Se pudo observar que conforme crece el tamaño del toro (disminuyendo el valor del factor

de llenado,f ) la frecuencia del modo fundamental decrece monotónicamente (véase la figura

5.4) desde la frecuencia epicı́clica encontrada analı́ticamente para una partı́cula de prueba

fijada en la posición del centro del toro [véase la ecuación (4.106)]. Este comportamiento fue

observado para cada distribución de momento angular usada, por lo que no dependió de la

distribución de momento angular usada ni del potencial gravitacional usado, dependió sólo

del valor def .

En todos los toros construidos fue posible localizar la frecuencia del modo fundamental,

κr , y además otros picos en el espectro de frecuencias (transformada de Fourier de la energı́a

total del sistema), estos picos a más altas frecuencias pueden estar relacionados con ondas

de sonido atrapadas en el disco de acreción apareciendo en secuencias 2:3:..., independien-

temente de la distribución de momento angular. Se pudieron localizar frecuencias batidas en

el espectro, esto resulta por la aplicación de perturbaciones al disco de acreción, ya que es
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posible que se mezclen las frecuencias (modo fundamental y perturbación). Por lo tanto, es

posible decir, que perturbaciones periódicas pueden inducir los modos de oscilación de un

toro que orbita a un agujero negro, y estos pueden ser explicados a través de los modos-p que

fueron estudiados por Zanottiet al.(2003), Rezzollaet al.(2003), entre otros. Las frecuencias

resonantes del modo fundamental encontradas en este trabajo son similares a las obtenidas

por estos autores.

El tamaño del toro dependió del espı́n del agujero negro o parámetro de Kerr,a, y del

factor de llenado,f . Los toros construidos con el potencial de Paczyński-Wiita (a= 0, discos

elı́pticos) fueron más anchos en la dirección radial que toros contruidos cona > 0(crg/2).

Se observó que conformea → (crg/2) los toros se encogı́an radialmente y se expandı́an

verticalmente, es decir, se hacı́an más circulares en sección meridional. Este comportamiento

se ve más claro cuando se comparan los modelos (PWc), (A05c), (A09c) y (PWc).

Se observó que las frecuencias del modo fundamental crecı́an conforme el parámetro de

Kerr, a, tendı́a argc/2, es decir, del potencial de Paczyński-Wiita al potencial de Newton,

pasando por el potencial propuesto por Artemovaet al. (1996). Este comportamiento fue

observado cuando se mantenı́a fijo el factor de llenado,f .

Estos resultados (las frecuencias altas que se muestran en los espectros de frecuencias)

se podrı́an aplicar a la fenomenologı́a cuasi-periódica en los rayos X observada en sistemas

binarios de rayos X conteniendo a un agujero negro como candidato (también pueden ser

usados para una estrella de neutrones). En el artı́culo de Remillardet al. (1999) se reporta

la existencia de la 300 Hz QPO en el microquasar GRO J1655-40, mientras que Strohmayer

et al. (2001) reportó el descubrimiento de que este mismo objeto astrofı́sico tiene otra QPO

en 450 Hz. Abramowicz y Kluźniak (2001) proponen que la frecuencia de 450 Hz es una

proporción 3:2 de la frecuencia conocida previamente en 300 Hz en la misma fuente, ya que

450 Hz, es la frecuencia máxima de las HFQPOs (véase el capı́tulo 1) para un sistema binario

de rayos X de baja masa con un agujero negro como candidato. Esto nos hace pensar que los

modelos desarrollados en este trabajo pueden ser aplicados a objetos astrofı́sicos como estos.

En el capı́tulo 1, se presentó que las frecuencias pueden ser escaladas por el inverso de

la masa del objeto compacto (para ese caso un agujero negro con la ISCO como radio).

McClintock y Remillard (2006) reportaron que las QPOs para los sistemas binarios de rayos

X observados con un agujero negro como candidato (véase la figura 1.3) también pueden

ser escaladas mediante una proporción deM−1, esto con ayuda del análisis estadı́stico hecho

por Greeneet al. 2001. Este escalamiento es un fuerte argumento en favor de los orı́genes

relativistas del fenómeno QPO.

La comparación de los modelos propuestos en el presente trabajo con las observaciones,

es posible hacerla a través de las QPOs observadas en los modelos y en las observaciones. La
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fenomenologı́a de las QPOs es compleja, y como podemos observar los modelos propuestos

en este trabajo están más o menos en acuerdo con ella (rangos de las QPOs, véase el capı́tulo

1). Suponiendo que la QPO 450 Hz observada en la fuente de rayos X GRO J1655-40 sea

la frecuencia del modo fundamental, entonces nos es posible calcular el espı́n o momento

angular del agujero negro dada una medida de su masa.

El diagnóstico del objeto central (por ejemplo agujero negro) es posible realizarlo si cono-

cemos ciertos parámetros de éste, como es la masa,M, y la frecuencia del modo fundamental,

κr .

Suponga que tenemos a un agujero negro en un sistema binario de rayos X de baja masa,

con una masa deMan = 2.5M⊙. Si el agujero negro tuviera otra masa, esta podrı́a ser esca-

lada comoM−1. Por ejemplo, considere el modelo (A05d) que nos dió como resultado una

frecuencia del modo fundamental en 365 Hz para una masa de 2.5M⊙, si la masa del objeto

observado fuera 5M⊙, entonces tenemos que dividir a 365 Hz entre 2, obteniendo 182.5 Hz

(véase capı́tulo 1).

También suponga que observamos a la frecuencia del modo fundamental del toro,κr , en

425 Hz. Teniendo estos parámetros (masa y frecuencia) es posible obtener una medición del

espı́n del agujero negro. Lo que se tendrı́a que hacer, es observar cómo cambia la frecuencia

del modo fundamental como función del parámetroa, observando los modelos presentados

en el capı́tulo anterior, vemos que sólo para el modelo de disco grueso, es decir,f = 0.85, la

frecuencia planteada de 425 Hz no corresponde al rango obtenido, 315-399 Hz. Por lo tanto

se tendrı́a que analizar sólo con los toros medianos,f = 0.9, y pequeños,f = 0.99, y esto

suponiendo que los toros mantienen una distribución de momento angular: (i) constante, (ii)

ley de potencias en el radio conα = 0.1, ó (iii) aquellas dadas por Qianet al.que consideran

distribuciones más generales en radio y ángulo polar conβ = {0.0,0.1} y ζ = {0.0,0.1}.

Note que la ley de rotación con la que gira el disco de acreción es desconocida.

En la figura 6.1 se muestra la dependencia de la frecuencia del modo fundamental con res-

pecto al parámetroa. Analizando la figura (haciendo inferencia estadı́stica) encontramos que

si el disco fuera pequeño, entonces el espı́n del agujero negro serı́aa = 0.04±0.01(crg/2),

mientras que si el disco fuera intermedio el espı́n serı́aa = 0.73±0.04(crg/2). Por lo tanto,

conforme el disco sea más grueso (r ∼ h) entonces el espı́n del agujero negro será mayor, es

decir, el agujero negro girará con mayor rapidez.

En el presente trabajo se supuso que el disco no es auto gravitante, que el agujero negro

no tiene campo magnético, simetrı́a azimutal, que el gas es ideal y que el movimiento del

disco era puramente dinámico (despreciando viscosidad y disipación de energı́a), lo cual en

una situación de la astrofı́sica real estas condiciones no son estrictamente ciertas. Los campos

magnéticos juegan un papel muy importante en el comportamiento del disco, posiblemente
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Figura 6.1: Gráficas que esquematizan la dependencia de la frecuencia del modo fundamental con
respecto al parámetro de Kerr,a, en unidades dergc/2. Los puntos circulares son las
frecuencias del modo fundamental encontradas con las simulaciones hechas en el presente
trabajo para toros intermedios y pequeños, es decir,f = 0.9 y f = 0.99, respectivamente.
Los puntos marcados con un asterisco en las curvas corresponden al modo fundamental
observado en 425 Hz, suponiendo que la masa del agujero fueraM = 2.5M⊙. La figura
en la partesuperiorcorresponde a un disco intermedio mientras que lainferior a un disco
pequeño.
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produciendo modos adicionales o distintos. La viscosidad y la disipación de energı́a podrı́an

cambiar la geometrı́a de los toros, ya que podrı́a existir liberación o absorción de energı́a en

el disco de acreción. Esto por supuesto cambiarı́a la oscilación de los discos de acreción.



Apéndice A

Tensores

Los tensores son importantes en muchas áreas de la fı́sica, incluyendo relatividad general

y electrodinámica. Escalares y vectores son casos particulares de los tensores. A una cantidad

que no cambia bajo rotaciones de un sistema de coordenadas es llamado escalar. Unescalares

especificado por un número real y es untensor de orden 0. Una cantidad cuyas componentes

son afectadas por la rotación de un sistema de coordenadas es llamado vector. Unvectores

especificado porN = N1 números reales y es untensor de orden 1. Un tensor de orden ntiene

Nn componentes que se transforman bajo un camino definido.

Existen varias leyes de transformación de un sistema coordenado a otro. Una posible ley

de transformación para un vector es

A′
i = ∑

j
ai j A j , (A.1)

en dondeai j es el coseno del ángulo entre el ejex′i y el ejex j .

Si empezamos con un vector distancia diferenciald~r, entonces, tomandodx′i a ser una

función de las variables no primadas, tenemos que

dx′i = ∑
j

∂x′i
∂x j

dxj , (A.2)

por la derivada total. Si introducimos que

ai j =
∂x′i
∂x j

, (A.3)

las ecuaciones (A.1) y (A.2) son consistentes. Cualquier conjunto de cantidadesA j se trans-
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forman de acuerdo a

A′i = ∑
j

∂x′i
∂x j

A j , (A.4)

es definido como un vectorcontravariante, cuyos ı́ndices se escriben como superı́ndices. El

gradiente de un escalar∇φ , definido por

∇φ = x̂
∂φ
∂x1 + ŷ

∂φ
∂x2 + ẑ

∂φ
∂x3 , (A.5)

(usandox1, x2, x3 porx, y, z, respectivamente), se transforma como

∂φ ′

∂x′i
= ∑

j

∂φ
∂x j

∂x j

∂x′i
, (A.6)

usandoφ = φ(x,y,z) = φ(x′,y′,z′) = φ ′,siendoφ un escalar. Note que la ecuación anterior

difiere de la ecuación (A.4) en que tenemosdxj/dx′i en vez dedxi/dxj . La ecuación (A.6) es

tomada como una definición de un vectorcovariante, denotado por unsub́ındice. El análogo

covariante de la ecuación (A.4) es

A′
i = ∑

j

∂x j

∂x′i
A j . (A.7)

Sólo en coordenadas cartesianas se tiene que

∂x j

∂x′i
=

∂x′i

∂x j = ai j , (A.8)

entonces no hay diferencia entre transformaciones covariantes y contravariantes.

Ahora procedemos a definir los tensores de rango 2 covariante, contravariante y mixto

mediante las siguientes ecuaciones por medio de sus transformaciones de coordenadas:

A′i j = ∑
kl

∂x′i

∂xk

∂x′ j

∂xl Akl, (A.9)

B′i
j = ∑

kl

∂x′i

∂xk

∂xl

∂x′ j
Bk

l , (A.10)

C′
i j = ∑

kl

∂xk

∂x′i
∂xl

∂x′ j
Ckl. (A.11)

Claramente, el orden del tensor va con el número de derivadas parciales en la definición:

0 para un escalar, 1 para un vector, 2 para un tensor de orden 2, y ası́ sucesivamente. Los

rangos para cada ı́ndice (subı́ndice o superı́ndice) dependen del número de dimensiones del
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espacio. El número de ı́ndices es independiente de la dimensión del espacio. Vemos queAkl

es contravariante con respecto a los ı́ndices,Ckl es covariante con respecto a los dos ı́ndices,

y Bk
l es contravariante con respecto al ı́ndicek y covariante con respecto al ı́ndicel .

En el caso de un tensor general, una componente puede estar asociado con varios ejes

coordenados. Entonces una componente tendrá generalmente varios ı́ndices. La ley de trans-

formación de un tensor general es

T ′ab...d
l ...n = ∑

a′b′...d′ l ′...n′

∂x′a

∂xa′
∂x′b

∂xb′ · · ·
∂x′d

∂xd′
∂xl ′

∂x′l
· · · ∂xn′

∂x′n
Ta′b′...d′

l ′...n′ . (A.12)

Note que algunos ı́ndices están puestos como superı́ndices o subı́ndices dependiendo de la

parte correspondiente de la transformación, es decir, si los vectores son covariantes o contra-

variantes.

A.0.6. Adición y sustraccíon de tensores

La adición y sustracción de tensores están definidas en términos de sus elementos indivi-

duales, igual que para los vectores. Si

A ±B = C, (A.13)

entonces

Ai j ±Bi j = Ci j .

Desde luego que,A y B deben ser tensores del mismo orden y estar expresados en un espacio

del mismo número de dimensiones.

A.0.7. Convencíon para la suma

En análisis tensorial es acostumbrado adoptar una convención para la suma para escribir

a las ecuaciones tensoriales en una forma más compacta. Mientras se distinga entre contrava-

rianza y covarianza, podemos estar de acuerdo que cuando un ı́ndice aparece sobre un lado de

la ecuación, uno como superı́ndice y uno como subı́ndice (excepto para las coordenadas don-

de ambos son subı́ndices o superı́ndices), automáticamente sumamos sobre ese ı́ndice. Esta

convención estodo ı́ndice que en una expresión dada se repita dos veces se sobreentiende

la suma respecto del mismo, prescindiendo de escribir el signo de suma.Entonces podemos
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escribir a la ecuación (A.10) como

B′i
j =

∂x′i

∂xk

∂xl

∂x′ j
Bk

l , (A.14)

con la suma en el lado derecho sobrek y l implı́cita. Esta es la convención para la suma de

Einstein. El ı́ndicei es superı́ndice porque está asociado con la contravariantex′i ; igualmente

j es subı́ndice porque está relacionado al gradiente covariante.

A.0.8. Simetŕıa y antisimetrı́a

El orden en que los ı́ndices aparecen en nuestra descripción de un tensor es importante.

En general,Amn es independiente deAnm, pero hay casos de interés particular. Si, para todo

my n,

Amn= Anm, (A.15)

llamamos al tensorsimétrico. Si, por otro lado,

Amn = −Anm, (A.16)

el tensor esantisiḿetrico. Todos los tensores pueden ser expresados por sus partes simétrica

y antisimétrica por la identidad (para el tensor de segundo orden)

Amn =
1
2

(Amn+Anm)+
1
2

(Amn−Anm) , (A.17)

el primer término del lado derecho siendo el tensor simétrico, y el segundo, el tensor anti-

simétrico.



Apéndice B

Conceptos de relatividad general

Las modificaciones al fuerte campo gravitacional debido a la relatividad general llegan

a ser importantes cuando consideramos las propiedades de estabilidad y equilibrio de una

enana blanca, estrella de neutrones o un agujero negro. La relatividad general es una teorı́a

relativista de la gravitación. La gravitación newtoniana puede ser descrita como una teorı́a de

campo para un campo escalarΦ, satisfaciendo la ecuación de Poisson

∇2Φ = 4πGρ0. (B.1)

La aceleración gravitacional de cualquier objeto en el campo está dada por−∇Φ.

La relatividad nos dice que todas las formas de energı́a son equivalentes a la masa, ası́ que

una teorı́a relativista de la gravedad tendrı́a todas las formas de energı́a como fuentes del

campo gravitacional, no sóloρ0.

Uno de los más grandes descubrimientos de Einstein fue hacer a la relavidad general un

teorı́a geométrica de la gravitación. En la teorı́a especial de la relatividad, el espacio tiempo

consiste de eventos, los cuales requieren cuatro números para su completa especificación:

tres números para especificar la ubicación espacial con respecto a las coordenadas escogidas,

y un número para especificar el tiempo. Geométricamente, el espacio tiempo es representado

por una superficie de cuatro dimensiones, cada punto en la superficie corresponde a un evento

en el espacio tiempo.

Un observador en el espacio tiempo hace mediciones asignando coordenadas a los even-

tos. Existe una familia preferida de observadores en la relatividad especial: los observado-

res inerciales, para quienes una partı́cula libre se mueve con velocidad uniforme. Todos los

observadores inerciales están relacionados por la transformación de Lorentz. Al sistema de

coordenadas de un observador inercial es llamado sistema coordenado inercial, o marco de

Lorentz.
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El intervalo (distancia) entre dos eventos cercanos en el espacio tiempo está dado por

ds2 = −c2dt2+dx2 +dy2 +dz2, (B.2)

dondedt, dx, dy, y dz son las diferencias entre las coordenadas de los eventos evaluados

en cualquier marco de Lorentz. El intervalods no depende del marco inercial usado para

evaluarlo -esto es la invarianza de Lorentz. Escribiendox0 = ct, x1 = x, x2 = y y x2 = z,

podemos escribir la ecuación (B.2) como

ds2 = ηαβ dxαdxβ , (B.3)

donde

ηαβ = diag(−1,1,1,1), (B.4)

es una matriz diagonal de 4×4 y hay una suma implı́cita de 0 a 3 para los ı́ndices repetidos en

la ecuación (B.3). La cantidadηαβ es llamada tensor métrico del espacio tiempo euclideano

-esto es, euclideano excepto por el signo menos en la ecuación (B.4). Nótese que la parte

espacial del tensor métrico es euclidiano. Esta geometrı́a es llamada espacio de Minkowski.

Uno puede usar marcos no lorentzianos (o no inerciales) para describir al espacio tiempo.

Por ejemplo, uno puede usar coordenadas polares para la parte espacial de la métrica, o usar

el sistema de coordenadas de un observador acelerado. Si la relación entre las coordenadas

inercialesxα y las no inercialesyα es

xα = xα(yγ), (B.5)

la ecuación (B.3) se convierte en

ds2 = gαβ (yγ)dyαdyβ , (B.6)

donde por regla de la cadena

gαβ (yγ) =
∂xλ

∂yα
∂xσ

∂yβ ηλσ . (B.7)

En la relatividad general, el espacio tiempo es todavı́a un superficie de eventos de cuatro

dimensiones, pero ahora el intervalo entre eventos cercanos está dado por

ds2 = gαβ (xγ)dxαdxβ , (B.8)
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donde al no escoger las coordenadasxα que puedan reducir la métrica a la ecuación (B.3)

en cualquier punto, entonces se dice que el espacio tiempo está curvado. Las funcionesgαβ

son usadas para representar las variables del campo gravitacional. El intervalodses todavı́a

invariante, entonces la transformación para las componentes degαβ del tensor métrica de las

coordenadasx′α a las coordenadasxα es

gαβ (yγ) =
∂x′λ

∂xα
∂x′σ

∂xβ g′λσ . (B.9)

La interpretación fı́sica de la relatividad general depende del concepto de marcos iner-

ciales locales. En generalgαβ (véase la ecuación (B.8)) no puede ser diagonalizada por una

transformación de coordenadas aηαβ en cualquier punto del espacio tiempo, podemos esco-

ger cualquier evento en el espacio tiempo a ser el origen de las coordenadas y entonces en ese

punto podemos diagonalizargαβ . Uno puede encontrar una transformación de coordenadas

que ubique a la primera derivada degαβ en el origen. En otras palabras, una expansión en

serie de Taylor de la métrica en el origen escogido quedarı́a como

ds2 = [ηαβ +O(|x|2)]dxαdxβ . (B.10)

Cualquier parte pequeña de la coordenada en la cual la métrica toma la forma de la ecuación

anterior es llamada marco inercial local. Para ver la razón de esta designación, considere el

marco inercial local de un observador en el espacio tiempo. Un observador está representado

por una lı́nea de universo1 de todos los eventos que el o ella experimentan. Se escoge algún

evento en particular sobre la lı́nea de universo como el origen usado en la ecuación (B.10), y

se construye un cuadri-vector unitarioêt tangente a la lı́nea de la coordenadat, y similarmente

se construyeex̂, eŷ, y eẑ. Ya quegα̂β̂ = ηαβ , ésta es una tétrada ortonormal; esto es,êt · êt =

−1, ex̂ ·ex̂ = 1, êt ·ex̂ = 0, y ası́ sucesivamente.

Un observador que es descrito por la tétrada ortonormal local descrita arriba es llamado

un observador inercial local u observador local de Lorentz. La relatividad general afirma que

todas las leyes no gravitacionales de la fı́sica son las mismas en un marco inercial local como

en la relatividad especial. Esta ley es llamada Principio de Equivalencia.

El Principio de Equivalencia es una generalización de un principio que dice que las le-

yes mecánicas no permiten detectar localmente un campo gravitacional. Los efectos de la

gravitación siempre desaparecen en un marco de caı́da libre (es decir, inercial).

1Para describir qué es una lı́nea de universo, primero suponga que se describe al espacio tiempo con un
plano en dos dimensiones, el planot−x. Un solo punto en este espacio es un punto fijado porx y t, y es llamado
un evento. Una lı́nea en el espacio nos da la relaciónx = x(t), y entonces puede representar la posición de una
partı́cula en diferentes tiempos. Esta es la llamada lı́nea de universo de la partı́cula.
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El principio de Equivalencia nos dice cómo formular leyes nogravitacionales en presen-

cia de un campo gravitacional. Se empieza con cualquier ley de la relatividad especial -por

ejemplo, la conservación de la energı́a momento:

∇αTαβ = 0, (B.11)

∇α ≡ ∂
∂xα . (B.12)

Aquı́ Tαβ es el tensor de energı́a momento, y la ecuación (B.11) dice que su cuadri- diver-

gencia desaparece. Por el Principio de Equivalencia, la ecuación (B.11) debe ser válida en un

marco inercial local, donde la métrica tiene la forma (B.10). Se desea escribir a la ecuación

(B.11) en la forma que sea válida en cualquier sistema de coordenadas donde la métrica ten-

ga la forma (B.8). Las matemáticas necesarias para hacer esto es llamada cálculo tensorial, o

geometrı́a diferencial. Se necesita definir un operador más general que la ecuación (B.12), a

este operador se le llama derivada covariante. La derivada covariante se define como

∇′
α ≡ ∂

∂xα +Γν
ακ , (B.13)

donde las cantidadesΓν
ακ son los sı́mbolos de Christoffel (véase la ecuación (C.20)). Estas

derivadas no son removibles en cualquier punto por alguna transformación de coordenadas,

y las derivadas degαβ representan el efecto del campo gravitacional.

La implementación matemática de el Principio de Equivalencia es algunas veces llamada

Principio de Covarianza General.

La distribución de masa energı́a que determinará la geometrı́a,gαβ , está descrita por las

ecuaciones de campo de Einstein. Estas fueron formuladas por Einstein como

Gαβ = 8π
G
c4Tαβ . (B.14)

Aquı́ Gαβ , es el tensor de Einstein, es un tensor de segundo orden, es un operador diferencial

no lineal actuando sobregαβ . El término fuente para las ecuaciones de campo de Einstein es

el tensor de energı́a momento no gravitacional,Tαβ . Esta complicada ecuación se reduce a

la ecuación de Poisson (B.1) en el lı́mite newtoniano. También se garantiza la conservación

de la energı́a momento ya que∇′
αGαβ ≡ 0.

El tensor de energı́a momento para el caso de un fluido perfecto toma la siguiente forma

Tαβ = (ρ + p)uαuβ + pgαβ , (B.15)

dondeuα es la cuadri-velocidad del fluido,ρ la densidad yp la presión. Este tensor se reduce
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a la ecuación (2.12) cuandopuαuβ = 0 y gαβ = ηαβ = δ αβ , conα y β tomando los valores

1, 2 y 3.

Para poder definir el tensor de Einstein, primero se define altensor de curvatura de Rie-

mann(con ayuda de los sı́mbolos de Christoffel) de la siguiente manera

Rα
β µν ≡ Γα

βν,µ −Γα
β µ,ν +Γα

σ µ Γσ
βν −Γα

σνΓσ
β µ . (B.16)

Después se define altensor de Ricci, Rαβ (con ayuda del tensor de Riemann):

Rαβ ≡ Rµ
αµβ = Rβα . (B.17)

Esta es la contracción deRµ
ανβ sobre los ı́ndices primero y tercero. Similarmente elescalar

de Riccies definido como

R≡ gµνRµν = gµνgαβ Rαµβν . (B.18)

El tensor de Eistein es definido como (utilizando el tensor y escalar de Ricci)

Gαβ ≡ Rαβ − 1
2

gαβ R= Gβα . (B.19)

El tensorGαβ está construido sólo del tensor de Riemann y la métrica, y además es libre de

divergencias como una identidad.

El tensor de Riemann es la caracterización de la curvatura. Si el tensor es cero, entonces el

espacio es identicamente plano. Este tensor tiene 20 componentes independientes (en cuatro

dimensiones). El tensor de Ricci, el escalar de Ricci, y el tensor de Einstein son contracciones

del tensor Riemann. En particular, el tensor de Einstein es simétrico y de segundo rango, lo

que significa que tiene diez componentes independientes.



Apéndice C

Partı́cula libre en un campo gravitacional

Una partı́cula de prueba es una idealización de un objeto material (es decir, un objeto

muy pequeño comparado con el objeto de estudio). Es supuesta a ser muy pequeña (que

no perturbe el espacio tiempo alrededor de esta), sin carga (no responde a las fuerzas elec-

tromagnéticas), esférica (no siente torcas). Simplemente se mueve libremente en el campo

gravitacional.

El movimiento de una partı́cula libre se determina, en la teorı́a especial de la relatividad

(sin campos gravitacionales), a partir del principio de mı́nima acción:

δS= −mcδ
∫

ds= 0, (C.1)

según el cual la partı́cula se mueve de manera que su lı́nea de universo sea una extremal entre

un par dado de puntos de universo, es decir, en nuestro caso una recta (en el espacio ordinario

de tres dimensiones, esta recta corresponde a un movimiento rectilı́neo uniforme).

Para verificar la afirmación anterior, se puede escribir al integrando en la forma

ds= (−ηαβ ẋα ẋβ )1/2dλ , (C.2)

donde

ẋα ≡ dxα

dλ
. (C.3)

Aquı́ λ es cualquier parámetro a lo largo de la lı́nea de universo. La expresión (C.2) para

dses invariante bajo un cambio del parámetroλ → λ (λ ′). El lagrangiano para la ecuación

(C.1) es

L = (−ηαβ ẋα ẋβ )1/2. (C.4)

Las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange obtenidas de la ecuación (C.1) son
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simplemente (estas son obtenidas del cálculo de variaciones)

d
dλ

(

∂L
∂ ẋα

)

=
∂L
∂xα . (C.5)

El lado derecho de la ecuación anterior es cero ya queL es independiente dexα . Entonces

∂L
∂ ẋα = −(−ηαβ ẋα ẋβ )−1/2ηαβ ẋβ = −L−1ηαβ ẋβ , (C.6)

y obtenemos que

−L−1ηαβ ẍβ +ηαβ ẋβ L−2 dL
dλ

= 0. (C.7)

Reordenando la ecuación llegamos a

ηαβ ẍβ −ηαβ ẋβ 1
L

dL
dλ

= 0. (C.8)

Reescalandoλ → λ (λ ′) podemos hacer queL permanezca constante a lo largo de la curva.

En partı́cular, uno puede parametrizar las lı́neas de universo de un partı́cula por la longitud

a lo largo de la curva - esto es simplemente su tiempo propio, usualmente denotado porτ
(Realmente,s= cτ). Para este casoλ = s, L = 1 a lo largo de la curva, y entonces la ecuación

anterior queda de la siguiente manera

ηαβ ẍβ = 0. (C.9)

Multiplicando por la matriz inversa deηαβ , denotada porηγα , obtenemos que

ηγαηαβ ẍβ = δ γ
β ẍβ = ẍγ = 0 =

d2xγ

dλ 2 , (C.10)

la cual es la ecuación de movimiento para una partı́cula con velocidad uniforme en una

lı́nea recta. Geométricamente, las curvas de longitud extremal son llamadas geodésicas. Las

geodésicas de un espacio de Minkowski (relatividad especial) son lı́neas rectas cuadri- dimen-

sionales. El caso tratado anteriormente, dondeds2 < 0, describe geodésicas del tipo temporal,

las lı́neas de universo de una partı́cula libre. Fotones, u otras partı́culas sin masa, viajan a la

velocidad de la luz de modo queds2 = 0; a los fotones que viajan libremente se les dice que

viajan en a lo largo de una geodésica nula. En este caso el parámetroλ no puede ser escogido

como el tiempo propio. Es conveniente escogerlo como

dxα

dλ
= pα , (C.11)
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el cuadri-momento del fotón. Comoηαβ pα pβ = 0 para todo tiempo para un fotón, esta es una

opción válida paraλ (para una partı́cula con masa se puede escoger queλ = τ/m). Entonces

la ecuación (C.10) se lee como

dpα

dλ
= 0; que es,pα = constante. (C.12)

Por el Principio de Equivalencia la ecuación (C.1) debe ser un principio variacional para

el movimiento de una partı́cula de prueba en la relatividad general: las partı́culas libres se

mueven a lo largo de geodésicas del espacio tiempo. Entonces el lagrangiano de una partı́cula

de prueba se puese escribir como

L = [−gαβ (xγ)ẋα ẋβ ]1/2. (C.13)

Utilizando la ecuación (C.5) encontramos que

∂L
∂xα =

1
2

[

−gγβ (xα)ẋγ ẋβ
]−1/2 ∂gγβ (xα)

∂xα ẋγ ẋβ = −1
2

L−1gγβ ,α ẋγ ẋβ ,

∂L
∂ ẋα = −L−1gαβ ẋβ .

Si suponemos queL = constante, podemos escribir a las ecuaciones de movimiento de Euler-

Lagrange como

gαβ ẍβ + ẋβ dgαβ

dλ
− 1

2
gγβ ,α ẋγ ẋβ = 0. (C.14)

Por la regla de la cadena podemos escribir a la derivada que aparece en el segundo término

como
dgαβ

dλ
=

∂gαβ

∂xγ
dxγ

dγ
, (C.15)

donde podemos definir

gαβ ,γ ≡
∂gαβ

∂xγ . (C.16)

Entonces la ecuación final queda escrita como

gαβ ẍβ +gαβ ,γ ẋγ ẋβ − 1
2

gγβ ,α ẋγ ẋβ = 0. (C.17)

Comogαβ es un tensor simétrico, podemos escribir al segundo término de la ecuación ante-

rior como

gαβ ,γ ẋγ ẋβ =
1
2

(

gαβ ,γ +gγα,β
)

ẋγ ẋβ (C.18)
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De modo que la ecuación (C.17) se puede escribir como

gαβ ẍβ +Γαβγ ẋβ ẋγ = 0, (C.19)

donde

Γαβγ ≡
1
2
(gαβ ,γ +gγα,β −gγβ ,α). (C.20)

Multiplicando por la matriz inversa del tensor métrico, denotado porgλα , obtenemos que

ẍλ +Γλ
βγ ẋβ ẋγ = 0, (C.21)

donde

Γλ
βγ = gλαΓαβγ . (C.22)

Los sı́mbolos-Γ son llamados sı́mbolos de Christoffel. La ecuación (C.21) es la forma

final de la ecuación geodésica en relatividad general. Note que el Principio de Equivalencia se

satisface: en un marco inercial local, uno puede escoger coordenadas de modo quegαβ ,γ = 0,

esto es que lasΓ’s se anulen. Por lo tanto el movimiento de una partı́cula de prueba en un

marco inercial local tiene velocidad uniforme en una lı́nea recta. LosΓ’s en la ecuación (C.21)

representan los efectos del campo gravitacional. Existe otro lagrangiano con el que se llega a

la misma ecuación geodésica antes mencionada, este es

L =
1
2

gαβ ẋα ẋβ . (C.23)

La ecuación se obtiene de la misma manera como con el lagrangiano mostrado en la ecuación

(C.13). Una relación muy importante para describir a la partı́cula de prueba es la definición

del momento conjugado canónico a la coordenadaxα , este se escribe como

pα ≡ ∂L
∂ ẋα . (C.24)

De las ecuaciones (C.23) y (C.11), obtenemos que

pα = gαβ ẋβ = gαβ pβ (C.25)

o

pα = gαβ pβ . (C.26)

Note que siL es independiente de la coordenadax1 (por ejemplo), se dice quep1 es una

constante de movimiento.



Apéndice D

Conceptos de termodińamica

La termodinámica es una teorı́a fenomenológica de la materia. A continuación se enlis-

tan algunos conceptos que estudia la termodinámica, estos conceptos serán extremadamente

breves, ya que se espera que el lector esté familiarizado con dichos conceptos.

Un sistema termodinámico es cualquier sistema macroscópico.

Los parámetros termodinámicos son cantidades macroscópicas medibles, asociadas

con el sistema, como son la presiónP, el volumenV, la temperaturaT, y el campo

magnéticoB. Éstas son definidas experimentalmente.

Un estado termodinámico es especificado por un conjunto de parámetros termodinámi-

cos necesarios para la descripción del sistema.

El equilibrio termodinámico prevalece cuando el estado termodinámico del sistema no

cambia con el tiempo.

La ecuación de estado es una relación funcional entre los parámetros termodinámicos

de un sistema en equilibrio. SiP,V y T son los parámetros termodinámicos del sistema,

la ecuación de estado toma la forma

f (P,V,T) = 0, (D.1)

la cual reduce el número de variables independientes del sistema de tres a dos. La

función f debe ser dada como parte de la especificación del sistema.

El concepto de trabajo es tomado de la mecánica clásica. Porejemplo, para un sistema

cuyos parámetros sonP, V y T, el trabajodW realizado por un sistema en el cual el
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volumen se incrementa pordV está dado por

dW = PdV. (D.2)

El calor es una cantidad de energı́a que absorbe un sistema si su temperatura se in-

crementa mientras no haya trabajo realizado. Si∆Q es una pequeña cantidad de calor

absorbido, y∆T es un pequeño cambio en la temperatura acompañando a la absorción

de calor, entonces la capacidad calorı́ficaC está definida como

C =
∆T
∆Q

. (D.3)

Entonces la capacidad calorı́fica a volumen constante se puede definir como

CV ≡
(

∆Q
∆T

)

V
, (D.4)

y de la misma manera se puede definir a la capacidad calorı́fica a presión constante

CP ≡
(

∆Q
∆T

)

P
. (D.5)

Primera ley de la termodinámica

La primera ley de la termodinámica establece que la cantidaddU, definida como

dU = dQ−dW, (D.6)

es la misma para todas las transformaciones de un estado inicial a un estado final. Esto define

inmediatamente a una función de estadoU , llamada energı́a interna. La entalpı́a del sistema

puede ser definida como

H = U +PV. (D.7)

La entalpı́a mide la cantidad de energı́a absorbida o liberada por un sistema termodinámi-

co.

Segunda ley de la termodińamica

La segunda ley de la termodinámica nos dice que no existe transformación termodinámica

cuyo única efecto sea extraer una cantidad de calor de un depósito de calor dado y convertirlo

en trabajo.
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Entrop ı́a

La entropı́a de un sistema termodinámico se define como

TdS= dQ, (D.8)

que usando la primera ley de la termodinámica, obtenemos

TdS= dU +dW. (D.9)

La entropı́a mide el desorden de un sistema.

Tercera ley de la termodińamica

La tercera ley de la termodinámica establece que no es posible alcanzar el cero alsoluto

(T = 0) en un número finito de etapas. También puede definirse como: la entropı́a de un

sistema en el cero absoluto es una constante universal, la cual puede ser tomada como cero.
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[23] Hawley J. F., Balbus S. A., ApJ, 376:223-233, 1991.

[24] Hoffman K.,Linear Algebra, Prentice-Hall, 1971.

[25] Huang K.,Statistical Mechanics, John Wiley & Sons, 1987.

[26] Igumenshchev I.V., Chen X., Abramowicz M.A., 1996, MNRAS, 278, 236.

[27] Karttunen H.,Fundamental Astronomy, Springer, 2007.

[28] Kato S., PASJ, 53, 1-24, 2001.
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