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Abstract

It presents simulations of toroidal structures rotating around a black hole from a pseudo-
Newtonian frame, we neglected self-gravity of tori, and those with axisymmetric symmetry.
Thick discs ( ~ h) and thin discsr(< h) have been considered, they are constructed with
different rotation laws as well as with different gravitational potentials that will simulate
the effects of strong gravity produced by the central mass. The gravitational potentials used
are: Artemoveet al., Paczyhski-Wiita, and Newton. Angular momentum distributions used
in this project are: (i) constant angular momentum, (ii) power law in radius, (iii) and those
distributions given by Qiaet al. (2009), which provide more general distributions on radio
and polar angle.

After setting the initial conditions, we generate the fluid elements which will simulate the
torus with the Monte Carlo method for generating the random numbers, this method allows us
to create a distribution dfl particles with a toroidal profile in the plamg. The particles that
fall into this profile correspond to the elements of the fluid of the simulation. These elements
are dynamically relaxed with a damping term introduced in the equations of motion in order
to get the equilibrium of the distribution (as close as possible).

To obtain the strongest response in the radial oscillations, it applied a periodic perturba-
tion in the radial direction. This perturbative force generates radial oscillations, which can be
analyzed by Fourier analysis by extracting the main frequencies in the accretion disc.

In these simulations, it focused on purely dynamic oscillations in the disc. It kept the
entropy and the internal energy of gas constants, hence the politropic equation of the gas is
not altered. The codes used calculate different hydrodynamic variables of the system, such as
the maximum density (the density of the system atrg) and the total energy as functions
of time. These data are analyzed by applying the Fourier transform in order to observe the
behavior of the spectrum, and to measure the frequency of the accretion disc.
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Resumen

Se presentan simulaciones de estructuras toroidales rotando alrededor de un agujero negro
desde un enfoque pseudo-newtoniano, despreciando la auto gravedad de los discos de acre-
cion, y estos con simetria rotacional. Se han considerado discos gruesb$ Yy delgados
(r < h) construidos con distintas leyes de rotacion, asi como con distintos potenciales gravi-
tacionales que simularan los efectos de la fuerte gravedad producidos por la masa central. Los
potenciales gravitacionales usados son los de Arterabead, Paczyhski-Wiita, y Newton.

Las distribuciones de momento angular usadas en este proyecto son: (i) momento angular
constante, (ii) ley de potencias en el radio, y (iii) aquellas dadas pore@ian(2009), que
contemplan distribuciones mas generales en radio y angulo polar.

Una vez fijadas las condiciones iniciales, generamos los elementos del fluido que simu-
laran al toro con el método de Monte Carlo para generar los numeros aleatorios, esto nos
permite crear una distribucion d¢ particulas con un perfil toroidal en el plan@. Las
particulas que caen dentro de este perfil toroidal corresponden a los elementos del fluido de
la simulacion. Estos elementos son relajados dinamicamente con un término de amortigua-
miento introducido en las ecuaciones de movimiento con el objeto de obtener el equilibrio
(lo mas cercano posible) de la distribucion.

Para poder obtener la respuesta mas fuerte en las oscilaciones radiales, se procedi6 a apli-
car una perturbacion periédica en la direccion radial. Esta fuerza perturbativa induce oscila-
ciones radiales, las cuales pueden ser analizadas mediante el analisis de Fourier extrayendo
las frecuencias principales de cada disco de acrecion.

En estas simulaciones nos enfocamos en las oscilaciones puramente dinamicas del disco,
manteniendo a la entropia y a la energia interna del gas constantes, por lo que no se altera la
ecuacion politropica del gas. El codigo utilizado calcula distintas variable hidrodinamicas del
sistema, como son la densidad maxima y la energia total como funciones del tiempo. Estos
datos son analizados aplicandoles la transformada de Fourier para observar el comportamien-
to del espectro de frecuencias y saber a qué frecuencia oscila el disco de acrecion.
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Capitulo 1

Introducci on

Desde el descubrimiento de los rayos X en fuentes fuera del Sistema Solar en 1962 (Giac-
coniet al. 1962), el fenbmeno de acrecibn en objetos compactos en la Galaxia han ofrecido
perspectivas Unicas dentro de la astrofisica de las etapas finales de la evolucion estelar y de
la fisica de la materia en condiciones fisicamente extremas. Desde este descubrimiento, un
nuevo fendbmeno fue detectado, las pulsaciones periodicas en la curva de luz de rayos X en
las estrellas de neutrones (Giaccenhial. 1971). Las masas de los objetos compactos fue-
ron medidas en varios sistemas, proporcionando la evidencia mas fuerte para la existencia de
agujeros negros en el universo (McClintock y Remillard 1986).

El proceso de acrecibn ocurre cuando gas o materia cae (se acreta) hacia un objeto gravita-
cional compacto y se acumula sobre el mismo. Esto sucede sobre cualquier objeto gravitacio-
nal, sin embargo el proceso de acrecion es mucho mas eficiente cuando el objeto gravitacional
central posée una gran energia de amarr#1?/R), es decir, cuando éste es mas compacto
(cc M/R).

Para entender de manera simple el mecanismo mediante el cual se extrae energia debi-
da a los procesos de acrecion, consideremos el siguiente ejemplo. Suponiendo que se tiene
acrecion de materia hacia una estrella de nhvisg radioR,, si la materia acreta libremente
sobre la superficie de la estrella desde infinito, entonces la energia cinética que adquiere la
materia se incrementa a medida que su energia potencial se vuelve mas negativa, es decir,
cuando la distancia al centro de la estrella disminuye. En el caso de que un protdon con masa
m, cae libremente desde infinito, la energia cinética esta dada por

1, GMmp

en donde es la coordenada radial medida desde el centro de la estrel&syta velocidad
de caida libre. Cuando el gas que cae alcanza el radio de la estrelR, entonces es

14
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desacelerado violentamente, ya que la particula chocaacenperficie de la estrella. De
esta manera toda la energia cinética tiene que ser emitida en forma de radiacion (que llega a
ser hasta radiacion de rayos-X en el caso de acrecion de gas sobre estrellas de neutrones o
agujeros negros).

Si latasa de acredn (razbn de cambio de la masa por unidad de tiempo que es acretada
hacia el objeto central) esta dada pgrentonces la tasa de disipacion de energia cinética en
la superficie de la estrella esta dada por’/2. De esta manera, la luminosidad de la fuente
Lacc €Sta dada por

Lacc -

b — =_ = 1.2
2™ TR > (%) (1.2)
en donderg = 2GM./c? es elradio de Schwarzschildy c es la velocidad de la luz en el
vacio. De la ecuacion anterior se sigue que la luminosidad puede escribirse como

L = &mc, (1.3)

en donde€€ es elfactor de eficienciale conversion de energia en reposo (de la masa acretada
hacia la estrella) en radiacion. Con el simple analisis expuesto anteriormente, obtenemos que
& ~rg/2R.. En otras palabras, el factor de eficiencia de conversion de energia es mayor
para objetos de menor radio como las estrellas de neutrones. En el caso de enanas blancas
(M, ~Mo YR, ~10°cm) & ~3x 10~%y en el caso de estrellas de neutronds ¢ M,

y R, ~10°cm) & ~ 0.1. Para dar una idea de lo grande que es este factor de conversion de
energia, considere el caso de la reaccion nuclear p-p en donde se convierte hidréogeno a helio.
En este cas§ ~ 7 x 10~3. De aqui se ve que el fenobmeno de acrecion hacia una estrella de
neutrones es aproximadamente un orden de magnitud mas eficiente en comparacion con la
generacion de energia nuclear. Para el caso de un agujero Regrag, entonces ~ 0.5

gue es un factor de conversion atn mas grande que el estimado para el caso de una estrella
de neutrones.

Breve descripcbn de un agujero negro

En astrofisica, un agujero negro esta descrito por la relatividad general mediante dos
nimeros, su masel y su momento angular especifico o espia J/cM, dondeJ es el
momento angular del agujero negra s la velocidad de la luz. El valor del espin es con-
venientemente expresado en términos de un parametro adimeﬁsionab/rg. El valor de

LEs la frontera a la cual un agujero negro ya no se comunica con el universo exterior.
2E| parametroa,, es adimensional cuando se midg & a en unidades d#l, es decir, cuando las unidades
son geometrizadas.
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a. puede estar entre 0, para un agujero negro de Schwarzschild, y 1 para un agujero de Kerr
rotando maximamente. Una propiedad del agujero negro es su horizonte de eventos, la su-
perficie no material que limita a la region interior del espacio tiempo de éste con el universo
exterior, es decir, es el punto donde se pierde la comunicacion con el universo exterior. El ho-
rizonte de eventos, la existencia de una orbita circular marginalmente establé)|$0tas
caracteristicas que seran discutidas mas adelante (véase el capitulo 4) son propiedades que
describen a un agujero negro. El radio del horizonte de eventos de un agujero negro de Sch-
warzschild &. = 0) esrs=rg=30 Km(M/10M,), la ISCO esta ubicada €xco=3rg, Yy la
frecuencia orbital maxima correspondiente/gg o= 220 HZM /10M.,) 1. Para un agujero

negro de Kerr extrema( = 1), los radios del horizonte de eventos y de la ISCO son idénti-
COS,I'k = rsco= ly/2, y la frecuencia orbital maxima &gsco= 1615 HZAM/10M)~L.

Espectro emitido

Se puede estimar el orden de magnitud de la energia emitida por la acrecion hacia un
objeto compacto. El espectro continuo de la radiaciobn emitida por una tempéhaiute:
finida como la energia de un fotdmy, es del orden d&T,,q, entonces];.q = hv/k, donde
h=6.6261x 1073*J.s yk = 1.3806x 1023 J K~! son las constantes de Planck y Boltz-
mann, respectivamente. Para una luminosidad de acregiode una fuente de radiR,, se
define la temperatura de cuerpo nedgg como la temperatura de la fuente que tendria si

radiara como cuerpo negro:
Lacc 1/4
Top = 14
bb ( TR 0) , (1.4)

dondeo = 5.67x 108 W m—2 K% es la constante de Stefan-Boltzmann. Finalmente, se de-

fine aT;, como la temperatura a la que estaria la materia acretada si toda su energia potencial
(gravitacional) fuera convertida en energia térmica. Para un par proton-electron acretados,
la energia potencial liberada &M, (mp +me)/R, = GM.mp/R, y la energia térmica es

2 x 3KT; entonces

Tth = : (1.5)

Se espera que la temperatura de radiacion esté entre la temperatura térmica y la de cuer-
po negro, puesto que el sistema no puede radiar menos que un cuerpo negro ni mas que si
convirtiera en energia térmica toda la energia de la materia acretada, entonces

Tob S Trad S Tt (1.6)

3Innermost stable circular orbit.
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Note que esta estimacion supone que el material se puedseraar por una sbla tempe-
ratura. Ahora se puede estimar el rango espectral para distintos casos. Para una estrella de
neutrones de una masa solar, el limite superior (1.9)da 5.5 x 101 K, o, en terminos de
energiakT = 50 MeV. Para el limite inferiof],,, Se necesita tener una idea de la lumino-
sidad de acrecion; se puede tomar un valor tipice-d®® erg s paraé = 0.1 y una tasa
de acrecion de 26 gr s ™1, con lo queTy, = 107 K 0 kTyp = 1 KeV, y entonces se espera que
las energias de los fotones emitidos como resultado de acretar hacia una estrella de neutrones
estén en el invertalo

1 KeV < hv <50 MeV.

Para un agujero negro se obtiene un resultado similar (1 K&V < 150 MeV). Entonces
se puede esperar que los sistemas mas luminosos sean los que acretan masa hacia una estrella
de neutrones o un agujero negro, que van desde los rayos X medios hasta los duros y posi-
blemente como fuentes de rayppObservacionalmente, estas fuentes fueron descubirtas por
el primer satélite de rayos X

Es posible realizar el mismo célculo para una enana blanca tomantg.gud 0% erg s°1,
M =My y R, = 5x 10° cm, entonces

6 eV < hv < 100 KeV.

Consecuentemente, la acrecion hacia una enana blanca debera ser una fuente visible en el
optico, ultravioleta y posiblemente en rayos X.

Rayos X en sistemas binarios

Si un objeto compacto en un sistema binario esta acretando materia durante un periodo
duradero o no depende del modo en que le es transferida la materia. Es posible encontrar
la relacion entre la masa del objeto compacto y la de la estrella companiera, al igual que
su separacion orbital. Por ejemplo, en el caso de una estrella de neutrones (con una masa
~ 1.4-2.0M.,), la transferencia de masa es estable en el punto lagrangiano interno cuando
la companfiera llena su lobulo de Rochg tiene una masa mas pequefia que la estrella de
neutrones. En dichos sistemas la masa es llevada por pérdida de momento angular debida a
la radiacion gravitacional (para pequefias masas y separaciones orbitales) o por la evolucion
de la estrella compariera. Estas fuentes son significativamente mas brillantes en rayos X que
en el optico. Sistemas binarios de agujeros negros o estrellas de neutrones con compaieras

4En 1970 la NASA lanz6 el primer satélite que captaba imagenes en rayos X y su nombre fue Uhuru.
SEl punto interno de Lagrange y el lbbulo de Roche seran definidos mas adelante en esta misma seccion.
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Figura 1.1: Dos posibles modos de transferencia de masa en binarias de rayos X. En la figura de arriba
se observa que la primaria se encuentra dentro del lbbulo de Roche pero pierde masa por
medio de vientos estelares. En la figura de abajo la primaria se ha expandido, y comienza
a llenar su l6bulo de Roche. Figura tomada de [70].
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de baja masa son llamadas binarias de rayos X de baja masa (£yIXB

Un objeto compacto puede también acretar materia de su estrella compafiera sin haber
llenado su I6bulo de Roche, puede ser que la estrella primaria esté perdiendo masa en forma
de vientos estelares. Para que este proceso ocurra, la estrella compafiera tiene que ser masi-
va (> 10 My), para que ésta pueda producir un viento fuerte. Estos sistemas son llamados
binarias de rayos X de alta masa (HMXRs

Por lo anterior, podemos decir que los procesos de transferencia de masa de la primaria
al objeto compacto toman dos diferentes caminos: por el l6bulo de Roche o por un viento es-
telar (véase la figura 1.1). En el caso del I6bulo de Roche, el material fluye lentamente sobre
un punto silla del potencial gravitacional entre las dos estrellas y rapidamente es capturado
por el objeto compacto. A este punto silla también se le llama punto interno de Lagrange
Li(véase la figura 1.2). A esta equipotencial comunmente se le llama l6bulo de Roche. En
este escenario, el plasma capturado tendra suficiente momento angular para poder formar un
disco de acrecion alrededor del objeto compacto. Para el caso de acrecion por medio de un
viento estelar, una pequefa parte del plasma expulsado de la primaria es gravitacionalmente
capturado por el objeto compacto. El gas capturado tiene algo de momento angular con res-
pecto al objeto compacto, pero no lo suficiente para formar un disco de acrecion. En este caso
la acrecion es mas o meneskricao acrecbn de Bond{véase el capitulo 3).

Acrecion sobre objetos compactos en binarias de rayos X

Uno de los principales motivos para estudiar binarias de rayos X es que la acrecion hacia
agujeros negros y estrellas de neutrones nos suministra una Unica ventana de la fisica en
gravedad fuerte y materia densa. En la figura 1.3 se esquematiza a los 20 agujeros negros
en la Galaxia como fuentes de rayos X. Su diversidad es evidente: hay sistemas de periodos
largos conteniendo a supergigantes calientes y frias, y varios sistemas compactos conteniendo
estrellas R como secundarias.

La binaria de rayos X se forma cuando cualquiera de los dos procesos mencionados an-
teriormente sucede (llenado del I6bulo de Roche o vientos estelares). En ambos casos, el
destino de la masa transferida depende de la cantidad de momento angular que posée el gas,
del proceso fisico por el cual pierde momento angular, y, lo mas importante, el proceso de
radiacion por el cual se enfria.

A inicios de los afios 1970’s y durante las dos décadas subsecuentes, muchos de los mo-
delos de flujos de acrecion sobre estrellas de neutrones y agujeros negros estuvieron basados

6 ow-mass X-ray binaries.

"High-mass X-ray binaries.

8Una estrella K, es una estrella naranja-amarilla, con temperatura superficial de 4000 K. Espectro dominado
por lineas de metales. Lineas de Hl insignificantes. Cal 422.7 nm claramente visible.
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Figura 1.2: Equipotenciales deyc = cteutilizando la gravitacion Newtoniana + el potencial centrifu-
go en el plano orbital de la estrella binaria para orbita circular. La equipotencial mas in-
terna en la figura es el l6bulo de Roche para cada estrella. El potggetane puntos
localmente estacionario&l{c = 0), llamadoguntos de Lagrangeubicados e ;. Para
el caso mostrado aqui, la proporcion de masa-esv/m= 10, dondeM es la masa del
estrella primaria ynla masa de la estrella compacta.
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Figura 1.3: Figura que esquematiza diferentes agujeros negros con sus discos de acrecion y sus com-
paferas en la Galaxia. La distancia entre el Sol y Mercurio (0.4 AU) es mostrada en la
parte superior de la figura. Figura proporcionada por J. Orosz.
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en dos suposiciones restrictivas. Primero, se supuso gtiejlms de acrecion transportaban
momento angular con tasas altas a través de un proceso no especificado, tipicamente pro-
porcional a la presion (Shakura y Sunyaev 1973; a estas soluciones también se les llaman
discosa, nombrados por la constante de proporcionalidad usada). Segundo, se supuso que
los procesos de radiacion eran muy eficientes, por lo que los resultados de flujo de acrecion
fueron relativamente frios, y con forma de discos de acrecion delgados. Los calculos realiza-
dos con la primera de las suposiciones anteriores mostraron la ineficiencia de la viscosidad
microscopica para explicar las altas tasas de acrecion de masa en las fuentes observadas. La
segunda suposicion, por otro lado, fue relajada en varios estudios pero los resultados obteni-
dos fueron inestables, aunque existen casos en los que es posible remover la inestabilidad, por
ejemplo usando el mecanismo de enfriamiento de emisibn de cuerpo negro para un plasma
opticamente grueso (Pira al. 1978).

Durante la década pasada, los modelos téoricos de flujos de acrecion sobre objetos com-
pactos llegaron a ser mas sofisticados y diversos a causa de dos desarrollos importantes. El
primero fue la identificacion de la inestabilidad magnetohidrodinamica en flujos rotando di-
ferencialmente [la inestabilidad magneto-rotacional; Balbus y Hawley (1991) y (1998)], que
permite sembrar un campo magnético infinitesimal en el flujo para obtener un mejoramiento
de las simulaciones. Esto fue demostrado para obtener una turbulencia magnetohidrodinami-
ca completamente desarrollada y proporcionar un mecanismo eficiente de transporte de mo-
mento angular. El segundo desarrollo fue el descubrimiento de un flujo de acrecion estable
pero ineficente. En esta solucion, los electrones y los iones tienen temperaturas diferentes y
altas, el disco de acrecibn es geométricamente grueso, y mucha de su energia potencial no es
radiada fuera del disco sino que es advectada hacia el objeto compacto; estas soluciones son
llamadas flujos de acrecidon dominados por adveccion (ABAFs

El ingrediente final en los modelos de flujos de acrecibn sobre objetos compactos fue la
interaccion de los flujos con el objeto mismo. Esta es la region en el flujo de acrecion donde
mucha de la radiacion de alta energia es producida y por lo tanto es elegida como prueba de
las observaciones de los telescopios de rayos X y mayloa interaccion depende del tipo de
objeto compacto, agujero negro o estrella de neutrones, y para esta Ultima, si la estrella de
neutrones es fuertemente o débilmente magnética.

Las observaciones de binarias de rayos X muestran una variabilidad considerable sobre
una amplia gama de escalas de tiempo en todas las longitudes de onda, pero es mayor en rayos
X. La rapida variacion de los flujos de acrecion internos es estocastica, y mas eficientemente
detallada usando técnicas estadisticas. El analisis de Fourier es una herramienta muy util, y
la Gnica que usamos en este trabajo en forma importante.

9Advection-dominated accretion flows
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Analisis de Fourier

El espectro de potencia de Foutfede la serie de tiempd del flujo de rayos X propor-
ciona una estimacion de la variacion de la energia como funcion de la frecuencia de Fourier,
v, en términos de laensidad de potencia,PV) (transformada de Fourier). Las estructu-
ras extensas en el espectro son llamada. El ruido en el espectro de potencia se puede
aproximar por una ley de potendfa 0 v—9. El indice en la ley de potencia ( de pendiente
logaritmica)a esta tipicamente entre 0y 2. El ruidpvi!? tienea = 1, y el ruido blancé®
es constantea( = 0). El ruido rojo es un término usado para cualquier tipo de ruido que de-
crezcaP, conv con potenciasr > 2. Por otro lado, también es posible observar picos en un
espectro de potencias. Una oscilacion cuasi periodica )RS un pico de amplitud finita
en el espectro de potencias.

Las oscilaciones cuasi periodicas en binarias de rayos X son importantes para el estudio
de acrecion sobre agujeros negros. Estas estan asociadas con estados no térmicos del dis-
co. Las QPOs juegan un importante papel en varias areas de la ciencia, como examinar las
regiones de campo fuerte y la definicion de los procesos fisicos que distinguen los estados
responsables de los rayos X. Siguiendo la literatura, se divide a las QPOs en dos grupos: (i)
baja frecuencia, y (ii) alta frecuencia. Las oscilaciones cuasi periddicas de baja frecuencia
(LFQPOS$®) corresponden a un intervalo de 0.1-30 Hz. Estas oscilaciones han sido detecta-
das en una o mas ocasiones para 14 de los 18 agujeros negros considerados en la Tabla 4.2 de
McClintock y Remillard (2006). Las oscilaciones cuasi peridodicas de alta frecuencia (HFQ-
PO35) corresponden a un intervalo de 40-450 Hz. Estas han sido detectadas en cuatro fuentes
de la Tabla 4.2 de McClintock y Remillard (2006). En la figura 1.4 se muestra la QPO 300
Hz detectada con flujo en rayos X para el sistema GROJ1655-40 que contiene un candidato
a agujero negro (figura 1.3). Esta fue detectada por Remiiaad. (1999). Mas tarde fue
detectada la QPO 450 Hz por Stronmagtal.(2001). Abramowicz y Kluzniak (2001), des-
cubrieron que la QPO 450 Hz guarda una proporcion 3:2 con la ya antes conocida QPO 300
Hz en la misma fuente. Si el origen de las HFQPO en sistemas que contienen un candidato
a agujero negro es una resonancia entre los movimientos orbital y epiciclico de la materia

10F| espectro de potencia de Fourier es una funcion real positiva de una variable real de frecuencia asociada
a un proceso estocastico, o a una funcién determinista en el tiempo.

Hyna serie de tiempo es una secuencia de puntos de datos medidos en momentos sucesivos espaciados a
intervalos de tiempo uniforme.

12| ruido rosa o ruido 1v es una sefial en donde la potencia de densidad espectral es inversamente propo-
cional a la frecuencia.

13E] ruido blanco es una sefal estocastica que se caracteriza porque sus valores de sefial en dos instantes de
tiempo diferentes no guardan correlacion estadistica.

Quasi-periodic oscillations

15 ow frequency quasi-periodic oscillations.

18High frequency quasi-periodic oscillations.
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en acrecion, ellos sugieren que el momento angular delraguggro puede ser determinado
conociendo su masa. Ellos encontraron que el momento angular (sin dimensiones) esta en el
intervalo 02 < a, < 0.67 si la masa esta en el invertalo (correspondiente}5.9M.,.

Figura 1.4: Espectro de frecuencias calculado de dos observaciones con las que fueron detectadas
la QPO 450 Hz reportada por Stronmatral. 2001 y la QPO 300 Hz reportada por
Remillardet al. 1999.

Para poder realizar el analisis de Fourier es necesario contar con una serie de tiempo,
que nos de informacion del disco de acrecion, esta puede ser la energia total del sistema o
cualquier otra variable dependiente del tiempo. Series de tiempo sintéticas, es decir, obtenidas
de simulaciones pueden reproducir propiedades del sistema. Para el presente trabajo, se usa
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la transformada de Fourier para encontrar la frecuenciaalatla que oscilan los discos de
acrecion construidos con las condiciones que seran expuestas mas adelante.

Colapso Gravitacional

Se sabe que las enanas blancas y las estrellas de neutrones tienen una masa maxima
posible!’. ¢ Qué pasa cuando esa masa es excedida? ¢, Cual es el destino de el nicleo de una
estrella masiva colapsando, si la masa de su nidcleo es tan grande que forma una estrella de
neutrones? La respuesta, de acuerdo a la relatividad general, es que nada puede detener el
colapso. Como el colapso continla, el campo gravitacional cerca del objeto se vuelve cada
vez mas fuerte, entonces nada puede escapar del objeto al espacio, ni siquiera la luz, entonces
decimos que un agujero negro ha nacido.

Un agujero negro esta definido como una region en el espacio-tiempo que no puede co-
municarse con el universo exterior. A la frontera de ésta se le llama superficie del agujero
negro uhorizonte de eventos

Historicamente, el significado del momento angular para la acrecion en un sistema bina-
rio fue primero enfatizado por Prendergast y Burbidge (1968). Ellos construyeron modelos
de un disco de acrecion en torno a un sistema binario compuesto por enanas blancas. Subse-
cuentemente, Shakura (1972), Pringle y Rees (1972), Shakura y Sunyaev (1973), y Novikov
y Thorne (1973) construyeron modelos de discos de acrecion newtonianos para flujo en estre-
llas de neutrones y agujeros negros. Novikov y Thorne (1973) consideraron los efectos de la
relatividad general sobre la parte interna del disco de acrecion. Lynden-Bell (1969) fue el pri-
mero en proponer que los nucleos de las galaxias podrian tener un agujero negro supermasivo
envuelto por discos de acrecion gaseosos.

Los calculos de un flujo de acrecion en torno a una estrella compacta y la radiacion emiti-
da son, en general, muy complicados. Suponiendo que el camino libre medio efectivo para un
gas de particulas colisionando es suficientemente corto para que el flbjdreeinamicoen
la naturaleza. Primero se tiene que determinar el flujo geométrico; en general, si el gas posée
momento angular intrinseco, el flujo sera en dos- o tres- dimensiones. En un caso mas simple,
la acrecion puede ser esférica, por ejemplo, donde no hay movimiento del gas lejos de una
estrella compacta estacionaria; o un disco, con un flujo axisimétrico del gas con un momento
angular intriseco. Segundo, se tienen que enumerar los mecanismos de enfriamiento y ca-
lentamiento dominates que caracterizan a la acrecion. Tercero, hay que determinar el posible
dominio del campo magnético en el plasma. Cuarto, el efecto de la presion de radiacion debe

17La masa limite es llamado &mite de Chandrasekhay representa la masa maxima posible para una
enana blancaMch ~ 1.44My). Si la masa de la enana blanca sigue colapsando, ésta producira una estrella
de neutrones. El limite de masa es determinado pbméte de Tolman-Oppenheimer-Volkgffie esMmax <
3.0Mg.
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ser propiamente tomado en cuenta. Quinto, se debe entesdrmmidiciones de frontera del

flujo, tanto lejos del objeto, donde el gas se une al medio interestelar como en la superficie del
agujero, donde el gas se sumerge dentro de éste. Entonces para en el caso general de acrecion,
uno debe resolver las ecuaciones con dependencia temporal, multidimesionales, relativistas,
magneto-hidrodinamicas y la transferencia radiativa acoplada.

En el capitulo 2 se da una breve descripcion de las ecuaciones que describen la dinamica
de un gas, en el aspecto fisico y en el aspecto numérico. En el capitulo 3 se describe la
estructura de los discos de acrecion mediante la fisica y las ecuaciones que describen el
movimiento del disco, asi como el efecto de la rotacion del gas hacia un agujero negro. En
el capitulo 4 se proponen los distintos potenciales pseudo-newtonianos que se usaron para
las simulaciones asi como sus momentos angulares correspondientes a cada potencial, las
métricas para agujeros negros rotando (Kerr) y no rotando (Schwarzschild). En el capitulo 5
se presentan los resultados obtenidos a través de graficas y tablas ademas de las condiciones
iniciales usadas para las simulaciones. Finalmente, se dan las conclusiones y las posibles
utilidades del presente trabajo para trabajos futuros.

1.1. Obijetivos

1.1.1. General

Analizar las oscilaciones en discos de acrecion gruesos y semidelgados ante perturbacio-
nes impulsivas y periodicas utilizando diferentes momentos angulares para el agujero negro
con el potencial de Artemo\et al. (1996), y ademas diferentes momentos angulares dentro
del disco de acrecion en torno a agujeros negros.

1.1.2. Espefficos

= Analizar los modos de oscilacion de toros de acrecibn emtarun agujero negro.
Estos toros tendran distintas energias iniciales asi como distintas distribuciones de mo-
mento angular, como son: (i) constante, (ii) ley de potencias en el radio, y (iii) aquellas
dadas por Qiaet al. (2009), que contemplan distribuciones mas generales en radio y
angulo polar.

= Resolver la dependencia temporal usando un toro estatigiongtrico como condicion
inicial en coordenadas cilindricas con distintos potenciales gravitacionales pseudo-
relativistas (por lo que no se usa la relatividad general), bajo las suposiciones de que
el agujero negro no tiene campo magnético, el disco no es auto-gravitante, la fuerza



1. Introduccion 27

viscosa en el disco es despreciable y que las particulas diacel experimentan un
proceso adiabatico.

= Analizar el comportamiendo del los discos de acrecion desdmfoque dinamico, es
decir, sin tomar encuenta la disipacion de energia y tomando s6lo los efectos dinamicos
que ocurren en el disco.

1.2. Hipotesis

Es posible analizar y comparar los espectros de frecuencias generados para distintos ta-
mafos de discos de acrecion con distintos momentos angulares para distintos potenciales
gravitacionales (pseudo-newtonianos) con las frecuencias observadas en binarias de rayos X
de baja masa.



Capitulo 2
Hidrodin amica

El estudio del movimiento de fluidos (liquidos y gases) constituye lo que se denloimina
drodinamica Como los féenomenos considerados en la hidrodinamica son macroscoépicos, un
fluido se considera como un medio continuo y esto significa que siempre se supone que cual-
quier elemento del fluido es suficientemente grande para contener un nimero muy elevado
de moléculas. De acuerdo con ello, cuando se habla de elementos de volumen infinitamente
pequeios, siempre se quiere hacer referencia a aquellos que son fisicamente infinitamente
pequeios, es decir, muy pequeios en comparacion con el volumen del cuerpo o sistema en
consideracion, pero grandes comparados con las distancias entre las moléculas.

La descripcibn matematica del estudio del estado de un fluido movil se efectla con fun-
ciones que dan la distribucion de la velocidad del fluide U(x,y,zt) y de dos magnitudes
termodinamicas cualesquiera que pertenezcan al fluido, por ejemplo, la gPéesigz,t) y
la densidagb(x,y,z t). Como es bien conocido, todas las magnitudes termodinamicas quedan
determinadas dados los valores de dos cualesquiera de ellas junto con la ecuacion de estado;
de aqui que si se tienen cinco magnitudes determinadas, tres componentes de la velocidad, la
presion y la densidad, queda totalmente determinado el estado del fluido en movimiento. En
general, todas estas magnitudes son funciones de la posicion y del tiempo.

2.1. Hsica

Las ecuaciones que describen el flujo del fluido se pueden representar matematicamente
por medio de la conservacion de las leyes fisicas:

= La masa del fluido se conserva (Ecuacion de continuidad).

= El cambio del momento es igual a la suma de las fuerzas sobngantieula del fluido
(Ecuacion de Euler).

28
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= El cambio de la energia es igual a la adicion de calor y abjoatealizado sobre una
particula del fluido (Ecuacion de conservacion de la energia).

2.1.1. Ecuaobn de continuidad

Consideremos un cierto volum&g del espacio. La masa contenida en este volumen es
J pdV, siendop la densidad del fluido y realizandose la integracion respecto al volumen
V. La masa del fluido que circula por unidad de tiempo a traves de un eledi®ui® la
superficie que limita a este volumen @8 - dS. Entoncespd - dS es positivo si el fluido
esta saliendo del volumen y negativo si el flujo es hacia el interior del mismo. La masa total
de fluido que sale del voluméfy por unidad de tiempo es, por consiguiente,

y{pU-dé

en donde la integracion se extiende a la totalidad de la superficie cerrada. Ahora, se puede
escribir la disminucion de la masa del fluido en el volurdgpor unidad de tiempo, como

—%(/pdv).

Igualando las expresiones anteriores, tenemos

_% (/pdv) = pr-dﬁ (2.1)

La integral de superficie puede transformarse mediante el teorema de la divergencia en una

integral de volumen:
—% (/pdV) :/D-(pU)dV. 2.2)

Asi pues, como no estamos integrando con respecto al tiempo, entonces la ecuacion anterior
se puede escribir de la siguiente manera,

/{3—?+D-(p0)} dv =0. (23)

Como la ecuacion anterior debe ser valida para cualquier volumen, el integrando debe anu-
larse, es decir,
0p —
—+0-(po)=0. (2.4)
ot
Esta es la denomina@zuacon de continuidad
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2.1.2. Ecuaobn de Euler

Consideremos cierto volumen del fluido. La fuerza total que actta sobre el mismo des-
preciando esfuerzos viscosos es igual a la integral

—fpdé,

de la presion, extendida a la superficie que limita el volumen. Transformandola en unaintegral

de volumen, tenemos
—deé: —/DPdV.

Podemos decir que sobre la unidad de volumen del fluido actia una fueiRaEntonces
por la segunda ley de Newton podemos igualar la fuerzi#® al producto de la masa por
unidad de volumeny) por la aceleraciodd /dt:

du

pgr = 0P (2.5)

La derivadadu /dt que se escribid en la ecuacion anterior, designa la variacion respecto al
tiempo de la velocidad de una particula fluida determinada cuando se mueve en el espacio
(descripcion lagrangiana). Esta derivada se puede expresar en funcion de magnitudes que
se refieran a punto fijos en el espacio (descripcion euleriana). Usando la diferencial exacta
(véase por ejemplo [22]) tenemos que

ou 60 ou U

du o0 o0 0u

au d 0 J
00
= r-0)u
(29)avsar-y.
Diviendo ambos lados palt, obtenemos

do du _ ~
a— (E)—F(U'D)U. (26)

Sustituyendo lo anterior a la ecuacion (2.5), tenemos que

(%?)HB'D)B:_%' (2.7)
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Esta es la ecuacion requerida del movimiento del fluido. Ftenida por primera vez por L.
Euler en 1755. Se denomieauacon de Eulery es una de las ecuaciones fundamentales de
la hidrodinamica.
Note que se puede tener fuerzas externas que actuan sobre el fluido. Se distinguen dos
tipos de fuerzas sobre las particulas del fluido:

= Fuerzas superficiales

e Fuerzas de presion.

e Fuerzas viscosas.

s Fuerza de volumen

Fuerza gravitacional.

Fuerza centrifuga.

Fuerza de Coriolis.

Fuerza electromagnética.

Si tenemos una fuerza externa al fluido, entonces a la ecuacion (2.5) se le puede sumar la
fuerza al segundo miembro, de modo que la ecuacion (2.7) toma la forma

] . . op f
+(0-DN0=——+— 2.
(dt) (0-0)u p p’ (2.8)

dondef toma los valores de las fuerzas externas.

Linea de corriente

Estas lineas tienen la propiedad de que la tangente a ellas en cualquier punto indica la
direccion de la velocidad en dicho punto; quedan determinadas por el siguiente sistema de

ecuaciones diferenciales:
dx dy dz

TRRTH (2.9)

En el caso de un flujo estacionario las lineas de corriente no varian con el tiempo, coincidien-
do con las trayectorias de las particulas fluidas. En el flujo no estacionario deja de cumplirse
esta coincidencia. Las tangentes a las lineas de corriente dan las direcciones de las velocida-
des de las particulas fluidas en diversos puntos del espacio en un instante dado, mientras que
las tangentes a las trayectorias indican las velocidades de las particulas del fluido dadas en

distintos instantes de tiempo.
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Flujo de impulso

El impulso por unidad de volumen @di. Se puede determinar su variacion respecto al
tiempo,d(pU)/dt. Para ello se puede utilizar la notacion tensérightonces se tiene que
a(puj) dui dp

ot :pﬁﬁ‘ﬁUi. (2.10)

Se puede escribir la ecuacion (2.4) como,

Jdp _ 9(puy)

ot N an ’

y la ecuacion (2.7) en la forma

% 0 Jui 10P
ot oxx pox’

sustituyendo las dos ecuaciones anteriores en la ecuacion (2.10), se obtiene

a(pui) _ gui _oP  9(pw)
ot P%e Tax Y ox
_ 0P Jd(puiv)
O 0X X

Podemos escribir el primer término del lado derecho de la igualdad anterior como

oP oP

= Ok

X% OXy

dondedy es el tensor unidad, es decir, el tensor con componentes que son la unidagkcon
y cero para # k. Entonces obtenemos que

d(pui) Otk
ot ox

(2.11)

donde
Tik = OkP + puj Uy, (2.12)

se denomina tensor de densidad de flujo de impulso o tensor de energia-momento.

Los indices latinogk, . .., toman los valores de 1, 2, 3, correspondientes a las componentes de los vectores
y tensores a lo largo de los ejesy, z, respectivamente en coordenadas cartesianas.
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Fluidos viscosos

El flujo de impulso dado por la ecuacion (2.11) representa una transferencia de impulso
completamente reversible debida simplemente al transporte mecanico de las distintas particu-
las de fluido de un lugar a otro y a las fuerzas de presion que actian en dicho fluido. La
viscosidad (rozamiento interno) se debe a una transferencia de impulso, irreversible, de unos
puntos en donde la velocidad es grande a otros puntos donde la velocidad es pequeha.

La ecuacion de movimiento de un fluido viscoso puede, por consiguiente, obtenerse su-
mando al flujo de impulso “ideal” (2.11) un términrao;, que es la transferencia de impulso
“viscoso” irreversible en el fluido. Asi pues, se puede escribir el tensor densidad de flujo del
impulso en el caso de un fluido viscoso en la forma

Tik = POk + pUi Uk — O = —Oik + PU; Uk

El tensor
/
Ok = Oy — P,

se denomingensor de esfuerzgso; es eltensor de esfuerzos de la viscosidad

Puede establecerse la forma general del teagodel modo siguiente. En un fluido se
presentan procesos de rozamiento interno tnicamente en el caso en que las distintas particulas
del fluido se muevan con velocidades diferentes, de modo que exista un movimiento relativo
entre las distintas partes del fluido. De aqui gyedependa de las derivadas espaciales de la
velocidad. Si los gradientes de velocidad son pequefos, podemos suponer que la transferencia
de impulso debida a la viscosidad depende solo de las primeras derivadas de la velocidad.
Con la misma aproximacion, puede suponerseajues una funcion lineal de las derivadas
dui/dx. No pueden existir terminos e}, independientes dév; /dx, puesto ques;, debe
anularse para = cte o debe también anularse cuando el fluido completo esta en rotacion
uniforme, puesto que en dicho movimiento no se produce ningln rozamiento interno en el
fluido. En el caso de rotacion uniforme con velocidad angﬁldra velocidadd es igual al
producto vectoriaf) x . Las sumas

ou; Jdug

2.13
OXy + 0% ( )
son combinaciones lineales de las derivadag/ dxx, y se anulan cuandd = Q x 7. De

aqui qued;, debera contener exactamente estas combinaciones simétricas de las derivadas
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Jv; /0%. El tensor mas general de rango dos que satisface las condiciones anteriores es

oui OJux 2_ dJy au
O =n(=—=4 == —=3=— —. 2.14
ik n(éxk+0xi 3dkdxk +dedx| (2.14)
Las constanteg y { se denominamoeficientes de viscosidgdambas son positivas. Este
tensor también es simétrico, ya que si cambiamos los indiqges ki el tensor mantiene la
misma forma (véase apéndice A).

2.1.3. Ecuaocbn de la conservadn de energa

Escojamos un elemento de volumen cualquiera fijo en el espacio y veéamos como varia
con el tiempo la energia del fluido contenido dentro de este elemento de volumen. La energia
por unidad de volumen del fluido es

1
E= Epu2+pu, (2.15)
en donde el primer término es la energia cinética y el segundo la energia internaudeendo
energia interna por unidad de masa, que en general depende de la temperaturd dehgas
variacion deE esta dada por

E_0 (1 ,
ot ot 2P puj-

Podemos escribir al primer término del miembro de la derecha en la ecuacion anterior como

19(pv? . J0

ap
_ ) 2
ot =pu +

1u
ot 2 ot
Utilizando las ecuaciones (2.8) y (2.4), se puede escribir la ecuacion anterior como

—%UZD-(pU)

19(pv?) . op f
T = pU (0-0)u p+p

1 . . I _,
= —Epu~Du2—u-DP+u-f—EUZD-(pu).

Recuérdese que la primera ley de la termodinamica se puede escribirdsoemadl ds+
VdP= Tds— dP/p, dondew es la funcion entalpia que se define come P/p, V es el
volumen ys es la entropia del sistema termodinamico (véase apéndice D)sPache

2n se denominaiscosidad diamicay  es laviscosidad de comprési (relacionada con el cambio de
volumen del sistema).
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tenemos quélw = —[P/p, entonces la ecuacion anterior se puede escribir como

19(pv?) 1 . 5 L. 1, .
> a1 —Epu-Du —pu-Dw+u~1“—E O-(p0) (2.16)
(1, P\ . . 1, _
= —p0u-0 5 —I—U-l—E +u~f—§u O-(p0). (2.17)

Con el objetivo de transformak(pu)/dt, utilizaremos la relacion termodinamica que, como
se vera mas adelante es una forma de la primera ley de la termodinamica

P
du=—PdV = <?) dp,

se puede derivat(pu) = pdu+udp = (u+P/p)dp, entonces

d(pu) P 0p__ P s
o (u-l— 5) - (u-l— p) O-(p0). (2.18)

Combinando las ecuaciones (2.17) y (2.18), se encuentra que la variacion de energia es
a1 , (1 -
ot (Zpu +pu)+ [u (Zpu + pu+ )] 0] (2.19)
gue es la ecuacibn de conservacion de la energia.

La primera ley de la termodinamica

En una transformacion termodinamica arbitraria, dejemoé\@uéenote la cantidad neta
del calor absorbido por el sistemdgV la cantidad neta de trabajo realizado por el sistema.
La primera ley de la termodinamica establece que la canfidgdlefinida por

AU = AQ— PAV,

es la misma para todas las transformaciones desde un estado inicial hasta un estado final.
Esto inmediatamente define a la cantithdomo la energia interna. En una transformacion
infinitesimal, la primera ley se reduce a

dU = dQ— PdV. (2.20)

La restriccion de un proceso adiabatico nos permite eliminar el terd@n®efiniendou
como la energia interna por unidad de masa y considerando que para una masa aogstante
dV =myd(1/p) = —my dp/p?, implica que la primera ley de la termodinamica, expresada
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por unidad de masay en el caso sin generacion de entropés se

du © dp. (2.21)

du Pdp Jdu P
ava ¥ (o) w (222

lo cual nos lleva a

Astrofisica

La ecuacion (2.19) toma la siguiente forma para un gas

% <%pu2+pu) +0- [U (%pu2+pu+ P)] =0-f-0-Faa—0-0 (2.23)
Ellado derecho de la ecuacion anterior tiene dos nuevas cantidades: la primera es el vector de
flujo radiativoF.g = [ dv [ dQfil, (A,F) dondel, es la intensidad especifica de la radiacion

en el puntd en la direccioriy las integrales son sobre la frecuengciay el angulo solido.

El termino—0 - Fg da el flujo de energia radiada por unidad de volumen del gas. La segunda
cantidad es el flujo conductivo de cal@, Esta mide el cambio en que los movimientos
aleatorios, principalmente por electrones, transportan energia térmica en el gas. El término
—0-Qfija el exponente d& en la ecuacion de la energia. Sin embargo, en este trabajo no se
consideran estas dos cantidades puesto que se supone que no hay gradientes de temperatura
y ademas que no se toma en cuenta la conduccion.

Flujo viscoso
La ecuacién de movimiento para un fluido viscoso (no relativista) es

p%—L::—DP-i—D-G’, (2.24)

donde el tensor viscosw' tiene las componentés

2
0 =05 =1 (Ui,J +05i— 30 Uk,k) : (2.26)

3La notacioru; j representa la derivada con respecig,&s decir,

Ui,j = (2.25)

ax
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Note que en la ecuacion anterior se desprecio la viscodigladlIto, suponiendo que el fluido
es incompresible. Cuandd = 0 es simplemente la ecuacion de Euler [véase (2.5)].

Para encontrar la tasa a la cual el fluido es calentado por la disipacion viscosa, considere
la tasa de cambio de la energia por unidad de masa del fluido,

d /1, L dU du
a<§u -l-u)_u-a—i—a. (2.27)

Agui u es la energia interna por unidad de masduydt esta dado por la primera ley de la
termodinamica [véase ecuacion (2.21)]. Usando la ecuacion (2.240paday la ecuacion
de continuidad (2.4) pamdp/dt, entonces

d 1 2 o 1_,\ 1—» / P = dS
&(Eu —l—u) = —pu-DP-i—pu-(D-a)—pD-U-l—Tdt (2.28)
1 — — - 1
— _ED.(pU_G/_U)-st—EUi’J-UH. (2.29)

Aquises la entropia (véase apéndice D) por unidad de masssyla temperatura. El termino

de la divergencia en el lado derecho de la ecuacion anterior, es el trabajo realizado en una
unidad de masa del fluido; si integramos sobre la masa de un elemento del fluido en un
volumenV, obtenemos que

/%D-(PU—G’-U)pdV = /(PU——G’-U)-dA

donde
f=PA—o f (2.30)

es la fuerza externa por unidad de area actuando sobre una superficie con vector normal
unitarion, y A es el area de dicha superficie. Como los dos tltimos términos de la ecuacion
(2.29) estan asociados con el calor interno, estos estan exactamente bien balanceados,

: /
pTs = Ui,j Gij,

1
= 5 (Uij+uii) i,

1(0; 2 ,
= E(F_'—C_%djuk’k) Oij»
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pero comag;; es simétrico y su traza @,#J &'} = 0. Encontramos que

a0y
Tg— . 2.31
pTs="0, 231)

Esta ecuacion muestra que el incremento de entropia depende del cuadrado del gradiente de
la velocidad [ver ecuacion (2.26)].

2.1.4. Ecuadbn de estado

El movimiento de un fluido esta descrito por las ecuaciones (2.4), (2.8) y (2.23). Nbotese
que se tienen cuatro variables termodinamicas desconopiddsuy T. Se puede relacionar
a las variables termodinamicas bajo la suposiciordilibrio termodiamicd’. Se puede
describir el estado de una sustancia en equilibrio termodinamico por medio de dos variables
termodinamicas.

La ecuacbn de estad@s una relacion funcional entre los parametros termodinaficos
para un sistema en equilibrio. BjV y T son los parametros termodinamicos de un sistema,
la ecuacion de estado toma la forma

f(P7V7T> =0, (2.32)

la cual reduce el nUumero de variables independientes del sistema de tres a dos. Laffuncion
debe ser dada como parte de las especificaciones del sistema. Existen distintas ecuaciones de
estado en la literatura para distintos problemas; como por ejemplo:

Gas ldeal o Gas Perfecto

El gas perfecto es una importante idealizacion de un sistema termodinamico. Experimen-
talmente todos los gases tienen un comportamiento universal cuando estos estan diluidos. Los
parametros para un gas idealizado son: preBjamlumenV, temperaturd y el nUmero de
moléculasN. La ecuacion de estado esta dado por la ley de Boyle

PV
N = constante (para temperatura constante). (2.33)

El valor de esta constante depende de la escala experimental de la temperatura usada.

4El equilibrio termodinamico prevalece cuando el estado termodinamico de un sistema no cambia con el
tiempo.

5Los parametros termodinamicos son cantidades macroscopicas asociadas con el sistema, como son la pre-
sionP, el volumenV, la temperaturd y el campo magnético. Estas son definidas experimentalmente.
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La ecuacion de estado de un gas ideal define una escala deatunpela temperatura
del gas ideal :
PV = NKT (2.34)

donde
k=1.38x 10 erg/K,

es la constante de Boltzmann. La escala de temperatura que resulta de las mediciones expe-
rimentales es la escala Kelvin (K). Una forma equivalente de la ecuacion de estado de un gas
ideal es

PV =nRT, (2.35)

donden es el nUmero de moles del gaRs la constante universal de los gases,
R=18.31510 erg/ K.

Su valor se sigue de la constante de Boltzmann y del nimero de Avoga?e® (610°3
atomogmol).

Politropos

Existen dos procesos en los que se puede usar la ecuacion politrbpica como ecuacion
de estado: (1) cuando la transformacion de un sistema termodinamico experimenta un pro-
ceso adiabatico idealQ = 0 (es decir, no hay transferencia de calor con sus alrededores),
usando la primera ley de la termodinamica [ecuacion (2.22)] llegamosR gu€pY donde
y =Cv/Cp, K es una constant€, es la capacidad calorifica a volumen constari@e gs la
capacidad calorifica a presion constante (véase el apéndice D). Notese que para este caso la
entropia del sistema permanece constante. (2) Cuando se tiene un gas degenerado de fermio-
nes al — 0, es posible usar a esta ecuacibn como una ecuacion de estado verdadera, es decir,
sin necesidad de suponer que el gas experimente un proceso en especifico, por ejemplo, un
proceso abiabatico. Entonces la ecuacion de estado se puede escribir de la misma manera que
se mencion6 anteriormente

P=KpY, (2.36)

conK siendo una funcién de la entropianel indice adiabatico. En el limite de electrones
no relativistasy = 5/3 y en el limite de electrones ultra relativistgss 4/3.
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2.2. Numgerica

2.2.1. Hidrodinamica lagrangiana

En contraste con los métodos basados en mallas (eulerianos), el método de “Hidrodinami-
ca de Particulas Suavizadas” (SPH por sus siglas en Inglés) es puramente lagrangiano. En la
descripcion euleriana, las derivadas son calculadas en un punto fijo del espacio, mientras, que
en la descripcion lagrangiana éstas siguen el movimiento del fluido. Las derivadas tempora-
les lagrangianas (o susbstancialel)lt, estan relacionadas con las derivadas temporales
eulerianasg /dt, por [generalizando la ecuacion (2.6)]

d dx o J 0
a:aﬁ‘FE:U-Dﬁ-E. (237)

Aplicando el operador antes mencionado a la ecuacion de continuidad [ecuacion (2.4)],

do op
‘i—f _ G.Op+0(p0) =0,

perol- (pU) = p0- U+ U - Op, entonces encontramos que la forma lagrangiana de la ecua-
cion de continuidad es
dp

hulad 0-d=0. 2.
dt+p U=0 (2.38)

La ecuacion de conservacion de momento para un fluido no viscoso, se lee en la forma la-
grangiana [véase la ecuacion (2.5)]

b 0OP .
a:—?—i—f, (2.39)

esto es, que fuerzas como la gravedad y el campo magnético estan en la dantieldtliido
es acelerado por gradientes de pre$toha ecuacion de la energia se obtiene directamente
de la primera ley de la termodinamica (adiabatica), Ec. (2.22), junto con Ec. (2.38)
du Pd P_ .
S22 o (2.40)
dt p-dt p
El conjunto de ecuaciones (2.38), (2.39) y (2.40) deben ser cerradas por una ecuacion de es-
tado que relacione las cantidades como la pre$tpa,la velocidad del sonidag, a una va-
riable macroscépica como la densidad o temperatura. Puede ser tan simple como un politropo
en ciertos casos.
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2.2.2. Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH)

I ntroduccion

SPH fue inventado para simular fenomenos astrofisicos no-axisimétricos (Lucy 1977,
Gingold & Monaghan 1977). El método de SPH es un método particular. En contraste con
el método de la particula en celda [The Particle in Cell Method (PIC)], SPH no necesita
una malla para calcular las derivadas espaciales. En vez de esto, éstas son encontradas por
diferenciacion analitica de la ecuacion de interpolacion (ver mas adelante). Las ecuaciones
de momento y la energia se convierten en un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias
gue son mas comprensibles en la mecanica y la termodinamica. Por ejemplo, el gradiente de
presion llega a ser una fuerza entre un par de particulas.

Fundamentos

El método SPH utiliza como principal herramienta el método de interpolacién, el cual
permite expresar cualquier funcién en términos de un conjunto de puntos desordenados - las
particulas.

La integral de interpolacion para cualquier funci(m) esta definida como

A7) = / :x’ AP )W(F =7, h)dP, (2.41)

dondéeW es el kernel de interpolacion, el cual tiene 2 propiedades:

/ W e =1, (2.42)
y
ImW(r ', h) = 3(r ). (2.43)

Aqui h representa la longitud de interpolacion y ademas es la variable que da la resolucion
espacial de los calculos.

Para un trabajo numeérico la integral de interpolacion puede ser aproximada con una suma
de interpolacion

As(f') = % %@W(?— ?b, h), (2.44)
Pob
donde el indicé en la suma denota la etiqueta de la particula, y la suma es sobre todas las
particulas. La particulatiene masam, posicionry,, densidagy, y velocidaddy,. El valor de
cualquier cantidad enrty, es denotado pok,.
El punto esencial es que podemos construir una interpolacion diferencial de una funcion



42 2.2. Numérica

con su valor en esa particula (puntos de interpolaciomjdesan kernel que sea diferenciable.
Derivadas de esta interpolacion pueden ser obtenidas por diferenciacion, no hay necesidad de
usar diferencias finitas ni una malla. Por ejemplo, si querdifogodemos usar

Ao

OA= POW(F -y, h), 2.45
%mbpb (F—Tb,h) (2.45)

aungue si queremos tener mas precision habra que escribir la interpolacion de la siguiente
manera

O(pA) = pOA+AOp
pUOA = [O(pA) —Alp.

Como veremos mas adelante, en particular para el caso del gradiente de presion, se usara una
forma simetrizada.

Gingold & Monaghan (1977) usaron un kernel gaussiano para sus calculos,

1 2 /12
W(F,h)= ——e " /" 2.46
() == (2.46)
este es usado como ejemplo porque cudmde 0 se comporta como una funcion delta de
Dirac. Si uno quiere encontrar un significado fisico de una ecuacibn de SPH, es siempre
mejor suponer que el kernel es una gaussiano. Esta es la primera regla de oro del método.

El error en la aproximacion de la ecuacion 2.41 por la ecuacion 2.44 depende del desorden
de las particulas. Es importante notar que aunque la suma es formalmente sobre todas las
particulas, sblo una pequeia parte de ellas contribuyen pdvgpeede ser escogido de
manera que caiga rapidamente p&rary| > h.

La densidad puede ser aproximada por
= %mOW(F’—F’b,h). (2.47)

Otro ejemplo es
%—Ub OW(T —Tp, h), (2.48)

pero, para este caso es mejor recordar la segunda regla de oro del método SPH, que es rees-
cribir las ecuaciones con la densidad ubicada dentro de los operadores. Para el caso anterior
podemos escribir

0-0=[0-(pv)—-0-0p]/p, (2.49)
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y entonces podemos ahora encontrar la divergencia de uneutaatde la siguiente manera

Aqui se tomo la derivada con respecto a las coordenadas de la paaticula

Recuérdese que la vorticidad se define matematicamente como el rotacional de la veloci-
dad y la vorticidad es estimada de la misma manera por,

Pa() x Ua) = %mo‘_jab X HaWhap (2.51)

Tomando el kernel gaussiano, encontramos que la contribucion de la pabvtecldavortici-
dad de la particula es proporcional al momento angular relativo por unidad de masa de las
dos particulas. Aqui la notacion &, = W (Fa — Fy, h) y Uap = Ua — Up.

2.2.3. Discretizadbn

Ecuacion de continuidad

La ecuacion de continuidad puede ser remplazada también por una interpolacion
Pa = % mMyWhp (2.52)

0 por
d —
% = %mouab' UaWab (2.53)
En algunos problemas de acrecion puede ser util tratar la acrecion hacia un cuerpo como
la pérdida de masa hacia un pozo [Anetal.(1987)]. En ese caso la ecuacion de continuidad
es
dp

4= —p0-0— (1), (2.54)

dondef (') es, por ejemplo, una funcion continua que es cero fuera de una esfera que rodea al
origen. Si suponemos gurees constante en espacio y tiempo, podemos escribir la ecuacion
de continuidad como

dpa . fb
— = Uap - OaWap — —W, 2.55
dt %n‘b ab " LlaVVab %m:)pb lab ( )
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Si ahora permitimos que la masa varie con el tiempo, entonces

dpa d
o %dt(mbWab)

drrb —
= % <WabW +MpUap- DaWab)
Substituyendo el resultado anterior con la ecuacion de continuidad para el pozo, encontramos

que
amy _ 4
dt - b,

lo cual muestra que, en SPH, un pozo es interpretado como una region en donde las particulas
pierden masa. Este tratamiento del pozo es mas suave que simplemente eliminar particulas
dentro de una esfera que rodea al hoyo.

(2.56)

Ecuacibn de momento

Uno puede ahora discretizar la ecuacion del momento o ecuacion de Euler (sin fuerzas de
cuerpo) y obtener que .
% - —é % %%Dawab. (2.57)
Esta forma resuelve la ecuacion de Euler numéricamente, pero no conserva el momento. Para
ver esto, se considera la fuerza que ejerce la particsibdore laa,

L d6a> ma My
= (Mm—2 | = —-—2R,0aWhp, 2.58
Foa (ma at /), 0a Pbpb aVVab ( )
y similarmente la fuerza deejercida sobré
S dUb) My My My My
Fop = — | =———PR0 = — —PaUaWap. 2.59
ab < dt . Db Pa aUpWha 0a Pb allaVVab ( )

Ya que en generd, # B, entonces la ecuacion de momento no esta por completo determi-
nada por la tercera ley de Newton (accion igual a reaccion) por construccion y entonces el
momento no se conserfa.

En este caso seria mejor simetrizar el termino de gradiente de presion reescribiendo

6En la ecuacion anterior se uso que

17} OWyp, O ap OWip O ap 0
O:Wap = —Wap = = — = ——Wap = —[Wsh. 2
atab = 5 T Gy OTa Ot 0Ty 0T e bWab (2.60)

En dondedr /0T, = —0rpa/ 0.
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OP/p,
OP P P
—=U(=)+=0 2.61
p <p) p2 P (2.61)
Entonces para la particudatenemos que
OP
(F)a = Z:;:)Dawab‘i‘ % PbDaWab

a
% p& pz)
Entonces la ecuacion de momento para la parti@skapuede escribir como
%mb < >+ — ) OaWap (2.62)

aquid/dt denota una derivada lagrangiana.

Ecuacion de la conservadn de enerda

La ecuacion para el cambio de la energia térmica por unidad de masa

du P .
=" (5) 00 (2.63)

puede ser escrita para una partiaén la forma

dug P.
ot = ( a) %mouab UaWap. (2.64)

D-(EU):<E)D-D+D~D<E), (2.65)
p p p

y entonces podemos escribir al cambio de energia térmica por unidad de masa como

du P_ _ P
a_—D(EU)JFU-D(E). (2.66)

Esta ecuacion se puede escribir como

Podemos ver que

-y ——Up- UaWhp+ Ua- E%Dawaba

dua my R - my By
dt Pb Pb %



46 2.2. Numérica

y por lo tanto la ecuacion de la energia térmica para urtecpbra se puede escribir como

dua _ R -
dat %mapg Uapb - UaWhp. (2.67)

Si combinamos la ecuacion (2.64) con la ecuacion (2.67), encontramos que

dua . 1 B P -
W = Zgrno (pg + pg) Vab - DaWab, (268)

gue tiene el mismo factor simétrico que la ecuacion (2.62). Es una caracteristica de SPH que
los terminos del gradiente puedan ser escritos de muchas formas.

Kernel

En el presente trabajo se uso el kernel propuesto por Monaghan y Lattanzio (1985); cuan-
do el sistema tiene simetria azimutal, tenemos que

1-3v2/24+37/4; 0<v<1
(2—Vv)3/4; 1<v<2 (2.69)
0 V> 2,

W(r, h) — W

dondev=r/h, y r es la coordenada radial.



Capitulo 3

Discos de acre@n

3.1. Importancia de la rotacion

La manera en la cual cae un gas hacia un agujero negro puede ocurrir de diversas formas.
Existen dos clases de soluciones de gran importancia en problemas de acrecitacren la
cion esérica o acrecbn de Bondse considera un agujero negro en reposo sumergido dentro
de un gas de extension infinita y con temperaflirda acrecbon de discoocurre sobre un
plano debido a que el gas posee un momento angular inicial considerable.

3.1.1. Acrecon de Bondi

Considere un objeto condensado (como una estrella 0 un agujero negro) que se encuentra
inmerso dentro de una nube de gas mucho mas grande que el objeto condensado. De esta
manera, el objeto “central’” puede aproximarse mediante un punto, que por comodidad se
pondra en el origen de las coordenadas. Suponga que la gravedad propia del gas es despre-
ciable en comparacion con la gravedad que ejerce el objeto central sobre cualquier particula
de fluido en la nube. Suponiendo que el gas en la nube ha alcanzado un estado estacionario
(0/0t = 0) y este mismo obedece una relacion politrépica y usando coordenadas esféricas
(r, 8, @), entonces las variables son independiente® e por simetria esférica, y las velo-
cidades del gas solo tienen una componente raglial v. Esta se toma negativa, ya que se
quiere considerar la caida del materialy O corresponderia a un viento estelar. Por lo tanto,
la ecuacion de continuidad (2.4) se redute a

1

d
= (r’pu) =0. (3.1)

Para la espresion siguiente se usa la divergencia de un vector en coordenadas esféricas.

a7
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La ecuacion anterior puede ser integrada resultafdo = cte Como—uvp es el flujo in-
terno del material, la constante anterior debe estar relacionada con la tasa de adrecion
(constante); la relacion es

—4mrlpu =M. (3.2)

En la ecuacion de Euler la Gnica contribucion a las fuerzas extefnas, la gravedad, y
ésta sblo tiene la componente radial,
GMp

fr=—"5 (3.3)

entonces (2.8) se reescribe como

do 1dP GM

Como tenemos dos ecuaciones con tres incognitas, podemos cerrar el sistema con la ecuacion
politropica (2.36). Esto nos permite tratar la acrecion adiabgticed(/ 3) e isotérmicay=1)

con la misma ecuacion variando Podemos integrar la ecuacion (3.4) con ayuda de las
ecuaciones (2.36) y (3.1). Primero, podemos escribir

dP dPdp  ,dp

a_dpa_csdr'

Donde definimos a3 = dP/dp como la velocidad del sonido. Utilizando la ecuacion (3.1),

obtenemos que
ldp 1 d(ur?)

pdr  ur2 dr

Entonces la ecuacion (3.4) se puede escribir como

duo ¢ d(ur®) GM

dr ot dr Tz =0 (3:5)
Podemos usar ( 2)
d(v du
ar ~Yar

para escribir la ecuacion (3.5) como

1d(v?) ¢ d(u?) 2¢ GM

2 dr  2v2 dr rr2 0
1, &\dw9) _  GM 2
2 v2) dr r2 r’

2En este problema se ha usado el potencial newtoniano, que se definira en el siguiente capitulo.
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Entonces podemos escribir la ecuacion (3.5) como
2 2
1 1_§ d(v?) _ GM/(, 2cr) (3.6)
2 v2) dr r2 GM

Notese queZ es en general una funcion deEl analisis de la ecuacion se puede hacer
bajo ciertas suposiciones. Primero, a distancias lejos de la estrella el fact@d@r /GM)]
debe ser negativo. Esto quiere decir que payende el lado derecho de la ecuacion (3.6) es
positivo. Sobre el lado izquierdo, el factfu?) /dr debe ser negativo, ya que se quiere que
el gas lejos de la estrella esté en reposo, y que se acelere conforme se aproxima a la estrella
conr decreciendo. Estos dos requerimiento son compatibles siy solo si grmade el flujo
del gas esub®nicaq es decir,

v2<c2 parar grande

Conforme el gas se aproxima a la estrelldecrece y el factor [1 (2¢2r /GM)] debe incre-
mentarse. Este eventualmente llegara a ser cero, a menos que algo caliente al gas suficiente-
mente para queZ sea incrementado. Pero esto es improbable, ya que el factor alcanza el cero

en el radio dado por
GM

re=—5—. 3.7
*~ 22(ry &7
Este radio es llamado plunto $nicg, que es el punto al cual el gas cambia de ser subsonico
a ser supersonico o viceversa. Entonces por lo mencionado anteriormentegaral flujo

debe sesuper$nicocerca de la estrella, es decir,
2. 2
V- >cS parar cercana (3.8)

La consecuencia directa es que si rs el lado izquierdo de la ecuacion (3.6) debe desapa-
recer; esto requiere que

2= o d(v®) _, (3.9)

Todas las soluciones para la ecuacion (3.6) pueden ser clasificadas por el comportamiento
ders. Podemos ver que existen seis familias de soluciones si grafiaafiggc3(r) contra
r/rs (véase la figura 3.1).

La condicion de punto sonico nos lleva a relacionar la tasa de actécim las condi-
ciones en infinito. Podemos integrar la ecuacion (3.4) usando el hecho de que la Presion
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2
s

v2/c

r/r,

Figura 3.1: Gréafica para un gas adiabatico esféericamente simétrico en un campo gravitacional de una
estrella. Para < 0, las soluciones son flujos de acrecion, mientras quepar® éstas
son vientos o “brisas”. En este cage- 4/3. Las lineas gruesas son las llamadas solucio-
nestransbnicas ya que son una transicion entre el flujo sub- y supersoniog;eg es
conocido como el punto sénico para estas soluciones. Las lineas punteadas representan
el flujo sub- y supersobnico en cualquier punto. Las lineas discontinuas no cubren todo el
rango err y son bi-valuadas en el sentido en que hay dos soluciones posibles?pema
r. Se excluyen estas por lo antes mencionado, sin embargo podrian representar partes de
una solucion si existen choques en el gas.
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depende sblo de [véase la ecuacion (2.36)],

PerocZ = yP/p, y obtenemos lintegral de Bernoulti

2 y-1 r

cte. (3.11)

Nuestra solucion fisica en infinito, nos dice qué— 0 conformer — o, entonces la
constante debe sef()/(y— 1), dondecs(«) es la velocidad del sonido en el gas lejos de la
estrella. El punto sbnico nos relaciotgo) conc(rs), ya que que en éste?(rs) = c3(rs),
GM/rs = 2¢2(rs) y la integral de Bernoulli da

1 1 2 (oo
ci(rs) (§+—y_1—2) = ;(_1) (3.12)
o]
5\ 12
et =) (525 ) - (3.13)
Usandoci = yP/p = Kyp¥~1, entonces
2/(y-1)
G
p= Ky VD (3.14)

y ahora aplicando el resultado para la condicion en infinito y combinandolo con el punto
sbnico, encontramos que

2/(y=1)
cs(r
p(rs) = p() [ ngmi] : (3.15)
Ahora se puede obtenkt de (3.1)
M = 4mrpu = 4rr?p(rs)cs(rs), (3.16)

sustituyend@(rs) y cs(rs) por las ecuaciones (3.15) y (3.13), respectivamente, encontramos

M = n1G2M?

o (5-3y)/2(y-1)
pU[Z} e (3.17)

c3(e0) [5-3y

Valores razonables para el medio interestelanmes) = 10724 gr cn 3, cs(0) =10 Km st
para una temperatura dgo) = 10* K con una masa solar y = 4/3. Entonces se puede
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expresar la ecuacion anterior como

M 10024 grcm3| |10Km s

M = 1.55 x 10" (ﬂ)zl p(e) } [ Cs() ] grs L. (3.18)

Para un agujero negro de una masa solar encontramds,gue 3.5 x 1031 erg s'1; en
una distancia tipica de 1 kpc esto da un flujo demasiado bajo para ser detectado.

Cuando el gas en la nube infinita de gas -la cual proporciona la acrecion de Bondi- posée
una pequeia rotacion, entonces las lineas de corriente que caen hacia el agujero negro resul-
tan no ser lineas radiales. De hecho cuando la nube gira como un cuerpo rigido alrededor de
un eje que pasa por el centro del agujero, la acrecion se lleva acabo mas o menos en trayec-
torias parabolicas. El foco de la parabola es el agujero y por lo tanto, las lineas de corriente
no terminan en la superficie del agujero como sucede en el caso de la acrecion esférica (la
Gnica excepcion es la linea de corriente que esta en el eje de rotacion pues cualquier particula
de fluido en esta region carece de momento angular). En el plano ortogonal al eje de rotacion
y que intersecta al centro del agujero, las lineas provenientes de “arriba” y “abajo” de este
plano colisionan con su contraparte simétrica que viene del otro lado del plano. Las mejores
simulaciones numeéricas de este fenbmeno muestran que la componente ortogonal de la velo-
cidad a este plano se anula, después de la interaccion mediante la generacion de una onda de
choque producida por la colision. En otras palabras, la energia cinética de las particulas en
la direccion ortogonal al plano se termaliza (se convierte en energia térmica) y se pierde mas
tarde mediante radiacion. Con esto, las particulas de fluido Gnicamente tienen componentes
de velocidad dentro del plano. Debido a que el momento angular de cada particula debe con-
servarse a lo largo de su trayectoria, entonces las particulas de fluido que ahora limitan su
movimiento al plano deben girar alrededor del eje de rotacion. De esta manera se espera que
se produzca un disco de gas que gira alrededor del eje de rotacion de la nube.

Las particulas de gas que giran en un plano, alrededor del agujero negro tienden a hacerlo
en un disco de gas debido a la simetria del problema. A este objeto gaseoso y masivo que
pueder ser autogravitante se le denondiisao de acredn. El gas gira alrededor del agujero
negro de tal forma que comienza a acretarse (caer) hacia el agujero. Esto sucede debido a
gue una viscosidad genera friccion entre las particulas a diversos radios. De esta manera, se
transporta momento angular a las partes mas lejanas del disco a expensas de que las particulas
sean acretadas hacia el centro del disco, donde se encuentra el agujero negro.

Para el caso en el que la dinamica del gas ha alcanzado un estado estaadgaaro)
entonces la masa de gas formara una circunferencia o disco. En el presente trabajo se supone
gue la masa del dischly es mucho menor que la masa del agujero nédye (no auto-
gravitante). Los discos estan descritos en coordenadas cilindrizgs,(y se supone que los
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discos poséen simetria azimutal (las derivadas con respecson iguales a cero).

3.2. Discos delgados

Examinemos cuantitativamente la estructura de las regiones internas de un disco de acre-
cibn newtoniano que orbita alrededor de un agujero negro de MhaSa supone que el gas
es depositado en un disco a una tasa consMnt@creta hacia el agujero negro a la misma
tasa. Se supone que el plano central del disco se encuentra en el plano ecuatorial del agujero
negro, definido coma = 0. Se supone que el disco de acrecion es no auto-gravitante (pro-
poniedo que la masa del disco de acrecibn no sea comparable con la masa del hoyo negro al
que estéa orbitando, es dedy/Man < 1, dondeMgap, es la masa del agujero negrdvl es
la masa del disco) y axisimétrico con el eje de rotacion coincidiendo con el Ejdtujo es
adiabatico, en particular, no hay enfriamiento radiativo local incluido.

En el movimiento circular kepleriano, cada elemento posée momento angular especifico
| (por unidad de masa), donde

| = (GMr)Y2,

Este resultado nos dice que los gradientes de presion son demasiado pequefios comparados
con la fuerza gravitacional y la fuerza centrifuga. Paequefa, cerca del horizonte de
eventos, este valor dees menor que el valor deen el borde exterior del discop. En

estado estacionario la tasa a la cual el momento angular debe ser removido del disco por el
movimiento del gas debe ser

J=MIl(rp) = M (GMrp)¥2.
Definimos al grosor del disco comé® > como la densidad superficial del discoren

h
ZE/ pdz
—h

Definamos a; como la magnitud de la velocidad radial interna del gas< 0), uy la
velocidad circular keplerianaQy la velocidad angular kepleriana, entonces

Entonces podemos escribir

1/2
GM) . (3.19)

Up=rQ=—
o=ru= (%
Si se supone que el disco es delgado, esto tiene que satisfacer que

h(r) <.
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De la ecuacion (2.30) podemos definir a la fuerza viscosa eliréacion @ como la
fuerza que es causada por la friccion de los elementos del fluido adyacentes generados por
una torca que lleva el momento angular hacia afuera. La normal a la superficie que separa a
los elementos del fluido adyacentes en este caso es en la direccion radial, entonces la fuerza
esta dada por

/
fq) = —Ur(p,

y para un disco kepleriano tenemos que

1 v
Olo=0Op =1 <Fur,(,,+ Ugr — T"’) . (3.20)

Usando la ecuacion (3.19), encontramos que

3 3 /GM\Y?

Donden es el coeficiente de viscosidad dinamica (grérs1). Finalmente, se define a
F como el flujo de radiacion emitido desde la cara superior (o inferior) del disco.

En estado estacionario, la estructura del disco esta determinada por las cuatro ecuaciones
de conservacion (de masa, momento angular, energia y momento vertical). Ademas, una ley
de viscosidad parg tiene que ser espeficada, asi como la ley que describe el transporte de
radiacion del centro hacia la superficie.

3.2.1. Estructura radial del disco en estado estacionario

Tomando las suposiciones anteriores, podemos entonces escribir las ecuaciones de con-
servacion para la masa y transporte angular en el disco debido al movimiento radial.

a) Conservacion de la Masa en Reposo. La integracion de la ecuacion para el flujo de masa,
0-(pu) =0, dondep = 2rr%, nos conduce a

M = 2rmrsu, = cte (3.22)

La ecuacion anterior nos dice que la tasa de masa fluyendo hacia el interior de un
cilindro de radia es independiente de

b) Conservacion de Momento Angular. Dejemos dtie= M (GMr)Y? sea la tasa interna de
transporte de momento angular a través del radip el disco debido a gas que entra
al flujo. Dejemos quéd ™~ sea la tasa en el cual el momento angular es consumido por
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el agujero. Debido a que el momento angular especifico degdosen el agujero no
puede exceder el valor déms) en el borde interno del disco, podemos escribir

J™ =M(GMrmeY/2. (3.23)

Aqui rms es la orbita marginalmente estable, que sera definida en el siguiente capitulo.
La conservacion del momento angular requiere que la tasa neta de cambio del momento
angular dentro de sea igual a la torca ejercida por la tension viscosa. Entonces,

torca= (fuerza erg,/area) x (area) x (r) =J" —J- (3.24)

fp(2rm - 2h)r =M [ (GMI)Y/2 - (GMrms)l/z] . (3.25)

Note que la fuerzdy, esta determinada Gnicamente en estado estacionarid povt.

c) Conservacion de la Energia. La entropia esta generada por viscosidad, y de la ecuacion
(2.31), tenemos

. 1g?  (0)? f,0!
QEst:—U—:( o) __To%: (3.26)
2n n n
Usando las ecuaciones (3.21), (3.25) y la anterior escrita, tenemos que
. 3M GM Fms) /2
2hQ= 5= [1— (T) } . (3.27)

Si suponemos que el calor no esta almacenado, y ademas es totalmente radiativo, en-
tonces la ecuacion anterior nos da directamente el flujo integrado emitido desde las
caras de arriba y abajo del discoren

: / /
1 _3_MGM [1_<r:5)12}

(3.28)

La ecuacion anterior nos dice que la distribucion radial del flujo emitido es completa-
mente independiente de la ley de viscosidad, la cual no tenemos que especificar todavia.

La luminosidad del disco es

o0 GMM
L :/ OF x 2mrdr = - (3.29)
'ms

2ms

Esta luminosidad es exactamente la que uno espera de la conservacion de energia. La
energia gravitacional newtoniana por gramorgges Eg = GM/2rns y la energia
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cinética rotacional por gramo extraida del agujerd&gs= 0. Entonces la ecuacion
correcta es = (Eg+ ER)M.

d) Conservacion del momento vertical. Como suponemos que no hay movimiento neto del
gas en la direccion vertical, la conservacion del momento a lo largpstereduce a la
condicion de equilibrio hidrostatico. Igualando la componente de la fuerza gravitacio-
nal del agujero a lo largo d& al gradiente de la presion vertical en el disco,

1dP GM z

- __ T Z<r). 3.30

p dz rZ r ( ) ( )
Reemplazar las diferenciales en la ecuacion anterior por diferencias finitas (que para
este caso, tenemos glAf ~ P y Az~ h) nos conduce a que

1P _GMh

S Bt 31

entonces encontramos que

@ e
k

dondec ~ P/p es la velocidad del sonido en la mitad del disco. Recuérdese que la
velocidad del sonido se define como

BN
Il
QJ‘Q)
AR IY

(3.33)

A la ecuacion (3.32) podemos escribirla como

e (o)

pero como se supuso que el disco es deldgdo< 1, esto implica que

GM 1/2
%«(TJ = Uy,

es decir, para un disco delgado requerimos que la velocidad orbital kepleriana sea alta-
mente supersonica. Esto es claramente una condicion sobre la temperatura del disco y
por lo tanto, en Gltima instancia, sobre el mecanismo de enfriamiento.

e) Ley de Viscosidad (discos). Para que el material del disco pueda caer hacia el agujero
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negro debe perder momento angular. Dado que cada anillo sergrecen rotacion di-
ferencial debido al potencial central, existe un gradiente radial en la velocidad circular.
Esta diferencia de velocidades entre cada anillo contiguo implica que existe friccion
entre el fluido de los anillos, por lo cual el material en un anillo ganaria momento an-
gular mientras que el anillo adyacente perderia momento angular: es decir, existe una
transferencia de momento angular. A esta friccion interna se le Nascasidad y

existe siempre que haya gradientes de velocidad en un fluido.

La fuente de la viscosidad en el disco de acrecion es mas parecida a ser una turbulencia
a pequeia escala en el flujo de la dinamica del gas. El campo magnético, el cual es
arrastrado junto con el plasma, deberia contribuir a la viscosidad. Afortunadamente, el
flujo integrado y la luminosidad total son independientes de la ley de viscosidad. Des-
afortunadamente, la estructura del disco y el espectro de radiacion emitido dependen
de la viscosidad.

Shakura y Sunyaev (1973) construyeron una relacion entre la tension y la viscosidad,
ésta se puede escribir con la viscosidad dinamica de la siguiente manera

n = acsh, (3.34)

dondea es el parametro de viscosidad adimensional, que no puede ser calculado en
detalle, pero que satisface
asl

Modelos construidos usando la ecuacion anterior son llamados dis&asios mode-
los dejan al valor der ser un parametro libre en la estructura del disco. Con los valores
encontrados anteriormente obtenemos,

2

— g5
n= an. (3.35)

En el presente trabajo no se usa ninguna Ley de Viscosidad ya que se supone que el
disco no tiene viscosidad, y por lo tanto se hace un analisis dinamico del disco.

d) Presion. La presion total del material en el disco es la suma de la presion térmica y la
presion de radiacion. Para hidrégeno ionizado esto nos lleva a
2pkT

P(p,T) = M + Prag, (3.36)
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donde, en equilibrio termodinamico loéalenemos que
1 4

Tipicamente, la presion del gas esta dominada por la presion de radiacion, excepto en
regiones externas del disco donde la temperatura es mas baja.

e) Opacidad. Tipicamente, en las regiones exteriores del disco la absorcion libre-libre domi-
na a la dispersion en el enfriamiento; mientras que en las regiones internas la dispersion
domina a la absorcion libre-libre en el calentamiento. La opacidad media de Rosseland
se puede escribir como

~

1 1
Kdis

_|_

(3.38)

Xl =

Vabs.
La absorcion en el disco es térmicamente no relativista o transicion librefibta.
puede ser escrita como

Kabs 2 Ky 2 0.64 % 10°3(p[gr cm 3])(T[K]) /2 cm? gr L.

La mayor fuente de dispersion es la de Thompson, cuya opacidad es

Kais = K1 = 0.4 cn? gr 2.

Solucion

La solucion algebraica para un disco delgado [descrito con los incisos a) al €)] es algo
tediosa, pero ha sido obtenida por Shakura y Sunyaev (1973) y por Novikov y Thorne (1973),
siendo esta Gltima una solucion relativista. Ellos encontraron que para valores fijosde
el disco puede convenientemente dividirse en tres regiones distintas, dependiendo del valor
der. Estas regiones son:

1 Una regibrexternapara grandes, en la cual la presion de radiacion esta dominada por la
presion del gas y la opacidad esta controlada por absorcion libre - libre.

2 Una regibrmediapara pequefas en la cual la presion de radiacion esta dominada por la
presion del gas y la opacidad se debe principalmente a la dispersion de electrones.

3Suponga que todos los niveles de poblacion de los grados de libertad internos y externos que pueden con-
tribuir a la radiacion electromagnética estan caracterizados por sus valores termodinamicos en una temperatura
comunT. En esta situacion, la materia se dice que estécgiilibrio termodiramico local(ETL). La suposi-
cion de ETL difiere de ET (equilibrio termodinamico completo) en que el campo de radiacion no necesita ser
planckiano a la misma.
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3 Una regibninterna para muy pequefas en donde la presion de radiacion domina y la
dispersibn domina a la absorcion en la opacidad, esto es porque la temperatura es mayor
en la region interna que en la externa.

La solucion del disco dada por Shakura y Sunyaev, suponiendo que no hay presion de
radiacion (es decir, para las regiones 1y 2) es

> = 520 45M/Pm R 4145 gr em 2,
= 17><1081;1*1/10I\'/I3/20 *3/8 9/81:3/50m
p = 31x10 8077/10M11/20 5/8 15/8f11/5
T = Lax10a YSm3L 1/4 3/4f6/5K
n = 18x10Ma*M¥0m 3/4f6/50mzs :

o = 27x10%a? M m YR 4145 cm s !

-3
grcm °,

con
1/4

Y

- R

R
Rio =
10 100 cm
LM
Ve
: M
M _—
16 10 gr cm3

En la solucion anterior se supone que el disco es 6pticamente grueso, es geghk es
> 1, esto quiere decir que el campo de radiacion es localmente muy parecido a un cuerpo
negro.

Note que el parametro desconocidao introduce en las expresiones antes escritas un
alto orden de magnitud. Lo que significa que las cantidades no son particularmente sensibles
al valor dea. También, podemos ver que

h/r = 1.7 x 10 2aY/10M32°m¥/ 3Ry 8 £3/5

entonces el disco es delgado como se mencion6 anteriormente. La velocidad ragial es
0.3 km s! que es altamente subsénicg £ 10 km s1) mientras que la velocidad circular
keplerianavy ~ 1000 km s es muy supersonica.
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3.3. Discos gruesos

En la seccion anterior se supuso que el disco era delgado, eddeeir,1. Pero, ¢ qué pa-
sa cuando el disco no cumple esta condicion? Suponga que el calor es generado a una tasa
de Q™ (r) por la fuerza viscosa, y removido por pérdida radiativa en unaQ&$eEn estado
estacionario, el balance total de cal@r, = Q9 es mantenido. El flujo advectivo de calor,
Q2% causado por el flujo de acrecion de materia, esta siempre presente. Sin embargo, este
flujo es despreciable para discos delgados, ya que el flujo advectivo es del orden de

adv h ? +
QW ~ (F) Q. (3.39)

El enfriamiento advectivo es importante en situaciones en lahiqueo es pequefo. Para

el caso en qué(r) ~ r, la estructura del disco de acrecion cambia significativamente. En
este caso el disco es llamadisco gruesoEl interés actual en la teoria de la estructura,
evolucion y estabilidad de los discos gruesos es debido a la posibilidad de que éstos podrian
explicar las fuentes luminosas en las radio-galaxias. Estos pueden ocurrir durante las etapas
tempranas de formacion estelar. Los discos gruesos pueden ser formados en sistemas que
contienen objetos compactos, como agujeros negros o estrellas de neutrones. Estos pueden
ser formados en diferentes escenarios gobernados por fuerzas gravitacionales. Por ejemplo:
1) colapso gravitacional de estrellas masivas rotando, 2) el choque de dos objetos compactos
(como estrellas de neutrones o enanas blancas) o 3) el fenomeno de acrecion asociado con
estrellas binarias de rayos X de baja masa (LMXBs por sus siglas en inglés).

Una vez que el disco esta formado, uno se pregunta: ¢ Es el disco dinamicamente estable?
Para responder a la pregunta anterior, necesitamos considerar la viscosidad, la auto-gravedad,
el campo magnético y la distribucion de momento angular del material dentro del disco.

Para el presente trabajo no se incluye la viscosidad ni el campo magnético del disco,
ademas se supone que el disco de acrecibn es no auto-gravitante (proponiedo que la masa
del disco de acrecion no sea comparable con la masa del hoyo negro al que esta 6rbitando,
es decirMy/Man < 1, dondeMy;, es la masa del agujero negrdMy es la masa del disco)

y axisimétrico con el eje de rotacion coincidiendo con elzjet flujo es adiabatico, en
particular, no hay enfriamiento radiativo local incluido. Se describe el campo gravitacional
del hoyo negro en términos de la hidrodinamica clasica (véase el capitulo 2).

Las ecuacionéjue describen el problema consisten en:

4Ecuaciones escritas en coordenadas cilindricasy).
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(i) la ecuacibn de continuidad [véase (2.4)],

0 0
2 (rou) +

0
at r ar _(pUZ) - 07 (340)

0z

(i) las ecuaciones de movimiento [basicamente la ecuacion de Euler (2.7) mas la fuerza
gravitacional del hoyo, la fuerza centrifuga y la viscosidad como fuerzas externas.],

d 10 o, 0 9P 9o |2
E(P )—i_FE( pU; )+0—2(PUrUz) = ~%r P tPETE (3.41)
F 10 o P 9D
E(PUZ)JFFE(VPUzUr)JFa—Z(PUz) = —5 Pt (3.42)
7] 19 7]
ot (p|> ar (rplUr) +0_Z(pIUZ) - rq(P7 (343)

(iii) la ecuacion de la energia [s6lo tomando la densidad de energia interna; véase la ecuacion
(2.23)],

0 19 J ~
57 (PY) + — oo (rpuur) + ——(puuz) = —PL- U +Q, (3.44)
(iv) y la ecuacion de estado [usando la ecuacion (2.36) y (2.21)],

P=(y—1)pu. (3.45)

Aqui g = (or, 0z, dy) €s la fuerza visco8aQ es la funcion de disipacion de cdlor es el
momento angular especifico (por unidad de mash)eg el potencial gravitaciorfal

La fuerza viscosa y la funcion de disipacion en coordenadas cilindricas pueden ser expre-

sadas como
14 do’, O,
o = T rop)+— - (3.46)
10 Lo
g: = Fﬁ(raér%“a—zzza (3-47)
_ 10 / 00(/PZ GVI(P

SEn el presente trabajo no se toma en cuenta esta cantidad, ya que se quiere estudiar los efectos dinamicos
del sistema.

Spara las simulaciones realizadas, se supone que no hay disipacion de calor en el disco, por lo que esta
cantidad no es tomada en cuenta.

"Veremos mas adelante la definicion formakele
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Donde
ouy 2 . au .
Gr’r—Zna—rr—é u-o, 07, =2 a—zz_:_?, 0-o,
vy 2 _ Ju, Ju
Ur’pco—Zn—r—énﬂ v, Op, = Oy, n(d—rz 0—;)’

!/ !/ a | A r a I
ar(p—a(pr—r’ra r_2 ) UZ(p—a(pz—r’d_Z F )
son las componentes del tensor de tensiones de la viscosidad. Ademas,

. 10 ou,
S O= et

La viscosidad se puede modelar con la ecuacion (3.34).

3.3.1. Toro eshtico rotando

Equilibrio

En este trabajo se usa un toro estatico rotando como condicion inicial para los calculos

dependientes del tiempo. Un toro estatico esta descrito por las ecuaciones (3.40)-(3.45) con
las derivadas temporales y todos los terminos disipativos iguales a cero. Entonces la ecuacion

de Euler se puede escribir como

1 |2
0P = —0Od -+ 0. (3.49)
P r

La condicion de von Zeipel (véase [6]) establece que para un fluido baroti®picB(u),
tanto la velocidad angular como el momento angular son constantes sobre los cifingtros,

Q(R), | =1(R), conR = rsenf siendo la distancia del eje de rotacion. La ecuacion (3.49)

puede ser escrita para la componente radial de la siguiente manera

1dP do |2

pdr ~ dr @
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Utilizando la ecuacién (2.36)) tenemos,

_,dp do 12
V 2_ —_— p—
vKe dr + dr r3 0

Integrando la ecuacion desde infinito hast@nemos

VK y—1 /r|2(r/> I
—y—lp + o e dr' = cte

Note que la constante de integracion tiene unidades de energia por unidad de masa. Podemos
decir que la constante es el valor inicial del potencial efecthg entonces

y P /mlz(r/) ro_
—y_lp+q>+ B dr’ = Wp.

De modo que

y P _
ﬁﬁ-i—W(r,z) = Wp. (3.50)

DondeW(r,z) es el potencial efectivo definido como

| 2

(,;/) ar'. (3.51)

W(r,z) = ®(r,2) +/r0° .

Agui @(r,z) es el potencial gravitacional que ejerce una masa puntual (para este trabajo un
agujero negro) hacia cada particula del disco de acrecion; esta cantidad se definira en el
siguiente capitulo. La cantida¢r) es el momento angular del disco de acrecion por unidad

de masa, que sera definida en el capitulo 5.

Densidad

La densidad del toro dependienterdg z puede ser escrita con la ayuda de la ecuacion
(2.36) de la siguiente manera

(2= | () Mo-wir) (V2] e (3.52)

Para el presente trabajo, se define a la cantidaen el plano ecuatorial como

Wo = fW(ro,0). (3.53)
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Aqui, rg es el centro de disco (se fijara mas adelantd) gs el factor de llenado para el
potencial efectivo. La cantidafl toma valores entre 0 y 1. Pafa= 1 hay una cantidad
infinitesimal de gas en el fondo del pozomny conformef se hace menor el pozo se va
llenando cada vez mas.



Capitulo 4

Potenciales gravitacionales

4.1. Potencial de Newton

La ley de la gravitacion de Newton dice que la fuerza cerfigaffuerza atractivd) es
directamente proporcional al producto de las dos masas e inversamente proporcional al cua-
drado de la distancia entre ellas:

Fr=-G—. (4.2)

La letraG representa l@onstante de la gravitadn, una de las constantes naturales de la
naturaleza. El potencial gravitacional se puede definir como

o

Entonces podemos encontrar el potencial gravitacional integrando la ecuacion &nfwior

lo tanto podemos escribir al potencial gravitacional de la manera siguiente (por unidad de

masa)
GM

(4.4)

LAquiR = V/r2 4 2 es la coordenada radial en coordenadas esféricas. En esta seccion se usan las coordena-
das cilindricas para describir el movimiento de una particula de prueba alrededor del la masa central.
2Para integrar la ecuacion, usualmente se escribe
00
o= f/ FrdR. 4.3)
R

ya que es la fuerza que siente un particula de prueba cayendo desde infinito hasta la masa central.
3Se supone que la masa es infinitamente pequefia comparada con la masa del agujero negro.

65
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Con la ecuacion (3.51) obtenemos el potencial efectivoidebdle acrecion:

GM ©2(r")
W(r, Z) = _\/Tﬁ +/r err/. (45)

W(r)

Figura 4.1: La curva punteada superior corresponde al potencial repulsivo centrifugo, mientras que la
inferior corresponde al potencial gravitacional. La curva so6lida es la suma de éstas.

Si el momento angular permanece constante, obtenemos que

GM 12
W(rz)= ——— 4.

El potencial centrifugo (segundo término del lado derecho de la ecuacion anterior, que sera de-
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finido mas adelante mediante la definicion del momento angspecifico) es siempre re-
pulsivo mientras que el potencial gravitacional es siempre atractivo. Una grafica del potencial
efectivo (en el plano ecuatorial) se puede ver en la figura 4.11 Pa@ael potencial efectivo

tiene el siguiente comportamiento:

la curva solo tiene un minimo en el pumtp=12/GM y el valor minimo del potencial efecti-

Vo esWpin = —G°M?/(21?). La parte positiva del potencial efectivo se conoce como barrera
centrifuga, esta barrera no existira piara0. Analicemos las cuatro posibles energias tipicas:
E1l, E2, E3 y E4, que representan diversas condiciones iniciales y movimientos cualitativa-
mente diferentes.

i W= EL. Cuando las condiciones iniciales sean tales que la constante de enekfia-d&a
la particula ficticia de magano puede acercarse al centro de fuerzas mas aflade;
ary se le llama el punto de retorno. B r1 la velocidad radial seria imaginaria
(fisicamente no aceptable), en=r1 la velocidad radial es nula= 0. La particula
puede alejarse del centro de fuerza sin limite, produciendo un movimiento no acotado
o no ligado, la particula no es atrapada por el campo gravitacional, la orbita es abierta
y la particula no regresa hacia el centro de fuerzas. En este caso la particula sigue una
orbita hiperbolica.

i W= E2=0. En este caso la particula llega desde infinito con energia cinética nula. La
orbita es parabdlica.

il W=E3< 0. En esta condicion el sistema esta ligado, la posicion relativask acotada
porrz <r <rg4, lOS puntog3y r4 se llaman puntos apsidales. La Orbita es cerrada, es
una elipse y los puntos apsidalgs/ r4 se convierten en el perigeo (perihelio, es decir,
mas cerca del Sol) y apogeo (afehelio, es decir, mas lejos del Sol), respectivamente,
para el caso de la Orbita terrestre.

iv W = E4 =W,,. En este caso solo existe la posibilidad gle- cte es decir, el movimiento
es circularr'= 0 y la velocidad angula(b = I/r% = cte, es un movimiento circular
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z/r,
o
I

Figura 4.2: Equipotenciales para un momento angular constante usando el potencial de New-
ton.
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uniforme, por lo tanto el apogeo y el perigeo coinciden. Enigimmo la derivada del
potencial efectivo es nula, y entonces,

ow 12 . )
GM )
—r—2 — —rQ ,

lo cual significa que la fuerza aplicada iguala a la fuerza centripeta, ésta es la condicion
para un movimiento circular uniforme.

La seccion meridional de las superficies equipotenciales para momento angular constante
son mostradas en la fig. 4.2. La condiciobn de un toro estatico tiene que coincidir con alguna
de las superficies equipotenciales.

4.1.1. Momento angular kepleriano

La distribuciobn de momento angular kepleridrelk (r) en orbita circular cumple estric-
tamente la siguiente condicion,
oW
) =0. 4.7
< or )| &1

Entonces utilizando la ecuacion (4.5) en el plano ecuatorial, encontramos que

GM 12
—2 ~2-0
r r

Entonces el momento angular kepleriano se puede escribir como

lk(r) = vVGMr. (4.8)

4.2. Metrica de Schwarzschild

Karl Schwarzschild derivd en 1916 la solucion general relativista de las ecuaciones de
Einstein (véase apéndice B) para un campo gravitacional rodeando a una masa esférica,
eléctricamente neutra y sin rotacion. Esta solucion describe a un agujero negro como ma-
sa esférica y a esta solucion se le llama agujero negro de Schwarzschild, en honor a Karl
Schwarzschild. La solucion de Schwarzschild es la siguiente,

ds” = gudt? + grr dr® + gged 82 + gped¢?, (4.9)
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donde

o - (-2
o < ()

9o =
Jop = rser?e.

Aqui dses la distancia entre dos eventos cercanos en el espacio tiempo (véase apéndice B),
y rg €s el radio gravitacional definido como

2GM

Mg = .
g c2

Un observador estatico en este campo gravitacional es quien estafjj, enEl lapso de
tiempo propio para un observador esta dado por

Pdr? = —dg = (1- rr—g) 2dt?,

dT:< —rr—g> dt. (4.10)

Esto simplemente muestra el tiempo de dilatacion gravitacional [corrimiento al rojo (reds-
hift)] para un reloj en el campo gravitacional comparado con un reloj en infinito (es decir,
dt < dt). Note que la ecuacion (4.9) tiene una discontinuidad cuandagy, que corres-
ponde ahorizonte de eventdss Superficie el hoyo negre Radio de Schwarzschild). Otro
nombre para esto dBnite eshtico, porque observadores estaticos no pueden existir dentro
der <rg; ellos estan dentro del horizonte de eventos.

Un observador estatico mide con su marco ortonormal local (véase apéndice B). Usando
tildes para denotar cantidades en el marco ortonormal local, tenemos de la ecuacion 4.9,

N . rg 71/2_,

& — <1_T> &, (4.11)
_ rg\ /2

& = <1_T> &, (4.12)

€ = %_ég, (4.13)

& - 1 a (4.14)

>
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Es claro que en un marco ortonormal, tenemos

éf-éfz( —r—g>lé-é:( —rTg)lgn:—l, etc... (4.15)

r

4.2.1. Movimiento de una partcula de prueba

Para seguir el movimiento de una particula de prueba moviéndose libremente en una
geometria de Schwarzschild, ésta seguiria la trayectoria de la geodésica, que se deriva del
lagrangiano [véase apéndice C, ecuacion (C.23)]

oL —— (1—rr—g) 2+ (1-%) 241207 4 r2seR 002, (4.16)

dondex? = dx? /dA = p? es el cuadri-momento. Aqudi = T/m para una particula de masa
m. Las ecuaciones de Euler - Lagrange son

d /oJL oL
dA (0?) o O x* = (t,r,0,9). (4.17)
Parat, 8 y @, tenemos que
d g\ 2.1
o [—( _T> czt] ) (4.18)
di)\ (r’6) = r?sendcosf¢?, (4.19)
% (r’serf8¢p) = O. (4.20)

Alternativamente para usar directamente la ecuacionrpasamas facil usar el hecho que
guvpHp’ = —mPc? (4.21)

En otras palabrag, = —mPc?/2. Si restringimos el problema al plano ecuatoréa{ 11/2),
tenemos que [usando la ecuacion (C.24)]

r :
(1— Tg) & = ce=E=-pc? (4.22)
r’p = cte=I=p,. (4.23)

Estas son constantes de movimiento payag. Para entender su significado fisico, basta

con poner a un observador estatico en el plano ecuatorial. La energia medida localmente
es la componente temporal del cuadri-momento medido en el marco ortonormal local del
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observador, que es la proyeccion del cuadri-momento ado @el vector temporal:

£ - rqg\-1/2_ _ o\ —1/2
EIocaIEptCZZ—prZZ—C2p~ef:—CZ<1——g> p-Q:—C2<1——g> o
Entonces 12
r
E:(l—f% Eiocal. (4.24)

Para cuando — o, E|ocg — E, entonce£ es llamada la “energia en infinito”. Esta relacio-
nada corkcg por un factor de corrimiento al rojo. & permanece constante a lo largo de
la trayectoria de un fotdn entonces para un emisor estatice-an,tenemos que

Fo\ L2
hVem = E( _ﬂi) , (4.25)

y para un receptor en— oo, tenemos

Entonces

_1/2
@:( —r—g) . (4.27)

Vre

La interpretacion fisica desigue de la consideracion del valor medido localmente®ld.a
componente de la velocidad tangencial es

yo_P?_ P _ P&  Pe/r  pe/r _ Ur .
p‘ p‘ E ocal/ c? E ocal/ c? E ocal/ c? E ocal/ c?
Por lo tanto, E
local ., . @

Comparando con la expresion newtoniama ¢, vemos qué es el momento angular conser-
vado de la particula.

Para encontrar la ecuacion de movimiento en la direccion radial necesitamos expandir la
ecuacion (4.21) de la siguiente manera (en el plano ecuatorial, estecit/2):

0t (P')% + dpp(PP)? +on (p)? = —mPc.
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Si ahora sustituimos los valores correspondientes@arg parap’ = x", tenemos

1

_(1_1_9)02f2+r2¢2+(1_r79)* 2 — P2

De las definiciones dadas para la energia y el momento angular como constantes de movi-
miento [véase las ecuaciones (4.22) y (4.23)] tenemos que

r rq\ —2 rqg\ 1.
— (1_Tg> c2c4E? (1_Tg> +r2%r 4 4 (1_Tg> P2 = —mPc?,
E? rg\—1 |12 rg\ —L.
——2< ——g) +—2+< ——g) r2 = —m202
C r r r

Ahora podemos despejar a la cantidatk la ecuacion anterior

rg _1.2 2 E2 rg -1
(1-3) = G (1) -

r

- 2 o
e E_Z_(l_r_g)_'_(l_f_g),
m2c? ct r r2c2 r

Entonces ahora podemos escribir las ecuaciones de movimiento para una particula de prueba
en una métrica de Schwarzschild (particula con masa)

dr\? E2 L/, TIg 2

dt E rg\ 1
d |
d—‘f = 3 (4.31)

DondeE y | fueron definidos como la energia y momento angular por masa, respectiva-
mente. A partir de estas ecuaciones podemos encontrar relaciones muy interesantes, como
por ejemplo, para orbitas fuera del horizonte de eventos. El valor medido localmeuite de
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la componente radial de la velocidad, esta dado por

-

oo 1/2_, - 1/2
pe (1-9pa (1-9p 4.32)
pf B E| 0C8.|/C2 N El oca|/02 a E ’ )

C

I
=3,

I
<5

Recuérdese qug = mdr/dt, entonces para un observadomren

. 1/2
R 2dr 2 |E2 r 2
r = =~ T = Q&= - 2 - _g
V' = Ear Ele@ ¢ ( r ) 1+ r2c2 (4.33)

(4.34)

Para el caso de una particula en caida libre con enErgianc, tenemos que

. r\112 g\ Y2 /26M\ Y2
o= e () (2T e
r r r
Esto es precisamente la velocidad newtoniana para un observador lacquercae libre-

mente del reposo. Para un observador éeanemos que la velocidad tangencial se puede
escribir como,

o T (1——) il (4.36)

B EIocal/C2 B
Las ecuaciones de movimiento escritas anteriormente pueden ser integradas [véase las ecua-
ciones (4.29), (4.30) y (4.31)] y esto nos llevaria a integrales elipticas, que no son particu-
larmente informativas, pero podemos obtener una imagen de las 6rbitas considerando un
“potencial efectivo”,

v(n=¢(1 rg) s (4.37)
- r r2g2 | '
Por lo tanto la ecuacion (4.29) toma la forma siguiente,
dr\? E2
— ] == -=V(r). 4.38
(&) —%-vo .39

Para un valor fijo dé,V es representado esquematicamente en la figura 4.3. En la grafica
se muestran tres lineas horizontales correspondientes a diferentes val&es ddinea
marcada con 1 es una Orbita de captura: la particula es acretada por el agujero negro. La linea
marcada con 2 corresponde a una particula llegando de infinito con eR8rgiaando la
particula se aproxima al valor deen el puntdB, dr/dt cambia de signo y regresa a infinito.



4. Potenciales gravitacionales 75
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Figura 4.3: Grafica del perfil del potencial efectivo para una particula con masa en reposo orbitando
un agujero negro de Schwarzschild de mislsd. as tres lineas horizontales son marcadas
por diferentes valores d&? correspondientes a orbitas (1) de captura, (2) no ligadas y (3)
ligadas. Véase el texto para mayor informacion.
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La linea marcada con 3, corresponde a la 6rbita ligada, csmpdntos de retorn@ y E. El

puntoD corresponde a la 6rbita circular estable. El pulies una Orbita circular inestable;

una particula ubicada en ese punto caera al agujero negro si ésta es perturbada hacia el interior
del agujero. Si es perturbada hacia el exterior, ésta se va a infinito. Las orbitas 2 y 3 existen
para el caso newtoniano para movimiento en un campo gravitacional; las érbitas de captura
son Unicas para la relatividad general.

Orbita circular

La condicion para Orbita circular es que

ov
o 0, (4.39)
dr
g = 0. (4.40)

Derivando la ecuacion (4.37) con respectoatenemos que

() () (@ =0 e

2 2 2
2l 2rglc rg gl

pe T rE Tztee = 0 (4-42)
rgc?r? —21%r +3rgl2 = 0. (4.43)
Resolviendo la ecuacion anterior parabtenemos
2?4\ f4s - 4(3r3e2l?)
r= . 4.44
2rqc? (4.44)
Notese que para,
4% —4(3r3c??) < 0, (4.45)
[ < rgeV3, (4.46)

no existe ni maximo ni minimo paké(r). Ahora sil = 2r4c, tenemos que = 2rg y esto nos
da el maximo d&/ (r)max= c2. En este casb= rmp= 2rg es la Orbita marginalmente ligada.
Despejandtﬁ de la ecuacion (4.43) y ademas sustituyendo ese resultado en la ecuacion (4.40),



4. Potenciales gravitacionales 77

obtenemos que para 6rbita circular

ryC2r?

2 - 9 (4.47)
2r —3rg

- 2(r —rg)?

E2 — 429 4.48
¢ r(2r—3rg) ( )

De esto se sigue que las oOrbitas circulares no existen por debaje-48/2)rq 4. Pero no
todas las Orbitas ligadas son estables. Para encontrar la estabilidad de las orbitas derivemos
nuevamente el potencial efectivo e igualemos el resultado a cero (esto con el objetivo de ver
si existe puntos de inflexibn que sean Ultimas 6rbitas estables):
or2 4 rs 37
3%r —6%rg—rgc’r? = 0.

Si ahora sustituimos el valor dedado por la ecuacion (4.47), obtenemos

rqcr? rqcr? 22
3 r— rg—rgcre = 0,
2r —3rg 2r —3rg
3rgcr3 —6rgrc? — 2rgc’rd+ 3ricr? = 0.

Resolviendo la ecuacion anterior, llegamos a que
r = 3rg. (4.49)

Lo que implica que la Gltima orbita estable estaena3rg = ryns Entonces para > 3rg las
orbitas son estables y para< 3rq las orbitas son inestables. En la figura 4.4 se muestra el
perfil del potencial efectivo para distintos momentos angulares para particulas con masa.

4.3. Metrica de Kerr

La métrica estacionaria mas general para hoyos negros, con paramémasa de agu-
jero negro)J (momento angular del agujero negrofdy(carga eléctrica del agujero negro),
es llamada la métrica de Kerr-Newman@asos especiales son (1) métrica de K@re0),
(2) métrica de Reissner-Nordstroth= 0) y (3) la métrica de Schwarzschildi€ 0y Q = 0).

4La cantidad = (3/2)rq es el limite para la 6rbita de un fotoB & E/m — ), dicha orbita sera definida
mas adelante.
Svease por ejemplo, Misner, Thorne y Wheeler, 1973. [45]



78 4.3. Métrica de Kerr

098 |-

V(r)i/2/c

0.96 [~

0.94

0.92

Figura 4.4: Grafica del potencial efectivo para particulas con masa con diferentes valores para el
momento angular espec’lfi(’foorbitando a un agujero negro de Schwarzschild de masa
M. Los puntos en la grafica estan ubicados en el fondo del potencial, es decir, son los
radios de las orbitas circulares estables. Vemos de la grafica que sblo existen orbitas para
[/(rgc) > 1.732= /3.
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Es usualmente verdadero que un objeto astrofisico cargadap&lamente neutralizado
por el plasma de sus alrededores. Tendremos que simplificar nuestra discusion, suponemos
que los hoyos negros cargados no son probablemente importantes astrofisicamente. Todos los
objetos astrofisicos rotan, y entonces esperamos que los hoyos negros formados por colapso
gravitacional estén rotando en general.

Esta solucion de las ecuaciones de Einstein, descubierta por Kerr in 1963 (véase Kerr
et al), no fue primero reconocida como solucion de un hoyo negro. Las propiedades de la
métrica son mas transparentes en las coordenadas de Boyer-Lindquist (1967), donde tenemos

ds” = gudt® + 20t pdtd@ + gped@® + grr dr® + gged 62, (4.50)
donde
_ (1T 2
@ = —(1-L)A (4.51)
25 _2argrzsm29, (4.52)
2 2¢ ain2
B o a  rgarsne) .,
2
Or = A (4.54)
Jog = 2, (4.55)
2 &
S = r +?00526, (4.56)
a — % (4.57)
a2
A = r2—rgr+?. (4.58)

El hoyo negro esta rotando en la direccibngld_a métrica es estacionaria (independiente
det) y axisimétrica en el eje polar (independienteggieNote quea, el momento angular por
unidad de masa, es medido eR sn. El horizonte esta localizado en la raiz mas grande de
la ecuaciom = 0,

2
r —rgr+? = 0, (4.59)
rg+1/(rg)? — %
o= — 29 < (4.60)
r g a2
= 24y/2-Z. (4.61)
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Notese quea debe ser menor quegc/2 para que exista un hoyo negro.&excede a
ryC/2, uno tendria un campo gravitacional con singularidad “desnuda”.

Recordando que
(I

y si fijamos8 = /2 (plano ecuatorial), obtenemos que el lagrangiano es
2L = gut® + dgp@” + 29g ¢t + rr 2, (4.63)

gue se puede escribir como

r . 2 a%r 2rqa-. r2
2L:—(1—Tg)c2t2+<r +a+—g)¢2 L, SRR

r
— 4.64
c2r r A (4.64)

dondet =dt/dA y A = T/m, ademas qup* = mxH. Podemos definir al momento conjugado
canonico (véase apéndice C) a la coordenddaor

oL

Tenemos por lo tanto dos cantidades que estan conservadas:

E = —p = Energia Total (4.66)

I = py = Componente del momento angular paralelo al eje de simet{#a67)

Se pueden obtener las siguientes expresiones,

E = p=-¢ (4.68)
(1o Tey @i o
= (1-2)ci+To, (4.69)
oL
| = pp=- 4.70
Po =50 (4.70)

2 raa2\ .
— gt+(r+ i )qo. (4.71)
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Podemos manipular las dos Gltimas ecuaciones usando esarascribir

E\_( (-9 r?a t
| SR gz e ¢ )

Se puede invertir esta ecuacion obteniendo lo siguiente,

ty 1 (r24g +rgfrz — E
o) e T ke )\ )

y simplificando la matriz anterior encontramos

. (c?r3+ar +r4a?)E — c?rgqal

f = A , (4.72)
-~ rgaE+4(r—rg)c 2I
Qo = A (4.73)

Podemos obtener la tercera integral de movimiento introducigngde' p¥ = —mc. La
ecuacion de movimiento radial para una particula de prueba se puede hallar de la siguiente
manera,

gn<pt)2+g<p<o<p"’>2+29<ap‘p“’+grr<pr>2 = -,
C(1-9) e ‘@) 2 @ P2 bo
(1 r>c2t+(r+ + r)qo et L = mPc?.

En la ecuacion anterior podemos sustituir los valores pgr@, y después de algunas lineas
de algebra, obtenemos que

2r2A(CPr3 + a%r +rga®)E? + c®r?(r —rg) A% + 2rgac*r?AEl + c®rPAi? = —nPc®r3A?)
obteniendo
a3 dr ? 2.3, 2 2\ 2 4 2 6
c'ril gy ) = (Cri+atr+rga)E — 2rgac®El — c*(r —rg)I% — mPc®rA. (4.74)

Podemos definir ahora una funcion que sea como un potencial efectivo para el movimiento
radial en el plano ecuatorial,

H(E,l,r,a) = (c*r3 + &r 4 rga®)E? — 2rgac®El — c*(r —rg)1% — mPc®rA. (4.75)
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Las orbitas circulares ocurren cuamdtg’'dA tienden a cero. Esto requiere que

H=0, — =0. (4.76)

Las ecuaciones anteriores pueden ser resueltagEparalando (véase Shapiro & Teukolsky
1983),

. c?r2 — c?rgr £cay/rgr /2

E — , (4.77)
r(r2—3rgr/2i2 (a/c)\/rgr/2)1/2

N rqr /2(r>F2(a/c)/rgr /2+ a2/

P LSV /2 2a/0) /2 . (4.78)

r(r2—3rgr/24+2(a/c)\/rqr/2) 1/2

En las ecuaciones antes escritas, el signo superior indica la corotacion u orbitas directas,
es decir, el momento angular orbital de una particula paralelo al momento angular del spin
del hoyo negro) y el signo inferior a las 6rbitas de contrarotacion.

La velocidad angular de una 6rbita circular es [12]:

_do ¢ c(rg/2)"/?
=0T T T 1 (/o) (1 22 (4.79)

Las orbitas circulares no existen para todos los valores Ber ejemplo, para un valor
der, este no debe anular el denominador de la ecuacion (4.77),

r?—3rgr/2+2(a/c)y/rgr /2> 0, (4.80)

puesto que se tendria otra singularidad en el espacio. La ecuacion anterior la podemos escribir

como,
3 2a |r
32 _Zryrt21 2 /950, 4.81
r 2rgr \ > >0 (4.81)

Para el caso en que se dé la igualdad, tendriamos una Orbita con energia infinita por unidad
de masa en reposo, es decir, un fotbn. Esta orbita es la frontera mas interna de las 6rbitas
circulares de las particulas y ocurre cuando encontramos la raiz de la ecuacion anterior [12],

2 2
r:rphzrg{lJrcos{gcosl <$C—Z)}}. (4.82)

Pero para > rpp no todas las Orbitas seran ligadas. Para orbitas ligadas tenemos que
E < 1. Entonces orbitas ligadas existen para rm, dondery;, es el radio de la orbita
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circular marginalmente ligada cdh= 1[12],

e 22(3)(§0)" (499

Incluso para orbitas circulares ligadas no todas son estables. La estabilidad requiere que,

9°H
57 >0, (4.84)
y esto nos lleva a la condicibn que
A r
1-E?> 3—? (4.85)

Sustituyendo la ecuacion (4.77), llegamos a que

2 _ arrg 1/2 1/2 _ a_>
r 3rgri80<2) 1235 >0, (4.86)

Resolviendo la ecuacion anterior encontramosrgigeque es la orbita marginalmente esta-
ble, es [12]

r
ms = 2{3+ZF[(3-21)(3+21+22)]?}, (4.87)
1/3 1/3 1/3
42 2a\Y 2
Z = 1+ (1-%) (1+—a) +(1——a) ] (4.88)
c?r3 Crg Cry
1/2
1282
Z, — thzf . (4.89)
g

Paraa/c =rg/2, 1, = rpn=rmp = 'ms = rg/2, y las Orbitas del foton, la marginalmente
ligada, la marginalmente estable coinciden con el horizonte. Para caaadh todas las
orbitas se reducen al caso de Schwarzschild.

4.4. Maodificacion al potencial de Newton

En los primeros modelos de discos de acrecion hacia agujeros negros (por ejemplo, Sha-
kura 1972; Shakura y Sunyaev 1973), el potencial gravitacional newtoniano fue usado para
describir el campo gravitacional del agujero. Sin embargo, los efectos relativistas juegan un
papel muy importante en las regiones muy cercanas al agujero negro central, donde mucha
de la energia es liberada; el efecto relativista mas esencial es la existencia de la Gltima orbita
circular kepleriana estable eps= 3rg para el caso de Schwarzschild.
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Parar > ris, €l movimiento radial de la materia acretando en el disco esta asociado con la
pérdida de momento angular como un resultado del esfuerzo viscoso.Patala materia
acretando cae hacia en agujero negro con practicamente momento angular constante. Como
un resultadotms es también el borde mas interior del disco de acrecion, donde los esfuerzos
viscosos dejaran de afectar notablemente a las trayectorias del flujo del gas. En la teoria
newtoniana uno puede imitar este comportamiento poniendo el esfuerzo v'ts,{:;psi;gual a
Cero e = s

Esta aproximacion cuasi-newtoniana describe a un disco de acrecion en torno a un agujero
negro no rotando. Esto nos permite usar la teoria newtoniana en los procesos fisicos en el
disco en vez de usar la teoria general de la relatividad, siendo esta Ultima mas dificil de
manipular analiticamente.

Paczynski y Wiita en 1980 propusieron un pseudo potencial newtoniano en la forma

GM
VIiZ4 2 -1y’

gue reproduce correctamente las posiciones de la Gltima 6rbita circular establda orbita
circular marginalmente ligadayy, (= 2rg para un agujero negro de Schwarzschild).

Do (1,2) = (4.90)

Para el caso en que se quiera aproximar un disco de acrecion en torno a un agujero negro
rotando, el potencial cambia significativamente. El potencial demanda que: 1) en caida libre
éste debe tender a infinito cuandtiende a el horizonte de eventas, [véase la ecuacion
(4.61)], del agujero negro; y 2) la posicion de la Gltima orbita circular estable debe coincidir
con la posicion exacta de la relatividad general. El potencial propuesto por Artenaka
(1996) se escribe de la siguiente manera

GM 1
D(r,2) = 1P (1— AP r+)/3‘1> . (4.91)

La cantidadf3 depende solo del parametapy por supuesto d&l. Esta cantidad fue
definida por el mismo autor como

p="m_1 (4.92)
r+

dondernses la ecuacion (4.87), la misma que en relatividad general. Este potencial funciona
para hoyos negros rotando y no rotandc=(0, potencial de Paczynski y Wiita). El error

en las soluciones a los discos de acrecion usando este potencial son del 10%-20% en las
energias comparadas con las soluciones relativistas.

Cuandoa = 0 en las ecuaciones (4.61) y (4.87), la ecuacion (4.91) se convierte en la
ecuacion (4.90), es decir, se reduce al potencial propuesto por Paczyhski y Witta en 1980, y
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cuandoa = crg/2, la ecuacion (4.91) se convierte en la ecuacion (4.4), es decir, se reduce al
potencial de Newton.

4.4.1. Momento angular kepleriano

Podemos usar la ecuacion (4.91) para encontrar el momento angular kepleriano por uni-
dad de masa. Para esto recuérdese que la restriccion para orbita circular es (para el plano

ecuatorial)
oW (r,z=0)
) =0 4.93
< or )| (4.93)
Usando la ecuacion (3.51), tenemos que
W(r z)——GiM 1- ! +/m|2(—r/>dr’ (4.94)
&) — r+(1_B) Rl—ﬁ(R_ r+)B*1 r r’3 . .

Derivando la ecuacion anterior obtenemos que,

GM )z 0
r2=B(r—r)p 3 7

Entonces el momento angular kepleriano por unidad de masa es

| GMr3

Cuandoa = 0, que es el potencial de Paczyhski-Wiita, obtenemos usando (4.61), (4.87)

y (4.92) queB = 2, por lo tanto
3
lk(r) =/ (rG_Mr;)z- (4.96)

Cuandoa = crg/2, que es el potencial de Newton, obtenemos usando (4.61), (4.87) y
(4.92) queB = 0, por lo tanto

lk(r) = vVGMr. (4.97)

4.4.2. Paczpski-Wiita contra Schwarzschild

El potencia de Paczyhski-Witta reproduce correctamente las posiciones de la Gltima orbita
circular establer g Yy la orbita circular marginalmente ligada,,. La energia mecanica por
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unidad de masa de la Gltima 6rbita estable para el poteteiBlaczyhski-Witta es (llamado
eficiencia)

Q 2
- 2> + Opy — —0.0625 (4.98)

gue es muy parecido con el resultado correcto para la métrica de Schwarzsghitd,

—0.057. La eficiencia del potencial newtoniano, tiene numéricamente un valor mas alto,
en = —0.083 (parar = rms= 3rg), y por lo tanto sobreestima la luminosidad total del disco
por un factor considerable.

Podemos analizar al potencial de Paczynski-Wiita cuantitativamente de la siguiente ma-
nera. De las ecuaciones (3.51) y (4.90) obtenemos quel(pacte)

GM |2
wir) = r—rg  2r2
_ GM +I2/r§
w(f-1)
e (@R
- o x—1 2x2
W(X 1 12
y(x):CZL/Z) = —m‘i'x—g,

dondex =r/rg, ro =1/(crg). El momento angular de la orbita marginalmente ligada la po-
demos calcular suponiendo gue) = 0 cuandoy (x) = 0, entonces

1 r3
ite = 0=y
X+ (x—=1r3 = 0
o = X
x—1
1 2r2
= — = 0
y,<X) (X—1)2 X3
o 32
O T 22(x—1)

Ahora, igualando las 2 ecuaciones anteriores, obtenemos<g@ede aqui queg = 2, por lo
tantol = Iy, = 2crg. La cantidadms (la Orbita marginalmente estable), pueder ser calculada
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Figura 4.5: Grafica comparativa entre el potencial de Schwarzschild y el propuesto por Paczyhski-
Wiita. Las lineas marcadas c@xcorresponden al potencial de Schwarzschild mientras
gue las marcadas c@®W corresponden al de Paczyhski-Wiita. Las lineas solidas corres-
ponden a la orbita marginalmente ligaday, y las lineas punteadas corresponden a la
orbita marginalmente establg,s. El valor del momento angular para la 6rbita marginal-
mente ligada para la métrica de Schwarzschild y para el potencial de Paczynhski-Wiita
eslmp = 2rg4c. El valor del momento angular para la orbita marginalmente estable pa-
ra la métrica de Schwarzschild kg = 0.86602%,,, mientras que para el potencial de
Paczyhski-Wiita e$ns= 0.918558,.
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0 2 4 6 8 10 12

Figura 4.6: Grafica comparativa entre los momentos angulares keplerianos obtenidos con métrica de
Schwarzschild, potencial de Paczyhski-Wiita y potencial de Newton. La linea s6lida co-
rresponde al momento angular kepleriano obtenido con Schwarzschild. La linea puntea-
da corresponde al momento angular kepleriano obtenido con el potencial de Paczyhski-
Wiita. La linea discontinua corresponde al momento angular kepleriano obtenido con el
potencial de Newton. Vemos que tanto la linea punteada como la sélida tienen una forma
muy similar, que difiere cuantitativamente del caso newtoniano.
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Figura 4.7: Gréfica de la seccion meridional de las superficies equipotendéleg) = cte para el
potencial de Paczynski-Wiita, para el caso enlggdms= 2rqc. La linea gruesa corres-
ponde al valor inicial\p = 0.0 que seria el limite en que una particula permanece ligada.

La linea discontinua y la linea punteada correspondéh=a0.025 yW = —0.025, res-
pectivamente. Los otros dos valores mostrados en la grafica corresponden a un toro grande
(Wp = —0.05) y a un toro mediandNy = —0.075) en extension.
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recordando que cuandac= rys, €ste es un punto silla, entonces

1 e
YO = e e -
¥3/2
0T Sk —1
pon 2 6ri
Y =~ te =0
X2

VST

Igualando, obtenemos qligs = 0.918558,, Por lo tantorms = 3rg igual que en los ho-

yos negros de Schwarzschild. La diferencia es que en relatividad general tenemgas=gue
0.866025%,, Una grafica comparativa del potencial dado por la relatividad general (Sch-
warzschild) y el potencial modificado de Newton (Paczynski-Wiita) es mostrada en la figura
4.5. En la figura 4.6 se muestra una comparacion entre el momento angular kepleriano obte-
nido con el potencial de Paczyhski-Wiita con el momento angular kepleriano obtenido de la
métrica de Schwarzschild. En la figura 4.7 se muestra la seccion de cruce meridional para un
momento angular constante igudl& Ims= 2rgC.

4.5. Frecuencia epitlica

4.5.1. Teoia newtoniana y pseudo newtoniana

Los resultados que seran presentados en el siguiente capitulo pueden ser comparados con
el comportamiento de una particula de prueba en orbita circular alrededor del agujero negro
central. Para una perturbacion radial pequefia, la particula mostrara oscilaciones radiales en la
frecuenciaw . Usando la ecuacion (3.51) para definir al potencial efectivo de una particula de
prueba girando alrededor del agujero negro, y manteniehde@een el plano ecuatorial,
obtenemos

|2

(4.99)

El potencial gravitacional es supuesto a ser estacior@®iggt = 0. Las orbitas circula-
res (es decir, orbitas circulares keplerianas de particulas libres) ocurrea gy donde el
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potencial efectivo tiene un extremo con respeatp a

oW
(W) ~0. (4.100)

Note que de la solucidoh= Ik (r) de la ecuacion anterior se sigue inmediatamente que en
el plano ecuatorial las distribuciones de momento angular kepldganaelocidad angular
keplerianaQg estan dadas por,

Ip\ /2 Ik 10w\ 2
3
IK:Zt<r W) , QK:ﬁ_i<r ar) . (4101)

Introduciendo una perturbacion de la forda=r —ro podemos expandir en serie de
Taylor aW sobrer cerca de la orbita circular que inicia con el segundo término,

9°W
SW or2.
(r) = < or2 )
Un pequefio cambio en la orbita de la ened@ftapuede ser expresado como,

2
5E — <‘2V2V>5 b2 (5r) (4.102)

La energia de la orbita perturbada es una constante de movimiento, y por I6Eanto,
entonces,

St Kfvz\/) Sr +5r] 0. (4.103)

Estamos interesados en la solucion no tridgiak~ 0, entonces la ecuacion anterior toma
la conocida forma de un oscilador armonico simple,

O + w?dr =0, (4.104)

con el cuadrado de la eigenfrecuencia siendo la segunda derivada del potencial efectivo con
respecto a la distancia en la direccion radial
A la frecuenciaw se le llama frecuencia epiciclica (es una frecuencia angular), y esta de-

finida por
92w\ V2
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Combinando las ecuaciones (4.95), (4.99) y (4.91) obtengu®s

2 GM[r—(1+p)ry]

. (4.106)
r3-B(r—r )P+t

Para el caso newtoniano, tenemos guecrg/2 lo que implica qug8 = 0, por lo tanto,

W = ?—2/' (4.107)

Para el potencial de Paczynski-Wiita, tenemos gue0 lo que implica que8 = 2 y que
ry =rg, entonces
o GM(r —3rg)
or(r—rg)®
La frecuencia angulaty, se relaciona con la frecuencia (nUmero de revoluciones por unidad
de tiempo de cualquier fenbmeno fisice),como

(4.108)

W= 27K. (4.109)

4.5.2. Relatividad general

El caso completamente relativista es muy similar. En este caso la condicion newtoniana
para Orbita circular puede ser escrita como una condicion para las componentes de la cuadri-
velocidad para una particulti = dx’ /ds

wW=u?), u=0 u’=o0. (4.110)

En la teoria newtoniana, la energia y el momento angular son dos constantes de movimiento
(es decir, la geodésica). En relatividad general se definen éoma y | = —uy, que también
son constantes de movimiento, porque obedecen

wo,&=0, uwo,l=0. (4.111)

El momento angular especifico definido coe=1/£, es también una constante de mo-
vimiento. La velocidad angula®, y el momento angular especifitp estan relacionados

por
_ L Ot + Oto I, — _Q*gcow"i‘gtfp. (4.112)
1Otp + Yo’ Q.0+ Ot
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La definicion estandar del potencial efectivo es,
Ukerr = —% In (g“ — 2,99+ |;§g‘P<") . (4.113)
Esta definicion junto con la identidagu,g"# = 1 nos lleva a
INn& — Zerr = 0. (4.114)

Consideremos pequeiias oscilacionesdos 0, 6& # 0, 3& = 0. Entoncedx = X(S) — Xo,
u* = dx/ds= dx. De la ecuacion (4.50) obtenemos

1 = g™+ 20UpQ'? + UpUpgd®? + U U*gxx, (4.115)

72 — g ke | ga—xzx(axﬁ, (4.116)
55 1 02 *Z%Kerr 2 gXX N2

—2@@—3 = 3 (We ) (&%)~ + g—()z(éx) : (4.117)
55 . 02 —2%%err Oxx /5.,

Esta Gltima ecuacion, codé = 0, x # 0, tiene la forma de la ecuacion de un oscilador
armonico simpledx + wZdx = 0, con la frecuencia epiciclica definida como

2
W= <‘9 Z(Kze”> : (4.119)

condX? = —gydx? > 0 siendo la longitud propia en la direccidrNote que estas frecuencias
son iguales en la teoria newtoniana cuando las coordenadas son invariantes en la direccion
radial o vertical.

Para el caso en que= 0, es decir, la métrica de Schwarzschild, de la ecuacion (4.113),
obtenemos
1| rg -1 |$
Usn=—5|(1-2) -5 1. (4.120)

r

Como se demanda que la primera derivada del potencial sea igual a cero, encontramos que
el momento angular kepleriano es

2 _ GMr
*K (r—rg)?

(4.121)

Esta expresion es la misma que la ecuacion (4.96), encontrada con el potencial de Paczyhski-
Wiita. Notese qué.kx no es la misma expresion encontrada con la métrica de Schwarzschild
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Figura 4.8: Grafica comparativa entre las frecuencias epiciclicas de Schwarzschild, Paczyhski-Wiita
y Newton. La linea s6lida representa la frecuencia epiciclica obtenida mediante la métri-
ca de Schwarzschild. La linea punteada representa la frecuencia epiciclica del potencial
de Paczynski-Wiita. La linea discontinua representa la frecuencia epiciclica obtenida me-
diante el potencial de Newton.



4. Potenciales gravitacionales 95

[véase la ecuacion (4.47)], esto es porlyifele encontrada con la ecuacion (4.120), y ademas
se definio qué, =1/&.
Con la segunda derivada del potencial efectivo encontramos la frecuencia epiciclica, y

obtenemos que
= (1_r_g) (r —3rq)ryc?
r/ | r2(2r2—5rgr +3rf)

. (4.122)

En lafigura 4.8 se muestra la dependencia de esta frecuencia con respecto a la direccion radial
del observador y se compara con la frecuencia epiciclica obtenida con el pseudo-potencial
newtoniano definido por Paczyhski-Wiita y también con la frecuencia epiciclica obtenida
con el potencial newtoniano.



Capitulo 5

Resultados

Recuérdese que el problema que se quiere estudiar, es la oscilacion de toros de acrecion
en torno a agujeros negros. Los discos de acrecion que se estudiaron en el presente trabajo
fueron construidos despreciando su autogravedad, viscosidad, disipacion de energiay campo
magnético. Las ecuaciones (3.40), (3.43), (3.44) y (3.45) describen al sistema. Para poder
usar dichas ecuaciones, fue necesario definir al potencial gravitacional del objeto central,
para este trabajo se uso el potencial gravitacional de Arterebah (1996) que ayudb a
simular la fuerte gravedad producida por el agujero negro [véase ecuacion (4.91)]. La Gltima
funcion que falta por definir, es la distribucion de momento angular (se definira mas adelante)
para todo el disco, ya que la ecuacion (4.95) describe el momento angular para una particula
de prueba girando alrededor del agujero negro y no el momento angular de un disco girando
alrededor del agujero negro.

Para poder simular un sistema con las especificaciones antes mencionadas, fue necesario
utilizar cuatro codigos numéricos escritos en el lenguaje de programacion Fortran 77. Dos
de estos codigos (codigos de relajacion y evolucion) fueron gran parte escritos por el Dr.
William Lee del Instituto de Astronomia de la Universidad Nacional Autonoma de México y
terminados por el autor de este trabajo. Los otros dos fueron escritos por el autor del presente
trabajo (codigos de ajuste de curva y transformada de Fourier rapida). La secuencia que se
uso6 para simular el sistema descrito con anterioridad fue: (i) relajar las particulas (codigo
de relajacion) del sistema con el método SPH (véase capitulo 2) utilizando un término de
amortiguamiento (se definira mas adelante), es decir, encontrar el equilibrio del disco de
acrecion [véase ecuacion (3.49)], (ii) evolucionar las particulas (codigo de evolucion) del
sistema aplicandole una fuerza perturbativa (se definira mas adelante). Una vez evolucionado
el sistema, se obtienen las variables hidrodinamicas como funciones del tiempo y se procede
a aplicarles (iii) el ajuste de curva (codigo de ajuste de curva), que nos ayuda a espaciar
a la variable temporal uniformemente y reducir a la serie de tiempo a un niumero de datos

96
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N = 2", dondeN es el numero total de datos en la serie de tiempoes una potencia
escogida de acuerdo al tamafio de la serie de tiempo. Después se procede a aplicarles la
transformada de Fourier rapida (cédigo de transformada de Fourier rapida) a estos datos.
A partir de las transformadas de Fourier de los datos, se procedio a analizar y graficar los
resultados obtenidos.

Las distribuciones de momento angular utilizadas en el presente trabajo son las siguientes:

= Distribucibn de momento angular constante:
I(r) =lk(ro) =lo=cte (5.1)

= Distribucidon como ley de potencia en el radio:

1(r) = lo (i)a, (5.2)

)

= Distribucion propuesta en el articulo de Qeiral. (2009} que contempla distribucio-
nes mas generales en radio y angulo polar:

B 2
lo (& r para r >r
I(r,2) = o (") ggr2+22> =0 (5.3)
lo (ﬁ) para r <rg

En cada caso se calcul6 la transformada rapida de Fourier (codigo de la transformada de

Fourier) ala energia total del sistema, esto con el objetivo de observar las oscilaciones radiales
de los discos de acrecion. Estas transformadas mostraron picos en distintas frecuencias, las
graficas seran mostradas y analizadas mas adelante.

5.1. Condiciones iniciales

Las condiciones iniciales para este trabajo son obtenidas fijando la masa del objeto cen-
tral, la ecuacion de estado, el valor del indice adiabatico, la constante politropica, el factor de
llenado para el potencidlp [véase la ecuacion (3.53)] y la distribucion del momento angular
I(r). Los valores que se fijaron para el codigo 96r: 0.96x 10° N m? kg~*/2 es la constan-
te politropic&, y = 4/3 es el indice adiabaticoy = 2GM/c? es el radio gravitacional o radio

En el articulo de Qiaet al.(2009) se propone la distribucibn de momento angular en coordenadas esféricas,
y en el presente trabajo se han usado coordenadas cilindricas, entonces dicho potencial fue transformado de
coordenadas esféricas a cilindricas.

2Es la constante politropica usada en lgumenshehal; (1996) propuesta en CGS.
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de SchwarzschildVla, = 2.5M.; es la masa del agujero nedyQ(rq) =1(ro)/r3 es la velo-
cidad angular especifica (por unidad de masa) inicial. &316.6742x 10~ m3 kg~1s2
es la constante de gravitacion universal 3 3 x 108 m s™1 es la velocidad de la luz en el
vacio.

5.2. Oscilacionesy su alisis

Una vez fijados los valores iniciales, generamos los elementos del fluido que simularan
al toro con el método de Monte Carlo para generar los nUmeros aleatorios, esto nos permi-
tio crear una distribucion dd particulas con un perfil toroidal en el plana. Las particulas
que caen dentro de este perfil toroidal corresponden a los elementos del fluido de la simula-
cion. Para saber si una particula esta dentro del perfil, se hace que las particulas generadas
por el método de Monte Carlo interactlen entre si. La manera de realizar esto es determinan-
do las interacciones de kaésima particula con sus vecinos mas proximos. La manera mas
eficiente de hacer esta seleccion es a través de un arbol binario. Para estas simulaciones se
utiliza una subrutina llamada vecinos mas proximos. En esta subrutina las particulas deben
interactuar entre si a una distancia minitmasta distancia es descrita en la Seccion 2.2.2
y fue fijada para el codigo utilizado contio= 0.05rg. Durante la evolucion dinamidaes
variable de manera que el nUmero de vecinos de interpolacion se mantenga constante (codigo
de evolucion).

Estos elementos son relajados dinamicamente con un término de amortiguamiento intro-
ducido en las ecuaciones de movimiento con el objeto de obtener el equilibrio (lo mas cercano
posible) de la distribucion. Este término es proporcional a las velocidades radial y vertical de
la particula, es decir-Ur /tamort Y —Uz/tamorts respectivamente. El termino de amortigua-
miento,tamort, S€ calcula a partir del inverso de la velocidad angular infgight = 1/Qo y
no altera la ley de rotacion de las particulas.

Al interactuar las particulas entre si, fue posible medir cantidades fisicas como velocidad,
fuerzay energia intern@, U, u). Estas variables van cambiando a lo largo del tiempo, ya que
el codigo evoluciona temporalmente, por lo que fue posible seguir la evolucion de la coleccibn
de particulas a diferentes tiempos. A partir de estas variables, se pueden determinar la energia
cinéticay las fuerzas que actlan sobre cada parcela de gas (codigo de evolucion).

Para distintos valores deen la ecuacion (3.53) fue posible construir toros de distintos
tamafos. En estas simulaciones nos enfocamos en las oscilaciones puramente dinamicas del
disco, incluso se desea evitar la acrecion, es decir, aunque haya acrecion no se actualiza la
Man. También se mantienen constantes la entropia y la energia interna del gas, por lo que

3Con esta masa se estarian simulando sistemas binarios de rayos X galacticos.
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no se altera la ecuacion politropica del gas. El codigaatio calcula las distintas variables
hidrodinamicas del sistema, como son la densidad maxima (la densidgpela energia

total como funciones del tiempo. Estos datos son analizados aplicandoles la transformada de
Fourier para observar el comportamiento del espectro de frecuencias.

Para poder obtener la respuesta mas fuerte en las oscilaciones radiales como una frecuen-
cia epiciclica modificada, se procedid a aplicar una perturbacion periodica en la direccion
radial. Para todas las simulaciones se us6 una perturbacion radial introducida en las ecuacio-
nes de movimiento, definida de la siguiente manera:

F(r)y=-A (%) -exp(%) -Ser(2MKperit). (5.4)

La derivada del potencial es la fuerza radial debida a la graveglaés la frontera externa

del toro yA < 1 es el parametro adimensional que controla la amplitud de la perturbacion.

El termino exponencial decae cdmn = R, que es la extension radial del disco. La idea de
proponer una fuerza de perturbacion con esta forma es porque se quiere simular su intensidad
dependiendo de la posicion del disco y su periodicidad. Esta fuerza reproduce el comporta-
miento deseado para una fuerza perturbativa, la cual sera mas intensa cerca del radio interno
y mas débil en la regiones externas del toro. La fuerza antes mencionada es una aceleracion
del campo de gravedad. Esta fuerza induce oscilaciones radiales, las cuales pueden ser estu-
diadas mediante el analisis de Fourier extrayendo las frecuencias principales de cada disco
de acrecion.

Se realizaron simulaciones usando las distribuciones de momento angular antes mencio-
nadas [momento angular constante, ley de potencia y el momento angular propuesto en el
articulo de Qiaret al. (2009)]. Como resultado de la fuerza impulsiva, los toros experimen-
tan oscilaciones de amplitud pequeiia, las cuales pueden ser medidas de varias maneras. Una
de estas es simplemente considerar la posicion del centro de cadad @y, definido como
la ubicacion del punto de densidad maxima, como una funcion del tiempo. La serie de tiempo
correspondiente para cada toro es dificil de analizar. Sin embargo, esta muestra la frecuencia
de perturbacionpert Y la frecuencia epiciclica local para la oscilacion radial,La forma
mas eficiente para analizar esta serie de tiempo es aplicandole la transformada de Fourier a los
datos. Para los calculos en que el momento angular es casi constante en el espacio, no existen
mecanismos para su transporte, y la perturbacién no produce ningun tipo de torca. Todos los
espectros de frecuencias que se mostraran mas adelante fueron realizados para la energia total
del sistema dependiente del tiempo. Se escogio esta variable porque es una variable global del
toro y es la variable que mas informacion nos da acerca de la oscilacion del toro. En la figura
5.1 se muestra la transformada de Fouriergpara las condiciones iniciales antes men-
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cionadas y suponiento el potencial de Paczyhski-Wiita pasadistintos tamafos de toros
con una perturbacion sinusoidal ggert = 200 HZ. Los valores correspondientes de las fre-
cuencias del modo fundamental radiales para el toro grafigle-[0.85WV(ro); linea solida],
intermedio Wo = 0.9W/(rp); linea punteada] y pequeidq = 0.99W/(rp); linea discontinua]
sonk, = 330 Hz,k; = 365 Hz yk, = 420 Hz, respectivamente.

105 }

100

Log Espectro de Energia (Unidades Arbitrarias)

| AN

r Ve e A “"-vx_u/[\’ \\\w” N\Nr\\ﬁ
|

95 L L P LY ‘
0 200 400 600 800 1000

Frecuencia [Hz]

Figura 5.1: Transformada rapida de Fourier para la energia total del disco con una distribucion de
momento angular constante. El pico mas grande corresponde a la frecuencia de perturba-
Cion, Kpert = 200 Hz. El otro pico prominente en cada serie de tiempo corresponde a la
frecuencia fundamental del toro. La linea s6lida corresponde al toro grande-c0185.
La linea punteada corresponde al toro intermedio ten0.9 y la linea discontinua co-
rresponde al toro pequefio cér=0.99.

4La frecuencia de la perturbacion fue fijada para todas las simulaciones en 200 Hz.
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Figura 5.2: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequefo, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales correspon-
dientes (panel derecho) para un momento angular constante con el potencial de Paczyhski-
Wiita.
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De la figura 5.2 podemos observar que para el toro pequeiajeskeip visualizar los
picos Kpert = 400 Hz, Kpert = 600 HZ, Ky + Kpert = 620 Hz,Ky — Kpert = 220 Hz, 15k, =
635 Hz y X; = 845 Hz. Las dos primeras frecuencias corresponden a los armonicos de la
perturbacion. Las dos siguientes corresponden a frecuencias “batiefatse las frecuencias
de perturbacion y la fundamental. Ademas se aprecian sobretonos de la frecuencia natural
(modo fundamental) en8k;, y en ;. En el caso del toro intermedio, se pueden observar los
picos XKpert =400 Hz, Kpert = 600 HZ,K; + Kpert = 565 HZ, X « 725 HZ YK, — Kpert 2 160
Hz. En el caso del toro grande, se pueden observar los pigeg 2 400 HzZ,K; + Kpert = 530
Hz, 2k, »» 660 Hz yK; — Kpert = 135 Hz. En la figura 5.2 se muestran las transformadas de
Fourier y sus respectivos toros. En la tabla 5.1 se presentan densidad Fgadteacial
inicial, factor de llenado, los radios interno y externo para 0, momento angular y la
frecuencia fundamental a la cual oscila cada uno.

Estos primeros modelos (momento angular constante y potencial de Paczynski-Wiita)
fueron usados como base de comparacion para los modelos que se presentaran mas adelante.
En la figura 5.3 se muestran las distribuciones de momento angular constante y en ley de
potencias en el radio en el plano ecuatorial. La linea punteada corresponde a la distribucion
de momento angular constante, observamos que esta por arriba del minimo de la curva de la
distribucion de momento angular kepleriana dependiente Bsto nos asegura que se estan
construyendo toros estables. La linea discontinua corresponde a la distribucion de momen-
to angular en ley de potencias radial, como se puede observar ésta se encuentra casi en el
borde de la distribucion descrita por la linea sélida, por lo que con un exponente mayor a
0.1 tendriamos desbordamiento de toros, es decir, toros inestables. Para el caso de la distri-
bucidbn de momento angular propuesta por (@aml, es muy similar a la linea punteada
(distribucion de momento angular constante) en la figura 5.3, ya que gargel valor de
la distribucibn en el plano ecuatorial es igual que para la distribucibn de momento angular
constante.

En la figura 5.4 se muestra la dependencia radial de la frecuencia epiciclica para la masa
gue se ha fijado, el punto que esta marcado en la grafica es la frecuencia epicicliga para
esta ex, =42594Hz

SEsto pasa cuando tenemos “batimientos” entre dos frecuencias, que en este caso tenemos
sen2MKpert) + Se27K,t) = sen2m(Kpert + Kr )t] + SeN2m(K pert — Kr )t].

Estas son combinaciones algebraicagde K pert.
6La nomenclatura usada pgax15 = Pmaxx 10~1° con unidades de kg ni.
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g

1/r.c

r/rg

Figura 5.3: Distribuciobn de momento angular constante y ley de potencia en el radio con el potencial
de Paczynski-Wiita. La linea solida es la curva descrita por la ecuacion (4.9 pata
2.5M. Lalinea punteada representa a la distribucion de momento angular constante, que
esly(ro =4.25). La linea discontinua representa la distribucion de momento angular en

ley de potencia en el radio can=0.1.
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Tabla 5.1: Modelos para disco de diferentes tamafos en un potencial de Paczyhski-Wiita. Se muestra
el radio interno del discoj,, el radio externaey, la ubicacion del centro del discog
o el punto de maxima densidad, la densidad central del disco o densidad maxima y la
frecuenciak, de oscilacion del modo fundamental medido a través de la variacion de la
densidad maxima.

Modelo f  rin/rg rex/Tq To/fg Ki[HZ] lo/(rgc) Wo/(c?/2) Pmax1sIMKS]
(Pwa) 085 298 69 425 330 19063 —0.0905 6.56259
(PWb) Q90 323 612 425 365 19063 —0.0959 1.94447
(Pwc) Q99 386 47 425 420 19063 —0.1054 0.00194

500

400

L, 300 [~
2

200 [~

100

Figura 5.4: Frecuencia epiciclica con el potencial de Paczyhski-Wiita. La linea solida es la curva
gue describe la ecuacion (4.108) pbtg, = 2.5M.,. El punto mostrado corresponde a la
evaluacion de la ecuacion (4.108) e ro, es decirk., (r =ro = 4.25ry) =425.94 Hz.
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5.2.1. Resultados para el potencial de Newton

En la figura 5.5 se muestran las transformadas de Fourier con sus respectivos toros en
seccion meridional (grande, intermedio y pequefio) con el potencial de Newton con el mo-
mento angular constante. De esta figura podemos observar picos prominentes (frecuencias
fundamentales), los cuales se ubican en 395 Hz, 440 Hz y 515 Hz para los modelos (Na),
(Nb) y (Nc), respectivamente. Para el caso del toro grande s6lo podemos apreciar una fre-
cuencia batida en 595 Hz que es la combinacion entre la frecuencia fundamgnyala
perturbacionKpert), y ademas se aprecia el sobretorp@n 790 Hz. En la figura correspon-
diente al toro intermedio se aprecian dos frecuencias batidas entre la frecuencia fundamental
y la perturbativa en 640 H&{ + Kpert) Y €n 240 HZ K — Kpert), Y Un sobretono en 880 Hz,
correspondiente ak2. En el toro pequeiio se aprecian mas picos en el espectro como las
frecuencias batidas + Kpert Y Kr — Kpert, asi como un sobretono de la frecuencia natural en
835 Hz, correspondiente aSk;. Ligeramente se alcanza a observar una frecuencia en 1030
Hz correspondiente al sobretonk, 2

Las secciones meridionales mostradas en la figura 5.5, que corresponden para el poten-
cial de Newton, podemos apreciarlas de forma mas circular que las secciones meridionales
mostradas en la figura 5.2, que corresponden para el potencial de Paczynski-Wiita. Es mas
claro si comparamos los modelos (Nc) y (PWc). Recuérdese que la velocidad angular radial
para el potencial de Newtof),, es igual a la velocidad angular vertic&);, por lo tanto el
tiempo de cruce de una onda de sonido para el potencial de Newton es el mismoypara
z En cambio para el potencial de Paczynski-Wiita las velocidades angulares son diferentes,
dondeQ, < Qg, por lo tanto el tiempo de cruce de una onda de sonido para el potencial de
Paczynhski-Wiita es menor @rgue erz. Esto tiene que ver con la geometria del toro, ya que
como pudimos observar los toros construidos con el potencial de Newton son casi circulos y
para el potencial de Paczyhski-Wiita los toros son elipticos.

En la tabla 5.2 se muestran los valores obtenidos para cada uno de los toros.

Tabla 5.2: Modelos para disco de diferentes tamafios en un potencial de Newton. Se muestra el radio
interno del discai,, el radio externgey, la ubicacion del centro del disc, 0 el punto de
maxima densidad, la densidad central del disco o densidad maxima vy la frecedeia
oscilacion del modo fundamental medido a través de la variacion de la densidad maxima.

Modelo f  rin/rg rex/rg ro/rg ki [HZ] lo/(rgc) Wo/(c®/2) Pmax1s[MKS]
(Na) 08 322 654 425 395 1.4577 -0.1000 8.84425
(Nb) 090 338 591 425 440 1.4577 -0.1058 2.62052
(Nc) 099 390 466 425 515 1.4577 -0.1164 0.00262
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Figura 5.5: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequefio, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales correspon-
dientes (panel derecho) para un momento angular constante con el potencial de Newton.
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5.2.2. Resultados para el potencial de Artemova

En la figura 5.6 se muestran las transformadas de Fourier y los distintos tamafos de los
toros con el potencial de Artemoeaal. (1996) para un parametro de Keairs= 0.5(crg/2).
De esta figura podemos observar picos prominentes (frecuencias fundamentales), los cuales
se ubican en 375 Hz, 415 Hz y 485 Hz para los modelos (A05a), (A05b) y (AO5c), respec-
tivamente. Para el caso del toro grande sblo podemos apreciar una frecuencia batida en 575
Hz que es la combinacion entre la frecuencia fundamentaly(la perturbacion Kper), y
ademas se aprecia el sobretomp 2n 750 Hz. En la grafica (transformada de Fourier) del
toro intermedio se aprecia un frecuencia batida entre la frecuencia fundamental y la pertur-
bativa en 615 HzZK; + Kpert), Y Un sobretono en 680 Hz correspondientes akk.abn el
toro pequefo se aprecian mas picos en el espectro, como las frecuenciasdpatidgs: y
Kr — Kpert, @si como dos sobretonos de la frecuencia natural uno en 720 Hz y el otro en 970
Hz correspondientes aSk; y 2k;, respectivamente. Ligeramente se alcanza a observar una
frecuencia en 1085 Hz correspondiente a la frecuencia betige8kpert. En la tabla 5.3 se
muestran los valores obtenidos para cada uno de los tamafos de los toros.

Tabla 5.3: Modelos para disco de diferentes tamafos en el potencial de Artezhalg1996) para
un parametro de Kerg = 0.5(crg/2). Se muestra el radio interno del disgg, el radio
externorey, la ubicacion del centro del disag, 0 el punto de maxima densidad, la densidad
central del disco o densidad maxima y la frecuergide oscilacion del modo fundamental
medido a través de la variacion de la densidad maxima.

Modelo f  rin/rg rex/Tg fo/fg K [HZ] lo/(rg¢) Wo/(C%/2) Pmax1s[MKS]

(AO5a) 085 320 665 425 375 1.70589  -0.0965 7.95938
(AO5b) 090 336 591 425 415 1.70589  -0.1022 2.35834
(AO5c) 099 391 468 425 485 1.70589 -0.1124 0.00235

En la figura 5.7 se muestran las transformadas de Fourier ydbstds tamafos de los
toros con el potencial de Artemoeaal. (1996) para un parametro de Keairs= 0.9(crg/2).
De esta figura podemos observar picos prominentes en los espectros de frecuencias los cuales
se ubican en 394 Hz, 435 Hz y 511 Hz para los modelos (A09a), (A09b) y (A09c), respec-
tivamente. Para el caso del toro grande sblo podemos apreciar una frecuencia batida en 594
Hz que es la suma entre la frecuencia fundamertaly( la perturbacion pert), y ademas
se aprecia el sobretonx2en 788 Hz. Para el toro intermedio se aprecian dos frecuencias
batidas entre la frecuencia fundamental y la perturbativa en 635 Hz y en 235 Hz correspon-
dientes a&; + Kpert Y Kr — Kpert, respectivamente. En el toro pequefio se aprecian mas picos
en el espectro como las frecuencias batklas Kpert Y Kr — Kpert, €N 711 Hz y 311 Hz, res-



108 5.2. Oscilaciones y su aalisis

110 ———T 4
(405a)
108 [~ b
2
H 2 q
5
s
% 106 [ 4
P
8
1
1
-]
2
2 =
— 104 [ B < o 4
3 S
s
£
s
B
&
£ 102 - R
&
£
3 2 F E
w
g
3
100 b
o8 I I I I I " I I I
0 200 400 600 800 1000 1200 0 2 4 6 8
Frecuencia [Hz] /r,
106 4
(405b)
7 104
g 2 b
5
3
£
E
3
T 102
4
5
2 5
3 w0
K
&
£ 100
2
H
£
&
=
£
5 2k 4
@
S 98
gl e e P Y |
0 200 400 600 800 1000 1200 0 2 4 6 8
Frecuencia [Hz] /1,
96 4
(A05¢)
94 b
8
; of 1
h=]
K
£
K
3
g
5
2
El
2 5
3
£
@
Bl
g
£
&
e
£
& 2k 4
w
S
a1 P Y |
0 200 400 600 800 1000 1200 0 2 4 6 8
Frecuencia [Hz] /1,

Figura 5.6: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequefo, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales correspon-
dientes (panel derecho) para un momento angular constante con el potencial de Artemova
et al. paraa = 0.5(ry4c/2).
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pectivamente. Se aprecian sobretonos de la frecuenciahatu745 Hz, 860 Hz, 1025 Hz,
1070 Hz correspondientes &bk, 1.5k; + .5Kpert, 2Kr Y 1.5Kr + 1.5Kpert, respectivamente.
En la tabla 5.4 se muestran los valores obtenidos para cada uno de los tamafios de los toros.

Tabla 5.4: Modelos para disco de diferentes tamafos en el potencial de Artezhalg1996) para
un parametro de Kerg = 0.9(crg/2). Se muestra el radio interno del disgg, el radio
externorey, la ubicacion del centro del disag, 0 el punto de maxima densidad, la densidad
central del disco o densidad maxima y la frecuergide oscilacion del modo fundamental
medido a través de la variacion de la densidad maxima.

Modelo f  rin/rg rex/rg fo/fg Kr[HZ] lo/(rgc) Wo/(c*/2) Pmax1sIMKS]

(AO9a) 085 322 656 425 394 1.54328 -0.0965 8.68556
(AO9b) 090 341 588 425 435 1.54328 -0.1022 2.57350
(A09c) 099 392 465 425 511 1.54328 -0.0965 0.00257

Comparando las secciones meridionales de los modelos @), (A05c) y (A09c),
podemos ver un comportamiento en la geometria del disco. Vemos que conforme el parametro
de Kerra — rgc/2 el disco de acrecion es mas circular, ya que los modelos construidos
con el potencial de Newton corresponden a un parametro deakerngc/2 y los modelos
contruidos con el potencial de Paczyhski-Wiita corresponden a un parametro da Kerr

0(rgc/2).

5.2.3. Resultados para la distribuddn de momento angular como ley de
potencia en el radio

Los siguientes toros fueron construidos con una distribucion de momento angular en for-
ma de ley de potencias en el radio, definida por la ecuacion 5.2. Note que en el centro del
disco de acreciormg, la distribucion se reduce al caso constante, pero esto no es en todo el
disco. Para radios menores qygeel momento angular kepleriano evaluada g@as reducido
mientras que para radios mayores el momento angular es aumentado. Este aumento y esta
reduccion son muy pequeios, puesto que el indice fue fijade 8.1.

En la figura 5.8 se muestran las transformadas de Fourier y sus distintos tamafos de los
toros en seccion meridional con el potencial de Newton. De esta figura podemos observar
picos prominentes en los espectros de frecuencias, los cuales se ubican en 395 Hz, 436 Hz
y 515 Hz para los modelos (Nd), (Ne) y (Nf), respectivamente. Para el caso del toro grande
podemos apreciar una frecuencia batida en 595 Hz que es la suma entre la frecuencia funda-
mental &;) y la perturbacionKpert), y ademas se aprecia el sobretorp@n 790 Hz. Para el
toro intermedio se aprecian dos frecuencias batidas entre la frecuencia fundamental y la per-
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Figura 5.7: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequefo, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales correspon-
dientes (panel derecho) para un momento angular constante con el potencial de Artemova
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turbativa en 636 Hz y en 236 Hz correspondient&s-a Kpert Y Kr — Kpert, respectivamente.
Ademas ligeramente se alcanza a apreciar el sobretqner2870 Hz. En el toro pequefio

se aprecian las frecuencias bati#@s- Kpert Y Kr + 1.5Kpert, €n 715 Hz y 815 Hz, respec-
tivamente. Ligeramente se alcanza a apreciar un sumidero en 400 Hz que corresponde a un
sobretono de la perturbacion ekpér. En la tabla 5.5 se muestran los valores obtenidos para
cada uno de los tamafos de los toros.

Tabla 5.5: Modelos para disco de diferentes tamafios con el potencial de Newton. Se muestra el radio
interno del discai,, el radio externgey, la ubicacion del centro del disc, 0 el punto de
maxima densidad, la densidad central del disco o densidad maxima vy la frecedeia
oscilacion del modo fundamental medido a través de la variacion de la densidad maxima.

Modelo f  rin/rg rex/rg ro/rg Kr [HZl Wo/(C?/2) Pmaxis[MKS]

(Nd) 085 323 672 425 395 -0.0888 6.2116
(Ne) 090 337 598 425 436 -0.0941 1.8404
(Nf) 099 391 466 425 515 -0.1035 0.0018

En la figura 5.9 se muestran las transformadas de Fourier yigtugas tamafnos de los
toros en seccion meridional con el potencial de Paczyhski-Wiita. Analizando esta figura ob-
servamos que para los modelos (PWd) y (PWe) se tiene un desbordamiento del disco hacia el
agujero negro, esto es por el tipo de distribucibn de momento angular, puesto que las particu-
las mas cercanas al agujero tienen menor momento angular que las que estan mas lejos del
agujero. Se observan picos prominentes en los espectros de frecuencias los cuales se ubican
en 315 Hz, 350 Hz y 415 Hz para los modelos (PWd), (PWe) y (PWf), respectivamente. Para
el toro grande se aprecia una frecuencia resonante de la frecuencia de perturbacién en 400 Hz,
la frecuencia batida entre la frecuencia fundamemaly la perturbacionKpert) en 515 Hz
(Kr + Kpert) Y @ademas se aprecia el sobretomp €n 630 Hz. Para el toro intermedio se apre-
cian dos frecuencias batidas entre la frecuencia fundamental y la perturbativa en 150 Hz y en
550 Hz correspondienteska — Kpert Y Kr + Kpert, respectivamente. Ademas se observa una
frecuencia en 400 Hz correspondiente a un sobretono de la perturbacion, por tltimo se alcan-
zan a ver dos picos mas, uno en 465 Hz y el otro en 695 Hz correspondieries-aD5K pert
y a= 2K, respectivamente. Esta Gltima siendo un sobretono de la frecuencias fundamental.
En el toro pequefo se aprecian las frecuencias bakid@S(pert Y Kr — Kpert, €0 615 Hz y
215 Hz, respectivamente. Se alcanza a apreciar una frecuencia en 400 Hz, correspondientes a
2Kpert que es un sobretono de la perturbacion. En 535 Hz tenemos un pico correspondiente a
1.25k;, ligeramente se aprecia otro pico en 735 Hz, que correspondei2ém X Kpert Una
frecuencia batida entre la perturbacion y la frecuencia fundamental, ademas se observa otra
frecuencia en 835 Hz correspondiente 2k, 0 quiza a 125k, + 1.5Kpert. En la tabla 5.6 se
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Figura 5.8: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequefo, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales correspon-
dientes (panel derecho) para un momento angular en ley de potencias en el radio con el
potencial de Newton.
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muestran los valores obtenidos para cada uno de los tamaiios tros.

Tabla 5.6: Modelos para disco de diferentes tamafios con el potencial de Paczyhski-Wiita. Se muestra
el radio interno del discoj,, el radio externaey, la ubicacion del centro del discog
o el punto de maxima densidad, la densidad central del disco o densidad maxima y la
frecuenciak, de oscilacion del modo fundamental medido a través de la variacion de la
densidad maxima.

Modelo f  rin/rg rex/tg To/fg K [HZ] Wo/(C?/2) Pmax1s[MKS]

(PWwd) 085 256 715 425 315 -0.0715 3.23713
(PWe) 090 258 652 425 350 -0.0757 0.95914
(PWf) 099 373 483 425 415 -0.0833 0.00095

En la figura 5.10 se muestran las transformadas de Fourierdigtugos tamafos de los
toros en seccion meridional con el potencial de Artemetval. con el parametro de Kerr,
a= 0.5(rgc/2). Se observan picos prominentes en los espectros de frecuencias, los cuales
se ubican en 365 Hz, 405 Hz y 485 Hz para los modelos (PWd), (PWe) y (PWf), respec-
tivamente. Para el toro grande se aprecian dos frecuencias batidas en 165 Hz y 565 Hz,
correspondientesi — Kpert Y Kr + Kpert, respectivamente. Se aprecia una frecuencia en 729
Hz que corresponde &g que es un sobretono de la frecuencia fundamental. Se alcanza a
apreciar ligeramente una frecuencia en 765 Hz correspondi@nte 2k pert, y por Gltimo se
alcanza a apreciar una frecuencia en 845 Hz que correspond2iq + .5errt) gue es una
frecuencia batida entre la frecuencia fundamental y la frecuencia perturbativa. Para el toro
intermedio se aprecian dos frecuencias batidas entre la frecuencia fundamental y la perturba-
tiva en 605 Hz y en 805 Hz correspondienteg a Kpert Y Kr + 2Kpert, respectivamente. En
el toro pequerio se aprecia la frecuencia batidakpert, €n 285 Hz. Se alcanza a apreciar un
frecuencia en 660 Hz, correspondientesixl+ 0.25kpert que es un frecuencia batida entre
las frecuencias fundamental y la perturbacion. Ligeramente se alcanza a aprecia la frecuencia
resonante £ en 770 Hz. En la tabla 5.7 se muestran los valores obtenidos para cada uno de
los tamaiios de los toros.

En la figura 5.11 se muestran las transformadas de Fourier y sus distintos tamanos de
los toros con el potencial de Artemoeaal. con el parametro de Kera, = 0.9(rqc/2). Se
observan picos prominentes en los espectros de frecuencias, los cuales se ubican en 389 Hz,
430 Hz y 510 Hz para los modelos (A09d), (A09e) y (AQ9f), respectivamente. Para el toro
grande se aprecian dos frecuencias batidas en 589 Hz y 189 Hz, correspondkgnt@&pex
Y Kr — Kpert, respectivamente. Se aprecia una frecuencia en 775 Hz que correspakde a 2
gue es un sobretono de la frecuencia fundamental. Para el toro intermedio se aprecian dos
frecuencias batidas entre la frecuencia fundamental y la perturbativa en 630 Hz y en 230 Hz
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Figura 5.9: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequefo, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales correspon-
dientes (panel derecho) para un momento angular en ley de potencias en el radio con el
potencial de Paczynhski-Wiita.
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Tabla 5.7: Modelos para disco de diferentes tamafios con el potencial de Arteshatacon el
parametro de Keria = 0.5(rqc/2). Se muestra el radio interno del disgg, el radio ex-
ternorey, la ubicacion del centro del discry, 0 el punto de maxima densidad, la densidad
central del disco o densidad maxima y la frecuergide oscilacion del modo fundamental
medido a través de la variacion de la densidad maxima.

Modelo f  rin/rg rex/Tg ro/fg ki [HZ Wo/(C?/2) Pmaxis[MKS]

(AO5d) 085 313 689 425 365 -0.0813 4.75808
(AO5e) Q90 327 615 425 405 -0.0861 1.40980
(AOSf) 099 386 471 425 485 -0.0947 0.00140

correspondientes & + Kpert Y Kr — Kpert, respectivamente. Ligeramente se aprecia la fre-
cuencia 860 Hz correspondiente & 2En el toro pequeiio se aprecia la frecuencia batida

Kr + Kpert, €n 710 Hz. Se alcanza a apreciar un frecuencia en 855 Hz, correspondientes a
1.5kr + 0.5k pert que es una frecuencia batidad entre las frecuencias fundamental y la pertur-
bacion. Ligeramente se alcanza a apreciar un sobretono de la perturbaciog.erEa la

tabla 5.8 se muestran los valores obtenidos para cada uno de los tamanos de los toros.

Tabla 5.8: Modelos para disco de diferentes tamafios con el potencial de Arteetalacon el
parametro de Keria = 0.9(rqc/2). Se muestra el radio interno del disgg, el radio ex-
ternorey, la ubicacion del centro del discry, 0 el punto de maxima densidad, la densidad
central del disco o densidad maxima y la frecuergide oscilacion del modo fundamental
medido a través de la variacion de la densidad maxima.

Modelo f  rin/rg rex/rg ro/rg Kr [HZl Wo/(C?/2) Pmaxis[MKS]

(AO9d) 085 323 671 425 389 -0.0869 5.81291
(A0O9e) Q90 333 605 425 430 -0.0920 1.72234
(A09f) 099 390 466 425 510 -0.1012 0.00172

En la figura 5.12 se presenta una comparacion entre las freéagenaturales obtenidas
con las distribuciones de momento angular constante (linea punteada) y ley de potencia en
el radio (linea solida) ambas para el potencial de Paczyhski-Wiita. EI punto marcado con un
asterisco representa a la frecuencia epiciclica obtenida de manera analitica. Se puede observar
que la linea so6lida decae mas rapido que la linea punteada, es decir, las frecuencias naturales
de toros construidos con una ley de potencia en el radio decaen mas rapidamente que la
frecuencias naturales de toros construidos con momento angular constante.
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Figura 5.11: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro

pequefo, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales corres-
pondientes (panel derecho) para un momento angular en ley de potencias en el radio con
el potencial de Artemovat al.con el parametro de Kera,= 0.9(r4c/2).
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Figura 5.12: Grafica que esquematiza como decrece monotonicamente la frecuencia del modo fun-
damentalk;, conformef decrece también (es decir se aumenta el tamafo del toro). La
frecuencia fundamental parte de la frecuencia epicickgaencontrada analiticamen-
te. Para este caso la frecuencia epiciclica es 425.94 Hz parg = 4.254. El punto
mostrado con un asterisco representa a la frecuencia epiciclica analitica mientras que los
otros tres puntos representan el valor de la frecuencia fundamental encontrada para cada
f. La linea solida representa a las frecuencias del modo fundamental con un momento
angular como ley de potencia en el radi¢r[ O r%] mientras que la linea punteada
representa a las frecuencias del modo fundamental con un momento angular constante
(véase la figura 5.4). Se puede apreciar que la linea sélida decae mas rapidamente que la
linea punteada.
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5.2.4. Resultados para la distribuadn de momento angular prorpuesta
por Qian et al. (2009)

Los siguientes toros fueron construidos con la distribucibn de momento angular propues-
ta por Qianet al. (2009), definida por la ecuacion 5.3. Note que en el centro del disco de
acrecionyg, la distribucion se reduce al caso constante, pero esto no es en todo el disco. Para
este trabajo se fijaron los exponentes que aparecen en la ecuacion 5.3 de la siguiente manera,
B=0.0,0.1y{ =0.0,0.1. Para el caso en qye= 0.0y { = 0.0, la ecuacion 5.3 se reduce
a la ecuacion 5.1, que es un caso ya considerado anteriormente.

Resultados para8 =0.1y { =0.0

En la figura 5.13 se muestran las transformadas de Fourier y los distintos tamaios de los
toros en seccion meridional con el potencial de Newton. De esta figura podemos observar
picos prominentes en los espectros de frecuencias, los cuales se ubican en 399 Hz, 440 Hz
y 515 Hz para los modelos (NQ0100a), (NQO100b) y (NQO100c), respectivamente. Para el
caso del toro grande podemos apreciar una frecuencia batida en 599 Hz que es la suma entre
la frecuencia fundamentat,) y la perturbacionKpert), y ademas se aprecia el sobretorpe 2
en 798 Hz. Para el toro intermedio se aprecian dos frecuencias batidas entre la frecuencia
fundamental y la perturbativa en 640 Hz y en 240 Hz correspondierkes &pert Y Kr —

Kpert: fespectivamente. Ademas se alcanza a apreciar el sobrefijoeh 660 Hz, este
sobretono esta en la misma joroba en donde se ubica la frecuenciakyatidger:. En esta

joroba se alcanzan a apreciar estas dos frecuencias. Ligeramente se alcanza a apreciar el
sobretono R,. En el toro pequeiio se aprecian claramente tres sumideros en 315 Hz, 400 Hz

y 715 Hz correspondienteska — Kpert, 2Kpert Y Kr + Kpert, respectivamente. Ligeramente se
alcanza a apreciar una frecuencia en 1030 Hz corresponde a al sobretokbd@ro pico
prominente ubicado en 823 Hz corresponde a la frecuencia batida.5kpert. En la tabla

5.9 se muestran los valores obtenidos para cada uno de los tamafios de los toros.

Tabla 5.9: Modelos para disco de diferentes tamafios con el potencial de Newton. Se muestra el radio
interno del discai,, el radio externdey, la ubicacion del centro del disc, 0 el punto de
maxima densidad, la densidad central del disco o densidad maxima vy la frecedeia
oscilacion del modo fundamental medido a través de la variacion de la densidad maxima.

Modelo f rin/tg Tex/Tg To/Tg K [HZ] Wo/(C?/2) Pmax15IMKS]
(NQO100a) 5 323 658 425 399 -0.0947 7.5200
(NQO100b) 0 342 592 425 440 -0.1003 2.2281
(NQO100c) 099 388 469 425 515 -0.1103 0.0022
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Figura 5.13: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro

pequefio, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales corres-
pondientes (panel derecho) para un momento angular deéiahpara = 0.1y
{ = 0.0 con el potencial de Newton.

En la figura 5.14 se muestran las transformadas de Fourier y los distintos tamafos de los
toros en seccibn meridional con el potencial de Paczyhski-Wiita. De esta figura podemos ob-
servar picos prominentes en los espectros de frecuencias, los cuales se ubican en 329 Hz, 362
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Hz y 420 Hz para los modelos (PWQ0100a), (PWQ0100b) y (PWQH16&spectivamente.

Para el caso del toro grande podemos apreciar una frecuencia batida en 529 Hz que es la
suma entre la frecuencia fundamentaq) (y la perturbacionKpert), y Se aprecia; — Kpert €n

129 Hz, siendo este Gltimo un sumidero. Por Gltimo se aprecia una frecuencia en 658 Hz co-
rrespondiente a el sobretong,2Para el toro intermedio se aprecian dos frecuencias batidas
entre la frecuencia fundamental y la perturbativa en 162 Hz y en 562 Hz correspondientes
akKy — Kpert Y Kr + Kpert, respectivamente. Ademas se alcanza a apreciar el sobretpea 2

724 Hz, y ademas ligeramente el sobretorged en 400 Hz. En el toro pequefio se aprecian
claramente un sumidero en 1000 Hz correspondientga:bsiendo un sobretono de la per-
turbacion. Son visibles las frecuencias batifas Kpert, Kr — Kpert Y 2Kr + Kpert, Y ademas

se aprecian los sobretonog; 3/ 2kpert. En la tabla 5.10 se muestran los valores obtenidos
para cada uno de los tamanos de los toros.

Tabla 5.10: Modelos para disco de diferentes tamafos con el potencial de Paczyhski-Wiita. Se mues-
tra el radio interno del disco,, el radio externaey, la ubicacion del centro del disco,
ro o el punto de maxima densidad, la densidad central del disco o densidad maximay la
frecuenciak,; de oscilacion del modo fundamental medido a través de la variacion de la
densidad maxima.

Modelo f  rin/rg Tex/Tg To/Tg K [HZ Wo/(C?/2) Pmax15IMKS]

(PWQ0100a) @5 301 692 425 329 -0.0850 5.4378
(PWQ0100b) ®O 322 617 425 362 -0.0900 1.6112
(PWQO0100c) ®9 384 475 425 420 -0.0990 0.0016

En la figura 5.15 se muestran las transformadas de Fourierdydtistos tamaios de los
toros en seccion meridional con el potencial de Artemelval. con el parametro de Kerr,
a=0.5(rgc/2). De esta figura podemos observar picos prominentes en los espectros de fre-
cuencias, los cuales se ubican en 375 Hz, 412 Hz y 485 Hz para los modelos (A05Q0100a),
(A05Q0100b) y (A05Q0100c), respectivamente. Para el caso del toro grande podemos apre-
ciar dos frecuencias batidas,— Kpert Y Kr + Kpert €0 175 Hz'y 575 Hz, respectivamente. Por
Ultimo se aprecia una frecuencia en 750 Hz que corresponde al sobretoRaga el toro in-
termedio se aprecian dos frecuencias batidas entre la frecuencia fundamental y la perturbativa
en 212 Hz y en 612 Hz correspondientes a- Kpert Y Kr + Kpert, respectivamente. Ademas
se alcanza a apreciar el sobretomp @n 824 Hz, siendo este un sumidero. El sumidero mas
grande que se aprecia en la grafica correspomge-d.5kpert €n 712 Hz. En el toro pequeio
se aprecian claramente un sumidero acompafado de un pico en 927 Hz correspondiente a
1.5k; + Kpert. Son visibles las frecuencias batid@st Kpert, Kr — Kpert, Y ademas se aprecian
los sobretonos de la frecuencia fundamental .&r,ly 2k;. En la tabla 5.11 se muestran los
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Figura 5.14: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequefo, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales corres-
pondientes (panel derecho) para un momento angular deéiahpara§ =0.1y
{ = 0.0 con el potencial de Paczyhski-Wiita.
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valores obtenidos para cada uno de los tamafos de los toros.

Tabla 5.11:Modelos para disco de diferentes tamafos con el potencial de Artegd@lacon el
parametro de Kera = 0.5(rgc/2). Se muestra el radio interno del disgg, el radio ex-
ternorey, la ubicacion del centro del disc, 0 el punto de maxima densidad, la densidad
central del disco o densidad maxima y la frecuengide oscilacion del modo fundamen-
tal medido a través de la variacion de la densidad maxima.

Modelo f rin/rg Tex/Tg To/fg Kr[HZ] Wo/(C?/2) Pmax15IMKS]
(A05Q0100a) ®B5 319 667 425 375 -0.0909 6.6613
(AO5Q0100b) O 336 598 425 412 -0.0963 1.9737
(A05Q0100c) @9 388 471 425 485 -0.1059 0.0019

En la figura 5.16 se muestran las transformadas de Fourierdydtistos tamaios de los
toros en seccion meridional con el potencial de Artemeltval. con el parametro de Kerr,
a=0.9(rgc/2). De esta figura podemos observar picos prominentes en los espectros de fre-
cuencias, los cuales se ubican en 395 Hz, 435 Hz y 510 Hz para los modelos (A09Q0100a),
(A09Q0100b) y (A09Q0100c), respectivamente. Para el caso del toro grande podemos apre-
ciar la frecuencia batida; + Kpert, €n 595 Hz, y ademas se aprecia el sobretoxoen
790 Hz. Para el toro intermedio se aprecian una joroba en seguida de la frecuencia del mo-
do fundamental. En esta joroba se alcanza a apreciar tres pequeios picos correspondientes a
Kr + Kpert: 1.5K; Y 0.5Kr 4- 2.5k pert €N 635 Hz, 653 Hz y 717 Hz, respectivamente. Se alcanza
a apreciar la frecuencia batida— Kpert y €l sobretono ;. En el toro pequeio se aprecian
claramente un sumidero acompanado de un pieq erkpert. Se aprecian dos sumideros mas
(mas pequeios) correspondiente@s & Kpert Y 2Kpert. El 0tro pico prominente fue localizado
en Q5k; + 3Kpert, Y por Gltimo se alcanza a apreciar el sobretokio 2

En la tabla 5.12 se muestran los valores obtenidos para cada uno de los tamafos de los
toros.

Resultados para3 =0.1y ( =0.1

En la figura 5.17 se muestran las transformadas de Fourier y los distintos tamafos de los
toros en seccion meridional con el potencial de Newton. De esta figura podemos observar pi-
cos prominentes en los espectros de frecuencias, los cuales se ubican en 395 Hz, 435 Hz y 515
Hz para los modelos (NQO101a), (NQ0101b) y (NQO101c), respectivamente. Para el caso del
toro grande podemos apreciar dos frecuencias batidas en 595 Hz y 890 Hz correspondientes
aKr + Kpert Y 2Kr + 0.5Kpert, respectivamente. Ademas podemos apreciar dos frecuencias re-
sonantes de la frecuencia del modo fundamental.Bxy ¥/ 2k;. Para el toro intermedio se
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Figura 5.15: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequefo, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales corres-
pondientes (panel derecho) para un momento angular deéiahpara§ =0.1y
¢ = 0.0 con el potencial de Artemowt al. con el parametro de Kera,= 0.5(ryc/2).
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Figura 5.16: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequefo, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales corres-
pondientes (panel derecho) para un momento angular deéiahpara§ =0.1y
¢ = 0.0 con el potencial de Artemowt al. con el parametro de Kera,= 0.9(rqc/2).
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Tabla 5.12: Modelos para disco de diferentes tamafios con el potencial de Artesh@lacon el
parametro de Kera = 0.9(rgc/2). Se muestra el radio interno del disgg el radio ex-
ternorey, la ubicacion del centro del disc, 0 el punto de maxima densidad, la densidad
central del disco o densidad maxima y la frecuengide oscilacion del modo fundamen-
tal medido a través de la variacion de la densidad maxima.

Modelo f rin/rg Tex/Tg To/fg K [HZ] Wo/(C?/2) Pmax15IMKS]
(A09QO0100a) ®B5 326 660 425 395 -0.0939 7.3419
(A09Q0100b) @O 338 593 425 435 -0.0995 2.1753
(A09Q0100c) @9 389 470 425 510 -0.1094 0.0022

observa una joroba y en ésta se ubican la frecuencia batid&pert y €l sobretono bk,
siendo esta Ultima una frecuencia resonante del modo fundamental. Ademas se observa la
frecuencia batid&, — Kpert, Y las frecuencias resonantes ¥ 4kpert. En el toro pequeio se
aprecian claramente dos sumideros ubicados por debajo de la frecuencia fundamental, estos
corresponden & — Kpert Y 2Kpert. S€ aprecia otro sumidero acompanado de un pequeiio pi-
CO enky + Kpert. El otro pico prominente en el espectro corresponde a la frecuencia batida
Kr + 1.5Kpert, y €l Gltimo pico al sobretono de la frecuencia natural ubicadokgn 2

En la tabla 5.13 se muestran los valores obtenidos para cada uno de los tamafiios de los
toros.

Tabla 5.13: Modelos para disco de diferentes tamafos con el potencial de Newton. Se muestra el radio
interno del discai,, el radio externaey, la ubicacion del centro del discg, 0 el punto de
maxima densidad, la densidad central del disco o densidad maxima y la freckedeia
oscilacion del modo fundamental medido a través de la variacion de la densidad maxima.

Modelo f rin/rg Tex/Tg To/Tg Kr[HZ] Wo/(C?/2) Pmax15IMKS]

(NQO101la) 85 321 663 425 395 -0.0947 7.5200
(NQO101b) 090 337 595 425 435 -0.1003 2.2281
(NQO101c) 099 389 470 425 515 -0.1103 0.0022

En la figura 5.18 se muestran las transformadas de Fourier gidtatos tamafos de
los toros en seccion meridional con el potencial de Paczyhski-Wiita. De esta figura podemos
observar picos prominentes en los espectros de frecuencias, los cuales se ubican en 329 Hz,
360 Hz y 420 Hz para los modelos (PWQ0101a), (PWQO0101b) y (PWQO0101c), respectiva-
mente. Para el caso del toro grande podemos apreciar dos frecuencias batidag g y
Kr — Kpert, Siendo este Ultimo un sumidero . Por (ltimo se aprecia el sobretqnéara el
toro intermedio se aprecian dos frecuencias batidas localizadas-epert Y Kr + Kpert. S€
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Figura 5.17: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequefo, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales corres-
pondientes (panel derecho) para un momento angular deéiahpara§ =0.1y
{ = 0.1 con el potencial de Newton.
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pueden observar las resonancias de la frecuencia de perturlEn Xpert Y 3Kpert (SUMI-

dero), y ademas se aprecia el sobretoko En el toro pequefo se aprecian tres frecuencias
batidas ubicadas &6 + Kpert, Kr — Kpert Y Kr + 2Kpert, ademas podemos apreciar resonancias
de la frecuencia de perturbacion eKpgt, 3Kpert, 4Kpert Y SKpert. POr Ultimo se alcanza a

ver un pico en R,. En la tabla 5.14 se muestran los valores obtenidos para cada uno de los
tamafos de los toros.

Tabla 5.14: Modelos para disco de diferentes tamafios con el potencial de Paczyhski-Wiita. Se mues-
tra el radio interno del disco,, el radio externaey, la ubicacion del centro del disco,
ro o el punto de maxima densidad, la densidad central del disco o densidad maximay la
frecuenciak, de oscilacion del modo fundamental medido a través de la variacion de la
densidad maxima.

Modelo f rin/rg Tex/Tg To/Tq K [HZ Wo/(c?/2) Pmax1sIMKS]

(PWQO010l1la) ®B5 299 696 425 329 -0.0850 5.4378
(PWQO0101b) ®0 317 621 425 360 -0.0900 1.6112
(PWQ0101c) M9 383 476 425 420 -0.0990 0.0016

En la figura 5.19 se muestran las transformadas de Fourierdydtistos tamaios de los
toros en seccion meridional con el potencial de Artemeltval. con el parametro de Kerr,
a=0.5(rgc/2). De esta figura podemos observar picos prominentes en los espectros de fre-
cuencias, los cuales se ubican en 372 Hz, 410 Hz y 485 Hz para los modelos (A05Q0101a),
(A05Q0101b) y (A05Q0101c), respectivamente. Para el caso del toro grande podemos apre-
ciar tres frecuencias batidas 80— Kpert, Kr + Kpert Y Kr + 2Kpert (SUMidero), y ademas un
sobretono en# . Para el toro intermedio se aprecian cuatro frecuencias batidas-&pert,

Kr + Kpert: 1.5Kr 4-0.5Kpert Y 2Ky +0.25K pert. Ademas se alcanza a apreciar el sobretoqo 2
En el toro pequeio se aprecian dos frecuencias batidas localizaklas &pert, Kr — Kpert, Y
ademas se aprecian dos sobretonos de la frecuencia fundament#en ;. En la tabla
5.15 se muestran los valores obtenidos para cada uno de los tamafios de los toros.

En la figura 5.20 se muestran las transformadas de Fourier y los distintos tamaios de los
toros en seccion meridional con el potencial de Artemetval. con el parametro de Kerr,
a=0.9(rqc/2). De esta figura podemos observar picos prominentes en los espectros de fre-
cuencias, los cuales se ubican en 392 Hz, 435 Hz y 510 Hz para los modelos (A09Q0101a),
(A09Q0101b) y (A09Q0101c), respectivamente. Para el caso del toro grande podemos apre-
ciar las frecuencias batidas, + Kpert Y Kr — Kpert, Y @ademas el sobretona2 Para el toro
intermedio se aprecian las frecuencias batklas Kpert Y Kr — Kpert, Y ademas las frecuen-
cias resonantesk2 y 1.5«;. En el toro pequeiio se aprecian claramente tres sumideros en
Kr — Kpert, Kr + Kpert Y 2Kpert, €l 0tro pico prominente en el espectro corresponde a la fre-
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Figura 5.18: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequefo, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales corres-
pondientes (panel derecho) para un momento angular deéiahpara§ =0.1y
{ = 0.1 con el potencial de Paczyhski-Wiita.
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Figura 5.19: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequefo, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales corres-
pondientes (panel derecho) para un momento angular deéiahpara§ =0.1y
¢ = 0.1 con el potencial de Artemowet al. con el parametro de Kera,= 0.5(ryc/2).
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Tabla 5.15: Modelos para disco de diferentes tamafios con el potencial de Artesh@lacon el
parametro de Kera = 0.5(rgc/2). Se muestra el radio interno del disgg el radio ex-
ternorey, la ubicacion del centro del disc, 0 el punto de maxima densidad, la densidad
central del disco o densidad maxima y la frecuengide oscilacion del modo fundamen-
tal medido a través de la variacion de la densidad maxima.

Modelo f rin/rg Tex/Tg To/fg K [HZ] Wo/(C?/2) Pmax15IMKS]
(A05Q0101a) ®B5 317 675 425 372 -0.0909 6.6613
(A0O5Q0101b) @O0 335 604 425 410 -0.0963 1.9737
(A05Q0101c) (@9 386 471 425 485 -0.1059 0.0019

cuencia batida 8k, + 3Kpert, ¥ ligeramente se observa un pico eq} 2orrespondiente a un
sobretono de la frecuencia natural.
En la tabla 5.16 se muestran los valores obtenidos para cada uno de los tamafos de los

toros.

Tabla 5.16: Modelos para disco de diferentes tamafos con el potencial de Arteet@lacon el
parametro de Kera = 0.9(rgc/2). Se muestra el radio interno del disgg, el radio ex-
ternorey, la ubicacion del centro del disc, 0 el punto de maxima densidad, la densidad
central del disco o densidad maxima y la frecuemrgide oscilacion del modo fundamen-
tal medido a través de la variacion de la densidad maxima.

Modelo f rin/rg Tex/Tqg To/Tq K [HZ Wo/(c?/2) Pmax1s[MKS]
(A09Q0101a) (B5 323 666 425 392 -0.0939 7.3419
(A09Q0101b) @O 338 600 425 435 -0.0995 2.1753
(A09Q0101c) (@9 388 471 425 510 -0.1094 0.0022

Resultados para3 =0.0y {( =0.1

En la figura 5.21 se muestran las transformadas de Fourier y los distintos tamaios de los
toros en seccion meridional con el potencial de Newton. De esta figura podemos observar
picos prominentes en los espectros de frecuencias, los cuales se ubican en 395 Hz, 440 Hz
y 515 Hz para los modelos (NQOOO1a), (NQO0OO1b) y (NQOOO1Lc), respectivamente. Para el
caso del toro grande podemos apreciar la frecuencia batidapert y €l sobretono ;. Para
el toro intermedio se observa una jorobay en ésta se ubican la frecuenciabatida y el
sobretono Bk, siendo esta GUltima una frecuencia resonante del modo fundamental, ademas
se observa la frecuencia batiga— Kpert, Y las frecuencias resonantes; 3/ 4kpert. En el
toro pequefiio ligeramente se aprecian dos sumideros ubicados por debajo de la frecuencia
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fundamental, estos correspondext a- Kpert Y 2Kpert. S€ aprecia otro sumidero acompanado
en X — 2Kpert. El otro pico prominente en el espectro corresponde a la frecuencia batida
2Ky — Kpert, ademas de la frecuencia batiiat- kpert Casi después del mas grande sumidero
y por tltimo se alcanza a observar el sobretono de la frecuencia natural ubicakjo en 2

En la tabla 5.17 se muestran los valores obtenidos para cada uno de los tamafios de los
toros.

Tabla 5.17: Modelos para disco de diferentes tamafos con el potencial de Newton. Se muestra el radio
interno del discai,, el radio externaey, la ubicacion del centro del discg, 0 el punto de
maxima densidad, la densidad central del disco o densidad maximay la freckedeia
oscilacion del modo fundamental medido a través de la variacion de la densidad maxima.

Modelo f rin/rg Tex/Tg To/Tg Kr[HZ] Wo/(C?/2) Pmax15IMKS]

(NQOOO1la) B5 325 654 425 395 -0.1000 8.8442
(NQOOO1b) 090 340 589 425 440 -0.1058 2.6205
(NQO0O1c) 099 393 465 425 515 -0.1164 0.0026

En la figura 5.22 se muestran las transformadas de Fourier gidtatos tamafnos de
los toros en seccion meridional con el potencial de Paczyhski-Wiita. De esta figura podemos
observar picos prominentes en los espectros de frecuencias, los cuales se ubican en 327 Hz,
360 Hz y 420 Hz para los modelos (PWQO0001a), (PWQO0001b) y (PWQ0001c), respectiva-
mente. Para el caso del toro grande podemos apreciar una frecuencia batiekekgg, una
resonancia de la frecuencia perturbativa ggeg, y la frecuencia resonante2 El sumide-
ro mas grande que se alcanza a apreciar correspond& g4 Para el toro intermedio se
aprecian dos frecuencias batidas localizadag,enKpert Y Kr + Kpert. S€ pueden observar
las resonancias de la frecuencia de perturbacionkgg22.5Kpert Y 3Kpert (SUmidero), y
ademas se aprecia el sobretom®. ZEn el toro pequefo se aprecian tres frecuencias batidas
ubicadas em; + Kpert, Kr — Kpert Y 2Kr + 1.5Kpert, ademas podemos apreciar resonancias de
la frecuencia de perturbacion eRrt, 3Kpert, 4Kpert (ligeramente) y Epert (Sumidero). Por
Gltimo se alcanzaa a ver dos resonancias de la frecuencia natur&kery 2k;. En la tabla
5.18 se muestran los valores obtenidos para cada uno de los tamafos de los toros.

En la figura 5.23 se muestran las transformadas de Fourier y los distintos tamafos de los
toros en seccion meridional con el potencial de Artemelval. con el parametro de Kerr,
a=0.5(rgc/2). De esta figura podemos observar picos prominentes en los espectros de fre-
cuencias, los cuales se ubican en 371 Hz, 410 Hz y 485 Hz para los modelos (A05Q0001a),
(A05Q0001b) y (A05Q0001c), respectivamente. Para el caso del toro grande podemos apre-
ciar dos frecuencias batidas - Kpert Y Kr + Kpert, Y ademas un sobretono de la frecuencia
natural en R;. Para el toro intermedio se aprecian tres frecuencias batidas -€Rpert,
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Figura 5.21: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequefo, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales corres-
pondientes (panel derecho) para un momento angular de Qian e paddd® y { = 0.1
al con el potencial de Newton.
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Figura 5.22: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequefo, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales corres-
pondientes (panel derecho) para un momento angular de&iahpara3 = 0.0 y
{ = 0.1 con el potencial de Paczyhski-Wiita.



136 5.2. Oscilaciones y su aalisis

Tabla 5.18: Modelos para disco de diferentes tamafos con el potencial de Paczyhski-Wiita. Se mues-
tra el radio interno del disco,, el radio externaey, la ubicacion del centro del disco,
ro o el punto de maxima densidad, la densidad central del disco o densidad maximay la
frecuenciak,; de oscilacion del modo fundamental medido a través de la variacion de la
densidad maxima.

Modelo f ln/Tg Tex/Tg To/fg Kr [Hz] VVO/(CZ/2> Pmax15[MKS]

(PWQ0001a) @5 300 685 425 327 -0.0905 6.5626
(PWQ0001b) ®O 321 613 425 360 -0.0958 1.9444
(PWQ0001c) M9 389 470 425 420 -0.1054 0.0019

Kr + Kpert: 2Kr 4 0.5Kpert, siendo este Ultimo el sumidero mas grande que se aprecia en el
espectro, ademas se alcanza a apreciar el sobretono de la frecuencia ratyrdb2 reso-
nancias de la frecuencia perturbativa eRe (ligeramente se alcanza a apreciar) §K3ert.

En el toro pequefio se aprecian cuatro frecuencias batidas localizadas g, Kr — Kpert,

1.5kr + Kpert Y 1.5k — 0.5Kpert, y ademas se aprecian dos sobretonos de la frecuencia funda-
mental en 15k, y 2k;. En la tabla 5.19 se muestran los valores obtenidos para cada uno de
los tamafos de los toros.

Tabla 5.19: Modelos para disco de diferentes tamafos con el potencial de Arteet@lacon el
parametro de Kerg = 0.5(r4c/2). Se muestra el radio interno del disgg, el radio ex-
ternorey, la ubicacion del centro del disc, 0 el punto de maxima densidad, la densidad
central del disco o densidad maxima y la frecuengide oscilacion del modo fundamen-
tal medido a través de la variacion de la densidad maxima.

Modelo f rin/rg Tex/Tg To/Tq K [HZ Wo/(c?/2) Pmax1sMKS]
(A0O5Q0001a) ®B5 320 663 425 371 -0.0965 7.9593
(A0O5Q0001b) @O 335 596 425 410 -0.1022 2.3583
(A0O5Q0001c) (@9 392 465 425 485 -0.1124 0.0024

En la figura 5.24 se muestran las transformadas de Fourierdydtistos tamafos de los
toros en seccion meridional con el potencial de Artemetval. con el parametro de Kerr,
a=0.9(rqc/2). De esta figura podemos observar picos prominentes en los espectros de fre-
cuencias, los cuales se ubican en 394 Hz, 435 Hz y 510 Hz para los modelos (A09Q0001a),
(A09Q0001b) y (A09Q0001c), respectivamente. Para el caso del toro grande podemos apre-
ciar las frecuencias batidag; + Kpert Y Kr — Kpert, Y ademas el sobretono de la frecuen-
cia del modo fundamental erk2 Para el toro intermedio se aprecian las frecuencias ba-
tidas Ky + Kpert Y Kr — Kpert, Y ademas las frecuencias resonantesy21.5«;. En el toro
pequefio se aprecian tres frecuencias batidag enkpert (Muy ligeramente)k, + Kpert Y
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Figura 5.23: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequefo, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales corres-
pondientes (panel derecho) para un momento angular de&iahpara3 = 0.0 y
¢ = 0.1 con el potencial de Artemowet al. con el parametro de Kera,= 0.5(ryc/2).
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1.5k; + 0.5Kpert, siendo este Gltimo el otro pico prominente en el espectro, y se observa un
pico en X, correspondiente a un sobretono de la frecuencia natural.

En la tabla 5.20 se muestran los valores obtenidos para cada uno de los tamafiios de los
toros.

Tabla 5.20: Modelos para disco de diferentes tamafos con el potencial de Arteet@lacon el
parametro de Kera = 0.9(rgc/2). Se muestra el radio interno del disgg, el radio ex-
ternorey, la ubicacion del centro del disc, 0 el punto de maxima densidad, la densidad
central del disco o densidad maxima y la frecuemrgide oscilacion del modo fundamen-
tal medido a través de la variacion de la densidad maxima.

Modelo f rin/rg Tex/Tqg To/Tq K [HZ Wo/(c?/2) Pmax1sMKS]
(A09QO0001a) ®B5 326 652 425 394 -0.0993 8.6855
(A0O9QO0001b) WO 340 592 425 435 -0.1052 2.5735
(A09Q0001c) @9 393 464 425 510 -0.1157 0.0026

5.2.5. Interpretacion

En la figura 5.1 al igual que en los demas espectros de frecuencias mostrados en otras, se
aprecian picos prominentes. Entonces una perturbacion periédica induce eficientemente mo-
dos de oscilacion en una relacion 2:3:4.... dependiendo del modelo usado, por ejemplo, en el
modelo (PWCc) para el toro pequefio se observa este comportamiento. Por otro lado los picos a
mas alta frecuencia estan asociados a modos acusticos relacionados con ondas de presion que
se dipersan dentro del disco, a estas frecuencias se lesrianh@s-p esta explicacion fue
propuesta por Zanotét al. (2003). El modelo que pretende explicar las oscilaciones de los
discos gruesos mediante modos-p, se basa en lo bien que los modelos numéricos elaborados
por Rezzolleet al. (2003) se ajustan a las observaciones de los sistemas binarios de baja masa
observados en rayos X (LMXB). Dichos autores proponen que estos modos podrian explicar
las relaciones armonicas en las oscilaciones causi-periddicas de alta frecuencia observadas en
sistemas binarios de rayos X conteniendo a un candidato como agujero negro. Estas oscilacio-
nes observadas pueden ser inducidas por procesos como la viscosidad, turbulencia o campos
magneéticos que modifican las orbitas de las particulas que componen al gas que orbita al
agujero negro. Cabe mencionar que Rezzstlal. (2003) modelaron toros analiticos con: (i)
métrica de Schwarzschild, y (ii) perturbacion impulsiva global mientras que en el presente
trabajo se ha tratado con pseudo-potenciales newtonianos y perturbaciones periodicas dentro
del disco en la direccion radial. A pesar de esto se han encontrado resultados semejantes,
indicando que reflejan propiedades naturales de estos discos.
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Figura 5.24: Transformadas de Fourier de las oscilaciones radiales del centro del toro para un toro
pequefo, intermedio y grande (panel izquierdo), y sus secciones meridionales corres-
pondientes (panel derecho) para un momento angular de&iahpara3 = 0.0 y
¢ = 0.1 con el potencial de Artemowt al. con el parametro de Kera,= 0.9(rqc/2).
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En la figuras 5.25, 5.26, 5.27 y 5.28 se muestran todas lasfiems del modo funda-
mental obtenidas para los potenciales de: (i) Newton, (ii) Paczyhski-Wiita, (iii) Arteetova
al. con parametro de Kerg = 0.5(crg/2), y (iv) Artemovaet al. con parametro de Kerr,
a=0.9(crg/2), respectivamente, estas con las distribuciones de momento angular: (i) cons-
tante, (ii) ley de potencias en el radio a@r= 0.1, y (iii) aguellas dadas por Qiaat al. (2009),
que contemplan distribuciones mas generales en radio y angulo polfr<0f®.0,0.1} y
{ ={0.0,0.1}. En dichas graficas es posible observar como decrecen las frecuencias natura-
les conformef es disminuido. También se observa que para el caso de una distribucion de
momento angular en ley de potencias en el radio, las frecuencias decaen mas rapidamente. Se
observo que las distribuciones de momento angular dadas poeQedrestan ligeramente
por debajo de la distribucibn de momento angular constante.
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Figura 5.25: Grafica que esquematiza la variacion de las frecuencias del modo fundamental con res-
pecto al factor de llenadb usando el potencial de Newton con todas las distribuciones
de momento angular usadas en este proyecto. El punto mostrado con un asterisco re-
presenta a la frecuencia epiciclica analitica (525 Hz) mientras que los otros tres puntos
representan el valor de la frecuencia fundamental encontrada paré.cada
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Figura 5.26: Grafica que esquematiza la variacion de las frecuencias del modo fundamental con res-

pecto al factor de llenadb usando el potencial de Paczynhski-Wiita con todas las distri-
buciones de momento angular usadas en este proyecto. El punto mostrado con un aste-
risco representa a la frecuencia epiciclica analitica (425.94 Hz) mientras que los otros
tres puntos representan el valor de la frecuencia fundamental encontrada pafra cada
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Grafica que esquematiza la variacion de las frecuencias del modo fundamental con res-
pecto al factor de llenad® usando el potencial de Artemowed al. con parametro de

Kerr, a = 0.5(crg/2), con todas las distribuciones de momento angular usadas en es-
te proyecto. El punto mostrado con un asterisco representa a la frecuencia epiciclica
analitica (493 Hz) mientras que los otros tres puntos representan el valor de la frecuen-
cia fundamental encontrada para cdda



144 5.2. Oscilaciones y su aalisis

500 [~

k[Hz]

400

1 0.95 0.9 0.85

Figura 5.28: Grafica que esquematiza la variacion de las frecuencias del modo fundamental con res-
pecto al factor de llenad® usando el potencial de Artemowed al. con parametro de
Kerr, a = 0.9(crg/2), con todas las distribuciones de momento angular usadas en es-
te proyecto. El punto mostrado con un asterisco representa a la frecuencia epiciclica
analitica (520 Hz) mientras que los otros tres puntos representan el valor de la frecuen-
cia fundamental encontrada para cdda



Capitulo 6

Discuspbn y conclusiones

Se ha presentado como oscilan estructuras toroidales de gas en rotacion hacia agujeros
negros desde un enfoque pseudo-newtoniano, despreciando la auto gravedad de los discos de
acrecion, y estos con simetria axisimétrica. Se han considerado discos grue$ny del-
gados < h) construidos con distintas leyes de rotacion, asi como con distintos potenciales
gravitacionales que simulan los efectos de la fuerte gravedad producidos por la masa central.
Después de haber construido las condiciones iniciales en equilibrio hidrostatico, haber apli-
cado una perturbacion periddica radial al disco en el tiempo y aplicarle la transformada de
Fourier a la evolucion temporal de la energia total del sistema, fue posible observar como res-
pondio el disco de acrecion. Para las distribuciones de momento angular: (i) ley de potencia
en el radio, (ii) y el propuesto por Qiaat al. (2009), se escogibd que los exponentes radiales
fueran pequenos, puesto que para exponentes mayores de mas o menos 0.15 los toros son
inestables y algunos terminan acretando toda su masa al agujero negro.

Se pudo observar que conforme crece el tamafio del toro (disminuyendo el valor del factor
de llenado ) la frecuencia del modo fundamental decrece monotonicamente (véase la figura
5.4) desde la frecuencia epiciclica encontrada analiticamente para una particula de prueba
fijada en la posicion del centro del toro [véase la ecuacion (4.106)]. Este comportamiento fue
observado para cada distribucion de momento angular usada, por lo que no dependi6 de la
distribucion de momento angular usada ni del potencial gravitacional usado, dependi6 solo
del valor def.

En todos los toros construidos fue posible localizar la frecuencia del modo fundamental,
Kr, Yy ademas otros picos en el espectro de frecuencias (transformada de Fourier de la energia
total del sistema), estos picos a mas altas frecuencias pueden estar relacionados con ondas
de sonido atrapadas en el disco de acrecion apareciendo en secuencias 2:3...., independien-
temente de la distribucibn de momento angular. Se pudieron localizar frecuencias batidas en
el espectro, esto resulta por la aplicacion de perturbaciones al disco de acrecion, ya que es
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posible que se mezclen las frecuencias (modo fundamentatyrip&cion). Por lo tanto, es
posible decir, que perturbaciones periédicas pueden inducir los modos de oscilacion de un
toro que orbita a un agujero negro, y estos pueden ser explicados a través de los modos-p que
fueron estudiados por Zanotti al. (2003), Rezzoll&t al. (2003), entre otros. Las frecuencias
resonantes del modo fundamental encontradas en este trabajo son similares a las obtenidas
por estos autores.

El tamafo del toro dependio del espin del agujero negro o parametro deaKewulel
factor de llenadof. Los toros construidos con el potencial de Paczyhski-Waita Q, discos
elipticos) fueron mas anchos en la direccion radial que toros contruidas sdd{crg/2).
Se observo que conforme— (crg/2) los toros se encogian radialmente y se expandian
verticalmente, es decir, se hacian mas circulares en seccion meridional. Este comportamiento
se ve mas claro cuando se comparan los modelos (PWc), (A05c), (A09c) y (PWCc).

Se observo que las frecuencias del modo fundamental crecian conforme el parametro de
Kerr, a, tendia argc/2, es decir, del potencial de Paczynski-Wiita al potencial de Newton,
pasando por el potencial propuesto por Artemeval. (1996). Este comportamiento fue
observado cuando se mantenia fijo el factor de llenado,

Estos resultados (las frecuencias altas que se muestran en los espectros de frecuencias)
se podrian aplicar a la fenomenologia cuasi-peridodica en los rayos X observada en sistemas
binarios de rayos X conteniendo a un agujero negro como candidato (también pueden ser
usados para una estrella de neutrones). En el articulo de Reneillatd(1999) se reporta
la existencia de la 300 Hz QPO en el microquasar GRO J1655-40, mientras que Strohmayer
et al. (2001) reportd el descubrimiento de que este mismo objeto astrofisico tiene otra QPO
en 450 Hz. Abramowicz y Kluzniak (2001) proponen que la frecuencia de 450 Hz es una
proporcion 3:2 de la frecuencia conocida previamente en 300 Hz en la misma fuente, ya que
450 Hz, es la frecuencia maxima de las HFQPOs (véase el capitulo 1) para un sistema binario
de rayos X de baja masa con un agujero negro como candidato. Esto nos hace pensar que los
modelos desarrollados en este trabajo pueden ser aplicados a objetos astrofisicos como estos.

En el capitulo 1, se presentd que las frecuencias pueden ser escaladas por el inverso de
la masa del objeto compacto (para ese caso un agujero negro con la ISCO como radio).
McClintock y Remillard (2006) reportaron que las QPOs para los sistemas binarios de rayos
X observados con un agujero negro como candidato (véase la figura 1.3) también pueden
ser escaladas mediante una proporcioMdé, esto con ayuda del analisis estadistico hecho
por Greeneet al. 2001. Este escalamiento es un fuerte argumento en favor de los origenes
relativistas del fenomeno QPO.

La comparacion de los modelos propuestos en el presente trabajo con las observaciones,
es posible hacerla a través de las QPOs observadas en los modelos y en las observaciones. La
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fenomenologia de las QPOs es compleja, y como podemos absesymodelos propuestos

en este trabajo estan mas o menos en acuerdo con ella (rangos de las QPOs, véase el capitulo
1). Suponiendo que la QPO 450 Hz observada en la fuente de rayos X GRO J1655-40 sea
la frecuencia del modo fundamental, entonces nos es posible calcular el espin 0 momento
angular del agujero negro dada una medida de su masa.

El diagnostico del objeto central (por ejemplo agujero negro) es posible realizarlo si cono-
cemos ciertos parametros de éste, como es la ihsda frecuencia del modo fundamental,
K.

Suponga gue tenemos a un agujero negro en un sistema binario de rayos X de baja masa,
con una masa dely, = 2.5M.,. Si el agujero negro tuviera otra masa, esta podria ser esca-
lada comoM 1. Por ejemplo, considere el modelo (A05d) que nos did como resultado una
frecuencia del modo fundamental en 365 Hz para una mas®hik, 2si la masa del objeto
observado fueraM.,, entonces tenemos que dividir a 365 Hz entre 2, obteniendo 182.5 Hz
(véase capitulo 1).

También suponga que observamos a la frecuencia del modo fundamental del,tero,

425 Hz. Teniendo estos parametros (masa y frecuencia) es posible obtener una medicion del
espin del agujero negro. Lo que se tendria que hacer, es observar como cambia la frecuencia
del modo fundamental como funcion del parametrobservando los modelos presentados

en el capitulo anterior, vemos que solo para el modelo de disco grueso, e$ deBiB5, la
frecuencia planteada de 425 Hz no corresponde al rango obtenido, 315-399 Hz. Por lo tanto
se tendria que analizar solo con los toros mediahes0.9, y pequefiosf = 0.99, y esto
suponiendo que los toros mantienen una distribucibn de momento angular: (i) constante, (ii)
ley de potencias en el radio con= 0.1, 0 (iii) aquellas dadas por Qiat al. que consideran
distribuciones mas generales en radio y angulo polarfen{0.0,0.1} y { = {0.0,0.1}.

Note que la ley de rotacion con la que gira el disco de acrecion es desconocida.

En lafigura 6.1 se muestra la dependencia de la frecuencia del modo fundamental con res-
pecto al parametra. Analizando la figura (haciendo inferencia estadistica) encontramos que
si el disco fuera pequerio, entonces el espin del agujero negrasef@®4+ 0.01(cry/2),
mientras que si el disco fuera intermedio el espin se#D. 734 0.04(crg/2). Por lo tanto,
conforme el disco sea mas gruese<(h) entonces el espin del agujero negro sera mayor, es
decir, el agujero negro girara con mayor rapidez.

En el presente trabajo se supuso que el disco no es auto gravitante, que el agujero negro
no tiene campo magnético, simetria azimutal, que el gas es ideal y que el movimiento del
disco era puramente dinamico (despreciando viscosidad y disipacion de energia), lo cual en
una situacion de la astrofisica real estas condiciones no son estrictamente ciertas. Los campos
magnéticos juegan un papel muy importante en el comportamiento del disco, posiblemente
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Figura 6.1: Graficas que esquematizan la dependencia de la frecuencia del modo fundamental con
respecto al parametro de Kea;, en unidades deyc/2. Los puntos circulares son las
frecuencias del modo fundamental encontradas con las simulaciones hechas en el presente
trabajo para toros intermedios y pequefios, es deeirD.9 y f = 0.99, respectivamente.

Los puntos marcados con un asterisco en las curvas corresponden al modo fundamental
observado en 425 Hz, suponiendo que la masa del agujeroNuer@2.5M.,. La figura

en la partesuperiorcorresponde a un disco intermedio mientras queftaior a un disco
pequenio.
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produciendo modos adicionales o distintos. La viscosidaddydipacion de energia podrian
cambiar la geometria de los toros, ya que podria existir liberacion o absorcion de energia en
el disco de acrecion. Esto por supuesto cambiaria la oscilacion de los discos de acrecion.



Apeéendice A
Tensores

Los tensores son importantes en muchas areas de la fisica, incluyendo relatividad general
y electrodinamica. Escalares y vectores son casos particulares de los tensores. A una cantidad
gue no cambia bajo rotaciones de un sistema de coordenadas es llamado eseatzldses
especificado por un nimero real y estensor de orden.QUna cantidad cuyas componentes
son afectadas por la rotacion de un sistema de coordenadas es llamado vegemtodes
especificado paX = N! nimeros reales y es tensor de orden.JlUntensor de orden tiene
N" componentes que se transforman bajo un camino definido.

Existen varias leyes de transformacion de un sistema coordenado a otro. Una posible ley
de transformacién para un vector es

A= aijAj, (A1)
]

en dondes;j es el coseno del angulo entre el ¥jg el ejex;.

Si empezamos con un vector distancia diferendfalentonces, tomanddx a ser una
funcibn de las variables no primadas, tenemos que

ox
dxX = ;d—x;dxj, (A.2)

por la derivada total. Si introducimos que

ox

las ecuaciones (A.1) y (A.2) son consistentes. Cualquier conjunto de cantidfastesrans-
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forman de acuerdo a o
A= 5 P A4

es definido como un vecta@ontravariante cuyos indices se escriben como superindices. El
gradiente de un escalalyp, definido por

2090, .90 00
He =% ok T o (A-5)
(usandod, X2, x3 porx, y, z, respectivamente), se transforma como
¢ ox
dx" Z axi axi’ (A-6)

usandop = @(x,y,z) = (X,Y,Z) = ¢/,siendo@ un escalar. Note que la ecuacion anterior
difiere de la ecuacion (A.4) en que tenerdek/dxX' en vez dedx /dxl. La ecuacion (A.6) es
tomada como una definicion de un veatorariante denotado por usulindice El analogo
covariante de la ecuacion (A.4) es

oxl
J

So6lo en coordenadas cartesianas se tiene que

oxi X

entonces no hay diferencia entre transformaciones covariantes y contravariantes.

Ahora procedemos a definir los tensores de rango 2 covariante, contravariante y mixto
mediante las siguientes ecuaciones por medio de sus transformaciones de coordenadas:

i X' ox1
A/IJ - W Xm A y (Ag)
i ax' ax _,
XK 9x
Ci = 3 3T 3K (A.11)

Claramente, el orden del tensor va con el nUmero de derivadas parciales en la definicion:
0 para un escalar, 1 para un vector, 2 para un tensor de orden 2, y asi sucesivamente. Los
rangos para cada indice (subindice o superindice) dependen del nUmero de dimensiones del
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espacio. El numero de indices es independiente de la diomeds! espacio. Vemos qu!
es contravariante con respecto a los indiCgses covariante con respecto a los dos indices,
y B{‘ es contravariante con respecto al indigecovariante con respecto al indice

En el caso de un tensor general, una componente puede estar asociado con varios ejes
coordenados. Entonces una componente tendra generalmente varios indices. La ley de trans-
formacion de un tensor general es

/a /b 1d Ay’ n
ox? ox ox“ox  OX" _qy o

rab..d __
fn = u§1 Oxa X8 o X gxm il (A.12)
ab..dl.n

Note que algunos indices estan puestos como superindices o subindices dependiendo de la
parte correspondiente de la transformacion, es decir, si los vectores son covariantes o contra-
variantes.

A.0.6. Adicidbn y sustraccbn de tensores

La adicion y sustraccion de tensores estan definidas en términos de sus elementos indivi-
duales, igual que para los vectores. Si

A+B=C, (A.13)

entonces

Al £ B =Cl.
Desde luego qué y B deben ser tensores del mismo orden y estar expresados en un espacio
del mismo nimero de dimensiones.

A.0.7. Convencon para la suma

En analisis tensorial es acostumbrado adoptar una convencion para la suma para escribir
a las ecuaciones tensoriales en una forma mas compacta. Mientras se distinga entre contrava-
rianzay covarianza, podemos estar de acuerdo que cuando un indice aparece sobre un lado de
la ecuacion, uno como superindice y uno como subindice (excepto para las coordenadas don-
de ambos son subindices o superindices), automaticamente sumamos sobre ese indice. Esta
convencion esodoindice que en una exprési dada se repita dos veces se sobreentiende
la suma respecto del mismo, prescindiendo de escribir el signo de &nmunces podemos
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escribir a la ecuacion (A.10) como

N aX/i 0XI K

con la suma en el lado derecho sokngl implicita. Esta es la convencion para la suma de
Einstein. El indice es superindice porque esta asociado con la contravaxgrigeialmente
J es subindice porque esta relacionado al gradiente covariante.

A.0.8. Simetiia y antisimetria

El orden en que los indices aparecen en nuestra descripcion de un tensor es importante.
En generalA™ es independiente d&™, pero hay casos de interés particular. Si, para todo
my n,

AMN— AT (A.15)

llamamos al tensaimétrico. Si, por otro lado,

AT — _ANM (A.16)
el tensor eantisinetrico. Todos los tensores pueden ser expresados por sus partes simétrica
y antisimétrica por la identidad (para el tensor de segundo orden)

1 1
Amn — é (Amn +Anm) _|_ E (Amn _ Anm) , (Al?)
el primer término del lado derecho siendo el tensor simétrico, y el segundo, el tensor anti-

simeétrico.



Apendice B
Conceptos de relatividad general

Las modificaciones al fuerte campo gravitacional debido a la relatividad general llegan
a ser importantes cuando consideramos las propiedades de estabilidad y equilibrio de una
enana blanca, estrella de neutrones o un agujero negro. La relatividad general es una teoria
relativista de la gravitacion. La gravitacion newtoniana puede ser descrita como una teoria de
campo para un campo escafgysatisfaciendo la ecuacion de Poisson

% = 4nGpy. (B.1)

La aceleracion gravitacional de cualquier objeto en el campo esta dadaldor

La relatividad nos dice que todas las formas de energia son equivalentes a la masa, asi que
una teoria relativista de la gravedad tendria todas las formas de energia como fuentes del
campo gravitacional, no sojm.

Uno de los mas grandes descubrimientos de Einstein fue hacer a la relavidad general un
teoria geométrica de la gravitacion. En la teoria especial de la relatividad, el espacio tiempo
consiste de eventos, los cuales requieren cuatro nUmeros para su completa especificacion:
tres nUmeros para especificar la ubicacion espacial con respecto a las coordenadas escogidas,
y un numero para especificar el tiempo. Geométricamente, el espacio tiempo es representado
por una superficie de cuatro dimensiones, cada punto en la superficie corresponde a un evento
en el espacio tiempo.

Un observador en el espacio tiempo hace mediciones asignando coordenadas a los even-
tos. Existe una familia preferida de observadores en la relatividad especial: los observado-
res inerciales, para quienes una particula libre se mueve con velocidad uniforme. Todos los
observadores inerciales estan relacionados por la transformacion de Lorentz. Al sistema de
coordenadas de un observador inercial es llamado sistema coordenado inercial, 0 marco de
Lorentz.
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El intervalo (distancia) entre dos eventos cercanos en ategspempo esta dado por
ds® = —c?dt® + dxé + dy? + dZ, (B.2)

dondedt, dx, dy, y dz son las diferencias entre las coordenadas de los eventos evaluados
en cualquier marco de Lorentz. El intervals no depende del marco inercial usado para
evaluarlo -esto es la invarianza de Lorentz. Escribiextie ct, x! = x, ¥ =y y x* = z,
podemos escribir la ecuacion (B.2) como

ds? = Ngpdx¥ds, (B.3)

donde
Nag = diag(—l, 11, l), (B.4)

es una matriz diagonal de<4 y hay una suma implicita de 0 a 3 para los indices repetidos en

la ecuacion (B.3). La cantidagi,g es llamada tensor métrico del espacio tiempo euclideano
-esto es, euclideano excepto por el signo menos en la ecuacion (B.4). Notese que la parte
espacial del tensor métrico es euclidiano. Esta geometria es llamada espacio de Minkowski.

Uno puede usar marcos no lorentzianos (0 no inerciales) para describir al espacio tiempo.
Por ejemplo, uno puede usar coordenadas polares para la parte espacial de la métrica, o usar
el sistema de coordenadas de un observador acelerado. Si la relacion entre las coordenadas
inercialesx? y las no inercialeg” es

xT =x(y"), (B.5)
la ecuacion (B.3) se convierte en
ds’ = gap(y")dy dy’, (B.6)
donde por regla de la cadena
ox} 9x°e
2“2
Yap (y ) - NG 0)/[3 Mo- (B.7)

En la relatividad general, el espacio tiempo es todavia un superficie de eventos de cuatro
dimensiones, pero ahora el intervalo entre eventos cercanos esta dado por

ds? = gup (XY)dXdXP, (B.8)
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donde al no escoger las coordenagasjue puedan reducir la métrica a la ecuacion (B.3)
en cualquier punto, entonces se dice que el espacio tiempo esta curvado. Las fuggiones
son usadas para representar las variables del campo gravitacional. El intisr@altodavia
invariante, entonces la transformacion para las componentggdiel tensor métrica de las
coordenadag® a las coordenada$' es

X gx°
Jap(Y) = Wﬁ@i\a- (B.9)

La interpretacion fisica de la relatividad general depende del concepto de marcos iner-
ciales locales. En generg{ g (vease la ecuacion (B.8)) no puede ser diagonalizada por una
transformacion de coordenadagg en cualquier punto del espacio tiempo, podemos esco-
ger cualquier evento en el espacio tiempo a ser el origen de las coordenadas y entonces en ese
punto podemos diagonalizggg. Uno puede encontrar una transformacion de coordenadas
que ubique a la primera derivada ggg en el origen. En otras palabras, una expansion en
serie de Taylor de la métrica en el origen escogido quedaria como

ds? = [Nap + O(X%)]dXdxE. (B.10)

Cualquier parte pequefa de la coordenada en la cual la métrica toma la forma de la ecuacion
anterior es llamada marco inercial local. Para ver la razon de esta designacion, considere el
marco inercial local de un observador en el espacio tiempo. Un observador esta representado
por una linea de univer$de todos los eventos que el o ella experimentan. Se escoge algin
evento en particular sobre la linea de universo como el origen usado en la ecuacion (B.10), y
se construye un cuadri-vector unitagidangente a la linea de la coordengdasimilarmente

se construyex, ey, y €. Ya quegd, s = Nag: ésta es una tétrada ortonormal; estaeesy =
—1,ex-&x =1, -6 =0,y asi sucesivamente.

Un observador que es descrito por la tétrada ortonormal local descrita arriba es llamado
un observador inercial local u observador local de Lorentz. La relatividad general afirma que
todas las leyes no gravitacionales de la fisica son las mismas en un marco inercial local como
en la relatividad especial. Esta ley es llamada Principio de Equivalencia.

El Principio de Equivalencia es una generalizacion de un principio que dice que las le-
yes mecanicas no permiten detectar localmente un campo gravitacional. Los efectos de la
gravitacion siempre desaparecen en un marco de caida libre (es decir, inercial).

LPara describir qué es una linea de universo, primero suponga que se describe al espacio tiempo con un
plano en dos dimensiones, el planex. Un solo punto en este espacio es un punto fijadxpdt y es llamado
un evento. Una linea en el espacio nos da la relaciéx(t), y entonces puede representar la posicion de una
particula en diferentes tiempos. Esta es la llamada linea de universo de la particula.
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El principio de Equivalencia nos dice como formular leyegravitacionales en presen-
cia de un campo gravitacional. Se empieza con cualquier ley de la relatividad especial -por
ejemplo, la conservacion de la energia momento:

O, T = o (B.11)
Oa

(B.12)

Aqui T?B es el tensor de energia momento, y la ecuacion (B.11) dice que su cuadri- diver-
gencia desaparece. Por el Principio de Equivalencia, la ecuacion (B.11) debe ser valida en un
marco inercial local, donde la métrica tiene la forma (B.10). Se desea escribir a la ecuacion
(B.11) en la forma que sea valida en cualquier sistema de coordenadas donde la métrica ten-
ga la forma (B.8). Las matematicas necesarias para hacer esto es llamada calculo tensorial, o
geometria diferencial. Se necesita definir un operador mas general que la ecuacion (B.12), a
este operador se le llama derivada covariante. La derivada covariante se define como
17}

o= 5 + Mo (B.13)

donde las cantidadds,, son los simbolos de Christoffel (véase la ecuacion (C.20)). Estas
derivadas no son removibles en cualquier punto por alguna transformacion de coordenadas,
y las derivadas dg,g representan el efecto del campo gravitacional.

La implementacion matematica de el Principio de Equivalencia es algunas veces llamada
Principio de Covarianza General.

La distribucion de masa energia que determinara la geomggagsta descrita por las
ecuaciones de campo de Einstein. Estas fueron formuladas por Einstein como

GoP = 8n§T“ﬁ. (B.14)

AquiG9B, es el tensor de Einstein, es un tensor de segundo orden, es un operador diferencial
no lineal actuando sobig, z. El termino fuente para las ecuaciones de campo de Einstein es
el tensor de energia momento no gravitacioldF. Esta complicada ecuacion se reduce a
la ecuacion de Poisson (B.1) en el limite newtoniano. También se garantiza la conservacion
de la energia momento ya qilg G = 0.

El tensor de energia momento para el caso de un fluido perfecto toma la siguiente forma

T = (p+ p)uuP + pg®?, (B.15)

dondeu” es la cuadri-velocidad del fluidp,la densidad yp la presion. Este tensor se reduce
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ala ecuacion (2.12) cuangm®u? = 0y g?f = n98 = 598 cona y B tomando los valores
1,2y3.

Para poder definir el tensor de Einstein, primero se defitenabr de curvatura de Rie-
mann(con ayuda de los simbolos de Christoffel) de la siguiente manera

Rauw = v =T T Foul gy —Tovl By (B.16)

Después se define @nsor de RicGiR,g (con ayuda del tensor de Riemann):
_pH
Rup = Ry5 = Rea- (B.17)

Esta es la contraccion d%évﬁ sobre los indices primero y tercero. Similarmentessalar
de Riccies definido como

R=g""Ruy = g"g"P Ry ip0- (B.18)
El tensor de Eistein es definido como (utilizando el tensor y escalar de Ricci)
GP =R _ %g"BR: GPa. (B.19)

El tensorG?# esta construido solo del tensor de Riemann y la métrica, y ademas es libre de

divergencias como una identidad.

El tensor de Riemann es la caracterizacion de la curvatura. Si el tensor es cero, entonces el

espacio es identicamente plano. Este tensor tiene 20 componentes independientes (en cuatro
dimensiones). El tensor de Ricci, el escalar de Ricci, y el tensor de Einstein son contracciones
del tensor Riemann. En particular, el tensor de Einstein es simétrico y de segundo rango, lo

gue significa que tiene diez componentes independientes.



Apendice C
Particula libre en un campo gravitacional

Una particula de prueba es una idealizacion de un objeto material (es decir, un objeto
muy pequefio comparado con el objeto de estudio). Es supuesta a ser muy pequefa (que
no perturbe el espacio tiempo alrededor de esta), sin carga (no responde a las fuerzas elec-
tromagnéticas), esférica (no siente torcas). Simplemente se mueve libremente en el campo
gravitacional.

El movimiento de una particula libre se determina, en la teoria especial de la relatividad
(sin campos gravitacionales), a partir del principio de minima accion:

5S— —moa/ds:o, (C.1)

segln el cual la particula se mueve de manera que su linea de universo sea una extremal entre
un par dado de puntos de universo, es decir, en nuestro caso una recta (en el espacio ordinario
de tres dimensiones, esta recta corresponde a un movimiento rectilineo uniforme).

Para verificar la afirmacion anterior, se puede escribir al integrando en la forma

ds= (—napx?*f)Y/2dA, (C.2)
donde @
-a e

X' = T (C.3)

Aqui A es cualquier parametro a lo largo de la linea de universo. La expresion (C.2) para
dses invariante bajo un cambio del parametre- A (A’). El lagrangiano para la ecuacion
(C.1)es

L= (—napx®xP)1/2. (C.4)

Las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange obtenidas de la ecuacion (C.1) son
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simplemente (estas son obtenidas del calculo de variagione

d /oJL oL
ar (57) N (€5)

El lado derecho de la ecuacion anterior es cero yd.geeindependiente dé€. Entonces

oL e — : _ :
Ixa = _<_'7aBXaXB) 1/2'7a[3XB =-L 1'7aBXBa (C.6)
y obtenemos que
_ y 3, _odL
—L g% 4+ ngpiPL Za =0. (C.7)
Reordenando la ecuacion llegamos a
. gldL
nang - naﬁxﬁta =0. (C.8)

Reescalandd — A (A’) podemos hacer quepermanezca constante a lo largo de la curva.

En particular, uno puede parametrizar las lineas de universo de un particula por la longitud
a lo largo de la curva - esto es simplemente su tiempo propio, usualmente denotado por
(Realmentes= ct). Para este caso=s,L =1 alo largo de la curva, y entonces la ecuacion
anterior queda de la siguiente manera

Nap*? = 0. (C.9)
Multiplicando por la matriz inversa dg, g, denotada pon”®, obtenemos que

d2xY

N nept® = Y% =%V =0= ETER (C.10)
la cual es la ecuacion de movimiento para una particula con velocidad uniforme en una
linea recta. Geométricamente, las curvas de longitud extremal son llamadas geodésicas. Las
geodésicas de un espacio de Minkowski (relatividad especial) son lineas rectas cuadri- dimen-
sionales. El caso tratado anteriormente, datsle< 0, describe geodésicas del tipo temporal,
las lineas de universo de una particula libre. Fotones, u otras particulas sin masa, viajan a la
velocidad de la luz de modo quks® = 0; a los fotones que viajan libremente se les dice que
viajan en alo largo de una geodésica nula. En este caso el pardmatiouede ser escogido
como el tiempo propio. Es conveniente escogerlo como

o
= (C.11)
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el cuadri-momento del foton. Comg,g p” pB = 0 para todo tiempo para un foton, esta es una
opcion valida para (para una particula con masa se puede escoger gue/m). Entonces
la ecuacion (C.10) se lee como

% =0; queesp” = constante (C.12)

Por el Principio de Equivalencia la ecuacion (C.1) debe ser un principio variacional para
el movimiento de una particula de prueba en la relatividad general: las particulas libres se
mueven a lo largo de geodésicas del espacio tiempo. Entonces el lagrangiano de una particula
de prueba se puese escribir como

L = [~ggp(XV)X%P]2/2, (C.13)

Utilizando la ecuacion (C.5) encontramos que

oL 1

vop]H209,5(X%) .. 1, "
oxd 2 _gVB<Xa)XyXﬁ gﬁxa XVXB:_EL 1gVB,aXyXB7
oL _ )
5@ — - "9ap5.

Si suponemos que= constante, podemos escribir a las ecuaciones de movimiento de Euler-

Lagrange como
3 .39%p 1 e
ganB +XBWO'B - égy&ax”xﬁ =0. (C.14)

Por la regla de la cadena podemos escribir a la derivada que aparece en el segundo término

como
dgaB o dgaﬁ d_Xy

= C.15
dA oxy dy’ ( )
donde podemos definir
_ 99ap
ga‘&y = N . (C16)
Entonces la ecuacion final queda escrita como
9apX” +Gapg yX' X" — égyllax x® =0. (C.17)

Comog,p es un tensor simétrico, podemos escribir al segundo término de la ecuacion ante-
rior como

e 1 »
Gap X% =5 (Qap.y+ Oyap) W% (C.18)
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De modo que la ecuacion (C.17) se puede escribir como
ap*P + T ap}PXY =0, (C.19)

donde .
Fapy = 5(9ap.y+9yap — Yyp.a)- (C.20)

Multiplicando por la matriz inversa del tensor métrico, denotadayp®r obtenemos que

T 35 =0, (C.21)
donde
M3y =9""Tapy- (C.22)

Los simbolog- son llamados simbolos de Christoffel. La ecuacion (C.21) es la forma
final de la ecuacion geodésica en relatividad general. Note que el Principio de Equivalencia se
satisface: en un marco inercial local, uno puede escoger coordenadas de mggle e,
esto es que laB’s se anulen. Por lo tanto el movimiento de una particula de prueba en un
marco inercial local tiene velocidad uniforme en una linea rectal Iseen la ecuacion (C.21)
representan los efectos del campo gravitacional. Existe otro lagrangiano con el que se llega a
la misma ecuacion geodésica antes mencionada, este es

1 i
L= égaﬁxaxﬁ. (C23)

La ecuacion se obtiene de la misma manera como con el lagrangiano mostrado en la ecuacion
(C.13). Una relacion muy importante para describir a la particula de prueba es la definicion
del momento conjugado canodnico a la coordenddaste se escribe como

oL
Pa = FRCh (C.24)

De las ecuaciones (C.23) y (C.11), obtenemos que

Pa = Gap*? = Qapp® (C.25)

p” =g*Ppg. (C.26)

Note que sL es independiente de la coordenadigpor ejemplo), se dice que; es una
constante de movimiento.



Apendice D
Conceptos de termodimmica

La termodinamica es una teoria fenomenologica de la materia. A continuacion se enlis-
tan algunos conceptos que estudia la termodinamica, estos conceptos seran extremadamente
breves, ya que se espera que el lector esté familiarizado con dichos conceptos.

Un sistema termodinamico es cualquier sistema macroszopi

= Los parametros termodinamicos son cantidades macriessOmedibles, asociadas
con el sistema, como son la presiBnel volumenV, la temperaturd’, y el campo
magnéticaB. Estas son definidas experimentalmente.

= Un estado termodinamico es especificado por un conjuntordengdros termodinami-
COs necesarios para la descripcion del sistema.

= El equilibrio termodinamico prevalece cuando el estadodelinamico del sistema no
cambia con el tiempo.

= La ecuacion de estado es una relacion funcional entre kasnedros termodinamicos
de un sistema en equilibrio. BjV y T son los parametros termodinamicos del sistema,
la ecuacion de estado toma la forma

f(PV,T) =0, (D.1)

la cual reduce el nUmero de variables independientes del sistema de tres a dos. La
funcion f debe ser dada como parte de la especificacion del sistema.

= El concepto de trabajo es tomado de la mecanica clasicajétaplo, para un sistema
cuyos parametros sd? V y T, el trabajodW realizado por un sistema en el cual el
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volumen se incrementa pd¥ esta dado por

dw = PdV. (D.2)

= El calor es una cantidad de energia que absorbe un sistemdesnperatura se in-
crementa mientras no haya trabajo realizadd\@ies una pequefa cantidad de calor
absorbido, YAT es un pequefio cambio en la temperatura acompafando a la absorcion
de calor, entonces la capacidad calori@oasta definida como

AT
C=—. D.3
20 (D-3)
Entonces la capacidad calorifica a volumen constante se puede definir como
AQ
== D.4
o =(5). 0.4

y de la misma manera se puede definir a la capacidad calorifica a presion constante

_(8Q
Cp= <E)p (D.5)

Primera ley de la termodinamica

La primera ley de la termodinamica establece que la candtddlefinida como
dU =dQ—dw, (D.6)

es la misma para todas las transformaciones de un estado inicial a un estado final. Esto define
inmediatamente a una funcion de estaddlamada energia interna. La entalpia del sistema
puede ser definida como

H=U+PVWV (D.7)

La entalpia mide la cantidad de energia absorbida o liberada por un sistema termodinami-
co.

Segunda ley de la termodiamica

La segunda ley de la termodinamica nos dice que no existe transformacion termodinamica
cuyo Unica efecto sea extraer una cantidad de calor de un depoésito de calor dado y convertirlo
en trabajo.
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Entropia

La entropia de un sistema termodinamico se define como
TdS=dQ, (D.8)
que usando la primera ley de la termodinamica, obtenemos
TdS=dU+dW. (D.9)
La entropia mide el desorden de un sistema.

Tercera ley de la termodinamica

La tercera ley de la termodinamica establece que no es posible alcanzar el cero alsoluto
(T = 0) en un namero finito de etapas. También puede definirse como: la entropia de un
sistema en el cero absoluto es una constante universal, la cual puede ser tomada como cero.
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