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3.1. Método de Schwinger . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.2. Propagador Fermiónico en Presencia de un Campo Magnético . . . . . 34
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A.3. Auto-enerǵıas del bosón de Goldstone cargado (Gc) . . . . . . . . . . . 104
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B.2. Auto-enerǵıas del bosón de norma neutro (Z) . . . . . . . . . . . . . . 110
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C. Auto-enerǵıa de los fantasmas en una norma arbitraria 115
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4.1. Diagrama de Feynman para la teoŕıa λφ3. . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4.2. Contorno de integración que consiste en un semićırculo que encierra los
polos de la función Γ(σ − t− d

2
− p

2
) con γ = 2σ − 2t− d− 2a. . . . . . 70

5.1. Diagramas de Feynman para la auto-enerǵıa del bosón de Higgs, que
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Prefacio

En un trabajo reciente [1], el desarrollo de la transición de fase electrodébil (TFED)
en la fase simétrica, dentro del modelo estándar mińımo (MEM) en la presencia de
un campo hipermagnético externo débil, incluyendo la contribución de los diagramas
de anillo ha sido estudiado. El principal resultado de este trabajo es que la presencia
del campo fortalece la naturaleza de primer orden de la transición de fase. El anterior
resultado está de acuerdo con los cálculos realizados a nivel clásico [2] y a un lazo [3],
aśı como las simulaciones en red [4]. Por otra parte, enfoques no perturbativos donde el
potencial efectivo a temperatura finita, dentro del MEM, es estudiado para el caso de
campo magnético fuerte [5], llegan a la conclusión de que estos campos impiden que la
transición de fase sea de primer orden. Estos resultados son atribuidos a la contribución
de la masa de los fermiones ligeros, los cuales son generalmente despreciados en otros
cálculos. Además, ellos [5] también desprecian el corte al infrarrojo proporcionado por
las masas térmicas, lo que arroja dudas en sus conclusiones.

En este trabajo se generaliza el análisis de la evolución de la TFED en la presencia
de un campo magnético constante, trabajando con los grados de libertad de la fase
con la simetŕıa rota, en la cual la teoŕıa se ha reducido de SU(2)L × U(1)Y a U(1)em.
Trabajamos con una valor arbitrario (covariante) del parámetro de norma, en el ĺımite
de campo débil incluyendo la contribución de diagramas de anillo, que han demostrado
ser cruciales para la descripción de las propiedades de longitud de onda larga de la
teoŕıa [6]. Exploramos la posibilidad de integrar este cálculo en el escenario de la
Bariogénesis electrodébil, y estudiar la condiciones para que la transición de fase sea
más fuertemente de primera orden. Además, estudiamos la dependencia del parámetro
de norma de los parámetros de la transición de fase.

La tesis está estructurada en caṕıtulos que han sido basados en el art́ıculo de inves-
tigación publicado en el Physical Review D 82 (2010) 123007.

Concretamente, está organizada como sigue:

• En el Caṕıtulo I presentamos una introducción general al problema de la Bariogéne-
sis.

• En el Caṕıtulo II desarrollamos el Modelo Estándar Mı́nimo con los grados de
libertad en la fase con simetŕıa rota.



• En el Caṕıtulo III establecemos el formalismo necesario para incluir el efecto de
campos magnéticos débiles en el cálculo de los propagadores de las part́ıculas cargadas.

• En el Caṕıtulo IV, estudiamos la teoŕıa de campos a temperatura finita en el forma-
lismo de tiempo imaginario (FTI).

• En el Caṕıtulo V, trabajando con los grados de libertad de la fase rota para calcular
las auto-enerǵıas de las part́ıculas que intervienen en el cálculo.

• En el Caṕıtulo VI estudiamos el potencial efectivo (PE) como una función del valor
de expectación en el vaćıo (vev), del campo de Higgs y mostramos que el orden de la
transición de fase electrodébil es más fuerte de primer orden en presencia de campo
magnético. También estudiamos la dependencia de la transición de fase del parámetro
de norma.

• En el Caṕıtulo VII se exponen las conclusiones y se discuten los resultados obtenidos
en está tesis.

Finalmente, mostramos en los apéndices los resultados obtenidos en los cálculos de
cada una de las contribuciones a la auto-enerǵıas en un norma arbitraria.
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Resumen

En el presente trabajo estudiamos el fenómeno de restauración de la simetŕıa en el
modelo estándar durante la transición de fase electrodébil en presencia de un cam-
po magnético débil. Calculamos el potencial efectivo a temperatura finita hasta la
contribución de diagramas de anillo, usando los grados de libertad de la fase rota, y
hacemos un seguimiento de la dependencia del parámetro de norma a los resultados. Se
demuestra que bajo estas condiciones la transición de fase se vuelve más fuertemente
de primer orden.



Abstract

We study the symmetry restoration at finite temperature in the standard model du-
ring the electroweak phase transition in the presence of a weak magnetic field. We com-
pute the finite temperature effective potential up to the contribution of ring diagrams,
using the broken phase degrees of freedom, and keep track of the gauge parameter
dependence of the results. We show that under these conditions, the phase transition
becomes strongly first order.



Caṕıtulo 1

EL PROBLEMA DE LA
BARIOGÉNESIS EN EL
MODELO ESTÁNDAR

A partir de la verificación experimental de la existencia del positrón, por Anderson en
1932, se ha comprobado experimentalmente que toda part́ıcula tiene una anti-part́ıcula
asociada. Dada esta simetŕıa, el teorema CPT garantiza que una part́ıcula y su anti-
part́ıcula tienen exactamente la misma masa y vida media pero carga exactamente
opuesta. Aśı, si desde el inicio del universo este hubiera contenido la misma cantidad
de materia que de anti-materia, todo se habŕıa aniquilado y el universo seria un gas
de fotones. Nada de lo que existe, existiŕıa. Pero como el universo no está compuesto
exclusivamente de radiación, debemos encontrar una explicación, más allá de tan solo
invocar un principio antrópico1.

El estudio de las propiedades de alta temperatura y densidad del plasma primordial
del universo juega un papel importante en los intentos de explicar varios problemas
pendientes en la cosmoloǵıa. Uno de tales problemas, tratado en este caṕıtulo, es el
origen de la asimetŕıa materia-antimateria, observada hoy en el universo.

1.1. Asimetŕıa Materia-Antimateria

Uno de los principios básicos de la f́ısica de part́ıculas elementales es la simetŕıa entre
part́ıculas y antipart́ıculas. Formalmente este principio se refleja en el teorema CPT ,
el cual establece que para cualquier part́ıcula X también existe su antipart́ıcula X con
las misma masa y ancho de decaimiento, pero con carga opuesta.

La correspondencia entre part́ıcula y antipart́ıcula que ha sido firmemente probada
en aceleradores, es sorprendentemente violada en nuestro universo. Las observaciones
indican un universo compuesto en su totalidad de materia, y sin ningún indicio de

1El mundo es necesariamente como es porque hay seres humanos que se preguntan por qué es aśı.
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antimateria primordial.

La ausencia de aniquilaciones protones-antiprotones, a nivel subatómico dan una
fuerte evidencia de que a escala humana la presencia de antimateria en nuestras expe-
riencia diaria es nula. Por lo tanto, la Tierra está hecha de materia y la antimateria es
muy rara sobre ella. Solamente esta última es producida en pequeñas cantidades, en
los acumuladores de antipart́ıculas del Fermilab y el CERN.

De la primera visita del hombre a la luna y del hecho que no se aniquilara cuando
alunizo indudablemente prueba que la luna está hecha de materia. Del env́ıo de sondas
espaciales a otros planetas, satélites y asteroides, de nuestro Sistema Solar se puede
concluir que este está constituido de materia.

A escala galáctica, los rayos cósmicos dan información del material primordial del que
está hecha nuestra galaxia y también algunas más cercanas. En estos rayos vemos cerca
de 104 veces más protones que antiprotones. Esta proporción es consistente con la pro-
ducción secundaria de antiprotones, mediante el proceso p+p→ 3p+p que tiene lugar
en las capas superiores de la atmósfera. De lo anterior se desprende que nuestra galaxia
está predominantemente hecha de materia. De otra parte, si coexistieran dominios de
galaxias de materia y antimateria en el universo, un fuerte fondo de radiación γ en la
frontera entre estas, proveniente de las aniquilaciones nucleón-antinucleón, seŕıa medi-
do en la Tierra. Dado que no observamos esta radiación se puede concluir que estos
dominios de antimateria son despreciables a escalas de hasta 100 Mpc.

También existe la posibilidad que pequeñas regiones de antimateria pudieran coexistir
a grandes escalas, por lo tanto las aniquilaciones materia-antimateria, produciŕıan un
difuso fondo de rayos γ y una distorsión sobre el fondo cósmico de radiación (CMB).
Como ninguna de estas dos señales se observa, se concluye definitivamente que no hay
ningún indicio de antimateria primordial hasta la esfera de Hubble.

Bajo la suposición que el universo es homogéneo e isotrópico, las anteriores observa-
ciones de la abundancia relativa de materia y antimateria pueden cuantificarse, dentro
del modelo cosmológico estándar, en términos del parámetro ηB, definido como

ηB =
ηb − ηb
s

, (1.1)

en donde ηb y ηb son, respectivamente, la densidad de bariones y antibariones. Además,
s es la densidad de entroṕıa del universo dada por

s =
2π

45
g∗T

4, (1.2)

y relacionada con la densidad de fotones por s ≈ 1.80g∗ηγ, donde g∗ = 106.75 es el
número efectivo de grados de libertad para part́ıculas relativistas en equilibrio térmico.

De datos cosmológicos dos mediciones independientes de ηB pueden ser extráıdas:
La primera viene de la nucleośıntesis primordial [7], que fue el primer método que
permitió determinar la densidad de bariones, y que describe los procesos que tienen
lugar en el universo cuando la temperatura se ha reducido alrededor de 1 MeV . Cerca
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de esta temperatura es cuando se forman los núcleos más ligeros de la tabla periódica,
que básicamente son (H, 3He, 4He,D,B, 7Li). La tasa de interacción de las reacciones
entre las part́ıculas presentes en el universo en esa era (γ, ν, ν, e∓, p, n) depende de
parámetro ηB. El rango de consistencia con las abundancias primordiales de D y de
3He es

4.8× 10−11 ≤ ηB ≤ 9.8× 10−11. (1.3)

La segunda medición se obtiene de la observación directa de las anisotroṕıas del fondo
cósmico de radiación, combinadas con los datos del estudio a gran escala de estructuras.
Del análisis de datos de la colaboración Wilkison Microwave Anisotropy (WMAP) [8]
se desprende que la combinación ΩBh

2 = 0.019±0.0024 (95 %C.L.), con ΩB la densidad
de bariones y h representa la constante de Hubble normalizada al d́ıa de hoy, se traduce
en un valor de

ηB = 8.7× 10−11, (1.4)

de acuerdo con lo estimado por nucleośıntesis en la Ec. (1.3).

Uno puede asumir que la actual asimetŕıa fue una condición inicial. Pero la experien-
cia en aceleradores, donde part́ıculas y antipart́ıculas tienen el mismo comportamiento,
indican que esta idea es poco natural. Sin embargo, no seŕıa válida si el universo pa-
so por un periodo inflacionario ya que al final del mismo cualquier condición inicial
fue erradicada. Partiendo de una situación simétrica, el desequilibrio debeŕıa ser en-
tonces generado en algún momento de la expansión del universo. Se puede estimar
aproximadamente la razón de densidades del análisis de las abundancias en equilibrio
de nucleones y antinucleones. Una temperatura por debajo de la masa del nucleón,
T < mN ' 1 GeV , daŕıa lugar a

ηb
ηγ

=
ηb
ηγ
'
(mN

T

)3/2

e
mN
T . (1.5)

Por ejemplo, durante el tiempo del enfriamiento, T ' 20 MeV , cuando la tasa de
aniquilación de nucleones y antinucleones es menor que la tasa de expansión del uni-
verso, la razón de densidades tiene un valor de

ηb
ηγ

=
ηb
ηγ
' 10−18, (1.6)

el cual es 7 órdenes de magnitud menor que el valor requerido por nucleośıntesis,
Ec. (1.3). En consecuencia, algún mecanismo desconocido debió haber actuado en
épocas anteriores para producir el valor experimental de ηB. En efecto, el actual número
bariónico coincide con el de T ' 40 MeV . A esta temperatura, podŕıa ser que algunos
procesos desconocidos separaron los nucleones de los antinucleones en diferentes re-
giones del espacio [9]. Sin embargo, tal escenario falla para explicar nuestro universo
ya que regiones causalmente conectadas eran demasiados pequeñas.
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La posibilidad más razonable es entonces que la asimetŕıa bariónica se derive de
algunos mecanismos basados en las leyes de la f́ısica de part́ıculas elementales que
ocurrieron en el universo temprano. En este contexto, la generación del valor observado
de ηB es referido como la Asimetŕıa Bariónica del Universo (ABU) o el problema de
la Bariogénesis. A continuación listamos las condiciones mı́nimas que debe cumplir
cualquier teoŕıa de part́ıculas con el fin de generar la ABU.

1.2. Condiciones para la Bariogénesis

A finales de los años sesenta Sakharov [10] y otros sugieren que la asimetŕıa observada
hoy, podŕıa haberse generado dinámicamente a partir de condiciones simétricas. Los
tres ingredientes que son necesarios para desarrollar una asimetŕıa bariónica, conocidos
ahora como condiciones de Sakharov son:

1. Existencia de procesos que violen número bariónico (B): Esta condión es obvia,
si partimos de un universo con ηB = 0, la violación de número bariónico debe
llevarse a cabo con el fin de convertirse en un universo con ηB 6= 0. Experimental-
mente no existe evidencia de la violación del número bariónico, la única evidencia
en favor de este hecho, es el propio universo. De lo contrario este consistiŕıa solo
de radiación. Desde el punto de vista teórico, esta violación existe en teoŕıas tales
como las de gran unificación y el Modelo Estándar (ME). Más adelante veremos
cómo se lleva a cabo esta violación dentro del ME.

2. Existencia de procesos que violen las simetŕıas discretas C (conjugación de carga)
y CP (la composición de C y Paridad): Consideremos por ejemplo, un sistema
simple con una densidad de bariones con esṕın arriba ηb ↑ y con esṕın abajo
ηb ↓, con sus correspondientes antibariones ηb̄ ↓ y ηb̄ ↑. La asimetŕıa bariónica es
entonces dada por

∆B = ηb ↑ +ηb ↓ −(ηb̄ ↑ +ηb̄ ↓). (1.7)

Si C se conserva, ∆B = 0 ya que

ηb ↑= ηb̄ ↑, (1.8)

ηb ↓= ηb̄ ↓ . (1.9)

Si CP es conservada, también ∆B = 0 ya que

ηb ↑= ηb̄ ↓, (1.10)

ηb ↓= ηb̄ ↑ . (1.11)

3. Que los anteriores procesos ocurrieron fuera del equilibrio termodinámico en algún
momento de la historia del universo: Un buen ejemplo de equilibrio térmico es
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el agua hirviendo dentro de una olla a presión cerrada. Las moléculas de agua
pasan de la fase ĺıquida a la gaseosa sin cesar. Hay equilibrio porque, una vez
se ha alcanzado una temperatura constante, el ritmo a que las moléculas hacen
esta transición es exactamente igual al ritmo del proceso inverso, de manera que
la cantidad total de ĺıquido y vapor permanece constante. Si se levanta la tapa,
este equilibrio térmico se rompe. El vapor escapa y el ritmo de transformación
de ĺıquido a gas se vuelve mayor que el ritmo inverso. Si se sigue suministrando
calor, se evaporará todo el ĺıquido.

Hay una situación en el universo primitivo análoga a levantar la tapa de la o-
lla. En el equilibrio, los bariones se están desintegrando, pero acontece también
el proceso inverso, en el cual los quarks se unen para formar bariones; ambos
procesos suceden al mismo ritmo. Las desintegraciones no pueden producir una
asimetŕıa bariónica, ya que las desintegraciones inversas la van deshaciendo. Sin
embargo, a medida que el universo se expande, la temperatura decrece, como
si se destapara la olla a presión. A determinada temperatura un par de quarks
ya no tendrá la suficiente enerǵıa como para producir una part́ıcula pesada. Se
generará aśı una asimetŕıa bariónica.

En las etapas tempranas de la evolución cosmológica, la densidad de materia y
radiación eran tan grandes, que en buena aproximación se asume que la tasa
t́ıpica de interacción entre las part́ıculas, Γσ ∼ σT (aqúı σ es la sección eficaz),
era mucho mayor que la tasa de expansión del universo o constante de Hubble,
H = Ṙ/R = 1.66g

1/2
∗ T 2/mPl, en la época dominada por la radiación mPl '

1019 GeV es la masa de Planck. En este peŕıodo se dice que el universo estuvo
en equilibrio termodinámico. Las observaciones actuales del espectro térmico en
la radiación cósmica de fondo, dan cuenta de esta afirmación.

En teoŕıa cuántica de campos, en equilibrio, el número de ocupación de cualquier
part́ıcula X depende solamente de la enerǵıa de la part́ıcula

neq(X) =
1

exp[(E − µ)/T ]± 1
, (1.12)

donde µ es el potencial qúımico. Por otra parte, del teorema CPT , las masas de
las part́ıculas son iguales a las de su correspondiente antipart́ıculas, y si la carga
bariónica no se conserva, el correspondiente µ es nulo, teniéndose que

Neq(X) =

∫
d3p

(2π)3
neq(X) = Neq(X̄). (1.13)

Por lo tanto el equilibrio termodinámico proh́ıbe cualquier asimetŕıa materia-
antimateria.

A continuación damos una visión más detallada de cada una de las condiciones de
Sakhrov, dentro de uno de los modelos más ampliamente usados para la generación de
la ABU, este es el modelo estándar electrodébil.
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Figura 1.1: Anomaĺıa triangular para la corriente de número bariónico en la teoŕıa
electrodébil.

1.2.1. Violación del Número Bariónico

En el modelo estándar electrodébil, las corrientes bariónica y leptónica JµB y JµL se
conservan a nivel clásico, i.e. ∂µJ

µ
B,L = 0. Sin embargo, debido a correcciones cuánticas

a la teoŕıa, cualquier corriente axial que se acople con un fermión, es anómala. Esta
anomaĺıa [11] puede ser calculada con el diagrama de Feynman de la Fig. 1.1.

Temperatura Cero

La violación del número bariónico y leptónico en el modelo electrodébil viene de dos
hechos no perturbativos. El primer hecho es debido a la naturaleza de las interacciones
electrodébiles, debido a la manera diferente de acoplarse los campos de norma a los
campos fermiónicos de mano derecha e izquierda. Ignorando el efecto del campo elec-
tromagnético, el acoplamiento de un fermión a un bosón de norma viene dado por la
correspondiente corriente axial, la cual resulta ser anómala

∂µJ
µ
B,L = NF

g2

32π2
F a
µνF̃

aµν , (1.14)

donde NF es número de familias fermiónicas, g es la constante de acoplamiento y F a
µν

es el tensor de intensidad de campos de SU(2)L, respectivamente.

De otra parte, es muy significativo que el término de la derecha de la Ec. (1.14)
pueda expresarse como la cuadri-divergencia de una nueva corriente, llamada corriente
de Chern-Simons

∂µJ
µ
B,L = NF

g2

32π2
∂µK

µ. (1.15)

Podemos definir una carga asociada a las corrientes anómalas, como la integral espa-
cial de la componente temporal de la corriente de Chern-Simons llamada carga del
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Figura 1.2: Esquema de la estructura de vaćıo de SU(2). A temperatura cero, las
transiciones v́ıa instantones entre vaćıos con diferentes números de Chern-Simons están
suprimidas. A temperatura finita, estas transiciones pueden proceder a través de los
sphalerones.

Sphaleron QB

QB ≡
∫

3D

d3xJ0
B =

g2

32pi2

∫
t=t0

d3xK0. (1.16)

La solución de la Ec. (1.16), no es única, pues los grupos de homotoṕıas sobre SU(2)
permiten un mapeo sobre el grupo, cuya representación topológica es una 3-esfera. Este
grado de mapeo es el número de winding N(t), que representa el número de veces que
el sistema realiza transiciones entre los diferentes vaćıos, después de un tiempo t. Por
lo tanto, la carga bariónica de los sphalerones [13] es

QB =
N

2
. (1.17)

La f́ısica impone restricciones, por lo que uno puede encontrar una cantidad invariante
de norma que caracteriza estos vaćıos degenerados, conocida como los números de
Chern-Simons y definidos como

NCS =
g2

32π2
εijk
∫
d3x

(
F a
ijA

a
k −

2

3
εabcAaiA

b
jA

c
k

)
, (1.18)

los cuales se pueden representar esquemáticamente como se muestra en la Fig. 1.2.

F́ısicamente el proceso mediante el cual B es violado a temperatura cero, es por
tunelaje cuántico v́ıa la transición de una configuración de vaćıo a otra de la teoŕıa.
Estas transiciones están mediadas por los llamados instantones. Como podemos ver de
la Fig. 1.2, los vaćıos adyacentes de SU(2) están separados por barreras de potencial,
cuya enerǵıa depende de la configuración de campos. Los puntos más alto de la barrera
son configuraciones estáticas que corresponden a soluciones inestables de las ecuaciones
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de campo, conocidas como sphaleron, las cuales tienen una altura estimada en el rango
de

Espha '
mW (T )

αw
≈ 8− 14 GeV, (1.19)

con αw = g2/4π ' 1/30 la constante de acoplamiento débil.

La probabilidad, o taza de transición entre vaćıos, es

Γ(T = 0) ≈ e−4π/αw ≈ 10−170. (1.20)

Esta es tan pequeña que si el universo estuviera siempre cerca de la temperatura nula,
no se esperaŕıa ver que ocurriese la violación del número bariónico en el laboratorio o
dentro del actual volumen de Hubble, en la historia del universo.

Los cambios correspondientes en B y L, al haber tres familias de fermiones en el ME
son

∆B = ∆L = Nf∆NCS(t) = ±3n, (1.21)

con n un entero positivo.

De la Ec. (1.21) puede observarse que aunque B y L se violan, la combinación (B−L)
se conserva mientras que (B + L) se viola.

A temperatura finita, se puede desarrollar un nuevo método de generación de número
bariónico, distinto al tunelaje, como veremos a continuación.

Temperatura Finita

El sistema esta descrito por la f́ısica estad́ıstica, en donde la probabilidad de tener una
part́ıcula en un determinado estado con una configuración determinada es proporcional
al factor de Boltzmann, e−βE0 , donde E0 es la altura de la barrera, la cual se identifica
con la enerǵıa de la barrera Esph. Por lo tanto, una fracción de estados tendrán la
suficiente enerǵıa para pasar sobre la barrera, Fig. 1.2, es decir, las transiciones entre
vaćıos de la teoŕıa pueden ser posibles debido a fluctuaciones térmicas que ayudaran a
superar la barrera [12].

Aśı la razón de transición del sphaleron esta dada por el factor de Bolzmann asociado
con la formación del sphaleron [13]

Γ(T 6= 0) ' (αwT )4exp

(
−ESph
T

)
, (1.22)

donde, haciendo uso de las ecuaciones de campo, la enerǵıa del sphaleron a temperatura
finita, es

ESphaleron '
1

αw
εmW (T ). (1.23)

El factor ε es una constante a dimensional, acotada entre los valores 3.1 < ε < 5.4.
Además, a una T >> mW (T ), la Ec. (1.22) es

Γ(T 6= 0) ' (αwT )4, (1.24)
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debido a que la masa de los bosones de norma tiende a cero, mW (T ) → 0 para tem-
peraturas altas, a causa de la restauración de la simetŕıa. Por supuesto, lo anterior
conduce a un tipo de violación del número bariónico completamente suprimidas.

Sin embargo, en la Fig. 1.2, las transiciones entre estos mı́nimos por procesos de
sphaleron son aleatorias, de manera que aśı como inducen número bariónico neto,
también lo borran. Por lo tanto, es necesario tener un mecanismo que permita que haya
una dirección preferencial. Esto se consigue teniendo en cuenta la segunda condición
de Sakharov.

1.2.2. Violación de C y CP

Se sabe que la violación de C es máxima en el Modelo Estándar Mı́nimo (MEM),
debido a la naturaleza V − A del acoplamiento entre los fermiones presentes en el
modelo y los bosones de SU(2)L. Además, la simetŕıa CP no es una simetŕıa exacta en
las interacciones débiles, pues ésta no se conserva en los sistemas de mesones neutros
K y B [14].

La violación de CP en el MEM se introduce en el sector de los quarks por medio de una
matriz de masa compleja, llamada la matriz CKM (Cabibbo-Kobayashi-Maskawa).
Para tres familias de quarks, CKM puede ser parametrizada en términos de 3 ángulos
(θij, i, j = 1, 2, 3) y 6 fases (δCP ), de las cuales 5 pueden ser absorbidas en las funciones
de onda de los quarks y la fase compleja restante es responsable de la violación de CP
en modelo.

Si C y CP fueran simetŕıas exactas, la razón total de cualquier proceso que produzca
un exceso de bariones, es igual a la razón del proceso complementario de exceso en la
producción de antibariones; con lo cual el universo seŕıa simétrico.

Anteriormente se mostró que a temperaturas relativamente altas, existen procesos que
promueven a los campos a estar por arriba de la barrera del potencial multiperiódico
de la Fig. 1.2. Una vez que estos campos se encuentran por arriba de la barrera,
estaŕıamos tentados a pensar que es igualmente probable que estos tienen libertad
de “brincar” aleatoriamente entre los vaćıos, tanto en la dirección que incrementa el
número bariónico como en la contraria. El resultado final seŕıa una producción de
bariones igual a la de antibariones y no observaŕıamos una ABU. Sin embargo, cuando
se consideran las violaciones de C y CP una de las dos direcciones posibles en la
Fig. 1.2, es privilegiada, a saber, la de bariones, favoreciendo aśı la transición entre
vaćıos en una dirección.

La cantidad estimada de violación de CP para la matriz CKM , en el MEM, para
el caso de tres generaciones de quarks, es función de los ángulos de rotación y de sus
masas al cuadrado, y es cuantificada por la combinación [15]

∆CP = sin θ12 sin θ23 sin θ13 sin δcp ×
(
m2
t −m2

c

) (
m2
t −m2

u

)(
m2
c −m2

u

) (
m2
d −m2

s

) (
m2
b −m2

d

) (
m2
s −m2

d

)
, (1.25)
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Figura 1.3: Formación de burbujas mientras el universo temprano se enfriaba. En su
interior (fase rota), el valor de expectación del vaćıo v 6= 0, mientras en la fase simetŕıca
v = 0. Las burbujas se expandieron hasta eliminar la fase simetŕıca, mediante una “tran-
sición de fase de primer orden”.

que implica valores de

ηB
s
≤ ∆CP

NeffT 12
C

∼ 10−20, (1.26)

donde TC ∼ 100 GeV es la temperatura de la TFED. Aśı el valor dado en la Ec. (1.26)
es muy pequeño en comparación con el requerido por nucleośıntesis en la Ec. (1.3) y
WMAP en la Ec. (1.4).

El resultado anterior es una de las principales razones por la cual el escenario de
bariogénesis, dentro del MEM no haya sido considerado como un modelo exitoso. Este
hecho claramente indica que es necesario encontrar nuevas fuentes que aumenten la
violación de CP , como por ejemplo supersimetŕıa (SUSY).

1.2.3. Condición Fuera del Equilibrio Térmico

Anteriormente el agua hirviente ha servido de ejemplo de pérdida del equilibrio térmi-
co. Hay un proceso con ese mismo efecto en la teoŕıa electrodébil a altas temperaturas,
pero opuesto a lo que sucede cuando el agua hierve. En el universo temprano se for-
maron burbujas, como se muestra en la Fig. 1.3, a medida que este se enfriaba. En la
fase fuera de las burbujas las part́ıculas carećıan de la masa que tienen de ordinario.
Sólo dentro de estas las part́ıculas recuperaban su masa y generaban la f́ısica que cono-
cemos. Las burbujas se expandieron y, finalmente, excluyeron del universo toda la fase
exótica sin masa. Un proceso de este tipo constituye una transición de fase de primer
orden.

Como hemos visto, la razón de violación de número bariónico a temperatura nula es
despreciable. Esta situación cambia para temperaturas del orden de la transición de
fase electrodébil, 100 GeV .
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Del modelo cosmológico estándar se sabe que el universo comenzó en una gran ex-
plosión, que al expandirse se ha ido enfriando paulatinamente. Al mismo tiempo, a
escalas más pequeñas, la Γσ, también se fue modificando. A la escala electrodébil, Γσ
es mayor que H. Esto implica que el mecanismo que saca fuera del equilibrio térmico al
universo, se basa en una suficientemente fuerte transción de fase de primer orden, como
se muestra en la Fig. 1.4 (a), que acontece a una temperatura critica, TC ' 100 GeV .
La manera en que sucede la Transición de Fase (TF), depende del modelo de f́ısica de
part́ıculas empleado en la descripción del universo. Sin las TF la historia térmica del
universo se reduciŕıa a un enfriamiento gradual, y la única condición fuera de equilibrio
térmico provendŕıa de la propia expansión del universo.

Dentro del marco de la teoŕıa electrodébil, la TF recibe el nombre de Transición de
Fase Electrodébil (TFED). Esta consiste en ir de un estado en donde las part́ıculas no
tienen masa (fase simétrica, v = 0) a otro donde éstas se vuelven masivas (fase rota,
v 6= 0), v́ıa el llamado mecanismo de Higgs. Además, la Fig. 1.4 (a) muestra que el
potencial efectivo desarrolla un segundo mı́nimo, generando una barrera que separa
la fase simétrica de la fase rota. A la temperatura TC , ambas fases poseen la misma
enerǵıa de manera que el paso de una fase a otra se lleva a cabo mediante efecto túnel.

Por lo tanto, para satisfacer la tercera condición de Sakharov es necesario que la
TFED sea como se muestra en la Fig. 1.4 (a), de primer orden; en donde la variación
discontinua del parámetro de orden (en este caso el campo de Higgs φ) provee las
condiciones fuera de equilibrio. Si la TFED fuera de segundo orden, Fig. 1.4 (b), φ
cambia de manera continua, por lo que esta es insuficiente, debido a que la transición
de un estado a otro sucede tan “suavemente,” que el equilibrio térmico no se ve tan
afectado, para la generación de número bariónico.

La cantidad usada para estudiar si la TFED fue de primer o segundo orden, además
de otras cantidades termodinámicas, es el potencial efectivo a temperatura finita. Éste
toma en cuenta todas las correcciones cuánticas en una teoŕıa. Para identificarlo se
recurre a considerar la analoǵıa entre la teoŕıa cuántica de campos y la mecánica
estad́ıstica.

Para garantizar que la asimetŕıa bariónica producida no se borre después que finalice
la TFED, se necesita que la tasa de transición de los sphalerones en la fase rota, Γ, sea
mucho menor que H.

La anterior consideración impone la siguiente restrición sobre el cociente:

v

TC
' 1.0− 1.5, (1.27)

en donde v es el valor esperado del vaćıo (vev) para el campo de Higgs. Esta cota
representa una condición sobre el orden de la TFED.

De otra parte, Shaposhnikov y otros [16] encontraron que la intensidad de la transición
de fase depende, en el modelo estándar, de la masa del bosón de Higgs de la siguiente



CAPÍTULO 1. EL PROBLEMA DE LA BARIOGÉNESIS EN EL MODELO
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Figura 1.4: (a) Transición de fase de primer orden. (b) Transición de fase de segundo
orden.

manera, partiendo de la Ec. (1.22):

Esph
TC
≈ mW (TC)

αwTC
≈ v

gTC
≈ g2

λ
≈ m2

W

m2
H

, (1.28)

en donde λ es la constante de acoplamiento del campo de Higgs con los restantes
campos.

El valor máximo para este cociente es de 0.55, con una masa del campo de Higgs
mH(v) = 0. Se ha observado que a medida que la masa del Higgs se incrementa, la
transición de fase se vuelve más débilmente de primer orden (el ancho de la barrera
decrece) hasta el punto que, para una masa del Higgs del orden de 72 GeV , la TFED se
vuelve de segundo orden [17]. La cota experimental de LEP-II sobre la masa del bosón
de Higgs [18], mH ≥ 114.4 GeV es incompatible con el requisito de la Ec. (1.27).

En resumen, de lo estudiado hasta ahora podemos decir:

La violación de CP en el MEM falla por un factor de ≈ 10−10, respecto a los
valores estimados por nucleośıntesis y WMAP para ηB. Se debe incluir nuevas
fuentes de violación de CP .

En el MEM la TFED seŕıa sólo de primer orden si el Higgs es una part́ıcula
liviana, mH ≤ 70 GeV . La actual cota experimental, mH ≥ 114.4 GeV , hace
que la intensidad de la transición de fase de primer orden, no sea suficiente para
producir y posteriormente, mantener un número de bariones posible en esta etapa
de la evolución del universo.

En consecuencia, se debe admitir que la TFED resulta demasiado débil para explicar
la bariogénesis, a no ser que se añadan nuevos principios f́ısicos hipotéticos.

1.3. Perpectivas para la Bariogénesis

El MEM como marco teoŕıco no satisface completamente dos de las condiciones de
Sakharov por lo cual, mucho esfuerzo se ha dedicado a proponer escenarios viables para
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ESTÁNDAR 13

aumentar la cantidad de violación de CP y/o para hacer la TFED de primer orden más
fuerte. Estos dos hechos hacen evidente que el MEM requiere de ingredientes extras para
poder generar la asimetŕıa bariónica observada hoy d́ıa. Dentro de este contexto, un
número nada despreciable de mecanismos alternos han sido propuestos en la literatura
para generar ABU [19]. A continuación trataremos en breve algunos de los mecanismos
propuestos.

1.3.1. SUSY

Supersimetŕıa (SUSY), es una simetŕıa hipotética entre fermiones y bosones, que
puede jugar algún papel en la naturaleza. Por ejemplo, SUSY parece ser una parte
esencial de la teoŕıa de supercuerdas, la única teoŕıa consistente de la gravedad cuántica
que conocemos.

Un modelo interesante es la versión SUSY del modelo estándar, conocida como Mi-
nimal Supersymmetric Standard Model (MSSM), en el cual se asume la existencia de
dos campos de Higgs, con el fin de cancelar las anomaĺıas y ser capaz de dar masa a
todos los quarks y leptones.

En el MSSM y sus extensiones, las nuevas fuentes de violación de CP para la bario-
génesis pueden venir por ejemplo, de la contribución dominante de la matriz de masa
de los charginos (Higgsino-Wino), con un factor de supresión mucho mayor que 10−10.
Además, introduce una serie ampliada de parámetros que permitan una mayor posi-
bilidad de una transición de fase de primer orden [20].

Diferentes cálculos de la asimetŕıa de bariones en el MSSM dan resultados un tanto
diferentes [21]. Según [21] es posible la producción de suficientes bariones si el Higgs
y los stop de la mano derecha, son muy ligeros, cerca de los ĺımites experimentales
actuales.

En cualquier caso, se ha conjeturado ampliamente que bariogénesis electrodébil en el
MSSM pueda ser descartada o corroborada en el actual acelerador LHC (Large Hardron
Collider) o en el futuro ILC (International Linear Collider).

1.3.2. Leptogénesis

Los experimentos recientes sobre las mediciones del flujo de neutrinos solares,
atmósfericos, de reactores y aceleradores han establecido fuertes evidencias acerca de
la existencia de oscilaciones de neutrinos [22]. Estas oscilaciones son posibles, desde
el punto de vista teórico, siempre y cuando los neutrinos sean part́ıculas masivas y
sus estados de masa sean una mezcla de los estados de sabor de los neutrinos. Estas
evidencias experimentales sugieren que los neutrinos tienen masas muy pequeñas, por
debejo de los eV . La explicación más satisfactoria de este hecho se logra mediante el
llamado mecanismo de see-saw [23]. Este mecanismo asume la existencia de neutrinos
de mano derecha súper-pesados, con masas del orden de 108 a 1014 GeV .
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Bariogenésis v́ıa leptogénesis [24] es un escenario donde la violación de CP en el sector
leptónico, a altas temperaturas, podŕıa explicar la generación de la ABU, debido a que
una asimetŕıa de CP puede ser generada por la posible existencia de decaimientos,
fuera del equilibrio térmico, de los neutrinos de Majorana pesados. Estos decaimientos
violan número leptónico, lo cual conlleva a generar una asimetŕıa leptónica, que es
subsecuentemente transformada en una asimetŕıa bariónica, gracias a la existencia de
procesos tipo sphaleron que violan la simetŕıa B + L.

Por desgracia, no está claro que leptogénesis pueda comprobarse directamente. Se
espera que la observación de desintegraciones exóticas, µ→ e+ γ, proporcionará prue-
bas circunstánciales de este mecanismo. Una discución más general de leptogénesis se
puede consultar en la Ref. [25].

1.3.3. Campos Magnéticos Primordiales

La magnetogénesis es decir, el estudio de las “semillas” de campos magnéticos en el
universo temprano, es uno de los problemas que aún quedan en la astrof́ısica relativista
y la cosmoloǵıa [26] por resolver. El enfoque general es identificar mecanismos para la
generación de las “semillas” de campo [27] que más tarde pueden ser amplificados por
colapso gravitacional y posiblemente también por el mecanismo del d́ınamo, en campos
de mayor escala.

Algunos de los escenarios propuestos son por ejemplo: el proceso astrof́ısico del meca
nismo de bateŕıa [31], ciertos tipos de modelos de inflación puede producir los campos
magnéticos ampliándolos por encima del horizonte de distancias [29]. Otros mecanis-
mos sitúan la magnetogénesis en procesos cosmológicos que sucedieron en el universo
temprano, en particular, fluctuaciones cuánticas durante la época inflacionaria, pre-
calentamiento y/o las transiciones de fase [30], mediante la formación de capas de
dipolo en las superficies de las burbujas de la transición de fase.

En la actualidad no hay pruebas concluyentes acerca del origen de los campos
magnéticos, su existencia antes de la TFED no puede ser descartada. Los campos
magnéticos se han observado en todas partes del universo, desde nuestro propio plane-
ta hasta la escala de galaxias, cúmulos, supercúmulos y en objetos con alto corrimiento
al rojo [31].

Una variedad de observaciones astrof́ısicas basadas en la emisión de radiación sin-
crotrón y las mediciones de la rotación de Faraday, combinada con las medidas de
dispersión y de polarización de pulsares sugieren la presencia de campos magnéticos a
gran escala. Los valores de los campos magnéticos medidos (y acotados) en la escala L
de distancias son [32]:

• Galaxias: B ' 50 µG en L < 1 kpc; B ' 5− 10 µG en L ∼ 10 kpc.

• Cúmulos: B ' 1 µG en L ∼ 1 Mpc.

• Supercúmulos: B < 10−2 − 10−3 µG en L ∼ 1− 50 Mpc.

• CMB: B < 10−3 − 10−5 µG en L > 100 Mpc.
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• Nucleośıntesis Primordial: B < 1011 G con T ∼ 0.1 MeV.

Clásicamente sabemos que los campos eléctricos, decaen rápidamente en un conduc-
tor, y por lo tanto no podŕıan sobrevivir en un plasma, como el universo temprano,
que se comporta como un excelente conductor. Los campos magnéticos correspondi-
entes a grupos de norma no Abelianos, tampoco podŕıan existir, ya que a temperaturas
altas estos son apantallados sobre distancias mayores al inverso de la escala de masa
magnética m ∼ g2T . Por lo tanto los únicos campos de gran escala que pueden existir
en el plasma, por largos periodos, deben estar asociados con algún grupo de simetŕıa
de norma Abeliano U(1) [33].

Cuando la temperatura del universo T > TC , la simetŕıa electrodébil SU(2)L
⊗

U(1)Y
está restaurada, y existe un vector de norma Yµ, asociado al grupo de hipercarga U(1)Y .
Entonces si un campo magnético primordial existe, debe acoplase con la hipercarga,
por lo que es llamado campo hipermagnético. Si T < TC , dicha simetŕıa de norma se
rompe a la simetŕıa U(1)em del electromagnétismo, donde ahora el campo sin masa es
el del fotón, el cual se acopla con la carga eléctrica, generando el campo magnético
ordinario.

Independientemente de su origen, los campos magnéticos desempeñan un papel im-
portante en la evolución del plasma primordial del universo temprano, en la propa-
gación de los rayos cósmicos en nuestra galaxia, aśı como en los cúmulos de galaxias,
en la nucleośıntesis y posiblemente también en las transiciones de fase cósmica, como
la TFED.

En 1998 [34] se revivió la posibilidad de explicar la ABU dentro del Modelo Estándar,
mediante la adición de un campo (hiper) magnético externo primordial, durante la
TFED. La expectativa es que el orden de la TFED se incremente. El fenómeno es
análogo con el caso de la superconductividad en que un campo magnético externo
cambia el orden de la fase de transición de segundo a primero, debido al efecto Meissner.



Caṕıtulo 2

MODELO ESTÁNDAR MÍNIMO

Casi todos los fenómenos de f́ısica de part́ıculas conocidos están muy bien descritos
dentro del Modelo Estándar [35] de las part́ıculas elementales1 y sus interacciones
fundamentales. El ME proporciona un marco teórico muy elegante que ha superado
con éxito sus predicciones, mediante experimentos muy precisos que en la actualidad
se encuentran a un nivel de confianza del 0.1 % [36] en función de la masa del Higgs.

En la naturaleza encontramos, por lo pronto, dos tipos de bloques fundamentales,
como se muestra en la Fig. 2.1: los formados por las part́ıculas que constituyen la
materia y las part́ıculas que transportan las fuerzas. El primer bloque lo conforman
los fermiones que se agrupan en tres familias de quarks y de leptones. Los quarks, a
diferencia de los leptones, tienen un número cuántico adicional, el color, el cual no se ha
visto libre en la naturaleza y por lo tanto los quarks están confinados en las part́ıculas
de materia que han sido observadas experimentalmente, los hadrones. Los hadrones son
part́ıculas compuestas sin color, que se clasifican en bariones y mesones. Los bariones
están hechos de tres quarks (qqq). Por ejemplo, el protón tiene una composición uud y
el neutrón ddu. Los mesones son bosones hechos de parejas quark-antiquark, como por
ejemplo los piones π+ (ud) y π− (du).

En el segundo bloque, dejando aparte la interacción gravitacional, están los bosones
vectoriales mediadores de la interacción fuerte, débil y electromagnética. Por último
en la Fig. 2.1 hemos incluido un bosón escalar neutro, llamado Bosón de Higgs, el cual
permanece aún sin descubrir y permite generar las masas de los bosones de norma W±

y Z0 y de los fermiones, tal y como los observamos en la naturaleza. Lo anterior se lleva
a cabo mediante la implementación del rompimiento espontáneo de la simetŕıa (RES)
del grupo electrodébil al subgrupo del electromagnétismo:

SU(2)L
⊗

U(1)Y → U(1)QED, (2.1)

lo que exige la aparición de por lo menos un bosón de Higgs.

1Se entiende por part́ıcula elemental un ente puntual carente de subestructura hasta los actuales
ĺımites de exploración: 10−18 - 10−19 m.
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Figura 2.1: Part́ıculas del Modelo Estándar en su versión mı́mima.

Asumiendo el ME, los resultados fallidos en la búsqueda directa del Higgs en el expe-
rimento LEP en combinación con la medición del Fermilab, imponen la siguiente cota
a su masa: 114.4 GeV < mh < 186 GeV [37].

En cuanto a los aspectos teóricos, el ME es una teoŕıa cuántica de campos basada en
el grupo de simetŕıas de norma (gauge) local SU(3)C

⊗
SU(2)L

⊗
U(1)Y :

• SU(3)C , describe las interacciones fuertes entre part́ıculas con diferentes carga de
color, v́ıa el intercambio de ocho gluones, de colores diferentes, Ga

µ (a = 1, 2, ...., 8).
El sub́ındice C es de color. Como los gluones transportan carga de color, no sólo
interactúan con los quarks, sino también consigo mismos. La teoŕıa de norma basada
en este grupo es conocida como cromodinámica cuántica (QCD).

• SU(2)L
⊗

U(1)Y , es la simetŕıa de norma que describe las interacciónes elec-
trodébiles entre quarks y leptones. SU(2)L es el grupo de isosṕın débil que actúa sólo
sobre los fermiones de quiralidad izquierda y U(1)Y es el grupo de hipercarga débil. El
grupo SU(2)L

⊗
U(1)Y tiene cuatro generadores, tres de los cuales son generadores de

SU(2)L; Ti = σi
2

con i = 1, 2, 3, y el cuarto generador es el de U(1)Y , Y
2

. Las relaciones
de comutación para este grupo compuesto son:

[Ti, Tj] = iεijkTk; [Ti, Y ] = 0; i, j, k = 1, 2, 3. (2.2)

Los fermiones de quiralidad izquierda, fL(x) = 1
2
(1 − γ5)f(x), transforman como

dobletes de isosṕın débil con respecto a SU(2)L

fL → ei
−→
T ·
−→
θ (x)fL; fL =

(
νL
e−L

)
,

(
uL
dL

)
, ..., (2.3)

mientras las componentes de quiralidad derecha, fR(x) = 1
2
(1 + γ5)f(x), de todos los

fermiones (a excepción de los neutrinos) transforman como singletes de isosṕın débil

fR → fR; fR = e−R, uR, dR, ... (2.4)
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Lepton T T3 Q Y
νl

1
2

1
2

0 −1
eL

1
2
−1

2
−1 −1

eR 0 0 −1 −2
Quark
uL

1
2

1
2

2
3

1
3

dL
1
2
−1

2
−1

3
1
3

uR 0 0 2
3

4
3

dR 0 0 −1
3
−2

3

Tabla 2.1: Números cuánticos para los fermiones de la primera familia del Modelo
Estándar

Los correspondientes números cuánticos para los fermiones de la primera familia de
la Fig. 2.1, se muestran en la Tabla 2.1.

La relación entre la hipercarga débil y la carga eléctrica Q, conocida como la relación
de Gell-Mann-Nishijima es: Q = T 3 + Y/2, donde T 3 es la tercera componente de
isosṕın.

El número de bosones de norma asociados, es igual al número de generadores, cuatro:

• W i
µ (i = 1, 2, 3), estos son los bosones débiles de SU(2)L.

• Bµ, este es el bosón de hipercarga de U(1)Y .

En el caso de una teoŕıa de norma como el ME se tiene la dificultad, como resultado de
exigir la invariancia de norma, de sumar redundantemente sobre los campos de norma.
Para obviar este problema y no perder la covariancia de Lorentz, se introducen grados
de libertad espurios mediante la fijación del parámetro norma. Es decir para cuantizar
una teoŕıa de norma, es necesario fijar la norma.

El ME constituye uno de los logros más relevantes de la f́ısica del siglo XX, es el más
simple de muchos modelos, la mayoŕıa, incapaces de explicar los presentes datos experi-
mentales. Esta es la razón por lo cual el ME es considerado una teoŕıa fenomenológi-
camente válida a bajas enerǵıas (E << 1 TeV). Sin embargo, todav́ıa hay muchas
preguntas sin respuesta, algunas de las cuales son:

1. ¿Existe realmente un bosón de Higgs, como predice el ME? Si es aśı, ¿Cuál es su
masa?

2. Si no, ¿Cuál es el origen del rompimiento espontáneo de la simetŕıa?

3. ¿Por qué hay una jerarqúıa en el espectro de masa de los fermiones observados
actualmente?

4. ¿Cuál es el origen de la materia oscura y de la enerǵıa oscura?

5. ¿Qué paso con la antimateria en el universo?
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6. ¿Cómo entra la gravedad en todo esto?

Las anteriores preguntas indican que el ME debe ser remplazado por una teoŕıa más
fundamental a altas enerǵıas.

En este caṕıtulo, se exponen las ideas de una de las propuestas que mejor satisfacen
cada una de las tres condiciones de Sakharov. Esta corresponde al sector electrodébil
del Modelo Estándar Mı́nimo (MEM), es decir, un solo doblete de campos escalares de
SU(2)L es introducido para generar las masas de las part́ıculas.

2.1. Lagrangiano del Modelo Estándar

La cuantización del MEM en una norma arbitraria covariante, usando la técnica de
Faddeev-Popov [38] no sólo involucra los campos f́ısicos tales como los bosones de norma
Wµ, Zµ, Aµ, el Higgs neutro h, y los fermiones, sino además, los bosones de Goldstone
cargados (χ±) y neutro (χ3) los cuales son campos que no se propagan asintótica-
mente. Sin embargo, estos campos aparecen en los diagramas de orden superior en los
propagadores.

Trabajando en una norma renormalizable del tipo de t’Hooft, la aśı llamada norma
Rξ, con el fin de compensar las contribuciones de las componentes espurias de los
campos de norma, es necesario introducir los llamados campos fantasmas de Faddeev-
Popov: η±w , ηz, ηγ. Aśı, el Lagrangiano completo del MEM tendrá una dependencia en
la elección del término que fija la norma.

Para examinar todas las contribuciones al potencial efectivo del MEM, escribimos el
Lagrangiano sector por sector, en la norma arbitraria Rξ que, después del rompimiento
de la simetŕıa, tendrá una expresión de la forma

LME = LH + Lgb + Lf + LY + Lgf + LFP , (2.5)

donde LH , Lgb, Lf , LY , Lgf y LFP son los Lagrangianos que describen el sector
del Higgs, de bosones de norma, de fermiones, de Yukawa, que fija la norma y el de
Faddev-Popov, respectivamente.

Para que el LME sea invariante bajo transformaciones de norma locales
SU(2)L

⊗
U(1)Y :

fL → ei
−→
T ·
−→
θ (x)fL;

fR → fR;

f → ei
Y
2
α(x)f ;

W i
µ → W i

µ −
1

g
∂µθ

i(x) + εijkθjW k
µ ;

Bµ → Bµ −
1

g′
∂µα(x), (2.6)



CAPÍTULO 2. MODELO ESTÁNDAR MÍNIMO 20

la derivada covariante debe tener la forma

Dµ = (∂µ − ig ~T · ~Wµ − i
g′

2
Y B′µ), (2.7)

donde W i
µ está asociado a SU(2)L, y B′µ = Bµ +Bext

µ es el campo de norma asociado a
U(1)Y y donde g y g′ son las respectivas constantes de acoplamiento.

Por ejemplo, la derivada covariante para un fermión de quiralidad izquierda ΨL =
1
2
(1− γ5)Ψ, y para uno de quiralidad derecha ΨR = 1

2
(1 + γ5)Ψ es, respectivamente

DµΨL = (∂µ − ig
~σ

2
· ~Wµ + ig′

1

2
B′µ)ΨL;

DµΨR = (∂µ + ig′B′µ)ΨR, (2.8)

en donde se define los proyectores de helicidad:

PL,R =
1

2
(1∓ γ5), (2.9)

y la hipercarga se determina por la relación de Gell-Mann-Nishijima

YL(q) =
1

3

(
1 0
0 1

)
, YL(l) =

(
1 0
0 0

)
YR(q) =

1

3

(
4 0
0 −2

)
, YR(l) =

(
0 0
0 −2

)
. (2.10)

2.2. Simetŕıa

El concepto de simetŕıa es de gran importancia en el estudio de las part́ıculas elemen-
tales y sus interacciones. Decimos que en un sistema f́ısico hay una simetŕıa S, cuando
este es invariante bajo una transformación dada por S o equivalentemente, cuando el
Hamiltoniano del sistema H es invariante, esto es

SHS† = H. (2.11)

De acuerdo al parámetro que define la transformación de simetŕıa, estas se pueden
clasificar en:

1. Simetŕıas Discretas :

Los parámetros sólo pueden tomar valores discretos. Los ejemplos más relevantes
son; P , C y T , tratadas en el caṕıtulo 1.

2. Simetŕıas Continuas

Los parámetros toman valores continuos. Hay diferentes clases de simetŕıas con-
tinuas, dos de ellas son:
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• Las simetŕıas de espacio-tiempo:

las leyes de conservación de la f́ısica clásica (enerǵıa, momento, momento an-
gular) son una consecuencia del hecho que las interacciones son invariantes con
respecto a sus cantidades canónicamente conjugadas (tiempo, espacio, ángulos).
En otras palabras, las leyes f́ısicas son independientes del tiempo, la localización
y la orientación en el espacio en que se suceden.

• Las simetŕıas internas : SU(2) de isosṕın, la simetŕıa bariónica y leptónica.

Tenemos dos distintas clases de simetŕıa internas:

1. Simetŕıa de norma global

El parámetro de la transformación es independiente del punto de observación en
el espacio-tiempo. Esta transformación de simetŕıa imponen varias constricciones
sobre la estructura de la teoŕıa.

2. Simetŕıa de norma local

En este caso, el parámetro depende del punto de análisis en el espacio-tiempo.
Esta transformación es más restrictiva, y conduce a lo que son las interacciones
de la teoŕıa.

2.2.1. Rompimiento Espontáneo de la Simetŕıa

Otro concepto que aparece en f́ısica de part́ıculas, como una idea generalizada de
ideas establecidas en la f́ısica del estado sólido es el de rompimiento espontáneo de la
simetŕıa (RES). Por ejemplo: en el estudio de las propiedades magnéticas del hierro,
donde el Lagrangiano que describe la interacción esṕın-esṕın es invariante bajo rota-
ciones tridimensionales pero, el estado fundamental no lo es. Otro ejemplo es el efecto
Meissner, que consiste en la expulsión del campo magnético del interior de un material
superconductor, por debajo de su temperatura cŕıtica.

Una de las caracteŕısticas comunes a todo proceso de RES es que el parámetro ca-
racteŕıstico del sistema f́ısico (parámetro de orden) asume un valor cŕıtico más allá del
cual la configuración simétrica natural del sistema se vuelve inestable. El nuevo estado
de mı́nima enerǵıa resulta ser degenerado. Por lo tanto, no se puede saber en cuál
de todos los posibles estados el sistema habrá de caer. Una vez que el estado base
asume espontáneamente alguno de los infinitos posibles estados, nuevos estados quedan
definidos mediante un nuevo grupo de simetŕıas del sistema, el cual corresponde a un
subgrupo del grupo original.

En teoŕıa de campos se define al estado fundamental, o de vaćıo, como el estado de
mı́nima enerǵıa, el cual puede ser degenerado. Si este estado no es invariante bajo un
grupo de transformaciones, mientras que el Lagrangiano del sistema śı lo es, bajo el
mismo grupo de transformaciones, decimos que tenemos un RES. En f́ısica de part́ıculas
el RES es el mecanismo responsable de generar la masa de las part́ıculas.
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De manera más concreta analicemos en qué consiste el RES, en el caso de un modelo
descrito por el siguiente Lagrangiano

L = (∂µφ
∗)(∂µφ)−m2φ∗φ− λ(φ∗φ)2, (2.12)

donde φ(x) es un campo escalar complejo, y con el parámetro λ > 0, para que el
potencial sea acotado inferiormente. Este Lagrangiano es invariante bajo el grupo de
transformaciones globales de U(1)

φ(x)→ e−iQθφ(x). (2.13)

Cuando m2 > 0, el Lagrangiano de la Ec. (2.13) describe un campo escalar con
masa m2, auto-interactuante. En este caso el mı́nimo de enerǵıa potencial, corresponde
al valor de φ(x) = 0. En otras palabras, el valor esperado en el vaćıo de φ es nulo
(< 0|φ(x)|0 > = 0).

Sin embargo, el caso de interés es cuando m2 < 0. Si definimos un nuevo campo de
acuerdo a la relación

φ(x) =
φ1(x) + iφ2(x)√

2
, (2.14)

el Lagrangiano de la Ec. (2.13) toma la siguiente forma en términos de φ1 y φ2:

L =
1

2

{
[∂µφ1]2 + [∂µφ2]2 −m2[φ2

1 + φ2
2]− λ[φ2

1 + φ2
2]2/2

}
. (2.15)

De aqúı es evidente que aparecen dos mı́nimos para el potencial (caso degenerado)

φ∗φ = v2, v = ±
(
−m2

2λ

)1/2

, (2.16)

que corresponde a un ćırculo de radio ν, en el plano complejo φ1, φ2. Dicho potencial
se muestra en la Fig. 2.2. El RES ocurre cuando el sistema elige un estado de vaćıo.
Entonces el campo φ adquiere un vev no nulo (< 0|φ(x)|0 > = v).

Dentro de la f́ısica de part́ıculas elementales en la mayoŕıa de casos no es posible
obtener soluciones exacta. Por lo tanto, se tiene que usar comúnmente la expansión en
serie de la teoŕıa de perturbaciones y calcular fluctuaciones cuánticas alrededor del vev.

Sin pérdida de generalidad podemos escoger φ = +v ó φ = −v indistintamente.
Parametrizando φ(x) exponencialmente mediante la introducción de dos campos reales
η(x) y χ(x):

φ(x) =
1√
2

[(v + η(x)) + iχ(x)]. (2.17)

Por correspondencia con la Ec. (2.14) vemos que esto es equivalente a: φ1 ≡ η + v y
χ ≡ φ2.

Reescribiendo el Lagrangiano de la Ec. (2.15) en términos de los campos η y χ,
obtenemos:

L =
1

2
(∂µη)(∂µη) +

1

2
(∂µχ)(∂µχ) +m2η2 + O(3). (2.18)
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El término cuadrático en η se debe interpretar como la masa, no aparece un término
masivo correspondiente al campo χ. Entonces la teoŕıa predice también una part́ıcula
escalar sin masa, la cual es conocida como bosón de Goldstone.

2.3. Sector de Higgs

El Lagrangiano del campo escalar cargado auto-interactuante está dado por

LH = (DµΦ)†(DµΦ)− V (Φ), (2.19)

donde Dµ es la derivada covariante definida por la Ec. (2.7), y V (Φ) es el potencial
escalar.

La simetŕıa SU(2)L×U(1)Y de el Lagrangiano en la Ec. (2.19) está rota espontánea-
mente introduciendo un escalar de Higgs, Φ adecuado, el cual desarrolla un vev distinto
de cero.

2.3.1. Mecanismo de Higgs

En el ME, el mecanismo de Higgs [39] es el que permite la existencia de términos de
masa de los bosones de norma y fermiones cargados. Para implementar este mecanismo
se introduce un campo escalar Φ que rompa la simetŕıa SU(2)L

⊗
U(1)Y , y debido a las

condiciones que se le exige a Φ, éste consiste en un doblete de SU(2)L con hipercarga
Y = +1, de la forma

Φ =
1√
2

(
φ+

φ0

)
=

1√
2

(
χ2 + iχ1

v + h− iχ3

)
, (2.20)

con φ+ y φ0 campos complejos, h como el campo de Higgs f́ısico y χj(j = 1, 2, 3) denota
a los tres bosones de Goldstone.

El número total de dobletes de Higgs no está determinado por el modelo y podŕıa ser
cualquiera. No obstante, en la versión mı́nima, el ME posee uno sólo de estos dobletes,
de ah́ı el nombre de MEM.

El potencial en el Lagrangiano de la Ec. (2.19) puede ser escrito como

V (Φ) ≡ −µ2(Φ†Φ) + λ(Φ†Φ)2 = λ

[
Φ†Φ− µ2

2λ

]2

− µ4

4λ
. (2.21)

El potencial V (Φ), a nivel árbol, en términos del campo real φ está dado por

V0(φ) = −µ
2

2
φ2 +

λ

4
φ4. (2.22)

Śı µ2 > 0, el Lagrangiano de la Ec. (2.19) describe un campo real de masa (desnuda)
µ, que auto-interactúa a través del término (λ/4)φ4. En este caso el estado base o de
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Figura 2.2: Forma del potencial V (Φ) para un campo escalar complejo, en el caso µ2 > 0
y µ2 < 0, con λ > 0.

vaćıo (el mı́nimo de V (φ)) corresponde a φ = 0, que es simétrico (respecto al cambio
φ → −φ) y estable, como muestra el punto azul, en la Fig. 2.2. El caso interesante es
cuando µ2 < 0. El mı́nimo de V0(φ) corresponde a

< 0|Φ†Φ|0 >≡ v = ±
√
−µ2/2λ. (2.23)

De la expresión anterior se observa que el estado de vaćıo es degenerado, pues éste se
puede escoger de muchas formas posibles. Sin embargo, en el caso del MEM, se exige
que el estado de vaćıo sea único. Al escoger uno de ellos como estado base, se rompe
espontáneamente la simetŕıa (punto en rojo, Fig. 2.2).

Los acoplamiento entre los diferentes campos y el espectro de masa se visualiza en
los términos cuadráticos. Hay un bosón escalar neutro con masa mh,

m2
h(v) = 3λv2 − µ2, (2.24)

y bosones de Goldstone con masa mχ:

m2
χ(v) = λv2 − µ2. (2.25)

Cuando la componente neutra del campo de Higgs adquiere un vev, < 0 | φ0 | 0 >=
v/
√

2. Con v0 ' 246 GeV , determinado por los resultados experimentales de LEP. La
simetŕıa electrodébil se rompe espontáneamente, según el esquema

SU(2)L × U(1)Y → U(1)Q. (2.26)

2.3.2. Término de Interacción

Del término de enerǵıa cinética de la Ec. (2.19) se obtiene, v́ıa el mecanismo de
Higgs, la masa de los bosones de norma, mgb. En la fase con simetŕıa rota, asumiendo
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que los campos reales χ1, χ2, h y χ3 en la Ec. (2.20) son nulos. Tenemos entonces
cuatro bosones de norma, tres masivos y uno, ortogonal a Zµ, no masivo, denotados
respectivamente aśı

W±
µ =

1√
2

(
W 1
µ ∓ iW 2

µ

)
con masa m2

W = g2v
2

4
;

Zµ =
1√

g2 + g′2

(
gW 3

µ − g′µ
)

con masa m2
Z = (g2 + g′2)

v2

4
;

Aµ =
1√

g2 + g′2

(
g
′
W 3
µ + gB′µ

)
con masa m2

A = 0. (2.27)

Además, tenemos los correspondientes bosones de Goldstone asociados al W±
µ y Zµ,

y denotados como χ± = (χ1 ∓ iχ2)/
√

2 y χ3.

La Ec. (2.27) establece la relación entre los campos de norma W a
µ , Bµ y W±

µ , Zµ, Aµ
antes y después del rompimiento de la simetŕıa, respectivamente

Con el fin de obtener los términos de interacción entre el campo de Higgs y los bosones
de norma, es conveniente volver a escribir la derivada covariante Ec. (2.7), en términos
de los auto-estados de masa, teniendo en cuenta la relación de Gell-Mann-Nishijima,
como

Dµ = ∂µ − i
g√
2

(W+
µ T

+ +W−
µ T

−)− i 1√
g2 + g′2

Zµ(g2T 3 − g′2Y )

− i
gg′√
g2 + g′2

QAµ, (2.28)

Lo anterior se llevado a cabo expĺıcitamente mediante la aplicación de la Ec. (2.28),
en términos de los estados definidos en la Ec. (2.27), al doblete de campos de Higgs
dado por la Ec. (2.20), y haciendo uso de la defición

A
↔
∂ B ≡

1

2

(
A
←
∂ B − A

→
∂ B

)
, (2.29)

se tiene para el término cinético de la Ec. (2.19)

Lcin =
1

2
gW+

µ (χ−
↔
∂µ φ) +

1

2
gW−

µ (χ+
↔
∂µ φ) +

i

2
gW+

µ (χ3

↔
∂µ χ−)

− i

2
gW−

µ (χ3

↔
∂µ χ+) +

1

2

√
g2 + g′2Zµ(χ3

↔
∂µ φ) +

i

2
gW−

µ (χ3

↔
∂µ χ+)

+
i

2

g2 − g′2√
g2 + g′2

Zµ(χ−
↔
∂µ χ+) +

gg′√
g2 + g′2

Aµ(χ−
↔
∂µ χ+)

+
1

4
g2W+

µ W
−µ(2vφ+ φφ+ 2χ+χ− + χ3χ3)

+
1

8
(g2 + g′2)ZµZ

µ(2vφ+ φφ+ χ3χ3) +
g2g′2

(g2 + g′2)
AµA

µχ+χ−
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+
1

2

gg′2√
g2 + g′2

Zµ
[
W+µχ−(χ3 + iv + iφ) +W−µχ+(χ3 − iv − iφ)

]
− 1

2

g2g′√
g2 + g′2

Aµ
[
W+µχ−(χ3 + iv + iφ)−W−µχ+(χ3 − iv − iφ)

]
− gg′

(g2 − g′2)

(g2 + g′2)
ZµA

µχ+χ− +
1

4

(g2 − g′2)2

g2 + g′2
ZµZ

µχ+χ−. (2.30)

Por otra parte, las auto-interacciones del campo de Higgs obtenidas del potencial
escalar, de la Ec. (2.21), son

LV = −µ2(Φ†Φ) + λ(Φ†Φ)2

≈ −2vλ(φχ+χ−)− vλ(φχ3χ3)− vλ(hhh)

− λ(χ−χ−χ+χ+)− λ(χ−χ+χ3χ3)− λ(φφχ−χ+)

− 1

4
λ(χ3χ3χ3χ3)− 1

4
λ(φφφφ)− 1

2
λ(φφχ3χ3). (2.31)

Los diagramas de Feynman asociados a las Ecs. (2.30) y (2.31), se muestran en la
Fig. 3.1.

2.4. Sector de Bosones de Norma

El Lagrangiano de enerǵıa cinética de los bosones de norma SU(2)L y U(1)Y es

Lgb = −1

4
W µν
i W i

µν −
1

4
B′µνB′µν , (2.32)

donde

W i
µν = ∂µW

i
ν − ∂νW i

µ − gεijkW j
µW

k
ν

B′µν = ∂µB
′
ν − ∂νB′µ. (2.33)

Después de hacer las rotaciones de los campos de norma definidos en la Ec. (2.27),
se obtiene de la Ec. (2.32) el término cinético de los campos W±

µ , Zµ, Aµ y las de auto-
interacciones entre tres y cuatro bosones de norma, debido a la parte no Abeliana del
campo W µν

i .

2.5. Sector de Fermiones

El Lagrangiano para el sector fermiónico es

Lf = ΨR 6DΨR + ΨL 6DΨL, (2.34)
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en donde Ψ ≡ Ψ†γ0, y 6D ≡ γµDµ.

Una vez más, las interacciones entre fermiones y bosones de norma se obtienen escri-
biendo la derivada covariante en términos de los auto-estados de masa después de la
ruptura de la simetŕıa.

Lintf =
g

2
√

2

[
ΨIU

∗
ijγ

µ(1− γ5)ΨiW
+
µ + ΨiUijγ

µ(1− γ5)ΨIW
−
µ

]
+

√
g2 + g′2

2

[
ΨIγ

µ(gV − gAγ5)ΨIZµ −Ψiγ
µ(gV + gAγ5)ΨiZµ

]
+

gg′√
g2 + g′2

QfΨfγ
µΨfAµ, (2.35)

donde los sub́ındices i e I(= 1, 2, 3) representan las tres familias de leptones y quarks.
Además, gV = T 3 − 2Qi,I

g′√
g2+g′2

y gA = T 3, con Uij un elemento de la matriz CKM.

La matriz CKM se debe al hecho de que los estados propios de la interacción débil no
son los mismos que los de masa y por lo tanto hay mezclas entre sabores.

2.6. Sector de Yukawa

La introducción de un término de masa en la Lagrangiana de la Ec. (2.34), en donde
Ψ = ΨL + ΨR es

mfΨΨ = mf

[
ΨLΨR + ΨRΨL

]
,

no está permitido porque rompe expĺıcitamente la invariancia de norma, bajo una
transformación de SU(2)L.

Sin embargo, como hemos introducido un doblete escalar adicional en el modelo,
podemos escribir el siguiente acoplamiento fermión-escalar, invariante de norma, para
las tres familias de quarks y leptones:

LY =
∑
i

yiliLΦliR +
∑
I

yIqILΦ̃qIR, (2.36)

donde yi y yI son matrices de 3×3, y con li(L,R) y qIL,R se denota el triplete de leptones
(asumiendo la no existencia de los neutrinos de mano derecha, νR) y de quarks corres-
pondientes, por lo tanto, puede existir mezclas entre los quarks. Además, el segundo
término involucra el campo escalar conjugado de carga, con hipercarga Y (Φ̃) = −1
(que transforma bajo SU(2) de la misma forma que Φ):

Φ̃ = iσ2Φ∗ =
1√
2

(
v + h+ iχ3

iχ1 − χ2

)
, (2.37)

en donde σ2 es la segunda matriz de Pauli.
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Dado que trabajamos en el ĺımite donde todas las masas de los fermiones2 cargados,
excepto la masa del quark top, son insignificantes, la principal contribución al sector
de Yukawa está dada por

LY = ytqLΦ̃tR + h.c., (2.38)

donde yt es la constante de acoplamiento de Yukawa del quark top, qL denota el doblete
de quark de la tercera familia, y tR denota el quark de mano derecha.

Después del RES, el Lagrangiano tipo Yukawa

LY =
yt√

2
vψψ +

yt√
2
ψψh+ i

yt√
2
ψγ5ψχ3

+
i√
2
ψi [yjPR − yiPL]ψjUijχ

+

+
i√
2
ψj [yiPR − yjPL]U∗ijψiχ

−, (2.39)

genera la masa del quark top mt = yt√
2
v, la cual es un parámetro de entrada del modelo,

debido a que yt es un parámetro libre. Además, el Lagrangiano también determina la
interacción entre fermiones (top), el campo de Higgs, cómo puede verse en la Fig. 5.1
(f), y los bosones de Goldstone.

2.7. Sector que Fija la Norma

En teoŕıas de norma con RES, tal como él ME, existen variables tales como los bosones
de Goldstone que no representan verdaderos grados de libertad dinámicos. En otras
palabras, son grados de libertad no f́ısicos, cuya f́ısica es dar masa a los bosones de
norma masivos. Sin embargo, aparecen como campos propagándose en ĺıneas internas
de diagramas de Feynman, con masas proporcionales a la de los bosones de norma W∓

y Z0, respectivamente,

m2
1 = m2

2 = λv2 − c2 + ξWg
2v

2

4
, (2.40)

y

m2
3 = λv2 − c2 + ξZ(g2 + g′

2
)
v2

4
. (2.41)

2Los resultados de la colaboración Sudbury Neutrino Observatory (SNO) ha proporcionado pruebas
convincentes, que están en buen acuerdo con los datos más recientes de Super-Kamiokande, KamLAND
y de neutrinos atmosféricos, de que los neutrinos cambian el sabor a medida que se propagan desde
el núcleo del Sol a la Tierra. Por lo tanto, la evidencia experimental muestra ahora que los neutrinos
son part́ıculas masivas y se mezclan en el sector de leptones, al igual que el sector de los quarks. Por
otra parte, no se sabe si son part́ıculas de Dirac o de Majorana, i.e. si son o no su propia antipart́ıcula
y por lo tanto que no se sabe como incorporar el hecho de que estas part́ıculas tienen masa, dentro
del ME.
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dañando la renormalización de la teoŕıa.

Con el propósito de poder definir entre otras cosas a los propagadores y para que
ellos tenga inverso, se debe adicionar al Lagrangiano del ME un término que fije la
norma. Tomando una norma renormalizable del tipo ’t Hooft (Rξ gauge) [40], la cual
fija linealmente el parámetro la norma. Se tiene en el caso del MEN el Lagrangiano
que fija la norma es de la forma

Lgf = − 1

ξW
(∂µW+

µ − iξWMWχ
+)(∂µW−

µ + iξWMWχ
−)

− 1

2ξZ
(∂µZµ − ξZMZχ3)2 − 1

2ξγ
(∂µAµ)2

=
1

ξW
∂µW+

µ ∂
νW−

ν −
1

2ξZ
(∂µZµ)2 − 1

2ξγ
(∂µAµ)2

+
1

ξW
M2

Wχ
+χ− +

1

2ξZ
M2

Zχ
2
3

+ iMWχ
+∂µW+

µ + iMWχ
−∂µW−

µ +MZχ3∂
µZµ, (2.42)

donde ξj(j = W±, Z0, γ) es el parámetro de norma, y el último término que mezcla los
Goldstone y los bosones de norma, se cancelan con un término idéntico que viene del
Lagrangiano de la Ec. (2.30).

En el ĺımite de ξj → ∞ los bosones de Goldstone desaparecen y se tiene la norma
unitaria. Otras opciones de norma son la de Landau (ξj = 0) y de Feynman (ξj = 1).

Debemos notar que en la Ec. (2.42) tenemos tres diferentes parámetros de norma,
debido a que en principio deberá existir un parámetro de norma por cada bosón de
norma. Por lo tanto, los procesos f́ısicos no deben depender del parámetro ξj. Es común
poner todas las ξj = ξ (ξ ∈ R+), sin pérdida de generalidad.

2.8. Sector de Faddev-Popov

Con el fin de mantener los requerimientos de unitariedad e invariancia de norma, en la
cuantización de teoŕıas de norma no Abelianas, Feynman introduce la idea de campos
fantasmas [41], ηa y ηa (a = W∓, Z0, γ). A estos campos adicionales, se les dió el nombre
de fantasmas porque a pesar de ser escalares bajo transformaciones de coordenadas,
no tienen estad́ıstica de bosón, es decir, violan el teorema de esṕın-estad́ıstica, por
lo cual no son observables. Estos campos adquirieron más sentido cuando Faddeev
y Popov [38] cuantizan la teoŕıa de campos no Abelianas, mediante el método de
integrales de camino.

Dado que trabajamos con un valor arbitrario del parámetro que fija la norma, los
campos fantasma adquieren una masa proporcional al correspondiente bosón de norma
mgb

m2
ηgb

= ξm2
gb. (2.43)
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Los campos fantasmas no se propagan asintóticamente, por lo tanto sólo aparecen en
las ĺıneas internas de los diagramas de Feynman. Sin embargo, van a contribuir a la
parte dependiente del vev en el cálculo del potencial efectivo a un lazo.

El correspondiente Lagrangiano para los campos fantasmas del MEM está dada por

LFP = ηa
δF a

δθb
ηb = ηaδBRSF

a. (2.44)

donde δFa

δθb
es la variación de la función que fija la norma del campo a y BRS se refiere

a la transformación de Becci, Route y Stora, la cual consiste en cambiar el parámetro θ
de la transformación de norma por el respectivo campo fantasma, además θBRSη

a = 0.

Suponiendo que los fantasmas rotan exactamente igual que el campo de norma, se
tiene que su variación bajo una transformación BRS de estos es

δW±
µ = ±igW±

µ (cos θηZ + sin θηγ)∓ igη±(cos θZµ + sin θAµ) + ∂µη
±

= ig cos θ(W−
µ η

+ −W+
µ η
−) + ∂µηZ

= −ig sin θ(W−
µ η

+ −W+
µ η
−) + ∂µηγ. (2.45)

Por lo tanto, el LFP en función de los auto-estados de masa se expresa como

LFP = η+δF+
W + η−δF−W + ηZδFZ + ηγδFγ, (2.46)

donde F en el Rξ, es, respectivamente

FW± =
√
ξW∂

µW±
µ ∓ i

1√
ξW

MWφ
±;

FZ =
√
ξZ∂

µZµ −
1√
ξZ
MZχ;

Fγ =
√
ξγ∂

µAµ. (2.47)

Finalmente se obtiene la forma expĺıcita de LFP [42] remplazando en la Ec. (2.46)
los campos rotados

LFP = η+(�− ξM2
W )η+ + η−(�− ξM2

W )η− + ηZ(�− ξM2
W )ηZ + ηγ�ηγ

+ i
g√

g2 + g′2
η+∂µ

[
W+
µ (gηZ + g′ηγ)− (gZµ + g′Aµ)η+

]
+ i

g√
g2 + g′2

[
gηZ∂

µ
(
W−
µ η

+ −W+
µ η
−)+ g′ηγ∂

µ
(
W−
µ η

+ −W+
µ η
−)]

− i
ξ

2
MW

[
(g2 − g′2)√
g2 + g′2

(
η+ηZχ

− − η−ηZχ+
)

+ gχ3

(
η−η+ − η+η−

)]
− ξ

2
gMWφ

[
η−η+ + η+η−

]
− ξ

2

√
g2 + g′2MZφηZηZ . (2.48)
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2.9. Potencial Efectivo: Introducción

El Potencial Efectivo (PE) es la herramienta básica que en teoŕıa de campos permite
identificar el estado base como aquel que minimiza la enerǵıa potencial, en función de
algún parámetro de orden. En teoŕıas con rompimiento espontáneo de la simetŕıa, el
PE permite identificar la evolución del estado base en términos de parámetros externos
como la temperatura. Además, permite identificar el orden de la transición de fase. El
PE tiene el significado de una densidad de enerǵıa potencial del sistema considerado
y no es una observable f́ısica del sistema. Al final de cuentas, el PE es un lazo de
propagador cerrado sobre śı mismo, como veremos más adelante.

En la Sec. 2.3 vimos que el potencial clásico de una teoŕıa cuántica de campos juega
un papel crucial en el estudio del rompimiento de simetŕıa. Sin embargo, algunas veces
las correcciones radiactivas en una teoŕıa cuántica pueden cambiar el comportamiento
del potencial clásico, ya que pueden convertir puntos estables en inestables o viceversa.
Una simetŕıa que espontáneamente se rompe a nivel clásico puede ser restaurada o
al contrario una simetŕıa que no está rota a nivel clásico puede romperse de manera
espontánea, debido a los efectos cuánticos. De esta manera, el potencial que incluye
todas las correcciones cuánticas en una teoŕıa es llamado potencial efectivo, Veff . De-
safortunadamente el Veff no tiene una forma cerrada como el potencial clásico, por lo
tanto debe ser analizado orden por orden. Al orden más bajo en teoŕıa de perturba-
ciones el Veff coincide con el potencial clásico.

En esta sección nos limitaremos a identificar el potencial efectivo a un lazo. Para esto
consideremos por simplicidad un campo escalar φ en presencia de una fuente externa
J , que nos permite definir las funciones de Green de la teoŕıa, con la acción dada por

SJ [φ] =

∫
d4x

[
1

2
∂µφ∂µφ−

m2

2
φ2 − λ

4!
φ4 + Jφ

]
= S +

∫
d4xJφ (2.49)

donde el potencial clásico o al orden más bajo, con J = 0, es

V 0 =
m2

2
φ2 +

λ

4!
φ4. (2.50)

La funcional generatriz de las funciones de correlación es

Z[J ] = eiW [J ] =

∫
Dφ eiSJ , (2.51)

donde W [J ] es la funcional generatriz que produce las funciones de Green conectadas,
la cual es dada por

δnW

δJ(x1)....δJ(xn)
|J=0= (i)n−1 < 0 | T (φ(x1)....φ(xn)) | 0 >c . (2.52)
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De la Ec. (2.52), notamos, en particular que la función de Green de un punto, es
el campo clásico φc asociado a φ (la variable conjugada de J) y representa el valor
esperado del campo en el vaćıo, es decir

φcl(x) =
δW

δJ(x)
=< 0 | φ(x) | 0 >J . (2.53)

De la anterior definición, si se apaga la fuente, φcl será una constante independiente
del tiempo a causa de la invarianza de Lorentz del vaćıo. En general es un funcional de
la fuente y genera los diagramas a orden árbol de la teoŕıa.

La acción efectiva Γ[φcl] (el generador de las funciones de Green irreducibles a una
part́ıcula 1PI), está definido como la transformada de Legendre de la funcional gene-
ratriz W [J ]

Γ[φcl] = W [J ]−
∫
d4xJ(x)φcl(x). (2.54)

Esta funcional se puede expandir en derivadas de φ como

Γ[φcl] =

∫
d4x[−V (φ) +

1

2
∂µφcl∂

µφcl

+ términos superiores en las derivadas]. (2.55)

Si J → 0, φcl(x) = φ es una constante (la cual puede o no puede ser cero). En este
ĺımite, todas las derivadas en la expansión de la Ec. (2.55) se anulan, entonces tenemos

Γ[φ] = −
∫
d4xV (φ) = −(2π)4δ(0)V (φ) = ΩV (φ), (2.56)

donde V (φ) es conocida como el potencial efectivo [43] y el factor multiplicativo Ω
representa el volumen en 3 + 1 dimensiones. Además, dado que φ es una constante el
PE es una función y no un funcional de φ, denotándolo como Veff (φ).

Un comentario importante respecto a la elección de la norma es en torno al PE, pues
en principio él es un objeto dependiente del parámetro de norma [87]. Sin embargo, las
cantidades f́ısicas obtenidas de él (la temperatura cŕıtica y la posición del mı́nimo) son
los que no debeŕıan depender de la norma [44]. Por lo tanto, el PE no es una observable
f́ısica del sistema bajo estudio.

En el cálculo del potencial efectivo del MEM en presencia de un campo magnético
externo, los diagramas de Feynman mostrados en las Figs. 5.1, 5.2 y 6.4, serán muy
útiles ya que nos permiten determinar que part́ıculas se acoplan al campo Bµ

ext de
U(1)Q. Como veremos en el siguiente caṕıtulo, la propagación de tales part́ıculas se ve
modificada por la presencia del campo externo.



Caṕıtulo 3

PROPAGADOR EN PRESENCIA
DE CAMPO MAGNÉTICO

Existen diferentes tipos de sistemas f́ısicos cuyas propiedades están influenciadas o
incluso determinadas por la presencia de campos magnéticos. Algunos de estos campos
magnéticos pueden tener una gran intensidad. Por ejemplo, en sistemas astrof́ısicos
como las supernovas y las estrellas de neutrones se encuentran campos magnéticos
del orden de 1010 T y 108 T , respectivamente. De igual modo, en el ámbito de la
cosmoloǵıa existen diversos escenarios donde la presencia de campos magnéticos pudo
jugar un papel relevante para la evolución del universo. Por ejemplo, durante la época
de nucleośıntesis las reacciones nucleares cambian (aumenta la tasa de decaimiento de
los neutrones, decrece su número y por lo tanto la cantidad de 4He.

Para estudiar los efectos del campo magnético externo sobre la dinámica de las
part́ıculas cargadas que constituyen el sistema, se debe tener en cuenta aspectos como
la temperatura y densidad del medio. En este caṕıtulo se obtienen los propagadores
de los campos: escalares, fermiónicos y bosónicos de norma. Mediante la aplicación
del método del tiempo propio de Schwinger [45] se toma en cuenta la presencia de un
campo magnético externo, que pertenece al grupo U(1)em, a todos los órdenes.

3.1. Método de Schwinger

En 1951 J.Schwinger [45] desarrolla el llamado método de tiempo propio para en-
contrar expresiones exactas del propagador de una part́ıcula cargada. Este método le
permitió obtener la función de Green de la ecuación de Dirac en presencia de un campo
electromagnético tanto constante como en forma de una onda plana. Para campo cons-
tante Schwinger da una solución matricial, sin especificar la forma del campo, en otras
palabras utilizando sólo las propiedades que posee el tensor de campo electromagnético.
Luego, mediante ciertas identidades otros autores han encontrado la forma espećıfica
de la función de Green para el caso de un campo magnético constante. Esta forma de
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encarar el problema tiene como mayor ventaja su generalidad ya que trabajando aśı se
pueden encontrar expresiones que tengan en cuenta tanto el campo eléctrico como el
magnético. Tal es el caso del cálculo por parte de Schwinger del Lagrangiano efectivo
Euler-Heisenberg, o la probabilidad por unidad de tiempo y unidad de volumen de que
un par sea creado en presencia de un campo eléctrico constante. Además, posibilita
introducir el efecto total del campo en los cálculos de diagramas de Feynman.

3.2. Propagador Fermiónico en Presencia de un

Campo Magnético

Para ilustrar este método, iniciamos con determinar la función de Green, o propa-
gador, asociado del campo de Dirac interactuando con un campo eletromagnético ex-
terno. Este propagador satisface la siguiente ecuación

(6Π−m)S(x, x′) = δ4(x, x′), (3.1)

donde Π ≡ Πµγ
µ, y Πµ = Pµ + eAµ denota el momento canónico conjugado, el cual

satisface las siguientes relaciones de conmutación:

[Πµ, x] = igµν

[Πµ,Πν ] = ieF ext
µν , (3.2)

con F ext
µν = ∂µB

ext
ν − ∂νBext

µ es el tensor de intensidad del campo externo.

En la técnica empleada por Schwinger, se denota a S(x, x′) como el elemento de

matriz del operador Ŝ entre estados de la posición, esto es

S(x, x′) = 〈x′|Ŝ|x〉. (3.3)

Por tanto, la Ec. (3.1) puede ser escrita como

(Π−m)S = 1. (3.4)

La solución formal de la Ec. (3.4) se expresa de la siguiente manera

S =
1

Π−m
= −i

∫ ∞
0

(Π +m)e−i(m
2−6Π2)sds. (3.5)

Esta representación integral de S implica que

S(x, x′) = −i
∫ ∞

0

dse−im
2s〈x′(0)|(Π +m)U(s)|x(0)〉. (3.6)
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donde U(s) = e−iHs con

H ≡ (6Π)2 = ΠµΠνγ
µγν

= ΠµΠν

(
1

2
{γµ, γν}+

1

2
[γµ, γν ]

)
= ΠµΠν (−gµ,ν − iσµ,ν)
= −Π2 − iσµ,νΠµΠν

= −Π2 − iσµ,ν
(

1

2
{Πµ,Πν}+

1

2
[Πµ,Πν ]

)
= −Π2 − i

2
σµ,ν [Πµ,Πν ]

= −Π2 − 1

2
eσµνF

µν . (3.7)

Puede observarse que U(s) puede ser visto como el operador de evolución temporal
unitario si se toma a H como el Hamiltoniano efectivo que evoluciona el estado |x〉 de
la siguiente manera

|x(s)〉 = U(s)|x(0)〉, (3.8)

donde s es la llamada variable del tiempo propio, un parámetro que no hace referencia
al sistema de coordenadas o a la norma. Con lo anterior se puede reescribir la Ec. (3.6)
como

S(x, x′) = −i
∫ ∞

0

dse−im
2s [γµ〈x′(0)|Πµ(0)|x(s)〉+m〈x′(0)|x(s)〉] (3.9)

En la representación de Heisenberg, los operadores que evolucionan con el tiempo
x(s) = U †(s)x(0)U(s) y Π(s) = U †(s)Π(0)U(s), satisfacen las ecuaciones de movimien-
to de Heisenberg

dxµ(s)

ds
= −i [Πµ, H] = 2Πµ,

dΠµ(s)

ds
= −i [xµ, H] = 2FµνΠ

ν , (3.10)

para el caso de un campo constante. En notación matricial, las anteriores Ecs. (3.10)

se reescriben como dx(s)
ds

= 2Π y dΠ(s)
ds

= −2FΠ.

De otra parte, el operador U(s) satisface la ecuación

i
∂

∂s
U(x′, x; s) = H(x, p)U(x′, x; s), (3.11)

sujeta a las siguientes condiciones de frontera

ĺım
s→0

U(x′, x; s) = δ4(x− x′), ĺım
s→∞

U(x′, x; s) = 0, (3.12)
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en donde la primera de estas condiciones se sigue de 〈x′|x〉 = δ4(x′, x) y la segunda es
una condición de causalidad. En las Ecs. (3.12) hemos expresado a U(x′, x; s) como

U(x′, x; s) ≡ 〈x′(0)|x(s)〉 = 〈x′|e−iHs|x〉 ≡ 〈x′|U(s)|x〉. (3.13)

Derivando la Ec. (3.11) con respecto a s y usando el hecho que el operador U(s) es
unitario, se tiene que

i∂s〈x′(0)|x(s)〉 = 〈x′|H(x, p)U(s)|x〉 = 〈x′|U(s)U †(s)H(x, p)U(s)|x〉
= 〈x′(0)|H(x(s), p(s))|x(s)〉. (3.14)

La idea principal del método es calcular los elementos de matriz del lado derecho de
esta ecuación.

Para hallar las soluciones de la Ec. (3.9), primero se debe resolver la Ec. (3.10), la
cual, en notación matricial es

Π(s) = e−2eFsΠ(0)

x(s)− x(0) = (1− e−2eFs)(eF )−1Π(0). (3.15)

La solución se escribe como

Π(s) =
1

2
eFe−eFs[sinh(eFs)]−1[x(s)− x(0)], (3.16)

y usando la antisimetŕıa de F , tenemos que su cuadrado es

Π2(s) = [x(s)− x(0)]K[x(s)− x(0)], (3.17)

donde K ≡ 1
4
(eF )2[sinh(eFs)]−2.

La reordenación de la Ec. (3.17), de izquierda a derecha, de los operadores x(s) y
x(0), respectivamente, implica la ayuda del siguiente conmutador:

[xµ(s), xν(0)] = i

(
1− e−2eFs

eF

)
µν

. (3.18)

De la Ec. (3.7) se sigue que

Π2 = −H − 1

2
eσµνF

µν

= (xµ(s)− xν(0))K (xµ(s)− xν(0)) . (3.19)

Finalmente escribimos H en términos de los operadores ordenados correctamente x(s)
y x(0) como

H = − x(s)Kx(s) + 2x(s)Kx(0)− x(0)Kx(0)− 1

2
eσµνF

µν

− i

2
tr[eF coth(eFs)]−m2. (3.20)



CAPÍTULO 3. PROPAGADOR EN PRESENCIA DE CAMPO MAGNÉTICO 37

Con el Hamiltoniano ordenado, los elementos de matriz del lado derecho de la
Ec. (3.14), se pueden evaluar de manera directa

〈x′(0)|H(x, p)|x(s)〉 = − 1

2
eσµνF

µν − (x− x′)K (x− x′)

− i

2
tr[eF coth(eFs)]〈x′(0)|x(s)〉

− m2〈x′(0)|x(s)〉. (3.21)

Sustituyendo este resultado en la Ec. (3.14) e integrando sobre s obtenemos

〈x′(0)|x(s)〉 = C(x, x′)s−2exp

[
1

2
tr ln[(eFs)−1 sinh(eFs)]

]
× exp

[
−i
4

(x− x′)eF coth(eFs)(x− x′)

− i

2
eσµνF

µν − im2s

]
(3.22)

donde el factor C(x, x′) es una constante de integración arbitraria, y no un operador.
Se puede determinar C(x, x′) a partir de las siguientes condiciones

(i∂xµ + eAµ(x))〈x′(0)|x(s)〉 = 〈x′(0)|Πµ(s)|x(s)〉
(−i∂x′µ + eAµ(x′))〈x′(0)|x(s)〉 = 〈x′(0)|Πµ(0)|x(s)〉. (3.23)

A su vez, el lado derecho de la Ec. (3.23) está dado por

〈x′(0)|Πµ(s)|x(s)〉 =
1

2
[eF coth(eFs)− eF ](x− x′)〈x′(0)|x(s)〉

〈x′(0)|Πµ(0)|x(s)〉 =
1

2
[eF coth(eFs)− eF ](x− x′)〈x′(0)|x(s)〉. (3.24)

Con todo lo anterior, la función C(x, x′) satisface las siguientes ecuaciones:[
i∂xµ + eAµ(x)− 1

2
eFµν(x− x′)ν

]
C(x, x′) = 0[

−i∂x′µ + eAµ(x′) +
1

2
eFµν(x− x′)ν

]
C(x, x′) = 0. (3.25)

Resolviendo este par de ecuaciones para C(x, x′) se encuentra que

C(x, x′) = C(x′) exp

[
ie

∫ x

x′
dξµ(Aµ +

1

2
eFµν(ξ − x′)ν)

]
= C(x) exp

[
ie

∫ x

x′
dξµ(Aµ +

1

2
eFµν(ξ − x′)ν)

]
, (3.26)
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donde se puede observar que aún después de usar las condiciones dadas por la Ec. (3.25),
persisten un par de constantes de integración en x′ y x respectivamente.

Dado que el rotacional del integrando de la Ec. (3.26) es nulo:

∂α[Aµ +
1

2
F µνxν ]− ∂µ[Aα +

1

2
Fανxν ] = ∂αAµ − ∂µAα

+
1

2
F µνgνα −

1

2
Fανgµν

= Fαν +
1

2
F µα − 1

2
Fαµ

= Fαν − Fαν = 0,

la integral en la Ec. (3.26) es independiente del camino de integración que conecta x
y x′. Si se escoge una ĺınea recta, como camino de integración, parametrizada de la
siguiente manera

ξµ(t) = (1− t)x′µ + txµ, t ε [0, 1]

se tiene que∫ x

x′
dξµFµν(ξ

ν − x′ν) =

∫ 1

0

(xµ − x′µ)Fµνdt(ξ
ν − x′ν)

=

∫ 1

0

(xµ − x′µ)Fµνdt[(1− t)x′ν + txν − x′ν ]

=

∫ 1

0

(xµ − x′µ)Fµνt(x
ν − x′ν)dt

=

∫ 1

0

(xµ − x′µ)Fµνt(x
ν − x′ν)dt = 0.

El segundo término de la integral en la Ec. (3.26) no contribuye debido a la anti-
simetŕıa del tensor Fµν . Podemos entonces escribir la Ec. (3.26) como

C(x, x′) = C exp

[
[ie

∫ x

x′
dξµAµ(ξ)

]
, (3.27)

en donde C(x′) = C(x), es igual a una constante independiente de x′ y x.

Sustituyendo la Ec. (3.22) en la primera condición de frontera, dadas en las
Ecs. (3.12), se determina el valor de la constante C, de la siguiente manera:∫ ∞

−∞
ĺım
s→0
〈x′(0)|x(s)〉dx = C

∫ ∞
−∞

dx ĺım
s→0

exp[ie

∫ x

x′
dξµAµ(ξ)]s−2

× exp

[
1

2
tr ln[(eFs)−1 sinh(eFs)]

]
× exp

[
−i
4

(x− x′)eF coth(eFs)(x− x′)
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− i

2
eσµνF

µνs− im2s

]
= C ĺım

s→0
s−2

∫ ∞
−∞

dx exp

[
(
−i
2s

)(xµ − x′)
2

µ

]
= C ĺım

s→0
s−2

{∫ ∞
−∞

dxe[(
−i
2s

)2(x0−x′0)]e

[
( i
2s

)2(
−→x −−→x ′)

]}
= C ĺım

s→0
s−2(−i4πs)

1
2 (i4πs)

3
2

= iC(4π)2.

Por lo tanto, la constante C es

C = −i(4π)−2, (3.28)

donde se ha hecho uso de las identidades∫ ∞
−∞

eia
2x2

dx =

√
iπ

a2
;

∫ ∞
−∞

δ4(x− x′)dx = 1. (3.29)

En resumen, de las Ecs. (3.9), (3.22), (3.25) y (3.28), el propagador fermiónico para
fermiones cargados en presencia de un campo magnético externo es

S(x, x′) = Φ(x, x′)S(x, x′) (3.30)

donde

S(x, x′) = − i(4π)−2

∫ ∞
0

ds

s2

[
m+

1

2
γ · (eF coth(eFs)− eF )(x− x′)

]
× exp

[
i

2
σµνF

µν − i(m2 + iε)s

]
exp

[
−1

2
tr ln[(eFs)−1 sinh(eFs)]

− i

4
(x− x′)(eF coth(eFs))(x− x′)

]
(3.31)

y

Φ(x, x′) = exp

[
ie

∫ x

x′
dξµAµ(ξ)

]
. (3.32)

Puede notarse de la Ec. (3.30) que la invariancia traslacional del propagador se ha
roto, debido a la presencia del factor de fase Φ(x, x′), que hace al propagador invariante
de norma cuando Aµ(ξ)→ Aµ(ξ) +∂µΛ(ξ). Notemos también, la presencia del término
−iε que se introduce con el fin de cumplir la segunda de las condiciones de frontera en
la Ec. (3.12).
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En el caso particular de un campo magnético constante en la dirección del eje z, sólo
las componentes F12 = −F21 = B del tensor electromagnético son no nulas. Se tiene
que el propagador puede ser reescrito de la siguiente manera

S(x, x′) = − (4π)−2

∫ ∞
0

ds

s2

eBs

sin(eBs)
exp[−i(m2 + iε)s+ ieBsσ3]

× exp

[
− i

4s
x2
‖ − eBs cot(eBs)x2

⊥

]
×

[
m+

1

2s

(
γ · x‖ −

eBs

sin(eBs)
exp(−ieBsσ3)γ · x⊥

)]
, (3.33)

donde hemos usado las siguientes relaciones

σµνF
µν = 2F12σ12 ≡ 2F12

(
σ3 0
0 σ3

)
exp[−1

2
tr ln(F−1) sinhF ] =

B

sinB

γ(F cothF − F )x = (γ · x‖)−
B

sinB
(γ · x⊥)e(iF12σ12)

x(F cothF )x = x2
‖ −B cot(B)x2

⊥. (3.34)

Usamos el tensor métrico gµν = (1,−1,−1,−1) en el que gµν = gµν|| − gµν⊥ , lo cual

implica la notación k2
|| = k2

0 − k2
3 y k2

⊥ = k2
1 + k2

2; con la definición para dos 4-vectores

aµ y bµ arbitrarios: (a · b)|| ≡ a0b0 − a3b3 y (a · b)⊥ ≡ a1b1 + a2b2.

La representación en el espacio de momentos del propagador se obtiene a través de
su transformada de Fourier

S(x, x′) =

∫
d4k

(2π)4
e−ik·(x−x

′)S(p), (3.35)

en donde la parte traslacionalmente invariante del propagador Feynman en el espacio de
momentos, después de realizar la integración espacial que involucra Gausianas, puede
escribirse como

SB(k) = − i

∫ ∞
0

ds

cos eBs

× exp

{
is

(
k2
|| − k2

⊥
tan eBs

eBs
−m2

f + iε

)}
×

[
(mf + 6k||)eieBsσ3 − 6k⊥

cos eBs

]
, (3.36)

donde mf es la masa del fermión correspondiente.

Si en la Ec. (3.36) se toma el ĺımite cuando B → 0, obtenemos

(mf + 6k)

k2 −m2
f + iε

= −i( 6k +mf )

∫ ∞
0

dseis(q
2−m2

f+iε), (3.37)



CAPÍTULO 3. PROPAGADOR EN PRESENCIA DE CAMPO MAGNÉTICO 41

que coincide con la expresión conocida para el propagador de Feynman de la part́ıcula
libre. Cabe mencionar sin embargo que el ĺımite B → 0 no garantiza que la fase de la
Ec. (3.32) se anule, por lo que formalmente, el ĺımite que debe aplicarse es Aµ → 0.

Este método ha sido extendido al caso de otros campos [46] como por ejemplo el
campo escalar cargado D(x, x′) y a los bosones vectoriales cargados (W±) Gµν

B (x, x′),
respectivamente

iD(x, x′) = Φ(x, x′)

∫
d4k

(2π)4
e−ik·(x−x

′)D(k), (3.38)

iGµν
B (x, x′) = Φ(x, x′)

∫
d4k

(2π)4
e−ik·(x−x

′)Gµν(k). (3.39)

En el espacio de momento las partes traslacionalmente invariante de los anteriores
propagadores, en una norma arbitraria, son

iDB(k) =

∫ ∞
0

ds

cos eBs
exp

{
is

(
k2
|| − k2

⊥
tan eBs

eBs
−m2 + iε

)}
, (3.40)

iGµν
B (k) =

∫ ∞
0

ds

cos eBs
eis(k

2
||−k

2
⊥

tan eBs
eBs

)

×
{
e−is(m

2
gb−iε)

[
gµν|| + (e2eFs)µν⊥

]
+

(
e−is(m

2
gb−iε) − e−is(ξm2

gb−iε)

m2
gb

)
×

[(
kµ + kλF

µλ((tan(eBs))/B)
)

× (kν + kρF
ρν((tan(eBs))/B))

− i
e

2
(F µν + gµν⊥ B tan(eBs))

]}
. (3.41)

En la Ec. (3.41) tenemos que

(e2eFs)µν⊥ = gµν⊥ cos(2eBs) + F µν sin(2eBs)

B
. (3.42)

De igual manera en el ĺımite Aµ → 0 se recuperan para estos propagadores, las expre-
siones conocidas para los propagadores de Feynman libres en el vaćıo, respectivamente

D(k) =
1

k2 −m2
,

Gµν(k) = −i

gµν − (1− ξ) kµkν

k2−ξm2
gb

k2 −m2
gb

 . (3.43)
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Figura 3.1: Niveles de Landau

En este trabajo estamos interesados en el cálculo del potencial efectivo, que dia-
gramáticamente se representa por burbujas de vaćıo es decir, propagadores que se
cierran en el mismo punto espacio-temporal. Por ejemplo, D(x, x), S(x, x) y Gµν(x, x).
En el espacio de momento, tales diagramas no dependen del momento externo, de tal
manera que el factor de fase se anula idénticamente.

3.3. Niveles de Landau

Es conocido que la presencia del campo magnético externo rompe la isotroṕıa del
espacio, lo cual debe reflejarse en el propagador de Feynman. Éste debe separar muy
claramente el movimiento libre en la dirección del campo de la part́ıcula cargada,
de la dinámica perpendicular que se cuantiza, precisamente, por efectos del campo. Lo
anterior se debe a que las part́ıculas cargadas alrededor de las ĺıneas de campo sufren el
efecto de la fuerza de Lorentz, la cual las constriñe a describir trayectorias circulares,
tal y como se muestra en la Fig. 3.1. Es debido a esta condición de frontera que el
movimiento de los grados de libertad ortogonal al campo se discretiza. Aunque en la
expresión de los propagadores, los niveles de Landau no se ven de manera expĺıcita,
es posible, por medio de la integración del tiempo propio, mostrar que éstos están
presentes.

Ha sido demostrado en [47, 48] que al deformar el contorno de integración en el plano
complejo s, para el cálculo de la integral del tiempo propio, la Ec. (3.36) se puede
escribir como

iSB(k) = i
∞∑
l=0

dl(
k2
⊥
eB

)D + d′l(
k2
⊥
eB

)D̄

k2
|| − 2leB −m2

f + iε
+
6k⊥
k2
⊥
, (3.44)
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donde dl(α) ≡ (−1)ne−αL−1
l (2α), d′n = ∂dn/∂α,

D = (mf + 6k||) + 6k⊥
m2
f − k2

||

k2
⊥

, D̄ = γ5 6u6b(mf + 6k||), (3.45)

y Ll(x), Lml (x) son los polinomios de Laguerre y asociados de Laguerre, respectiva-
mente. Se ha usado la siguiente identidad σ3 = iγ1γ2 = −γ5 6u 6b. Además uµ y bµ son
cuadrivectores que describen al plasma en el marco referencia en reposo y la dirección
del campo magnético, respectivamente, es decir que

uµ = (1, 0, 0, 0), bµ = (0, 0, 0, 1). (3.46)

De igual manera aplicando un procedimiento análogo al citado en las Refs. [47, 48],
la Ec. (3.40) se puede escribir como

iDB(k) = 2i
∞∑
l=0

(−1)lLl(
2k2
⊥

eB
)e−

k2⊥
eB

k2
|| − (2l + 1)eB −m2 + iε

, (3.47)

en donde aparecen expĺıcitamente los niveles de Landau etiquetados por el ı́ndice l.

Un análisis similar al de la Refs. [47, 48] para los bosones vectoriales Ec. (3.41)
permite escribir el propagador en forma análoga a las Ecs. (3.44) y (3.47). Éste se
puede escribir como [49]. Para mostrarlo, vamos a partir de la Ec. (3.41), usando la
Ec. (3.42), en donde cos 2x = 1−2 sin2 x y sin 2x = 2 cos x sinx. Separamos la Ec. (3.41)
en las siguientes integrales para la parte independiente de la norma

I1 =

∫ ∞
0

ds

cos eBs
eis(k

2
||−k

2
⊥

tan eBs
eBs

−m2
gb+iε), (3.48)

I2 = −
∫ ∞

0

dseis(k
2
||−k

2
⊥

tan eBs
eBs

−m2
gb+iε)2

sin2 eBs

cos eBs
, (3.49)

I3 =

∫ ∞
0

dseis(k
2
||−k

2
⊥

tan eBs
eBs

−m2
gb+iε)2 sin eBs. (3.50)

Ejemplificando para la Ec. (3.48), aplicando el teorema de Cauchy y haciendo luego
el cambio de variable s = −iτ , con τ real. Usamos además las identidades

sin(−iτ) =
eτ − e−τ

2i
, cos(−iτ) =

eτ + e−τ

2
, i tan(−iτ) =

eτ − e−τ

eτ − e−τ
, (3.51)

que expresadas en términos de la variable u = e−2τ se escriben como

sin(−iτ) =
u−

1
2 − u 1

2

2i
,

1

cos(−iτ)
=

2u
1
2

1 + u
, i tan(−iτ) = 1− 2u

1 + u
. (3.52)
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Con lo anterior podemos reescribir la Ec. (3.48) como

I1 =
−2i

eB

∫ ∞
0

dτe
τ
eB

(k2
||−m

2
gb+iε)e

k2⊥
eB u

1
2
e

2k2⊥
eB

( u
1+u

)

1 + u
. (3.53)

Se puede notar que la convergencia de la integral dependerá únicamente del argu-

mento, en la primera exponencial. Esto impone la condición
(k2
||−m

2
gb+iε)

eB
< 0, la cual

es equivalente a considerar momentos en el espacio Euclidiano1. Esto es útil en los
cálculos a temperatura finita, cuando se emplea el formalismo de tiempo imaginario,
en donde los momentos se toman en el espacio Euclideano. Del resto del integrando
hay que decir que permanece finito en el intervalo de integración.

El cociente del lado derecho en la Ec. (3.53) se identifica con la función generatriz de
los polinomios Laguerre, Ll(x), definidos como

e
−xz
1−z

1− z
=
∞∑
l=0

Ll(x)zl. (3.54)

Usando la Ec. (3.54) en Ec. (3.53) y el hecho que u = e−2τ , e intercambiando la
integral por la suma, se obtiene

I1 =
−2i

eB

∞∑
l=0

(−1)lLl

(
2k2
⊥

eB

)
e
k2⊥
eB

∫ ∞
0

dτe
τ
eB

(k2
||−(2l+1)eB−m2

gb+iε), (3.55)

que al integrar expĺıcitamente sobre τ , origina finalmente

I1 = 2i
∞∑
l=0

(−1)lLl(2
k2
⊥
eB

)e−
k2⊥
eB

k2
|| − (2l + 1)eB −m2 + iε

, (3.56)

expresión que es igual la mostrada en la Eq. (3.47).

Ahora, para calcular I2 e I3 hacemos el mismo procedimiento empleado para deter-
minar I1. Haciendo uso también de la Ec. (3.52), obtenemos

I2 =
−2i

eB

∞∑
l=0

(−1)lLl

(
2k2
⊥

eB

)
e
k2⊥
eB

∫ ∞
0

dτ

1∑
λ=−1

(|3λ| − 2)

(2i)
e
τ
eB

(k2
||−2τ(l+λ+ 1

2
)−m2

gb+iε),(3.57)

I3 =
−2i

eB

∞∑
l=0

(−1)lLl

(
2k2
⊥

eB

)
e
k2⊥
eB

∫ ∞
0

dτ

1∑
λ=−1

(
λ

4i

)
e
τ
eB

(k2
||−2τ(l+λ+ 1

2
)−m2

gb+iε). (3.58)

1Resultado que también es válido cuando
(k2

||−m
2
gb+iε)

eB > 0, es decir para momentos en el espacio
de Minkowski, por medio de una continuación anaĺıtica [50].



CAPÍTULO 3. PROPAGADOR EN PRESENCIA DE CAMPO MAGNÉTICO 45

De acuerdo a lo anterior, reescribimos de nuevo I1 de esta manera

I1 = − 2i

eB

∞∑
l=0

(−1)lLl

(
2
k2
⊥
eB

)
e
k2⊥
eB

×
∫ ∞

0

dτ
1∑

λ=−1

(|λ| − 1)

(2i)
e
τ
eB

(k2
||−2τ(l+λ+ 1

2
)−m2

gb+iε). (3.59)

Para la parte dependiente de la norma en la Ec. (3.41) tenemos dos nuevas integrales
que escribimos como

I4 =

∫ ∞
0

ds

cos eBs
eis(k

2
||−k

2
⊥

tan eBs
eBs

−am2
gb+iε) tan eBs, (3.60)

I5 =

∫ ∞
0

ds

cos eBs
eis(k

2
||−k

2
⊥

tan eBs
eBs

−am2
gb+iε) tan2 eBs, (3.61)

donde a = 1 ó ξ.

Si en la Ec. (3.56) hacemos el cambio m2 → am2 tenemos que

I4 = (ieB)
dI1(a)

dk2
⊥
, (3.62)

I5 = (ieB)2d
2I1(a)

d(k2
⊥)2

. (3.63)

Usando las definiciones anteriores para Ii(i = 1, 2, 3, 4, 5), la Ec. (3.41) puede ser
escrita como

Gµν
B (k) = − gµνI1(1) + 2gµν⊥ I2(1)− 2

F µν

B
I3(1)

+
1

m2
gb

(kµkν + i
e

2
F µν) (I1(1)− I1(ξ))

+
(ieB)

m2
gb

(kµkρ
F ρν

B
+ kνkλ

F µλ

B
− ieB

2
gµν⊥ )

×
(
dI1(1)

dk2
⊥
− dI1(ξ)

dk2
⊥

)
+

(ieB)2

m2
gb

(
kλF

µλkρF
ρν

B2

)
×

(
d2I1(1)

d(k2
⊥)2
− d2I1(ξ)

d(k2
⊥)2

)
. (3.64)

Al evaluar expĺıcitamente la Ec. (3.64) se obtiene la expreción final del propagador

iGµν
B (k) = 2i

1∑
λ=−1

∞∑
l=0

(−1)le−
k2⊥
eB

k2
|| − (2l + 2λ+ 1)eB −m2

gb + iε

×
[
T µν +

m2
gb(1− ξ)P µν

k2
‖ − (2l + 2λ+ 1)eB − ξm2

gb + iε

]
Ll

(
2k2
⊥

eB

)
(3.65)
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donde

T µν =
1∑

λ=−1

[
gµν (|λ| − 1)− 2gµν⊥

(|3λ| − 2)

(2i)2 + 2
F µν

B

(
λ

4i

)]
,

P µν =
1

m2
gb

[
(kµkν − ie

2
F µν) + (

kλk
νF µλ

B
+
kρk

µF ρν

B
+ i

eB

2
gµν⊥ )(ieB)

d

dk2
⊥

+ (
kλkρF

µλF ρν

B2
)(ieB)2 d2

d(k2
⊥)2

]
. (3.66)

De este modo, hemos visto que el propagador de Feynman da cuenta de la sepa-
ración entre la dinámica paralela y transversa, con respecto a la dirección del campo
magnético, pero además, refleja la cuantización de la enerǵıa inducida por el campo
en el plano transverso. Los niveles de enerǵıa para una part́ıcula escalar, fermiónica o
bosónica se determinan de las Ecs. (3.47), (3.56) y (3.65), y están dados, respectiva-
mente por

E2
l = k2

3 + (2l + 1)eB +m2 (escalar),

E2
l = k2

3 + 2leB +m2
f (fermión),

E2
l = k2

3 + (2l + 2λ+ 1)eB + am2
gb (bosón de norma), (3.67)

donde l denota el nivel de Landau y λ, en la tercera de las Ecs. (3.67), se refiere a la
helicidad.

Cabe señalar que en las Ecs. (3.44), (3.47) y (3.41), el esṕın aparece expĺıcitamente
acompañando a los niveles de Landau, ya que éste también está cuantizado y se acopla
al campo externo.

Aunque las expresiones obtenidas para los propagadores en las Ecs. (3.44), (3.47)
y (3.41) parecen manejables, es muy complicado desarrollar cálculos con ellas. En la
práctica, lo que se hace es tomar ciertos ĺımites del campo magnético de acuerdo al
problema f́ısico bajo estudio. Los ĺımites ampliamente utilizados son con respecto a
una cantidad f́ısica en el problema: Ĺımite de campo fuerte y ĺımite de campo débil.

En el ĺımite de campo fuerte las part́ıculas no disponen de suficiente enerǵıa cinética
para saltar entre los diferentes niveles de Landau, aśı que éstos permanecen confinadas
en el nivel más bajo. Este ĺımite es ampliamente usado por ejemplo en el estudio del
photon splitting [51], polarización del fotón [50], en el rompimiento espontáneo de la
simetŕıa quiral [52], oscilaciones de neutrinos [53], etc.

El ĺımite de campo débil es más complicado debido a que se requiere hacer una
resumación de todos los niveles de Landau, ya que ahora todos los niveles son im-
portantes, para obtener la contribución del campo magnético. En la siguiente sección
obtenemos el propagador como una serie de potencias del campo magnético.
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3.4. Ĺımite de Campo Débil

Con el fin de determinar el orden apropiado de la escala de enerǵıa durante el desa-
rrollo de la TFED, se recurre a los ĺımites de la intensidad de los campos magnéticos
impuestos por procesos cosmológicos en el universo temprano. La relación entre la
intensidad del campo magnético a gran escala y la temperatura se obtiene, de la exi-
gencia de que la densidad de enerǵıa magnética ρmag ∼ B2 debe ser menor que el total
de la densidad de enerǵıa de radiación ρrad ∼ T 4 en la nucleośıntesis, con el fin de
preservar la abundancia estimada de elementos ligeros. Con esto, se obtiene la simple
cota B . T 2 [54]. Por otro lado, para garantizar condiciones de estabilidad contra
la formación de un condensado de W [55], se obtiene que el campo es también débil
en comparación con m2

W . Trabajamos de forma expĺıcita con el supuesto de que la
jerarqúıa de escalas

eB � m2 � T 2, (3.68)

se cumple. Consideramos a m como una masa genérica del problema a la escala elec-
trodébil.

De esta manera podemos desarrollar una expansión en el ĺımite de campo débil en
las Ecs. (3.47), (3.44) y (3.65) que permiten llevar a cabo la suma sobre los niveles
de Landau para escribirlos como serie de potencias en eB, hasta orden (eB)2 a los
propagadores escalar, fermiónico. Esta expansión ha sido desarrollada expĺıcitamente
para el caso de bosones escalares en las Refs. [47, 48], obteniendose

D(k)B =
1

k2 −m2

(
1− (eB)2

(k2 −m2)2
− 2(eB)2k2

⊥
(k2 −m2)3

)
. (3.69)

Para el caso fermiónico se obtiene [47, 48]

S(k)B =
6k +mf

6k2 −m2
f

+
γ5 6u 6b(k|| +mf )(eB)

(k2 −m2
f )

3

− 2(eB)2k2
⊥

(k2 −m2
f )

4

(
mf + 6k|| + 6k⊥

m2
f − k2

||

k2
⊥

)
. (3.70)

Mostraremos siguiendo de cerca la idea empleada en la Ref. [48], como obtener una
expansión en potencias de eB del propagador de bosones de norma cargados.

Para este caso partimos de la Ec. (3.65) reescribiendo el primer sumando, y facto-
rizando en el denominador

iGµν
B (k) =

2ie−
k2⊥
eB

k2
|| −m2

gb + iε

1∑
λ=−1

T µν
∞∑
l=0

(−1)lLl

(
2k2
⊥

eB

)
1− (2l + 2λ+ 1) eB

k2
||−m

2
gb+iε
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=
2ie−

k2⊥
eB

k2
|| −m2

gb + iε

1∑
λ=−1

T µν
∞∑
l=0

(−1)lLl

(
2k2
⊥

eB

)

×
∞∑
j=0

(
(2l + 2λ+ 1)eB

k2
|| −m2

gb + iε

)j
, (3.71)

donde, debido a la jerarqúıa de escalas discutida al inicio de esta sección, en el sumando
introducimos una serie geométrica

1

1− (2l + 2λ+ 1) eB
k2
||−m

2
gb+iε

=
∞∑
j=0

(
(2l + 2λ+ 1)eB

k2
|| −m2

gb + iε

)j
. (3.72)

Intercambiando las sumas, el propagador se reescribe como

iGµν
B (k) =

i

k2
|| −m2

gb + iε

∞∑
j=0

(
eB

k2
|| −m2

gb + iε

)j

×

{
2e−

k2⊥
eB

1∑
λ=−1

T µν
∞∑
l=0

(−1)lLl

(
2k2
⊥

eB

)
(2l + 2λ+ 1)j

}
. (3.73)

Para el término entre llaves, denotándolo como Sj, tenemos tres tipos de sumas

S1
j = 2e−

k2⊥
eB

1∑
λ=−1

(|λ| − 1)
∞∑
l=0

(−1)lLl

(
2k2
⊥

eB

)
(2l + 2λ+ 1)j, (3.74)

S2
j = 2e−

k2⊥
eB

1∑
λ=−1

(|3λ| − 2)

(2i)2

∞∑
l=0

(−1)lLl

(
2k2
⊥

eB

)
(2l + 2λ+ 1)j, (3.75)

S3
j = 2e−

k2⊥
eB

1∑
λ=−1

(
λ

4i

) ∞∑
l=0

(−1)lLl

(
2k2
⊥

eB

)
(2l + 2λ+ 1)j, (3.76)

que pueden ser calculadas de manera expĺıcita por medio de las siguientes identidades

f1 ≡
e−i

k2⊥
eB

tanx

cosx
; f2 ≡

e−i
k2⊥
eB

tanx

cosx
sin2 x; f3 ≡

e−i
k2⊥
eB

tanx

cosx
sinx cosx, (3.77)

de las cuales se sigue que para una determinada j, S1,2,3
j satisface las siguientes rela-

ciones

S1
j = ij

djf1

dxj

∣∣∣∣
x=0

, S2
j = ij

djf2

dxj

∣∣∣∣
x=0

, S3
j = ij

djf3

dxj

∣∣∣∣
x=0

. (3.78)



CAPÍTULO 3. PROPAGADOR EN PRESENCIA DE CAMPO MAGNÉTICO 49

Las integrales, denotadas como Ii(i = 1, 2, 3), pueden ser calculadas a partir de

S
i(i=1,2,3)
j  I1

I2

I3

 =
i

k2
|| −m2

gb

∞∑
j=0

(eB)j

(k2
|| − am2

gb)
j

 S1
j

S2
j

S3
j

 , (3.79)

junto con I4,5, dadas en las Ecs. (3.62) y (3.63).

Después de tomar las derivadas sobre las fi se tiene que el propagador de los bosones
vectoriales cargados, en una norma arbitraria, en el ĺımite de campo débil es

Gµν
B (k) = − i

gµν − (1− ξ) kµkν

k2−ξm2
gb

k2 −m2
gb


− (eB)

[
kρ
m2
gb
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F µρ

B
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B

)(
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)2

)

− F µν

B

(
2(
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)2 +
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2
(
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) (
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gb

))]

+ i (eB)2

[
gµν + 4gµν⊥(
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gb
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+
gµν⊥
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− 2
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µλkρF
ρν
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)(
1(
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k2 − ξm2
gb

)3

)]
. (3.80)

Las expresiones dadas por las Ecs. (3.69), (3.70) y (3.80) se emplearán en el análisis
del potencial efectivo, ya que las part́ıculas que cada uno de estos propagadores describe
se acoplan en el fase rota al campo magnético externo. Esto quiere decir que la dinámica
de estos campos en el plasma del universo temprano está influenciada por el efecto del
campo magnético externo de manera directa.

Finalmente observemos que para la jerarqúıa de escala asumida sea válida, hay que
alejarse del valor de ξ = 0, ya que de acuerdo a la Ec. (2.43) (m2

η = ξm2
gb), esta opción

en el parámetro de norma daŕıa lugar a la desaparición de la masa de los campos
fantasmas.
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En el siguiente caṕıtulo se complementan las herramientas necesarias que facilitaran
el estudio del PE a temperatura finita.



Caṕıtulo 4

TEORÍA DE CAMPOS A
TEMPERATURA FINITA

Los sistemas donde las part́ıculas elementales están sometidas a condiciones extremas
de alta temperatura y densidad, aparecen en varias áreas de la f́ısica. El ejemplo más
conocido es el universo en las primeras etapas de su expansión. La teoŕıa de la gran
explosión afirma que el universo estaba descrito como un plasma caliente y denso en el
pasado [56, 57], con una temperatura del orden de 1019 GeV después de 10−43 seg de la
gran explosión hasta 100 GeV entre 10−36−10−12 seg durante la era de la TFED. Otro
lugar, donde la materia existe en condiciones extremas de altas densidades, puede ser
creado en el laboratorio, a saber, en las colisiones de iones pesados relativistas, materia
subnuclear es creada, con densidad de enerǵıa superior a la escala QCD [58].

Desde el punto de vista práctico, hay una amplia variedad de aplicaciones de la teoŕıa
de campo a temperatura finita en cosmoloǵıa y en la descripción de experimentos de
laboratorio. Las transiciones de fase a alta temperatura, t́ıpicas de las teoŕıas de gran
unificación (GUTs), pueden ser importantes para describir la inflación cosmológica
y las fluctuaciones en la densidad de materia (o antimateria). Los llamados defectos
topológicos pueden surgir en las transiciones de fase e influenciar las propiedades del
universo que observamos hoy.

La descripción de la transición de fase electrodébil, es un elemento crucial para el
estudio de diversos escenarios de la bariogénesis electrodébil. A su vez, esta transición
de fase también puede jugar un papel en la generación de los campos magnéticos
observados en el universo. La transición de fase de QCD y las propiedades del plasma
de quarks y gluones son esenciales para la comprensión de la f́ısica de las colisiones de
iones pesados. Además, en cosmoloǵıa puede influir en el espectro de las fluctuaciones
de densidad de enerǵıa, relevantes para la formación de estructuras.

El formalismo usual de la teoŕıa cuántica de campos convencional (a temperatura
cero) es adecuado para describir observables (por ejemplo, secciones eficaces) medidos
en el vaćıo del espacio-tiempo, como las interacciones entre part́ıculas que se producen
en colisionadores (CERN y FERMILAB). Sin embargo, cuando los sistemas pueden
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describirse introduciendo el concepto de baño térmico hay que recurrir a las técnicas
desarrolladas por la teoŕıa de campos en términos estad́ısticos, llamada teoŕıa de campo
a temperatura finita o Teoŕıa Térmica de Campos (TTC). La TTC es una combinación
de tres áreas básicas de la f́ısica: mecánica cuántica, relatividad especial, y mecánica
estad́ıstica.

El enfoque de la TTC es diferente al de teoŕıas más usuales tales como la teoŕıa
cinética [59] ó la teoŕıa de muchos cuerpos [60]. La TTC tiene sobre las anteriores,
las siguientes ventajas: i) puede formularse en términos de integrales de camino, ii)
permite estudiar teoŕıas de norma no Abelianas y iii) es covariante de Lorentz.

La idea principal de la TTC es utilizar el enfoque habitual de integrales de camino
en teoŕıa de campo en el vaćıo y describir la temperatura que aparece en el factor de
Boltzmann exp(−βH) (β = 1/T ) como el operador de evolución temporal, con variable
temporal compleja t = −iβ.

Dentro de la TTC se pueden distinguir dos clases de formulaciones: una clase basada
en un contorno temporal complejo y la otra basada sobre las C∗ algebras. Esta última
es conocida como la Dinámica de Campos Térmicos (DCT), la cual fue desarrollada por
Umezawa-Takahashi (1975) [61]. La idea central de la DCT es expresar los promedios
estad́ısticos de una variable, representada por un operador hermı́tico A, como el valor
esperado de este operador en un vaćıo dependiente de la temperatura

< 0(β) | A | 0(β) >= Z−1(β)
∑
n

e−βEn < n | A | n >, (4.1)

donde el estado | 0(β) > puede ser expresado como una superposición de estados (| n >)
del espacio de Hilbert, es decir

| 0(β) >= Z−1/2(β)
∑
n

e−
βEn

2 | n > . (4.2)

Respecto a la primera formulación esta a su vez se divide en dos formalismos, de
acuerdo a la forma de tomar en el plano complejo el contorno temporal y son: el
formalismo de tiempo imaginario (FTI) y el formalismo de tiempo real (FTR). Ambas
están relacionadas mediante una transformación unitaria [62] cuando están escritas en
términos de funciones de Green retardadas y por lo tanto son f́ısicamente equivalentes.

En el FTI el contorno en el plano complejo t consiste en tomar una ĺınea recta a
lo largo del eje imaginario t = −iτ , este es el llamado contorno de Matsubara [63].
Posteriormente, debido a los trabajos de Schwinger [64], Mills [65] y Keldysh [66] se
desarrolló un formalismo basado en la selección de un contorno, a lo largo del eje
real. Este es llamado el FTR. Las diferencias entre las dos formulaciones son a nivel
de cálculo. En el FTI, el tiempo se restringe al intervalo [0, β] lo cual se traduce en la
discretización de la componente temporal del momento, que eventualmente tiene que ser
continuada anaĺıticamente a valores reales. Debemos señalar que esta únicamente puede
describir un sistema cerca del equilibrio térmico (o con una dependencia temporalmente
lenta). En el caso del FTR, la componente temporal del momento no es discreta, por lo
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que una continuación anaĺıtica no es necesaria. Técnicamente este formalismo es más
complicado, debido a que el número de grados de libertad se duplica.

Las principales aplicaciones de la TTC en f́ısica de altas enerǵıas pueden ser clasifi-
cadas en tres clases:

1- Cosmoloǵıa: Si se está interesado en los estudios de plasmas calientes, el universo
temprano resulta ser un muy buen ejemplo. En cualquier momento antes de
la era de la recombinación, la expanción del universo es mucho menor que el
camino libre medio entre las part́ıculas, de modo que se puede decir que el plasma
del universo temprano es un plasma perfectamente termalizado [67]. Lo ante-
rior también queda claramente demostrado por los resultados del COBE, que
muestran un espectro uniforme de radiación de cuerpo negro, hasta fluctuaciones
δT/T ∼ 10−5 [68]. El rango de temperatura del plasma primordial, es de unos
pocos eV hasta la masa de Planck [69]. De hecho, el primer y mejor éxito de la
TTC concierne a la descripción de la restauración de la simetŕıa en teoŕıas de
norma espontáneamente rotas a temperatura finita [70]. Este resultado es crucial
en el caso del ME, donde el orden de la transición de fase es importante para la
bariogénesis.

2- Astrof́ısica: Los núcleo de estrellas de neutrones, supernovas, gigantes rojas y
enanas blancas están compuestos de un plasma extremadamente denso (ρ = 106−
1015gr/cm3). La temperatura también puede ser muy alta (del orden de decenas
de MeV ) durante el colapso de una supernova. No existen muchas aplicaciones de
la TTC a tales sistemas, pero los estudios recientes indican que el mecanismo de
enfriamiento en gigantes rojas y enanas blancas, sucede mediante el decaimiento
del plasmon en dos pares de neutrinos νν̄ [71]. Tal resultado ha demostrado ser
muy útil [72].

3- Colosiones de Iones Pesados : La factible creación en el laboratorio del llamado
plasma de quarks-gluones [73]. Simulaciones en lattice demuestran claramente
que QCD tiene una transición de fase en TC ≈ 150− 200 MeV, por encima de la
cual los quarks y gluones están desconfinados [74]. La descrición de señales que
muestran la existencia del plasma de quarks-gluones, como la pérdida de enerǵıa
se lleva a cabo mediante el uso de la TTC [75].

Como mencionamos en el caṕıtulo I, durante la TFED, la tasa de interacción entre
las part́ıculas era mayor que la tasa de expansión del universo, por lo que éste se puede
considerar como un sistema en equilibrio térmico, y por lo tanto el FTI puede aplicarse
sin ningún problema.

En este caṕıtulo se presentan los elementos básicos de la formulación de tiempo
imaginario de la TTC. Además, la técnica de la transformada de Mellin que permite
obtener el comportamiento asintótico de sumas e integrales infinitas. Estos elementos
nos permitirán el cálculo de las autoenerǵıas, que contribuyen a la fase rota, y con estos
el potencial efectivo del modelo estándar a temperatura finita.
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4.1. Formalismo de Matsubara

Históricamente, Matsubara [63] fue el primero en construir una TTC mediante la
incorporación de una variable de tiempo puramente imaginaria, en el operador de
evolución, dando origen al formalismo de tiempo imaginario (FTI). Los valores discretos
que toma la enerǵıa, sobre las que uno tiene que sumar, son llamadas frecuencias de
Matsubara. En el formalismo de Matsubara (FTI), la idea básica es que los valores
esperados de los operadores se pueden escribir como los valores esperados entre estados,
cuyo peso estad́ıstico corresponde a una situación de equilibrio térmico.

El comportamiento estad́ıstico del sistema cuántico en equilibrio térmico es normal-
mente estudiado mediante el uso de un ensamble apropiado. Aśı, por ejemplo:

El Ensamble Microcanónico es usado para describir un sistema aislado que no
intercambia enerǵıa ni materia con el medio. El número de part́ıculas N , su volumen
V y temperatura T permanecen constantes.

El Ensamble Canónico describe un sistema que intercambia enerǵıa térmica, me-
diante el contacto con un reservorio térmico, pero no materia. La temperatura vaŕıa
mientras el volumen y número de part́ıculas es constante.

H = H, (4.3)

El Ensamble Grancanónico el sistema puede cambiar enerǵıa y part́ıculas con el
reservorio. Su temperatura y número de part́ıculas vaŕıa con el tiempo.

H = H − µN. (4.4)

Las propiedades cualitativas de un sistema a temperatura finita no dependen de la
naturaleza del ensamble. En general, se define la matriz de densidad de un sistema
como

ρ(β) = e−βH. (4.5)

Dada la matriz de densidad, se define la función de partición del sistema como

Z(β) = Tr ρ(β) = Tr e−βH, (4.6)

donde Tr representa la traza, y se toma sobre un conjunto completo de estados.

Por otra parte, el valor esperado una operador A asociado a una observable f́ısica es

< A >=
1

Z

∑
n

< n | Ae−βH | n > =
Tr Ae−βH

Tr e−βH
, (4.7)

donde la relación entre un operador en la imagen de Heisenberg AH(t) y el correspon-
diente operador en la imagen de Schrödinger A, es

AH(t) = eiHtAe−iHt. (4.8)
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En general, la función de partición de un sistema estad́ıstico no puede ser evaluada
exactamente. Mediante el formalismo de Matsubara (v́ıa el método operacional o el de
integrales de camino) se puede evaluar la función de partición de manera perturbativa,
empleando un método diagramático análogo al usado en teoŕıa de campos a T = 0. El
hecho crucial aqúı radica en que la matriz de densidad en la Ec. (4.5) se puede escribir
como un operador de evolución temporal para tiempos imaginarios negativos, esto es:
e−itH con t = −iτ con τ > 0, una variable real, es e−τH.

Para una teoŕıa de campos, a T = 0, la función de Green o la amplitud para una tran-
sición de un estado inicial φ1(x1, t1) ≡ φ1(x) a un estado final φ2(x) en la representación
funcional es

< φ1(x) | φ2(x) > = < φ1(x) | e−iH(t1−t2) | φ2(x) > = N
∫
DφeiS, (4.9)

donde φi(xi, ti) con i = 1, 2 es el campo evaluado en el punto x en el instante de
tiempo t. N es una constante de normalización, y D es la medida, que significa que
en cada punto del espacio hay una configuración de campo diferente y para tener una
base completa es necesario considerar todas las configuraciones de campo en todo el
espacio. S es la acción, definida como

S =

∫
Ld4x. (4.10)

con L definiendo la densidad Lagrangiana apropiada, del sistema.

Ahora podemos identificar en la Ec. (4.9) a

t1 − t2 = −iβ. (4.11)

Con lo anteriormente expuesto, escribimos la función de partición para cualquier
sistema cuántico (en una basa continua) como

Z(β) = Tre−βH =

∫
dφ1(x) < φ1 | e−βH | φ2 >

= N
∫
Dφ exp [iSE] , (4.12)

donde SE está relacionado con la acción Euclideana (o tiempo imaginario t = −iτ).
Además, hemos identificado el operador e−βH como un operador de evolución en tiempo
imaginario. Para lo anterior se ha generalizado los argumentos temporales de los campos
al plano complejo. Adicionalmente, se requiere definir un contorno C en dicho plano; la
elección de C no es arbitraria. El tiempo ti en el cual comienza el contorno es arbitrario;
sin embargo, el tiempo final queda determinado por ti = iβ, tal como muestra la Fig.
4.1.

Haciendo una continuación anaĺıtica a tiempo imaginario, podemos escribir la ampli-
tud de transición también de esta manera

< φ1(x) | e−iH(t1−t2) | φ2(x) > = < φ1(x) | e−Hτ | φ2(x) > . (4.13)
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donde t ε[t1, t2] y τ ε[0, β].

En la imagen de Schrödinger, los operadores de un campo escalar y de momento al
tiempo t = 0 son φ(x, 0) y π(x, 0). Los estados propios de los anteriores operadores,
denotados como | φ > y | π >, satisfacen las siguientes ecuaciones de valores propios

φ(x, 0) | φ >= φ(x) | φ > (4.14)

y

π(x, 0) | π >= π(x) | π >, (4.15)

con valores propios φ(x) y π(x), respectivamente.

Además, estos estados propios, en una base continua, satisfacen las siguientes condi-
ciones de completes y ortogonalidad:∫

dφ | φ >< φ |= 1, < φa | φb >= δ[φa(x)− φb(x)], (4.16)

∫
dπ | π >< π |= 1, < πa | πb >= δ[πa(x)− πb(x)]. (4.17)

De otra parte, la llamada función de transformación de las representación de coor-
denadas y de momento, de la mecánica cuántica, puede ser generalizada al caso de un
número infinito de grados de libertad, como el de los campos cuánticos, de la siguiente
forma

< φ | π >= exp

[
i

∫
d3xπ(x)φ(x)

]
. (4.18)

También, de manera análoga al caso de la mecánica cuántica, el Hamiltoniano del
sistema que depende de las variables canónicas del problema, nos permite estudiar el
comportamiento dinámico de éste. En el caso de campos cuánticos sucede lo mismo,
sólo que el Hamiltoniano es la funcional del campo y del momento conjugado

H =

∫
d3xH(φ, π). (4.19)

Por lo tanto, la amplitud de transición, dada en la Ec. (4.13), se puede reescribir
como < φb(x, tf ) | e−iHtf | φa(x, 0) >.

Debido a que estamos interesados en describir el comportamiento de un sistema de
muchas part́ıculas, v́ıa la teoŕıa cuántica de campos, este debe por lo tanto cumplir
ciertas condiciones impuestas por la mecánica estad́ıstica, una de las cuales es restringir
al sistema a hallarse en equilibrio. Lo anterior implica que los estados iniciales, al
evolucionar de un tiempo t = 0 a uno final tf , regresan a su estado original, por lo que
la amplitud de transición es < φa | exp−iHtf | φa >.
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Para obtener la forma expĺıcita de esta amplitud, dividimos el intervalo de tiempo
[0, tf ] en N intervalos con igual duración 4t = tf/N . Además, insertando de manera
alterna los conjuntos completos dados en las Ecs. (4.16) y (4.17) se obtiene

< φa| exp−iHtf |φa > = ĺım
N→∞

∫ ( N∏
i

dπi
2π

dφi

)
× < φa|πN >< πN | exp−iH∆t |φN >< φN |πN−1 >

× < πN−1| exp−iH∆t |φN−1 > ×...
× < φ2 | π1 >< π1 | exp−iH∆t | φ1 >< φ1 | φa > . (4.20)

De otra parte, en el ĺımite cuando ∆t → 0, el operador de evolución puede ser
expandido de la siguiente forma

< πi| exp−iH∆t |φa > ' < πi|(1− iH∆t)|φi >
= < πi|φi > (1− iHi∆t)

= (1− iHi∆t) exp[−i
∫
d3xπi(x)φi(x)], (4.21)

donde hemos usado la Ec. (4.18) y Hi =
∫
d3xH(πi(x), φi(x)).

Sustituyendo la ecuación anterior en el lado derecho de la Ec. (4.20) y, haciendo una
serie de pasos algebraicos, se obtiene

< φa| exp−iHtf |φa > = ĺım
N→∞

∫ ( N∏
i

dπi
2π

dφi

)
δ(φ1 − φa)

× exp

[
−i∆t

N∑
j=1

∫
d3x (H(πj, φj)

− πj
(πj+1 − πj)

∆t

)]
. (4.22)

donde φN+1 = φa = φ1.

Tomando el ĺımite continuo de la Ec. (4.22), obtenemos la representación funcional
de la amplitud de transición como

< φa| exp−iHtf |φa > =

∫
[dπ]

∫ φ(x,tf )

φ(x,0)

[dφ]

× exp

[
i

∫ tf

0

∫
d3x

(
πj

(πj+1 − πj)
∆t

−H(πj, φj)

)]
,(4.23)

denotando con [dπ] y [dφ] la integración funcional. Además, las condiciones de periodici-
dad sólo restringen a la función de onda φ y no al momento π. La Ec. (4.23) tiene la
ventaja que no hace referencia a ningún operador [57].
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La función de partición para describir un sistema termodinámico en equilibrio la
podemos expresar como

Z = Tr exp−βH =

∫
dφa < φa | exp−βH | φa >, (4.24)

donde la suma corre sobre todos los estados. Haciendo ahora una continuación anaĺıtica
al tiempo inmaginario τ = it, los ĺımites de integración sobre τ son 0 y β. La Ec. (4.24)
tiene un aspecto muy similar a la amplitud de transición dada por la Ec. (4.23) permi-
tiendo expresar a Z como

Z =

∫
[dπ]

∫
periodica

[dφ]

× exp

{∫ β

0

∫
d3x

(
iπ
∂π

∂τ
−H(π, φ)

)}
. (4.25)

El término periódico, referente a las condiciones de equilibrio, se refleja en que hay
restricciones en la integración sobre φa = φ(x, 0) = φ(x, β). En el caso de tratar
con bosones, estas funciones φa son periódicas. Si son fermiones se refleja en la anti-
periodicidad para las funciones ψa, que son variables que siguen el álgebra de Grassman.
En cualquiera de los casos anteriores, la enerǵıa se discretiza en la llamadas frecuencias
de Matsubara. Por último, no hay restrinción alguna sobre π.

Ejemplificando lo anterior en el caso de un campo escalar neutro, cuya Lagrangiana
es

L =
1

2
∂µφ∂

µφ− 1

2
m2φ2 − U(φ) (4.26)

donde el potencial renormalizable hasta orden cuártico en φ es

U(φ) = gφ3 + λφ4 (4.27)

con λ ≥ 0 para garantizar la estabilidad del vaćıo. El momento conjugado es

π =
∂L

∂(∂0φ)
=
∂φ

∂t
, (4.28)

en donde el Hamiltoniano escalar es

H(π, φ) =
1

2
π2 +

1

2
(∇φ)2 +

m2

2
φ2 + U(φ). (4.29)

Para evaluar la Ec. (4.25) se retorna al caso discreto, esto es

Z = ĺım
N→∞

(
N∏
i=1

∫ ∞
−∞

dπi
2π

∫
periodica

dφi

)

× exp

{
N∑
j=1

∫
d3x [iπj(φj+1 − φj)

− ∆τ

(
1

2
π2
j +

1

2
(∇φ)2 +

m2

2
φ2 + U(φ)

)]}
. (4.30)
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Las integrales sobre el momento son Gaussianas∫ ∞
−∞

dπi
2π

exp

{
−∆τ

2
π2
i + i(φj+1 − φj)πi

}
=

∫ ∞
−∞

dπi
2π

exp

{
−(φj+1 − φj)2

2∆τ

×
(
πi −

i(φj+1 − φj)
∆τ

)2

− ∆τ

2

}

=

√
π

2π
exp

{
−(φj+1 − φj)2

2∆τ

}
(

2

∆τ
)1/2

=

√
1

2π∆τ
exp

{
−(φj+1 − φj)2

2∆τ

}
.(4.31)

Por lo anterior la función de partición toma la siguiente forma

Z = ĺım
N→∞

(2π)−N/2
∫ [ N∏

i=1

dφi

]
exp

{
∆τ

N∑
j=1

∫
d3x

×

[
−1

2

(
(φj+1 − φj)

∆τ

)2

− 1

2
(∇φj)2 +

m2

2
φ2
j + U(φj)

]}
. (4.32)

Retornando al ĺımite continuo se obtiene

Z = N ′
∫
periodica

[dφ] exp

{
−1

2

∫ β

0

dτ

∫
d3x

((
∂φ

∂τ

)2

+ (∇φ)2 +m2φ2 + U(φ)
)}

(4.33)

donde N ′ es un factor constante de normalización que no tiene importancia y el término
que aparece en la exponencial es la acción Euclideana para el campo escalar, dada por

SE = −1

2

∫ β

0

dτ

∫
d3x

[(
∂φ

∂τ

)2

+ (∇φ)2 +m2φ2 + U(φ)

]
, (4.34)

en el caso de campos escalares sin interacciónes, usamos la Ec. (4.33) con U(φ) = 0.

Integrando por partes, la integral de τ en la Ec. (4.34) y aplicando la condición de
periodicidad, obtenemos∫ β

0

dτ

(
∂φ

∂τ

)2

=

∫ β

0

dτ

(
∂φ

∂τ

)(
∂φ

∂τ

)
=

∫ β

0

dτ

[
∂

∂τ

(
φ
∂

∂τ

)
− φ∂

2φ

∂τ 2

]
= −

∫ β

0

φ
∂2φ

∂τ 2
dτ. (4.35)

Lo anterior permite reescribir la acción Euclideana como

SE = −1

2

∫ β

0

dτ

∫
d3x φ

[
− ∂2

∂τ 2
−∇2 +m2

]
φ. (4.36)
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Debido a que τ esta constreñido a vivir en una ĺınea recta, el campo φ puede descom-
ponerse en ondas planas de la siguiente manera

φ(−→x , τ) =

(
β

V

)1/2 ∞∑
n=−∞

∑
p

ei(
−→p ·−→x +wnτ)φn(−−→p ), (4.37)

donde debido a las condiciones de periodicidad, φ(x, β) = φ(x, 0) para todo x, eiwnβ = 1
implica que las frecuencias del campo de bosones son discretas, wn = 2πnT , y son
conocidas como frecuencias de Matsubara. En el caso de fermiones la condicción es de
antiperiodicidad, ψ(x, β) = −ψ(x, 0) lo que implica una frecuencia de Matsubara para
estos campos igual a wn = (2n+1)πT . Además, dado que φ−n(−−→p ) = φ∗n(−→p ) tenemos
que

φ∗(−→x , τ) =

(
β

V

)1/2 ∞∑
n′=−∞

∑
p′

e−i(
−→p ′·−→x −wn′τ)φ∗n′(

−→p ′). (4.38)

La sustitución de las Ecs. (4.37) y (4.38) en la Ec. (4.36) implica que la acción es

SE = −1

2

(
β

V

)∫ β

0

dτ

∫
d3x

∑
n, n′

p, p′

φn(−→p )φ∗n′(
−→p ′)

(
w2
n′ +
−→p 2 +m2

)

×ei(
−→p ·−→x +wnτ)ei(

−→p ′·−→x +wn′τ)

= −1

2
β
∑
n, n′

p, p′

∫ β

0

ei(wn+wn′)τdτ

∫
ei(
−→p +
−→p ′)·−→x d3x

V

×φn(−→p )φn′(−→p )
(
w2
n′ +
−→p 2 +m2

)
= −1

2
β2
∑
n,
−→p

(w2
n + w2)φn(−→p )φ∗n(−→p ), (4.39)

donde w = (p2 +m2). Además, podemos notar que la acción no depende de la fase.

Reescribiendo el campo escalar de la siguiente manera, φn(−→p ) = eiαAn(−→p ) y usando
el resultado obtenido en la Ec. (4.39), podemos expresar la Ec. (4.33), después de
integrarla, como

Z = N ′
∏
n,
−→p

[∫ ∞
−∞

e−
1
2
β2(w2

n+w2)A2
n(
−→p )dAn(−→p )

]

= N ′
∏
n,
−→p

[
2π

β2(w2
n + w2)

]1/2

(4.40)
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donde el 2π viene del hecho que por cada integral del campo, hay un factor de 2π
procedente de la integración sobre el momento, el cual puede ser ignorado sin afectar
la termodinámica del sistema. Lo anterior permite reescribir la Ec. (4.41) como

Z =
∏
n,
−→p

[
1

β2(w2
n + w2)

]1/2

. (4.41)

De manera más formal podemos expresar la Ec. (4.33) como

Z = N ′
∫

[dφ] exp

[
−1

2
(φ,Dφ)

]
. (4.42)

De otra parte, la integral Gaussiana que nos interesa, después de diagonalizar la
Matriz D, es ∫ ∞

−∞
dφ1dφ2...........dφne

− 1
2
φiDijφj = (2π)n/2(detD)−1/2, (4.43)

donde (φ,Dφ) denota el producto interno en el espacio de funciones, con

D = β2

(
− ∂2

∂τ 2
−∇2 +m2

)
(4.44)

en el espacio de configuraciones ó

D = β2(w2
n + w2) (4.45)

en el espacio de momento. Por lo tanto, la función de partición se relaciona con el
determinante del operador de la acción.

Tomado el logaritmo natural de la Ec. (4.41)

lnZ = −1

2

∏
n,
−→p

[
1

β2(w2
n + w2)

]
= −1

2
V
∑
n

∫
d3p

(2π)3
ln
[
β2(w2

n + w2)
]
, (4.46)

por integración sobre todos los valores de −→p , con∑
−→p
→ V

∫
d3p

(2π)3
(4.47)

donde V es el volumen.

A partir de la Ec. (4.46) podemos determinar la enerǵıa libre de un gas de bosones
escalares

Ω ≡ −β−1 lnZ =
1

2
V T

∑
n

∫
d3p

(2π)3
ln
[
β2(w2

n + w2)
]

(4.48)
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donde w2 = p2 +m2 es la enerǵıa de los bosones y V es el volumen. Para hacer la suma
sobre frecuencias de Matsubara, derivamos la Ec. (4.46) con respecto a w, definiendo

v(w) =
∞∑

n=−∞

ln(w2
n + w2) (4.49)

entonces,

∂v(w)

∂w
=

∞∑
n=−∞

2w

(w2
n + w2)

. (4.50)

Usando la identidad

f(y) =
∞∑
n=1

y

(y2
n + n2)

= − 1

2y
+

1

2
π cothπy = − 1

2y
+
π

2
+ π

e−2πy

1− e−2πy
(4.51)

con y = βw/2π, se obtiene

∂v(w)

∂w
= 2β

[
1

2
+

e−βw

1− e−βw

]
, (4.52)

que después de integrar es

v(w) = 2β

[
w

2
+

1

β
ln(1− e−βw)

]
. (4.53)

Finalmente, sustituyendo la Ec. (4.53) en la Ec. (4.48), obtenemos que la enerǵıa libre
es

Ω = V

∫
d3p

(2π)3

[w
2

+ β−1 ln(1− e−βw)
]
. (4.54)

El primer término es independiente de la temperatura y corresponde a la contribución
del vaćıo, el segundo término corresponde a la contribución de materia.

En el ĺımite m2 << T 2 y después de integrar por partes

Ω = −V T
4

6π2

∫ ∞
0

x3dx

ex − 1
= −π

2V T 4

90
, (4.55)

donde la presión y la densidad de enerǵıa se obtienen, respectivamente, de las relaciones
P = ∂Ω

∂V
, ε ≡ E

V
= 3P

P =
π2T 4

90
, ε =

π2T 4

30
. (4.56)
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4.2. Reglas de Feynman en el FTI

Las reglas de Feynman en el formalismo de tiempo imaginario que se emplearan en el
cálculo de las auto-enerǵıas de los campos, son análogas a las reglas que se emplean en
el vaćıo, T = 0. Teniendo en cuenta el cambio en la variable temporal t → −iτ , para
un campo escalar libre en el espacio de configuraciones se tiene que

(∂µ∂
µ −m2)

t→ −iτ
→

(
− ∂2

∂τ 2
−∇2 +m2

)
, (4.57)

que en el espacio de momentos es

(kµk
µ −m2) → (−1)

(
w2
n + k2 +m2

)
, (4.58)

en donde la métrica de Minkowski se ha transformado en la métrica de Euclides.

A continuación estableceremos las reglas que nos permitirán transformar expresiones
obtenidas a T = 0 a expresiones dentro del FTI (T 6= 0), de la siguiente manera:

1. En general podemos obtener el resultado de la Ec. (4.60) a partir de esta regla
de transformación

(kµk
µ −m2)σ

k0 → iwn
→ (−1)σ

(
w2
n + k2 +m2

)σ
. (4.59)

2. Las condiciones de frontera impuestas a los campos afectan al elemento de volu-
men del espacio fase, estableciendo la siguiente condición∫

d4k

(2π)4
→
∫

dk0

(2π)

∫
d3k

(2π)3
=

∞∑
n=−∞

∫
d3k

(2π)3
. (4.60)

3. Los vértices a T = 0 están acompañados por un factor de i, mientras a T 6= 0
esté está ausente en la fase de la Ec. (4.12).

4. De igual modo a T = 0 los propagadores llevan el factor de i, y debido que a
T 6= 0 está ausente el i de la Ec. (4.12) no aparecen en los propagadores.

De las anteriores reglas, se desprende que los efectos térmicos que aparecen en los
lazos, y no en los vértices, sólo serán visibles en los propagadores.

De otra parte, en el formalismo de tiempo real, a diferencia del FTI, los grados de
libertad en los campos se duplica, por lo que las reglas de Feynman son un poco más
complicadas.
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Figura 4.1: Diagrama de Feynman para la teoŕıa λφ3.

4.3. Aproximación Hard Thermal Loops

Uno de las métodos ampliamente usados en TTC para determinar las contribuciones
dominantes en la temperatura en las integrales de momento del lazo, y obtener resul-
tados libres de divergencias infrarojas e independientes del párametro de norma, es la
técnica de resumación llamada Hard Thermal Loops (HTL) [76].

Para ilustrar en qué consiste esta técnica tomemos como ejemplo el cálculo de la
auto-enerǵıa de una función de tres puntos como se muestra en la Fig. 4.1, para una
teoŕıa escalar con interacción λφ3

Π =
λ2

2

∫
d4k

(2π)4

1

[k2 −m2][(k − p)2 −m2]
. (4.61)

La expresión para la auto-enerǵıa de la Ec. (4.61), de acuerdo a las reglas de Feynman
del FTI, se escribe como

Π(pol,p) = −λ
2

2
T
∑
n

∫
d3k

(2π)3

1

[w2
n + w2

k][(w
2
n − ip0l)2 + w2

k−p]
(4.62)

donde wx = x2 +m2 con x = k ó k− p, wn = 2πinT y p0l = 2πilT , con n y l enteros y

4(p0l, wp) = − 1

p2
0l − w2

p

= −
∑
s=±1

s

2wp

1

p0l − swp
. (4.63)

El siguiente paso para hacer la suma sobre las frecuencias de Matsubara, siguiendo
la Ref. [78], sustituimos la Ec. (4.63) en la Ec. (4.62) se tiene entonces que

Π(pol,p) = −λ
2

2
T
∑
n

∫
d3k

(2π)3

∑
r,s=±1

rs

4wkwk−p

× 1

[2πnT + iswk][2πnT + ip0l + irwk−p]
. (4.64)

Ahora, mediante la utilización del a siguiente identidad∑
n

1

(n+ ix)(n+ iy)
=

(
π

x− y

)
× [coth(πx)− coth(πy)], (4.65)
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se tiene que la Ec. (4.64) se puede reescribir de la siguiente manera

Π(pol,p) = −λ
2

2

∫
d3k

(2π)3

∑
r,s=±1

1

8wkwk−p

1

swk − (rwk−p + p0l)

×[r coth
(wk

2T

)
− r coth

(wk−p
2T

)
], (4.66)

donde se a usado el hecho que coth(x + ilπ) = coth(x) y s coth(sx) = coth(x), de
acuerdo al hecho que p0l = 2iπlT .

Este es un paso importante para implementar la periodicidad en la expresión y que
finalmente permite la continuación análitica del resultado para los valores complejos
arbitrarios de p0l. Cuando esta condición no es tomada en cuenta el resultado no puede
ser interpretado por razones f́ısicas [84], como se demuestra en el Apéndice I de [83]. Si
esta condición no es tomada en cuenta, la continuación anaĺıtica final ha conducido a
un resultado erróneo que debe ser corregido mediante la adición de la función

∏
δ [78].

Como puede observarse de la Ec. (4.66), la integral sobre el 3-momento es muy com-
plicada debido a las variables angulares. Es en este punto donde las aproximaciones nos
permiten a sacar la información f́ısica relevante al problema. En nuestro caso estamos
interesados en un régimen en donde la temperatura es la escala más alta y en donde la
masa de las part́ıculas que se mueven en el plasma del universo temprano vaŕıa con el
vev. Bajo estas condiciones es posible aplicar la aproximación HTL y resolver la parte
angular de la integral sobre el 3-momento.

De acuerdo a la Ref. [77] podemos decir que HTL consiste en las siguientes aproxi-
maciones

k ∼ T >> p,m; wk+p ≈ wk + cos(θ); n(wk+p) ≈ n(wk) + cos(θ), (4.67)

donde θ es el ángulo entre k y p.

Al remplazar estas aproximaciones en la Ec. (4.66), obtenemos

Π(iwn,p) = −λ
2

2

∑
s=±1

∫
d3k

(2π)3

1

4w2
k

{
1 + 2n(wk)

s iwm + 2wk

+
dn(wk)

dwk

pkx

s iwmwp − pkx

}
, (4.68)

donde x = cos θ.

Usando el hecho que∫
dx

x

(s iwmwk − kpx)
= − x

kp
− s iwmwk

k2p2
ln(iswmwk − kpx), (4.69)

y después de hacer la parte angular de la Ec. (4.68) se tiene

Π̃(iwn,p) = −λ
2

2

∑
s=±1

∫
dk

(2π)2

{
k2

4w2
k

dn(wk)

dwk
(4.70)

×
[
−2− s iwmwk

kp
ln

(
iswmwk − pk
s iwmwk + pk

)]}
. (4.71)
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Es bien sabido que para la mayoŕıa de las teoŕıas a temperatura finita las auto-
enerǵıas muestran un comportamiento no anaĺıtico en el origen del espacio de momento-
frecuencia [78]. Entonces, parametrizando el momento externo pµ = (p0,p) → 0 se
presentan dos situaciones al tomar este ĺımite totalmente diferentes: i) p0 = 0,p → 0
que da cuenta de las propiedades de apantallamiento que sufren las part́ıculas en el
plasma y ii) p0 → 0,p = 0 que representa las oscilaciones de longitud de onda larga
en el plasma. Tomando la continuación anaĺıtica iwm → p0 con p0 real, y después
sustituyendo p0 = αp se tiene que

Π̃(αp,p) = −λ
2

2

∫
dk

(2π)2

k2

4w2
k

dn(wk)

dwk

{
−4− αwk

k
ln

(
αwk − k
αwk + k

)2
}
, (4.72)

con la sustitución anterior se está paramerizando la forma en que el momento externo
se acerca al origen.

Las dos situaciones anteriores f́ısicamente corresponden a tomar en la Ec. (4.72) α→ 0
y α→∞, respectivamente. Anaĺıticamente lo anterior corresponde a lo siguiente

Π̃(αp,p) = −λ
2

2

∫
dk

(2π)2

k2

4w2
k

dn(wk)

dwk

{
−4−

(
0, α→ 0
−4, α→∞

)}
. (4.73)

Por lo tanto, sustituyendo ahora la Ec. (4.73) en la Ec. (4.68), se tiene

Π(αp,p) = −λ
2

2

∫
dk

(2π)2

{
k2

w3
k

n(wk) +
k2

w2

dn(k)

dk
δα0

}
, (4.74)

con δα0 la delta Kronecker. La preservación de la masa desde el inicio ha evitado la
presencia de las divergencias infrarrojas en la Ec. (4.74).

La no conmutación de los ĺımites anteriores está asociada a la presencia de puntos
rama de la función logaŕıtmica de la Ec. (4.72). De acuerdo a la Ref. [78] los puntos rama
se hallan en αwk = ±k, en donde el origen de este término resulta de la integración
angular y en general aparecen independiente del método que se use para hacer las
integrales.

Evaluando en el ĺımite infrarrojo p0 = 0,p→ 0

ΠT (0, p→ 0) =
λ2

4(2π)2

[
πT

m
+ ln

(
m

2
√
πT

)
+ γE −

m2ζ(3)

8π2T 2

]
, (4.75)

donde γE es la función gamma de Euler.

La aproximación HTL permite obtener las contribuciones dominantes en la tempe-
ratura, en el sentido que al no haber otra escala de enerǵıa presente en las integrales de
momento (en la HTL se desprecia la masa) el resultado de las integrales esta en función
de la única escala presente, la temperatura. Para diagramas con más de un propagador,
la suma de frecuencias de Matsubara es más complicada. Una manera conveniente de
abordar este problema es mediante la implementación del parámetro de Feynman a
T 6= 0.
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4.4. Transformada de Mellin

En el cálculo de nuestras cantidades f́ısicas de interés, no podemos extender direc-
tamente los resultados de la teoŕıa cuántica de campos a temperatura nula al caso de
temperatura finita, porque a temperatura finita el promedio se efectúa sobre todos los
estados excitados altamente degenerados, a diferencia de la teoŕıa a temperatura cero
en que el promedio es únicamente sobre el estado fundamental. Una de las maneras
formales para tener en cuenta el carácter de temperatura finita en la teoŕıa cuántica de
campos se debe a Matsubara. La idea es remplazar la integración sobre la componente
temporal k0 por la suma sobre todos los valores enteros de n: 2πnT para bosones y
por 2π(n + 1)T para fermiones. Estas sumas infinitas que se encuentran a menudo
en los diagramas térmicos de Feynman, y son tradicionalmente calculadas usando la
expansión en serie infinita de la función coth(πy), para generar los polos en el plano
complejo, cuyos residuos corresponden a los términos en la suma.

En esta sección se desarrolla, junto con la regularización dimensional, una de las
técnicas que permite obtener una expansión asintótica en el régimen de alta tempe-
ratura, y al mismo tiempo, nos indica la principal contribución a las escalas pequeñas
en este régimen.

Mediante la llamada transformada de Mellin [80] es posible obtener el comportamien-
to asintótico de sumas e integrales infinitas. Se deriva la transformada de Mellin y su
inversa a partir de la transformada compleja de Fourier, y su inversa. El par de fun-
ciones relacionadas por esta transformación se definen, respectivamente, como

F (p) =

∫ ∞
0

xp−1f(x)dx, α < Re(p) < β, (4.76)

f(x) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
x−pF (p)dp, α < c < β, (4.77)

donde f(x) es la transformada inversa, y es una función real definida sobre el intervalo
(0,∞) y la variable de la transformada de Mellin, p, es un número complejo.

Debido a que en este trabajo estamos usando el FTI, para incorporar los efectos
del medio, será frecuente desarrollar sumas sobre frecuencias de Matsubara, ya sea de
bosones o fermiones, en vez de integrar, esto es∫

dk0

2π
= iT

∞∑
n=−∞

f(wn). (4.78)

La aplicación de la transformada de Mellin a la suma de series infinitas, se basa en
la siguiente propiedad de escala F (p) = a−pF (p), tal que

f(nx) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
x−pn−pF (p)dp, (4.79)
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es alguna función a la cual le corresponde una transformada de Mellin inversa F (p).

Tomando a ambos lados de la Ec. (4.79) una suma que converge uniformemente, se
tiene que

∞∑
n=1

f(nx) =
1

2πi

∞∑
n=1

∫ c+i∞

c−i∞
x−pn−pF (p)dp =

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

∞∑
n=1

x−pn−pF (p)dp

=
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
x−pζ(p)F (p)dp, (4.80)

donde ζ(p) es la función Zeta de Reimann, y el intercambio entre la suma e integral es
permitido debido a la suposición de convergencia uniforme de la suma en el contorno
de integración de p [80], por lo tanto cuando x = 1, la Ec. (4.80) se reduce a

S =
∞∑
n=1

f(n) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
F (p)ζ(p)dp, (4.81)

de lo anterior podemos concluir que el problema de calcular la suma sobre n se ha
convertido en hallar la transformada de Mellin de f(n).

En lo que sigue, se procede a implementar la técnica de la transformada de Mellin,
teniendo en cuenta el método de regularización dimensional y siguiendo de cerca la
Ref. [81]. Será común en los cálculos de las auto-enerǵıas encontrar sumas sobre fre-
cuencias de Matsubara de la forma

S = T
∞∑

n=−∞

µ−d
∫

ddk

(2π)d
w2t
n k

2a

(w2
n + k2 +m2)σ

, (4.82)

donde el término µ es un factor de escala adicional, que preserva las unidades glo-
bales de enerǵıa, y la invariancia de norma, empleado en los métodos de regularización
dimensional.

En el caso particular de t = 0 y frecuencias para bosones n 6= 0, y debido a que el
sumando es par, en la suma infinita, se tomará el doble de las frecuencias positivas. Se
calculará primero el término n 6= 0 y posteriormente n = 0. De acuerdo a lo anterior,
las sumas a realizar con n 6= 0 serán de la forma

S = 2T
∞∑
n=1

µ−d
∫

ddk

(2π)d
w2t
n k

2a

(w2
n + k2 +m2)σ

. (4.83)

Debido a que la contribución del vaćıo no ha sido aislada, es esperado que algunos
resultados presenten divergencias, en general ultravioletas, provenientes de la contribu-
ción del vaćıo de los propagadores.

Para implementar la técnica de Mellin a la Ec. (4.83), identificamos a f(n) como

f(wn) = µ−d
∫

ddk

(2π)d
w2t
n k

2a

(w2
n + k2 +m2)σ

. (4.84)
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Usando la Ec. (4.76), se tiene que

F (P ) = µ−d
∫ ∞

0

wp−1
n dwn

∫
ddk

(2π)d
w2t
n k

2a

(w2
n + k2 +m2)σ

= µ−d
∫ ∞

0

w2t+p−1
n dwn

∫
ddk

(2π)d
k2a

(w2
n + k2 +m2)σ

. (4.85)

Suponiendo que la integral sobre wn es sobre 2t + p dimensiones, entonces multipli-
cando y dividiendo por el elemento de ángulo sólido en 2t+ p dimensiones

Γ(2t+p
2

)

2π2t+p/2

∫
dΩ2t+p = 1, (4.86)

la Ec. (4.85) se reescribe como

F (P ) = µ−d
Γ(t+ p

2
)

2π1+ p
2

∫ ∞
0

d2t+pwn

∫
ddk

(2π)d
k2a

(w2
n + k2 +m2)σ

. (4.87)

De manera similar se procede a hacer la integral del momento y extendiendo aún más

el espacio para fusionar las integrales, multiplicamos y dividimos por 1 =
(

2π
2π

)2a
y el

hecho que (π)d/2 = (dΩd) · 1
2
Γ(d/2), después de un poco de álgebra se obtiene

F (P ) = µ−d
Γ(t+ p

2
)Γ(a+ d

2
)

2πt+
p
2

(4π)a

Γ(d
2
)

∫ ∞
0

d2t+pwn

×
∫

dd+2ak

(2π)d+2a

1

(w2
n + k2 +m2)σ

, (4.88)

y haciendo el cambio k′ = wn + k podemos fusionar las dos integrales en una sola, esto
es

F (P ) = µ−d
Γ(t+ p

2
)Γ(a+ d

2
)

Γ(d
2
)

(4π)t+a+ p
2

2

∫
d2t+p+d+2ak′

(2π)2t+p+d+2a

1

(k′2 +m2)σ
. (4.89)

Ya en esta forma, siguiendo la referencia [82] y teniendo en cuenta que estamos en el
espacio Euclideano, la integración después de simplificar algunos términos es

F (P ) =
Γ(t+ p

2
)Γ(a+ d

2
)

Γ(d
2
)

µ−d

2(4π)d/2
Γ(σ − 2t+2a+d+p

2
)

Γ(σ)

(
1

m2

)σ− 2t+2a+d+p
2

. (4.90)

Ahora, tomando la transformada inversa de la Ec. (4.81) en términos de wn, en donde
la Ec. (4.78) es

f(wn) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
w−pn F (p)dp

=
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

(
2π

β

)−p
(n− s)−pF (p)dp, (4.91)
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Figura 4.2: Contorno de integración que consiste en un semićırculo que encierra los
polos de la función Γ(σ − t− d

2 −
p
2) con γ = 2σ − 2t− d− 2a.

y en general la frecuencia de Matsubara se denota como wn = 2π(n − s)β−1, siendo
para bosones s = 0 y para fermiones s = 1/2 con β−1 = T . Con lo anterior la suma de
la Ec. (4.81) y usando la definición de la función Zeta de Reinmann generalizada, se
convierte en

S =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

(
2π

β

)−1

ζ(p, 1− s)F (p)dp. (4.92)

Sustituyendo ahora la Ec. (4.90) en la Ec. (4.92), se obtiene

S =
1

2πi

µ−d

(4π)d/2
Γ(a+ d

2
)

Γ(d
2
)Γ(σ)

(
1

m

)2σ−(2t+2a+d) ∫ c+i∞

c−i∞
Γ

(
σ − 2t+ 2a+ d+ p

2

)
× Γ

(
2t+ p

2

)(
2π

βm

)−p
ζ(p, Z)dp, (4.93)

con Z = 1, 1/2 para bosones o fermiones, respectivamente [81]. Puede observarse que
las funciones gamma tienen un comportamiento asintótico que se anula mutuamente,
debido a que sus argumentos tienen signos contrarios, entonces la convergencia de la
integral estaŕıa básicamente determinada por el factor (2π)

(βm)
. Está integral tendrá com-

portamientos asintóticos diferentes dependiendo de si el contorno de integración se
cierra a la derecha ó a la izquierda.

Desde el punto de vista de nuestro problema, las condiciones presentes en el universo
alrededor de la transición de fase, en donde la masa de las part́ıculas dependen del vev
y es proporcional a las constantes de acoplamiento, imponen la jerrarqúıa de escalas
m
T
< 1 o en términos del factor de convergencia (2π)

(βm)
> 1. Entonces el contorno de

integración debe cerrarse hacia la derecha, y por el teorema del residuo la evaluación
de la integral estará determinada por los polos de la función gamma Γ

(
σ − 2t+2a+d+p

2

)
.

Dichos polos que sólo se incluyen dentro del contorno de integración son simples, y se
determinan cuando el argumento de la función gamma toma valores enteros negativos
−j, es decir

σ − 2t+ 2a+ d+ p

2
= −j ⇒ p = 2j + 2σ − 2t− 2a− d, (4.94)
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donde j = 0, 1, 2, ...∞, y en cuyo caso los residuos de la función gamma correspondientes
son −2(−1)j/j!, que se localizan tal y como se muestra en la Fig. 4.2.

Al aplicar el teorema del residuo a la Ec. (4.93), la suma de manera simplificada toma
la forma

S =
1

(2πi)

µ−d

(4π)d/2
Γ(a+ d

2
)

Γ(d
2
)Γ(σ)

(
1

m

)2σ−(2t+2a+d)

× (−2πi)
∞∑
j=0

{
−2(−1)j

j!
Γ

(
2j + 2σ − d− 2a

2

)

× ζ(2j + 2σ − 2t− d− 2a, Z)

(
2π

βm

)−(2j+2σ−2t−d−2a)
}

=
2µ−d

(4π)d/2
Γ(a+ d

2
)

Γ(d
2
)Γ(σ)

(
2π

β

)−2σ+2t+2a+d

×
∞∑
j=0

{
(−1)j

j!
Γ(j + σ − d

2
− a)ζ(2j + 2σ − 2t− d− 2a, Z)

×
(

2π

βm

)−2j
}
. (4.95)

Del resultado anterior podemos ver que al cerrar el contorno de integración a la
derecha, se ha obtenido una expansión descendente en términos del cociente m/T < 1.
De haber cerrado el contorno a la izquierda, tendŕıamos una expansión ascendente del
cociente m/T > 1.

La evaluación de la integral para el término t = 0 y frecuencia de bosones con n = 0
a partir de la Ec. (4.82) se obtiene

S = µ−dT

∫
ddk

(2π)d
k2a

(k2 +m2)σ

=
µ−dT

(4π)d/2
Γ(a+ d

2
)Γ(σ − a− d

2
)

Γ(d
2
)Γ(σ)

(
1

m

)(2σ−d−2a)

. (4.96)

4.5. Parametrización de Feynman a T 6= 0

En el FTI, la introducción de la parametrización de Feynman para el cálculo de inte-
grales a un lazo que contiene dos propagadores, tal como la teoŕıa λφ3, puede evitarse ya
que hay técnicas que permiten realizar la suma sobre frecuencias de Matsubara de una
manera directa. Sin embargo, si se estudia la influencia de campos magnéticos débiles
sobre algunos procesos f́ısicos a temperatura finita, los propagadores de las part́ıculas
en el lazo implican el producto de dos o más propagadores como se ha demostrado en
la Ref. [79] y como veremos en el siguiente caṕıtulo de este trabajo.
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Siguiendo la Ref. [83] veamos como la parametrización de Feynman es implementada
en el FTI (dentro de la técnica de suma de Mellin) sin introducir puntos rama y
singularidades en el origen. Los ingredientes clave para esta implementación son: la
aplicación de la periodicidad en las expresiones antes de la continuación anaĺıtica, el uso
del intervalo original de integración para el parámetro Feynman x y la contabilización
del término adicional que corrige la fórmula original de Feynman, cuando la suma de
los denominadores se anula.

Para tal efecto, en la expresión para la auto-enerǵıa dada en la Ec. (4.62) la suma
sobre las frecuencias de Matsubara se separa en tres partes:

∞∑
n=−∞

=

−‖l‖−1∑
n=−∞

+
∞∑

n=‖l‖+1

+

+‖l‖∑
n=−‖l‖

, (4.97)

en las dos primeras las frecuencias implicadas tienen signo definido mientras que en la
tercera tiene signo mezclado.

Los dos primeros términos, donde las frecuencias tienen signo definido, definiendo

Π1(p0l,p) =
λ2

2
T

−‖l‖−1∑
n=−∞

+
∞∑

n=‖l‖+1

∫ d3k

(2π)3
∆(k0n, Ek)∆(k0n − p0l, Ek−p)

=
λ2

2
T

−‖l‖−1∑
n=−∞

+
∞∑

n=‖l‖+1

∫ d3k

(2π)3

∫ 1

0

dx

[(1− x)D2 + xD1]2
, (4.98)

donde se ha introducido la parametrización de Feynman, sobre el parámetro de Feyn-
man x y en la cual D1 = w2

n = E2
k y D2 = (wn − wl)

2 + E2
k−p con k0n = 2πnT y

p0l = 2πlT . Haciendo ahora un cambio en el tri-momento de integración k → −(1−x)p,
y después de hacer este renombramiento apropiado del ı́ndice de la suma, la expresión
para Π1 es en el ĺımite infrarrojo es Ref. [83]

Π1(0, p→ 0) =
λ2

4(2π)2

[
1

2ε
+ ln

(
µ

2
√
πT

)
+
γE
2
− m2ζ(3)

8π2T 2

]
. (4.99)

Para el cálculo del término con frecuencias de signos mezclados, se define

Π2(p0l,p) =
λ2

2
T

+‖l‖∑
n=−‖l‖

∫
d3k

(2π)3

∫ 1

0

dx

[(wn − xwl) + y]2
, (4.100)

donde y = (k − xp)2 − x(1− x)(p2
0l − p2) +m2.

Limitándonos a valores reales de p0, se fija p0 = αp, y tomando el ĺımite de p→ 0 se
obtiene, con α = 0

Π2(0, p→ 0) =
λ2

2(2π)2
T

∫
dk

1

E2
k

=
λ2

2(2π)2
T
( π

2m

)
. (4.101)
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Al combinar los resultados dados en las Ecs. (4.99) y (4.101), los cuales son indepen-
dientes de α, se obtiene

Π(0, p→ 0) =
λ2

4(2π)2

[
πT

m
+

1

2ε
+ ln

(
µ

2
√
πT

)
+
γE
2
− m2ζ(3)

8π2T 2

]
. (4.102)

El análisis de la dependencia de α, como muestra la Ref. [78], la forma habitual de la
parametrización de Feynman a temperatura finita debe ser corregida cuando la suma
de los denominadores puede anularse. La expresión correcta en este caso es

1

D1D2

∫ 1

0

dx

[(1− x)D2 + xD1]2
= 4πi

δ(D1 +D2)

D1 −D2

, (4.103)

donde el primer término es tomado como el valor principal.

Ya que en el cálculo, mediante la técnica de sumas de Mellin, las frecuencias de
Matsubara en la suma son primero tratadas como continuas en la transformación de
Mellin, y una continuación anaĺıtica es necesaria, existe la posibilidad de que el segundo
término de la Ec. (4.103) contribuya. Como se demuestra en el apéndice II de Ref. [83].

Para comparar los resultados de las Ecs. (4.102) y (4.75), se debe sustraer de la
Ec. (4.102) la contribución de vaćıo, debido a que el procedimiento de suma de Mellin
expĺıcitamente no separa este de la contribución térmica.

La contribución del vaćıo para la auto-enerǵıa Π, donde la integral se ha extendido a
d dimensiones, evaluado expĺıcitamente en el ĺımite infrarrojo es

Πvac(0, p→ 0) =
λ2

8(2 pi)2
µ1−d

∫
ddk

Ek
=

λ2

8(2 pi)2

[
1

ε
+ ln

(
µ2

πm2

)
− γE

]
. (4.104)

Por lo tanto, la contribución térmica se obtiene restando la Ec. (4.104) de la
Ec. (4.102) esto es

ΠT (0, p→ 0) = Π(0, p→ 0)− Πvac(0, p→ 0)

=
λ2

4(2 pi)2

[
πT

m
+ ln

(
µ2

πm2

)
− γE −

m2ζ(3)

8π2T 2

]
. (4.105)

Como puede verse, una vez que se ha sustráıdo la contribución del vaćıo, el resultado
coincide con la Ec. (4.75).

Los resultados aqúı obtenidos se emplearán, en el siguiente caṕıtulo, en el cálculo de
las auto-enerǵıas, dentro del MEM después de la ruptura espontánea de simetŕıa.



Caṕıtulo 5

AUTO-ENERGÍAS

En este caṕıtulo se calculan las auto-enerǵıas del MEM que a su vez serán utilizadas
para el cálculo de los diagramas de anillo en el potencial efectivo.

Es bien sabido que en ausencia de un campo magnético externo la parte dominante en
la expanción a alta temperatura las auto-enerǵıas térmicas del MEM son independientes
del parámetro de norma [77]. Sin embargo, como veremos, al considerar los efectos de
un campo magnético externo débil, estas auto-enerǵıas dependen de este parámetro.

En lo que sigue, trabajamos en el formalismo de tiempo imaginario de la teoŕıa
térmica de campos. En primer lugar, recordemos que la integración a lo largo del
cuadri-momento se lleva a cabo en el espacio Euclidiano con k0 = ik4. Esto significa
que ∫

d4k

(2π)4
→ i

∫
d4kE
(2π)4

. (5.1)

Además, las enerǵıas de los bosones toman solamente valores discretos, es decir,
k4 = ωn = 2nπT con n un número entero, por lo tanto∫

d4kE
(2π)4

→ T
∑
n

∫
d3k

(2π)3
. (5.2)

5.1. Bosón de Higgs

La Fig. 5.1 muestra los diagramas de Feynman que contribuyen a la auto-enerǵıa
del bosón de Higgs afectados por el campo magnético. Calculamos expĺıcitamente el
diagrama independiente del momento que se muestra en la Fig. 5.1(a) para un solo
campo escalar. En el ĺımite de campo débil, su expresión es

ΠH−S
(a) =

λ

4
T
∑
n

∫
d3k

(2π)3
DB(ωn,k;m2), (5.3)
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Figura 5.1: Diagramas de Feynman para la auto-enerǵıa del bosón de Higgs, que con-
tienen lazo cuyos propagadores corresponden a part́ıculas afectadas y no afectadas por
el campo magnético. η representa los campos fantasmas.

donde DB está dado por la Ec. (3.69). Utilizando la versión Euclideana de la Ec. (3.69),
tenemos

ΠH−S
a = 2λT

∑
n

∫
d3k

(2π)3

1

(ω2
n + k2 +m2)

×
(

1− (eB)2

(ω2
n + k2 +m2)2

+
2k2
⊥(eB)2

(ω2
n + k2 +m2)3

)
. (5.4)

La integral en la Ec. (5.4) contiene factores cuya forma general es

Iα(k;m2) ≡ 1

[ω2
n + k2 +m2]α

. (5.5)

Además, involucra la suma sobre frecuencias de Matsubara, la cual se lleva a cabo
recurriendo a las Refs. [81, 83]. Para los términos con n 6= 0 el resultado es

T
∑
n6=0

∫
ddk

(2π)d
k2aω2t

n Iα(k;m2) =
(2T )

(4π)d/2Γ(α)
(2πT )d+2a+2t−2αΓ(d

2
+ a)

Γ(d
2
)

µ2ε

×
∞∑
j=0

(−1)j

j!
ζ(2(j + α− t− d

2
− a))Γ(j + α− d

2
− a)

( m

2πT

)2j

, (5.6)
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en donde µ es la escala de enerǵıa empleada para la regularización dimensional y
d = 3− 2ε.

Para el término n = 0 se tiene

T

∫
ddk

(2π)d
k2a

(k2 +m2)α
=

T

(4π)d/2
Γ(d

2
+ a)

Γ(d
2
)

Γ(α− d
2
− a)

Γ(α)

(
1

m2

)α− d
2
−a

. (5.7)

En términos de la Ec. (5.5), la Ec. (5.4) se escribe como

ΠH−S
a = 2λT

∑
n

∫
d3k

(2π)3

[
I1(k;m2

i )−
(eB)2

3

(
I3(k;m2

i )− 2k2I4(k;m2
i )
)]
. (5.8)

Usando la Ec. (5.6) para los términos con n 6= 0 y la Ec. (5.7) para n = 0, y después
de considerar las contribuciones de todos los campos escalares corriendo en el lazo, se
obtiene

ΠH
a = λ

T 2

2

[
1− 1

2πT
(2m1 +m3 + 3m4)

]
− λ (eB)2

48πm2
1

[
T

m1

+
ζ(3)m2

1

4π3T 2

]
, (5.9)

donde las mi representan las masas del bosón de Goldstone, dadas por la Ec. (2.40).

La contribición del diagrama en la Fig. 5.1(b) para el bosón de norma W± circulando
en el lazo es

ΠH−W
b =

g2

2
T
∑
n

∫
d3k

(2π)3
Gµ
B µ(ωn,k;mW ). (5.10)

Procedemos a calcular la Ec. (5.10), aśı como el resto de las auto-enerǵıas expĺıcita-
mente, en el ĺımite de infrarrojo, q0 = 0,q→ 0 [78].

En términos de la función Iα definida en la Ec. (5.5), se escribe la Ec. (5.10) como

ΠH−W
b =

g2

2m2
W

T
∑
n

∫
d3k

(2π)3

{
4m2

W I1(k;m2
W )

+ (ω2
n + k2)

[
I1(k;m2

W )− I1(k; ξm2
W )
]

+
(eB)2

3

[
− 6(I2(k;m2

W )− I2(k; ξm2
W ))

− (3ω2
n + 7k2)(I3(k;m2

W )− I3(k, ξm2
W ))

+ 4k2(ω2
n + k2)(I4(k;m2

W )− I4(k; ξm2
W ))

+ 36m2
W I3(k;m2

W ) + 16k2m2
W I4(k;m2

W )
]}
. (5.11)

Usando la Ec. (5.6) para los términos con n 6= 0 y la Ec. (5.7) para los términos con
n = 0, e incluyendo todas las contribuciones de los bosones de norma en el lazo, se
tiene

ΠH
b =

T 2

16

[
g2(3 + ξ) + g′2

(
1 +

ξ

3

)
− 3 + ξ3/2

πT

(
2g2mW + (g2 + g′2)mZ

)]
+

(eB)2g2

64πm2
W

[(
3 +

35

3ξ1/2

)
T

mW

+
11ζ(3)m2

W

3π3T 2

]
. (5.12)
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De manera similar se pueden calcular las contribuciones de los diagramas (c) hasta
(g) mostrados en la Fig. 5.1, en el ĺımite de infrarrojo. El resultado expĺıcito, para
valores arbitrarios del parámetro de norma ξ se muestran en el Apéndice A.

La contribución principal a la auto-enerǵıa del bosón de Higgs se obtiene mediante
la suma de las expresiones (a) hasta (g) en el Apéndice A. Manteniendo el término
dominante, para cada contribución, el resultado es independiente del parámetro de
norma y está expĺıcitamente dado por

Π1 =
T 2

4

{
3

4
g2 +

1

4
g′2 + 2λ+ f 2

}
. (5.13)

Hemos tenido en cuenta que para valores grandes de la masa del quark top, es de-
cir, una constante de acoplamiento f grande, un cálculo perturbativo no es del todo
justificado. Sin embargo, aqúı consideramos nuestro cálculo como una herramienta de
análisis para explorar este dominio no perturbativo.

En las expresiones para las auto-enerǵıas desde (a) hasta (g) del bosón de Higgs
dadas en el Apéndice A, se han mantenido los términos que representan la contribución
principal de cada tipo que surge en el cálculo, es decir, términos que después de la
extracción de un factor de T 2, son del orden (eB)2/T 4, m/T , v2/Tm y (eB)2/Tm3,
donde m es una masa genérica. Para la jerarqúıa de las escalas considerada, el primer
tipo de términos pueden ser despreciados. Por otra parte, términos del orden de m/T
son pequeños. Esta clase de términos incluyen la razón de las masas del bosón de norma
a la temperatura, que de acuerdo con la Ec. (2.27) conduce a la razón v/T . Cuando
las masas aparecen en el denominador y son escalares, los términos son potencialmente
peligrosos, ya que su cuadrado puede llegar a ser negativo. Sin embargo, como se
mostrará más adelante, este tipo de términos son de manera natural cancelados en el
potencial efectivo y sustituidos por términos en los que la masa que contribuye es la
térmica, definida por

m̃i =
√
m2
i + Π1. (5.14)

Cuando las masas de los bosones de norma aparecen en todos los denominadores,
hay que recordar que tales masas han de ser consideradas como las calculadas en el
fase rota. Sin embargo, en nuestro análisis consideramos al potencial efectivo como
una función de v ≥ 0. Esta restricción es implementada, sustituyendo en el potencial
efectiva las masas de los bosones de norma que aparecen en los denominadores por las
térmicas, cuya definición, en analoǵıa con el caso escalar, se da como la ráız cuadrada
de la suma de la masa del bosón de norma al cuadrado y el principal término para
la correspondiente auto-enerǵıa, como se definirá en el siguiente caṕıtulo [véase las
Ecs. (5.29) y (5.30)].
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5.2. Bosones de Norma

Para expresar las auto-enerǵıas de los bosones de norma, en presencia de un campo
externo, nos damos cuenta que tenemos tres vectores independientes a nuestra dis-
posición para formar estructuras tensoriales transversales al momento de los bosones
de norma, a saber, qµ, uµ, bµ, donde estos últimos dos vectores tienen componentes
en el sistema en reposo, dadas por la Ec. (3.46). Esto significa que, en general, estas
auto-enerǵıas se puede escribir como combinaciones lineales de nueve estructuras inde-
pendientes [50, 85]. Puesto que estamos interesados en considerar el ĺımite infrarrojo
q0 = 0,q→ 0, sólo uµ y bµ permanecen. Obsérvese que la propiedad de simetŕıa correc-
ta para la auto-enerǵıa es Πµν(q) = Πνµ(−q) [86]. Sin embargo, en el ĺımite infrarrojo,
esta condición significa que la auto-enerǵıa debe ser simétrica bajo el cambio de ı́ndices
de Lorentz y por lo tanto podemos escribir:

Πµν = ΠQQµν + ΠRRµν + ΠSSµν + ΠMgµν , (5.15)

donde

Qµν = uµuν , Rµν = bµbν , Sµν = uµbν + uνbµ, (5.16)

y la condición de transversalidad qµΠµν = 0 es trivialmente satisfecha en el ĺımite
infrarrojo. Además, trabajando en el marco de reposo del medio [ver Ec. (3.46)]

Π00 = ΠQ + ΠM . (5.17)

La Fig. 5.2 muestra los diagramas de las auto-enerǵıas de los bosones de norma, los
cuales involucran a los bosones de Goldstone, los fermiones, aśı como a los bosones
de norma en el lazo. Calculamos de manera expĺıcita la componente Π00

a para la auto-
enerǵıa del diagrama mostrado en la Fig. 5.2 (a), en donde la part́ıcula externa y la
del lazo son bosones W±. La expresión para todas las componentes del tensor es

Πµν W
(a) (q) = ig2(2gµρgνσ − gµνgρσ − gµσgρν)

∫
d4k

(2π)4
GB ρσ(k). (5.18)

Utilizando la versión Euclideana del propagador de los bosón de norma Gµν
B ,

Ec. (3.80), y en términos de la función Iα definida en la Ec. (5.5), podemos escribir la
componente que se está considerando a temperatura finita como

ΠW−W
a =

g2

3m2
W

T
∑
n

∫
d3k

(2π)3

{
9m2

W I1(k;m2
W ) + 3k2

(
I1(k;m2

W )− I1(k; ξm2
W )
)

+ (eB)2
[
−3
(
I2(k;m2

W )− I2(k, 0; ξm2
W )
)
− 7k2

(
I3(k;m2

W )− I3(k; ξm2
W )
)

+ 4k4
(
I4(k;m2

W )− I4(k; ξm2
W )
)

+ 15m2
W I3(k;m2

W ) + 12k2m2
W I4(k;m2

W )
]}

.

(5.19)
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Figura 5.2: Diagramas de Feynman para la auto-enerǵıa de bosones de norma.

En lo sucesivo utilizamos la notación compacta Π00 gb ≡ Πgb para denotar las auto-
enerǵıas de los bosones de norma.

Usando las Ecs. (5.6) y (5.7) en la Ec. (5.19), he incluyendo todas las contribuciones de
los bosones de norma en el lazo y manteniendo sólo los términos principales obtenemos

ΠW
a = 2g2T 2(ξ + 1)− (2 + ξ3/2)g2T

4π (g2 + g′2)

((
g2 + g′2

)
mW + g2mZ + g′2mγ

)
− g2(eB)2

128πm2
W

(
4T

3mW

(
2− 23

ξ1/2

)
+

7ζ(3)m2
W

π3T 2

)
. (5.20)

Pasamos ahora a calcular las expresiones para Π
W−Z(γ)−S
b representadas en la

Fig. 1.2(b). Para el caso en donde la part́ıcula externa es un bosón W± y las in-
ternas son un bosón de norma neutro y un bosón de Goldstone cargado. Su expresión
expĺıcita es

Πµν
b (q) =

g2g′2

g2 + g′2

{
(m2

Z −m2
W )

m2
W

}∫
d4k

(2π)4
gµρG

ρσ(k)gνσDB(k − q), (5.21)

en donde la ĺınea interna superior (inferior) corresponde a un Z (γ).

Teniendo en cuenta que la carga neta que fluye en el lazo no es cero, el factor de fase
referido en la Ec. (3.32) no se anula y debe en principio, ser incluido en el cálculo de
esta auto-enerǵıa. Sin embargo, como estamos interesados en el cálculo de diagramas
de anillo para el PE que a su vez está representado por lazos cerrados, el factor de fase



CAPÍTULO 5. AUTO-ENERGÍAS 80

se convierte en la identidad y por lo tanto no tiene que ser calculado para cada auto-
enerǵıa. Lo mismo se aplica para el resto de diagramas de auto-enerǵıas, que tienen una
carga neta que fluye en el lazo y en consecuencia, no consideramos sus correspondientes
fases.

Usando la versión Euclideana de la Ec. (3.69) y Ec. (3.80), tenemos

Π
W−Z(γ)−S
b = − g2g′2

(g2 + g′2)

{
(m2

Z −m2
W )

m2
W

}
T
∑
n

∫
d3k

(2π)3

{
m2
Z(γ)I11(k, 0;m2

i ,m
2
Z(γ))

+ω2
n

(
I11(k, 0;m2

i ,m
2
Z(γ))− I11(k, 0;m2

i , ξm
2
Z(γ)

)
+

(eB)2

3

[
4k2m2

Z(γ)I41(k, 0;m2
i ,m

2
Z(γ))

−3m2
Z(γ)I31(k, 0;m2

i ,m
2
Z(γ))− 3ω2

n(I31(k, 0;m2
i ,m

2
Z(γ))− I31(k, 0;m2

i , ξm
2
Z(γ)))

+4ω2
nk

2(I41(k, 0;m2
i ,m

2
Z(γ))− I41(k, 0;m2

i , ξm
2
Z(γ)))

]}
. (5.22)

El integrando en la Ec. (5.22) contiene términos cuya forma general es

Iαβ(k,q;m2, ξm2) ≡ 1

[ω2
n + k2 +m2]α

1

[ω2
n + (k− q)2 + ξm2]β

. (5.23)

Haciendo uso de la parametrización de Feynman escribimos Iαβ como

Iαβ(k,q;m2, ξm2) =
Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)

∫ 1

0

dx xα−1(1− x)β−1

[ω2
n + k′2(x) +m′2(x)]α+β

, (5.24)

donde

k′(x) = k− (1− x)q,

m′2(x) = m2
W (ξ + x− ξx) + x(1− x)q2. (5.25)

Teniendo en cuenta los resultados de la Ref. [83], esta parametrización es permitida
ya que se está llevando a cabo una descripción en el ĺımite infrarrojo. Para llevar a cabo
la suma sobre las frecuencias de Matsubara junto con la integración en la Ec. (5.22),
una vez más se recurre a los resultados de la Ref. [81] (ver también la Ref. [1]). El
resultado expĺıcito y generalizado para incluir el caso de los fermiones es

T
∑
n

∫
ddk

(2π)d
k2aω2t

n Iαβ(k,q;m2, ξm2) =
(2T )

(4π)d/2
(2πT )d+2a+2t−2(α+β)

Γ(α)Γ(β)

Γ(d
2

+ a)

Γ(d
2
)

µ2ε

×
∞∑
j=0

(−1)j

j!
ζ(2(j + α + β − t− d

2
− a), Z)Γ(j + α + β − d

2
− a)

×
∫ 1

0

dx xα−1 (1− x)β−1

(
m′(x)

2πT

)2j

, (5.26)



CAPÍTULO 5. AUTO-ENERGÍAS 81

donde para fermiones la suma corre sobre todos los valores enteros de n y Z = 1/2. Para
los términos que involucran la frecuencia bosónica de Matsubara con n = 0, usamos el
resultado

T

∫
ddk

(2π)d
k2aIαβ(k,q;m2, ξm2) =

T

(4π)d/2
Γ(d

2
+ a)

Γ(d
2
)

Γ(α + β − d
2
)

Γ(α)Γ(β)

×
∫ 1

0

dx xα−1 (1− x)β−1

(
1

m′(x)

)2α+2β−d+2a

. (5.27)

Usando la Ec. (5.26) para los términos con n 6= 0 y la Ec. (5.27) para n = 0, y después
de considerar las contribuciones de todos los campos de norma corriendo en el lazo, se
obtiene

ΠW
b = − (g2 + g′2)m2

W

8π2
ln
(mW

T

)
− Tm2

W

4π (g2 + g′2)

×
(
g2 (g2 + g′2)

m4 +mW

+
g′4

m1 +mZ

+
g2g′2

m1 +mγ

)
+(eB)2T

(
− g2m2

W

48πmW (m4 +mW )4

(
m2

4

m2
W

+
4m4

mW

+ 1

)
− 7g2m4m

2
W

32πm2
W (m4 +mW )3

(
m4

mW

+ 3

)
+
g2m2

W

8πm3
W

(
1

(m4 +mW )2
− 1

ξ1/2 (m4 + ξ1/2mW )
2

)

− g′4m2
W

48πm1 (g2 + g′2) (m1 +mZ)4

(
1 +

4mZ

m1

+
m2
Z

m2
1

)
+

g′4m2
W

32 (g2 + g′2) πm2
1(m1 +mZ)3

(
3 +

mZ

m1

)
− g2g′2m2

W

48 (g2 + g′2)πm1(m1 +mγ)4

(
1 +

4mγ

m1

+
m2
γ

m2
1

)
+

g2g′2m2
W

32 (g2 + g′2) πm2
1(m1 +mγ)3

(
3 +

mγ

m1

))
+

(eB)2m2
W ζ(5)

2048π6T 4

(
g′4 − 15g4 − 14g2g′2

)
. (5.28)

El resto de los diagramas que se muestran en la Fig. 5.2 se pueden calcular de la misma
manera y el resultado se muestra en el Apéndice B. Para las expresiones correspondi-
entes a los diagramas desde (a) hasta (g) de la Fig. 5.2, es importante hacer mención
a sus propiedades: En primer lugar, obsérvese que los términos de orden mgb/T , donde
mgb significa cualquiera de las masas de los bosones de norma, son proporcionales a v/T
y por lo tanto, como en la discusión de la auto-enerǵıa de los escalares, estos términos
son pequeños cuando la posición del mı́nimo en la fase rota es pequeño, en comparación
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con la temperatura cŕıtica. En segundo lugar, cuando la masa de los bosones de nor-
ma aparecen en todas partes en los denominadores, se debe de tener en cuenta que el
análisis es válido en la fase rota, en donde el vev de los campos de Higgs es diferente de
cero. Sin embargo, ya que el análisis considera al potencial efectivo como una función
de v ≥ 0, implementamos esta restricción mediante la sustitución de la masa de los
bosones de norma por las térmicas, cuando esta masa aparezca en los denominadores.
Esto es con la intención de regular la singularidad en v = 0 y no hacer una diferen-
cia numérica al mismo tiempo que nos permite tratar el potencial efectivo como una
función en el dominio v ≥ 0. Las masas térmicas de los bosones de norma se definen
como

m̃W =

√
m2
W + (ΠQ

W )1, m̃Z =

√
m2
Z + (ΠQ

Z )1, m̃γ =

√
(ΠQ

γ )1, (5.29)

donde (ΠQ
W )1, (ΠQ

Z )1 y (ΠQ
γ )1 son los términos dominantes de la auto-enerǵıa del bosón

de norma y está formado por la adición de los términos correspondientes mostrados
en el Apéndice B, para cada bosón de norma. Los principales términos resultan ser
independientes del parámetro de norma y están expĺıcitamente dados por

(ΠQ
W )1 =

11

6
g2T 2, (ΠQ

Z )1 =
11

6

(g4 + g′4)

(g2 + g′2)
T 2, (ΠQ

γ )1 =
11

3

g2g′2

(g2 + g′2)
T 2. (5.30)

Como se describe en la Ref. [47], las otras componentes de las auto-enerǵıas de los
bosones de norma distintas de cero son despreciables

Π11 = Π22, Π33 ∼ O(m2
i ), Π03 = Π30 ∼ O(eB). (5.31)

De las Ecs. (5.15) y (5.17), se observa que si ΠM = −Π11 entonces Π00 ' ΠQ. Por lo
tanto

Πµν ' Π00Qµν . (5.32)

Los resultados obtenidos en este caṕıtulo serán utilizados en el siguiente para la
determinación del potencial efectivo a temperatura finita, a orden un lazo.



Caṕıtulo 6

POTENCIAL EFECTIVO A
TEMPERATURA FINITA

La herramienta básica para investigar la naturaleza de la transición de fase elec-
trodébil es el potencial efectivo, cantidad que tiene el significado de una densidad de
enerǵıa potencial del sistema bajo consideración. La discusión dada en la sección 2.2
sobre simetŕıa y en especial sobre el concepto de rompimiento expontáneo de está, era
puramente clásica. El espectro de part́ıculas se determinó mediante la minimización del
potencial clásico V (Φ) tal y como aparece en el Lagrangiano de la Ec. (2.19) y describe
la densidad de enerǵıa potencial de un campo escalar constante. De otra parte, una
teoŕıa cuántica de campos involucra part́ıculas virtuales, las cuales afectan a la densidad
de enerǵıa del campo a través de procesos de emisión y reabsorción. Está generalización
del potencial clásico para incluir las correcciones cuánticas se conoce como potencial
efectivo. La minimización del potencial efectivo da la configuración de campo con la
mı́nima enerǵıa, el vaćıo de la teoŕıa. En este caṕıtulo, se desarrolla el tema central de
esta tesis.

6.1. Potencial Efectivo a un Lazo

En el Modelo Estándar el potencial a nivel árbol es

Vtree(v) = −1

2
c2v2 +

1

4
λv4. (6.1)

A un lazo, el PE recibe contribuciones de cada uno de los sectores del MEM, esto es

V (1)(v) = V
(1)
H (v) + V

(1)
f (v) + V

(1)
gb (v) + V

(1)
FP (v), (6.2)

donde en general cada una de estas contribuciones está dada por

V (1)(v) =
T

2

∑
n

∫
d3k

(2π)3
Tr
(
ln
[
D(ωn,k)−1

])
, (6.3)
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con D denotando ya sea el propagador de los campos escalar, fermiónico, de bosones
de norma, ó de fantasmas. La traza se toma en todos los ı́ndices internos. En primer
lugar, se discutirán las contribuciones térmicas procedentes de cada sector, como se
describe anteriormente, y luego se implementara el procedimiento de renormalización
a las contribuciones independientes de la temperatura.

En el ĺımite de campo débil, la contribución del sector de Higgs está dada por

V
(1)
H =

4∑
i=1

T

2

∑
n

∫
d3k

(2π)3
ln
[
D−1
B (ωn,k)

]
'

4∑
i=1

T

2

∑
n

∫
d3k

(2π)3

{
ln(ω2

n + k2 +m2
i )

+(eB)2

[
1

(ω2
n + k2 +m2

i )
2
− 2(k2

⊥)

(ω2
n + k2 +m2

i )
3

]}
, (6.4)

donde se han tenido en cuenta las contribuciones de todos los escalares.

El primer término en la Ec. (6.4) representa la contribución de orden más bajo para
el PE a temperatura finita y campo magnético externo nulo. A este término se le
conoce como la contribución del gas ideal de bosones [77]. La parte térmica de esta
contribución está dada por [87]

V
(1)T 6=0
H '

4∑
i=1

(
−π

2T 4

90
e+

m2
iT

2

24
− m3

iT

12π
− m4

i

32π2
ln
( mi

4πT

)
+O(m4

i )

)
. (6.5)

Notemos que en la Ec. (6.5) hay términos potencialmente peligrosos, puesto que
pueden llegar a ser imaginarios para valores negativos de mi. Sin embargo, como
mostraremos, estos términos se cancelan cuando se incluye la contribución del cam-
po de Higgs de la renormalización del vaćıo, aśı como los diagramas de anillo.

El segundo término dependiente de B en la Ec. (6.4) se anula idénticamente [47]. Por
lo tanto, a orden de un lazo, la contribución térmica al PE en el caso de campo débil
del sector de Higgs es independiente de eB y está dada por la Ec. (6.5).

En el ĺımite de campo débil, la contribución del sector fermiónico está dada por

V
(1)
f = NcT

∑
n

∫
d3k

(2π)3
ln[S−1

B (ωn,k;mt)] ' Nc2T
∑
n

∫
d3k

(2π)3

{
ln[ω2

n + k2 +mt
2]

+ 2(eB)2 ω2
n + k2

3 +mt
2

(ω2
n + k2 +mt

2)3

}
, (6.6)

donde Nc = 3 es el número de colores. Recordemos que la única masa de fermiones que
mantenemos en el análisis es la masa del quark top mt.

El primer término en la Ec. (6.6) representa la contribución de gas ideal de
fermiones [77], cuya parte térmica está expĺıcitamente dado por

V
(1)T 6=0
f ' 3

[
−7

π2T 4

180
+
mt

2T 2

12
+

mt
4

16π2
ln

(
mt

2

T 2

)
+O(mt

4)

]
. (6.7)



CAPÍTULO 6. POTENCIAL EFECTIVO A TEMPERATURA FINITA 85

El segundo término en la Ec. (6.6) es subdominante, después de tomar en cuenta
la renormalización, como se muestra en la Ref. [79]. Por lo tanto, a orden de un la-
zo, la contribución térmica al PE del sector fermiónico en el ĺımite de campo débil
está solamente dado por la Ec. (6.7).

En los sectores de norma y fantasmas, notemos que inicialmente en la fase rota, los
campos cargados se acoplan al campo magnético externo, por lo tanto, su contribución
al PE a un lazo contiene términos tanto independientes como dependientes del campo
magnético. En el primer caso, las contribuciones de los campos fantasmas cancelan los
grados de libertad espurios que se originan en el sector de los bosones de norma, cuando
se trabaja en una norma covariante arbitraria. En esta última, los campos fantasmas
cargados contribuyen como regulador de los campos escalares con el signo opuesto y se
anulan idénticamente [47] [véase la discusión después de la Ec. (6.5)]. Esto significa que
la contribución dependiente del campo magnético de estos sectores viene solamente de
la parte del propagador del bosón W±. Por lo tanto, la contribución de la parte térmica
al PE del sector de los bosones de norma está expĺıcitamente dada por

V
(1)T 6=0

gb + V
(1)T 6=0

FP = − 11
π2T 4

90
+ 3

(2m2
W +m2

Z)T 2

24
− 3

(2m3
W +m3

Z)T

12π

− 6
m4
W

32π2
ln
(mW

4πT

)
− 3

m4
Z

32π2
ln
( mZ

4πT

)
− (eB)2

256π2
[P0(ξ)

+ P1(ξ) ln

(
m̃W

T

)
+ πP2(ξ)

T

m̃W

+
ζ(3)

π2
P3(ξ)

m2
W

T 2

+
ζ(5)

π4

m4
W

T 4

]
, (6.8)

donde se ha mantenido el principal término en el campo magnético y hemos definido

P0(ξ) =
32(1− 5ξ)

3ξ
, P1(ξ) =

64(3 + 7ξ)

ξ
,

P2(ξ) =
8

3ξ(1 + ξ1/2)

(
14 + 53ξ1/2 + 361ξ + 170ξ3/2 − 120ξ2 + ξ5/2 + ξ3

)
,

P3(ξ) =
8(1 + 16ξ)

3ξ
. (6.9)

Notamos que los factores en frente de cada contribución independiente del campo
magnético, dada en la Ec. (6.8), corresponden a las polarizaciones de los dos W ′s,
del Z y la del fotón [6]. También, se puede notar que en los términos que vienen
dentro de las contribuciones proporcionales al cuadrado del campo magnético, se han
sustituido la masa del bosón W por su masa térmica en el argumento de la función
logaŕıtmica aśı como en los términos donde la masa aparece en el denominador. La
razón de esta sustitución es, como se señaló anteriormente, que aunque el análisis es
en sentido estricto sólo válido en la fase rota, al considerar al potencial efectivo como
una función de v ≥ 0, para evitar divergencias cerca de v ' 0, reemplazamos la masa
del bosón de norma por la térmica.
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Para implementar el procedimiento de renormalización, se observa de la Ec. (6.3) que
en el cálculo del PE a un lazo a T = 0 aparece la integral

V(m) =
1

2

∫
d3k

(2π)3

√
k2 +m2, (6.10)

donde m representa la masa de cualquiera de las especies que contribuyen. Esta integral
diverge y debe ser regularizada. El procedimiento lo implementamos introduciendo un
corte ultravioleta Λ

V(m; Λ) =
1

4π2

∫ Λ

0

k2
√
k2 +m2dk

Λ→∞→ 1

16π2

[
Λ4 +m2Λ2 +

m4

8
+
m4

2
ln
(m

2Λ

)]
. (6.11)

Por lo tanto, la parte a T = 0 del PE a un lazo puede ser escrita como

V (1)T=0 = V(mH ; Λ) +
3∑
i=1

V(mi; Λ) + 8V(mW ; Λ) + 4V(mZ ; Λ)− 12V(mt; Λ)

−
3∑
i=1

V(mηi ; Λ), (6.12)

donde los factores en frente de cada término dan cuenta de los grados de libertad de las
correspondientes especies y las masas dependen del v. Teniendo en cuenta que estamos
trabajando en una norma covariante arbitraria, los grados de libertad no f́ısicos para los
bosones de norma son cancelados por las contribuciones de los campos de fantasma, que
dejan la Ec. (6.12), con únicamente los grados de libertad f́ısicos. Enfaticemos que el
único fermión tomado en cuenta es el quark top. Dado que la teoŕıa es renormalizable,
debeŕıa ser posible absorber los términos dependientes de Λ con la introducción de
contratérminos adecuados que mantienen la forma del potencial a orden árbol. Por lo
tanto, la estructura general del potencial efectivo a T = 0 hasta un lazo, después de la
renormalización, debe ser

V (1)T=0
ren (v) = −1

2
c2v2 +

1

4
λv4 +

a(Λ)− δc2

2
v2 +

b(Λ) + δλ

4
v4 + V (1)T=0, (6.13)

donde los coeficientes a(λ) y b(λ) se introducen para cancelar los términos dependientes
de Λ en V (1)T=0 y los coeficientes δc2 y δλ para cuidar de posibles correcciones finitas
de v2 y términos v4, respectivamente. La condición de renormalización, requiere que el
mı́nimo de V

(1)T=0
ren (v) se mantenga en su valor clásico, es decir, necesitamos que

dV
(1)T=0

ren

dv

∣∣∣∣∣
v=v0

= 0. (6.14)

Completamos este requerimiento introduciendo términos constantes adecuados para
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Figura 6.1: Potencial efectivo renormalizado a un lazo para ξ = 1 y diferentes valores
de T , sustrayendo términos independientes de v y dividiendo por la cuarta potencia de
la masa del W dependiente del v, evaluada en v = vT0 , el valor del vev que minimiza el
potencial efectivo después que la transición de fase se ha completado para una tempe-
ratura de T = 110 GeV. En esta norma la transición de fase ocurre a TC = 128.9 GeV y
es de segundo orden.

hacer que los argumentos de los logaritmos sean adimensionales. Sin tener en cuenta
las constantes aditivas y los términos expĺıcitamente proporcional a λ2, obtenemos

V (1)T=0
ren (v) = −

(
1 +

3λ

16π2
+

(g2 + g′2)ξ

128π2
+ 2

g2ξ

128π2

)
c2v2

2

+

(
λ+

3f 4

32π2
− 3g4

256π2
− 3(g2 + g′2)2

512π2
− g4ξ2

256π2
− (g2 + g′2)2ξ2

512π2

)
v4

4

+
m4
H

64π2
ln

(
m2
H

4c2

)
+

3∑
i=1

m4
i

64π2
ln

(
m2
i

4c2

)
+ 6

m4
W

64π2
ln

(
m2
W

mW (v0)2

)
+ 3

m4
Z

64π2
ln

(
m2
Z

mZ(v0)2

)
− 12

m4
f

64π2
ln

(
m2
f

mf (v0)2

)
. (6.15)

Por lo tanto, después de la renormalización, el PE a 1-lazo a temperatura finita
está dado por

V (1)
ren (v) = −

(
1 +

3λ

16π2
+

(g2 + g′2)ξ

128π2
+ 2

g2ξ

128π2

)
c2v2
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+

(
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3f 4
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− 3g4

256π2

− g4ξ2

256π2
− 3(g2 + g′2)2

512π2
− (g2 + g′2)2ξ2
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+
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iT

2

24
− m3

iT

12π

+
m4
i

64π2
ln

(
(4πT )2

c2

)]
+ 3

m2
tT

2

12
− 3

m4
t

16π2
ln

(
T 2

m2
t (v0)

)
+ 3

(2m2
W +m2

Z)T 2

24
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ξ TC (GeV) v0 (GeV)

3.5 120.8 102.3
1 128.9 130.9

0.1 132.4 139.0

Tabla 6.1: Temperatura cŕıtica TC (segunda columna) y posición de los mı́nimos v0

para la temperatura constante T = 110 GeV (tercera columna) del potencial efectivo
renormalizado a un lazo, después que la transición de fase ha sido completada. Los valores
elegidos de ξ están cerca de 1. Observemos que la temperatura cŕıtica es sólo ligeramente
dependiente de ξ. Sin embargo, la posición del mı́nimo para una temperatura donde la
transición de fase se ha completado muestra una mayor dependencia de ξ.

− 3
(2m3

W +m3
Z)T

12π
+ 6

m4
W

64π2
ln

(
(4πT )2

mW (v0)2

)
+ 3

m4
Z

64π2
ln

(
(4πT )2

mZ(v0)2

)
− (eB)2

256π
P2(ξ)

T

m̃W

, (6.16)

donde se han mantenido solamente el término dominante, dependiente del campo
magnético, con P2 tal como se define en la Ec. (6.9) y las masas sin argumento son las
masas dependientes del v. Como se ha señalado, la dependencia peligrosa en la masa
de los escalares en los argumentos de las funciones logaŕıtmicas han desaparecido. Sin
embargo, para cancelar los términos cúbicos en la masa de los escalares se necesita ir
al siguiente orden, esto es, diagramas de anillo. Vamos por el momento a ignorar los
términos proporcionales a la masa cúbica de los escalares y explorar las propiedades
del potencial efectivo renormalizado a un lazo. La Fig. 6.1 muestra V

(1)
ren (v) para ξ = 1

y diferentes valores de T , sustrayendo términos independientes de v y dividiendo por
la cuarta potancia de la masa del W dependiente del v evaluada en v = vT0 , el vev que
minimiza el PE después que la transición de fase se ha completado, para una temper-
atura de T = 110 GeV. Podemos ver que la transición de fase es de segundo orden
y en esta norma esto sucede para TC = 128.9 GeV. Para ilustrar la dependencia en
la norma de los parámetros de la transición de fase, la Fig. 6.2 muestra V

(1)
ren (v) para

una temperatura baja de T = 110 GeV, para la cual la transición de fase se ha com-
pletado, para diferentes valores del parámetro de norma ξ. Observamos que hay una
dependencia apreciable sobre el mı́nimo, de la fase rota del parámetro norma a esta
temperatura. Los valores numéricos se muestran en la segunda columna de la Tabla
6.1. La dependencia en el parámetro de norma de la temperatura cŕıtica es más suave,
como se muestra en la primera columna de la Tabla 6.1.

6.2. Diagramas de Anillo

Es bien conocido que la correción al siguiente orden para el PE viene de los llamados
diagramas de anillo. Estos son esquemáticamente representados en la Fig. 6.3. Su con-
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Figura 6.2: El potencial efectivo renormalizado a un lazo, normalizado por la cuarta
potencia de la masa del W dependiente de v evaluada en v = vT0 , el valor del vev que
minimiza el potencial efectivo después que la transición de fase se completa, para una
temperatura de T = 110 GeV y ξ = 1, como una función de v y para diferentes valores
del parámetro de norma ξ. A esta temperatura, la posición del mı́nimo de v0 muestra
una dependencia significativa en el parámetro de norma para valores de ξ alrededor de
1.

tribución al PE renormalizado es más claramente hallada de forma expĺıcita separando
las dos contribuciones [77] procedentes del sector escalar y se puede escribir como

V
(ring)
H (v) ' T

2

∑
n

∫
d3k

(2π)3

{
(ln[1 + ΠHDH ]− ΠHDH) + (ln[1 + ΠG0

DG0

]

− ΠG0

DG0

) + 2(ln[1 + ΠGcDGc ]− ΠGcDGc)
}

+ V
(2)
S , (6.17)

donde ΠH , ΠG0
y ΠGc son respectivamente, las auto-enerǵıa del bosón de Higgs, de

escalares neutros y cargados en presencia del campo magnético, DH , DG0
y DGc sus

correspondientes propagadores y V
(2)
S la contribución del potencial efectivo a dos lazos,

procedente exclusivamente del sector escalar. El factor de 2 toma en cuenta los dos gra-
dos de libertad de los escalares cargados. La manera en que la Ec. (6.17) está escrita
merece algunos comentarios: Primero, la contribución dominante viene de la frecuen-
cia de Matsubara con n = 0. Segundo, las divergencias ultravioletas son canceladas
expĺıcitamente. Tercero, la contribución total a dos lazos en la que participa el sector
escalar contiene diagramas con otras part́ıculas escalares. Para los efectos del presente
análisis, consideramos sólo la subclase de los diagramas que contienen únicamente es-
calares y por lo tanto tenemos que

V
(2)
S ' λ

24
T 4 − λ

16π
(mH +m3 + 2m1)T 3 − (eB)2 λ

192πm3
1

T 3, (6.18)

donde mantenemos sólo las contribuciones principales, dentro de la jerarqúıa de escalas
de enerǵıa considera. Los términos potencialmente peligrosos, con potencias impares
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Figura 6.3: Representación esquemática de la resumación de los diagramas de anillo.

en la masa de los escalares en la Ec. (6.18) cancelan de manera exacta los términos que
vienen de la integral de la Ec. (6.17), bajo la aproximación de que las auto-enerǵıas
involucran sólo la contribución escalar. La prueba completa de esta cancelación, en
ausencia de campos magnéticos ha sido tratada en detalle para el modelo estándar en la
Ref. [88]. En presencia de un campo magnético externo, se ha demostrado en el modelo
sigma lineal en la Ref. [89]. Dentro de nuestra aproximación, este resultado muestra que
considerando solamente las contribuciones escalares, esta cancelación también sucede
en el modelo estándar con campo magnético. Una prueba completa a este punto se
espera desarrollar más adelante.

La contribución dominante en la Ec. (6.17) proviene del modo n = 0. La expresión
expĺıcita para la Ec. (6.17) es [47]

V
(ring)
H =

λ

24
T 4 − T

12π

{(
m2
H + ΠH

)3/2 −m3
H +

(
m2

3 + ΠG0
)3/2

− m3
3 + 2

[(
m2

1 + ΠGc
)3/2

m3
1 +

(eB)2Π1

16 (m2
1 + ΠGc)

3/2

]}
. (6.19)

Como se prevéıa, los términos de masa cúbica en la Ec. (6.19) se cancelan exacta-
mente con términos similares que aparecen en la Ec. (6.16) después de sumar ambas
ecuaciones.

A continuación, pasamos a la contribución de anillo de los sectores de bosones de
norma y de los fantasmas de Faddeev-Popov. El cálculo se simplifica al recordar que
los grados de libertad de los fantasmas cancelan las contribuciones dominantes en la
temperatura de los grados de libertad espurios que surjan del tratamiento covariante
de los campos de norma. La contribución que depende del campo magnético, siendo
subdominante, no se cancela, como fue el caso de la contribución a un lazo. Aśı que
escribimos

V
(ring)

gb (v) + V
(ring)

FP = −T
2

∑
gb

∑
n

∫
d3k

(2π)3
Tr

{
∞∑
N=2

1

N

[
−Πµλ gb(0)Gλν

gb(ωn,k)
]N}

+ V
(ring)
charged FP , (6.20)

donde la suma sobre “gb” corre sobre los cuatro grados libertad de los bosones de nor-
ma y V

(ring)
charged FP representa el término subdominante dependiente del campo magnético,
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derivado de la contribución del anillo de los campos fantasma cargados. Debemos tener
en cuenta que en esta ocasión, en contraste con el caso escalar, no añadimos expĺıcita-
mente la contribución a dos lazos y, por consiguiente la suma sobre el ı́ndice N parte
de N = 2.

En primer lugar, calculamos la contribución de los bosones de norma neutros,
Ec. (6.20). En la aproximación donde las part́ıcula tiene un momento pequeño (el ĺımite
infrarrojo), la versión Euclideana del propagador de los bosones de norma neutros, para
un valor arbitrario del parámetro de norma ξ, puede ser escrita como

Gµν =
1

(k2 +m2
gb)

{
PL
µν + P T

µν + ξ
kµkν

(k2 + ξm2
gb)

}
, (6.21)

donde

P T
00 = P T

0i = 0, P T
ij = δij − k̂ik̂j,

PL
µν = δµν − kµkν

k2
− P T

µν . (6.22)

Mediante el uso de las Ecs. (5.32) y (6.22), es fácil ver que el producto
Πµλ(0)Gλν(ωn,k) se convierte en

ΠµλG
λν =

(ΠQ
gb)1

(k2 +m2
gb)

[
1 + ξ

(k · u)2

(k2 + ξm2
gb)

]
Qν
µ, (6.23)

en donde, teniendo en cuenta el término n = 0 y tomando la traza, podemos escribir
la Ec. (6.20) como

V
(ring)

neutral gb(v) '
∑
gb

1

2
T

∫
d3k

(2π)3

[
ln

(
1 +

(ΠQ
gb)1

k2 +m2
gb

)
−

(ΠQ
gb)1

k2 +m2
gb

]

= − T

12π

{
m̃3
Z −m3

Z + m̃3
γ

}
. (6.24)

Notemos que los efectos de apantallamiento del plasma en la Ec. (6.24) aparecen
naturalmente en la modificación térmica a la masa del bosón de norma m̃gb (m̃Z y
m̃γ). Sin embargo, las cancelaciones que tuvieron lugar en el sector escalar entre las
potencias impares de las masas no van a suceder en este caso, cuando incluimos estos
términos en la Ec. (6.16). Esto es porque en el ĺımite infrarrojo no hay contribución de
los grados de libertad de bosones de norma transversales, por lo tanto no hay ninguna
coincidencia en los coeficientes para producir la cancelación. Esta es una caracteŕıstica
del ĺımite infrarrojo que estamos considerando. Sin embargo, ya que el cuadrado de
las masas de los bosones de norma nunca es negativa, estos términos no suponen un
problema.
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Pasamos ahora a la contribución de los campos de norma cargados. En el ĺımite de
campo débil, el producto Πµλ(0)Gλν(ωn,k) se puede escribir como

ΠµλG
λν =

(ΠQ
W )1

k2 +m2
W

[
1 + (eB)2

(
1

(k2 +m2)2
− 2k2

⊥
(k2 +m2)3

)]
Qν
µ. (6.25)

Usando la Ec. (6.25), y llevando a cabo una expansión en el argumento del logaritmo,
podemos expĺıcitamente escribir

ln[1 + ΠµλG
λν ] = ln

{
1 +

[
(ΠQ

W )1

k2 +m2
W

]
Qν
µ

}
+ ln

{
1 +

[
(ΠQ

W )1

k2 +m2
W + (ΠQ

W )1

×
(

1

(k2 +m2
W )2
− 2k2

⊥
(k2 +m3

W )3

)
(eB)2

]
Qν
µ

}
. (6.26)

Utilizando este resultado en la Ec. (6.20), teniendo en cuenta el término con n = 0,
y tomando la traza en la Ec. (6.20) obtenemos

V
(ring)

charged gb(v) =
∑
gb

1

2
T

∫
d3k

(2π)3

{[
ln

(
1 +

(ΠQ
W )1

k2 +m2
gb

)
− (ΠQ

W )1

k2 +m2
gb

]

+ ln

[
1 +

(ΠQ
W )1

(k2 +m2
gb + (ΠQ

W )1)

(
1

(k2 +m2
gb + (ΠQ

W )1)2

− 2k2
⊥

(k2 +m2
gb + (ΠQ

W )1)3

)
(eB)2

]}

= −2
T

12π

(
m̃3
W −m3

W

)
− (eB)2

4π

(
(ΠQ

W )1

48

)(
T

m̃3
W

)
. (6.27)

En esta aproximación, los efectos de apantallamiento en el plasma, Ec. (6.27), sur-
gen naturalmente como una modificación térmica de la masa del bosón de norma m̃W

definida en las Ecs. (5.29) y (5.30). Finalmente, la contribución dependiente del campo
magnético de los campos de fantasmas cargados al potencial del anillo, se calcula fácil-
mente recordando que esta contribución es equivalente a la que viene de dos escalares
(una por cada campo W ) pero con signo opuesto. Por lo tanto tenemos

V
(ring)

charged FP = 2
(eB)2

2π

(
T

(ΠηW )1

48(m̃ηW )3

)
, (6.28)

donde el diagrama que representa los fantasmas de Faddeev-Popov se muestra en la
Fig. 6.4 y como se muestra en el Apéndice C, la principal contribución a la auto-enerǵıa
de los fantasmas asociados al W viene dada por

(ΠηW )1 =
ξ2TmWg2

16π

{
mW

m̃3 + ξ1/2mW

− mW

m̃4 + ξ1/2mW

+
g2 − g′2

g(g2 + g′2)1/2

(
mZ

m̃1 +
√
ξmZ

)}
, (6.29)
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Figura 6.4: Diagramas de Feynman para las auto-enerǵıas de los fantasmas de Faddeev-
Popov. Dado que trabajamos en el ĺımite infrarrojo, diagramas del tipo (a), no con-
tribuyen a las auto-enerǵıas de los fantasmas.

en donde la masa térmica de los fantasmas asociados al W (Z) está dada por

m̃ηW (Z)
=

√
ξm2

W (Z) + (ΠηW (Z)
)1, (6.30)

mW y mZ son respectivamente, las masas del W y Z dependientes del v, y m̃i (i =
1 . . . 4) es definida en las Ecs. (2.24) y (5.14). Notemos que en la Ec. (6.29), hemos
remplazado mi por m̃i donde, aunque el análisis es válido, cerca del mı́nimo de la fase
rota, consideramos el potencial efectivo como una función de v ≥ 0, y para pequeños
valores de v, el cuadrado de las masas de los escalares puede llegar a ser negativo.

6.3. Potencial Efectivo Hasta Orden Anillo

La expresión final para el potencial efectivo

Veff(v) = Vtree(v) + V
(1)
H + V

(1)
f + V

(1)
gb + V

(1)
FP + V

(ring)
H + V

(ring)
gb + V

(ring)
FP , (6.31)

se obtiene mediante la suma de los resultados de las Ecs. (6.1), (6.5), (6.7), (6.8), (6.19),
(6.27) y (6.28).

Con el fin de que los términos que involucran el cuadrado de la masa térmica del
bosón escalar sean reales, la temperatura debe ser tal que

T > T1 ≡

√
16c2

3g2 + g′2 + 8λ+ 4f 2
, (6.32)
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define un ĺımite inferior para la temperatura. Una cota más restrictiva para trabajar
con la expansión de campo débil se obtiene al exigir que eB < m̃2

H . Esta condición se
traduce en la cota

T > T2 ≡

√
eB + 16c2

3g2 + g′2 + 8λ+ 4f 2
. (6.33)

El factor relevante que aumenta el orden de la transición, presente tanto en V
(ring)
H y

V
(ring)

gb , es (eB)2/m̃3
i que puede ser localizado de nuevo en los diagramas que involucran

la auto-enerǵıa de un tadpole de escalares cargados en presencia del campo externo.

6.4. Restauración de la Simetŕıa

Con el fin de verificar cuantitativamente el efecto del campo magnético durante la
TFED, en esta sección se procede a graficar el Veff como una función del valor esperado
del vaćıo v. Para este análisis utilizamos los parámetros conocidos del ME, esto es
g′ = 0.344 y g = 0.637, mZ = 91 GeV, mW = 80 GeV, f = 1, λ = 0.11, que
corresponde a la actual cota para la masa del Higgs.

La Fig. 6.5 muestra el potencial efectivo, en ausencia del campo magnético, dividido
por [mW (vT1 )]4 = (10.5 GeV)4, donde vT1 es el valor donde aparece el mı́nimo en la
fase rota a la temperatura cŕıtica, que en este caso pasa a ser TC = 139.758 GeV.
El valor del parámetro de norma es ξ = 0.1. La transición de fase es débilmente de
primer orden. Observamos que los resultados son consistentes con los obtenidos en la
referencia Ref. [1], los cuales son calculados utilizando los grados de libertad en la fase
simétrica.

La Fig. 6.6 muestra el potencial efectivo dividido por [mW (vT1 )]4 = (10.5 GeV)4

para las mismas temperaturas de la Fig. 6.5 y un valor fijo del campo magnético,
parametrizado en términos de la temperatura de la TFED, B = b × (100 GeV)2, con
b = 0.01. El cuadro insertado en esta gráfica muestra la diferencia (∆Veff) con respecto
a el potencial efectivo mostrado en la Fig. 6.5, en ausencia de campo magnético, sobre
una pequeña región en el rango donde el segundo mı́nimo se desarrolla y ahora está re-
trasado por la presencia del campo magnético. Este mismo efecto se puede observar
si mantenemos la temperatura fija y aumentamos el valor del campo magnético. Dado
que se utiliza un campo magnético débil, el efecto es pequeño. Para apreciar tal efecto,
en la Fig. 6.7 se muestra la diferencia entre los potenciales efectivos en presencia y en
ausencia de campo magnético. Comenzando con campo magnético nulo, la transición
de fase ocurre a la temperatura cŕıtica TC = 139.758 GeV. La transición de fase se
retrasa al aumentar los valores del campo magnético, también parametrizado como
B = b× (100 GeV)2, mientras que la temperatura se mantiene fija. En ambas Figs. 6.6
y 6.7, el valor del parámetro de norma es ξ = 0.1.

La Fig. 6.8 muestra una pequeña región alrededor del segundo mı́nimo que se desarro-
lla en el potencial efectivo dividido por la cuarta potencia de la masa del W dependiente
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Figura 6.5: Potencial efectivo dividido por la cuarta potencia de la masa del W de-
pendiente de v evaluada en vT1 (el valor donde el mı́nimo de la fase rota aparece a la
temperatura cŕıtica en ausencia de campo magnético). Con parámetro de norma ξ = 0.1
y valor del campo magnético nulo. La transición de fase es débilmente de primer orden.
Notamos que los resultados son consistentes con los obtenidos por [79], utilizando los
grados de libertad de la fase simétrica.

de v evaluada en vT1 , para tres diferentes valores del campo magnético que se calculan
a su correspondiente temperatura cŕıtica, manteniendo el valor de ξ = 0.1. Notamos
que al aumentar los valores del campo magnético, la transición de fase se inicia a una
temperatura cŕıtica TC más baja y el mı́nimo de la fase rota v0 también se desplazó a
valores más altos de tal manera que el cociente v0/TC aumenta. Este aumento, aunque
modesto, es una caracteŕıstica deseada que puede eventualmente ayudar a que una
posible asimetŕıa bariónica no sea borrada después de la finalización de la transición
de fase [4]. Para explorar la dependencia del parámetro de norma de los parámetros
relevantes en el potencial efectivo, las Figs. 6.9 – 6.11 muestran la diferencia en el
comportamiento con y sin campo magnético de v0, TC y el cociente v0/TC para valores
de ξ alrededor de 1. Usamos un valor fijo del campo magnético, parametrizado como
B = b× (100 GeV)2, con b = 0, 0.005, 0.010.

Podemos ver que v0, TC y v0/TC se mantienen estables para una variación de ξ hasta
de 1.5. Para estos valores pequeños de la intensidad de campo magnético, de acuerdo
con la jerarqúıa de escalas de enerǵıa asumida, el campo magnético no introduce una
fuerte dependencia en la norma.
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Figura 6.6: Potencial efectivo dividido por la cuarta potencia de la masa del W de-
pendiente de v evaluada en vT1 (el valor donde el mı́nimo de la fase rota aparece a la
temperatura cŕıtica en ausencia de campo magnético) para las mismas temperaturas de
la Fig. 6.5 y un valor fijo del campo magnético parámetrizado como B = b× (100 GeV)2,
con b = 0.01. El parárametro de norma es ξ = 0.1. En el cuadro superior derecho se
muestra la diferencia (∆Veff) con respecto al potencial efectivo mostrado en la Fig. 6.5
en ausencia de campo magnético sobre una pequeña región en el rango de ν donde el
segundo mı́nimo estaŕıa desarrollándose y ahora está retrasado por la presencia de un
campo magnético.

Figura 6.7: Diferencia entre los potenciales efectivos en presencia y en ausencia de
campo magnético dividido por la cuarta potencia de la masa del W dependiente de v
evaluada en vT1 (el valor donde el mı́nimo de la fase rota aparece a la temperatura cŕıtica
T = TB=0

C = 139.758 GeV en ausencia del campo magnético) para diferentes valores del
campo magnético parametrizado como B = b × (100 GeV)2. El parámetro de norma es
ξ = 0.1. A pesar de que el campo magnético es débil, se puede apreciar que la transición
de fase se retrasa al aumentar los valores del campo magnético.
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Figura 6.8: Una pequeña región alrededor del segundo mı́nimo que se desarrolla en el
potencial efectivo dividido por la cuarta potencia de la masa del W dependiente de v
evaluada en vT1 (el valor donde el mı́nimo en la fase rota aparece a la temperatura cŕıtica
en ausencia de campo magnético) para tres diferentes valores del campo magnético a su
correspondiente temperatura cŕıtica y para ξ = 0.1. Notamos que al aumentar los valores
del campo magnético, la transición de fase se inicia a una temperatura más baja y el
mı́nimo de la fase rota también se desplaza a valores más altos de tal manera que la
razón v0/TC incrementa la transición de fase.

Figura 6.9: Diferencias de v0, con y sin campo magnético, en función de ξ. La posición
del mı́nimo en la fase rota a la temperatura cŕıtica, para dos valores del campo magnético
parametrizado como B = b × (100 GeV)2 se mantiene estable a lo largo de una amplia
gama de valores de ξ, aún en la presencia de campo magnético.
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Figura 6.10: Diferencias de TC , con y sin campo magnético, en función de ξ. La posición
de la temperatura cŕıtica para el desarrollo del mı́nimo en la fase rota, para dos valores
del campo magnético parametrizado como B = b× (100 GeV)2 se mantiene estable a lo
largo de una amplia gama de valores de ξ.

Figura 6.11: Diferencia de la razón v0/Tc con y sin campo magnético, para dos valores
del campo magnético parametrizado como B = b× (100 GeV)2, en función de ξ. Donde
se observa cómo el valor del cociente v0/TC es estable para una variación de ξ hasta 1.5.
La presencia del campo magnético no introduce una fuerte dependencia en la norma.
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CONCLUSIONES

En la presente tesis se ha estudiado el problema de la restauración de la simetŕıa del
Modelo Estándar Mı́nimo, a temperatura finita, en presencia de un campo magnético
externo. El estudio se ha realizado mediante el análisis del potencial efectivo a tempe-
ratura finita, considerando los efectos de los diagramas de anillo. El cálculo del potencial
efectivo, en la presencia del campo magnético, nos ha permitido concluir que la TFED
se vuelve más fuertemente de primer orden comparado con el caso en el que el campo
está ausente. Nuestro tratamiento se ha aplicado en el ĺımite de campo magnético débil,
dentro de la jerarqúıa de escalas con la que se trabajo, es decir eB << m2 << T 2,
donde m se toma como una masa genérica que participa en el cálculo.

Se ha trabajado expĺıcitamente con los grados de libertad en la fase con simetŕıa elec-
trodébil rota, donde el campo magnético externo pertenece al grupo U(1)em, y en una
norma covariante, con valor arbitrario de un único parámetro que fija la norma. Para la
inclusión de los efectos del campo magnético externo y para describir los propagadores
de las part́ıculas, se ha hecho uso del formalismo del tiempo propio de Schwinger. De
este modo, la contribución de todos los niveles de Landau ha sido tomada en cuen-
ta. Además, se ha llevado a cabo una expansión sistemática hasta orden (eB)2 en el
campo magnético y como un paso intermedio se ha calculado la dependencia de las
auto-enerǵıas en el MEM, del campo magnético y del parámetro de norma.

La presencia del campo magnético origina términos en el potencial efectivo, propor-
cionales a 1/m̃3

i , donde m̃2
i = m2

i + Π1 es la masa térmica de los campos escalares,
con mi su masa y Π1 la corrección térmica a la masa. Estos términos vienen de los
diagramas de tadpole en la auto-enerǵıa del bosón, donde la part́ıcula del lazo es un
escalar cargado y resultan ser los más relevantes para hacer que la transición de fase se
vuelva más fuertemente de primer orden, en comparación con el caso cuando el campo
no está presente. Los resultados obtenidos están en acuerdo cualitativo y cuantitativo
con los encontrados previamente [1] usando los grados de libertad del ME en la fase
simétrica.

Durante la transición de fase, el cociente 〈v〉
TC

se incrementa a medida que los valores
del campo magnético aumentan. Esta caracteŕıstica funciona en favor de la supresión
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de las transiciones de sphaleron en la fase rota después que la TFED es completada y
por lo tanto, en contra de un posible supreción en la producción de número barionico.

El incremento del anterior cociente es modesto, aunque es importante tener en cuenta
que hemos utilizado valores muy restrictivos de la intensidad de campo, consistentes
con las escalas de enerǵıa usadas en este trabajo. Los términos dominante en la tem-
peratura del potencial efectivo son independientes del parámetro de norma, aunque
los otros son subdominantes, es decir, los que vienen con el campo magnético llegan
a ser dependientes del parámetro de norma. La dependencia de este parámetro sobre
los observables de la transición de fase tales como: la posición del mı́nimo, en la fase
con simetŕıa rota y la temperatura cŕıtica para la transición, no es despreciable para
valores de ξ cerca de ξ ∼ 1. Esta dependencia señala que el corte en la expansión en
serie de potencias del campo magnético, podŕıa no ser un procedimiento invariante de
norma. Este último punto merece una mirada más cercana y se espera investigar más
adelante.



Apéndice A

Auto-enerǵıas de escalares en una
norma arbitraria

En este apéndice, listamos los resultados para los diagramas de las auto-enerǵıas re-
presentados en la Fig. 5.1 (para el bosón de Goldstone neutro, no hay una contribución
del tipo mostrado en el diagrama (c) de la Fig. 5.1).

A.1. Auto-enerǵıas del bosón de Higgs (H)
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A.2. Auto-enerǵıas del bosón de Goldstone Neutro
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A.3. Auto-enerǵıas del bosón de Goldstone cargado
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Apéndice B

Auto-enerǵıas de los bosones de
norma en una norma arbitraria

En este apéndice, se presentan los resultados para los diagramas de las auto-enerǵıas
mostrados en la Fig. 5.2
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Apéndice C

Auto-enerǵıa de los fantasmas en
una norma arbitraria

En este apéndice, listamos los resultados obtenidos para las auto-enerǵıas de los
diagramas representados en la Fig. 6.4.

C.1. Auto-enerǵıas del bosón γ asociadas al fantas-

ma (ηγ)

Πηγ
a = Π

ηγ
b = 0. (C.1)

C.2. Auto-enerǵıas del bosón Z asociadas al fantas-

ma (ηZ)
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a = 0. (C.2)
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C.3. Auto-enerǵıas del bosón W asociadas al fan-

tasma (ηW)

ΠηW
a = 0. (C.4)
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