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1 Introducción

Las condiciones suficientes de segundo orden (CSS) en control óptimo provienen en
la mayoŕıa de los casos de algunas generalizaciones de condiciones suficientes dadas
en el contexto de cálculo de variaciones. Es bien sabido que las condiciones refor-
zadas de Euler, Legendre, Weierstrass y Jacobi, forman parte de un conjunto de
condiciones suficientes para un mı́nimo fuerte estricto. Actualmente, en la teoŕıa de
cálculo de variaciones y de control óptimo existe una literatura muy extensa sobre
CSS (ver [1,6,7,19–25,28,31–38,40–43]). Algunos de estos enfoques incluyen posibles
generalizaciones de la teoŕıa de Jacobi en términos de puntos conjugados, la cons-
trucción de una solución acotada de la ecuación matricial de Riccati, una función de
verificación que satisface la ecuación de Hamilton-Jacobi, y la inserción del problema
de control óptimo correspondiente en un problema de optimización abstracta en un
espacio de Banach. Por otra parte, para problemas de control óptimo que contienen
restricciones con igualdades y/o desigualdades, el enfoque que se utiliza en [28, 43]
consiste en la construcción de una función cuadrática que satisface la desigualdad de
Hamilton-Jacobi. La existencia de tal función depende de la solución de la ecuación
modificada de Ricatti que incorpora el espacio tangente de las restricciones activas.
Con respecto a las CSS para problemas con restricciones mixtas, en las referen-
cias [29, 30] se considera un problema multidimensional de control óptimo de clase
C1,1 con puntos fijos finales, y se obtiene un criterio de suficiencia directo para la
existencia de una función con la cual se cumple la desigualdad de Hamilton-Jacobi.
En [23] se generalizan los métodos de las referencias anteriores combinando dichos
resultados con una técnica que permite medir la desviación de la función de costo
I(x, u) con respecto al valor óptimo I(x0, u0) por medio de la norma L2 en una
vecindad en L∞ de x0.

En esta tesis estudiaremos un problema de Lagrange de control óptimo de puntos
fijos finales y con restricciones isoperimétricas el cual denotamos por (P). La apor-
tación principal de este trabajo está basada en el planteamiento y la demostración
de un teorema que proporciona un conjunto nuevo de condiciones suficientes para
un mı́nimo estricto fuerte del problema (P). El planteamiento del teorema principal
de esta tesis está motivado por un resultado dado en Hestenes [17], el cual propor-
ciona condiciones suficientes para un mı́nimo estricto fuerte en el problema clásico
de cálculo de variaciones que incluye puntos fijos finales y restricciones isoperimétri-
cas. La demostración del teorema principal de este trabajo es una generalización de
la técnica utilizada por Hestenes en [17], la cual es autocontenida en el sentido de
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que no utiliza los conceptos clásicos para obtener teoremas de suficiencia como lo
son, la teoŕıa de Jacobi en términos de puntos conjugados, el uso de teoremas de
inmersión de la teoŕıa de las ecuaciones diferenciales, la teoŕıa de Hamilton-Jacobi,
y la construcción de ciertas matrices de Riccati. De hecho, dicho método está basa-
do completamente en un enfoque variacional puesto que este utiliza expĺıcitamente
la positividad de la segunda variación sobre el conjunto de variaciones admisibles
no nulas. Algunas extensiones de esta técnica han permitido obtener teoremas de
suficiencia en ciertas clases de problemas de cálculo de variaciones y de control ópti-
mo que no contienen expĺıcitamente restricciones isoperimétricas, ver [31,34–37,42].
Es importante mencionar que todo problema de control óptimo con restricciones
isoperimétricas se puede transformar en un problema de Lagrange sin restricciones,
sin embargo, al llevar a cabo dicha transformación la nueva dinámica incorpora las
funciones que intervienen en las restricciones isoperimétricas y esto conlleva a resol-
ver un problema que en general es más complicado. El hecho de que las condiciones
del teorema principal de esta tesis sean más fáciles de verificar se debe a que dicho
problema se ataca directamente como un problema cuya naturaleza tiene este tipo
de restricciones.

La esencia del teorema principal de esta tesis se puede describir de la siguiente
manera. En la teoŕıa de control es bien sabido que todo proceso admisible óptimo
tiene que satisfacer el principio del máximo de Pontryagin. En el contexto de esta
tesis a los procesos admisibles que satisfacen un reforzamiento de este principio
los llamaremos extremos. Dado un extremo cuyo control vive en el espacio de las
funciones continuas, ver [23] donde la continuidad del control óptimo se cumple en
particular para problemas en el cual el Hamiltoniano admite un mı́nimo único, le
impondremos las condiciones reforzadas de Legendre y Weierstrass, la positividad
de la segunda variación sobre el conjunto de variaciones admisibles no nulas, y una
condición relacionada con las funciones exceso de Weierstrass con respecto a las
funciones que delimitan el problema. Si algún extremo satisface estas condiciones,
entonces dicho extremo será un mı́nimo estricto fuerte del problema (P), de hecho,
la desviación del costo I(x, u) de todo proceso admisible (x, u), cuya estrategia x
viva en una vecindad suficientemente pequeña en L∞ de la estrategia óptima x0,
estará estimada por medio de una proporción del cuadrado de la norma L1 de la
diferencia entre u y u0, siendo u0 el control óptimo correspondiente. Cabe mencionar
que el hecho antes descrito es muy similar a la conclusión obtenida en [23], que se
mencionó al final del primer párrafo, donde la desviación del costo se estima con la
norma L2.
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Vale la pena mencionar algunas de las herramientas fundamentales del Análisis
Funcional que se utilizaron para llevar a cabo de manera fruct́ıfera el desarrollo de
este trabajo.

Sea T := [t0, t1] un intervalo compacto de R, recordemos que las funciones absolu-
tamente continuas AC(T ; Rn) son diferenciables en casi todo punto y su derivada es
una función que pertenece al espacio L1(T ; Rn). Más aún, la clase de funciones más
grande que admite los dos teoremas fundamentales del cálculo al utilizar integrales
de Lebesgue es la de las absolutamente continuas.

Los espacios Lp(T ; Rn) son espacios vectoriales de Banach reflexivos cuando 1 <
p < ∞. Este hecho es de fundamental importancia ya que permite concluir que
toda sucesión acotada en Lp(T ; Rn) con 1 < p < ∞, tiene una subsucesión que
converge débil en Lp(T ; Rn). El Teorema de Representación de Riesz junto con dicho
resultado son una parte fundamental para poder llegar a ciertas conclusiones acerca
de la convergencia de algunas sucesiones de integrales en las cuales los resultados
clásicos de la teoŕıa de la medida no nos dan una respuesta.

El teorema de la acotación uniforme, también conocido como el teorema de
Banach-Steinhaus, nos proporciona una herramienta crucial que nos permite con-
cluir que un conjunto es acotado en Lp(T ; Rn). Espećıficamente, para saber si un
conjunto es acotado en Lp(T ; Rn) es suficiente aplicarle toda funcional del dual de
Lp(T ; Rn) y ver que la imagen de dicho conjunto es acotado en R, en otras pala-
bras, todo conjunto débilmente acotado en Lp(T ; Rn) está fuertemente acotado en
Lp(T ; Rn).

Es bien sabido que toda sucesión convergente en Lp(T ; Rn) con 1 ≤ p <∞, tiene
una subsucesión que converge puntualmente excepto posiblemente en un conjunto de
medida cero. El Teorema de Egoroff nos asegura que la convergencia es casi uniforme
en T . Dada una sucesión de funciones en AC(T ; Rn) que converge puntualmente en
T , un criterio fundamental al que uno puede apelar para concluir que la convergencia
sea uniforme en T es verificar si dicha sucesión de funciones es equicontinua en
T . Una consecuencia inmediata del Teorema de Ascoli-Arzelá nos dice que si una
sucesión de funciones vectoriales definidas en un espacio métrico compacto converge
puntualmente y esta sucesión es equicontinua, entonces la convergencia es uniforme.

La organización de esta tesis está dada de la siguiente manera. En la sección 2 se
plantean el problema y los teoremas principales de este trabajo junto con algunas
definiciones fundamentales de la teoŕıa de control óptimo, las cuales nos permitirán
establecer de una forma concisa la estructura del problema (P). En la sección 3 se
presentan dos ejemplos, uno de cálculo de variaciones y otro de control óptimo, para
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los cuales el teorema principal nos permite concluir que los extremos encontrados son
mı́nimos estrictos fuertes. La motivación del ejemplo de control óptimo se obtuvo del
tutorial del software PROPT (Matlab Optimal Control Software), ver [39]. En esta
fuente se ataca un problema semejante con un método numérico llamado método
pseudoespectral de colocación, ver [3,4,8,18,39]. Cabe mencionar que de este método
sólo se obtienen procesos admisibles y no se utiliza el principio de Pontryagin. En
contraste, la teoŕıa desarrollada en esta tesis nos permitió corroborar que un extremo
es de hecho un mı́nimo estricto fuerte del problema (P). Es importante hacer notar
que los datos principales de dicho ejemplo coinciden con aquellos dados en [39].
En la sección 4 se presenta la demostración del teorema principal y finalmente en la
última sección se demuestra un resultado auxiliar en el cual está basada fuertemente
la demostración de dicho teorema.

2 Planteamiento del problema y resultados principales

El problema de puntos fijos finales de control óptimo que estudiaremos en esta
tesis se puede establecer de la siguiente forma. Dado un intervalo T := [t0, t1] en R,
dos puntos ξ0 y ξ1 en Rn, r constantes α1, . . . , αr en R, funciones L,L1, . . . , Lr que
mapean T ×Rn ×Rm en R y f que mapea T ×Rn ×Rm en Rn, denotemos por
X := AC(T ; Rn) al espacio de las funciones absolutamente continuas que mapean
T en Rn, sean U := L1(T ; Rm), Z := X × U , y denotemos por Ze al conjunto de
todas los parejas (x, u) ∈ Z que satisfacen

a. L(·, x(·), u(·)) y Li(·, x(·), u(·)) (i = 1, . . . , r) pertenecen a L1(T ; R).
b. ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)) c.t.p. en T .
c. x(t0) = ξ0, x(t1) = ξ1.
d. Ii(x, u) := αi +

∫ t1
t0
Li(t, x(t), u(t))dt = 0 (i = 1, . . . , r).

El problema con el que trabajaremos, el cual denotamos como (P), es el de mi-
nimizar I sobre Ze, donde

I(x, u) :=

∫ t1

t0

L(t, x(t), u(t))dt.

Para este problema, un proceso admisible es un elemento de Ze, esto es, una pareja
(x, u) de funciones x ∈ X y u ∈ U que satisfacen las restricciones del problema (P).
Un proceso admisible (x, u) es llamado un mı́nimo fuerte de (P) si existe ε > 0 tal
que I(x, u) ≤ I(y, v) para toda (y, v) ∈ Ze con ‖y − x‖∞ < ε, (y, v) 6= (x, u). Si
la desigualdad anterior es estricta el proceso admisible (x, u) es un mı́nimo fuerte
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estricto.

Asumiremos a lo largo de esta tesis que las funciones L,L1, . . . , Lr y f son con-
tinuas y de clase C2 con respecto a x y u en T ×Rn ×Rm. Además supondremos
que existe una función continua ψ : T ×Rn → R tal que

|fu(t, x, u)| ≤ ψ(t, x) para toda (t, x, u) ∈ T ×Rn ×Rm.

Dados r números reales λ1, . . . , λr consideremos la funcional I0 : Ze → R dada por

I0(x, u) := I(x, u) +
r∑
i=1

λiIi(x, u) =
r∑
i=1

λiαi +

∫ t1

t0

L0(t, x(t), u(t))dt,

donde L0 : T ×Rn ×Rm → R está dada por

L0(t, x, u) := L(t, x, u) +
r∑
i=1

λiLi(t, x, u).

Notemos que, como Ii(x, u) = 0 (i = 1, . . . , r) en Ze, entonces I0(x, u) = I(x, u) en
Ze.

Para la teoŕıa que desarrollaremos es conveniente utilizar las siguientes definicio-
nes.

• Para toda (t, x, u, p) ∈ T × Rn × Rm × Rn, definimos el Hamiltoniano del
problema por

H(t, x, u, p) := 〈p, f(t, x, u)〉 − L0(t, x, u)

donde 〈·, ·〉 es el producto escalar.

• Una triada (x, u, p) será llamada un extremo si (x, u) es un proceso admisible,
p ∈ X,

ṗ(t) = −H∗x(t, x(t), u(t), p(t)) (c.t.p. en T ) y Hu(t, x(t), u(t), p(t)) = 0 (t ∈ T )

donde ‘∗’ denota transpuesta.

• Para una p ∈ X dada, definimos para toda (t, x, u) ∈ T ×Rn ×Rm,

F0(t, x, u) := L0(t, x, u)− 〈p(t), f(t, x, u)〉 − 〈ṗ(t), x〉.

Con respecto a F0, definimos la funcional J como

J(x, u) := β +

∫ t1

t0

F0(t, x(t), u(t))dt ((x, u) ∈ Ze)
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donde β = 〈p(t1), ξ1〉 − 〈p(t0), ξ0〉+
∑r

i=1 λiαi.

Sea C(T ; Rm) el espacio de las funciones continuas que mapean T en Rm, y
consideremos la primera variación de J e Ii con respecto a (x, u) ∈ X × C(T ; Rm)
sobre (y, v) ∈ Z dadas por

J ′((x, u); (y, v)) :=

∫ t1

t0

[F0x(t, x(t), u(t))y(t) + F0u(t, x(t), u(t))v(t)]dt,

I ′i((x, u); (y, v)) :=

∫ t1

t0

[Lix(t, x(t), u(t))y(t) +Liu(t, x(t), u(t))v(t)]dt (i = 1, . . . , r),

y la segunda variación de J con respecto a (x, u) ∈ X × C(T ; Rm) sobre (y, v) ∈
X × L2(T ; Rm) dada por

J ′′((x, u); (y, v)) :=

∫ t1

t0

2Ω(t, y(t), v(t))dt,

donde, para toda (t, y, v) ∈ T ×Rn ×Rm,

2Ω(t, y, v) := 〈y, F0xx(t, x(t), u(t))y〉+ 2〈y, F0xu(t, x(t),u(t))v〉
+ 〈v, F0uu(t, x(t), u(t))v〉.

Con respecto a F0, denotemos por E0 la función exceso de Weierstrass que co-
rresponde a

E0(t, x, u, v) := F0(t, x, v)− F0(t, x, u)− F0u(t, x, u)(v − u)

para toda (t, x, u, v) ∈ T ×Rn ×Rm ×Rm.
También con respecto a Li (i = 1, . . . , r), denotemos por Ei las correspondientes

funciones exceso de Weierstrass dadas por

Ei(t, x, u, v) := Li(t, x, v)− Li(t, x, u)− Liu(t, x, u)(v − u).

• Un proceso admisible (x, u) es no singular si el determinante |F0uu(t, x(t), u(t))|
es diferente de cero para toda t ∈ T .

• Para toda (x, u) ∈ X × C(T ; Rm), denotamos por Y (x, u) a la clase de todas
las parejas (y, v) ∈ X × L2(T ; Rm) que satisfacen

ẏ(t) = A(t)y(t) +B(t)v(t) c.t.p. en T , y(t0) = y(t1) = 0, y I ′i((x, u); (y, v)) = 0

para i = 1, . . . , r, donde A(t) := fx(t, x(t), u(t)) y B(t) := fu(t, x(t), u(t)) (t ∈ T ).
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A los elementos de Y (x, u) les llamaremos variaciones admisibles a lo largo de (x, u).

• Para toda u ∈ U sea

D(u) :=

∫ t1

t0

ϕ(u(t))dt donde ϕ(c) := (1 + |c|2)1/2 − 1,

y denotemos por ‖ · ‖ = ‖ · ‖∞ a la norma del supremo en X.

Definamos el tubo débil restringido de radio ε > 0 centrado en un proceso admi-
sible dado (x, u) como

T1((x, u); ε) := {(t, y, v) ∈ T ×Rn ×Rm : |x(t)− y| < ε, |u(t)− v| < ε}.

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del Lema 3.2 de [34].

2.1 Lema: Supongamos que F0 es C2 con respecto a u y (x0, u0) ∈ Z, con u0

continua, satisface
i. F0uu(t, x0(t), u0(t)) > 0 (t ∈ T ).
ii. Existe ε > 0 tal que E0(t, x, u, v) ≥ 0 para toda (t, x, u, v) con (t, x, u) ∈

T1((x0, u0); ε).
Entonces existe h > 0 y podemos disminuir ε > 0, si es necesario, tal que, para

todos los procesos admisibles (x, u) que satisfacen ‖x− x0‖ < ε,

E0(t, x(t), u0(t), u(t)) ≥ hϕ(u(t)− u0(t)) (c.t.p. en T ).

En el Teorema 2.2 estableceremos el resultado principal de la tesis que corresponde
a un resultado nuevo de suficiencia para un mı́nimo fuerte estricto del problema
(P) con respecto a un extremo dado. El conjunto de condiciones suficientes consiste
en la condición reforzada de Legendre-Clebsch, la positividad de la segunda varia-
ción sobre el conjunto de variaciones admisibles no nulas, la condición reforzada de
Weierstrass con respecto a F0, y en una condición relacionada con las funciones de
exceso de Weierstrass con respecto a las funciones que delimitan el problema.

2.1 Teorema: Supongamos que existen p ∈ X y multiplicadores λ1, . . . , λr
para los cuales (x0, u0, p) es un extremo con u0 continua y supongamos también que

i. F0uu(t, x0(t), u0(t)) > 0 (t ∈ T ).
ii. J ′′((x0, u0); (y, v)) > 0 para todas las variaciones admisibles no nulas (y, v) a

lo largo de (x0, u0).
iii. Existe ε > 0 tal que E0(t, x, u, v) ≥ 0 para toda (t, x, u, v) con (t, x, u) ∈

T1((x0, u0); ε).
iv. Existe k > 0 tal que, para todos los procesos admisibles (x, u) que satisfacen
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‖x− x0‖ < ε,∫ t1

t0

E0(t, x(t), u0(t), u(t))dt ≥ k

∣∣∣∣ ∫ t1

t0

Ei(t, x(t), u0(t), u(t))dt

∣∣∣∣ (i = 1, . . . , r).

Entonces existen ρ, δ > 0 tales que, para todos los procesos admisibles (x, u) que
satisfacen ‖x− x0‖ < ρ,

J(x, u) ≥ J(x0, u0) + δD(u− u0).

2.2 Teorema: Supongamos que existen p ∈ X y multiplicadores λ1, . . . , λr para
los cuales (x0, u0, p) es un extremo con u0 continua y supongamos también que

i. F0uu(t, x0(t), u0(t)) > 0 (t ∈ T ).
ii. J ′′((x0, u0); (y, v)) > 0 para todas las variaciones admisibles no nulas (y, v) a

lo largo de (x0, u0).
iii. Existe ε > 0 tal que E0(t, x, u, v) ≥ 0 para toda (t, x, u, v) con (t, x, u) ∈

T1((x0, u0); ε).
iv. Existe k > 0 tal que, para todos los procesos admisibles (x, u) que satisfacen
‖x− x0‖ < ε,∫ t1

t0

E0(t, x(t), u0(t), u(t))dt ≥ k

∣∣∣∣ ∫ t1

t0

Ei(t, x(t), u0(t), u(t))dt

∣∣∣∣ (i = 1, . . . , r).

Entonces existen ρ, δ > 0 tales que, para todos los procesos admisibles (x, u) que
satisfacen ‖x− x0‖ < ρ,

I(x, u) ≥ I(x0, u0) + δD(u− u0).

En particular, (x0, u0) es un mı́nimo fuerte estricto de (P).

Demostración: Este resultado es una consecuencia del Teorema 2.1 dado que
J(x, u) = I(x, u) para todas las parejas (x, u) ∈ Ze.
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3 Ejemplos

En esta sección exhibiremos un ejemplo de cálculo de variaciones y otro de control
óptimo de puntos fijos finales con restricciones isoperimétricas. Para estos ejemplos
el Teorema 2.2 muestra que los extremos usados son mı́nimos fuertes estrictos.

3.1 Ejemplo: Sea 0 < a < 1. Se tiene que encontrar la curva C en R2 de
longitud 2 arc sen a que una los puntos finales A = (−a, a) y B = (a, a), y tal que el
área entre C y la cuerda CD con C = (−a, 0) y D = (a, 0) sea mı́nima. La funcional
a minimizar es

I(x, u) =

∫ a

−a
x(t)dt

sujeta a
a. x(·) y

√
1 + u2(·) pertenecen a L1(T ; R).

b. ẋ(t) = u(t) c.t.p. en [−a, a].
c. x(−a) = a, x(a) = a.
d. I1(x, u) = −2 arc sen a+

∫ a
−a

√
1 + u2(t)dt = 0.

Obsérvese que la restricción a. se satiface automaticamente para toda (x, u) ∈ Z.
Para este caso, n = m = r = 1, T = [−a, a], ξ0 = ξ1 = a, α1 = −2 arc sen a,

L(t, x, u) = x, L1(t, x, u) =
√

1 + u2, y f(t, x, u) = u.

Claramente, puesto que fu(t, x, u) = 1, existe una función continua ψ : T ×R→ R
tal que

|fu(t, x, u)| ≤ ψ(t, x) para toda (t, x, u) ∈ T ×R×R.

Definamos

x0(t) := a+
√

1− a2 −
√

1− t2, y u0(t) :=
t√

1− t2
(t ∈ T ).

Claramente, (x0, u0) ∈ Ze. Dado que

H(t, x, u, p) = pu− x− λ1

√
1 + u2,

entonces

Hx(t, x, u, p) = −1, y Hu(t, x, u, p) = p− λ1u√
1 + u2

.

Por lo tanto, con λ1 = 1 y p(t) = t (t ∈ T ), (x0, u0, p) es un extremo. Adicionalmente,

F0(t, x, u) =
√

1 + u2 − tu,
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por lo que

F0uu(t, x, u) =
1

(1 + u2)3/2 .

Consecuentemente,

F0uu(t, x0(t), u0(t)) = (1− t2)3/2 > 0 (t ∈ T ).

De esta manera 2.2(i) se satisface. Ahora, notemos que A(t) = 0, B(t) = 1 (t ∈ T ),
de donde (y, v) ∈ Y (x0, u0) implica que

ẏ(t) = v(t) c.t.p. en T .

Por consiguiente

J ′′((x0, u0); (y, v)) =

∫ a

−a
(1− t2)3/2v2(t)dt > 0

para toda (y, v) ∈ Y (x0, u0), (y, v) 6= (0, 0). Aśı, 2.2(ii) se cumple. Utilizando el
Teorema de Taylor es fácil ver que la función exceso de Weierstrass E0 está dada por

E0(t, x, u, v) =

(∫ 1

0

1− λ
(1 + (u+ λ[v − u])2)3/2dλ

)
(v − u)2 ≥ 0

para toda (t, x, u, v). Aśı, 2.2(iii) se verifica para toda ε > 0, digamos ε = 1. Adicio-
nalmente, notemos que E1(t, x, u, v) = E0(t, x, u, v) para toda (t, x, u, v). Consecuen-
temente 2.2(iv) se satisface con k = 1. Por el Teorema 2.2, (x0, u0) es un mı́nimo
estricto fuerte de (P ).

3.2 Ejemplo: En la referencia [39]1 encontré un ejemplo que se ataca con un
método numérico el cual utiliza el software PROPT (Matlab Optimal Control Soft-
ware). Cabe mencionar que en este problema no se utiliza el principio de Pontryagin,
únicamente se exhibe un proceso admisible el cual se obtiene por medio de un méto-
do pseudoespectral de colocación, es decir, dicho proceso admisible toma la forma de
un polinomio el cual satisface las ecuaciones diferenciales algebraicas y las restric-
ciones en los puntos de colocación correspondientes, véase [3,4,8,18,39]. Utilizando
el Teorema 2.2 resolveremos un ejemplo muy similar al mencionado anteriomente.

Consideremos la ecuación diferencial de segundo orden con valores iniciales

ẍ(t) = senx(t) cosx(t) + x(t) (t ∈ [0, 1]),

x(0) = 1, ẋ(0) = −1.504968.

Utilizando el método numérico de Runge-Kutta obtenemos la gráfica de la solu-
ción de la ecuación diferencial anterior la cual denotaremos por x0.

1http://tomdyn.com/examples/isoperimetric.html
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Sean

α1 := 2 cos 1− 2 +

∫ 1

0
[ẋ2

0(t) + sen2 x0(t)]dt ' 0.356916

y ξ1 := x0(1) = 1.4× 10−17 ' 0.

La funcional a minimizar es

I(x, u) =

∫ 1

0
x2(t)dt

sujeta a
a. x2(·) y u2(·) pertenecen a L1(T ; R).
b. ẋ(t) = u(t)− senx(t) c.t.p. en [0, 1].
c. x(0) = 1, x(1) = ξ1.
d. I1(x, u) = −α1 +

∫ 1
0 u

2(t)dt = 0.

En este problema n = m = r = 1, T = [0, 1], ξ0 = 1, ξ1 ' 0, α1 ' 0.356916,

L(t, x, u) = x2, L1(t, x, u) = u2, y f(t, x, u) = u− senx.

Puesto que fu(t, x, u) = 1, existe una función continua ψ : T ×R→ R tal que

|fu(t, x, u)| ≤ ψ(t, x) para toda (t, x, u) ∈ T ×R×R.

Sea x0 la función dada anteriormente y sea u0(t) := ẋ0(t) + senx0(t) (t ∈ T ).
Claramente, (x0, u0) ∈ Ze. Por otro lado, no es dif́ıcil ver que si p(t) := 2u0(t)
(t ∈ T ) y λ1 = 1 entonces (x0, u0, p) es un extremo. Tenemos que

F0(t, x, u) = x2 + u2 − p(t)u+ p(t) senx− ṗ(t)x.
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Por lo tanto,
F0uu(t, x0(t), u0(t)) = 2 > 0 (t ∈ T ).

De esta manera 2.2(i) se cumple. Notemos que A(t) = − cosx0(t), B(t) = 1 (t ∈ T ).
Aśı, (y, v) ∈ Y (x0, u0) implica que

ẏ(t) = (− cosx0(t))y(t) + v(t) c.t.p. en T .

Consecuentemente,

J ′′((x0, u0); (y, v)) = 2

∫ 1

0

[(
1− sen2 x0(t) +

d

dt
{cosx0(t)}

)
y2(t) + v2(t)

]
dt > 0

para toda (y, v) ∈ Y (x0, u0), (y, v) 6= (0, 0). Aśı, 2.2(ii) es satisfecha.
Por otro lado, la función exceso de Weierstrass E0 de F0 está dada por

E0(t, x, u, v) = (v − u)2 ≥ 0

para toda (t, x, u, v). Por lo tanto, 2.2(iii) se satiface para toda ε > 0, digamos
ε = 1. También, es fácil ver que E1(t, x, u, v) = E0(t, x, u, v) para toda (t, x, u, v). En
consecuencia, 2.2(iv) se verifica con k = 1. Por el Teorema 2.2, (x0, u0) es un mı́nimo
estricto fuerte de (P ).

4 Demostración del Teorema 2.1

En esta sección demostraremos el Teorema 2.1. Primero planteamos un resul-
tado auxiliar en el cual se basará fuertemente la demostración. Impĺıcitamente en
el planteamiento de este resultado se incluye una generalización del concepto de
convergencia direccional de trayectorias, que fue introducido por primera vez en el
contexto de cálculo de variaciones por Hestenes, ver [17], página 155.

4.1 Lema: Sea {uq} una sucesión en U , u0 ∈ U , y supongamos que

ĺım
q→∞

D(uq − u0) = 0 y dq := [2D(uq − u0)]
1/2 > 0 (q ∈ N).

Para toda q ∈ N y t ∈ T definamos

wq(t) :=

[
1 +

1

2
ϕ(uq(t)− u0(t))

]1/2

, vq(t) :=
uq(t)− u0(t)

dq
.

Entonces se cumple lo siguiente:
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a. Existen v0 ∈ L2(T ; Rm) y una subsucesión de {uq} (que no renombramos),
tal que {vq} converge débilmente a v0 en L1(T ; Rm), además, uq(t) → u0(t) casi
uniformemente en T (esto es, para cada ε > 0 existe Sε ⊂ T con m(Sε) < ε tal
que uq(t) → u0(t) uniformemente en T \ Sε), y en consecuencia wq(t) → 1 casi
uniformemente en T .

b. Sean Aq ∈ L∞(T ; Rn×n) y Bq ∈ L∞(T ; Rn×m) matrices de funciones para las
cuales existen constantes m0,m1 > 0 tales que ‖Aq‖∞ ≤ m0 y ‖Bq‖∞ ≤ m1 (q ∈ N)
y denotemos por yq a la solución del sistema

ẏ(t) = Aq(t)y(t) +Bq(t)vq(t) (c.t.p. en T ), y(t0) = 0.

Entonces existen σ0 ∈ L2(T ; Rn) y una subsucesión de {yq} (que no renombramos)
tal que {ẏq} converge débilmente en L1(T ; Rn) a σ0. Además, si definimos

y0(t) :=

∫ t

t0

σ0(s)ds (t ∈ T ),

entonces yq(t)→ y0(t) uniformemente en T .
c. Supongamos que S ⊂ T es medible y que wq(t) → 1 uniformemente en S.

Sean Rq, R0 formas cuadráticas con matrices asociadas Rq(·) medibles de m×m en
S, R0(·) ∈ L∞(S; Rm×m), Rq(t) → R0(t) uniformemente en S, y R0(t) ≥ 0 (t ∈ S).
Entonces existe una subsucesión de {uq} (que no renombramos) tal que

ĺım inf
q→∞

∫
S

Rq(t; vq(t))dt ≥
∫
S

R0(t; v0(t))dt.

Demostración del Teorema 2.1:
Asumiremos que para toda ρ, δ > 0, existe (x, u) ∈ Ze con ‖x− x0‖ < ρ tal que

J(x, u) < J(x0, u0) + δD(u− u0). (1)

Mostraremos que esto contradice la hipótesis (ii) con lo cual se demostrará el Teo-
rema.

Sea z0 := (x0, u0). Notemos que, para toda z = (x, u) ∈ Ze,

J(z) = J(z0) + J ′(z0; z − z0) +K0(z) + Ẽ0(z) (2)

donde

Ẽ0(x, u) :=

∫ t1

t0

E0(t, x(t), u0(t), u(t))dt,
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K0(x, u) :=

∫ t1

t0

[M0(t, x(t)) + 〈u(t)− u0(t), N0(t, x(t))〉]dt,

y las funciones M0 y N0 están dadas por

M0(t, y) := F0(t, y, u0(t))− F0(t, x0(t), u0(t))− F0x(t, x0(t), u0(t))(y − x0(t)),

N0(t, y) := F ∗0u(t, y, u0(t))− F ∗0u(t, x0(t), u0(t)).

Por el teorema de Taylor tenemos que

M0(t, y) =
1

2
〈y − x0(t), P0(t, y)(y − x0(t))〉, N0(t, y) = Q0(t, y)(y − x0(t)),

donde

P0(t, y) := 2

∫ 1

0
(1− λ)F0xx(t, x0(t) + λ(y − x0(t)), u0(t))dλ,

Q0(t, y) :=

∫ 1

0
F0ux(t, x0(t) + λ(y − x0(t)), u0(t))dλ.

Empezaremos demostrando la existencia de α0, h, δ0 > 0 tales que, para toda z =
(x, u) ∈ Ze que satisface ‖x− x0‖ < δ0,

Ẽ0(x, u) ≥ hD(u− u0), (3)

|K0(x, u)| ≤ α0‖x− x0‖[1 +D(u− u0)]. (4)

Por las hipótesis (i) y (iii) del teorema y usando el Lema 2.1, existe h > 0 y
podemos disminuir ε > 0, si es necesario, de tal forma que para toda (x, u) ∈ Ze con
‖x− x0‖ < ε,

E0(t, x(t), u0(t), u(t)) ≥ hϕ(u(t)− u0(t)) (c.t.p. en T).

Por lo tanto

Ẽ0(z) =

∫ t1

t0

E(t, x(t), u0(t), u(t))dt ≥ h

∫ t1

t0

ϕ(u(t)− u0(t))dt = hD(u− u0)

para toda z ∈ Ze que satisface ‖x− x0‖ < ε.
Por otro lado, utilizando la desigualdad de Scharwz y la continuidad de las fun-

ciones P0 y Q0, no es dif́ıcil ver que se pueden escoger α, µ > 0 tales que, para toda
z ∈ Ze con ‖x− x0‖ < µ,

|M0(t, x(t)) + 〈u(t)− u0(t), N0(t, x(t))〉| ≤ α|x(t)− x0(t)|[1 + |u(t)− u0(t)|2]1/2
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para toda t ∈ T . Definamos α0 := máx{α, α(t1 − t0)}. Entonces, para toda z ∈ Ze
con ‖x− x0‖ < µ,

|K0(z)| ≤ α‖x− x0‖
∫ t1

t0

[1 + ϕ(u(t)− u0(t))]dt ≤ α0‖x− x0‖[1 +D(u− u0)]

y por lo tanto (3) y (4) se cumplen con α0, h dadas anteriormente y δ0 = mı́n{ε, µ}.
Ahora, por (1), para toda q ∈ N existe zq = (xq, uq) ∈ Ze tal que

‖xq − x0‖ < δ0, ‖xq − x0‖ <
1

q
, J(zq)− J(z0) <

1

q
D(uq − u0). (5)

Observemos que la última desigualdad implica que uq(t) 6= u0(t) sobre un conjunto
de medida positiva y entonces D(uq − u0) > 0 (q ∈ N). Dado que z0 es un extremo
entonces J ′(z0;w) = 0 para toda w ∈ Z, por lo que de (2), (3) y (4) tenemos

J(zq)− J(z0) = K0(zq) + Ẽ0(zq) ≥ −α0‖xq − x0‖+D(uq − u0)(h− α0‖xq − x0‖).

Por (5) obtenemos

D(uq − u0)

(
h− 1

q
− α0

q

)
<
α0

q

y consecuentemente D(uq − u0) → 0, q → ∞. Definimos dq, wq, y vq como en el
Lema 4.1. Para toda q ∈ N y t ∈ T definimos

yq(t) :=
xq(t)− x0(t)

dq
.

Por el Lema 4.1a existen v0 ∈ L2(T ; Rm) y una subsucesión de {zq} (que no
renombramos) tal que {vq} converge débilmente en L1(T ; Rm) a v0. Por el Teorema
de Taylor, para toda q ∈ N,

ẏq(t) = Aq(t)yq(t) +Bq(t)vq(t) (c.t.p. en T )

donde

Aq(t) =

∫ 1

0
fx(t, x0(t) + λ[xq(t)− x0(t)], u0(t))dλ,

Bq(t) =

∫ 1

0
fu(t, xq(t), uq(t) + λ[u0(t)− uq(t)])dλ.

Por la continuidad de fx existe m0 > 0 tal que ‖Aq‖∞ ≤ m0 (q ∈ N). Además,

|Bq(t)| ≤
∫ 1

0
|fu(t, xq(t), uq(t) + λ[u0(t)− uq(t)])|dλ ≤ ψ(t, xq(t)) (t ∈ T, q ∈ N).
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Dado que ψ es continua, existe m1 > 0 tal que ‖Bq‖∞ ≤ m1 (q ∈ N). Por el Lema
4.1b, existen σ0 ∈ L2(T ; Rn) y una subsucesión de {yq} (que no renombramos) tal
que, si

y0(t) :=

∫ t

t0

σ0(s)ds (t ∈ T ),

entonces yq(t)→ y0(t) uniformemente en T .
El teorema se demostrará si mostramos que J ′′(z0; (y0, v0)) ≤ 0, (y0, v0) ∈ Y (z0)

y (y0, v0) 6= (0, 0).
El hecho de que y0(t0) = y0(t1) = 0 proviene del Lema 4.1b. Ahora, por la

definición de K0, para toda q ∈ N,

K0(zq)

d2
q

=

∫ t1

t0

[
M0(t, xq(t))

d2
q

+

〈
vq(t),

N0(t, xq(t))

dq

〉]
dt.

Por el Lema 4.1b,

ĺım
q→∞

M0(t, xq(t))

d2
q

=
1

2
〈y0(t), F0xx(t, x0(t), u0(t))y0(t)〉,

ĺım
q→∞

N0(t, xq(t))

dq
= F0ux(t, x0(t), u0(t))y0(t)

ambos uniformemente en T , y dado que {vq} converge débilmente a v0 en L1(T ; Rm),

1

2
J ′′(z0; (y0, v0)) = ĺım

q→∞

K0(zq)

d2
q

+
1

2

∫ t1

t0

〈v0(t), F0uu(t, x0(t), u0(t))v0(t)〉dt. (6)

Demostremos ahora que existe una subsucesión de {zq} (que no renombramos) tal
que

ĺım inf
q→∞

Ẽ0(zq)

d2
q

≥ 1

2

∫ t1

t0

〈v0(t), F0uu(t, x0(t), u0(t))v0(t)〉dt. (7)

Por el Lema 4.1a, existe S ⊂ T medible tal que uq(t)→ u0(t) uniformemente en S.
Por el Teorema de Taylor, para toda t ∈ S y para toda q ∈ N, tenemos que

1

d2
q

E0(t, xq(t), u0(t), uq(t)) =
1

2
〈vq(t), Rq(t)vq(t)〉

donde

Rq(t) := 2

∫ 1

0
(1− λ)F0uu(t, xq(t), u0(t) + λ[uq(t)− u0(t)])dλ.
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Claramente,

ĺım
q→∞

Rq(t) = R0(t) := F0uu(t, x0(t), u0(t)) uniformemente en S.

Por la hipótesis (i) del Teorema, R0(t) ≥ 0 (t ∈ S). Además, por la hipótesis (iii) y
el Lema 4.1c, existe una subsucesión de {zq} (que no renombramos) tal que

ĺım inf
q→∞

Ẽ0(zq)

d2
q

≥ 1

2

∫
S

〈v0(t), F0uu(t, x0(t), u0(t))v0(t)〉dt.

Como S se puede escoger de tal forma que difiera de T por un conjunto de medida
arbitrariamente pequeña y puesto que la función

t 7→ 〈v0(t), F0uu(t, x0(t), u0(t))v0(t)〉

pertenece a L1(T ; R), dicha desigualdad se cumple cuando S = T , por lo que se
establece la desigualdad (7). Este hecho junto con (5) y (6), implican que

1

2
J ′′(z0; (y0, v0)) ≤ ĺım

q→∞

K0(zq)

d2
q

+ ĺım inf
q→∞

Ẽ0(zq)

d2
q

= ĺım inf
q→∞

J(zq)− J(z0)

d2
q

≤ 0.

Además, si (y0, v0) = (0, 0), entonces

ĺım
q→∞

K0(zq)

d2
q

= 0

y por (3),
1

2
h ≤ ĺım inf

q→∞

Ẽ0(zq)

d2
q

≤ 0

lo cual contradice la positividad de h.
Para demostrar que (y0, v0) ∈ Y (z0), sabemos por el Lema 4.1a que existe S ⊂ T

medible tal que

Aq(t)→ A0(t) := fx(t, x0(t), u0(t)) y Bq(t)→ B0(t) := fu(t, x0(t), u0(t))

ambas uniformemente en S. Dado que yq(t) → y0(t) uniformemente en S y como
{vq} converge débilmente a v0 en L1(S; Rm), entonces {ẏq} converge débilmente en
L1(S; Rn) a A0y0 +B0v0. Por el Lema 4.1b, {ẏq} converge débilmente en L1(S; Rn)
a σ0 = ẏ0. Por lo tanto,

ẏ0(t) = A0(t)y0(t) +B0(t)v0(t) (t ∈ S).
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Como S se puede escoger de tal forma que difiera de T por un conjunto de
medida arbitrariamente pequeña, no puede existir un subconjunto de T de medida
positiva sobre el cual las funciones y0 y v0 no satisfagan la ecuación diferencial
ẏ0(t) = A0(t)y0(t) +B0(t)v0(t). Consecuentemente,

ẏ0(t) = A0(t)y0(t) +B0(t)v0(t) (c.t.p. en T).

Finalmente para demostrar que I ′i(z0; (y0, v0)) = 0 (i = 1, . . . , r), observemos que
para toda z = (x, u) ∈ Ze y para toda i = 1, . . . , r,

Ii(z) = Ii(z0) + I ′i(z0; z − z0) +Ki(z) + Ẽi(z) (8)

donde

Ẽi(x, u) :=

∫ t1

t0

Ei(t, x(t), u0(t), u(t))dt,

Ki(x, u) :=

∫ t1

t0

[Mi(t, x(t)) + 〈u(t)− u0(t), Ni(t, x(t))〉]dt,

y las funciones Mi y Ni están dadas por

Mi(t, y) := Li(t, y, u0(t))− Li(t, x0(t), u0(t))− Lix(t, x0(t), u0(t))(y − x0(t)),

Ni(t, y) := L∗iu(t, y, u0(t))− L∗iu(t, x0(t), u0(t)).

Por el teorema de Taylor, tenemos que

Mi(t, y) =
1

2
〈y − x0(t), Pi(t, y)(y − x0(t))〉, Ni(t, y) = Qi(t, y)(y − x0(t)),

donde

Pi(t, y) := 2

∫ 1

0
(1− λ)Lixx(t, x0(t) + λ(y − x0(t)), u0(t))dλ,

Qi(t, y) :=

∫ 1

0
Liux(t, x0(t) + λ(y − x0(t)), u0(t))dλ.

Dado que xq(t)→ x0(t) uniformemente en T , es claro que para toda i = 0, 1, . . . , r,

ĺım
q→∞

Mi(t, xq(t))

dq
= 0 y ĺım

q→∞
Ni(t, xq(t)) = 0

uniformemente en T . Consecuentemente, dado que {vq} converge débilmente a v0

en L1(T ; Rm), para toda i = 0, 1, . . . , r,

ĺım
q→∞

Ki(zq)

dq
= 0. (9)
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Utilizando el hecho de que J ′(z0;w) = 0 para toda w ∈ Z, por (2), (5) y (9)

0 ≥ ĺım sup
q→∞

J(zq)− J(z0)

dq
= ĺım sup

q→∞

Ẽ0(zq)

dq
.

Por (3), Ẽ0(zq) ≥ 0 (q ∈ N), y aśı

ĺım
q→∞

Ẽ0(zq)

dq
= 0.

Con esto en mente y por la hipótesis (iv) del teorema, tenemos que

ĺım
q→∞

Ẽi(zq)
dq

= 0 (i = 1, . . . , r). (10)

Ahora dado que zq, z0 ∈ Ze entonces Ii(zq) = Ii(z0) = 0 (i = 1, . . . , r). Por (8), (9)
y (10) tenemos que

ĺım
q→∞

I ′i(z0; (yq, vq)) = 0

para toda i = 1, . . . , r. Como yq(t) → y0(t) uniformemente en T y {vq} converge
débilmente a v0 en L1(T ; Rm),

0 = ĺım
q→∞

I ′i(z0; (yq, vq)) = I ′i(z0; (y0, v0)) (i = 1, . . . , r).

La demostración está completa.

5 Demostración del Lema 4.1

Para demostrar el Lema 4.1 enunciaremos dos resultados auxiliares cuyos plan-
teamientos y demostraciones están dados en [37].

Sea Lrp×q := Lr(T ; Rp×q) y denotemos por I la matriz identidad de n× n.

5.1 Lema: Para toda q ∈ N ∪ {0}, sea Φq ∈ AC(T ; Rn×n) la solución del
problema con valor inicial

Φ̇(t) = Aq(t)Φ(t) (c.t.p. en T ), Φ(t0) = I

donde Aq ∈ L1
n×n. Si

∫ t1
t0
|Aq(t)|dt ≤ c0 (q ∈ N) para alguna c0 > 0 entonces {Φq}

está acotada en L∞n×n.
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5.2 Lema: Para toda q ∈ N ∪ {0}, sea Φ−1
q ∈ AC(T ; Rn×n) la solución del

problema con valor inicial

Φ̇−1(t) = −Φ−1(t)Aq(t) (c.t.p. en T ), Φ−1(t0) = I

donde Aq ∈ L1
n×n. Si

∫ t1
t0
|Aq(t)|dt ≤ c0 (q ∈ N) para alguna c0 > 0 entonces {Φ−1

q }
está acotada en L∞n×n.

Notemos que, por los Lemas 5.1 y 5.2 existe c1 > 0 tal que

máx{‖Φq‖∞, ‖Φ−1
q ‖∞} ≤ c1 (q ∈ N). (11)

Ahora podemos demostrar el resultado auxiliar de la Sección 4.

Demostración del Lema 4.1:
(a): Observemos que ϕ(c)(2 + ϕ(c)) = |c|2 (c ∈ Rm). Entonces, para toda

q ∈ N, ∫ t1

t0

|vq(t)|2

wq(t)2 dt = 1. (12)

De esta manera existen v0 ∈ L2(T ; Rm) y una subsucesión de {uq} (que no renom-
bramos) tal que {vq/wq} converge débilmente a v0 en L2(T ; Rm).

Sea h ∈ L∞(T ; Rm). Notemos que, para toda q ∈ N,∫ t1

t0

〈h(t), vq(t)〉dt =

∫ t1

t0

〈
h(t),

vq(t)

wq(t)

〉
dt+

∫ t1

t0

〈
h(t)[wq(t)− 1],

vq(t)

wq(t)

〉
dt.

Por la desigualdad de Schwarz y (12),∣∣∣∣∫ t1

t0

〈
h(t)[wq(t)− 1],

vq(t)

wq(t)

〉
dt

∣∣∣∣2 ≤ ∫ t1

t0

|h(t)|2[wq(t)− 1]2dt.

Dado que wq(t)
2 ≥ wq(t) ≥ 1 para toda t ∈ T , tenemos que

0 ≤
∫ t1

t0

[wq(t)− 1]dt ≤
∫ t1

t0

[wq(t)
2 − 1]dt ≤

∫ t1

t0

ϕ(uq(t)− u0(t))dt = D(uq − u0).

Notemos también que∫ t1

t0

[wq(t)− 1]2dt =

∫ t1

t0

[wq(t)
2 − 1]dt− 2

∫ t1

t0

[wq(t)− 1]dt.

Consecuentemente,

ĺım
q→∞

∫ t1

t0

[wq(t)− 1]2dt = 0,
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y puesto que h ∈ L∞(T ; Rm),

ĺım
q→∞

∫ t1

t0

|h(t)|2[wq(t)− 1]2dt = 0.

Dado que L∞(T ; Rm) ⊂ L2(T ; Rm),

ĺım
q→∞

∫ t1

t0

〈h(t), vq(t)〉dt = ĺım
q→∞

∫ t1

t0

〈
h(t),

vq(t)

wq(t)

〉
dt =

∫ t1

t0

〈h(t), v0(t)〉dt,

esto es, {vq} converge débilmente en L1(T ; Rm) a v0.
Para demostrar que uq(t) converge casi uniformemente a u0(t) en T , sean

‖u‖1 :=

∫ t1

t0

|u(t)|dt (u ∈ U), w(t) :=

[
1 +

1

2
ϕ(u(t))

]1/2

(t ∈ T ).

Observemos primero que∫ t1

t0

2w(t)2dt = 2(t1 − t0) +

∫ t1

t0

ϕ(u(t))dt = 2(t1 − t0) +D(u)

y ∫ t1

t0

|u(t)|2

2w(t)2dt =

∫ t1

t0

|u(t)|2

2 + ϕ(u(t))
dt =

∫ t1

t0

ϕ(u(t))dt = D(u).

Por la desigualdad de Schwarz

‖u‖2
1 ≤

∫ t1

t0

|u(t)|2

2w(t)2dt

∫ t1

t0

2w(t)2dt.

Con lo cual se obtiene

‖u‖2
1 ≤ D(u)[2t1 − 2t0 +D(u)].

Consecuentemente, ‖uq − u0‖1 → 0, q →∞, y entonces alguna subsucesión de {uq}
converge puntualmente c.t.p. a u0. Por el Teorema de Egoroff , esta converge a u0

casi uniformemente en T .

(b): Denotemos por (L2(T ; Rn))′ el espacio dual de L2(T ; Rn) y sea
g ∈ (L2(T ; Rn))′. Por el Teorema de Representación de Riesz sabemos que existe

una única ug ∈ L2(T ; Rn) tal que

g

(
ẏq
wq

)
=

∫ t1

t0

〈
ug(t),

ẏq(t)

wq(t)

〉
dt

=

∫ t1

t0

〈
A∗q(t)ug(t),

yq(t)

wq(t)

〉
dt+

∫ t1

t0

〈
B∗q (t)ug(t),

vq(t)

wq(t)

〉
dt.

21



Por (11), la desigualdad de Hölder, y el hecho de que {vq} converge débilmente en
L1(T ; Rm), existe c2 > 0 tal que, para toda q ∈ N y t ∈ T ,

|yq(t)| ≤ |Φq(t)|
∫ t1

t0

|Φ−1
q (t)Bq(t)vq(t)|dt ≤ ‖Φq‖∞ · ‖Φ−1

q ‖∞
∫ t1

t0

|Bq(t)vq(t)|dt

≤ c2
1 · ‖Bq‖∞

∫ t1

t0

|vq(t)|dt ≤ c2
1 ·m1 · c2.

Entonces existe c3 > 0 tal que ‖yq‖∞ ≤ c3 (q ∈ N). Por la desigualdad de Hölder,∣∣∣∣∫ t1

t0

〈
A∗q(t)ug(t),

yq(t)

wq(t)

〉
dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ t1

t0

|A∗q(t)ug(t)| · |yq(t)|dt

≤ (t1 − t0)1/2 · ‖A∗q‖∞ · ‖ug‖2 · ‖yq‖∞
≤ (t1 − t0)1/2 ·m0 · ‖ug‖2 · c3 (q ∈ N).

Aplicando otra vez la desigualdad de Hölder y usando (12),∣∣∣∣∫ t1

t0

〈
B∗q (t)ug(t),

vq(t)

wq(t)

〉
dt

∣∣∣∣ ≤ ‖B∗qug‖2 ·
∥∥∥∥ vqwq

∥∥∥∥
2
≤ ‖B∗q‖∞ · ‖ug‖2 ≤ m1 · ‖ug‖2

para toda q ∈ N. Por consiguiente {g(ẏq/wq)}q∈N está acotada en R para toda

g ∈ (L2(T ; Rn))′ y por lo tanto {ẏq/wq} está acotada en L2(T ; Rn). Esto implica la
existencia de c4 > 0 tal que, para toda q ∈ N,∫ t1

t0

|ẏq(t)|2

wq(t)2 dt ≤ c4. (13)

Por lo tanto existe una función σ0 ∈ L2(T ; Rn) tal que alguna subsucesión de {ẏq/wq}
converge débilmente en L2(T ; Rn) a σ0. Concluimos, por una argumento similar al
que utilizamos en la demostración de (a), la existencia de una subsucesión de {yq}
(que no renombramos) tal que {ẏq} converge débilmente en L1(T ; Rn) a σ0.

Falta demostrar que yq(t)→ y0(t) uniformemente en T . Tenemos que

yq(t) =

∫ t

t0

ẏq(s)ds (t ∈ T, q ∈ N),

y por lo tanto

ĺım
q→∞

yq(t) = y0(t) :=

∫ t

t0

σ0(s)ds puntualmente en T .
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Para demostrar que esta convergencia es uniforme observemos que, por (13), dado
un conjunto medible S ⊂ T ,∣∣∣∣∫

S

ẏq(t)dt

∣∣∣∣2 ≤ ∫
S

|ẏq(t)|2

wq(t)2 dt

∫
S

wq(t)
2dt ≤ c4

∫
S

wq(t)
2dt (q ∈ N).

Además, ∫
S

wq(t)
2dt = m(S) +

∫
S

[wq(t)
2 − 1]dt (q ∈ N).

Dada una constante ε > 0, escogemos qε ∈ N tal que∫ t1

t0

[wq(t)
2 − 1]dt <

ε2

2c4
(q ≥ qε).

Seleccionemos 0 < δ < ε2/2c4 tal que

m(S) < δ ⇒
∣∣∣∣∫
S

ẏq(t)dt

∣∣∣∣< ε (q < qε).

Notemos que, si q ≥ qε, entonces

m(S) < δ ⇒
∣∣∣∣∫
S

ẏq(t)dt

∣∣∣∣2 ≤ c4

(
m(S) +

∫ t1

t0

[wq(t)
2 − 1]dt

)
<
ε2

2
+
ε2

2
= ε2

y por consiguiente

m(S) < δ ⇒
∣∣∣∣∫
S

ẏq(t)dt

∣∣∣∣ < ε (q ∈ N).

En consecuencia, la sucesión de funciones {yq(t)} es equicontinua en T . Consecuen-
temente, yq(t)→ y0(t) uniformemente en T .

(c): Por hipótesis podemos asumir que, para toda t ∈ S y q ∈ N,

|Rq(t)−R0(t)|wq(t)2 ≤ 1.

Por lo tanto
Mq := sup

t∈S
|Rq(t)−R0(t)|wq(t)2 <∞ (q ∈ N).

Usando la desigualdad de Schwarz es fácil ver que, para toda t ∈ S y q ∈ N,

|Rq(t; vq(t))−R0(t; vq(t))| ≤Mq
|vq(t)|2

wq(t)2 .
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Dado que Rq(t) → R0(t), y wq(t) → 1, ambas uniformemente en S, tenemos que
Mq → 0. Consecuentemente, por (12),

ĺım inf
q→∞

∫
S

Rq(t; vq(t))dt = ĺım inf
q→∞

∫
S

R0(t; vq(t))dt.

Pero para toda t ∈ S,

R0(t; vq(t)) = R0(t; v0(t)) + 2〈vq(t)− v0(t), R0(t)v0(t)〉+R0(t; vq(t)− v0(t)).

Puesto que wq(t)→ 1 uniformemente en S, es fácil ver que (ver la demostración de
(a)) existe una subsucesión de {uq} (denotada igualmente por {uq}) tal que {vq}
converge débilmente a v0 en L2(S; Rm). Como R0v0 ∈ L2(S; Rm), entonces

ĺım
q→∞

∫
S

〈R0(t)v0(t), vq(t)− v0(t)〉dt = 0.

En consecuencia

ĺım inf
q→∞

∫
S

Rq(t; vq(t))dt =

∫
S

R0(t; v0(t))dt+ ĺım inf
q→∞

∫
S

R0(t; vq(t)− v0(t))dt.

Dado que el último término es no negativo la demostración está completa.
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dynamics, Aportaciones matemáticas - Serie comunicaciones, 18 (1996), pp. 125-
138.

[33] J. F. Rosenblueth, Sufficiency and conjugate points for the Lagrange pro-
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