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RESUMEN.

El objetivo principal de este trabajo es modelar, con la ecuacion constitutiva para un fluido
incompresible de segundo orden, el llenado isotérmico laminar de un molde (en coordenadas
rectangulares y cilindricas) en el que se lleva a cabo una reacciéon quimica de polimerizacién. En
particular se buscd: 1) evaluar el efecto de la elasticidad en el proceso, 2) encontrar, mediante analisis
dimensional y analisis de orden de magnitud, relaciones entre los mecanismos de transporte y la
reaccion quimica, 3) resolver analiticamente el modelo y 4) establecer bases cualitativas que permitan
analizar situaciones mas complejas para el proceso. Haciendo uso de las herramientas enunciadas en 2),
se planted un modelo sencillo con solucion analitica, dado por un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales lineales y las respectivas condiciones de frontera, para diversos casos: las dos geometrias
mencionadas, operaciones a flujo volumétrico y a gradiente de presion constantes y los casos
particulares de fluidos que se obtienen al simplificar la ecuacion constitutiva — newtoniano, ley de la
potencia, viscoelasticos con viscosidad constante y variable tipo ley de la potencia. Se encontrd que: a)
no se manifiestan las caracteristicas elasticas en coordenadas rectangulares, b) el efecto de la
elasticidad, operando a flujo volumétrico constante, s6lo se observa en el aumento de la presion de
operacion, c) a gradiente de presion constante, la elasticidad altera la distribucién de velocidades del
fluido en la cavidad y, por lo tanto, la distribucion de concentracion, d) bajo este régimen de operacion,
se encontrd6 un ndmero adimensional que manifiesta la relacién de la reaccién quimica con la
viscoelasticidad del fluido dado por el producto de los nimeros de Damkdhler y Weissenberg; en
particular se observd que al aumentar este nimero adimensional se manifiestan mas las caracteristicas
del polimero en el proceso (conversién y/o viscoelasticidad), e) el exponente de la ley de la potencia
para la viscosidad puede tener un efecto parecido, para un fluido dilatante, al que provoca la
viscoelasticidad en el flujo y para un fluido que presente adelgazamiento al corte, la variacion de este

parametro puede enmascarar las manifestaciones viscoelasticas.



ABSTRACT.

In this work, it was modeled the isothermal and laminar mold filling for the reaction injection
molding process using the incompressible second-order fluid constitutive equation that accounts for the
viscoelastic contributions — in a very simple way — to the momentum diffusion. The objectives of this
research were: 1) to evaluate the viscoelasticity effect in the process, 2) to find, using dimensional and
order-of-magnitude analyses, relations among the transport mechanisms and the chemical reaction, 3)
to solve analytically the resulting model and 4) to provide qualitative basis for more complex situation
analyses. The model is given by a linear partial differential equation system and the corresponding
boundary conditions for several cases: rectangular and cylindrical coordinates, constant volumetric
flow and pressure gradient operations and the specific cases withdrawn by the constitutive equation
simplification: Newtonian, power-law, viscoelastic with constant viscosity and with power-law
variable viscosity fluids. It was found that: a) the fluid does not manifest its viscoelastic characteristics
in the rectangular coordinates, b) only a pressure rise is observed respect to the Newtonian prediction
for the viscoelastic fluids in the constant volumetric flow case, c) for the constant pressure gradient
systems, the velocity and monomer concentration distributions were modified because of the fluid
viscoelasticity and d) a dimensionless number was found that relates the viscoelasticity and chemical
reaction by the Weissenberg and Damkohler product; this group predicts that the bigger it is the more
evident the polymer-like characteristics of the material are observed in the process
(conversion/viscoelasticity), e) the power-law index for the viscosity, n, can have an alike effect for
dilatant behavior than the viscoelasticity and for the shear-thinning facet the model prediction could

mask the fluid viscoelastic manifestations.
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I. OBJETIVOS Y ESTRUCTURA DEL TRABAJO.

El objetivo de este trabajo es analizar, mediante el modelado matematico basado
en técnicas de fendmenos de transporte, reologia y ecuaciones diferenciales parciales,
los mecanismos de transporte que estan involucrados en el proceso de MIRQ, en
particular en el llenado del molde. Los mecanismos de transporte que se presentan
experimentalmente en este proceso son la transferencia de cantidad de movimiento, de
energia y de masa con reaccion quimica. Los esfuerzos de este trabajo estan enfocados
al tratamiento del proceso isotérmico, de manera que solo se consideran los balances de
masa (ecuacion de continuidad) y de cantidad de movimiento. Se pretende:

- Develar el efecto de la viscoelasticidad en el proceso mediante el uso de la
ecuacion constitutiva del fluido de segundo orden para describir el
comportamiento del fluido que llena el molde. La seleccion de esta ecuacion
constitutitva se basa en su sencillez (el tensor de esfuerzos se encuentra
despejado y no hay derivadas de éste en la expresion) y en que los términos de
segundo orden en la ecuacion constitutiva manifiestan efectos elasticos.

- Encontrar relaciones entre los mecanismos de transporte participantes en el
proceso mediante los nimeros adimensionales que aparecen; esto con el fin de
establecer casos limite.

- Proponer un método de solucion, en el cual el modelo resultante tenga solucion
analitica, para ver de forma clara en las expresiones de los campos que se
obtienen de la solucion las relaciones entre los mecanismos involucrados en el
proceso.

- Establecer las bases cualitativas que permitan analizar los resultados de modelos
mas complejos, que generalmente requieren métodos numéricos por su

naturaleza no lineal.

Objetivos y Estructura del Trabajo 1



El trabajo, en su estructura, esta compuesto por las siguientes secciones: en el
capitulo I, “Objetivos y estructura del trabajo”, que es la presente seccién, se subrayan
los alcances, objetivos y conformacion del trabajo. En el capitulo 1, “Introduccién”, se
hace una descripcion del MIRQ, se enlistan los avances en su modelado y se describen
la ecuacién constitutiva del fluido de segundo orden y el analisis dimensional. En el
capitulo 111, “Sistemas analizados”, se encuentran las geometrias consideradas y los
esquemas que describen el proceso. El capitulo 1V, “Planteamiento del problema”,
contiene la presentacion general del problema objeto de este trabajo mediante el
resultado de aplicar los campos especificados a las ecuaciones de balance masa,
cantidad de movimiento y la ecuacion constitutiva. En el capitulo V, “Propuesta de
solucién al problema” se enumeran las suposiciones fundamentales que sirven para
generar el modelo que describe al sistema considerado, se plantea una alternativa de
solucién con técnicas de fendmenos de transporte (analisis dimensional y anélisis de
ordenes de magnitud) que permite la solucién analitica del problema (mediante método
de separacion de variables para ecuaciones diferenciales parciales) y se muestra el
problema de condiciones de frontera obtenido. Los resultados y su andlisis se exponen
en el capitulo VI, “Resultados y analisis”, donde se hace énfasis en el rol de la
viscoelasticidad en el MIRQ vy las relaciones entre mecanismos de transporte que se
observan. En el capitulo VII, “Conclusiones” se da respuesta a los objetivos del trabajo
y se puntializan otros hallazgos obtenidos. Por dltimo, en el capitulo VIII, “Trabajo

futuro”, se proponen puntos a atacar en etapas posteriores de la presente investigacion.

Objetivos y Estructura del Trabajo 12



I1. INTRODUCCION.

Moldeo por inyeccion con reaccion quimica (MIRQ).

El MIRQ es un método de produccién rapida de partes plasticas complejas a
partir de mondmeros u oligbmeros hasta polimero. El sistema reactivo se combina
mediante el mezclado por colision de los componentes justo antes de entrar al molde.
Como el llenado y curado de la parte plastica se hace a partir de sustancias con
viscosidad muy baja, las presiones que se alcanzan de manera tipica son muy bajas. Los
polimeros solidos se generan por entrecruzamiento o por separacion de fases y el
proceso es tan rapido que, usualmente, en menos de un minuto una parte sélida se puede
obtener mediante este proceso (Macosko, 1989).

Hay una diferencia fundamental entre el MIRQ y el Moldeo por Inyeccién de
Termoplasticos (MIT), proceso que se emplea usualmente para la manufactura de
objetos hechos de plastico: en el MIT el producto terminado se genera por la inyeccion
y posterior enfriamiento del polimero (termopléstico) fundido que entra al molde,
mientras que para el MIRQ se obtiene un polimero termofijo mediante la inyeccion de
la mezcla reactiva de mondémeros en el molde y el curado una vez que éste esta lleno.
Algunas otras diferencias de operacién con respecto a los valores tipicos de ambos
procesos y que son muy interesantes de contrastar sobre todo desde el punto de vista del

proceso se encuentran en la Tabla 1-1 (Macosko, 1989).

Tabla 2-1. Comparacion de valores caracteristicos entre MIRQ y MIT.

MIRQ | MIT
Temperatura (°C)
Mezcla 40 200
Molde 70 25
Viscosidad (Pa s) 0.1-1]10%-10°
Presion de inyeccion (bar) 100 1000
Presion de unién del molde (ton/m*yperficie) | 50 3000

Introduccién 13



El proceso de MIRQ se puede descomponer en 8 operaciones individuales
(Macosko, 1989):

1. Alimentacion. Este primer paso en el proceso consiste en el almacenamiento en
tanques de los componentes que se inyectaran y reaccionaran en el proceso.

2. Acondicionamiento. Consiste en el control de la temperatura y la dispersion de
los reactivos mediante la recirculacion del contenido de los contenedores a
presiones bajas. La recirculacién también se usa para inyectar gas inerte a la
mezcla que servird para compensar la reduccion del volumen que ocurre en la
operacion de curado en el molde.

3. Medida a alta presion. Aqui se alimenta, a alta presion, la cantidad especifica de
reactivos para obtener la conversion completa de ellos en el proceso.

4. Mezclado. Medidas las cantidades de monOmeros, éstas se mezclan
perfectamente con un flujo volumétrico suficiente para promover un el
mezclado, ya que éste es la fuerza promotora de la reaccion.

5. Inyeccion. Una vez mezclados los reactivos se inyectan inmediatamente al
molde, proceso en el cual se lleva a cabo cierta parte de la reaccion de
polimerizacion que libera energia y aumenta la temperatura del molde. Este paso
generalmente dura menos de 5 segundos.

6. Curado. Ya que esta lleno el molde, el polimero formado durante la etapa de
llenado y los otros componentes de la mezcla original, se deja reaccionar el
contenido hasta que éste tiene la resistencia mecanica necesaria para soportar la
apertura del molde y la extraccion del producto.

7. Extraccion de la parte plastica.

Introduccién 14



8. Terminado. Este es el Gltimo paso del proceso y consiste en la remocion de
rebabas producidas por las imperfecciones del molde, un paso més de curado

(cuando es necesario), limpieza y pintado.

La mayor parte de los materiales producidos mediante el MIRQ provienen de
poliuretanos y poliureas (Macosko, 1989). Los mas comunes son los poliuretanos que se
producen generalmente mediante la reaccion de polimerizacién por pasos de una
molécula organica que contiene al grupo funcional isocianato y otra al grupo alcohol.
Las poliureas se obtienen mediante la reaccion de isocianatos y aminas. Segun el
namero de grupos funcionales que contenga cada mondmero, se pueden tener diferentes
grados de entrecruzamiento en el polimero lo que al final le confiere caracteristicas

fisicas determinadas. Algunos sistemas que se estudian en el MIRQ se enumeran en la

Tabla 1-2.
Tabla 2-2. Sistemas estudiados en MIRQ.
Sistema Temperatura de la | Temperatura del AT oermica | Tiempo del
mezcla (°C). molde (°C) Adiabatica | proceso (S)
(°C)
Uretano 40 70 130 45
Urea 40 60 110 30
Nylon 6 90 135 40 90
Diciclopentadieno 35 60 170 30
Poliéster 25 120 100 60
Epoxico 60 120 150 90

Los productos obtenidos mediante el MIRQ han tenido un gran desarrollo en
aplicaciones como partes automotrices (facias, paneles, descansabrazos, volantes, etc.),
pero también se usan para fabricar objetos de: recreo (botas para esquiar, carros de golf,
vehiculos para nieve, etc.), agricultura, muebleria, electronicos (carcasas de maguinas

registradoras, marcos) entre algunos otros (Macosko, 1989). Estos objetos tienen una
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gran variedad de aplicaciones debido a que tienen muchas caracteristicas favorables,
como (tomado de una presentacion comercial, ver referencias: RIMMFG, 2010):

1. Partes grandes. Debido a la baja viscosidad de los componentes del MIRQ se
pueden llenar facilmente moldes para generar partes grandes.

2. Encapsulacion. Este proceso tiene la capacidad de encapsular acero, aluminio,
madera, plastico, componentes electronicos, cableado, entre otros.

3. Espesor de pared variable. Las partes generadas pueden tener gran diversidad de
espesores a lo largo ellas, debido a que el llenado del molde con forma compleja
es facil por la naturaleza de la mezcla reaccionante. Los intervalos de espesor se
encuentran aproximadamente entre 0.25 y 1.125 pulgadas en una misma pieza.

4. La versatilidad de la forma de los moldes permite tener una gran flexibilidad en
el disefio de las partes obtenidas, incluyendo pintura y otros acabados.

5. Las partes que conforman a una maquina de MIRQ son alrededor del 70% mas
baratas que las de una maquina de MIT, ya que las presiones y temperaturas a

las cuales estan sometidas las piezas son mucho menores.
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Modelado del MIRQ.

Las contribuciones al modelado del MIRQ han sido muchas y con grandes
variantes, debido a que el proceso tiene muchos puntos finos qué tocar. Las
aportaciones van desde andlisis sencillos hasta soluciones numéricas complejas
(diferencias finitas y elemento finito, por mencionar algunas) que involucran los tres
fendmenos de transporte involucrados (transferencia de momentum, energia y masa con
reaccion quimica) y las operaciones unitarias mas importantes dentro del proceso (como
lo son el llenado del molde y el curado). Las contribuciones al modelado del MIRQ maés
importantes se mencionan a continuacion:

Broyer y Macosko (1976) plantearon el proceso de curado como uno en general
gue considera casos especificos: curado en si, laminado, moldeo de termofijos y MIRQ.
Hicieron particular énfasis en el balance de energia donde desprecian la difusién y la
conveccion de masa y obtienen un modelo para la evolucion de la temperatura que la
describe en su evolucion transitoria. Determinaron que los parametros adimensionales
que caracterizan al aumento adiabatico de la temperatura y el que relaciona a la rapidez
de polimerizacién y la conduccién de energia son los que tienen mayor impacto en la
descripcion del modelo. Afirmaron que la parte energética del proceso es la que manda
y quedan como secundarias la contribucién de la conveccion y la geometria.

Kamal y Ryan (1980) estudiaron el moldeo de sistemas reactivos que producen
materiales termofijos con un modelo matematico que describe el llenado no isotérmico
(considerando la disipacion viscosa) con reaccion quimica, en donde los efectos
elasticos y de tension superficial se desprecian. Ademas hicieron un estudio de las
caracteristicas de la mezcla reactiva a diversos avances de reaccidn y temperaturas y
encontraron que existen muchos fendmenos que tienen efectos significativos en el

proceso y que deben ser tomados en cuenta; entre ellos tenemos la reaccion quimica y
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los cambios de temperatura en el molde, que provocan que las propiedades fisicas y
quimicas del material cambien durante toda la operacién y que afectan las
caracteristicas del producto final.

Domine y Gogos (1980) trataron el flujo no isotérmico y transitorio de una
mezcla reactiva, que en particular es para una reaccion de poliuretanos lineales, y el
curado del material (una vez lleno el molde rectangular). Ademés incluyeron la
descripcién del frente del flujo de forma heuristica. La viscosidad esta descrita por un
fluido no newtoniano ineldstico (modelo de Carreau). Obtuvieron resultados muy
completos para los campos de velocidad, temperatura y conversion, ademas de develar
los efectos de la reaccion, la caracterizacion reoldgica de la mezcla (adelgazamiento al
corte) y la duracion del proceso (tiempos de llenado).

Biesenberger y Gogos (1980) hicieron un resumen de los problemas que se
encuentran regularmente en las operaciones de procesamiento reactivo de polimeros y
encontraron que generalmente hay complicaciones en cuestiones de transferencia de
energia, pues el aumento de la temperatura afecta fuertemente a la reaccion, y por
consiguiente a las propiedades de los materiales resultantes, ademas de que hace falta
informacidén acerca de la relacion entre la viscosidad y la reaccion y la generacién de
mezclado y flujo para todo el intervalo de viscosidades que se encuentra en los procesos
reactivos de polimeros.

Peebles y Corripio (1980) plantearon un modelo sencillo para la temperatura en
el MIRQ, que considera una distribucién uniforme de temperaturas en el molde y
reacciones muy rapidas, con transferencia de energia lenta proveniente de la mezcla
reactiva hacia el molde y pérdida calor despreciable hacia los alrededores. Los balances
considerados para este efecto son los de masa y energia con reaccion quimica. Ajustaron

los parametros que surgen del analisis del problema y resulto que los valores obtenidos
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estan en concordancia con los publicados por otros autores ademas de que el modelo,
por su sencillez, puede ser acoplado a un control en linea de la maquina de inyeccion
para detectar y corregir problemas térmicos que puedan causar fallas en los productos.

Castro et al. 1982b modelaron el flujo laminar en un tubo de una mezcla reactiva
que produce un polimero termofijo, usando técnicas computacionales y analiticas, y
obtuvieron descripciones para las operaciones a flujo volumétrico constante, en el cual
determinaron el aumento de la presion necesario para mantener el flujo, y a presion
constante, donde determinan la disminucién del flujo volumétrico. Este tipo de flujo se
puede tener en diversas partes de la maquina de inyeccion, como las tuberias de
alimentacién de la mezcla al molde.

Castro y Macosko (1982a) desarrollaron un modelo para el aumento en la
presion, la conversion y los cambios de temperatura, durante el llenado del molde y el
curado para moldes rectangulares en sistemas reactivos para poliuretanos lineales.
Encontraron que la presién aumenta con el avance de reaccion y tiene una funcionalidad
lineal con el tiempo de llenado. Este aumento es critico para cuando se tienen sistemas
en los cuales se puede llegar al cambio de fase (cuando se alcanzan conversiones altas).
Los resultados concuerdan con los datos experimentales. Se determinaron los grupos
adimensionales que caracterizan a los fendmenos involucrados en el proceso, siendo el
que caracteriza al gelado de la mezcla reactiva uno de los mas importantes pues
determina si el molde se llena o no. EI modelo obtenido es general y se puede aplicar a
cualquier sistema de polimerizacion que se pueda considerar en el MIRQ.

Pannone y Macosko (1988) estudiaron la cinética de polimerizacion de poliureas
para aplicarlas al MIRQ mediante el analisis del aumento adiabatico de temperatura.

Encontraron que este sistema reactivo es mas rapido que el de poliuretanos.
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Hayes et al. (1991) estudiaron el problema del llenado no isotérmico de la
cavidad haciendo uso de métodos numéricos, pero con propiedades fisicas constantes,
excepto la viscosidad que es funcion de la temperatura y la conversion. Consideraron las
ecuaciones completas de Navier-Stokes, los balances de masa (para el reactivo) y de
energia. En particular usaron técnicas de elemento finito para resolver el problema y
obtuvieron resultados satisfactorios para moldes con formas complejas.

Lo et al. (1994a) hicieron un andlisis del proceso de MIRQ en tres dimensiones
para las etapas de llenado del molde y curado no isotérmicos usando técnicas numéricas.
Tomaron en cuenta que las propiedades de la mezcla (viscosidad, conductividad
térmica, constante cinética de reaccion) son variables para todo el proceso. Los balances
fundamentales considerados son: el de masa con reaccion quimica para el reactivo, las
ecuaciones de Navier-Stokes para el flujo de la mezcla reactiva (considerando el frente
de flujo) y el balance de energia con disipacion viscosa. Los resultados del modelo para
las variables involucradas en la descripcion del proceso se compararon con datos
experimentales, para un molde rectangular en dos y tres dimensiones con buenos
resultados. Este modelo incluso toma en cuenta la posible generacion de burbujas de
aire que puedan quedar atrapadas en la cavidad al igual que las regiones en donde pueda
darse acumulacidon de energia, resultando en propiedades mecanicas diferentes a lo largo
del producto. En una secuela (Lo et al. 1994b), los autores mostraron los resultados de
aplicar el modelo descrito anteriormente para una geometria compleja (en forma de z) y
con proporciones en el molde que caracterizan a aquellos sistemas con espesores
grandes respecto a las otras dos dimensiones (largo y ancho). Sus resultados proveen
informacién valiosa acerca de la operacién de la maquina de inyeccion y la posible
influencia de ésta en las caracteristicas del material obtenido. En particular obtuvieron:

(i) los puntos de temperatura alta, pues el peso molecular del polimero se ve afectado
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por la rapidez de polimerizacién y ésta, a su vez, por la temperatura, (ii) la velocidad de
la mezcla reactiva en el molde, que es importante pues el tiempo de residencia cambia,
y por lo tanto las distribuciones de concentracion en el molde al final del proceso de
llenado y principio del curado de la pieza. Los autores también puntualizan que la
orientacion de la pieza tiene un efecto considerable en el proceso, pues puede ayudar al
llenado del molde, y que la pieza quede sin defectos debidos al aire atrapado en el
molde. EI modelo también predice las partes del molde en donde la etapa de curado
toma maés tiempo, afectando la productividad del proceso. Este ultimo punto da lugar a
estudios de optimizacion.

Los procesos de inyeccion reactiva de espumas para producir partes de
poliuretano de bajo peso y que resisten cargas importantes (Park y Joun, 1995) y la
MIRQ reforzada (Tadmor y Gogos, 2006), que es un proceso en donde un molde que
contiene una armadura de metal se llena con un una mezcla reactiva para producir una
parte plastica reforzada con un alma de metal son de gran importancia aunque se

encuentran fuera de alcance de este trabajo.
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Ecuacion constitutiva del fluido de segundo orden.

La ecuacion constitutiva del fluido de segundo orden est4 dada por la siguiente
expresion:
T=-pL+nA+ah, +aA (1-1)
donde A, =D=L+L" es la parte simétrica del gradiente de velocidades, L, A es la

derivada convectiva superior de que esta dada por

o

>
13>+
lloks

2

. D+v-VD+D-L+L"-D, A’ es el producto interior de D consigo

0
ot
mismo, 7 es la viscosidad, o, y «, es el primer y segundo coeficientes de esfuerzos
normales, respectivamente.

Es la ecuacion constitutiva mas sencilla que contiene informacién sobre las
caracteristicas elasticas del fluido y proviene de las ideas que dan base a la Expansion
del Movimiento Retardado (Bird et al., 1987; Astarita y Marrucci, 1974). Como es
sencillo de comprobar, al simplificar esta ecuacion se obtiene la ecuacion para el fluido
newtoniano. Si se escribe una relacion arbitraria del esfuerzo en funcion del tensor
rapidez de deformacion en una serie de potencias y se si trunca la serie en el término de
orden uno, se tiene la ecuacion de constitutiva del fluido newtoniano (donde a,=p y
a, = ). Al truncar la serie en los términos de orden dos, se obtiene la ecuacion
constitutiva del fluido de segundo orden. Al truncarla en los términos de orden tres, se
obtiene la correspondiente al fluido de tercer orden y asi sucesivamente.

Este tipo de relaciones entre el esfuerzo y la rapidez de deformacion han sido
usadas por matematicos y mecanicistas del medio continuo. Es correcta para procesos
de flujo en los que la magnitud el tensor rapidez de deformacién, y sus derivadas, son
pequefias (por limitaciones en los valores que puede tomar la viscosidad segun el

proceso de flujo). Este hecho implica que esta ecuacion sea vélida para valores
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pequefios del niamero de Débora, Dezti, donde A es el tiempo caracteristico del
p

material y t, es el tiempo del proceso, y en los casos en donde sea pertinente, tambiéen

para el numero de Weissenberg, We:l\lic, donde V., y L, son la velocidad y la

c
longitud caracteristicas, respectivamente. Cabe mencionar que no hay empirismo en el
desarrollo de estas ecuaciones de los fluidos ordenados, ya que es una expresion cuyo
origen es tedrico (Bird et al., 1987; Astarita y Marrucci, 1974).

Tomando en cuenta los argumentos hechos en el parrafo anterior, la expansion
del movimiento retardado permite adentrarse y conocer los efectos que la elasticidad
puede tener en un proceso (de forma cualitativa), como son (Bird et al., 1987): (i) el
signo de los términos el&sticos en las ecuaciones de movimiento, (ii) como la elasticidad
puede resultar en flujos secundarios, (iii) el efecto de la elasticidad en la forma de las
burbujas y la orientacion de la particulas en fluidos viscoelasticos, (iv) el entendimiento
y reconocimiento de los procedimientos matematicos para tratar problemas no lineales y
el papel que juegan las condiciones de frontera e iniciales en procesos que involucran el
flujo de fluidos no newtonianos (Bird et al., 1987; Astarita y Marrucci, 1974).

La ecuacion constitutiva del fluido de segundo orden es de poca aplicacion
industrial porque en las situaciones que se presentan en este nivel los efectos
dominantes son los viscosos. Los fluidos ordenados no reproducen fielmente las curvas

de viscosidad, 7, en funcién de la rapidez de deformacién, y, para las condiciones de

los procesos industriales. Es de poca aplicacion para los quimicos que estudian
viscoelasticidad lineal ya que no describe toda la diversidad de fenémenos que
dependen del tiempo (Bird et al. 1987; Astarita y Marrucci, 1974).

Una gran ventaja que tiene este tipo de ecuaciones es que tienen despejado el

tensor de esfuerzos y no hay derivadas de este tensor en la expresion, de manera que se
e 23
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pueden sustituir directamente en la ecuacion de Cauchy para generar el balance de
cantidad de movimiento para el fluido de orden n que ya incluya efectos elésticos (las
ecuaciones analogas a las de Navier-Stokes, siendo estas ecuaciones un caso particular
para cuando n =1).

Algunos de los problemas que puede provocar el uso de la expansion del
movimiento retardado fuera del limite de rapideces de deformacion pequefias son (Bird
et al., 1987; Astarita y Marrucci, 1974):

Curvas de esfuerzos cortante en funcion de la rapidez de corte con un méaximo o

valores negativos de la viscosidad.

- Se puede encontrar que el fluido de segundo orden es inestable en reposo a
menos que se tomen valores irreales para los coeficientes de la ecuacion
constitutiva.

- Se puede requerir un mayor numero de condiciones a la frontera por la aparicion
de derivadas con mayor orden en los términos elasticos.

- No se describen, ni siquiera de manera cualitativa, experimentos de relajacion de
esfuerzos.

Se puede usar la expansion del movimiento retardado para (Bird et al., 1987,
Astarita y Marrucci, 1974; Larson, 1992; Denn, 2009):

- Investigar, de forma cualitativa, el comportamiento de los fenémenos de flujo
polimérico, por ejemplo flujos secundarios.

- Comparar, con soluciones numéricas o aproximadas, el comportamiento descrito
por ecuaciones constitutivas mas realistas en situaciones que apliquen al fluido

de segundo orden.
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- Comparar, contra datos experimentales, para caracterizar el comportamiento de
fluidos poliméricos mediante los valores de la viscosidad y de los coeficientes
de esfuerzos normales.

- Explorar la naturaleza de los movimientos de particulas orientables vy

deformables en suspensiones con liquidos poliméricos como fase continua.

En la figura 1.1, tomada de Macosko (1994), se muestra el rango de aplicacion
para la ecuacion constitutiva del fluido de segundo orden en términos de la deformacion
y el nimero de Débora. Se debe notar que el intervalo de aplicacion para el fluido de
segundo es muy pequefio y gque se encuentra en la transicion entre el comportamiento
newtoniano y la viscoelasticidad lineal, de manera que el uso de esta ecuacion debe ser
muy cauteloso aungue es recomendable tomarlo como un punto de referencia cualitativo
para comparar y saber qué esperar con respecto a ecuaciones constitutivas mas
complejas que describan de mejor manera el comportamiento de fluidos viscoelasticos

en flujo.

Nonlinear viscoelasticity

Secondorder fluid

Newtonian fluid

Elasticity

Strain amplitude A or vy,

Linear viscoelasticity

Deborah number = Ay or YoAw or Mt
Figura 2.1. Comportamiento de los materiales a diferentes estados de deformacién y elasticidad. Figura
tomada de Macosko (1994). Nomenclatura: y, es deformacion, A es el esfuerzo, A es el tiempo
caracteristico del fluido, @ es la frecuenciay t es el tiempo del proceso a analizar.
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El fluido de segundo orden ha sido de gran utilidad en el modelado de
operaciones de procesamiento de polimeros ya que, por las caracteristicas descritas en
los parrafos anteriores, es una ecuacion constitutiva que permite evaluar los primeros
efectos de la viscoelasticidad en los procesos sin obtener gran complicacién —
relativamente — en los modelos matematicos resultantes (Denn, 2004; Larson, 1992;

Petrie, 1976).
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Meétodos asintoticos en procesos de transporte — Andlisis dimensional.

El andlisis de escalamiento o de 6rdenes de magnitud se define como un método
sistematico para adimensionalizar las variables dependientes e independientes, asi como
sus derivadas, en un conjunto de ecuaciones que describen un proceso fisico. El sistema
adimensional de ecuaciones que resulta, representa la expresién paramétrica minima del
proceso. Lo que significa que cualquier cantidad que se quiera conocer del sistema sera,
a lo més, funcion de las variables y los nimeros adimensionales obtenidos mediante el
proceso de adimensionalizacion. Esta representacion es Gtil porque permite identificar
las variables (dependientes e independientes) y los grupos adimensionales que
contienen las relaciones entre los fendmenos que tienen lugar en el proceso. Ademas,
los numeros adimensionales facilitan el escalamiento de los procesos ya sea de escala
pequefia a gran escala o viceversa mediante los principios de similitud geométrica y
dinamica (Krantz, 2007).

Los métodos asintéticos son procedimientos sistematicos basados en los analisis
dimensional y de orden de magnitud de las ecuaciones diferenciales parciales no
lineales de la teoria de los fendmenos de transporte (transferencia de cantidad de
movimiento, energia y masa) que permiten su solucién aproximada y que consisten en
la obtencion de modelos a través de la simplificacion de las ecuaciones a través de los
nameros adimensionales que contienen. Mas importante que las soluciones que se
pueden obtener mediante estos procedimientos, es que su utilizacion exige la
comprension de la interrelacion entre la matemética y la fisica involucrada en el
tratamiento de los problemas. Asi, una de las contribuciones de los métodos asintoticos
es el gran entendimiento que se logra de la naturaleza de los fendmenos fisicos que
tienen lugar en un proceso en particular. Parte esencial es la identificacion de las escalas

y procesos caracteristicos y la adimensionalizacion de las ecuaciones de balance, debido
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a gque mediante estos dos pasos se caracterizan los hechos fisicos y fendmenos que
toman parte en el sistema que se estudia y la magnitud de los coeficientes que resultan
es lo que determina la importancia (relativa) de los fenémenos fisicos participantes
(Leal, 1992).

Por otro lado, la aplicacion de los métodos asintéticos, mediante la
adimensionalizacion de las ecuaciones de balance, proporcionan mucha informacion
sobre la naturaleza del problema, incluso sin haber resuelto las ecuaciones de balance o
haber considerado una geometria especifica. En general, los factores geométricos sélo
tendran influencia en la magnitud de los coeficientes resultantes de la
adimensionalizacion sin alterar la forma en la que éstos se expresan en los balances. Por
lo tanto, mediante el analisis asintdtico se pueden catalogar algunos problemas que
difieren en geometria, en términos de las relaciones entre los mecanismos de transporte
expresadas en los nimeros adimensionales. Si los procesos y las ecuaciones de balance
que establecen sus principios son sencillos, el analisis de los efectos de los numeros
adimensionales (que son constantes que se pueden determinar mediante medidas
experimentales) se puede hacer via la solucién analitica de las ecuaciones. Incluso,
cuando éstas son muy complejas como para permitir su solucion analitica, las relaciones
entre los mecanismos siguen invariantes, de manera que se puede obtener informacion
de la inspeccion de las ecuaciones y los pardmetros resultantes (los numeros
adimensionales) pueden ser determinados, en principio, mediante datos experimentales
(Leal, 1992)

Por lo dicho en péarrafos anteriores, los métodos asintéticos contribuyen de
manera importante al conocimiento y solucion de los procesos cuando se aplican a
problemas de transporte, ya que proveen de un método sistematico para simplificar las

ecuaciones de balance y asi obtener soluciones analiticas, ademas de dar un marco
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propicio para el entendimiento a profundidad de los fendmenos que ocurren en el
proceso estudiado. Pero este hecho debe ser utilizado con mesura ya que las soluciones
obtenidas s6lo son aplicables a los casos limite de las que son producto y que se
generaron bajo suposiciones hechas acerca del proceso. Por lo tanto, las expresiones que
se obtienen no garantizan que éstas sean Unicas (incluso dentro del rango de las
suposiciones hechas) ni que sean representativas de la situacion fisica real que se tiene
en el proceso estudiado. De manera que los métodos asint6ticos no son la herramienta
que por si sola permitira el andlisis completo y objetivo del problema a resolver sino
que sirven para conocer la naturaleza fisica del los fendmenos involucrados y delimitar
el problema en cuanto a su aparicion e influencia en el proceso. Estas tecnicas se deben
complementar con otras como las de estabilidad, computacionales (que son
aproximadas también pero permiten la solucion de las ecuaciones diferenciales
completas) y experimentos (Leal, 1992).

Otras aplicaciones del analisis de orden de magnitud tienen impacto en
investigacion y desarrollo de tecnologias (Krantz, 2007). La aplicacion de estos
métodos permite la valoracion de nuevos procesos mediante el calculo de su desempefio
usando valores estimados.

Considerando todos los puntos descritos en esta seccion, en este trabajo se
pretende modelar el proceso de llenado isotérmico laminar de la cavidad por un fluido
viscoelastico— caracterizado por la ecuacion del fluido de segundo orden — para el
proceso de MIRQ. El problema se analizé usando técnicas de andlisis dimensional y se
obtuvo un modelo sencillo que describe — al menos de manera cualitativa — las variables
involucradas en el MIRQ vy las relaciones entre los parametros adimensionales que
caracterizan la transferencia de cantidad de movimiento y masa con reaccion quimica en

el proceso.

Introduccién 29



I11. SISTEMAS ANALIZADOS.

El proceso de llenado del molde que se estudia en este trabajo se plantea para
dos sistemas de coordenadas — cartesianas y cilindricas —, para los cuales se tomaron los
campos de velocidad, presion y gravedad usuales en la literatura (Macosko, et al. 1982;
Middleman, 1970) y que se especifican en el siguiente capitulo.

a) Coordenadas rectangulares. En esta configuracién se llena un molde en forma

de lamina, como el que muestra en la figura 3.1:

Frente

) ;

L

Figura 3.1. Molde en coordenadas cartesianas.

b) Coordenadas cilindricas. En sistema esta constituido por un molde en forma de
disco que se llena por el centro y el movimiento del fluido se verifica en

direccién radial, como se muestra en la figura 3.2.

RY(t)

I
|
|
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r=D.12
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|
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|
|
[
|

p=PC|' r=R

Figura 3.2. Molde en coordenadas cilindricas.
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Para este arreglo, es necesario hacer una precision acerca del alcance de analisis
. . . : D,
hecho en este trabajo: el estudio es valido para el intervalo radial ?s r<R vy se

considera que el flujo estd totalmente desarrollado, de manera que los efectos de

frontera por la entrada del fluido al molde son inexistentes en el modelo (figura 3.3).

/ r=D.12
Validez del campo

|

|

|

|

I de velocidad
| especificado en (1)
|

|

|

L. ’ I
<

Figura 3.3. Validez de los campos para las coordenadas cilindricas.

p=Po r=R
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IV. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA.
Balances fundamentales.
Cualquier proceso de la naturaleza debe respetar los principios de conservacion, que estan plasmados en las ecuaciones de conservacion
de masa (ecuacion de continuidad), de cantidad de movimiento lineal (ecuacion de Cauchy) y de energia (balance de energia). El trabajo que se
presenta en este documento tiene como objetivo principal modelar, con la ecuacion constitutiva para el fluido de segundo orden, el llenado

isotérmico de un molde, proceso en el cual se verifica una reaccion quimica de polimerizacion. Los balances a considerar son:

%+V-pg:0 (4-1)
p%+pQ-V2=VL+pg (4-2)

Las ecuaciones (4-1) y (4-2) son generales y se aplican a cualquier fluido en flujo laminar e isotérmico. Para particularizar el fluido en
cuestion debemos especificar una ecuacién constitutiva que relaciona los esfuerzos y las deformaciones a las que esta sometido.

También se deben puntualizar las variables dependientes y su funcionalidad con respecto a las variables independientes: las tres

coordenadas del espacio y el tiempo. Para el sistema rectangular se tiene:

V= (UX, v,, Uy)z [UX (t,z),0,0]

p=p(x2)
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9=(9..9,.9,)=[0-90]
C,=C,(x,2,1)

donde las variables dependientes son: v es el la velocidad del fluido, p es la presion, y C, es la concentracion del reactivo A. g es la

aceleracion de la gravedad. Las variables independientes son: t es el tiempo, x es la direccion del espacio en donde se lleva a cabo el

movimiento, z es la direccién del gradiente de velocidades y y es la direccion neutral.
Para el sistema cilindrico:
v= (u,,uz,ug): [u,(t, r,z)0,0]
p=p(r.z)
9=(9:9.9)=[0-9.0]
C,=C,(rz,t)
Para este caso las variables independientes son: r es la direccion del espacio en donde se lleva a cabo el movimiento, z es la direccion

del gradiente de velocidades y & es la direccion neutral.
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Ecuaciones de balance de masa.
a) Coordenadas rectangulares.

La ecuacion de balance de masa para coordenadas cartesianas es (Bird et al., 2007):

P, 5(pux)+ 5(puy)+ 5(p02)=0

(4-3)
a X & a
Si se aplica el campo de velocidad dado y se supone que el fluido es incompresible:
ov
—*=0 4-4
Y (4-4)
La ecuacion (4-4) es el balance de masa para un fluido incompresible que llena un molde rectangular.
b) Coordenadas cilindricas.
La ecuacion de continuidad en coordenadas cilindricas es (Bird et al., 2007):
g 10 170 b2l
—+=—(prv, )+—— +— =0
a T e Zev)
Al aplicar el campo de velocidades propuesto se obtiene:
10
=—(rv,)=0 4-5
r OT( Ur) ( )
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La ecuacion (4-5) es la ecuacion de continuidad para un fluido incompresible que llena un molde cilindrico obedeciendo el campo de

velocidades tipo en el proceso de MIRQ y MIT.
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Ecuaciones de balance de masa para uno de los reactivos.
Este balance esta dado por:

a) Coordenadas rectangulares.

Ly, Tu, Ky, &, _DAB(O‘ZCA #C, a?cA]+RA

= + +
a x ta Ty X a &

(4-6)

Al aplicar el campo de concentracion especificado anteriormente y suponiendo que no hay transporte de mondémero por difusion se

obtiene:
X, X,
+uv,—A =R 4-7
O’t Ux 03( A ( )

b) Coordenadas cilindricas.

T o, Lnyp Tny Lo ln ABFE(" acA)* s +i252c2+ R, (4-8)
a o a r J6 ra\ oa a r oo
Si se aplica el campo de concentracion de reactivo y la misma suposicion que se hizo para el caso rectangular:
éCA d:A
+ =R 4-9
O’t Ur OT A ( )
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Las expresiones (4-7) y (4-9) son los balances de masa (o moles) para uno de los reactivos. Sélo falta especificar la forma de la rapidez
con que el mondémero desaparece del sistema. Segin Macosko et al. (1982), la siguiente expresion describe las caracteristicas de la cinética de
polimerizacion de poliuretanos lineales:

R, =—kC: (4-10)

Al introducir esta expresion en las ecuaciones de balance para uno de los monomeros, se obtiene el esquema completo para la masa del

reactivo. De aqui, contando ya con la solucion, se pueden calcular otras cantidades como el avance de reaccion, los pesos moleculares promedio

en numero y promedio en peso y la polidispersidad del polimero.
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Ecuaciones de balance de cantidad de movimiento.
Las ecuaciones de Cauchy (expresadas en sus componentes) para los sistemas abordados son (segun la convencion reoldgica):
a) Coordenadas rectangulares.

Direccion del movimiento:

Do, _ &, Ir, +3Tyx Lo

. . 4-11
P or x x Ty a Py (4-11)

Direccion del gradiente:

o
, Do, D . or,, N Ty, N or,,  py, (4-12)
Dt a & N a

Direccidn neutral:

Dv _@+é’rxy+ﬁryy+ﬁrzy
Dt ¥ X & a

+09, (4-13)

Al aplicar el campo de velocidad para estas coordenadas se obtiene:

o
PDU _ R T T Ty (4-14)
Dt & & & a

Z — g (4-15)
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b) Coordenadas cilindricas.

Direccion del movimiento:

Do, _ & 10(rz,) 10t  or

p Y
Dt a r a r oo a r '

Direccion del gradiente:

%:_@+lé’(rrrz)+lé’rez _+_O’?Tzz +pgz
Dt a r a rosd a

Direccion del neutral:

Do, =_1@+i5(rzrrg)+1 Ot , Oty Ta = Tuo
Dt roé r* a r o0 Aa r

+ 09,

De la aplicacion del campo especificado resulta:

Dt a r a radd oa r

Do, __@_i_lé’(rr”)_i_lé’rﬁ +0”TZ, Tep

oo @ 1Ar7) 174, o,
a r o roed o

-~
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(4-17)

(4-18)

(4-19)

(4-20)

(4-21)




2
02_1@+i0’(r 7“9)_'_15796 +§Tz9 Y i) (4-22)
roe r* o r 60 & r

Las ecuaciones (4-14) — (4-16) y (4-20) — (4-22) son los balances de cantidad de movimiento que siguen las suposiciones fundamentales
de este trabajo, pero que aun no contienen la informacién acerca del tipo de fluido. Para obtener los componentes del tensor de esfuerzos que

aparecen en estas ecuaciones, se debe calcular el gradiente de velocidad y aplicarlo a la ecuacidn constitutiva en cuestion, aquella del fluido de

segundo orden.
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Ecuacion constitutiva del fluido de segundo orden y el tensor de esfuerzos.

En este trabajo se presentara el analisis para el fluido de segundo orden, cuya ecuacion constitutiva es (Massoudi et al., 2008):

7= n(IQ,IIQ, ||2)gl+ al(lg, ||2,||2)g2 + az(lg,llg,llg)gf (4-23)

que da cuenta de la contribucion viscosa, que es no lineal.

En la ec. (4-23), z es el tensor de esfuerzos, A =D=L+L" es la parte simétrica del tensor de gradiente de velocidades, L, o tensor

rapidez de deformacion, A,es la derivada convectiva superior de A, -que se especificara en las paginas siguientes-, éfes el producto interior de

A consigo mismo, n(ID, Iy, IIID) es la funcion viscosidad, que lleva explicita su funcionalidad con los invariantes del gradiente de velocidades,

al(lg, IIB,IIB) es el primer coeficiente de esfuerzos normales y az(lg, IIQ, IIIQ) es el segundo coeficiente de esfuerzos normales.

Para este trabajo el tensor gradiente de velocidades estara definido como (Aris, 1989):

ov;
Lij = (Vg)ij = a_XJ

(4-24)
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Y para las dos geometrias consideradas se tiene:

a) Coordenadas rectangulares.

ov, Ovu, O0v,

0
(o), Vo), (Vu),) [ & @ o | [0 Zx 0
ov, Ov, Ov 0z
R~ (VQ)R = (VQ)ZX (VQ)ZZ (VQ)zy = aXZ aZZ ayz =0 0 0 (4'25)
(VQ)yX (Vg)yz (VQ)W auy al)y al)y 0 0 0
oXx oL oy
b) Coordenadas cilindricas.
ov, oOv, 1lov, v,
r r - r __~6 a a
(Vo). (Vo), (Vo),) | or oz roee r o 0
ov, 0v, 1 dv, o oz
LC = (VQ)C = (Vg)zr (Vg)zz (VQ)ZH = or oz F 20 = 0 0 0 (4-26)
(Vo) (Vo) (V0)w) |6v, v, 1dv, v, | | O 0 O
oo o0z raof r
El tensor rapidez de deformacion y la derivada convectiva superior estan definidos como:
A=D=L+L' (4-27)
(4-28)

A

O= 2@ V@ L L@
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fluido de segundo orden (para la deduccion, ver el Apéndice A):

r=nL+L Ha a—‘i(yl;)w-v(yg)}(al+a2)£-£+a2£-g + Qo+, L+ (g + @)L LT

La aplicacion de las definiciones en (4-24), (4-27) y (4-28) a (4-23) proporcionan la siguiente expresion para ecuacion constitutiva del

(4-29)

La ecuacion (4-29) contiene operaciones (productos interiores y derivadas) del gradiente de velocidades y su transpuesto. El calculo de

los gradientes de velocidad para los campos correspondientes en las dos geometrias (rectangulares y cilindricas, respectivamente) segun (4-25) y

(4-26) resulta:
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Y los gradientes de velocidad transpuestos:

0
(4-32)

00
(4-33)

Con las expresiones de los gradientes de velocidad para las dos coordenadas [ecuaciones (4-30) — (4-33)] se pueden calcular los tensores

de esfuerzo para las dos geometrias, al sustituirlos en (4-29) y realizar las operaciones se obtiene (ver Apéndice B)

a) Coordenadas rectangulares.

(&)XJZ ”(az)x} {5(@) (auxﬂ
a, +a|— +v-V 0
7 a 0z a\ oz 0z
XX Xz Xy 2
I= T Tp Ty |= ”(aUXJ + al[é(%) t0: v(aux j:| (20{1 + az{al)x) 0 (4-34)
= 0z a\ oz 0z 0z
Ty Ty Ty 0 0 0

44
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Por la hipotesis de Weissenberg, que esta basada en observaciones experimentales, «, =0 (Bird et al., 1987):

o dedeft]
. 0z a\ oz 0z
XX Xz Xy 2
=1, 1, 7,|= ”(a”Xj+ al{é(auxj-i-g V(a“Xﬂ 2al(a“X] 0 (4-35)
= 0z Aa\ oz oz 0z
Ty Ty Ty 0 0 0
b) Coordenadas cilindricas.
2 2 2
27760r +20{a(aurj+V-V(aU'ﬂ+(4al+ 30!2{80’) +a2{(0’brj +(8Ufj } q(aufj+ o{a(au’j+v-V(aufﬂ+(3a1+2az)aur o
or ot\ or or or a 0z 0z ot\ oz 0z or oz
Trr z-rz Tre 2
T=|7, T, T,l|= {aurj+al{a(aurj+v~V(aurﬂ+(3al+2a2)auraur (2a1+a2{aurj 0
oz ot\ oz 0z or oz 0z
o Ta Tw 0 0 0
(4-36)
Como generalmente ¢, =0:
2
2720 4 20{2(8”'} V- V(a“fj} 4%(60,) {81),] + a{ﬁ(a”f} V- V(a”fﬂ+ 30, 20 OV
: 7 or ot\ or or or 0z ot\ oz 0z or oz
rr rz re 2
=1, T, T,|= {Gvrj_kal{g(éurj_'_\_/'v (?vrj}_ 30{180r ou, 2 1(80 J 0 (4-37)
= 0z ot\ oz oz or oz oz
o Ta Too 0 0 0
45
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Las ecuaciones (4-35) y (4-37) son las expresiones de los tensores de esfuerzos para los dos sistemas en cuestion en este trabajo. Sus
componentes se deben introducir en los balances cantidad de movimiento correspondientes (en coordenadas rectangulares y cilindricas) para
describir completamente el comportamiento del la mezcla reactiva en el proceso de llenado. La descripcion completa permite encontrar las

distribuciones de velocidad, presion y composicién en el molde.
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Ecuaciones de balance de cantidad de movimiento para el fluido de segundo orden.
Para obtener las ecuaciones de balance de cantidad de movimiento para el fluido de segundo orden, se deben sustituir los componentes del
tensor de esfuerzos en las ecuaciones de balance de cantidad de movimiento simplificadas para cada geometria.
a) Coordenadas rectangulares.
Las ecuaciones de balance de cantidad de movimiento para este sistema coordenado, una vez aplicados los campos, son las (4-14) — (4-

16). Al sustituir los componentes del tensor de esfuerzo para estas coordenadas [ecuacion (4-35)] y hacer algunas operaciones se obtiene:

Do, & | (0v D (dv, i

Por éi<+0’2{n[ 8z]+alDt(az j} (4-38)

__d_ ]

0=—2—r0 (4-39)
P

0=-L 4-40
g (4-40)

Las ecuaciones (4-38) — (4-40) son las ecuaciones de balance de cantidad de movimiento para el fluido de segundo orden incompresible
para llenado de un molde rectangular que cumple con los campos tipicos en el MIRQ [ecuaciones (3-1) — (3-3)]. Se debe notar que estas

ecuaciones son generales en el sentido de las propiedades del fluido, 7 y «,, ya que, en particular en la ecuacion (4-38), se observa que éstas son

variables. Si las propiedades se consideran constantes se obtiene:
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Do, o°v, D (%,
o, ot §+77 P +ala( j (4-412)

T ES

que es la ecuacidn de balance de cantidad de movimiento que se considera en este trabajo para la descripcion del flujo del la mezcla reactiva en el
MIRQ.
a) Coordenadas cilindricas.
Las ecuaciones de balance de cantidad de movimiento para el sistema cilindrico son las (4-20) — (4-22). Al sustituir los componentes del

tensor de esfuerzos, expresado en la ecuacion (4-37), en los balances de cantidad de movimiento mencionados se obtiene:
2
,ODUr :—£+212 nr ou, +212 aer ov, +4lé a,r ov, +é n ov, +é 0:1R ov, +3£ a, Ou, Jv, (4-42)
Dt a r o or ra Dt\ or ra or a oz a Dt\ oz a or oz

- (4-43)

@ i
0= (4-44)

Este sistema de ecuaciones diferenciales no lineal considera que las propiedades fisicas son variables. Si las propiedades fisicas se

suponen constantes se tiene:
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Dv, &P 0% D (6% 2 (ov, v 10( ov 12 Doy, 10| (ov, Y
p—r=——Fn——tay—| — |[*3ay, | [+ — | " |+ 20— | — +4a,——| 1 (4-45)
Dt a 0z Dt\ oz a\ or oz ra\ or ra| Dt or ra or
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El proceso de llenado isotérmico con reaccion quimica.

Ya que se tienen expresados de manera simplificada todos los balances fundamentales [en este caso los de masa (y de reactivo) y de

cantidad de movimiento para el fluido de segundo orden] se pueden establecer los problemas de condiciones a la frontera (CF)/inicial (CI) que

describen al proceso, y que constan de los sistemas de ecuaciones diferenciales, y de las Cl y CF que establecen hechos fisicos conocidos del

sistema. La solucién de cada uno de los problemas de CF/CI proporcionan los campos de velocidad, presion y concentracion que caracterizan al

sistema.

Los problemas de condiciones a la frontera/inicial para los dos sistemas considerados son:

a) Coordenadas rectangulares.

%:0
X
P
0=-2L_
2 ~9
0=_2
X
Do, __@
Dt X
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Bu iy Ca_ o
a X

Cl. No hay fluido dentro del molde a t =0.

CFl. x=0, p=p, La presion a la entrada del molde esta definida.

CF2. z=0, 0;;* =0 No hay flux de cantidad de movimiento en el centro del molde.
CF3. z=%xH, v, =0 Condicion de adherencia y simetria del problema.

CF4. z=H, p=0 La presion en la parte superior del molde es nula.

CF5. x=0, C, =C,, La concentracion de reactivo a la entrada del molde es la inicial.
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a) Coordenadas cilindricas.

170
~—(rv,)=0 4-5
rO’r( Ur) ( )
>
O=—"——- 4-43
™ (4-43)
O:@ (4-44)
o9
2 2 2
pDUr :—£+778 Uzr +0(1R 0 Uzr +3a1£ Ou, Ov, +277lé r@ur +2alli rR ov, +40¢lli r ou, (4-45)
Dt a 0z Dt oz a\ or oz ra or ra| Dt\ or ra or
Ly ro oA —kC,? (4-47)
a a

Cl. No hay fluido dentro del molde a t=0.

CFl. r= % =R, p=p, La presion a la entrada del molde esta definida.

CF2. z=0, i;r =0 No hay flux de cantidad de movimiento en el centro del molde.
CF3. z=%xH, v, =0 Condicion de adherencia y simetria del problema.

CF4.z=H, p=0 La presion en la parte superior del molde es cero.
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C,=C,, La concentracion de reactivo a la entrada del molde es la inicial.

re

CF5. r:&:R
2

Los dos problemas de CF/CI estan constituidos por un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales que no se pueden resolver de forma
analitica. Es necesario proponer una técnica para la solucion aproximada de estos problemas y obtener una descripcion del proceso de MIRQ

cuando se considera un fluido de segundo orden.
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V. PROPUESTA DE SOLUCION.

En esta seccion se plantea una estrategia de solucion para los problemas de
CI/CF que describen el proceso de MIRQ para un fluido de segundo orden. Estos
problemas estan expresados en la seccién anterior [ecuaciones (4-4), (4-39), (4-40), (4-
46), (4-42) y las CI/CF para la geometria plana y (4-5), (4-43), (4-44), (4-45), (4-47)y
las CI/CF para la cilindrica), en donde podemos notar que el problema a resolver es
muy complejo ya que las ecuaciones resultantes son diferenciales parciales y no
lineales, siendo el mayor obstaculo para su solucion analitica la no linealidad, sin tomar
en cuenta que el problema de MIRQ es especifico e involucra otros fenémenos como la
transferencia de energia (problema no isotérmico) y el estudio del frente del flujo de
fluido en el molde, los cuales hacen el analisis del problema en cuestion aun mas
complejo. Si se quiere resolver el problema completo, se deben implementar métodos
numericos avanzados — como lo son elemento finito, volumen finito y diferencias finitas
(Hayes et al., 1991; Lo et al., 1994 a y b), entre otros — que proporcionan soluciones
aproximadas a problemas complejos mediante la discretizacion de los sistemas en
estudio. Otras técnicas que dan soluciones aproximadas y que tienen fundamento en
soluciones analiticas son las que involucran el andlisis dimensional y el escalamiento
(Macosko, 1989; Castro y Macosko, 1982). Estas técnicas hacen uso de los valores
caracteristicos de las variables en el sistema estudiado y dan valores a los nimeros
adimensionales que caracterizan relaciones entre mecanismos involucrados en el
proceso. Como resultado, se obtienen ecuaciones adimensionales que contienen
parametros —con sentido fisico, en particular nimeros adimensionales — cuyo valor
permite hacer simplificaciones en las ecuaciones que delinean casos asintéticos, la

mayoria de los cuales pueden ser resueltos con técnicas matematicas analiticas.
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En este trabajo se propone la solucion de las ecuaciones de balance que
describen al proceso de MIRQ mediante el uso del analisis dimensional y el analisis de
Ordenes de magnitud. Para hacerlo es necesario (i) especificar las variables
caracteristicas del sistema, (ii) adimensionalizar las ecuaciones de balance y las
condiciones de frontera, (iii) hacer un andlisis de 6rdenes de magnitud de los términos
en las ecuaciones de balance y (iv) hacer suposiciones razonables (basadas en la
naturaleza del fendmeno y de hechos fisicos) que permitan simplificar las ecuaciones de
manera que se puedan aplicar técnicas matematicas analiticas, (v) obtener una
descripcién objetiva (cualitativa) del proceso de MIRQ, mediante los campos obtenidos,
y (vi) comparar, en la medida de lo posible, los resultados analiticos aproximados — de
los casos asint6ticos — con resultados o situaciones experimentales y/o provenientes de

otros ejercicios tedricos numéricos.
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Variables caracteristicas y variables adimensionales.

Se definen a las variables caracteristicas de acuerdo los sistemas geométricos

descritos en el capitulo 111 de este documento.

a) Coordenadas rectangulares.

Tiempo caracteristico: es el tiempo de llenado del molde, t,. El tiempo

] ] , t
adimensional esta dado como t'= =
f

Velocidad caracteristica: es la velocidad promedio de llenado, vx, que se calcula

. . - L .
como la longitud del molde entre el tiempo de llenado, v« = La velocidad
f

. . .Uy
adimensional es v,'==*.
Dx

Longitud caracteristica: La longitud caracteristica se toma como la mitad del alto
de molde (por simetria), H, para las tres direcciones del movimiento. Esta es la

direccion del gradiente de velocidades en las dos geometrias. La variables

X Y
H’y H

. . . . Z
adimensionales de longitud son: z =0 X'=

Presion caracteristica: es el flux difusivo caracteristico de cantidad de

movimiento — que también puede interpretarse como la fuerza viscosa

s 4. . 1y . .
caracteristica del sistema, nﬁx. Esto se toma ya que el fluido newtoniano es la

referencia obligada en trabajos en donde hay un flujo (Middleman, 1997; Castro

y Macosko, 1982; Macosko, 1989). Por lo tanto, la presion adimensional es

P'=

P
"W

56
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- Aceleracion de la gravedad caracteristica: esta denotada por g, y es la

aceleracion de la gravedad en la Tierra. La gravedad adimensional es g'=g.

c

b) Coordenadas cilindricas.
Las variables caracteristicas y adimensionales para estas coordenadas son

analogas a las de rectangulares:

Tiempo caracteristico: t,. Tiempo adimensional t':ti.
f

. ... — R . . . , L
- Velocidad caracteristica: vr =T Velocidad adimensional: v,'= =",
Ur
f

- Longitud caracteristica: H, para las direcciones axial y radial. Variables

. . T . Z
adimensionales de posicion: r'=—vy z'=—
H H
. - Ur S . P
- Presion caracteristica: s Presion adimensional es P'=—
Ur
777
H
- Aceleracion de la gravedad caracteristica: g.. Gravedad adimensional es g':g.
9
57
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Adimensionalizacion de las ecuaciones de balance.

Al adimensionalizar los problemas de CI/CF que describen al proceso de MIRQ
con las variables adimensionales recién expuestas se obtiene (para el proceso de
adimensionalizacion ver el Apéndice C):

a) Coordenadas rectangulares.

éxxl ~0 (5-1)

ReH Do’ __ P +i'f;' + Deﬂl(az'f;'] (5-2)
L D' & oz Dt'| oz

0= —% —Gag' (5-3)

0= % (5-4)

vx'ﬁ?' =—%%CA'2 (5-5)

CFl1. x'=0, p'=p,'.

ov,'

CF2. =0,
&I

0.

CF3. 7’=41, v,'=0.
CF4. 7’=1, p'=0.

CF5. x'=0, C,'=1

Donde Re= 'OUXH, De:ti, Ga:pgiH, son los numeros de Reynolds, Débora, y
n f Lx

H

Galilei, respectivamente. A es el tiempo caracteristico del fluido.
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b) Coordenadas cilindricas.

170
——(r'v."Y=0 5-6
rl Ofi.l Ur) ( )

1 ] 2. .1 2.1 1 1
O PP 0, D0 g Culcu),

R Dt' a' oz” Dt'| az* a'\ or' oz
' . N2
+z£z[r-%j+zaezz[r-£(é’vrj}mié e 57
ra'n or' ra'l Dt'\a' ra a
ﬁl
0=-——-Gag' 5-8
P Gag (5-8)
@l
0= 5-9
» (5-9)
e Llc (5-10)
a’ an

CF3. 7'=+1, v,'=0

CF4. 7’=1, p'=0

CF5. r=Re ¢ o1
H

Donde Re= purH , De:ti, We:ﬂ% y Ga= pgiH son los nimeros de Reynolds,
n f Lr
TH

Débora, Weissenberg y Galilei, respectivamente.

Las ecuaciones (5-1) — (5-10) y sus respectivas condiciones de frontera son los
modelos para los dos sistemas estudiados. Este formato permite hacer estimaciones
acerca de los ordenes de magnitud de los términos en las ecuaciones mediante la

asignacion de valores a los nimeros adimensionales y relaciones geométricas.
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Analisis de orden de magnitud y suposiciones.

1. El primer hecho fisico a considerar en este analisis es que la variable
caracteristica de longitud en direccion del gradiente, H, es mucho menor que la
variable caracteristica en la direccion del movimiento, L y R, en coordenadas

rectangulares y cartesianas, respectivamente. De manera que se cumple:
0<%<<1y 0<%<<1 (5-11)

2. Se aplica la aproximacién de lubricacion para despreciar los terminos inerciales

en las ecuaciones de balance de cantidad de movimiento (Denn, 1980; Castro y

Macosko, 1982). Esto se puede hacer porque el producto Re% es muy pequefio

(Re% <<1) (Ver Apéndice C). Esto implica que el mecanismo dominante en la

transferencia de cantidad de movimiento es el difusivo para las condiciones de
proceso gue se consideran en este trabajo.

3. La tercera consideracion es que el tiempo caracteristico del material es muy

pequefio con respecto al tiempo de llenado: A<<t,; 0 ti: De <<1. Ademas se
f

ha obtenido que para las coordenadas cilindricas.

A
De_t _H
We /1& tfar
H
Si utilizamos la definicién de la velocidad promedio, vr =t5:
f
A
De _ tt H H
=R &
We 20 t R
H t,
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De manera que, por el primer hecho considerado en parrafos anteriores, se tiene:

De H
—=—x<xl1
We R

Lo cual esta de acuerdo con los valores tipicos de las funciones materiales y
gradientes de velocidades en las operaciones de inyeccion de polimeros indican que la
relacion entre los nimeros de Débora y Weissenberg es muy pequefia (Bird et al., 1987;
Rodriguez, 1983). Asi que la contribucion elastica mas significativa es la asociada con
los términos que tienen al numero de Weissenberg.

4. Por ultimo, y como consecuencia de la primera suposicion, se tiene que los
efectos de la aceleracion de la gravedad considerados en el modelo en las
ecuaciones (5-3) y (5-8) no seran importantes ya que la columna de fluido dentro
del molde es muy pequefia y no ejercera una presion significativa en la direccion
del gradiente de velocidades.

Si se aplican todos los hechos y restricciones a las ecuaciones (5-1) — (5-10) y a
las condiciones de frontera se obtienen los siguientes:

a) Coordenadas rectangulares.

il e
1 2 1

0= —% + % (5-12)

ﬁux'% =—t.kC,,C," (5-13)

CFl1. x'=0, p'=p,'.

ov,'

CF2. =0, —-=0.
&l

CF3. 7'=+1, v,'=0.

CF4. x'=0, C,'=1
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b) Coordenadas cilindricas.

'éi" (r v,)=0 (5-6)

1 2 ] 2
0:—%#3”r +3We 5(8” o j+2— ﬁ'(r o j 4We1£{ [5—)J (5-14)

' 077 a'\ or o7 ra'\ or ra| \a
R ,ml 1 12
U=t G, (5-15)
kC.o

1 Rr 1 1
CF1. r:F, p'= P,

CF2. 7=0, Yr _g
&l

CF3. 7'=+1, v,'=0

CF5. r':%, C, =1

Existen algunas precisiones que deben hacerse con respecto a las ecuaciones de
balance para el monémero [ecuaciones (5-13) y (5-15)] y la de balance de cantidad de
movimiento para las coordenadas cilindricas [ecuacion (5-14)].

Respecto de las ecuaciones de balance de mondmero, la ecuacion (5-13) se multiplica

por T y se considera la definicion de la velocidad promedio para este trabajo se tiene:

UX'OCA'=—1—1 C,”
X' y 1
KC Ao

donde 7:% es el gradiente de velocidades caracteristico asociado a la difusion de

cantidad de movimiento. Ademas, se puede definir un nimero de Damkdéhler de la

siguiente manera:
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1
g Tiempo caracterisitico de difusion de cantidad de movimiento B ;
B tiempo caracteristico de reaccion 1

kC o
Asi
I£ ' 1
v, @(ﬁ =-DaC," (5-16)
Si se hace algo analogo con la ecuacion (5-15) se obtiene:
Iﬁ I 1
v, a’f =-DaC," (5-17)

para la cual el gradiente de velocidades caracteristico asociado a la transferencia de

cantidad de movimiento por difusion esta dado por » :%.

Respecto del balance de cantidad de movimiento, ecuacién (5-14), se puede
notar que sigue siendo una ecuacién diferencial parcial no lineal, asi que debemos
encontrar argumentos para simplificarla mas.

De la ecuacion de continuidad [ecuacion (5-6)] :

10,, 1( a ,&)r'J 1( , ,é’ur'j
——(r'o)==| v,/ = +r =—|v,+r—=1|=0
rla.l rl d,l d,l rl d.l

ov,' v,

a (5-18)

Sustituyendo (5-18) en el cuarto término del lado derecho de ecuacién de

movimiento en r, [ecuacion (5-14)]:

1 a(,au,'j v,
il Rl hery
ra

aj.r (5-19)
Ahora sustituyendo (5-18) en el dltimo término del lado derecho de ecuacion de
movimiento en r, [ecuacion (5-14)]:

\2 12
12l
ra o r
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Al comparar las ecuaciones (5-19) y (5-20):

10 r,(aur'jz b,

ral\a )| 3 & 3“r'~35r
lﬁ(rﬁ”rj e Tr TH
ra\ a r?

5. Del resultado en la linea anterior, podemos ver que el término no lineal es méas
importante que el término lineal, de manera que podemos escribir el balance de

cantidad de movimiento de la siguiente manera:

1 2 1 1 1 1 2
0=-F 00 ane ? (a”r ou, ]+4Wel d r'(ﬂ’)fj (5-21)
a - or a' or or ra’l La

Asi se indica que los términos que tienen mas importancia en la descripcion de
la parte difusiva elastica son los que contienen al nimero de Weissenberg aunque la
ecuacion (5-21) sigue siendo no lineal. Para estimar la contribucién de los términos
difusivos elasticos se calculd su magnitud usando sus expresiones en variables
caracteristicas (Slattery, 1999) (las cuales, en este caso, son equivalentes para los dos
términos) y se introdujeron en la ecuacion de balance de cantidad de movimiento sin
adimensionalizar. La adimensionalizacion posterior de esta ecuacion y la aplicacion de

los criterios enunciados arriba resulta en:

1 2 ]
0 =—%+%—We (5-22)

que ya es una ecuacion diferencial parcial lineal, que puede resolverse mediante
técnicas analiticas.

De esta manera, se ha llegado a un modelo aproximado que describe el proceso
de flujo de la mezcla reactiva de MIRQ cuando se toma en cuenta la viscoelasticidad del

material en cuestion mediante la ecuacion constitutiva del fluido de segundo orden.
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Problemas de condiciones a la frontera a resolver.
Los problemas de CF a resolver son:

a) Coordenadas rectangulares.

ov,'
X -0 5-1
Y (5-1)
1 2 1
0=-F v (5-12)
X oz
Ux'é;:(’f =-DaC," (5-16)

CFl. x'=0, p'=p,".

ov,’'

CF2. =0, =0.

CF3. 7=+, v,'=0.
CF4. xX'=0, C,'=1

b) Coordenadas cilindricas.

%aﬁ r'0,)=0 (5-6)

1 2 1
0= —% + aa—'f;—We (5-22)
ur'é;f =-DaC," (5-17)

1 Rr 1 1
CF1. r:ﬁ, P'= P,

ov,'

CF2. =0, =0

CF3. 7'=+1, v,'=0

CF4. r':%, C,'=1
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Las ecuaciones mas demandantes en cuestion de la técnica analitica para su
solucion son las de balance de cantidad de movimiento. Estas dos ecuaciones [(5-12) y
(5-22)] se pueden resolver mediante el método de separacion de variables (MVS)
(Farlow, 1993) para ecuaciones diferenciales parciales lineales, ya que las condiciones
de frontera para la derivada de mayor orden en ellas son homogéneas. Una vez resuelto
este balance, la distribucion de velocidades resultante se sustituye en la ecuacion de
balance de masa para el reactivo y se resuelve la ecuacion diferencial ordinaria
resultante. De ahi se pueden calcular otras cantidades, como el avance de reaccion y los
pesos moleculares promedio en nimero y promedio en peso del polimero que se forma
durante el llenado el molde. El resultado de este procedimiento se muestra en el

Apéndice D y de manera grafica en el siguiente capitulo, junto con su analisis.
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VI. RESULTADOS Y ANALISIS.

En esta seccion se presentan los resultados obtenidos de la solucion del
problema del llenado isotérmico del molde con reaccion quimica. Uno de los primeros
resultados, que se obtuvo sin resolver los problemas de condiciones a la
frontera/iniciales (Leal, 1992) que expresan los balances de cantidad de movimiento
fundamentales y sus CI/CF simplificados con las suposiciones enunciadas en capitulos
anteriores, es que los efectos de la elasticidad solo se presentan en el sistema
caracterizado por las coordenadas cilindricas (el proceso de llenado radial de un molde
en forma de disco). Por este hecho y, para ser congruentes con uno de los objetivos del
trabajo, se presenta primero el andlisis de resultados para el sistema cilindrico. Las
soluciones de los problemas de condiciones a la frontera se encuentran en las tablas
contenidas en el Apéndice D, donde se tienen tablas comparativas que involucran
soluciones para (i) el fluido newtoniano (que se toma como referencia ya que en la
mayoria de los trabajos sobre MIRQ reportados con anterioridad se considera este tipo
de fluido) (Macosko, 1989), para (ii) un fluido de segundo orden que tiene viscosidad y
el primer coeficiente de esfuerzos normales constantes, para (iii) un fluido ley de la
potencia y para (iv) un fluido de segundo orden cuya viscosidad varia conforme al
modelo de ley de la potencia y con coeficiente elastico constante. En esa comparacion
también se contrastan los resultados para los dos geometrias (rectangular y cilindrica) y
las dos formas de operacion del proceso (a flujo volumétrico y presion constantes). En
las péginas siguientes se muestran los resultados de manera gréfica. Cabe sefialar que
esta representacion y los resultados dejan ver de forma aislada los efectos de cada
variable y factor dentro del proceso, situacién que se pudo obtener gracias la técnica
aproximada usada en la solucion del problema que proporciona un modelo simple que

describe todos los factores involucrados de forma, al menos, cualitativa.
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Coordenadas cilindricas.

Flujo volumétrico constante.

A nivel industrial, las maquinas de procesamiento de polimeros por inyeccion
trabajan, generalmente, a flujo volumétrico constante (Middleman, 1977; Macosko,
1989). Para lograr este tipo de operacion, debe haber una fuente que lo permitay es la
presion con la que se alimenta al fluido que entra al molde. Si pensamos en la materia
que entra al molde durante el proceso, nos damos cuenta que a medida que se llena el
molde, cuesta mé&s trabajo introducir la misma cantidad de materia (que tiene un
volumen) por unidad de tiempo. Asi, para mantener el flujo volumétrico constante hacia
el molde, la presion de alimentacion debe aumentar conforme pasa el tiempo hasta que
se llena la cavidad. En la figura 6.1 se muestra la prediccion de la presion adimensional
a la entrada del molde en funcion del tiempo de llenado adimensional. Se puede
observar que la presion aumenta conforme se llena el molde. La linea roja corresponde a
la respuesta para un fluido newtoniano y las lineas azul y verde corresponden a fluidos
viscoelasticos con viscosidad constante que tienen un coeficiente de esfuerzos normales
mayor (los efectos elasticos se manifiestan mas), respectivamente, y que genera que el
namero de Weissenberg sea mas grande. Asi, el modelo predice que el efecto del
aumento de la elasticidad del fluido en el proceso de llenado a flujo volumétrico
constante sera que aumente la presion de alimentacion. Este resultado es completamente
I6gico ya que el término de la ecuacion diferencial que involucra a la elasticidad
proviene de un esfuerzo normal. Se puede observar que a We tan pequefios como 0.1,
los efectos en el aumento de la presion ya son apreciables. Ademas hay que notar que el
aumento con respecto a fluido newtoniano para We = 1 se nota desde el principio del
llenado, de manera que la elasticidad de fluido puede ser importante durante todo el

jproceso.
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Figura 6.1. Presion adimensional a la entrada del molde, py’, en funcion del tiempo adimensional, t* —
flujo volumétrico constante en coordenadas cilindricas. Efecto de We.

En la figura 6.2 se muestra la posicion adimensional del frente de fluido en el
molde en funcion del tiempo adimensional de llenado. EI modelo predice que la
posicion del frente para cualquier fluido no cambiard en la operacion a flujo
volumeétrico constante, ya que esta situacion genera que entre el mismo volumen de
fluido por unidad de tiempo. Una prediccion muy parecida para el flujo del frente en el
proceso de MIRQ no isotérmico se obtuvo por (Kamal y Ryan, 1980), de manera que el
modelo que se presenta aqui reproduce ciertas caracteristicas de modelos mas

complejos.
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tl
Figura 6.2. Posicién radial adimensional del frente de fluido, R’*, en funcién del tiempo adimensional, t’
— flujo volumétrico constante en coordenadas cilindricas.

En la figura 6.3 se muestran las distribuciones de velocidad adimensional en la
cavidad. La configuracion del grafico muestra en el eje de las ordenadas la anchura del
molde (direccion del gradiente de velocidades por corte), en las abscisas la velocidad y
las diferentes curvas representan la distribucion de velocidades a ciertas posiciones
radiales adimensionales, de manera que se representa un corte transversal el molde. El
modelo deja ver que la velocidad del fluido disminuird y su perfil se hace méas plano a
medida que éste entra en el molde (que el radio aumenta). Esto es completamente I6gico
ya que al ir avanzando en el molde, el fluido encuentra un éarea de flujo méas grande cada
vez, asi que para obtener el mismo flujo volumétrico la velocidad debe disminuir. Para
esta forma de operacion ocurre lo mismo que con la posicion del frente, ya que

cualquier fluido avanzara en el molde con el mismo flujo volumétrico y lo que

Resultados y Andlisis 70



promovera ese movimiento sera la presion necesaria para obtener el flujo volumétrico

deseado.

Figura 6.3. Ancho adimensional del molde, z’, en funcion de la velocidad adimensional, v’ — flujo
volumétrico constante en coordenadas cilindricas.

Ya que tenemos caracterizado el movimiento del fluido en el molde,
proseguimos al analisis de lo que pasa con la reaccién a medida que el molde se llena.
Para esto, se graficaron las distribuciones de concentracion (con la que puede calcularse
facilmente la conversion) en el molde. La figura 6.4 muestra la distribucion de
conversion en el molde para el proceso a flujo volumétrico constante. En las abscisas se
tiene a la posicion radial adimensional y en las ordenadas a la anchura adimensional del
molde, de manera que vemos un corte transversal del molde. Las curvas que se
muestran son isocoras caracterizadas por cierto avance de reaccion una vez que el

molde se ha llenado con el fluido. El proceso es transitorio. Este hecho se observa en
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estas distribuciones (las lineas sélidas en particular dadas por un nimero de Damkohler
calculado con datos tipicos de MIRQ (Macosko, 1989) para la reaccion de
polimerizacion en cuestion) al notar que la curva para un 10% de conversion de
mondmero en polimero esta cerca de la entrada del molde y las de conversién mas
avanzada (que corresponde al fluido que lleva mas tiempo en el molde y que por tanto
ha tenido mas oportunidad de reaccionar) estan mas adentro. Ahora, referente a lo que
sucede a lo largo de la anchura del molde, se observa que las curvas que representan
conversiones mayores se aproximan asintéticamente a la pared del molde. Esto tiene un
sentido muy valioso, ya que indica que cerca de las paredes habra polimero con mayor
grado de polimerizacion que en la parte central del sistema, lo que puede inducir una
separacion de fase —cuestidén que no se toma en cuenta en esta etapa del modelado de la
MIRQ por simplicidad- y que convierte el problema a uno con frontera mévil y bifasico.
Este grado de polimerizacién mayor cerca de la pared del molde ocurre porque ahi la
velocidad del material es menor que la del fluido que se encuentra en el centro del
molde, dando oportunidad al sistema para reaccionar mas ya que el liquido tarda mas
tiempo en avanzar hacia el extremo del sistema. En el extremo para el cual el fluido se
encuentra en contacto con la pared del molde se tiene, por la condicion de frontera, que
éste se queda adherido a la superficie y por lo tanto tiene todo el tiempo que dura el
proceso de llenado para reaccionar, concluyendo asi que el material pegado a la
superficie es polimero puro. Los razonamientos anteriores son importantes porque,
como se ha descrito en la introduccion, estas distribuciones de concentracion/conversion
son la condicién inicial del siguiente paso en el proceso completo que es el de curado.
Con respecto a las curvas punteadas en la figura 6.4 se tiene que se tratan de un
sistema con un nimero de Damkohler menor que el considerado en las curvas sélidas

(figura de la izquierda), hecho que se ve reflejado en que las curvas para cada
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. Cy-C . ]
conversion ( f =%) se recorren hacia adentro del molde (lineas punteadas), lo
A0

que implica que, al ser la reaccién mas lenta, le toma mas tiempo al sistema alcanzar el
avance de reaccion en cuestion. Ahora si el Da es mayor que el correspondiente a las
lineas continuas (figura de la derecha), se observa que las curvas de conversion
constante se recorren hacia la entrada del molde (lineas punteadas), cuestion que indica

el aumento en la rapidez de reaccion.

1 26 51 75 100 125 1 26 51 75 100 123

Figura 6.4. Curvas de conversion en el molde - ancho adimensional, z’, del molde en funcién del radio
adimensional, r’ — flujo volumétrico constante en coordenadas cilindricas. Lineas continuas — Da= 1x10%;
lineas punteadas: a) Da = 5x10%; b) Da = 5x10°.

Al ser el MIRQ un proceso que se aplica en reacciones de polimerizacion por
pasos — en particular reacciones de produccién de poliuretanos y poliureas (Macosko,
1989) — es facil obtener la distribucion de pesos moleculares del polimero a traves de la
conversion que se tiene (Macosko, 1989; Odian, 2004). Para el caso de la produccion de
un polimero lineal mediante una polimerizacion por pasos se sabe que se cumplen las

siguientes relaciones para los grados de polimerizacion promedio en nimero (X,) y

promedio en peso ( X, ), respectivamente (Macosko, 1989; Odian, 2004):

1
X, = 6-1
"1 f (6-1)
1+ f
X, =" 6-2
WSl (6-2)
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Al aplicar estos célculos sencillos a las curvas en la figura 6.4, se obtienen las
curvas para los grados de polimerizacion mostradas en la figura 6.5. Como es
caracteristico de las polimerizaciones por pasos, s6lo se obtienen pesos moleculares
altos a conversiones elevadas. Podemos ver que para un 90% de conversiéon, los grados
de polimerizacion promedio en numero y promedio en peso sélo son 10 y 19,
respectivamente. Este cambio quimico también provoca que las propiedades fisicas del
fluido cambien, y como es natural, en particular la viscosidad aumentard con la
conversion del monémero a polimero y puede ser que las caracteristicas elasticas de lo

polimeros también se manifiesten con el avance de la reaccion.

1 26 51 75 100 125 1 26 51 75 100 125

Figura 6.5. Curvas de grados de polimerizacion (pesos moleculares) en el molde - ancho adimensional, z°,
del molde en funcidn del radio adimensional, r’ — flujo volumétrico constante en coordenadas cilindricas.
Lineas continuas — Da = 1x10°%; lineas punteadas: a) Da = 5x10; b) Da = 5x107.

Los grados de polimerizacion calculados en este trabajo son pequefios porque se
ha hecho el andlisis para un material que produce un polimero lineal, pero en
aplicaciones industriales se usan materias primas que producen polimeros entrecruzados
que generar redes de polimeros que llegan tener viscosidades muy altas durante su
produccion antes de obtener sus caracteristicas de termofijo (Narvachian et al., 2005).
Estas caracteristicas de los sistemas de reaccién nos hacen pensar que también se
pueden manifestar, en algin momento de su procesado reactivo, efectos elasticos

importantes.
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Este altimo punto también esta ligado con la rapidez con la que la reaccion se
lleva a cabo. Puede pasar que el sistema reactivo sea tan rapido que llegue a
conversiones elevadas durante el proceso de llenado — que generalmente dura de 2 — 4
segundos — y que ademas el tiempo caracteristico de reaccion sea parecido al tiempo
caracteristico del fluido mediante el cual se manifiestan los efectos elasticos. En esa
situacion se podrian apreciar efectos de la elasticidad del material en la reaccion que se
Ileva a cabo durante el proceso, aunado a lo que se ha comentado acerca de sistemas de
polimerizacion mas complejos. Como podemos ver, son muchos los eventos que pueden
ocurrir en el proceso y que pueden tener consecuencias en las propiedades finales de los
materiales que se produzcan a través de la MIRQ.

Ahora se analizar el efecto del parametro n de la ley de la potencia en el proceso.
Es bien sabido que este pardmetro indica como el esfuerzo y la rapidez de deformacion
se relacionan para un fluido no newtoniano inelastico que presenta comportamiento
pseudoplastico en un flujo estacionario (adelgazamiento al corte, n < 1) y dilatante (n >
1) (Barnes et al., 1989). Se sabe que estos efectos tienen que ver con la conformacion de
las cadenas poliméricas y que ésta esta ligada con la estructura molecular del fluido
(Barnes et al., 1989). Asi, puede servir como indicativo de la estructura que adquiere un
fluido por la accion de algin mecanismo de transporte. En este trabajo se estudia la
relaciéon con la reaccion quimica y el proceso de llenado. En la figura 6.6 se muestra el
efecto que tiene el cambio del exponente de la ley de potencia en la evolucion de la
presion de alimentacién a lo largo del llenado del molde para la operaciéon a flujo
volumétrico constante. La linea roja corresponde al aumento de la presion para un el
proceso de llenado de un fluido newtoniano (n = 1) mientras que la azul y la verde
corresponden a aumentar y disminuir en 10% el valor del parametro en cuestion. Se

puede observar que el cambio en el valor de n no modifica la forma de las curvas: la
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presién aumenta rapidamente al inicio del proceso y la razén a la que crece con respecto
al tiempo disminuye conforme se llena la cavidad, adquiriendo un cierto valor segun el
valor del indice de la ley de la potencia. El efecto importante que se observa al cambiar
este parametro es que la presién de alimentacién aumenta o disminuye con respecto a la
prediccién newtoniana para n mayor 0 menor, respectivamente. Estas manifestaciones
son logicas pues al aumentar el indice se caracteriza a un fluido dilatante, que necesitara
mas presion para ser introducido en el molde con el mismo flujo volumétrico, mientras
que si tenemos un fluido que presenta adelgazamiento al corte la presion necesaria para
este tipo de operacion sera menor. Ademas, el cambio observado es mas notorio cuando
el fluido presenta comportamiento dilatante que cuando es presenta adelgazamiento al
corte.

Las ecuaciones constitutivas se usan para determinar la forma en que se
relacionan los esfuerzos y las rapideces de deformacién en fluidos y su forma pretende
explicar, en el mejor de los casos, como un fluido responde a las fuerzas tomando en
cuenta su estructura. En el caso de la ley de potencia, el exponente n se determina
mediante un ajuste de datos experimentales, y sirve para caracterizar a los fluidos como
adelgazantes al corte o espesantes. Siguiendo esta idea, si tuviéramos datos
experimentales de la viscosidad del fluido en el MIRQ en funcion del avance de
reaccion podriamos asociar los cambios de la viscosidad debidos a la reaccion quimica.
En principio, como la viscosidad aumenta con el avance de reaccion, el valor de
exponente deberia ser mayor a 1 ya que el proceso provoca que el monémero se
convierta en polimero que tiene una viscosidad mayor y confiere a la mezcla un
aumento en la viscosidad. Asi, el aumento en el exponente puede ser una forma

indirecta de evaluar los efectos de la reaccion en la viscosidad del fluido, sin necesidad
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de expresar una ecuacion mas para el comportamiento de la viscosidad con el avance de

reaccion.
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Figura 6.6. Presion adimensional, py’, en funcion del tiempo adimensional, t” — flujo volumétrico
constante en coordenadas cilindricas. Efecto de n.

Ahora, en la figura 6.7 se muestra el efecto de la viscoelasticidad del fluido con el
aumento de la presion de alimentacion como funcion del tiempo de Ilenado. Vemos las
mismas tendencias que en la figura 6.1: el aumento de la viscoelasticidad del fluido

aumenta la presion de operacion.
Como se ha visto en este trabajo, el cociente 0% genera una escala

caracteristica de tiempo y es el tiempo caracteristico del material, A (Larson, 1992).
Este debe interpretarse como una propiedad particular del fluido que expresa su
viscoelasticidad en términos de la relacion de los esfuerzos caracteristicos normales

respecto a los cortantes para este estudio. Experimentalmente, proviene de pruebas en
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flujos oscilatorios y de viscoelasticidad lineal (Macosko, 1994; Barnes et al., 1989). En
especifico se sabe que si aumenta el tiempo caracteristico, las propiedades viscoelasticas

del fluido se manifiestan mas (Barnes et al., 1989; Bird et al., 1987).
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Figura 6.7. Presion adimensional, py’, en funcion del tiempo adimensional, t” — flujo volumétrico
constante en coordenadas cilindricas. Efecto de A enE.

En la figura 6.8 se muestra el efecto combinado de la elasticidad del fluido vy el
exponente de la ley de potencia. Se puede notar que las influencias descritas para los
dos pardmetros se mantienen aunque al verlas combinadas en un mismo fluido se
concluyen algunos hechos interesantes. Para empezar, se debe observar que para un
fluido que muestra comportamiento adelgazante al corte (curvas verdes), el aumento de
la presion debido a la elasticidad de fluido sobrepasa la curva de presion para el fluido

newtoniano (curva continua roja) desde el primer cuarto del proceso. Este

comportamiento permite ver que para el MIRQ, en el cual tienen lugar muchas
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manifestaciones diferentes de la naturaleza de los procesos que se verifican en él
(transferencia de cantidad de movimiento con fluidos no newtoniano, reaccion quimica
y transferencia de energia — sin considerarse este Gltimo mecanismo de transporte en el
presente trabajo), puede ser muy complejo en su interpretacion. Una manifestacion muy
clara de lo anterior es lo observado con la presion de alimentacién, ya que puede
presentarse alguna situacion en la operacion en la cual las caracteristicas del fluido
puedan ser reproducidas con las ecuaciones constitutivas diferentes, mientras que la
verdadera explicacion sea un acoplamiento de diversos factores presentes, como pueden
ser caracteristicas mas complejas de los fluidos: dependencia de la viscosidad con el
corte, reaccion y surgimiento de elasticidad por la produccion de polimero. Asi, las
técnicas de analisis asintdtico, como la usada en este trabajo, permiten hacer el analisis
y en el mejor de los casos, el aislamiento de las caracteristicas presentes en el proceso y

su efecto en la descripcion del mismo (Leal, 1992; Krantz, 2007).
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Figura 6.8. Presion adimensional, p,’, en funcidn del tiempo adimensional, t” — flujo volumétrico
constante en coordenadas cilindricas. Efectode 4 ynenE.
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En la figura 6.9 se muestran algunos perfiles de velocidad para el proceso de
Ilenado con un fluido que presenta comportamiento tipo ley de la potencia. Se siguen
observando las propiedades esenciales de la velocidad en el molde y que han sido
explicados en parrafos anteriores. Como se trata de la operacion a flujo volumétrico
constante, se observa que los perfiles para fluidos con n diferente no se desplazan del

perfil para el newtoniano y solo cambian su forma debido al valor que toma n.

Figura 6.9. Distribucion adimensional de velocidad en el molde, v’ — anchura adimensional, z’, en funcion
de la velocidad adimensional — flujo volumétrico constante en coordenadas cilindricas. Efecto de n.

En la figura 6.10, el esquema del lado izquierdo muestra el efecto del exponente de
la ley de la potencia en la reaccion. Debido a lo visto en la figura anterior para el campo
de velocidades que viene del tipo de operacion que nos ocupa, la influencia de las
caracteristicas del fluido conforme a la ley de la potencia es practicamente nula aunque

consistente, pues para un fluido con n > 1 (dilatante) las curvas de conversion constante
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se recorren hacia la entrada del molde y para n < 1 (adelgazante al corte) estas curvas se
recorren hacia el extremo final del molde. En el esquema del lado derecho se muestran

estas mismas distribuciones para los grados de polimerizacién promedio en peso y en

numero, que se obtienen al aplicar las ecuaciones 6-1y 6-2 respectivamente.
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Figura 6.10. Curvas de conversién y de grados de polimerizacion en el molde — anchura adimensional, z°,
en funcion del radio del molde, r’, — flujo volumétrico constante en coordenadas cilindricas. Efecto de n,
Da = 1x107

De los hechos y analisis expresados en los parrafos anteriores, se puede aseverar
que cuando se tiene la operacion de una maquina de inyeccién a flujo volumétrico
constante el efecto mas significativo de la elasticidad en el proceso sera el aumento de
la presion de alimentacion, lo que provocara, en general, que los costos de operacion
sean mayores, ya que aumentara la potencia de la bomba que se necesite para hacer que

la mezcla reactiva entre con el mismo flujo volumétrico en el molde.
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Presion constante.

Una forma de operacion posible para una méaquina de inyeccién, aunque no muy
utilizada de forma practica (Middleman, 1977; Macosko, 1989), es con un gradiente de
presion constante. A nivel bésico hay ensayos, tanto mateméaticos como numeéricos, en
donde se estudian los flujos de fluidos complejos controlados ya sea por el flujo
volumétrico (flujo volumétrico constante) o por el gradiente de presion (gradiente de
presion constante). La finalidad de estos experimentos es estudiar las respuestas de los
fluidos ante estos tipos de operacion y entender la forma en la que se manifiesta la
naturaleza de estos materiales en las caracteristicas de los flujos. Un ejemplo son los
flujos a través de contracciones (Walters y Webster, 2003) que se presentan
comunmente en operaciones industriales. En este trabajo, como en algunos otros hechos
para procesos completamente diferentes (Walters y Webster, 2003), se ha encontrado
que el simple hecho de cambiar la forma de operacion puede cambiar las caracteristicas
del proceso y, como consecuencia final, las caracteristicas del producto terminado. En
particular para el MIRQ, cuando se opera la maquina a presion constante se observa que
las distribuciones de velocidad y por consiguiente de concentracion (lo mismo se espera
con la temperatura) cambian debido a que la viscoelasticidad del fluido (tratado en este
trabajo usando la ecuacion constitutiva del fluido de segundo orden) se manifiesta en los
componentes normales del tensor de esfuerzos. Recordemos que para la operacion a
flujo volumétrico constante se observa que la viscoelasticidad tiene efecto s6lo en el
comportamiento de la presién de alimentacion respecto al tiempo y que aumenta
conforme la elasticidad de fluido es mayor (cuando aumentan el We o E para un fluido
con viscosidad variable tipo ley de la potencia). A continuacion se detallan los

resultados del andlisis a presion constante.
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La técnica matematica de solucion que se utilizo en este trabajo (la
simplificacion del problema mediante el analisis dimensional, el anlisis de orden de
magnitud y la solucion aproximada del problema) nos permitié caracterizar el analisis
de las dos formas de operaciéon. Para el proceso a flujo volumétrico constante se
obtuvieron ecuaciones diferenciales parciales y ordinarias que se puede resolver con las
técnicas analiticas apropiadas para el tipo de problema de CI/CF. Para presion constante
nos encontramos con que las ecuaciones diferenciales para la evolucion del flujo
volumétrico y la posicién del frente son no lineales y no se pueden resolver
analiticamente. Se deben emplear técnicas numéricas para resolverlas. Las expresiones

diferenciales para la posicion del frente y el flujo volumétrico son:

3R*‘In[HR ]dR + TWeR*'= po'—7We& (6-3)
R, ' H
R
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9= [HR*'J (-4
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Rr

Como se puede notar, la ecuacion diferencial 6-3, para la posicion del frente de
fluido, es no lineal y el flujo volumétrico depende del avance del fluido en el molde.
Aunque la solucion numérica de estas ecuaciones no se llevo a cabo en este trabajo, si
se puede obtener informacion cualitativa de estas ecuaciones:

- El efecto de los términos elésticos es frenar el flujo del fluido y, por lo tanto, el
frente. Hay un limite para que el fluido se mueva dentro de la cavidad y como
consecuencia extrema, si la presion que se aplica no es suficiente para vencer a las
fuerzas viscoelasticas, el molde se taponeara.

- A medida que el frente avanza, la rapidez con que el movimiento se manifiesta
disminuye (la velocidad del fluido en el molde disminuye), como es de esperarse

por la geometria.
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Para hacer un anélisis mediante gréficos, se hizo el célculo de la variable de
separacion con la ecuacion de la presion y se impuso la condicion de presion constante
(de manera analoga a lo hecho para el proceso a flujo volumétrico constante) y se
obtuvieron los resultados del Apéndice D y que se muestran gréficamente a

continuacion.

En la figura 6.11 se muestran algunas distribuciones de velocidad para un fluido
viscoelastico en el cual las dos propiedades materiales (la viscosidad y la elasticidad)
son constantes. En primera instancia se observa que la velocidad disminuye a medida
que el fluido avanza en el molde, cuestion que es logica y ya se ha explicado en lineas
anteriores. Las lineas continuas corresponden a un fluido newtoniano. En este gréfico
vemos la primera manifestacion de la elasticidad en condiciones de operacion a
gradiente de presion constante: la elasticidad frena al fluido en el molde. Se observa que
para un numero de Weissenberg tan pequefio como 0.1 ya hay una diferencia importante
con respecto a la evolucion newtoniana y, para un We un orden de magnitud mayor se

observa un cambio muy notable.
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Figura 6.11. Distribucion adimensional de velocidad en el molde — anchura adimensional, z’, en funcion
de la velocidad adimensional, v’ — gradiente de presion constante en coordenadas cilindricas. n = 1, efecto
de We.

En la figura 6.12 se muestran las distribuciones de conversion (concentracion del
reactivo) a medida que la mezcla reactiva entra en el molde. Las lineas continuas son la
prediccion del modelo para un numero de Damkdhler que proviene de datos
experimentales tipicos del MIRQ (Macosko, 1989). Se pueden observar los efectos del
cambio del Da en la evolucion del proceso, en particular debemos notar que- al igual
que para el proceso a flujo volumétrico constante — este nimero adimensional tiene gran
influencia en la morfologia del material una vez que el molde se encuentra lleno. Se
observa que con nimeros de Damkohler mayores al que se calculo de calores tipicos las
curvas de conversion constante se recorren hacia la entrada del molde y viceversa.

Aplicando las ecuaciones 6-1 y 6-2 se obtienen las curvas de grados de polimerizacién
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promedio en nimero y promedio en peso y, como es de esperarse, el modelo predice
que siguen la misma tendencia que las de avance de reaccion.

No se debe olvidar que el Da es funcion también de las temperatura y presion,
de manera que su comportamiento e influencia en el proceso seran mucho mas
complejos que lo que se observa en las figuras a las que se hace referencia.

Se debe estar conciente que el proceso MIRQ comprende otras operaciones
ademas del llenado del molde; la etapa que sigue inmediatamente después del llenado es
el curado, de manera que las distribuciones finales del llenado serén las iniciales del
curado. Asi que es de gran importancia conocerlas pues dan pauta para que se lleve a
cabo un proceso correcto de curado en el sentido de tener el producto final con las

caracteristicas para el uso al que se tiene destinado.
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Figura 6.12. Curvas de conversion en el molde — anchura adimensional, z’, en funcién del radio
adimensional del molde, r’ — gradiente de presién constante en coordenadas cilindricas. Efecto de Da.

En la figura 6.13 se muestran las distribuciones de conversion (concentracion)
en la cavidad para algunos grados de elasticidad de la mezcla reactiva. Al observar la
tabla de resultados en el Apéndice D se puede notar que en las expresiones para estas
distribuciones aparecen el Da y el We, de manera que estos dos grupos adimensionales
afectaran la prediccion del modelo acerca de las caracteristicas del proceso y las

propiedades de los materiales obtenidos. En particular hacemos una composicion de los
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dos grupos adimensionales que es DaWe:kCAO/izt/l. Se puede notar que esta
R

relacion de grupos adimensionales nos proporciona directamente la comparacién del
tiempo caracteristico del material y el tiempo caracteristico de reaccion. Estos
resultados son de suma importancia porque manifiestan la interrelacion que existe entre
la viscoelasticidad y la reaccién quimica que ocurre en el proceso: si el producto de los
numeros adimensionales aumenta puede ser porque el tiempo caracteristico del material
aumenta o porque la reaccion es mas rapida (ya sea porque su constante cinética es
mayor debido a efectos energéticos o por la concentracion de lo reactivos). Si la
reaccion se hace mas rapida, su tiempo caracteristico se hace pequefio y aumenta el
producto DaWe. En la figura 6.13 se puede observar el efecto de este grupo
adimensional. Las lineas continuas representan al sistema reactivo sin elasticidad, de
manera que We = 0; el valor del Da para estas lineas es el dado por los pardametros
caracteristicos del MIRQ (en especifico, 107). Si la viscoelasticidad del fluido se
manifiesta en el proceso, el producto DaWe sera diferente de cero. Las lineas
discontinuas ejemplifican la prediccion del modelo bajo estas condiciones: se observa
que para valores muy pequefios del nuevo grupo adimensional (en particular
DaWe=0.001) ya se manifiestan los efectos viscoelasticos junto con los de reaccion de
manera importante. Como lo predice el andlisis de este nuevo parametro, cuando su
valor aumenta, las curvas se desplazan hacia la alimentacion del molde ya que, si el
aumento se debe a la elasticidad del fluido, la mezcla reactiva se ve detenida por esta
propiedad y el material tiene més tiempo para reaccionar dentro del molde; ahora, si el
aumento en el pardmetro se debe a que la reaccién es mas rapida, el desplazamiento de
las curvas se debe a que la reaccion ocurre en menor tiempo y como consecuencia se
alcanzan ciertas conversiones en posiciones mas cercanas a la alimentacion del molde

en comparacion con el material inelastico. Este andlisis es completamente analogo con
87

Resultados y Analisis



respecto a los grados de polimerizacion (aplicando las ecuaciones 6-1 y 6-2), asi
tendremos grados de polimerizacién mayores a medida que la viscoelasticidad de la
mezcla se manifiesta — haciendo que su flujo sea méas lento a través del molde — o la

reaccion es mas réapida.

Figura 6.13. Curvas de conversién en el molde — anchura adimensional, z’, en funcién del radio
adimensional del molde, r’ — gradiente de presion constante en coordenadas cilindricas. Efecto de We y
DaWe.

Los resultados descritos en los parrafos anteriores y mostrados en la Figura 6.13
son de los més importantes de este trabajo, ya que se ha encontrado una relacion
especifica entre la reaccion de polimerizacion y la viscoelasticidad que puede
manifestar el material que llena el molde. Ademés de cambiar las caracteristicas
morfolégicas del producto que se obtiene, la elasticidad puede ser un indicativo para
otros fendmenos observados en el proceso de MIRQ como son la separacion de fases

(Macosko, 1989). Existen experimentos que miden las caracteristicas reoldgicas de
88
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ciertos sistemas de polimerizacion con el fin de caracterizar la cinética de reaccion
(Narvachian et al., 2005). En estos experimentos se pueden observar cambios subitos en
la viscosidad de la mezcla, que se atribuyen a la separacion de fases y el
entrecruzamiento de las moléculas de polimero a conversiones de intermedias hasta
avanzadas de sistemas reactivos por pasos. Creemos que estos sistemas también deben
manifestar, en la misma tonica, caracteristicas elasticas debido al proceso de reaccion y
ulterior entrecruzamiento. No hay evidencia experimental de este hecho, quiz& porque
no se han hecho los experimentos pertinentes para la determinacion de las propiedades
elasticas de mezclas con diversos grados de polimerizacion (Biesenberger y Gogos,
1980)

Una vez mas se ve que pueden existir fendmenos observados en el MIRQ que
pueden ser explicados mediante modelos que reproducen las caracteristicas del proceso
observadas experimentalmente pero que pueden ser producto de otras manifestaciones
de los materiales que estan acopladas debido al mismo proceso.

Ahora se evalla el efecto de la viscosidad variable en la forma de ley de la
potencia y elasticidad variable. En la figura 6.14 se muestran algunas distribuciones de
velocidad a dos posiciones radiales en el molde. Sigue la consistencia de los resultados
en el sentido de tener velocidades menores a medida que el fluido avanza en el molde.
Las lineas continuas son la referencia constituida por un fluido con viscosidad y
elasticidad constantes. Las lineas punteadas son predicciones del modelo para un fluido
con viscosidad variable que tiene valores diferentes del exponente de ley de la potencia,
n. Para este caso, la adimensionalizacion de las ecuaciones de balance — en particular de
balance de cantidad de movimiento — generaron un grupo adimensional que relaciona

las fuerzas elasticas caracteristicas con las fuerzas viscosas caracteristicas tipo ley de la
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potencia: E = (Para ver los detalles, ir al Apéndice C). En particular se debe

— n

notar que este grupo adimensional se reduce a el We cuando n = 1. En principio, este
grupo adimensional es mayor a medida que el primer coeficiente de esfuerzos normales
aumenta, dando cuenta de las caracteristicas elasticas. A lo largo de este trabajo hemos
visto que el aumento en el exponente de la ley de potencia tiene el mismo efecto que el
aumento en la viscoelasticidad del fluido: operando a flujo volumétrico constante, la
presiébn aumenta; y a presion constante, las distribuciones de velocidad, y por
consiguiente de concentracion (conversion y grados de polimerizacién), se ven
desplazados hacia la entrada del molde. Ocurre de forma inversa si el exponente es
menor de 1. Asi, esperariamos que el comportamiento con respecto a este pardmetro
fuera el mismo cuando se tiene un fluido que manifiesta viscoelasticidad y cambio en el
exponente (es decir, que presenta el comportamiento de los fluidos poliméricos en
general), y asi es. Pero se observa una inconsistencia en el valor del grupo adimensional
E, pues cuando n>1 se tiene la prediccion que se espera: el movimiento del fluido se ve
detenido por la viscoelasticidad pero el valor de E es menor, lo que manifestaria que la
elasticidad del fluido es menor; y cuando n<1, el fluido avanza més réapido que con
respecto al fluido con propiedades constantes, como se espera, aunque el valor de W es

—\2
Dr

mayor respecto al del caso cuando n>1. Al observar la expresion de E =

podemos ver que el parametro n se encuentra como potencia del denominador, de

manera que cuando crece respecto a la unidad hace que todo el denominador disminuya
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y que el grupo adimensional aumente, expresando ideas contradictorias. De igual forma,
cuando n disminuye, el valor del denominador aumenta y hace que E sea pequefio. Asi,
se observa en la figura 6.14 que las curvas punteadas tiene un E menor que las curvas de
guiones. Por lo tanto, podemos llegar a las mismas conclusiones hechas anteriormente:
el aumento en el exponente de la ley de la potencia — que caracteriza a un material
dilatante (en general un fluido que se estructura) — frena el movimiento del fluido en la
cavidad mientras que la disminucion de n — que denota un comportamiento de
adelgazamiento al corte — provoca que el fluido avance con mas rapidez al llenar el

molde.

Figura 6.14. Distribucion adimensional de velocidad en el molde — anchura adimensional, z’, en funcion
de la velocidad adimensional, v’ — gradiente de presion constante en coordenadas cilindricas. Efecto de n
en E.

En la figura 6.15 se muestran las distribuciones de conversion (concentracion)

para el mismo sistema discutido en los parrafos anteriores. La situacion de
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inconsistencia descrita en E, y por tanto en el grupo adimensional DaE, sigue vigente,
aunque las predicciones del modelo son completamente correctas. En la figura de la
izquierda tenemos un fluido viscoelastico para el cual n<1, de manera que las lineas que
lo describen (punteadas) se desplazan hacia el extremo final del molde. Esto se debe a
que la viscosidad de la mezcla, al disminuir, permite que el material entre mas rapido en
la cavidad y que reaccione menos a lo largo del proceso de llenado. En la figura de la
derecha observamos que las lineas que describen al fluido dilatante (n>1) se desplazan
hacia la entrada del molde. Aqui se ha encontrado una influencia méas en el
comportamiento del proceso con respecto a la reaccion y las caracteristicas del fluido:
para n>1, cuando el fluido manifiesta algun efecto de estructura y ésta impide en cierto
grado el flujo del material, el cambio del exponente provoca que las curvas de
concentracion se desplacen hacia la parte inicial del molde, respecto al comportamiento
para n=1. Esto se debe a que, al moverse mas lento el material en el molde, tiene tiempo
de reaccionar. Como es evidente, esta parte del comportamiento es analogo a aquél
cuando se manifiesta la viscoelasticidad, de manera que hasta pueden acoplarse y tener
efectos mas drasticos en la estructura del material al final del proceso. Si ocurre que
n<l1, puede ser que este efecto de adelgazamiento al corte disminuya o hasta elimine el

retraso y el desplazamiento que provocan las caracteristicas elasticas del fluido.
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Figura 6.15. Curvas de conversion en el molde — anchura adimensional, z’, en funcion del radio
adimensional del molde, r’ — gradiente de presion constante en coordenadas cilindricas. Efecto de E y

DaE.

Resultados y Andlisis %2



Como ya se ha mostrado para analisis previos, se pueden obtener las distribuciones
de pesos moleculares promedio en peso y promedio en numero (aplicando las
ecuaciones 6-1 y 6-2). El andlisis hecho en lineas precedentes es completamente

analogo para estas distribuciones.
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Coordenadas rectangulares.

Uno de los primeros resultados relevantes del presente trabajo, y que se obtuvo
previa resolucion de los modelos resultantes de la técnica matematica aplicada, es que
no se manifiestan las propiedades viscoelasticas en coordenadas rectangulares. Como
uno de los objetivos principales de este trabajo es encontrar relaciones entre la
viscoelasticidad del material que llena el molde y la reaccion quimica que se lleva a
cabo en el MIRQ, y con el contexto fisico y matematico usado en el presente trabajo
confirmamos que, como en muchos procesos de transporte (Bird et al., 2007), el cambio
de geometria, que se refleja en el campo de velocidades considerado, hace que una
caracteristica natural del material se manifieste 0 no en un proceso en especifico.

En las figuras siguientes se muestran sdlo algunas de las distribuciones
relevantes en el proceso de MIRQ para las condiciones de flujo volumétrico constante.
Los resultados de la solucion del modelo se encuentran en el Apéndice D.

En la figura 6.16 se muestra la evolucion de la presion de alimentaciéon en
funcién del tiempo. Se puede observar que, a diferencia del sistema cilindrico, esta
evolucion es lineal y que la prediccion para un fluido tipo ley de la potencia aumenta
respecto al comportamiento newtoniano. Vemos que el efecto de aumentar o disminuir
el exponente de la ley de la potencia es el mismo que para las coordenadas cilindricas:
al aumentar n, aumenta la presién y viceversa. Este resultado es completamente l6gico y
refleja la respuesta del fluido al cambio de estructura por la fuerza que se le aplica al
hacerlo entrar en el molde. Aungue también podria asociarse a la estructura que obtiene
el fluido por la reacciéon de polimerizacion, como manera indirecta de caracterizar esa

influencia en el flujo del fluido en la cavidad.
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Figura 6.16. Presion adimensional, py’, en funcién del tiempo adimensional, t’ — flujo volumétrico
constante en coordenadas rectangulares.

En la figura 6.17 se muestra la distribucion de concentracion (o conversion) de
mondmero en el molde una vez que el fluido ha llenado el molde. Las lineas continuas
caracterizan a un sistema reactivo con un Da dado por los parametros caracteristicos del
MIRQ. Las lineas discontinuas representan a un sistema en el cual el nimero de
Damkdhler es un orden de magnitud mayor que aquél de las continuas. Se debe notar
que las curvas se recorren hacia la entrada del molde, como es de esperarse para un
sistema de reaccion mas rapido. Esta forma de las curvas ya ha sido obtenida en otros
ejercicios de modelado del MIRQ (Domine y Gogos, 1980), de manera que esta
similitud acredita el buen planteamiento y desempefio del modelo, a pesar de ser
aproximado. Si contrastamos la desviacidn que ocurre en este sistema con respecto a las
coordenadas cilindricas, vemos que el efecto del Da en la prediccién de los modelos es

mucho mas significativo. Por estas manifestaciones, podemos esperar que los efectos de
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separacion de fases y el flujo bifasico se observe con mayor influencia en las

operaciones de MIRQ en coordenadas rectangulares.
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Figura 6.17. Curvas de conversion en el molde — anchura adimensional, z’, en funcién de la longitud
adimensional del molde, x” — flujo volumétrico constante en coordenadas rectangulares. Efecto de Da.

Resultados y Andlisis %



VII. CONCLUSIONES.

En este trabajo se ha logrado plantear un modelo sencillo para flujo del seno del
fluido (sin considerar efectos de frontera: ni de entrada ni el frente de flujo) en el
llenado isotérmico y laminar del molde para el proceso de MIRQ, caracterizando a la
mezcla reactiva con la ecuacion constitutiva de fluido de segundo orden y cuyas
propiedades fisicas son constantes. La sencillez del modelo estriba en que las
expresiones obtenidas que establecen los balances de masa (para del reactivo) y de
cantidad de movimiento lineal, junto con las condiciones de frontera, tienen solucion
analitica. La solucion se obtuvo empleando los andlisis dimensional y de orden de
magnitud para los balances de cantidad de movimiento y masa con fin de simplificar las
ecuaciones que son altamente no lineales.

Ademas, este estudio permitié el aislamiento, y la consiguiente evaluacion de la
influencia de cada uno de los fendmenos considerados en el modelo: viscoelasticidad
del fluido (incluyendo el comportamiento conforme a la ley de la potencia de la
viscosidad) y reaccion quimica. Mediante los resultados se confirma que las técnicas
aproximadas basadas en los analisis dimensional y de orden de magnitud son una
herramienta muy Util para la solucién de los problemas de fenémenos de transporte y en
general para los problemas encontrados en ingenieria quimica, ya que proporcionan
procedimientos sistematicos que permiten obtener mayor conocimiento fisico
cualitativo y cuantitativo de los procesos estudiados, incluso en la fase del
planteamiento del problema, en la que los modelos no se han resuelto para obtener las
expresiones o resultados numeéricos finales (Leal, 1992; Krantz, 2007).

En particular, se trataron dos sistemas coordenados para describir al molde: (i)
rectangulares, que caracterizan a un molde en forma de lamina en el que entra el fluido

por un extremo, y (ii) cilindricas, para un molde en forma de disco que se llena por el
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centro (flujo radial). Usando los campos de velocidades tipicos en MIRQ y MIT (Castro
y Macosko, 1982; Macosko, 1989; Middleman, 1977), se encontrd6 que la
viscoelasticidad del fluido, al menos para el de segundo orden, se manifiesta solo en las
coordenadas cilindricas. Este es uno de los resultados que se obtuvieron antes resolver
el modelo (Leal, 1992; Krantz, 2007).

En este trabajo se obtuvo la solucién analitica para el caso en que la inercia es
despreciable en el proceso, ademas de ser isotérmico. Se debe notar que el proceso de
llenado de la cavidad en el MIRQ es muy complejo y que las soluciones analiticas para
este proceso son limitadas. La inclusién del balance de energia complicara ain mas el
anélisis del MIRQ en el sentido de obtener una solucién analitica aproximada. Aun asi,
la metodologia de solucion permitid delimitar la situacion de no linealidad del problema
a resolver y deja ver que ademas de los casos limite que proporcionan las técnicas de
andlisis dimensional, se requeriran técnicas numéricas para el estudio del MIRQ cuando
se consideran fluidos viscoelasticos.

Se tomaron en cuenta dos tipos de operacion: (i) flujo volumétrico constante y
(ii) gradiente de presion constante.

- En la primera forma de trabajar la maquina de inyeccion, el modelo predice que
la Unica manifestacion de la viscoelasticidad en el proceso de llenado se observa
en la presion de alimentacion del molde: la presion en la entrada del molde
aumenta con el We, o sea, con el aumento en la viscoelasticidad del fluido. Las
demas cantidades calculadas con el modelo (distribuciones de velocidad,
posicion del frente de fluido, distribuciones de concentracion, grados de
polimerizacion y pesos moleculares), no se ven influidas por la elasticidad ya
que la forma de operacion determina a que entre el mismo volumen de fluido a

la cavidad.
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- En la segunda forma de operar, se obtiene un resultado importantisimo para este
trabajo y es una relacion entre la viscoelasticidad y la reaccion quimica que se
lleva a cabo en el llenado de la cavidad. Se encontr6 un pardmetro adimensional
que expresa esta relacion y esta dado por el producto de los nimeros de
Damkohler y de Weissenberg, DaWe, que expresa una relacion entre los tiempos
caracteristicos del fluido y de la reaccion. En los resultados se observd que si
aumenta la elasticidad del fluido o disminuye el tiempo caracteristico de
reaccion (aumenta la constante de reaccion o la concentracion de monémero) la
mezcla reactiva se convierte en polimero en posiciones mas cercanas a la
alimentacion que si el DaWe es menor y viceversa. Ademas vemos que la
elasticidad, aunque tiene presencia lineal en la ecuacion de balance de cantidad
de movimiento, genera no linealidades en la posicion del frente y en el célculo
del flujo volumétrico (que deben sen tratadas numéricamente para su solucién).
Estas dos formas de operacion, ademas de modificar las caracteristicas finales
del polimero en el MIRQ, pueden hacer diferencia en el gasto energético del
proceso, pues se observan cambios importantes, debidos a la viscoelasticidad, en
la energia requerida para llevar al fluido reactivo dentro del molde.

El fendbmeno que tiene mayor influencia en la morfologia del polimero
producido en el proceso es la reaccion quimica.

El exponente de la ley de la potencia tiene un efecto analogo al que tiene la
elasticidad en el proceso: si n aumenta, la presion de alimentacion lo hace también y si n
disminuye, la presién de operacion diminuye. Se sabe que este exponente es un ajuste
para reproducir el comportamiento de fluidos no newtonianos bajo situaciones de flujo
y que refleja la influencia de la estructura del fluido en el proceso, incluso en la

caracterizacion de situaciones en donde hay cambios quimicos (Barnes et al., 1989). Por
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lo tanto, también se podria asociar el valor de este exponente con el cambio de la
viscosidad con la reaccién (aunque no sea la manera méas directa de hacerlo). En este
sentido, se puede inferir, por los resultados, que puede haber situaciones de flujo — con
todos los fendmenos acoplados — en las que modelos diferentes (que involucran diversas
caracteristicas de los materiales y procesos de transporte que ocurren) reproduzcan
ciertos resultados experimentales o las predicciones de modelos diferentes, aunque las
causas expresadas para dichos comportamientos no sean las Unicas y quiza las correctas.
Para poder concluir acerca de esto se deben analizar modelos con diferentes
caracteristicas y compararlos entre si, con datos experimentales y de otro ejercicios de
modelado (numéricos y analiticos). En particular, en este trabajo se encontré que el
exponente de la ley de potencia y la viscoelasticidad pueden llegar a tener influencias
parecidas en las predicciones del modelo. La presencia de procesos de transporte
acoplados y los resultados obtenidos en este estudio dejan ver que pueden darse las
circunstancias para que estos fendmenos se enmascaren y que maneras diferentes de
tratarlos (mediante los modelos) reproduzcan los datos experimentales aunque las
causas que se achacan de forma aislada a los resultados no sean, posiblemente, las que
provocan las manifestaciones que se observan. Esto se hace patente en este analisis
sencillo, y es méas probable que se vean estos acoplamientos en situaciones en donde se
modele el proceso completo (con modelos en donde se consideren las transferencias de
momentum con fluido viscoelastico, energia y masa con reaccion quimica). En este
mismo sentido, se puede hacer otra propuesta para relacionar el cambio de la viscosidad
con la reaccion quimica sin necesidad de expresar una ecuacion mas: como la
viscosidad aumenta con el avance de reaccidn, el valor de exponente deberia ser mayor

a 1 ya que el proceso provoca que el mondémero se convierta en polimero, cuya
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viscosidad es mayor a la del primero y confiere a la mezcla un aumento en la
viscosidad.

Aqui se ha encontrado una influencia méas en el comportamiento del proceso con
respecto a la reaccion y las caracteristicas del fluido: para n>1, cuando el fluido
manifiesta algun efecto de estructura y ésta impide en cierto grado el flujo del material,
el cambio del exponente provoca que las curvas de concentracion se desplacen hacia la
parte inicial del molde, respecto al comportamiento para n=1. Esto se debe a que, al
moverse mas lento el material en el molde, tiene tiempo de reaccionar. Como es
evidente, esta parte del comportamiento es analogo a aquél cuando se manifiesta la
viscoelasticidad, de manera que hasta pueden acoplarse y tener efectos mas drasticos en
la estructura del material al final del proceso. Si ocurre que n<1, puede ser que este
efecto de adelgazamiento al corte disminuya o hasta elimine el retraso y el

desplazamiento que provocan las caracteristicas elasticas del fluido.
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VIII. TRABAJO FUTURO.
Como trabajo a realizarse en etapas futuras de esta investigacion se planea:

- Resolver el flujo isotérmico del frente de fluido (flujo fuente) para un fluido de
segundo orden, con todas las variantes desarrolladas en este trabajo.

- Acoplar la solucion de flujo isotérmico del frente con la solucion obtenida en
este documento y ver la influencia que tiene en la morfologia del material
(distribuciones de pesos moleculares, en Gltima instancia).

- Plantear la solucion numérica de los dos puntos anteriores y asi comparar estas
soluciones con las predicciones del modelo simplificado.

- Plantear el balance de energia para el proceso con un fluido de segundo orden y
hacer el andlisis aproximado del problema. Resolverlo numéricamente
considerando las propiedades fisicas variables. Aqui ya sera posible comparar
los resultados de los experimentos de modelado con datos experimentales.

- Modelar el proceso usando otras ecuaciones constitutivas de fluidos complejos.

- Considerar los efectos de separacion de fases y sistemas reactivos mas

complejos (en donde haya entrecruzamiento, por ejemplo).

La gran mayoria de los puntos anteriores requieren de técnicas numéricas, pues las
ecuaciones que describen al problema son no lineales y estan acopladas, generando

sistemas de ecuaciones diferenciales rigidos.

. 1
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NOMENCLATURA

Abreviaturas

CF Condicién de frontera.

Cl Condicién inicial.

MIRQ Moldeo por inyeccion con reaccion quimica.

MIT Moldeo por inyeccion de termoplasticos — inyeccion usual.

Letras romanas.

A D-D, [
A, Derivada convectiva superior de D, [(s™)?].
C, Concentracién del reactivo en el molde, (mol cm).
C,' Concentracion adimensional del reactivo en el molde.
Cao Concentracién del reactivo inicial a la entrada del molde (mol cm).
D Tensor rapidez de deformacion, D=A =L+L" (s7).
D Tensor adimensional rapidez de deformacion.
Da Numero de Damkdhler I.
De NUmero de Débora.
E Numero de adimensional que relaciona los esfuerzos normales
caracteristicos de segundo orden con los cortantes caracteristicos para un
— \2
Ur
o, ﬁ
fluido con viscosidad tipo ley de la potencia, E = ——=.
K| v
H
f Conversion.
g Magnitud de la aceleracion de la gravedad, (cm? s™).
g Aceleracion de la gravedad, (cm?s™Y).
g Aceleracion adimensional de la gravedad.
g; Componentes g (i:x,z y y son la direcciones de movimiento, gradiente

de velocidades y neutral, respectivamente, en coordenadas rectangulares;
i:r,zy @ son la direcciones de movimiento, gradiente de velocidades y
neutral, respectivamente, en coordenadas cilindricas) (cm®s™).
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o

= = r

(@]

I—

X

T O

e =

T

£

Namero de Galilei.

Altura del molde, coordenadas rectangulares (cm).

Primer invariante de D.

Segundo invariante de D.

Tercer invariante de D.

Longitud del molde, coordenadas rectangulares y cilindricas (cm).
Gradiente de velocidades, L = Vo (s™).

Gradiente de velocidades en coordenadas cilindricas, (s™).
Gradiente de velocidades en coordenadas rectangulares, (s?).
Presion (Pa).

Presion adimensional (Pa).

Presion en la entrada del molde (Pa).

Coordenada de longitud, coordenadas cilindricas (cm)

Radio del molde, coordenadas cilindricas (cm).
Radio de la alimentacién al molde, coordenadas cilindricas (cm).

Posicion del frente de flujo que es funcion del tiempo del proceso,
coordenadas cilindricas (cm).

Posicion adimensional del frente de flujo.

Numero de Reynolds.

Tiempo (s).

Tiempo adimensional.

Tiempo de llenado (s).

Tensor de esfuerzos (Pa).

Campo de velocidad (cm s™).

Campo adimensional de velocidad.

Componentes de v, (cms™).

Ancho del molde, coordenadas rectangulares (cm).

Numero de Weissenberg.

Variable de longitud, coordenadas rectangulares (cm).
Variable adimensional de longitud, coordenadas rectangulares.

Posicion adimensional del frente de flujo, coordenadas rectangulares.

08

Nomenclatura



y Variable de longitud, coordenadas rectangulares (cm).

Variable adimensional de longitud, coordenadas rectangulares.

z Variable de longitud, coordenadas rectangulares y cilindricas (cm).
Variable adimensional de longitud, coordenadas rectangulares vy
cilindricas.

Letras griegas

a, Primer coeficiente de esfuerzos normales (Pa s%)
a, Segundo coeficiente de esfuerzos normales (Pa s?)
\Y Gradiente, V {iiiJ (cm™).
Ky Ky K
A Gradiente adimensional, V'= 4 , 4 , 4 :
XK' K, K
n Viscosidad de la mezcla reactiva (g cm™s™).
p) Densidad del fluido (cm3s™).
0 Variable angular, coordenadas cilindricas.

Nomenclatura 09



T=-pl+nA+ A, +a,Al

Se sabe que la parte simétrica del gradiente de velocidades y la derivada convectiva superior estan definidas como:

A

Realizando las operaciones en (A-1) término a término, con las definiciones en (A-2) y (A-3):

APENDICE A.

Deduccion de la expresion para ecuacion constitutiva del fluido de segundo orden con la derivada convectiva superior de D.

Considerando la ecuacion (4-3), sin expresar las funcionalidades se tiene:

)= S+ uVE )LL)

1) Término que contiene la “informacion viscosa”.

nA =nL+L")

En notacién de indices:

U(él)ij = 77(|-ij +Lj;

e —
A 1

péndice A

(A-1)

(A-2)

(A-3)

(A-4)

(A-4)

0



2) Término que contiene “informacion elastica” con ¢, mediante la derivada colectiva superior de A =D.

A A a
A,=A=D=—_D+v:VD+D-L+L-D (A-5)
Sustituyendo la definicion de D en (A-5):

a A a T T T T T
A=A =D=(Le Ly V(L)L) Lo LT (e LT)

Distribuyendo los productos interiores:

A A
A=A =D=S(LrL JrvvlLeL e Lbe L el Lo LT L

A A a T T T T T
A, =A=D="{L+L oy vlLsLT L oLralT LeLT L (A5)

En notacién de indices:

@A,), = (= J (_J (L,J+|_J,)+v (Lij+|_ji)+ Lyl + 2Ly Ly + Lyl (A-6)

]

3) Termino que contiene “informacion elastica” con «, mediante el producto interior de A consigo mismo.

(A7)

e —
A 11
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Sustituyendo la definicion de D en (A-7):

A=+l )y (L)

Distribuyendo el producto interior:

T

Aj=D"=L-L+L:

I—

T+LT.

=

+L"-

=

(A-8)
En notacién de indices:

2 2
A )U. = (Q )U. = Libg + Lyl + Lgbyg + Ll (A-8)

Sustituyendo las ecuaciones (A-4), (A-6) y (A-8) en (A-1):
_ T a T T T T T T T T T
T=-pl+nlL+L" ) oa[a(y; Jryv- VL )L Le2lT Ll L J+ aL-L+L-L"+L"-L+L" L")

Distribuyendo algunos términos:

T=—pl+ 77(I£+g)+alta—i(£+£T)+\_/-V(L+£T)J+a1£-£+2alg L+l L"+a,L-L+a,L

Factorizando:

ST S
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_ T a T T T T T T
-~ M1 = 1 Ap = AL 1 2) =" 2= = 1 2)= = 1 2 =
T=—pl+plL+L )+0{8tg+£ J+v-viL+L )}(a vay)l-L+a,L LT +(2a, +a, )L L+ (o +a,)L" L (A-9)

En notacién de indices:

0 0
Ty =—pS; + Ly + L)+ al{a (Ly + L)+ Ve 6_xk(L” +L ji)} (& + o)Ly Ly + Ly Ly + Qe + oy )Ll + (g + )Lyl (A-9)

La ecuacion (A-9) es la expresion para la ecuacion constitutiva del fluido de segundo orden que sigue la derivada convectiva superior de D.

Corresponde a la ecuacion (4-9).

ST S
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APENDICE B.

Tensor de esfuerzos.

La ecuacion constitutiva de 2° orden con la derivada convectiva superior es:

Tl Y] Sl v VL ) (ot )l Lranl L s Qo el Lo (el L (B-1)

Se sabe que los gradientes de velocidades, y sus transpuestos, para los dos sistemas considerados son:

0 ov, 0
0z
L=(0 0 0 (B-2)
0 0 0
ov, 0v, 0
or oz
L= 0 0 O (B-3)
0 0 O

Y los gradientes de velocidad transpuestos:
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0 00
L=|% ¢ o (B-4)
= oz

0 00

LT

or
L=|% o g (B-5)
= | oz

0 00

Al sustituir las expresiones en (B-2) — (B-5) en (B-1) y realizar las operaciones indicadas (producto interior y derivadas) se obtienen los tensores
de esfuerzo para las dos geometrias:

a) Coordenadas rectangulares.

ov, 0o % g 0o % g
0 . 0 0 0 oz o1
L+l"=[0 0 0]+ 0 o|=|?% o o Lel'=| % o o (B-6)
='= a a ="= "' a
0 0 O {0 00 |0 o0 O 0 0 0
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(B-7)

o O o
o O o

o O o

I
Il

i

(B-8)

(B-9)

>
O | NO
66
—
o o o
)
I
~
o O o
SP3
o o
86
o O o
N
\.J
o o o
o o o
UX
o o
QIN
~—
Il
I
-
I

(B-10)
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Sustituyendo (B-6) — (B-10) en (B-1):

0o D g 0o 9 g 0o 9 g
T, T, T, 100 | oz D o1 N oz
T=|T, T, T,|=-p0 1 0/+7Zx 0 0|+g~|Z 0f+v,—| &
= a ot| a x| a
T T Ty 001 0 0 0 0 0 0 0 0 0

+Q2a,+a,) 0 (ﬁux

Escribiendo cada componente del tensor de esfuerzo:

T, =—p()+ 7(0)+ o{g ©)+ v, 0%(0)} (o, + 2, 0)+ az(iﬁ;}z + 20, + 2 )0)+ (e + 2, Y0)

0 0O

£ 0 Of+(u+a,)0 0 Of+a,

0 0O

(B-11)

,.—1
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ov,

T, =—p(0)+ ”(E) n al{g(%j o, ﬁ%(%j} (e + @ )0)+ ,0)+ 2t + 2, YO) + (@ + @, X0)
ety 12
T, =—p(0)+ 7(0)+ al[g ©0)+ v, 03%(0)} (o + 2, YO0)+ 2y (0)+ (201, + 2, YO)+ (@ + @, )O)

Ty =0 (B-13)

o [ dv,

T,=—-p(0)+ {%j + al{g(%) + 0, %(Ej}r (o + 2, 0)+ 2, (0)+ (204, + @, )(0) + (e, + 2, )(0)

o),y 2 (ﬁiﬂ (B-14)
&\ a

T, =—p)+ 7(0)+ al{g ©0)+ v, 03%(0)} (o + , )O0)+ 2y (0)+ (201, + az{%jz + (a5 + @, )0)

,.—1
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2
T,=—p+(Qa+ az)(%j (B-15)

T, =—p(0)+ 7(0)+ a{g ©0)+ v, @%(0)} (o + a, Y0)+ 2y (0)+ (221, + 0, YO0+ (@, + @, 0)
T,=0 (B-16)
T = BO) 1O} ] 2(0)+ 0 20) o ) O)+ 0+ @+ YO e+ )0
T, =0 (B-17)
T, =—p(0)+ 7(0)+ al{g 0)+ v, 5%(0)} (o4 + 2, )0)+ 2, (0)+ (2, + 0, YO+ (@ + @, )O)

T =0 (B-18)

T, =—p(l)+ 7(0)+ o{g )+ v, @%(0)} (e + 2, YO0)+ 2y (0)+ (2, + 2, YO+ (@, + @, )O)

“gl
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T, =—p (B-19)

(é’usz ”(aux) ‘[é’(éuxj (auxﬂ
-p+a, +a| — +v-V 0
a 0z a\ oz 0z
Txx sz Txy 8 0,’ 6 6 a 2
) 9 1)) 1))
T=T, T, T,|= Lt o —| — |+ v V| —p+ (204 + . 0 B-20
=T = ”(azj al{ét[@zj L (azﬂ p+@ata:) 7, (8-20)
T T Ty 0 0 -p

Como generalmente o, =0

(é’ux)z {auxj A{a(auxj (&)Xﬂ
—p+a, +a|— +v-V 0
a 0z a\ oz 0z
Txx sz Txy a 2
T=|T, T, T,|= ”{a“Xj+al{é(a“qw.v(a“ﬂ —p+2al( “Xj 0 (B-21)
= Y 0z a\ oz 0z 0z
T Tp Ty 0 0 -p

La ecuacion (B-21) es el tensor de esfuerzos para el sistema rectangular. Corresponde a la ecuacion (4-16).

ST
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b) Coordenadas cilindricas.

v, v, W g o] (292 fu g 20V Ou g
o 5 0| | or or oz or oz
T r Z ov, ov, T | Ov,
L+L'={ 0 0 O+ 0 0= 0 0 L+L" = 0 0 (B-22)
= = oz 0z = = oz
0 0 0 10 00 0 0 0 0 0 0
ov, Ov, 0 ov, ov, 0 (avr)z ov, 0v, 0 (&)rjz ov, 0v,
or oz or oz or or oz or or oz
L-L=f 0 0 O0f-J]0 0 0= O 0 0w L-L=| 0 0 0 (B-23)
0O 0 0/|l0O 0 O 0 0 0 0 0 0
ov, 2 2 2 2
ov, Ov, o| | & 00 (é’ur) _{80,) 0 0 (%j _{60,} 0 0
or oz ov o 0z a 0z
L-L'=f{ 0 o0 o0} ar 0 0f= 0 00 L-L"= 0 0 0 (B-24)
L-L . L-L
0 0 Ol o 0 o0 0 00 0 0

ST
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ov

or
ov

0z

ov

or
ov

0z

péndice B

0 0

0'80

ov
or

0z

ov, ov,

0z or
0

2
(a“rj 00
or

(60,)2 ov, ov,

or or oz

ov, ov, (Gurjz

or oz oz
0 0

0
0

lI—

I—

ov, ov,

Bl
or

ov, ov,

or oz

=
4
Il

or oz
0

)
or
ov, ov,

0z or
0

(614)2
0z

0

00

0
0

(B-25)

(B-26)



Sustituyendo de (B-22) a (B-26) en (B-1):

2614 ov, 0 281), ov, 0 261)r ov,
T, T, T, 100 or oz or oz or oz
T=|T, T, T,|=-p0 1 0[+y & va) 2| O vy 2
= 0z ot| oz 0z
To Ta To 001 0 0 0 0 0 0 0 0
5 5 (814]2 ov, ov,
BICEE A
Z
+a, 0 0 0l+(Qa+a, Ov, Ob, (a”f
or oz 0z
0 00 0 0

Escribiendo cada componente del tensor de esfuerzo:

TI’ r

ool -l fe e el ) el ()

ov,

pe TJ+ 2oy + azi

0|+ (o + 2,

(au,jz ov, ov,
or or oz
0 0
0 0

0|+ (y+a,

aurjz +(y+a {aurjz
or LA or

ov, ov,

0
oz or
0 0

2
(&),j 0 0
or

0
0

0+
0

ST
Apéndice B 2



+2a‘{£(80,j+\_/ \%
ot\ or
2 2 2
= ov [a(aurjﬂ_/ V(@Ur)}+(4al+3a2{50rj +a, (@J +(au’j (B-30)
6 ot\ or or or 174 0z
ov o[ ov
T,=-p0)+ +ay| —|— |tV
P(0) ”(azj al{at(éz) - (
ov o[ ov ov ov, Ov ov, ov
T,= oy —| |+ V-V — |+ (e + 4 2oy + a,))——
g /7(82) al{&t(@z] . (asz (ot a) 5+ Caran) o m
{aur) {a(aurj
T,= + o — +V-
0z ot\ oz

T, =—p(0)+ n(0)+ a{g 0)+v- V(O)J+ (a+ a, )0)+ ,(0)+ (20, + 2, X0) + (e, + 1, )(0)

) o )2 2, 0) 2 ) 22 )O)

ov, 80 ov,
\Y 3o, + 2 B-31
(6 jJ + (B +2a, oz (B-31)

T,=0 (B-32)

e —
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ov o(ov ov ov. dv ov, v

T, =—p(0)+ ﬂ( 8;) + alb( azr)+ v V( 8;]J+ (& + @, )0)+ @, 0)+ 2n + ) o (o +a2) o o

- {aurj+ all 2 (aurj v V(@uer+ (30 + 22,20 0 (B-33)
oz ot\ oz oz ar oz

T, =B+ 1)+ e 201y VO e+ 0 )0)+ s 0)+ e+ 2| 4 a0 0)

z

ov
0z

2
T,=—-p+ (205l + aZ{ rj (B-34)

T, =—p(0)+ n(0)+ a{g 0)+v- V(O)J+ (a+ a, )0)+ ,(0)+ (201, + 2, X0) + (e, + 1, )(0)

T,=0 (B-35)

Ty =—p0)+ 7(0)+ al[a—at 0)+v- V(O)} (o + 2, )0)+ 2, (0)+ (2e, + 2, )(0) + (e, + 2, )(0)

,-—1
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T, =0 (B-36)
T, =—p0)+ 7(0)+ al{a—at 0)+v- V(O)} (ay+ a, X0)+ ,(0)+ (2, + @, X0) + (e, + 1, )(0)
T, =0 (B-37)

Too =—P(0)+ 7(0)+ e %(0)+ v V(O)J+ (e + a2, )0)+ 2, (0)+ (2 + @, )0) + (o + 1, )0)

T,=0 (B-38)
2 2 2
—p+2naur +20¢1[a } (4a1+3a2 +a2 (&)r) +(6u,j n{aufj+ al[a(aurj+v-v(a H + By +2a 61) ov,
or ot a 0z 0z ot\ oz 0z az
Trr Trz Tr€ 2
I=|T, T, T,|= q(aufj {8(8 j V(au ﬂ+(3 +2a dv, 0v. —P+(2a1+a2{aurj
= 0z ot\ oz %) or oz 0z
T&r Tez Tea 0 0
(B-39)

ST
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Como generalmente «, =0:

2
—p+27760’+2al{ﬁ(au’j+\_/-V(aurj}Mz{av’j q(aurj+o{g(%j+\_/-vﬂaurﬂ+Balaur ou, 0
or ot\ or or or 0z ot\ oz 0z or oz
0

TI’T TI’Z Tl'g 2
T=(T, T, T,|= q{a“fj + 0{2( ”fj +V- V(a‘)fﬂ+ 3¢, 20 O0x —p+ 20{1(%) 0 |(B-40)
= oz ot\ oz oz or oz oz

T&’ THZ Tt%’

0 0 0

La ecuacion (B-40) es el tensor de esfuerzos para el sistema rectangular. Corresponde a la ecuacion (4-18).

ST
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APENDICE C.
Adimensionalizacion de las ecuaciones de balance para el MIRQ.
La definicion de las variables adimensionales consideradas se encuentra en el cuerpo
del texto.
Ecuacion de continuidad para un fluido incompresible.
V-u=0 (C-1)
En notacidn de indices:

Py
@(k

=0

Adimensionalizando:

Multiplicando por i:
L

(0)

¢ T
I|¢I

ov,'
X,

=0

En notacién tensorial:

V'.0'=0 (C-2)

-~
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Ecuacion de balance de cantidad de movimiento (ecuacion de Cauchy).

oo
pE+pg-V2=—Vp+V-g+pg (C-3)
Se sabe que la derivada material esta definida por:

20-Ls o)

Sustituyendo:
D
P Q="VP+V -2+ g

En notacién de indices:

_ d) Of’z—kl
th( =" & P9

Adimensionalizando:

Dov; _ Du; Doy’ Dt _ —DU 1 UDU

Dt Do’ Dt Dt Dt t, ¢t Dt

Dv, _— Dt'_ 1
Dv, ' Dt t,
D_DPX_ o AL v D
XK DK XK THXKH TH XK
v
D .5
d H

or,; v
_|: 77_
or; H
Sustituyendo:
v Dv,' v P or' ,
— T - — 4 .
Pror T T s ”Hzéxk' P39
H2
Multiplicando por —:
nv
- -
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H pvH Dy :_ép _}_érki +Pgl'| g,
L n Dt X' XK/

Se sabe que Re:pUH, Ga:pg;:

Q ‘

En notacién de indices:

EReD—2 =-V'p'+V'r'+Gag' (C-4)

L Dt'

-~
Apéndice C
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Ecuacion constitutiva del fluido de segundo orden.

z=nD+ ali) + aZQZ (C-5)
Donde:
D=Ly vD+D-L+L D=2 (D)+D-L+L"-D
a Dt
D=L+l
D°=D-D

En notacién de indices:
A
7; = 1D, + &, Dij+ «,D, D,

A Dy Dy D
Dij =t z)k;k+ D, Ly + LDy = a(Dij )+ DiLyg + LDy

D, =L, +L, =2 Y
&

Sustituyendo:

D
7 =Dy + a‘tﬁ (D )+ DLy + L ijJ+ a,D, D,

7; =nDy + oglg(Dij )+ & (DyLyg + LDy )+ @,D, Dy

Adimensionalizando:

v, v &' é’u o' &' o'l _50 1 E@jﬁuj' _ED,
Tou & A, 0”0 a'xi X, 0’)( H V& H H &' ') HT
DD, DD, DD;'Dt' »DD,/1 o DD
Dt DD, Dt' Dt H Dt't, Ht, Dt

Sustituyendo:

B 1 B 1 B DDII v l_ v |_ 1 B |B 1
U_Tij :77—Dij +. _—J {H DIJ H L "+ — H Lkl H ijJ-F azﬁDik ﬁij

-~
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, 3] DD’
D'ty ——— -+«
Ht, Dt'

Multiplicando por —:
nv

H o  H »_, H v DD;' H
— Ij =—=8- Dij +— t+t—=a
o H o H 779 Ht Dt no
—\2 —\2
oo, L) f
' v G ij .
i = Dj +?lt_ D,[.J + (Du Ly +Lq Dy )+ Dy Dy
f _— —
Ty Th
Se sabe que:
a [24
L=, =2
n n
DD, 5 .
=Dy +f1 DtJ +A4— (Du Ly'+Lq Dy )"'ﬁv Dy Dy
f
Ademas:
De="1, We, = 21 Yy We, = 4, —
; H
Asi:
1 DDIJ 1 1 1 1
7;'=Dy'+De—- +We, (D;'L,"+L,;' D)+ We,D,' Dy

En notacion tensorial:
=D’ +De£+We1(D‘ L'+L""D')+We,D"D'
= Dt

Por la hipotesis de Weissenberg, o, =0:

1 DD L} 1 1
7;'=Dy'+De—1-+We, (D;'Ly; +L,' Dy

L"D')

=D’ +De£+We1(D‘ L'+

-~
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—\2 —\2
( ] (Dy'Ly'+Ly'Dg )+ az[H} D, Dy’

—\2 —\2
[ j (Dy'Ly'+L' Dy )+ _aZ(HJ D,'Dy’

(C-6)
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Ecuacion de balance de moles para el monémero.

”;A +v-VC, =-D,,V’C, + kC,’ (C-7)

En notacién de indices:

) + 0, Ly _ —Dys 52_(:9_ kC,’?
a &, X,

Adimensionalizando:

Ty _ Ly Ty & _ &1 _Cu Ty
a &, aa "at t &

X, a1
R
A f
d:A — d:A éCAI@(kI =C éCAliz CAO d:A'
X, xS K CxH O OH &'
FCh_ O &, & 0 X, Ty&'_1 0 c Ty'1 _Cu IC,
&' XK XK XK K A, XK K H&K X H HP X
Sustituyendo:
f k k

t
Multiplicando por ——:

A0
t rot ' t rot
f erécl AL uk'éCAl Dy eA; ;C{; —KC,y'Ch”
eAO tf d eAO H O’Xk eAO H @(k eAO
<, v A&, D,. 7C,'
0{? t; H Uy @(:. =L HAg d(k./; t:kC,,Ca 2

Se sabe que t, =L y se multiplica por %:
1%

A&, HED,FC, HE

E&? +ﬁ£il)k ; :__=_2—|2__=kCAoCAI2

L& EtoH = & o H & to
,.—1
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— v =—= - C,"
L& “&' oH&* o 1 7
H kC,,
L 1 1
Se sabe que Y=—, t, = , Da==—
q y H " kCAO ?(R
Eo’C +Uk'écA __lﬁﬁz_CAz_DaCA'?
L & X, v H &'

En notacién tensorial:

DHAB v*2C,'-DaC, " (C-8)

AR
L 1))

—
A
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péndice D

A

a) Coordenadas rectangulares.

APENDICE D.

RESUMEN DE RESULTADOS.

Flujo volumetrico constante.

NEWTONIANO LEY DE LA POTENCIA 2° ORDEN
. .3 ., L , {1+2nj“ ma L
P =2Q7— - el L R —
resion Po 4Q W Po an Q W
. P B 2 ,,,_1+2n,, )
Velocidad v, (Z,t):gQ (t)(l—z ) v, (t'2)= 4(1 )Q (t{l—zn J ______
1 1+n Da
1 8Da +4 X
Concent.de | - = = 14 ——=%
monemers | Croez D) 3oz | &7 ) 1+2nQ(t{ 1] """
Posicion del L L ..
frente X* :WQ t _WQ t
M Mn(x',z',t')=i,|v|0 *2t)=2M, |
A CA
Mw Mu(x',2,t")= [——J Mu(x',2',t)= [__j ______
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A

b) Coordenadas cilindricas

NEWTONIANO LEY DE LA POTENCIA
2 Z(an)
3 H) R 1 (1+2nY" R R\ |2 R )™
Presi6 '=2Q'In|| — | —Q't'+1 = I Q' —|
reston Po'= 822 KRJ TR } Po 1—n( 47zan |:272HQ (HH [HJ
1 1 £+
Velocidad Ur'(l",Z',t')Z%Q'(’[')@.—Z'Z) Ur'(r',z',t')zilliznn th )(1—2'” 1J
2 1 1+n Da ,2{&)2
Concent. de 1 _14__amDa - ‘rz{&j C,'(r'\z,t) 1+2n N R
mondmero CA'(I",Z',t') 3Q'(t')(1_z' )L H Q(t)1-z |-
Posicion del R R R R )P
R*=—Q't'H — R*=| —Q't'+H —
frente {ZnH < (Hj ] |:27Z'H ° (Hj I
Mn Ma(x',2,t")= ( J Mi(x',2',t)= [ J
R IR £ Yo £

péndice D
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20 ORDEN 20 ORDEN & LP
T 2 2; 2;(1‘”) 1
RYP R R (Rj R 1 (1+2n" IR (Rj (Rj_”
i6 = TWe{| ——Q't' — Q! S QL] | py= W ——Qt'H | | — Q4 — —|
Presién | Po= e{ZﬂHQ (HJI H QnﬂRJ At } Po L;:HQ H I H| " 1nlam ) 9 )2 2 TH I
- PR, . 11420 QU(E)[, o
. = — — ’ 1t = 1_ "
Vel v,'(r',z2',t) 8le(t)(1 z) v,'(r'z,t") yP z
1 1
Posicién 2 2
= gt ety
frente 27H H 27H H
2
Concent. 1 4-Da , (RY 1 = 1+n Da 2 {&]
de =1+ —— L —(—rj C,'(rz,t) 1+2n _ Sa H
mon. Cyu(rzt) " Q@-27) \H Q)1-z"" |-
= (1 N
Mn Mn(x,z,t)z[—JMo- Mn(x,z,t)z(—JM0
Ca Ca
o 2
. e[ 2 Sy
A

e ——
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A

a) Coordenadas rectangulares.

péndice D

Presién constante.

NEWTONIANO

LEY DE LA POTENCIA

2° ORDEN

1

s p"x-p{[

: ey Po—PE 2
' t)y="--—"-@1-27)| ., L X 1|, 21| | o
Velocidad UX( ) X, ( ) 0= 1z ]
1
—+1
n
Flujo volumétrico y Expresion diferencial Expresion diferencial
Posicion del frente no lineal nolinell |
1 Da
_|:1+ 1 X
1 CA p |_p| n
Concent. de le‘*' D—p X _Po—Pe
monémero A M(l— z'2) X'e La) | T
2X'c E — 1-z"
—+1
n
vl 1 1 1 1 vl 1 1 1 1
Mn Mn(x,z,t):—lMo Mn(x,z,t):—'MO _____
A A
Mw W(x Z'\t)= (——J W(x Z'\t)= (——] _____
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A

b) Coordenadas cilindricas.

NEWTONIANO

LEY DE LA POTENCIA

Velocidad

ur'(r',z',t')=

pR (-27)

2r|n—
R

ST

(1_ n)- pol_p'R

(EE6N

r 1+1
o/ (r'\z\t)= (1 J 1-2
—+1ir
n
. - Expresion diferencial Expresion diferencial
Flujo volumétrico . .
no lineal no lineal
1 1 (1+1)Da 2
10 P L)
Dal R C,' 2 -
Concent. de ain E ( R 2
Monémero — — d > r'z{—') D, —p' 1a
Ca Po _pR)(l_Z 1 H A=) o |12
&)
H H
Mn Mn(x',z',t'):(ijlwo Mo (X2 t)= (iJMO
C,' C,'
2
Mw w(x 7'\ t)= (——] W(x,z,t) (C— ]

péndice D
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2° ORDEN

2° ORDEN & LP

Velocidad

v (r'z\t)=

H
@-n)

- R
po _pR_7W( -

R,) "
H

BESR

L

Flujo volumétrico y
posicién del frente

Expresion diferencial
no lineal

Expresion diferencial
no lineal

(1 +1jDa
n

e

e[

1 2
R i ey
Daln — ;71 Ca n
Concent. de i—1+- R/ (r.z R, - R R,
Mondmero c.' o TWe " H Po'—P'r —TW H H 1,
A Po —Pr— H (R-R,) (l—Z (@=n)— 1n 1] 1-27
URY
{ H) "\H
Mn Ma(X',2 t')—(i]M Ma(x',2 t')—(i]M
n 169 C ' n 1= CAl 0
Mw

***Ley de la potencia no se cumple para coordenadas cilindricas por la integracion cuando n=1 que da el logaritmo que se observa en el newtoniano.

)
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