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Introduccion

El término “ecuacion diferencial” fue propuesto por Leibnitz en
1676 y los primeros estudios de estos nuevos objetos tuvieron lugar
a finales del siglo XVII bajo la forma de problemas de geometria
y mecanica. Las ecuaciones diferenciales surgen en diversas éareas
de la ciencia y tecnologia, son empleadas extensamente en fisica,
quimica y biologia. Por muchos afios las ecuaciones diferenciales se
han desarrollado como un objeto del andlisis matemaético real, sin
embargo, en esencia, éstas son objetos geométricos. La asi llamada
“teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales” tuvo su comienzo
a finales del siglo XIX con el trabajo de Lyapunov y de Poincaré.
Este dltimo utilizé6 ampliamente métodos geométricos, tratando a
las soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales como curvas
en un espacio apropiado. Desde entonces, la teoria cualitativa de
ecuaciones diferenciales se encuentra en una regién donde se inter-
secan diversas dreas de la matematica: el andlisis real y complejo, la
topologia diferencial y algebrdica, la geometria y la teoria de singu-
laridades. Teniendo lo anterior en mente, es un tanto natural que en
el desarrollo de este trabajo se introduzca el andlisis de series for-
males y analiticas de campos vectoriales para después pasar por la
explosién de singularidades, los haces vectoriales y conexiones sobre
estos, para llegar al teorema de Savelev (1982) y sus aplicaciones al
estudio de gérmenes de ecuaciones diferenciales dicriticas en (C,0).






Capitulo 1

El Teorema de Poincaré

En este capitulo se introducen conceptos como equivalencia for-
mal y analitica de campos vectoriales, de esta manera, serd posible
observar que la informacién que proporciona la forma formal normal
(que definiremos mds adelante) de un campo vectorial, bajo ciertas
condiciones, es suficiente para clasificarlo de manera analitica en una
vecindad de un punto singular.

1.1. Equivalencia formal y analitica

Definicién 1.1 (Campo vectorial). Dada una variedad M, un cam-
po vectorial es una aplicacién

v:M—->TM,

tal que a cada punto p € M le asocia un vector v(p) € T, M. Denota-
remos por X(M) al conjunto de campos vectoriales definidos sobre
M.



1.1.

EQUIVALENCIA FORMAL Y ANALITICA

En otras palabras, un campo vectorial consiste en una eneada de
funciones (v1,...,v,) con

vj: M —TM.
Decimos que el campo es holomorfo si cada v; lo es.

Definicién 1.2 (Punto singular). Dado un campo vectorial v €
X(M), un punto singular de v es aquel que satisface v(p) = 0.

Cada campo vectorial holomorfo definido sobre M tiene asociada

una ecuacién diferencial holomorfa, si z = (z1,..., 2z, ) son coordena-
das locales, ésta queda definida como sigue:
% =-z=v(2), (1.1)
donde,
%zv-(zl ceyZn). (1.2)
a T

Si consideramos un abierto U c C, una solucién de la ecuacién
1.1 es una funcién ¢ = (¢1, ..., ¥, ) que satisface:

dip
—(t)=v t
2(1) = (1)),
es decir, en cada punto, el campo vectorial es tangente a p(U).

Por el teorema de existencia y unicidad ([3], pdg. 2) para cual-
quier ecuacién diferencial holomorfal.l y cualquier condicion inicial
(to,p) €U x M, con p = (p1,-..,pn) existe un polidisco

De={lt~tol <.z ~pyl <€} cUx M
suficientemente pequeno, tal que la solucién ¢ existe y es unica.

Si a cada punto de p € M le asociamos la recta compleja gene-
rada por v(p) obtenemos el campo de direcciones de v en donde no
importa la “velocidad”, es decir la longitud del vector.
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1. EL. TEOREMA DE POINCARE

Definicién 1.3 (Foliacién estdndar). Sea D = {(z,y) c C" x C™ :
|z| < 1,|y| < 1} el polidisco estdndar. La foliacidn estdndar de dimen-
sién n (de codimensién m) es la representacién de D como la unién
ajena de discos n-dimensionales £,,, llamados hojas,

D=\ L, ,donde L, ={|z] <1} x{y}cD.
lyl<1

Definicién 1.4 (Foliacién holomorfa). Sea M una variedad holo-
morfa de dimensién n+m. Una particion M = J, L, es una foliacion
holomorfa de dimensién n (de codimensién m) de la variedad M si:

(1) Cada hoja L, es conexa.

(2) Para todo punto p € M existe una vecindad U, del punto y un
biholomorfismo h,, : U, = D, donde D es el polidisco estandar,
tal que, la imagen bajo h, de cada componente conexa de
L, nU, corresponde con una hoja de la foliacién estdndar de
D, para toda « existe un conjunto Y («) tal que:

hp(LanUy) = ) L.
yeY (a)

En otras palabras, localmente, es posible rectificar la particién que
hicimos de M.

Es importante notar que las distintas componentes conexas de
L, nUp, para una o fija pertenecen a la misma hoja, esta cantidad
de componentes puede ser, incluso, no numerable y globalmente la
foliacién puede tener un comportamiento bastante complicado.

Por otra parte, gracias al teorema de existencia y unicidad ([3],
pag. 2), es facil ver que si M es una variedad holomorfa, entonces
un campo vectorial v € X(M) define autométicamente una foliacién,
dado que, localmente, por cada punto pasa una tnica curva integral



1.1. EQUIVALENCIA FORMAL Y ANALITICA

de 1.1 y por el teorema de rectificaciéon ([3], pdg. 11) se satisface
la segunda condicién de la definiciéon 1.4. Denotaremos por F, a la
foliacién inducida por el campo vectorial v, F, tendrad por hojas a
cada curva integral del campo.

Definicién 1.5 (Equivalencia analitica). Dos campos vectoriales
z=wv(2)y Z=w(z), con z € C, son analiticamente equivalentes si
existe un biholomorfismo H tal que:

H(pu(2)) = puw(H(2)), (1.3)
donde ¢, y , denotan soluciones de 2z = v(z) y Z = w(z) respecti-
vamente.

Como ¢, es es solucién ag;“ = v(py(t,2)), derivando (1.3) res-

pecto a t y evaluando en ty = 0, se sigue que:

OH 0y, ol
.2 =Y (¢, H
az at ( 7Z) to:o at ( k) (Z)) to:o
de donde,
OH
S u(z) = w(H(2))
z
que es equivalente a:
OH _
(7 () = w(:) (L4)
z

Definicién 1.6 (Equivalencia Formal). Dos campos vectoriales Z =
v(2) vy 2 =w(z), con z € C, son formalmente equivalentes si existe
una serie formal

H(z) a1z +as2+ ...,

6



1. EL. TEOREMA DE POINCARE

tal que, se satisface la igualdad formal:
0H
S u() = w(H(2) (L5)

Proposicién 1.7. Si H,.(z) = z + h,z" entonces H.! = z — h,.2" +
O(ZQT_l).

Demostracion. Sea H;' = z+hsz*+O(2™), donde m > s para alguna
seN.

z=H(H(2))
=z+h. 2" +hs(z+h.2")° + O((z+ hy2")™)
=2+ hp2" + he2® + hohp 2"+ O(SFT) + O(2™)
=z +hp 2"+ he2® + 02577

Entonces s =7 y hy = —h,. y por lo tanto H;' = 2 — h,.z" + O(2*"71).

O

Un hecho inmediato es que, si dos campos vectoriales v y w son
analiticamente equivalentes, entonces las foliaciones correspondien-
tes F, y F también serdn equivalentes en el sentido analitico.

Las definiciones de equivalencia formal y analitica se extienden
de manera natural a campos en C".

Ejemplo 1.8. Sea # = v(z) con v(z) = ayz+axz", k > 2.;Es v analiti-
camente equivalente a w(z) = a1z ? jEs v formalmente equivalente
aw(z)=a1z?

Para resolver este problema en necesario probar que se puede
eliminar el monomio a;z", sin embargo, al hacerlo mediante un po-
linomio Hy(2) = z + hi(2)2*, modificamos el campo de vectores v
por un campo vi,1 que posee la misma parte lineal que el campo

7



1.1. EQUIVALENCIA FORMAL Y ANALITICA

original v(z) y una infinidad de monomios de orden mayor que k.
En efecto, la composicién DHy, - v(Hy'(2)) es necesariamente (por
la proposicién 1.7 ) una serie formal.

Asi, para resolver el problema, necesitamos probar que no existen
obstrucciones para ir eliminando monomio a monomio los términos
no lineales.

Sea H,(2) = z+ h,2", por la prop. 1.7 se tiene que H™! = z -
h,2" + O(2*"71). En general, sea v,(z) = a1z + a,2" + ..., para ir
eliminando cada término no lineal de v,(z) es necesario pedir que
DH, -v.(H'(2)) =vn(2) conm>7+1.

DH, -v(H;'(2)) =
=DH, - (a1 H; ' +a,.(H.")")
=(1+7h,2" ") (a1[z = he2" + O(2*1)]
++a,[z - he2" + O]
=(1+ rhrzrfl)(alz —arhy 2" +a.2" —aph. 2"+ O(zQT*l))
=a1z + (ay —arh, +rarhy)z" + O(z*1)
Basta pedir que a, + a1h,.(r—1) = 0, es decir, h, = #“jl), de esta
forma:
DH, - v(H*(2))=a12+ OGN =arz +ag, 1271+ ...
Asi, se construye la sucesién formal H definida por:

H=1m H,o0---0Hy,10oHy
n—oo
donde H, = Id si el coeficiente as correspondiente al monomio de
grado s es cero.

Observacion 1.9. Cada paso estd dado por un polinomio con parte
lineal distinta de cero, por lo que su inversa también es analitica en
una vecindad del origen (por el teorema de la funcién inversa), de
este modo toda composicién finita de las H; es analitica.

8



1. EL. TEOREMA DE POINCARE

Cabe observar que incluso si sélo eliminamos un ntimero finito de
términos, entonces v(z) analiticamente equivalente a ayz+a,,12" 1+
. mediante un polinomio dado por H,o---o Hy y es formalmente
equivalente a su parte lineal a; z mediante H; més ain, si H converge,
se tiene que la equivalencia se da en el sentido analitico.

Cuando, como en el ejemplo anterior, hemos podido llevar a una
ecuacion diferencial Z = v(z), mediante cambios formales, a una ex-
presiéon que es, en cierto sentido, lo mas sencilla posible, decimos
que ésta es su forma normal formal. Si ademés estos cambios son
analiticos, decimos que la forma normal es analitica.

Ejemplo 1.10. Sea 2 = v(2) con v(2) = 2* + a,,2™, m > k.

Sea H,(z) = z — hgz®, entonces DH, = 1 - shyz*"1 y por la pro-
posicién 1.7 se tiene que H;! = z — hyz® + O(2%*71). Siguiendo un
procedimiento analogo al del Ejemplo 1.8:

DH, -v(H; ' (2))
=DH, - ([z-hsz® + O 4 ap[2 - hez® + O(z271)]™)
=(1- shszs_l)(zk —khs2" 25 4 2™
+ O(Zk+2s—2) + O(Zm+s—1))
=2F — kb2l sh 2R g, 2™
4 O(Zk+2$—2) + O(zm+s—1)

=2F 4 (s = k)he 2" a2 + O(ZF272) O (2

Como se desea eliminar el término a,,z™ y tener solamente térmi-
nos de orden mayor que m entonces m < k+s— 1, ademas es claro
quek+s-1<k+2s-2y k+s-1<m+s-1. Suponiendo que a,, 0,
entonces es necesario que m = k+s—-1y a,, = (s — k)hs. De esta
manera: —a, —a,, '

Sim #2k-1.

a
hs = =
s—-k m-2k+1

Asi, es posible eliminar el término de orden m siempre que m #

9



1.1. EQUIVALENCIA FORMAL Y ANALITICA

2k — 1. Por consiguiente, la forma normal formal para v(z) = 2* +
amz™ es:

3 =20 4 p2k L,

Las definiciones de equivalencia analitica y equivalencia formal,
asi como la proposiciéon 1.7 y la nocién de forma normal formal, se
extienden de manera natural al caso en C”.

Al analizar ecuaciones diferenciales definidas por campos vec-
toriales en (C'0), n > 2, se observa un fenémeno nuevo que pasa
desapercibido en una variable. A saber, la posicién en el plano com-
plejo que ocupan los valores propios de la parte lineal del campo en
el punto singular es determinante para que exista o no una obstruc-
cién para linealizar formalmente (y analiticamente) una ecuacién

diferencial.
Definicién 1.11 (Resonancia). Una coleccién A = (Ay,...,A,) € C"
es resonante si existe un multi-indice m = (mq,...,m,), con m; €
Z*u{0} y que |m| =my+---+m, > 2 tal que A\; = (m, \) para alguna
j=1,...,n.

Al monomio a,,2™, donde m = (mq,...,m,), con m; € Z* U
{0}, es tal que \; = (m, A) para alguna j = 1,...,n, se le denomina

monomio resonante o resonancia.

En consecuencia directa de la definicién 1.11, las colecciones \ €
C? que no tienen resonancias son las de la forma A = (A1, \y) tales
que i‘—f ¢ Q; las que tienen un nimero finito de resonancias satisfacen

i—’f € Q" y, finalmante, las que presentan una infinidad de resonancias

satisfacen i—f eQ .

El siguiente teorema establece condiciones bajo las cuales un
campo vectorial holomorfo en C" es formalmente equivalente a su
parte lineal.

10



1. EL. TEOREMA DE POINCARE

Teorema 1.12 (Poincaré). Todo campo vectorial z = v(z) = Az +

.., 2€C"y A= (A\,..., A\, no resonante (donde A; es el j-ési-
mo valor propio de A) es formalmente equivalente a su parte lineal
w(z) = Az.

Se probard el teorema para el caso donde A es una matriz dia-
gonal.

Demostracion. Sea A una matriz diagonal y H,,(2) = 2+ hp,(2) con
h.m(2) un polinomio homogéneo de grado m. Sin pérdida de generali-

dad sea v, (2) = (0,...,a5mz™,...,0)" ast hyp(2) = (0,..., hjm2™,...,0),
donde 2™ = 2" ... 27", M" es M transpuesta. Ademds, por la pro-
posicién 1.7 :

0 0
m

Hl=z2- hjmz™|+[O(z1m71)

0 0

De esta maneras:

11



1.1. EQUIVALENCIA FORMAL Y ANALITICA

DH,, -v(H;")
0
= DHpp | Az 4 [ (@jum = Ajhjm) 2™ + O(22m71)
0
0 0 0

= Az + (am—)\j.hj,m)zm " <m7)\>h]’7mzm 4 O(Zém—l)

0 0 0

Para eliminar el término z™ es necesario que a,, — Ajh;., =
31,
—(m, AYhj m, es decir:
am

Ay o)

hjm

Como A es no resonante, entonces siempre es posible definir los
hjm. Por lo tanto, el campo v(z) es formalmente equivalente a su
parte lineal.

O
Teorema 1.13 (Poincaré-Dulac). Todo campo vectorial 2 = v(z) =
Az+ ..., ze€ C" y A # 0 es formalmente equivalente a un campo
w(z) = Az + wi(z), donde wq(z) estd formado por los monomios

resonantes.

Demostracion. La demostracién es analoga a la del teorema 1.12 y
consiste simplemente en eliminar todos los monomios no resonan-
tes. Los monomios que no pueden ser eliminados por ser resonantes
forman parte de wi(z2). O

12



1. EL. TEOREMA DE POINCARE

La teoria de formas normales para difeomorfismos es espejo de
la teoria de formas normales de campos vectoriales. Para difeomor-
fismos, las definiciones de equivalencia formal y analitica, asi como
la de resonancia, se expresan como se indica a continuacion.

Definicién 1.14 (Equivalencia Analitica). Dos difeomorfismos f(z) =
a1z +asz®+... y g(2) =biz +baz® + ... son (localmente) analitica-
mente equivalentes si existe un biholomorfismo H tal que:

(C,0) d - (C,0)
H H
(C>O) g i (670)

Definicién 1.15 (Resonancia multiplicativa). Una coleccién A =
(A1s..-,An) € C" es resonante multiplicativamente si A\; = ™ para
alguna m = (mq,...,my,), donde m; e Z* u{0} y |m| > 2.

Teorema 1.16 (Poincaré para difeomorfismos). Sea f(z) = Az +
fm(2)+..., donde A una matriz diagonal. Si el espectro A = (A1,...,\y)
de A no es resonante multiplicativamente, entonces f es formalmente
equivalente a g(z) = Az.

Demostracion. Sea Hp,(z) = z + hyp(2) con hp,(z) un polinomio
homogéneo de grado m. Sin pérdida de generalidad sea f,,(z) =
(0,...,a5mz™,...,0),asl hp(2) = (0,..., hjmz™,...,0), donde 2™ =

mi m
Zl R .

Asi, Hy,(2) = z + hyn(2). Ahora:

13



1.1. EQUIVALENCIA FORMAL Y ANALITICA

Hyo f o Hyl = Hy(f(2 = hon(2) + O(71))
= H(Az = Ahin(2) + fn(2 = hin(2)) + O 1))
= Az — Al (2) + fn(2 = hin(2))
+hp(Az =)+ 0P
= Az = Ahp (2) + hyn (A2) + frn(2) + O™

Como se desea que la igualdad H,, o fo H,! = Az+O(z?™ 1) se
satisfaga, es necesario pedir que:

him(Az) = Ahp(2) + fr(2) =0

Cabe observar que:

hi(Az) = (0,... hjm AT - Am )
Ahm(z) = (O, ey )\jhj7mzm, ey O)
fm(2) =(0,...,a;mz",...,0)

De esta forma, la condicién h,, (Az)—Ahy,(2)+ fm(z) = 0 implica
que:
hj’m(Am = )\J) ta;m = 0,

que lleva a la ecuacion:

.
7,m
B =

TN - A

Por hipdtesis no habia resonancias multiplicativas, por lo tanto
los coeficientes h; ., siempre estan bien definidos.

O

14



1. EL. TEOREMA DE POINCARE

Cuando la parte lineal del campo vectorial es nula, el teorema
de Poincaré para campos de vectores ya no es aplicable. En dimen-
sién mayor que uno el problema de hallar la forma normal formal de
un campo de vectores fue catalogado como “hopelessly complicated”
(ver [3], p. 40) y sélo recientemente fueron obtenidos en los casos
dicritico y no dicritico ([7] y [8]) para dimensién dos. Sin embargo
para campos vectoriales 1-dimensionales sin parte lineal si es posible
obtener una forma normal formal (y analitica), como se verd en el
teorema 1.18. Antes de enunciar dicho teorema haremos una obser-
vacion que serd de utilidad.

Observacién 1.17 (Sobre el teorema de la funcién implicita). Su-
poniendo que ® es analitica y (z(t), w(t)) parametriza una curva de
nivel de ®, es decir ®(2(¢),w(t)) = ¢ entonces derivando respecto a
t se tiene:

d dz dw
—O(z(t t)=®,-—+P,— =0
SO, w(h) =0, T+ 2,
Despejando:
dw _ 2
dz @,

Si @, # 0 por el teorema de existencia y unicidad ([1], pdg. 213)
existe una unica solucién analitica w = w(z) de la ecuacién tal que
D(z,w(z)) =c.

Teorema 1.18. Sea % = u(2) = 2¥ + 01251 + ..., k <1 un campo
vectorial analitico con singularidad degenerada en el origen, entonces
u es analiticamente equivalente (localmente) a:

2

w(z) = 2* + az®! para alguna a.

15



1.1. EQUIVALENCIA FORMAL Y ANALITICA

Demostracion. Sea v(z) = 2% + az*?*71 + (0)(2?*), por el ejemplo
1.10 es posible llevar al campo u en v mediante campos analiticos.
Entonces basta probar que v es analiticamente equivalente a w. Con-
siderando que:

1 1
v(z)  2ZF(1+azk1+ (9(2"“))

o (1 azF 1+ 0(2%72)),

entonces:

1 «a ., fye
——=———+ f(2), con f(z) una funcién analitica. (L.7)
v(z) 2F 2z

Andlogamente:
1 1 a .. .
= — - —+g(z), con g(z) una funcién analitica. (1.8)
w(z) ¢ 2z

Es necesario encontrar H(z) = zh(z) analitica con H(0) =0y
H'(0) =1 tal que H'(v(2)) =w(H(2)), es decir:

H'(z) 1
w(H(2))  v(z)

Sustituyendo en la ecuacién anterior 1.7 y 1.8:

, 1
Hz) (H(z)k e

W) RS

Integrando de c a z:
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1. EL. TEOREMA DE POINCARE

0= [ 1O (e - i o) de
-fz(+§%—f+f(s>)d£

f;:) (f—f g(f))dé“ [ ( & g—f(g))dg

flj(:)(‘ 9(5))d€+f (5% g—f(f))ds

Juo o= [ (= gaes [ (G- 2)ee
+/H() g(€)de + f (5 ;k) 5—/czf(f)d§

=aln 2{8 z+sz(Z) ;kdf ch(C) Eikdf

H(z) z
o NGL S ANOT:

Como H(z) = zh(z) entonces:

N CILCE! HE
O—alnh(z)+[z gkdf f e

[ st [Crod-10) ()

Por otro lado usando que h(0) = 1, entonces h(0) =1 +ac+...
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1.1. EQUIVALENCIA FORMAL Y ANALITICA

se tiene:

H(e) 1 1 1 1
./c ?dg T k-1 (c’“1 - H(c)kl)

1 (1 1

T k-1 (Ck—l B ck—lh(c)k—l)

~ 1—h(c)* 1

~ (k=1)ck1h(c)kL

1-(Q+ac+... )Mt

(k- 1)ck1h(c)kL

1-1+ar 1P+ O(F)

(k- 1)ck1h(c)k-1

_aFtrO(h)

 (k=Dh(e)t

Asi, queda claro que:

H(c) | k-1 k k-1
Ifm Lgep & *0(€@) _ @

e0te S TE G- D T (k-1)

8.

Entonces, tomando el limite cuando ¢ — 0 de la ecuacién 1.9 se
obtiene:

_/:f(g)df—alnh(z)—ﬂ- (1.10)

18



1. EL. TEOREMA DE POINCARE

Definamos una transformacién ®(z) = ®(z,h) = 25" 1®q(z,h),
donde:

zh zh z
wo(e) = [ s [T o~ [T r€)ds—atnn -5,

de esta forma, tenemos la siguiente expresion para la derivada de ®
con respecto a h:

0 -
q)h _ % (Zk: lq)o)
~ ) 2h 1 zh
_ak ah([ e [ aerae
_fozf(g)dg—alnh(z)—ﬁ)
= k-1 ((zZ)k _ % +g(zh) - z) y, por la ec.1.8,
k
(bh i 1 +0

B w(zh) " hE + azk1p2ke1

Por la observacion 1.17 existe h(z) analitica tal que ®(z,h(z)) =
0, luego H(2) = zh(z) es analitica. Se sigue que u(2) = 2F+b; 251+, ..
es analiticamente equivalente a w(z) = 2¥ + az2¥71,

1.2. El teorema analitico de Poincaré

Por sorprendente que pueda parecer, las condiciones para que
un campo vectorial analitico en (C™) sea localmente, analiticamente
equivalente a su parte lineal recaen nuevamente en al espectro de la
parte lineal de la ecuacién. A la condicién de no resonancia de los
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1.2. EL TEOREMA ANALITICO DE POINCARE

valores propios de la parte lineal del campo se le anade una condicién
(que recae también sobre éstos) que garantiza que los denominadores
en 1.6 estén alejados del cero.

Antes enunciar el teorema de Poincaré introducimos algunos con-
ceptos que nos seran de utilidadg

Definicién 1.19 (Dominio de Poincaré). Si el espectro A de una
matriz A € Mpx, es tal que 0 ¢ conv{\1,..., A}, donde conv{\;}
denota al casco convexo del conjunto {);}, entonces se dice que A
estd en el dominio de Poincaré y se denota: A € P.

Definicién 1.20 (Dominio de Siegel). Siel espectro A = (Aq,...,Ay)
de una matriz A € M, es tal que 0 € conv{\y,...,\,}, entonces se
dice que X estd en el dominio de Siegel y se denota: A € S.

Definicién 1.21 (Operador mayorante). Sea C[[z]] el espacio de
las series formales, z € C". El operador mayorante es p donde y :
C[[z]] — C[[#]] esta definido por:

wif(z)= Y o Y Jeal

n n
ael?} ael?

Definicién 1.22 (Norma mayorante). Sea p = (p1,...,pn). La nor-
ma p-mayorante [|-[|, es el funcional en C[z] definido de la siguiente
manera: Si f(z) = Xaezn Caz®

171, = SUD...[2, |<p, [Hf(2)]  sila serie de f converge,
oo en otro caso.

Es fécil probar que [ - [, efectivamente es una norma y que si
feC™[z]], es decir f = (f1,...,fn), entonces:

Ufl]p: ”fl [Ip+"'+ﬂfn|]p

Denotaremos B, = { f € C[[z]] tales que [ f[, < oo}.

20



1. EL. TEOREMA DE POINCARE

Lema 1.23. B, con la norma p-mayorante es un espacio completo.

Demostracion. Sea (fy) una sucesién de Cauchy en € B,, donde

fa= D) ca(N)2".

n
el

Entonces, para toda ¢ > 0 existe N(¢) tal que si A,» > N entonces:

e>]fa-fulo (1.11)
e
|z<lpl \ ez
= 3 [ = ep™
ael}

Como p* = p{* ... p%™ # 0, tenemos que:

|C&>\)_Ca(y)|< p%’ para toda a € Z%.

De esta manera, para cada « fija, (ca,(/\)) es una sucesién de
Cauchy en C y por lo tanto converge a un nimero c,. Sea

f(z)= Z caz®,

n
el

que claramente estd en C[[z]]. Dado 6 > 0, por la ecuacién 1.11,
existe N’ = N'(0) tal que, para toda A > N’ y para toda v € N,

1)
5 1) e < I
el 2

Recordemos que para « fija c((;‘) — €. Entonces, dado un conjunto

finito Z c Z7 arbitrario, para toda A > N existe un nimero v =
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1.2. EL TEOREMA ANALITICO DE POINCARE

v(A) € N suficientemente grande tal que:
]
Z |Cf\x+u —calp® < 5.
aeZ 2

Sumando las dos tltimas desigualdades y aplicando la desigualdad
del tridngulo obtenemos:

2 (ea —cal < 3 (jea™ = cal +1eY = p™ <6,

aeZ aeZ

para todo subconjunto finito Z c Z7, consecuentemente [| f—f[], < 6.
Por lo tanto, (fy) converge a f y fi— f estd dentro de B,. Mds atn,
ya que B, es algebraicamente cerrado y f € B,, entonces f también
pertenece a este espacio y por lo tanto B, es completo.

O

Dados f,g € C[[#1,.-.,2n]] ambas con coeficientes positivos, de-
notaremos f < g si a,, < b, Vm, aqui a,,, b,, son los coeficientes de
f y g respectivamente.

Lema 1.24. Sea z € C™, entonces se cumplen las siguientes afirma-
ciones:

(1) f,geC[[z]] entonces [|f-gl, < [f [, 190,

(2) f,g9€R[[#]] tales que f < g y h es una serie con coeficientes
no negativos, entonces ho f < hog.

(3) f,g9€C"[[#]] con término constante nulo, entonces [| f o g[, <
[/, donde o = [g[,.

Demostracion.
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1. EL. TEOREMA DE POINCARE

(1) Basta observar que el aplicar el operador mayorante convierte
a todos los términos negativos en positivos, eliminando asi toda
posibilidad de cancelar términos en una multiplicacién o una
composicion. Asi si:

f= i amz™ , 9= i b 2™ , entonces:
m=0 m=0
,u( i amz™ - i bmzm) S,u( i amzm)~,u( i bmzm)
m=0 m=0 m=0 m=0

(2) Anélogo al (1).

(3) Basta hacerlo para n = 1. Por los anteriores u(f og) < u(f)o
w(g) y por definicién [ fo g, = u(f o g(p)), entonces:

0fogly=n(fog(p)) <u(f)oulg)(p)=mn(flo))=[1f[-

O

Definicién 1.25 (Contraccién). Sea M un espacio métrico py ¢ :
M — M. Se dice que ¢ es una contraccion si satisface la condicién
de Lipschitz con constante de Lipschitz menor que 1, es decir, para
todo z,y € M existe £ € (0,1) tal que:

p(p(x), p(y)) <L p(z,y)

Definicién 1.26 (Contraccién fuerte). Sea S: B, — B,. Decimos
que S es una contraccion fuerte si:

(1) 180), =0

(2) S satisface la condicién de Lipschitz en una bola B, = {h :
Ih], < p} c B, con constante de Lipschitz no mayor que O(p)
cuando p — 0, es decir:

1S, < c(p) - 1f 1, donde e(p) < O(p).
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1.2. EL TEOREMA ANALITICO DE POINCARE

En este punto es necesario mencionar un teorema sobre un pun-
to fijo que es valido en cualquier espacio métrico completo que se
debe a Banach en 1922. Es sumamente 1util para probar la existen-
cia de soluciones de ecuaciones funcionales. La demostracién puede
encontrarse en [9], pdg 220.

Teorema 1.27 (Banach). Sea X un espacio métrico completo. Si
S : X - X es una contraccién fuerte, entonces existe x € X tal que
S(x) =z, més aun, x es Unico.

Lema 1.28. Sea w(z) : (C,0) — (C,0) holomorfo, tal que ‘2—2’(0) =

0 (ie. v(z) = O(2?)), entonces el operador Sy, : B, — B, definido
como Sy, (h) =w(Id+ h) es una contraccién fuerte.

Demostracion.

(1) Sw(0) = w(Id+0) = w(z) = O(z?) entonces w], = O(p?) y
por lo tanto es claro que [[S,(0)], = O(p?).

(2) Sean hq,ha € B,y o(1) = 2+ The + (1 - T)hy, con 7 € [0,1],
entonces:

Sw(he) = Sw(hy) =w(Id+hy) +w(Id+ hs)
(1) 1 dw
= — |d
[g;(o) [dz] 4

1

:f dw o' (1)dr
0 dz

w(7)

:[01 % (ha(2) =y (2))dr
»(2)

Escribiendo ¢ = [Jo(7)]], v tomando la norma p-mayorante a
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1. EL. TEOREMA DE POINCARE

g, por los lemas 1.23, 1.24 y 77 :

150 (ha) - Suln)lp =1 [ 5

= “(h2(2) = hi(2)d7],

p(z)

< [0, ) ) () D dr

Es inmediato ver que Jha—h1 [, no depende de 7y que o < [|2],
+max{hi,ha} < (n+1)p pues hy,hy € B,, entonces [F2], =
O(p), de esta manera:

”Sw(h2) - Sw(hl)ﬂp <O(p) I] ho - hl”p

U

Por lo tanto S, es una contraccién fuerte. O

Teorema 1.29 (Poincaré analitico no resonante). Sea v(z) = Az +
w(2) un campo vectorial holomorfo en C", con w(z) = O(z?), tal
que el espectro de su parte lineal estd en el dominio de Poincaré (
A € P) y es no resonante, entonces v es analiticamente equivalente
(localmente) a su parte lineal.

Demostracion. Sea H = z+ h tal que DH - Az =v(H(2)). P.D. h es

analitica v Unica.

Definiendo la transformacién:

La(h(2)) = [%] Az — Ah(2)
Entonces:
La(h(2)) + Ah(2) + A= = [1 ; %] Az
=DH- Az

=A(z+h(2)) +w(z+h(z))
= Az + Ah(2) + Sy (h(2))
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1.2. EL TEOREMA ANALITICO DE POINCARE

Si L 4 es invertible entonces:

h(z) = L3 0 Sy (h) (1.12)

La ecuacién anterior implica que encontrar h equivale a encontrar
un punto fijo del operador £3! o S, (h). Es necesario probar que
L3 0 S, (h) es una contraccién fuerte. A € P y es no resonante
entonces siempre existe una distancia minima de al origen, es decir
e<|Nj—(m,\)| VmeZ} je{l,...,n}. Asi:

1 1

——— <
A= {m, M) e

Por otro lado, la inversa £ est4 definida por la relacién:

_ 0 Ak m 0
Ly A —— —> — " LM
4 k;zr:n * 8zk k,m )\j - (m, )\) azk

De esta forma, si h € B, entonces:

Ak m m 0

__mm o om_Z

N(k’zm Aj —(m, \) sz)
LS
_’sk,m kymlP 8zk

zlﬂh”p
€

1£% ()], = sup

lzl<p

Asf, £} estd acotado, claramente es lineal y ademés, por el lema
1.28, S, es contraccién fuerte, entonces:
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1. EL. TEOREMA DE POINCARE

ﬂﬁil ° Sw(hQ) - E;ll © Sw(hl)l]p = ”E;ll ° (Sw(h2) - Sw(hl))”p

21 Su(ha) = Su (bl

L0(p) 12 -],
&

IN

IA

Por lo tanto £} o S, es una contraccién fuerte, ademds B, es
completo, entonces L4 o S, tiene un tnico punto fijo h € B,. El
punto fijo i resuelve el problema de la linealizacion.

O

De manera casi analoga se puede mostrar que un campo holo-
morfo con parte lineal en el dominio de Poincaré es analiticamente
equivalente a su forma normal formal. El teorema también es vélido
para campos que dependen analiticamente de un pardmetro n si el
espectro para 71 = 0 estd en el dominio de Poincaré.

Definicién 1.30 (Coleccién diofantina). Una coleccién A € C™ en el
dominio de Siegel se denomina diofantina si los pequenos denomi-
nadores no decrecen mas rapido que un polinimio en m:

1

N
———<c¢m ara constantes ¢, N > 0.
)\j _ (m7 )\) ‘ | p T Cﬂ

Las colecciones no diofantinas se llaman colecciones de Liouville
y son un subconjunto de & de medida cero si N > "7_2

Hemos estudiado el caso en el que los valores propios se encuen-
tran en el dominio de Poincaré, para el dominio de Siegel inicamente
mencionaremos el teorema de Siegel. En [3], pdg. 71, se puede encon-
trar una prueba a un teorema de Brjuno con condiciones un menos
restrictivas.
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1.2. EL TEOREMA ANALITICO DE POINCARE

Teorema 1.31 (Siegel). Un campo holomorfo con espectro A € S
diofantino y no resonante es analiticamente equivalente a su parte
lineal.
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Capitulo 2

Explosiéon de puntos
dicriticos

Ya hemos visto como analizar un campo vectorial holomorfo, cer-
ca de un punto singular, a través de sus formas normales formales
(o analiticas). Esta situacién se vuelve complicada cuando el campo
carece de parte lineal o en su defecto ésta es bastante degenerada. La
idea es construir una aplicacién que “explote” un punto para trans-
formarlo en una esfera y fuera de la esfera, sea un biholomorfismo
entre una vecindad de la esfera y una vecindad agujerada del punto.
De esta manera el comportamiento de la foliacién cerca del punto
singular puede estudiarse por partes.
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2.1. CONSTRUCCION DE LA EXPLOSION

2.1. Construccién de la explosion

Consideremos un punto p € C, sin pérdida de generalidad, p
serd el origen. Sea M una superficie holomorfa, buscamos una apli-
cacién holomorfa o : M — (C2,0) tal que:

(1) La preimagen del origen es una curva compacta, irreducible y
holomorfa E c M.

(2) La aplicacién o es uno a uno entre M ~ E y (C2,0) \ {0}.

Primero consideremos la aplicacion canonica p que a cada punto
p = (r,y) € C2\ 0 le asocia la recta {(tz,ty) : t € C, es decir, la
recta que une a p con el origen. Sea G := {(p,u(p))} la grafica de
1, mas adelante probaremos que esta es una superficie compleja
(de dimensién 2) contenida en C2 x P (que tiene dimensién 3), sea
E := {0} x P, consideremos la cerradura de GG, que denotaremos por
M. Entonces el inico punto que hay que agregar al dominio de y para
que la grafica sea cerrada es el origen en C2? y lo que corresponderia
a su imagen, ya que todas las rectas {(tz,ty)} pasan por el origen,
entonces M=GUE.

Por tltimo, sea 7 : C2 x P - C? la proyeccién cartesiana en la
primera coordenada, definimos:

0= ﬂ" ‘M- C%
M
Gracias a la forma en que construimos o a cada punto en G = M\E

corresponde uno y sélo un punto de C%\ {0} y viceversa, por lo que
o es biyectiva restringida a G. Més atin, 071(0) = E.

Definicién 2.1 (Explosién). Se le llama ezplosién a la aplicacién
o1 :C?2\ {0} » M\ E y divisor excepcional a la curva [E.
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2. EXPLOSION DE PUNTOS DICRITICOS

Figura 2.1: La explosién de una vecindad del origen en C y las cartas
(z,u) y (v,y).

Veamos que en efecto M es una variedad holomorfa de dimensién
compleja 2 cerrada. Consideremos dos cartas afines u, v en la esfe-
ra de Riemann P, que corresponden a lineas que pasan por puntos
(z,y) # (0,0) y el origen, de esta manera, cada recta queda deter-
minada de manera tnica por su pendiente, asi:

(:r:y)lLu:ﬁsix#Q (2.1)
(x:y)»Lv:%siy#O. (2.2)

Con esto, podemos definir un sistema de coordenadas sobre C2x[P
en dos cartas, a decir (z,y,u) y (x,y,v). De las ecuaciones 2.1 y 2.2
se sigue que, en estas cartas, M estd dado por las ecuaciones:

y—-vx =0,
respectivamente,

z-uy =0,
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2.1. CONSTRUCCION DE LA EXPLOSION

donde (x,y) # (0,0). Claramente estas ecuaciones se pueden exten-
der a la recta {x = 0,y = 0} c C3, ademds, por ser polinomios son
holomorfas. Mdas aun, el cambio de coordenadas v = i es holomorfo
en la region donde las cartas se intersectan, por lo tanto M es una
variedad holmorfa de dimensién 2.

Podemos hacer una construccion analoga para los nimeros reales.
Entonces, ya que RP! 2 8!, la superficie RM es una subvariedad de
R*S!. No es dificil ver que RM es la banda de Moebius, con esto en
mente, llamaremos a M la banda de Moebius compleja.

La aplicacién o al ser un biholomorfismo de M\ E a (C2,0)\ {0}
“jala” funciones y formas holomorfas mediante el pull-back o * f =
foo y o*w, asi mismo, la preimagen de conjuntos analiticos de
(C2,0) serd un conjunto analitico en M \ E. La manera més natural
de extender estos objetos a M es, primero llevarlos a M \ E y luego
tomar su cerradura en M.

Definicién 2.2. Dada una curva analitica v c (C2,0), la explosion
de v es la cerradura en M de la preimagen de v~ {0} bajo la aplicacién
o, es decir:

=071y~ {0})

Para probar que en efecto 4 es un curva analitica hay que cal-
cular explicitamente la explosién. Si v = {f = 0} con f holomorfa,
entonces, localmente, para cada punto a € E el germen f' = foo es
idénticamente cero, si g es un irreducible que localmente define al
divisor excepcional, entonces podemos dividir a f’ entre la méxima
potencia v de g. De esta manera, obtenemos un germen f = g~" f’
que, restringido E sé6lo se anula en un conjunto finito de puntos, a de-
cir ©={p;}, y que en M\E las curvas 7 = {f =0} y 7' (y) = {/' = 0}
coinciden.
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2. EXPLOSION DE PUNTOS DICRITICOS

Como el germen f sélo se anula en {p;}, es invertible en E\ ¥,
entonces los puntos que hay que agregar para cerrar la curva son los
{pi}. Asi, ¥ =071(y~ {0}) UX es una curva analitica y coincide con
la cerradura de la preimagen de v\ {0}. Con esto hemos probado la
siguiente proposicion:

Proposicion 2.3. La explosién de una curva analitica es también
una curva analitica en (M,E) que intersecta al divisor excepcional
solamente en un conjunto de puntos aislados.

Definicién 2.4. Sea F, una foliacién singular holomorfa de (C,0)
definida por un campo vectorial v. La explosién de F, estd dada por
f-v =0 * f-v-

2.2. Campos dicriticos

Podemos clasificar los campos de acuerdo a la foliacién obtenida
mediante la explosién de un punto singular y la manera en que se
acerca a la esfera de Riemann.

Definicién 2.5 (Separatriz). Sea F, una foliacién definida por el
germen en p de una ecuacién diferencial analitica z = v(z), z € (C,0),
v(p) = 0. Decimos que la hoja ¢ definida por una solucién ¢(t) de la
ecuacién es una separatriz si su cerradura £ = £U {p} es (localmente)
el gérmen de una curva analitica.

Si consideramos la explosiéon v del campo v, una posibilidad es
que el divisor excepcional E sea una separatriz de la foliacién Fo,
es decir, dependiendo de la carta, la curva {z = 0} (o bien {y = 0})
se puede extender de manera anélitica al punto singular. La otra
posibilidad es que los puntos de E pertenezcan a distintas hojas de la
foliacién ﬁv, que en este caso, intersectan transversalmente a E salvo
en un conjunto finito de puntos, donde lo hardn tangencialmente.
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2.2. CAMPOS DICRITICOS

Esto ultimo corresponde a ciertas condiciones degeneradas de los
términos principales del campo.

Definicién 2.6 (Punto dicritico y no dicritico). Un punto singular
de una foliacién F holomorfa en (C,0) es no dicritico si el divisor
excepcional E = ¢71(0) es una separatriz de la foliacién F = o*F.

En caso de suceder lo contrario el punto se llamara dicritico.
Denotaremos por V¢ al conjunto de gérmenes dicriticos holomorfos.
Ahora veamos a qué condiciones en la ecuacién del campo co-

rresponde cada caso.

Proposiciéon 2.7. Sea v un campo vectorial definido por

[fﬂ] - [P(%y)] _ [Pn(:z:,y) +Ppa(z,y) +...
Y Q(x,y) Qn(mvy)+Qn+1(l’,y)+~--

(2.3)

donde Py y Q) son polinomios homogéneos de grado k£ > 1 en las
variables (x,y), no idénticamente cero y que se anulan en el origen,
sea Hy(x,y) = yPr(z,y) — 2Qr(z,y). La singularidad de un campo
es

(1) no dicritica si H,(z,y) 0,

(2) y dicritica si Hy(z,y) =0.

Demostracion. Para empezar calculemos la explosién del campo, sin
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2. EXPLOSION DE PUNTOS DICRITICOS

pérdida de generalidad, en la carta (v,y), = = vy:

. _xy-—xy
v = y2
_ P(vy,y)y —vyQ(vy,y)
- y2
_yHu(vy,y) + y(Hps1 (vy,y) +...)
- 2
Yy
v =Q(vy,y)

= Qn(U% y) + Qn+1(vy7 y) +e

por ser los Hj, homogéneos tenemos que Hy(vy,y) = y*Hy(v,1),
luego:

[@] ~ [y“Hn(v, 1) +y"Hpir (v,1) + O(y™)
Z) N ynQn(Uv 1) + yn+1Qn+1('U7 1) + O(yn+2)

podemos dividir toda la ecuacién entre y™~! para obtener el campo
de direcciones (que seguiremos denotando por [v,7]) dado por la
ecuacion:

o] [ Hy,(v,1) + yHy1 (v, 1) + O(%2) 1

.| = 2.4
9] [¥Qn(v,1) +¥°Quar (v, 1) + O(*) | @4
o bien, en las cartas (x,u):
(2] [2P.(1,u) + 22 Pyyr (1,u) + O(z?) ] (2.5)
(@] | Ho(l,u) + 2Hpsr (1) +0(z?) | :

Ahora analicemos qué sucede en cada caso. Sustituyendo = = vy
en H,(x,y) obtenemos y" H, (v, 1), asi, la condicién H,(x,y) =0 es
equivalente a evaluar en H,(v,1) = 0.

(1) Supongamos que Hy,(v,1) £ 0. En tal caso, es claro que y =0
es una solucién holomorfa de y y por lo tanto {y = 0} es una
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2.2. CAMPOS DICRITICOS

separatriz de la foliacién, es decir, el punto singular (0,0) es
no dicritico. Mds ain, en la explosién, el campo de direccio-
nes [0,y] tiene puntos singulares exactamente en las rafces
de H,(v,1), que son a lo mds degH, = n+ 1. Si el poli-
nomio H,(xz,y) es divisible entre y significa que P, (z,y) =
yEP) (z,y), esto implica que al computar la explosién en la
carta (x,u) obtendremos un punto singular en (z = 0,u = 0).

XM

Figura 2.2: Explosién de un campo no dicritico con tres separatrices

(2) En el otro caso, es decir, si H,(v,1) = 0, todavia podemos
dividir el campo de direcciones 2.5 entre y, obteniendo asi

of _ Hpo1(v,1) + O(y)
[y] N [Qn(v, 1) + an+1(U, 1) T O(y2) . (2.6)

En esta ultima, es evidente que y = 0 no es una solucién de la
ecuacién, entonces el divisor excepcional [E|(v n = {y =0} no

es separatriz de la foliacién y por lo tanto el punto es dicritico.
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2. EXPLOSION DE PUNTOS DICRITICOS

O

Denotaremos por fo al subconjunto de gérmenes de V? de grado
n, donde, si se escribe la ecuacién 2.3 para v € fo, entonces n =
ming { (P, Qx) : P #£0 0 Qg #0}.

Resulta interesante estudiar la geometria de la foliacién de un
campo v € V¢ . Para empezar, evaluemos 2.6 sobre el divisor ex-

cepcional:
v | _ Hn+1 (U, 1)
y y=0 Qn(va 1) ’

Si consideramos el conjunto S = {v : Q,(v,1) = 0} c E, fuera
de S la foliacion atraviesa transversalmente al divisor excepcional.
Si ' = Hpup1(v,1) = 0, entonces, tendremos puntos singulares en
Sn Sy en los puntos S\ S’ la foliacién llega tangente al divisor
excepcional. También puede haber un punto singular o tangente en
o0, asi pues, es necesario fijarse también en la explosion en las cartas
(z,u). La figura 2.3 muestra la foliacién generada por un campo
dicritico con tres tangencias.

Observemos que la condicién H, (z,y) = 0 implica que
Y
Qn(z,y) = ;Pn(x,y),

entonces existe R(x,y) tal que P,(z,y) = zR(z,y) v Qn(z,y) =
yR(z,y), de hecho, R es el mdximo comun divisor entre P, y Q.
Sustituyendo @Q,,(v,1) en la ecuacién 2.6 por (yR(x,y))|(v B obte-

nemaos:
v _ Hy, (U,].)+O(y)
[y]_[ R(1v,1)+0(y) ] (2.7)

y en la otra carta:

][ 258 ]
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2.2. CAMPOS DICRITICOS

Hojas singulares de Fy.

Separatrices Fy, .

~

Fy

Figura 2.3: Un campo dicritico para n = 3 con su explosion.

Llamaremos ¢g(v,y) v %o(v,y), respectivamente a la primera y
segunda componente de la ecuacién 2.7. De esta forma, las hojas de
la foliacién estan dadas por la ecuacién diferencial

_dv_wo(v,y)
PO Gy o) 9

Definiciéon 2.8. El conjunto de gérmenes dicriticos genéricos nor-
malizados de orden n se denota por Ngxge", decimos que v € V,‘f’ge" c
Ve si:

(1) R(z,y) tiene sélo factores simples, todos distintos de = o y, es
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2. EXPLOSION DE PUNTOS DICRITICOS

decir,
n—-1
R(z,y) = [T (y - ujz),
j=1
donde u; # uj si ¢ # j, u; #0,

(2) R(z,y) no tiene factores en comin con H,1(z,y).

Separatriz de F tangente a fu;.

Hoja no singular de Fy por u. \

Hoja singular de Fo por u;.

Figura 2.4: Un campo dicritico genérico con una sola hoja tangente.

Basta observar las ecuaciones 2.7 y 2.8 para ver que si v € j\/'ff’gen
entonces hay explotar el campo solamente una vez para obtener una
foliacién sin puntos singulares sobre E, més ain, salvo en n—1 puntos
(las raices de R(1,u)) las hojas de la foliacién atraviesan a E trans-
versalmente. Las hojas que llegan tangentes al divisor excepcional
son las que pasan por los puntos {(z,u) :u=1u;} = {(v,y):v= %},
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2.3. EL INDICE DE CAMACHO-SAD

a éstas las llamaremos “hojas singulares”. Ademads, en una vecindad,
del divisor excepcional no existen mds puntos singulares que los u;.

Lo anterior implica que, al regresar de la explosién, que para
. s AW . 99 _ . ylz :
cualquier direccién “no singular” €, = {(z,y) : “L-u # u; } existe una
unica curva de la foliaciéon F, tangente a ¢, en el origen y cuya
cerradura es una curva andlitica suave en el origen.

En contraste, para cada direccién “singular” £,; = {(x,y) : £ =
u;} existe una curva, que resulta ser una pardbola semictbica, tan-
gente a la direccién £,; en su ciispide (el origen). Esta curva es una
separatriz de la foliacién Fy y se corresponde con la hoja singular
de F, que pasa por el punto Uj.

2.3. El indice de Camacho-Sad

A continuacién, introduciremos un lenguaje formal para poder
definir el indice de interseccion entre dos curvasy el indice de Camacho-
Sad.

Definicién 2.9 (Divisor). Un divisor sobre una variedad compleja
M es una unién finita de curvas analiticas e irreducibles, de codi-
mensién 1, cada una asociadas a un numero entero.

Denotaremos por Div(M) al conjunto de los divisores de M. Por
definicién, cada divisor D puede representarse como una “suma” .. k7.
Es posible dar una estructura de grupo a Div(M) con una operacion
+, (Zkyy) + (kL) = X(ky + k). Un divisor se llama efectivo si
todas las k., son no negativas.

Definiciéon 2.10. El soporte de un divisor D es la unién de todas
las curvas que aparecen en el divisor con coeficientes distintos de

cero:
D= U~v=> v

k~#0 k~#0
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2. EXPLOSION DE PUNTOS DICRITICOS

Una funcién holomorfa f € O(M) define un divisor efectivo Dy
cuyo soporte |Dy| = {f = 0}. Si el germen de f en un punto p € M
puede factorizarse de manera irreducible como f = [T f;”, entonces
cada funcién f; define por si misma una curva analitica irreducible
v; = {f; =0}, luego D, =, es un divisor bien definido. Més atin, el
divisor Dy estd conformado de la siguiente manera:

Df = Zl/ij.
J

Gracias a que cada D; es conexa, la multiplicidad v; no cambia si
movemos p a lo largo de D;. Si consideramos una funcién meromorfa
h=1% donde f v g son holomorfas, entonces:

g

Dy = Dy = D,

Ahora, consideremos un sistema de ecuaciones {f =0, g =0} y
p > 0 suficientemente pequeno tal que el sistema tenga una tunica
solucién {z = y = 0} dentro de la bola B, = {|z*| + |[y?| < p. De
esta forma, para e = £(p) suficientemente pequerio, si a,b € C, con
lal, |b] < €, las curvas de nivel {f = a} y {f = b} son suaves dentro
de B, y se intersectan transversalmente. La razén por la cual esto
sucede resulta del lema de Sard, si a es un valor regular de f y b
es un valor de g restringido a la curva {f = a}. Al ser transversales
las curvas tenemos que {f = a} n{g = b} n B, consiste de puntos
aislados.

Definicién 2.11 (Indice de interseccién). Bajo el esquema anterior,
el indice de interseccién entre dos divisores Dy y Dy en el origen es
el nimero definido como:

D; 9D, =#{f=a}n{g=b}nB,.

El indice de autointerseccién estard dado por Dy ? Dy, es decir
Dy Dy =#{f=a}n{f=b}nB,,
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2.3. EL INDICE DE CAMACHO-SAD

o bien,

Dy 0Dy =#{f=a}n{g=0}nB,.

Lema 2.12. Sea Dy un divisor local irreducible, parametrizado por
una funcién inyectiva y no constante 7 : (C,0) — (C2,0), es decir,
fo7 =0.Entonces, la interseccién de D¢ con otro divisor efectivo Dy
es aislada si y sélo si el germen g o 7 no es idénticamente cero y la
multiplicidad Dy 9 Dy = ordo(go 7).

Una prueba corta se puede encontrar en [3], pag. 127.
Definicién 2.13 (indice de interseccion).

Definicién 2.14 (Singularidad irreducible). Sea p un punto singular
de un campo vectorial v en coordenadas locales (z,y) dado por
v(z,y) = (P(x,y),Q(z,y)). Consideremos la linealizacién de v en el
punto p, dada por

P, P,

Dv, = I:Qz Qy] (p),

con valores propios A1 y Aq2. El punto p es irreducible si se satisface
alguna de las siguientes condiciones:

A Ao
DA 20, A0y =, =2 ¢N,
(1) A\ 2 Y/\Q /\1¢

(2) Al #O,Ag =0 o bien Ag th,)\l =0
La definicién es independiente de las coordenadas que se utilicen,

de hecho A\; y A2 son invariantes de la foliacién mddulo un factor
distinto de 0.

Teorema 2.15. (cf. [5]) Después de un nimero finito de explosiones
todos los puntos singulares de la foliaciéon obtenida son irreducibles.

Definicién 2.16 (indice de Camacho-Sad). Sea S una curva inva-
riante de una foliacién F, sobre una variedad M dada por un campo
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2. EXPLOSION DE PUNTOS DICRITICOS

vectorial v, con M de dimensién compleja 2 y un punto pg e M n S.
Existe un sistema de coordenadas apropiado tal que S = {(z,y) € M :
y = 0}, entonces py = (p,0). Si el campo v(z,y) = (P(z,y), Q(z,y))
definimos el indice de Camacho-Sad de F en el punto p respecto a
S se como:

~ — 9 [Q(z,y)
io(F,S) = Resaeyp 5 (P o) (I,O)) \yo (2.10)

Si consideramos una 1-forma w = -Qdx + Pdy que corresponda a la
foliacién, el indice se define de igual manera.

Observacién 2.17. Este indice no depende de las coordenadas ni
de la eleccion de w. Més adelante se estudiard lo que es una conexion
y se probard un resultado mas general. También es importante notar
que si el punto no es singular entonces el indice se anula.

Observacién 2.18. Puede probarse que si el punto es irreducible,
en el primer caso el cociente de los valores propios coincide con el
indice de Camacho-Sad, en el segundo caso resulta que el indice es
cero (cf. [5]).

El indice de Camacho-Sad, en cierta forma, concentra en los pun-
tos singulares de la foliacién el indice de autointerseccién de una
curva compacta en los puntos singulares de la foliacién.

Definicién 2.19. El indice total de una foliacién F respecto a S es
la suma de los fndices sobre todos los puntos singulares (X = {p;})
que la foliacién tiene sobre S:

i(F,8) =Y in(F,S)

peX

Enunciaremos un teorema que demuestra que el indice de Camacho-
Sad es un invariante. En el teorema 4.17 se estudia un resultado mas
fuerte y general.
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2.3. EL INDICE DE CAMACHO-SAD

Teorema 2.20. Sea M una variedad holomorfa de dimensién com-
pleja 2 y S ¢ M una curva holomorfa y compacta. Entonces, para
toda foliacién F en M, que es tangente a la curva S, el indice total
de F respecto a S es siempre el mismo sin importar la foliacién.
Solamente depende de M y de la curva S.
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Capitulo 3

Haces Vectoriales

Intuitivamente, es posible pegar un espacio vectorial (C") sobre
cada punto de una variedad M, para obtener de esta manera una
nueva variedad topoldgica E. En otras palabras, si {U,} es un atlas
de M, entonces F estaria construido mediante productos cartesianos
U, xC" pegados de cierta forma dentro de un espacio ambiente, que
por el momento llamaremos haz vectorial, mas adelante daremos
una definicién precisa y formal. La ventaja de trabajar con un haz
vectorial es que en cada fibra p x C™ sobre un punto p € M se tiene
una estructura lineal.
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3.1. TEORIA LOCAL: SISTEMAS LINEALES

3.1. Teoria local: sistemas lineales

Sea M una superficie de Riemann y sea
W11 e Win
A=+ i | wi e AN (M) (3.1)

Wnt .. Wnpn

una matriz compuesta por 1-formas w; ;, definidas y holomorfas so-
bre M. Sean (z1,...,2,) coordenadas en C" y consideremos el pro-
ducto M x C™. En este producto tomemos en cuenta la distribucion
1-dimensional definida por los ceros de las n 1-formas holomorfas
n; € AY(M x C™ dadas por la siguiente férmula:

oo
n; = d{E, - Z Wi jTj.
J=1

Esta distribucién define una foliacién cuyas hojas, parametriza-
das por M, satisfacen el sistema:

[e )
OZdIi* Zwijwj
=1

es decir, las funciones vectoriales holomorfas
. n
x=(x1,...,x5): M >C

son solucion del sistema de 1-formas
d$i = Z wijazj (32)
j=1
que en adelante escribiremos como
dx = Ax (3.3)
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3. HACES VECTORIALES

Observemos que si consideramos una carta U ¢ M y su funcién
coordenada t : U — C, t(ﬁ) = U, entonces cada 1-forma w;; puede
ser escrita como

wij = a;;j(t)dt,

donde a;;(t) es una funcién holomorfa en U. Asi, en la carta t, el

- ‘/\
yi \
) T

AN /
~ — —
—

/.

sistema de 1-formas se expresa como
n
dl‘i = Z Qi ;. (34)
j=1

De manera natural, a partir del sistema 3.4, queda definido el sistema
de ecuaciones ordinarias

dIBi n
= > aij(t)z;,
j=1

dt

que denotaremos por & = A, (t)x, (la notacién A, (t) nos permite
recordar que la matriz A(t) fue definida por medio de las w;; que
determinan a la matriz A). Las soluciones de & = A, (¢)x forman un
espacio lineal.

Si U es un dominio simplemente conexo, entonces podemos con-
siderar una matriz fundamental de soluciones X (t), es decir, X =
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A, ()X, det(X(t)) # 0Vt € U. Esta matriz es no es tinica: cualquier
otra matriz fundamental X difiere de X por un producto con una
matriz de coeficientes constantes, X = X Q.

Cabe hacer notar que los sistemas lineales de ecuaciones surgen
de manera natural en distintos contextos. La ecuacién de primera
variacién a lo largo de una solucién de una ecuacién diferencial es
un ejemplo en el que aparece un sistema lineal y que nos permite
comprender, que si bien éste tiene una estructura sencilla, el contexto
global en el que se encuentra definida puede ser muy complicado.

En la siguiente seccion veremos la forma de ver globalmente a los
sistemas lineales, o més precisamente, a lo sistemas que localmente
son lineales.

3.2. Haces vectoriales sobre variedades

La estructura del producto UxC™ del espacio de las fases en el que
un sistema lineal estd definido hace que las transformaciones de ese
espacio en si mismo estén obligadas a ser lineales en la coordenada
en la segunda coordenada, es decir, C™. Por el orden de un sistema
lineal nos referiremos a la dimensién de esta segunda coordenada.

Definicién 3.1 (Transformacién de gauge). Sean My y M; dos
superficies de Riemann. Considerando los productos cartesianos F; =
M; x C™ con sus respectivas proyecciones m; : E; - M; (i = 0,1),
H : Ey - FE4 es una transformacion de gauge si:

(1) H es holomorfa.

(2) Existe h: My — M; holomorfa tal que 71 0o H = homg

(3) Hl|,, : 75" (p) = 71 (h(p)) es lineal para toda p € My, donde

T =7 (D).
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]
My x C™ My xC"
4o

|

—
h
My M,y

En otras palabras, una transformacién de gauge es un holomor-
fismo que respeta las proyecciones y que es lineal en cada fibra 7,
con H € GL(n,O(My)). En coordenadas se ve como:

lm

(p,) = (h(p), H(p) - x).

Se dice que H estd fibrada sobre h. En lo que concierne a haces
vectoriales se consideraremos h = id a menos que se especifique lo
contrario.

La linealidad de H la convierte en una buena herramienta para
estudiar sistemas lineales. Dos sistemas lineales del mismo orden
sobre la misma variedad serdn “gauge”- equivalentes si existe una
transformacién de gauge que lleve a uno en el otro.
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3.2. HACES VECTORIALES SOBRE VARIEDADES

Dada una ecuacién diferencial dX = A- X y X (p) una solucién
fundamental, entonces Y (p) = H(p) - X (p) serd una solucién a un
sistema

dY = B-Y,

multiplicando por Y ! por la derecha se obtiene el calculo explicito
para la matriz B, donde:

B=dYy -y
=d(H-X)- (X' -H™)
=(dH-X+H-dX)- X' H
de esta forma,
B=(dH+H-A)-H. (3.5)

La férmula anterior volvera a aparecer cuando se toque el tema de
conexiones.

Definicién 3.2 (Trivializacién). Sean M y E dos espacios topolégi-
cos, m: E — M una aplicacién continua, Uy ¢ M un conjunto abierto
y mo : Ug x C™ la proyeccién cartesiana habitual. Un homeomorfis-
mo ® : 71 (Uy) — Uy x C" es una trivializacion (de 7 sobre Up) si
oo P =.

Definicién 3.3 (Haz vectorial). Sean 7: E — M como en la defini-
cién 3.2. La terna 7 : E - M es un haz vectorial complejo de rango
n si:

(1) Existe una vecindad U, para todo punto p € M y una triviali-
zacién de m sobre dicha vecindad.

2) Si ®,, ®5 son dos trivializaciones sobre U, Us respectivamen-
B B
te, tales que
Uwp=UsnUp+@

entonces

(bﬁa = q)ﬁ o q);l : Uaﬁ xC" — 7T_l(Uaﬁ) - U“B xC"
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E
Pa ¥B
\——’> \—/
U, xC" Ug xC"

es una transformacién de gauge fibrada sobre la identidad.
Un haz vectorial real de rango n se define de manera andloga.

En adelante, llamaremos a E el espacio total del haz, a M la
base y a m la proyeccién. Si E y M son variedades holomorfas, la
proyeccién es una funcién holomorfa y se pueden dar trivializaciones
biholomorfas de 7w en una vecindad de todo punto p en la base,
entonces se dice que el haz es holomorfo. Una manera conveniente
de representar a @, es la siguiente:

Pga(p,x) = (p, Hpa(p) o ) (3.6)
donde Hg, € GL(n,O(C)).
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Definicién 3.4 (Cociclo). sea U = {U,} una cubierta abierta del
espacio base M. Un cociclo es una coleccién de funciones matriciales
holomorfas H = {Hga} que satisface:

id=Hop-Hgo en Uyg = Uy #+ @ (3.7)
id :HQ,B'H[R"/'H'ya en Uaﬁ,YZUaﬂUgﬂUw * J, (3.8)

y se dice que el cociclo esta inscrito en la cubierta U.

Teorema 3.5. Dada una variedad holomorfa M y una cubierta
U = {U,}, cualquier cociclo de matrices H{H,g} (inscrito en U)
puede construirse como la coleccién de transformaciones de gauge
entre trivializaciones de un haz vectorial sobre M.

Demostracion. Consideremos el haz con espacio total F = |J,, Uy, x
C" /~, donde ~ es la regla de pegado: (a,z) ~ (a’,2") <= a=d",
z' = Hgo(a)x.

Claramente ~ es reflexiva y simétrica. Para la transitividad basta
observar que si (a,z) ~ (a’,2') ~ (a”,2") entonces a = a’ =d" y
2" = Hp(a)a’ = Hoy(a) Hpa (a)3 = Hya()a.

En cada carta U, podemos definir las proyecciones cartesianas
correspondientes 7, : Uy x C" - U,. Estas proyecciones claramente
respetan la relacién ~, es decir m, = mg 0 Hgq .

De esta forma, es posible definir una proyecciéon globalmente

analitica m: S > T | 7|y, = ma. Para cada U, fijo definimos <I>;1 =
1|lu, (la inclusién en producto U, x C™ en S. Asf

1 0
éﬁ_(pﬁao(ba_(o Hﬁa)o®a

Hemos probado la existencia una familia de trivializaciones aso-
ciadas al cociclo, hecho que es suficiente para garantizar la existencia
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de un haz vectorial asociado a éste, sin que sea necesario dar las tri-
vializaciones explicitamente.

O

Ejemplo 3.6. El haz trivial sobre una variedad M, que tiene por
espacio total al producto M x C™, su proyeccién es la proyeccién
cartesiana en la primera coordenada 7w : M x C® - M y el cociclo
asociado al haz, para cualquier par de trivializaciones del mismo, es
simplemente H = Id.

Ejemplo 3.7. Un ejemplo de suma importancia es el haz tangente
a una variedad diferenciable M. Definimos

TM = T,M={(p,v):pe M,veT,M}.
peM

En este caso, T,M es el conjunto de los vectores tangentes a
M anclados en p. TM es también una variedad diferenciable con
dimTM = 2n, ya que n = dim M = dim7T, M y en cada punto de M
estamos pegando una fibra de dimensién n. Tenemos lo siguiente:

7:TM — M , con 7 *(p) = T,M

En un sistema de coordenadas locales (z1,...,x,) el conjunto
{0/0x;}7_, genera a los vectores tangentes a cada punto p (en la
carta coordenada). Asi, el cociclo que define la regla de pegado en
las fibras del haz estd dado por la matriz jacobiana del cambio de
coordenadas.

El haz contangente T* M se define como el dual del haz tangente
y es similar en estructura a TM. En este caso los elementos del
haz son parejas (p,w), donde w, es un covector tangente o vector
tangente dual, es decir, un funcional lineal definido como sigue:
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wp: TpyM - C,

de aquf que a cada w € Ty M sea una 1-forma . Mds atin, el espa-
cio tangente y el cotangente en un punto tienen la misma dimension,
por lo tanto son isomorfos.

Ejemplo 3.8. El haz normal, donde la fibra en cada punto p € M
estd dada por N, =T,E~T,M.

Ejemplo 3.9. El haz estandar de grado d, m: E — P es un haz lineal
sobre una cubierta “estandar” de P, dada como sigue: sea 0 <71 <71¢
yUy={z:]z| <ro}, U ={z:7r1 <|z|]} u{oo} y el cociclo dado por
{ho1, P10} por

hm(z):zd: si ze A=UgnUj.

1
hio(2)

La banda de Mé&bius es un haz estdndar real sobre S*, con grado
d=-1.
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Definicién 3.10 (Cocadena). Dada una cubierta U = {U,}, una
cocadena G holomorfa de matrices subordinada a U es una coleccion
de funciones matriciales G, € Mat(n,U,) holomorfas en la carta
correspondiente.

. B ;L P . .

Dos cociclos H = {Hgo} v H' = {Hp,} inscritos en la misma
cubierta son holomérficamente equivalentes si existe una cocadena
de matrices, holomorfa, que los conjuga, es decir,

Hp, - Go=Gg-Hpy en cada Uygp. (3.9)

Si{Hga} y {H;;} son dos cociclos inscritos en cubiertas distintas
{Uas} y {U/}, entonces basta construir un refinamiento de ambas, a
decir, {Uy nU/}.

Definicién 3.11. Se dice que un cociclo H = {Hyg} es soluble si
existe una cocadena holomorfa {G,} tal que

Heap =Go G5

Claramente, si un cociclo es soluble, entonces

Hug- Gy =Gq-Id. (3.10)

En otras palabras, el cociclo soluble es equivalente al cociclo tri-
vial. De esta manera, los haces definidos por un cociclo soluble son
biholomorficamente equivalentes al haz trivial.

Definicién 3.12 (Haces equivalentes). Una transformacién de ha-
ces entre dos haces vectoriales m: E - M y «’ : E' - M’ es una
aplicacién holomorfa F': E — E’ que manda a las fibras de 7 en las
fibras de 7', es decir, existe f: M — M’ tal que
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' oF =fom.
Se dice que F estd fibrada sobre f.

Dos haces son holomérficamente equivalentes si existe una trans-
formacién de haces, biholomorfa, entre ellos.

3.3. Clasificacién de haces lineales en P!

Lema 3.13. Sean Uy, U; c P dos regiones con frontera suave a
trozos y cuya intersecciéon V = Uy n Uy también tiene frontera suave
a trozos. Entonces toda funcién f € A(V'), holomorfa en V' y continua
sobre V = VUV, puede ser escrita como f = fo+ f1, con f; € A(U;).

Demostracion. Basta escribir OV = VyuVy con V; c oU;, =VouVy y
aplicar la férmula integral de Cauchy:

f(t)dt

v t—z

2mif(z) =

)

separando la integral,

f@at o fQ@)dt

Vo t—2 ww t-z

)= [ fhd

2mif(z) =

fo(z) + f1(2),

donde

Cada integral representa una funcién holomorfa sobre U; y con-
tinua sobre 9U;.

O
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Proposicién 3.14. Sea 7 : E — M un haz de rango 1, U y U’ dos
cartas de una cubierta de M tales que V =UnU’ + @y W = UuU’ son
conexos y simplemente conexos. Entonces, el haz 7|y es equivalente
al haz trivial.

Demostracion. Sea h = Hy gy una funcién biholomorfa y que no se
anula en V. Por hipédtesis V' es simplemente conexo, entonces logh
es una funcién holomorfa y bien definida sobre V', aplicando el lema
3.13,

logh=g-¢',

con g holomorfa en U y ¢’ en U’. Sacando la exponencial de la
ecuacion,

Tanto €9 como e’ son dos funciones holomorfas y que no se
anulan. Asi, es posible reemplazar el cociclo que define al haz 7 por
uno equivalente tal que la funcién de pegado en V es la identidad.
Por lo tanto, el haz 7 (y consecuentemente el cociclo que lo define)
es equivalente al haz trivial sobre W.

O
Proposiciéon 3.15. Cualquier haz lineal 7 : E' - D sobre el disco D

es biholomorficamente equivalente al haz trivial.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, el cociclo H = {H;;}
estd inscrito en una cubierta finita U = {U;} que consiste en ve-
cindades de alguna triangulacién del disco, en caso de tratarse de
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una cubierta arbitraria basta refinarla hasta obtener pequefias ve-
cindades de una triangulacion.

Ya que D es simplemente conexo y la cubierta finita, es posible
reetiquetar los elementos de dicha cubierta de manera que

Up={Upu---0ly} vy UpanUy

son conexos y simplemente conexos.

Mediante induccién matemaética, se prueba que el haz es equiva-
lente al haz trivial sobre todo el disco. Por la proposicién 3.14 el haz
es equivalente al trivial sobre Us.

Ahora, suponiendo que el haz es equivalente al trivial sobre Uk,
aplicando la proposicién 3.14 nuevamente, se tiene la equivalencia
sobre Uk+1 =Up1 U Uk. Por el principio de induccion, el haz 7 es
equivalente al haz trivial sobre el disco D.

O

Definicién 3.16 (Cociclo de Birkhoff-Grothendieck). Sea {Uy,U;}
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una cubierta “estdndar” de P . Un cociclo de matrices holomorfas
inscrito en tal cubierta, biholomorfas en A = Uy n Uy se llama de
Birkhoff-Grothendieck si Ho1|a = Hig|a-

Lema 3.17. Todo cociclo % = {H;;} de rango 1 inscrito en la es-
fera de Riemann P es holomoérficamente equivalente a un cociclo de
Birkhoff-Grothendieck.

Demostracion. Sea U = {U;} la cubierta de P en la que estd inscrito
el cociclo H. La cubierta U se puede ordenar de tal manera que,
para alguna k, 0 € Uy = Uy u--- U Uy 2 D, donde D es un disco, y
00 € Uy, = Uge1 U ... sea 1 — conexo, es decir, en la carta w = %
el conjunto U, es un disco topoldgico. De esta forma se lleva a la

cubierta original en una de Birkhoff-Grothendieck.

Por el lema 3.15 el cociclo H es equivalente al trivial sobre
Up y andlogamente, utilizando la carta w = é, el cociclo H sobre
U es equivalente al trivial, obteniendo asi un cociclo de Birkhoff-
Grothendieck.

O

Teorema 3.18. Todo cociclo de rango 1 de Birkhoff-Grothendieck
{ho1, h1p} es holomérficamente equivalente a algin cociclo estdndar
de grado d.

Demostracion. Sea H(z) = ho1(z) = ﬁ(z) Por definicién, H es
holomorfa en A = {z: 7y <|z| < ro}. Escribiendo la serie de Laurent
para H,

1/+1+.

H(Z):CVZU+CV+1t ., velZ,c, #0

es fécil ver que existe un unico entero d (evidentemente d = v) tal
que 2z %H(z) es holomorfa y no se anula. En principio, H no se
anula sobre A, en el caso contrario hig tendria un polo en A, lo cual
contradice la hipdtesis de ser un cociclo de Birkhoff-Grothendieck.
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Se sigue que z~*H(z) tampoco se anula y es holomorfa, no sélo en
A sino sobre todo Uy. De esta manera,

g(z) =logz ¢H(z)

es una funcién bien definida, holomorfa en A y continua sobre la
frontera. Aplicando el lema 3.13

g(t)dt g(t)dt
g(x)= [ LIS [ TEE - g0(2) - gi(2).
0 - 1
Tomando la exponencial de g,
(2)
() - o) - &
2 %H(z)=e¢ POk

Reescribiendo G; = ¢9(®) si ¢ = 0,1, al ser funciones exponenciales
no se anulan en ningiin punto, tenemos una cocadena {Go, G1} que
satisface la ecuacién 3.9, es decir

H(z) Gi(2) = Go(z)- 2%

Por lo tanto todo cociclo de Birkhoff-Grothendieck es holomorfi-
camente equivalente a un cociclo estdndar z¢ para alguna d € Z

O

Teorema 3.19. Todo haz lineal sobre la esfera de Riemann P es
equivalente al haz estandar (4 de algin grado d.

Demostracion. Por 3.17 todo haz lineal es equivalente a uno de
Birkhoff-Grothendieck, a su vez, este es equivalente a uno estandar
por 3.18. O

Un ejemplo interesante es el haz tangente TP de la esfera P.
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Capitulo 4

Secciones y conexiones

Al tratar con haces vectoriales importante introducir un nue-
vo lenguaje, el de secciones y conexiones, éste, entre otras cosas, nos
permite definir invariantes globales de manera practica. Localmente,
podemos definir una derivada, hay una equivalencia con un abierto
de un espacio euclideo, etc., sin embargo, al pasar de lo local a lo glo-
bal podemos obtener informacién sobre la estructura de la variedad
respecto al espacio ambiente en el que ésta se encuentra.

4.1. Secciones meromorfas

Definicién 4.1 (Seccién). Dado un haz vectorial holomorfo 7 : E —
M, una seccion sobre el haz es una aplicacion s : M — E tal que
mos=1d, es decir, s(p) e n7*(p), pe M.

Dada una seccién holomorfa sobre un haz vectorial y una familia
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4.1. SECCIONES MEROMORFAS

de trivializaciones {®,} sobre cartas {U,} el conjunto {z, }, donde

Ty :<I>aos|U Uy =7 (Uy) = Uy xC"

define una cocadena de vectores sobre el haz. Tomando otra tri-
vializacién ®g sobre Ug, con Uyg = UgnU, # @ y considerando el
cociclo H = {H,p3} que define la regla de pegado sobre el haz,
Hga-xa:q)50¢>;1oq>aos:@ﬂos en Uug,

es decir, se respeta la regla de pegado xg = Hgnx sobre la intersec-
cion de las cartas.

s(p)

N

To(p)

De manera andloga, dado el cociclo que define al haz y una co-
cadena holomorfa {z,} que satisface la regla de pegado, podemos
definir una seccién en cada carta, escribiendo s, = @21 0 2,.

Es claro que s, estd bien definida en cada U,, ademds por ser

®,, una trivializacién, satisface m, o ®, = 7, entonces tenemos lo
siguiente:
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Tl'OSa:ﬂ'ao(I)ao(I);loxa:ﬂ'anaZId.

Por hipétesis se satisface la regla de pegado zg = Hgaq, luego
sobre U,g se tiene que

s5.= @5 25 = 05 Hpota = ;!0 = 50

por lo que es posible definir s de manera global simplemente por

Sy, = s

Definicién 4.2 (Orden de una funcién meromorfa). Dada una fun-
cién f(z) = (f1(2),..., fn(2)) e M(M)®C", €l orden f en el origen

es el minimo de los érdenes de sus componentes,

ordyf = 11?1_1'21 ordo f;

donde ordop = v si y sélo si p(z) = a,t” + a,1t"™1 + ... con la
constante a, # 0y ¢ : M — C. Si el punto en el que se desea calcular
el orden es distinto al origen basta hacer una traslacién.

Es facil ver que el orden serd cero salvo en los polos y ceros de la
funcién. Si el punto p no es un polo es posible encontrar una vecindad
de p donde la funcién es holomorfa, es decir, su serie de Laurent
carece de términos de orden negativo, entonces ord,y > 0. Por otro
lado si la funcién se anula en p entonces la serie alrededor del punto
carece de término independiente y consecuentemente ord,y > 1.

La relacion entre la definicién 4.2 y la que se dié del grado de un
haz estandar (g sobre la esfera de Riemann P es inmediata. Siguiendo
los argumentos de la prueba de la proposiciéon 7?7 se observa que
ordyH es el tinico entero d tal que t"9H (t) es una funcién holomorfa
en una vecindad de p y que no se anula en dicho punto.

Definicién 4.3 (Seccién meromorfa). Una cocadena meromorfa de
vectores {z,} que satisface zg = Hgo2o en U, donde H = {H,g} es
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4.1. SECCIONES MEROMORFAS

un cociclo, es una seccidn meromorfa sobre el haz definido por H.
Se denota por I'(E) al conjunto de todas las secciones meromorfas
de un haz 7: E — M.

I'(E) posee naturalmente una estructura de espacio vectorial. Si
s, 8" €e'(E) y a € C es natural definir, para cada p € M

(s+5)(p) =s(p) +5'(p) y (as)(p) = a-s(p),

més aun, si f € C*(M) entonces

(f-3)(p) = f(p) - s(p),

es decir, I'(F) es un médulo sobre el anillo de las funciones diferen-
ciables.

Teorema 4.4. Sea M una superficie de Riemann compacta y 7 :
E — M un haz lineal. El orden total de una seccién meromorfa
depende tinicamente del haz sobre el cual se haya definida. En otras
palabras, existe d € Z fija tal que

d=degs= Y ordps

peM

para cualquier seccién s sobre el haz.

Demostracion. Sean s, s’ € I'(E). Como son dos secciones sobre
el mismo haz de lineas, es claro que deben ser proporcionales, i.e.,
existe ¢ € M(M) tal que s=¢- 5.

Como el orden en cada punto p es el minimo exponente de la
serie de Laurent alrededor de p, por las leyes de los exponentes, se

tiene que ord,p - s’ = ordyp + ord,s’ , luego
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degs= > ordys= > @-s= > ordyp+ Y, ordys.

peM peM peM peM

Al ser ¢ meromorfa, por el teorema del residuo, la suma del orden
de ¢ sobre todos los puntos de M se anula, obteniendo degs = d =
deg s’ para cualquier par de secciones en I'( F). O

Corolario 4.5. Un haz lineal (; sobre la esfera de Riemann P ad-
mite secciones holomorfas no triviales si y sélo si 0 < d = degm.

Demostracion. Sea s € I'(F) holomorfa y no trivial, es decir, no es
idénticamente cero. Al ser s holomorfa sobre todo P no tiene polos,
entonces el orden de la seccién en cualquier punto de la esfera es no
negativo:

0 <ordys para todo p € P.

Asi, por el teorema 4.4, como todos los sumandos son no negati-
vos se tiene que

0< Z ord,s = degm

pelP

O

Cuando se trabaja con haces de rango mayor que 1, para poder
definir el grado, es necesario estudiar una construccién muy particu-
lar que permite asociar a cualquier haz otro con estructura lineal, es
decir, de rango 1. Ya que dado un haz de rango n existe un cociclo
{Hap} que lo define, con Hyg(p) € GL(n,C), es posible calcular el
determinante de estas matrices.
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Proposiciéon 4.6. Si H es un cociclo de rango n entonces det H =
{hag}, con hp = det Hyg, define un cociclo de rango 1. Ademds, si
dos cociclos son equivalentes, sus determinantes también lo son.

Demostracion. Es inmediato que el determinante satiface las condi-
ciones de cociclo, se sigue del hecho que dadas dos matrices A, B €
GL(n,C entonces det(A- B) = det A - det B, asi las propiedades del
cociclo original se heredan naturalmente al determinante.

haﬁ . hﬁa = detHaB ~detHﬁa
ZthHa5~H5a =detId=1,

hap - hﬁ,y . h»ya =det Hyp ~dCtHﬂ,y -det H,,
=det Hog- Hgy-Hyq =detld=1,

en las respectivas intersecciones Uyg y Uagy-

Para verificar que estd bien definido basta tomar dos cociclos
equivalentes H y H' relacionados mediante una cocadena de matrices

{Gq}, asi

H[,aa'Ga =G5'H5a,

como la cocadena {G,} es holomorfa, entonces cada g, = det G,
serd una funcién holomorfa, luego {g,} es una cocadena holomorfa
de funciones escalares y

h,ﬁa 9o =95 hpa-
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Por lo tanto det H y det 1’ son cociclos equivalentes.

O

Definicién 4.7. El determinante de un haz vectorial 7 : B - M
asociado a un cociclo {H,s}, es el haz lineal holomorfo asociado al
cociclo det H,g. Se denota a este haz por det .

Definicién 4.8 (Marco de secciones). Sea 7 : E - M un haz vec-
torial, U, una carta de M, E, = 771 (U,) = U, x C*. Un marco de
secciones es un conjunto S¢S = {sy,...,s,} ¢ I'(E,) tal que, para
todo p € U, {5;(p)}}-; es una base para la fibra 7,.

Para simplificar la notacién, omitiremos el superindice a del mar-
co de secciones a menos que esto pueda llevar a alguna confusién.

Es evidente que cualquier seccién s definida sobre el haz puede
escribirse localmente, sobre U,, como

n
s=) a;sj con aj € O(M), s; € S*.
J=1

4.2. La derivada covariante

La derivada covariante es una generalizacién de la idea de deri-
vada a los campos vectoriales sobre variedades. En esencia, es una
operacién que define de manera invariante los aspectos que ya cono-
cemos sobre las superficies en R3, se relaciona de manera natural con
las curvas geodésicas, el transporte paralelo y la curvatura. Mas atn,
proporciona un ejemplo fécil de entender geométricamente, para des-
pués definir una conexién en objetos geométricos mas complicados.
Por el momento M c R™.

67



4.2. LA DERIVADA COVARIANTE

Consideremos un difeomorfismo f € C*°(M) y X € X(M). Recor-
demos que la derivada de f en la direccién de X estd definida como
sigue:

Lxf=X-Vf=(X,Vf).

Ahora, si Y € X(M), podemos pensar en Y como una funcién
vectorial (y1,...,yn) donde cada y; € C*°(M). De esta forma, se
puede extender naturalmente la definicién de la derivada de un di-
feomorfismo en la direccién de un campo a la derivada de un campo
en la direccién de otro:

DXY: (LXy177LXyn)

Sin embargo, el vector DxY|, no necesariamente estd contenido
en T,M.

Supongamos que M es una variedad de Riemann y estd encajada
en un espacio ambiente F, podemos escribir T,F = T,M + N,M,
donde N, M es el espacio normal a M en el punto p. Asi,

DxY(p) = DXY|TPM + DXY|NPM.

La componente en el espacio tangente a M sera la derivada co-
variante, que denotaremos por VxY. Si n, es el vector normal a M
en el punto p, entonces

VxY =DxY - (DXy,TL>TL

De esta manera, V es un operador definido como sigue:
Vi X(M) x X(M) - X(M),

a cada pareja de campos vectoriales (X,Y) € X(M) le asigna el
campo vectorial VxY. Es inmediato el hecho de que la derivada
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covariante es lineal en la primera entrada y en la segunda abre sumas
y satisface la regla de Leibnitz, de hecho, hereda estas propiedades
de la derivada direccional.

Proposicion 4.9. Dados X, X1, X5,Y,Y],Y5 € X y una funcién f €
C*° (M), la derivada covariante satisface las siguientes propiedades:
(1) VX1+X2Y = vX1Yv + VXQY'
(2) VexY =f-VxY.
(3) Vx(Y1+Y2) =VxY1 +VxY>

4) vx(f-Y)=f-VxY+(Lxf) Y

Demostracion. Las primeras tres son triviales y se heredan de ma-
nera inmediata de las propiedades de la derivada direccional y del
producto interior. Para la cuarta, por las propiedades de la derivada
de Lie. Sea z = (21,...,2,) = (2;);=1" un sistema de coordenadas
para M y expresemos al campo Y como Y = (y1,...,yn) = (¥:)-
Observemos que:

7(87{% * f%)::l)

X
X
X () ) (e (32)))
X

j=1
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Con lo anterior en mente, podemos escribir:

Dx fY =Dx(fyi,---, fyn)
= (Lx(fy1),---» Lx(fyn))
=(Lxf)-Y+[f-(Lxyi,---, Lxyn)
=(Lxf) Y+ [f-DxY,

entonces,
VxfY =DxfY - (DxfY,n)n

= fDxY + Ly f-Y —(fDxY + Lxf-Y,n)n

= f(DxY -(DxY,n)n)+ Lxf Y -Lxf(Y,n)n

- fUxY +Lxf-Y

pues, como Y € T'M entonces (Y,n) = 0.

4.3. Conexiones sobre haces vectoriales

Sea 7 : F - M un haz vectorial complejo, en general, las secciones
sobre el haz no pueden derivarse de manera canénica, ya que la
derivada exterior no siempre estd definida sobre todo el haz. Una
conexidn, en cierta forma, proporciona una forma de ““derivar” las
secciones sobre el haz. En particular, la derivada covariante como la
definimos en la seccién anterior es una conexién sobre el haz tangente
TM de una variedad real M.

Definicién 4.10 (Conexién). Una conexidn en un haz vectorial
m: F — M es un operador bilineal

V: X(M) xI(E) > I(E)
(X,s) > Vxs
tal que
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(1) si f € C* entonces,

Vixs=fVxs, (4.1)
(2) y satisface la regla de Leibnitz,

Vx(fs)=fVxs+Lxf-s. (4.2)

Para cada X fijo llamaremos a Vx la derivada covariante en la
direccién de X.

Definicién 4.11 (Seccién plana). Dado un haz vectorial 7 : E - M,
una seccion plana respecto a la conexién V es un elemento s € I'(E)
tal que Vxs =0 para todo X € X(M).

Ejemplo 4.12. Consideremos un haz 7: E - M y una carta U € M.
Ya que, por definiciéon, existe una trivializacién sobre U, E | g =Ux
C". Sean (z;) las coordenadas canénicas en C" y {s;} un marco
candnico de secciones, viendo a cada una como una funcién s; : U —
C", 5i(p) = (0ij)}-1, donde §;; es la delta de Krénecker.

Claramente la derivada exterior D es una conexién, entonces to-
memos V = D, asi

Vxsi=Dxsi=(Lxdij)i =0,

en palabras, las s; son planas respecto a V. Ahora, dada s € I'(E),
podemos escribirla como combinacién lineal de las s;; asi, para cal-
cular Vs basta aplicar las propiedades 4.1 y 4.2 que por definicién
cumple la conexién:

VXS = VX ZU/Z‘SZ' = Z VX((IZ'SI') = Z(CLZ‘VXSZ' + LXai . 87;)
y puesto que las S; son planas, se sigue que

Vxs= ZLXai-si.
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En general, dado 7 : - M, un abierto U ¢ M, un marco local
de secciones S = {s;} ¢ F(E|U) y una conexion V sobre el haz, por
la defincién de conexién Vys; es una seccién, entonces podemos
expresarla como combinacién de los elementos del marco S:

Vx$j= Zw;(X)sl con w; e M(M).

Observemos que las aplicaciones w; se evalian en campos vecto-
riales. Puesto que V es una conexién,

Vixsj =y wi(fX)si= ) fwi(X)si,

entonces las w]” actian como un maédulo sobre funciones escalares y
por el teorema ?? son 1-formas. De esta manera la conexion queda
determinada (sobre U ) por n? 1-formas que podemos acomodar en
una matriz de n x n, de hecho, la matriz w = (w?) es una 1 - forma

matricial, es decir, valuada sobre GL(n,C).

Generalizando, si {Uy} es una cubierta de M y S* un marco
local de secciones en cada abierto U,, existe una 1-forma matricial
“w que determina a la conexién en ese abierto, w, se llama la forma
de conexién asociada a U,. Més atin, localmente, basta saber como
opera la conexién sobre un marco de secciones para poder hacer el
célculo explicito de la conexién aplicada a una seccién s € I'(Ey),
expresando esta ultima como combinacién lineal del marco.

Proposicién 4.13. Sea 7 : E - M un haz lineal. Dada s € I'(E)
existe una tnica conexién respecto a la cual s es plana.

Demostracion. Basta resolver la siguiente ecuacién funcional:
Vxs =0 para todo X € X(M)

Supongamos que en cada U, nuestra seccion estd dada por la coca-
dena s 2 {z,}. Tomando en cada carta la seccién candnica sg = 1
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(el marco de secciones consta de un solo elemento porque el haz es
lineal) tenemos que s’a = Iy - So. Si vemos a la cocadena como una
funcién escalar, entonces

0= Vx(l'a '80) =xo4VxSo+LxTy-So.

De esta manera, tenemos la conexién definida explicitamente pa-
ra la seccién canodnica en cada carta:

Lan

Vxl= -1=X-dlogz,,

Lo
en otras palabras, la forma de conexiéon de V en cada U, es w, =
dlogz,. O

Nuevamente, tenemos objetos definidos de manera local. Para
poder estudiarlos globalmente, necesitamos ver cémo se interrela-
cionan.

Proposicion 4.14. Sean 7 : E — M un haz vectorial de rango n,
{Us} una cubierta abierta de M y {Hpq} €l cociclo inscrito en ella.
Tomando Uy, nUs # @y S ={s;}, T = {t;} marcos de secciones en
U, y Ug respectivamente, dada una conexién V sobre el haz, si w, y
wg son las formas de conexién de acuerdo al marco correspodiente,
entonces se relacionan de la siguiente manera:

wpg = HgawaHaﬁ + Hﬂad(Haﬁ).

Si escribimos H = H,g, obtenemos una férmula mas sencilla:

Hwg =w,H +dH. (4.3)
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4.3. CONEXIONES SOBRE HACES VECTORIALES

Demostracion. Para empezar, denotaremos por o = [a;] v 8 = [Bij]
a wq ¥ wg respectivamente, con el fin de simplificar la notacién.

Sean s = {s1,...,8, y t = {t1,...,t,} marcos de secciones sobre
U. y Ug respectivamente, inducidos por las trivializaciones corres-
pondientes. Entonces, en U, existen funciones h} (i,7 = 1,2) tales
que:

Maés aun, cada s; y t;, por ser secciones en un haz de rango
n, pueden verse como vectores s; = (s;;) ¥ t; = (t;;). Entonces, si
escribimos cada seccién como una fila en una matriz, obtenemos:

[s] = [s4] 5 [t] = [ti5],

que, junto con la ecuacion 4.4 resulta en:

(t] = [n!][s]- (4.5)

Es importante notar que, por contruccion, [hf ] = H, hecho es
alin mas evidente gracias a 4.5.

Por simplicidad haremos los calculos paran = 2, la prueba para
n > 2 es practicamente igual.

Aplicando la conexién V a t, obtenemos:

v [t] = v([h!][s]

h% h% S1
:V[hé h]”
_ o [hi(s1) + hi(s2)
- V[h;(sa +h§<sz>]’
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4. SECCIONES Y CONEXIONES

aplicando la regla de Leibnitz de la conexién en cada entrada,

= h%V(81)+h%V(82) dh%(sl)ﬁ-dh%(.ﬁg)
VIO =019 (s1) + B39 (s0) | * | dhl(s1) + dh2(s0) |

Es facil notar que si desarrollamos el segundo sumando obtendremos
dH - [s], asf la ecuacién anterior se convierte en:

v[ﬂ::Eggg;giﬁgggzg]+dﬂ[ﬂ. (4.6)

O

Ejemplo 4.15. Si 7 : E - M es un haz lineal y V una conexién
sobre este haz, entonces en U,g # @ tenemos que

1 1
wpg = 76«)&}10‘5 + —

dhag,
has hag P

como en este caso el producto es conmutativo, obtenemos

wg = wq + dloghep (4.7)

En particular, si se trata de un haz lineal sobre la esfera de Rie-
mann P, al ser éste equivalente a un haz estandar de grado d enton-
ces,

w1 =wo + dlogtd.

Hemos visto que a cada conexién se le puede asociar (localmente)
una 1-forma matricial, que en el caso de haces lineales corresponte
a una matriz de una sola entrada, en este caso podemos definir el
residuo de una conexién en un punto, asi como su orden total.
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4.3. CONEXIONES SOBRE HACES VECTORIALES

Definicién 4.16 (Forma de conexién). El conjunto singular ¥ de
una conexion meromorfa es la coleccién de puntos donde cada wq
tiene un polo. Dada una conexién V sobre un haz lineal 7: E - M,
si p € Uy, entonces definimos res,V = respwa, donde w, es la forma
de conexion de V sobre U,,.

Veamos que la definicién es consistente, si p € Uyg = Uy N Up
Y Wa, wg son las formas de conexién sobre su respectivo abierto,
inmediatamente obtenemos

TespWg = respwa + respdlog hag,

donde el dltimo término se anula, pues estamos calculando el residuo
a una funcién que tiene primera integral, entonces

respwg = respy.

El siguiente resultado nos permite mostrar la utilidad de las co-
nexiones para definir objetos globales que dan lugar a invariantes.

Teorema 4.17. Sea M una superficie de Riemann compacta y  :
FE — M un haz lineal. Entonces, la suma del total de los residuos de
una conexion sobre el haz no depende de la conexién y es igual al
grado del haz:

Z respV = degm, para toda conexién V.
peM

Demostracion. Sean V y V' dos conexiones distintas sobre el haz.
Cada una puede escribirse sobre cada carta U, mediante su forma
de conexién w, y w/, respectivamente. Por la ecuacién 4.7:
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4. SECCIONES Y CONEXIONES

wg = Wq +dloghag,

wp = wp, + dloghagp.

Consideremos la conexién V — V', entonces su forma de conexién
en cada carta serd 1, = ws — wh, luego, al escribir la relacién entre
18 Y Na se cancelan los términos dloghag:

Np = Wp —wWj = Wa —wy, +dloghap —dloghap =1,

entonces 7, = 1)g en cualquier interseccién de las cartas, esto significa
que 7 =1, es una 1-forma global bien definida sobre toda M y por
consiguiente

0= Z resp,
peM

de donde es inmediato que

0= resp(V-V')= > res,V- Y res,V'
peM peM peM

Por lo tanto, el orden total no depende de la conexién.

Ahora, basta trabajar con una conexién V conveniente para hacer
los cdlculos. Tomemos s € I'(E) arbitraria y sea {x,} 2 s la cocadena
de vectores que determina a la seccion en cada carta. Sin pérdida de
generalidad, consideremos a la cubierta U, de tal manera que si pg
es tal que z,(po) = 0 entonces py estd en un unico elemento de la
cubierta, es decir pg € Uag si y sélo si a = §.

Construyamos una conexion V respecto a la cual s es plana, por
la proposicién 4.13, la forma de conexién en cada carta estd dada
por las derivadas logaritmicas de la seccién, es decir,

Wq = dlogxy,
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4.3. CONEXIONES SOBRE HACES VECTORIALES

entonces

Y res,V= Y resydlogz,. (4.8)
peM a, pelU,

Notemos que k = respdzq /T, implica que z, tiene un cero de
orden k en p, es decir, £4(2) = (2-p)*ga(2) en una vecindad V c U,
de p (donde g es holomorfa y distinta de cero), entonces

dxq
res,—— = ordpxq,
[e%

luego, por la expresién 4.8 tenemos

ZrespV: Z ordyxe,

peM a,pely,

es decir,

Y res,V =Y ordps,

peM peM

que por el teorema 4.4 coincide con el grado del haz.
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Capitulo 5

El Teorema de Savelev

Antes de enunciar el teorema principal de este capitulo, es necesa-
rio introducir varias definiciones y enunciar algunos resultados que
utilizaremos en la demostraciéon de dicho teorema. Préacticamente
podemos calcar las definiciones e ideas que utilizamos para trabajar
con haces vectoriales, omitiendo el requisito de linealidad en las fi-
bras. A estos nuevos objetos les llamaremos “haces fibrados”. Para
empezar, estudiaremos el caso de un haz fibrado sobre la esfera y lo
identificaremos con un haz lineal, que en efecto, serd el haz normal
sobre la esfera. Mdas adelante definiremos las variedades de Stein y
probaremos que toda variedad de Riemann abierta satisface los re-
quisitos de la definicién. Para terminar con la seccién enunciaremos
un teorema de Siu (1976) y uno de sus corolarios, que serd necesario
para completar la prueba al teorema de Savelev.

79



Capitulo 6

Foliaciones dicriticas
genéricas

En este capitulo expondremos un resultado para campos vecto-
riales dicriticos donde se aplican varios conceptos que estudiamos en
los capitulos anteriores, permitiéndonos relacionar de una manera
muy natural los invariantes obtenidos en diferentes contextos.

De esta manera, primero explotaremos el punto singular de un
campo dicritico para después pegar una vecindad de este en una
vecindad de la esfera de Riemann P. Luego, aplicaremos el teorema
de Savelev y veremos la relacién que se da con el indice de Camacho-
Sad y mas adelante construiremos un biholomorfismo que permita
dar una forma normal analitica del campo en cuestién.
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6.1. LA CONSTRUCCION DE LORAY

6.1. La construccién de Loray

Para empezar, consideremos la explosién v de un punto singular
de un campo vectorial v en la carta (v,y). Buscaremos, en cierta
forma, rectificar la foliacién F, de la explosién de v de tal forma
que quede transversal a F,.

Proposicién 6.1. En una vecindad del punto (v = 0,y = 0) de la
explosién de v existe un biholomorfismo G : (v,y) ~ (g(v,y),y) tal
que:

(1) corresponde a la identidad en los ejes {v =0} y {y =0},

(2) transforma a las hojas de F, en las rectas v =k con k cons-
tante.

Yy Go

<S-‘|z

Figura 6.1: Rectificacién de la foliacién Fy
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6. FOLTACIONES DICRITICAS GENERICAS

Demostracion. Recordando la ecuacién 2.9, sabemos que las hojas
de F, estan dadas por la ecuacién diferencial
dv _ ¢o(v,y)

Mo = Gy = Yooy

Gracias a que el campo cumple con las propiedades de generici-
dad (definicién 2.8) la funcién ¢(0,0) # 0 y por lo tanto la ecuacién
diferencial L(v,y) es holomorfa. Considedemos para cada condicién
inicial v = vy la solucién V (vp,0) de L. Definimos a una aplicacién
como sigue:

GO : (U07y) g V(Uan)a

de esta manera, G = G es el biholomorfismo que buscamos. O
Y
A
o
RN

Figura 6.2: Construccién de F.

,gen

Consideremos un germen de campo vectorial v € N2d , existen
constantes g¢, 09 y un difeomorfismo F : U — F(U), donde U = {|y| <
do, || < £olyl}, tal que:

(1) F es la identidad en {x =0,0 < |y| < do},
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LA CONSTRUCCION DE LORAY

(2) F{(v,k) tales que k es constante} = {(v,k)} y

(3) F transforma a las rectas {v = k}, con k constante, en las hojas
de la foliacién F.

La construccién es bastante sencilla, basta tomar F = moGgoo ™!,

donde 7 es la proyeccion de la explosion y o es la implosion.

El siguiente paso es extender v en una vecindad de la esfera de
Riemann P, es decir, compactificar el campo. Haremos el pegado de
la siguiente manera:

Sean 7, R, R, e,¢’ ntimeros positivos tales que 7 < R < R’ < dg
y e <e<rdyysean Uy = {(z,y) € (C,0) : |z| <} y Uy = {(z,y) €
CxP:|z|<e, |y|>r}. Si Uy = UpynU; pegamos la foliacién mediante

Uoi®

Hemos construido un objeto que, al menos en cada U; es Haus-
dorff, ademés la funcién F' es biholomorfa, entonces el espacio total
FE que obtenemos del pegado es también Hausdorff. Més atn, por
construccién tenemos cartas coordenadas, por lo tanto E es una va-
riedad holomorfa.

Observemos que las hojas de la foliacién se extienden holomérfi-

camente de Uy a U; de manera natural por F'. Viendo a Uy en la carta

(z,2), donde zy = 1, las rectas {v =k} ( con v = 5) se transforman

en las hipérbolas {zx = k}, es decir,

to={(z.2) 2= 21,

xT

en esta carta, hay un unico punto singular en (z =0, z = 0). Sabemos
que esta foliacién corresponde al campo

b o1
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6. FOLTACIONES DICRITICAS GENERICAS

Figura 6.3: Pegado con el campo constante.

cuyo punto singular es un punto silla. De esta forma, tenemos una
foliacion F, definida globalmente sobre E, con dos tnicos puntos
singulares, uno dicritico en pg := (z = 0,y = 0) y un punto silla en
p1i= (2 =0,y = o).

Por otro lado, dado que F' dejaba a las curvas y = k invariantes,
esta foliacién también se extiende de manera natural a Uj.

Proposicion 6.2. Bajo el esquema anterior, si n = 1, entonces el
indice de autointerseccién de P — E es 0.
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6.1. LA CONSTRUCCION DE LORAY

Demostracion. Aplicando la definicién 2.16 a ambos puntos singu-
lares, para calcular el indice de Camacho-Sad:

. 0 (P(x,y)
o= Hes-ogg (Q(x,y) )

il = Reszzoﬁ (—E)

ox \ z

0

z=0

=-1
z=0

Ya que no hay mas puntos singulares sobre F, la suma total
ip + 71 = 0. Por el teorema 77 esta suma coincide con el indice de
autointerseccién de la esfera encajada en E. O

Ya que se satisfacen las hip6tesis del teorema 5.7 (Savelev), existe
un biholomorfismo H : (E,P) - ({(C,0) x P},{0} x P).
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5.1. Preliminares al teorema de Savelev

Definicién 5.1 (Haz fibrado holomorfo). Sean C, E, M variedades
holomorfas. Una aplicacién holomorfa 7 : E - M define un haz
fibrado si para cada punto p € M existe una vecindad U de p en M
y un biholomorfismo

o:m N (U)->UxC
tal que, para u € 7' (U) arbitraria, m(u) = 7 o ¢(u), donde 7 es la

proyeccion en la primera componente.

Consideremos una cubierta {U,} de M y un conjunto de trivia-
lizaciones {¢,} inscrito en la cubierta, si p e Uyg y z € 71 (p) = C,
entonces existe una funcién F': Uyg x C = Dif fC tal que

s 09 (p,2) = (p,F(p,x)) , con F(p,x) € C.

Proposicion 5.2. Consideremos un haz fibrado holomorfo 7 : £ —
P, con 7 de rango 1 (y por lo tanto la fibra también) sobre la esfera
de Riemman P - E encajada en E. Entonces kerdm = N.

Demostracion. Para la fibra en cada punto p € P tenemos que

T,(7 ' (p)) = ker d, .

Como la proyeccién es de rango 1, entonces T, (7~ (p)) es trans-
versal a P y por lo tanto,

T,E = kerdn(p) & T,P.

Por otro lado, sabemos que

T,E = N, ® T,P, donde N, = T, E/T,P,
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5. EL TEOREMA DE SAVELEV

asi, existen dos sucesiones exactas que satisfacen:

dpm

-~ N, - T,E

0
| "
0

—  kerdyr — T,E TP

- T,P -

S+ O

De esta manera podemos identificar al haz normal con el nticleo
de la derivada de la proyeccion, N 2 ker d. O

Definicién 5.3 (Variedad de Stein). [10] Una variedad holomorfa
M se llama variedad de Stein si:

(1) O(M) separa a los de puntos de M, es decir, para cualquier
pareja z #y € M existe f € O(M) tal que f(z) = f(y),

(2) para todo conjunto discreto {z;} ¢ M existe una funcién ho-
lomorfa sobre M que tiene polos exactamente en {z;}.

Teorema 5.4. Toda superficie de Riemann M, abierta, es una va-
riedad de Stein. Mds atn, si {z;} € M es un conjunto discreto y
{cj} c C, entonces existe una funcién f e O(M) tal que f(z;) =¢;
para cada j.

Demostracion. Por el teorema de Weirstrass hay una funcién h ho-
lomorfa, de divisor ¥ z;. La funcién g; = ¢;/h sobre U; un tnico polo
en z;. Por lo tanto g; — g; es holomorfa sobre la interseccién. El teo-
rema de Mittag LefHler nos provee de una funcién meromorfa g tal

que g - gi O
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Teorema 5.5 (Siu, 1976). [12] Sea X un espacio complejo, S una
subvariedad de X. Si S es de Stein, entonces existe una vecindad V'
en X de S tal que V es de Stein.

Corolario 5.6. Sea M una variedad compleja y U una variedad de
Stein, 2 : U =& M una inmersién holomorfa. Sea N el haz normal de
U dentro de M, es decir, cada fibra es N, = T, M \ T,,U para cada
punto p € U c M. Entonces existe una vecindad abierta V' de U en
N y una inmersiéon holomorfa 7: V < M que extiende a 1.

5.2. Demostracion del teorema de Save-
lev

Teorema 5.7 (Savelev, 1982). [11] Sea M una variedad holomorfa
y P - M un encaje tal que el haz normal N de P tiene grado
0, entonces el haz w : M — P es holomérficamente trivial en una

vecindad de P.

Demostracion. Consideremos una cubierta estdndar {Up, Uy} de Py
sea U; = w1 (U;). Por el teorema 5.5, [12], ya que cada U; es un disco
topologico, podemos trivializar en el haz una vecindad alrededor de
P, es decir, existen coordenadas apropiadas (z,z;) € U;x(C,0) donde
la proyeccion 7 es paralela a la segunda coordenada.

En estas coordenadas, la regla de pegado H debe respetar a la
proyeccion en cada fibra, por lo tanto

ﬁ(ﬁ(z,xo)) =7(z,x0) = 2,

o lo que es equivalente, H es la identidad en la primera coordenada.
Entonces existe una funcién F' tal que:

(2,20) s (2, F (2, 20)).
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5. EL TEOREMA DE SAVELEV

—_———— —— —_————— — —

(Id(2),F(zu))

Us % (C,0) - Uy x (C,0)
Uy x T,(C, 0) - Uy x T,(C,0)

(Id(z),H(z)u)

Reescribamos a la funcién F' de la siguiente manera:

F(z,u) =u+ f(z,u),

y definimos una funciéon H como la derivada de F' en la segunda
coordenada, asi,

H(z)= g—i(z,O).

Gracias a que en las coordenadas que estamos trabajando 7 es

paralela a la coordenada wu, tenemos que H coincide con dm. Por la
proposicién 5.2 podemos identificar el haz en las coordenadas (z,x;)
con su linealizacion a través de la derivada.
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De esta forma, H es la regla de pegado en el haz normal N. Por
hipétesis deg N = 0, es decir, es equivalente al trivial, entonces, por
3.10, existen funciones ¢; holomorfas y que no se anulan en U; tales
que

=7
%0
esto implica, que bajo el cambio de coordenadas (z,v;) = (2, vi(2)y;)
el cociclo que da la regla de pegado en el haz normal es la identidad.

U() X To(@, O) (Id(z),H(z)u) U1 X TO(C, 0)
(Z7y0) (Zvyl)
wo(z) v1(z)
(z,v0) - (z,v1)

(Id,Id)

Teniendo esto en mente, podemos decir que el haz asociado al
cociclo {G,G7'}, donde G = ¢ 0 Foyy?!, es quivalente al haz original
7w E - M. Més ain, escribiendo G(z,vg) = vo + g(z,v0), entonces:

99
—(2,0)=0
5, (5 0)
pues la %—f(z, 0) = Id por construccién. Por lo tanto
g(z,v) = a(2)v? + O(v*).
Resumiendo, hemos encontrado coordenadas en las que el cociclo
del haz normal es la identidad, esto implica que existe una coordena-

da comun z en las fibras sobre la intersecciéon Up;. Ahora el problema
queda reducido a encontrar cambios de coordenadas H;(z,x),

H,’ M — U7 X T()(C,O)
tales que Hy = G o Hy, es decir,
Hy(z,x) = Ho(z,2) + g(z,Ho(z,x)). (5.1)
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5. EL TEOREMA DE SAVELEV

Reescribiendo a H; como x + h;(z,2) y cancelando los términos
comunes a ambos lados obtenemos

hi(z,x) = ho(z,2) + g(z,x + ho(z,1)). (5.2)

Haremos algo similar a la prueba del teorema de linealizacién de
Poincaré (1.29). Sean Bé el espacio de funciones continuas sobre Uj;,
definimos la transformacién £ como sigue, si escribimos la serie de
Laurent respecto a z para g y tomamos a hg como la parte de Taylor
de la serie y h; la parte con las potencias negativas de z entonces:

L:g~h=(ho,h1)eB)xB,.
Claramente es acotado, pues

1L(9)[p = [(hos h1) [ = | ol + e |

y los h; son acotados. Ahora, por el lema 1.28 el operador S, definido
por Sg(h(z)) = g(z,(Id+ ho)(z)) es una contraccién fuerte y por lo
tanto también lo es la composicién 1" = Lo S,. Entonces el operador
T tiene un unico punto fijo h:

h=T(h),

que es equivalente a resolver la ecuacién 5.2. Esta h = (hg, h1) nos
proporciona los cambios de coordenadas necesarios para poder tri-
vializar una vecindad de la esfera en el haz.

O
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