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0. Introduccion

La logica difusa es una de las disciplinas de las matemaéticas que ha cobrado

gran auge en anos recientes. No obstante que las primeras investigaciones sobre
logica difusa son de mediados de los anos 70’s, ésta ha tenido un importante
desarrollo teérico y amplias aplicaciones a distintos campos de la ciencia.
Es importante resaltar que, en un primer contacto con el término “difuso”, éste
puede inducirnos al concepto de vaguedad o poca claridad, lo cual es erréneo y
por el contrario, existe una serie de fundamentos bien definidos en esta rama de
las matematicas.

A mediados de los anos 70’s surgieron las primeras investigaciones de la 16gi-

ca difusa, hechas en California por el profesor de la Universidad de Berkeley en
California, Lofti A. Zadeh, uno de sus principales impulsores. Existe antecedente
de que antes de 1965 ya se hablaba de una logica multivalente en un intento por
despejar las paradojas de la logica clasica, que se sostiene en la idea de que toda
afirmacion logica debe ser o cierta o falsa. Lo estricto de la afirmacién anterior
no es aplicable a la vida o sucesos cotidianos, en donde también son admisibles
los grados de veracidad. Es por lo anterior, que la logica difusa introduce la idea
de que, en términos de conjuntos, un elemento x de un conjunto A, no puede
pertenecer totalmente o estar excluido totalmente de dicho conjunto, sino que
puede asociarsele un determinado grado de pertenencia al conjunto.
En este sentido, la logica tadicional queda incorporada como un caso particular
de la logica difusa o borrosa, o bien, la logica borrosa es una extencion de la
logica convencional, que incluye la incertidumbre hallada entre los limites de la
verdad total y la falsedad total.

Con lo anteriormente expuesto, el principio de inclusion propuesto por la
logica clasica, en los que un elemento pertenece o no pertenece, sin términos
medios a un conjunto clasico o crisp, recibe una contribuciéon importante con
las teorias desarrolladas por Zadeh, en las que combina las teorias axioméaticas
de la probabilidad, estadistica y teoria de conjuntos clasica con el concepto de
conjunto borroso, que establece bases y le da formalidad a la logica difusa. El
manejo de los conceptos conjunto difuso y su funcion de pertenecia constituyen
una importante aportacién de la légica borrosa en el manejo de problemas con
informacién imprecisa, ya que existe un gran nimero de situaciones que no
precisan como respuesta un ndmero, sino una etiqueta lingiiistica (aproximada-
mente 5, muy frio, etc.) que facilitan méas la comprension acorde al razonamiento
humano.

En este contexto, en el que se expone la utilidad de la logica difusa para
tratar problemas en los que la informacién con que se cuenta es imprecisa, re-
sulta inminente incorporar al célculo herramientas usuales como lo es la Teoria
de Probabilidad. Es importante mencionar la diferencia que existe entre el cal-
culo de probabilidades clésico y el objetivo de la logica difusa; la primera trata
de la incertidumbre de la ocurrenacia de sucesos bien definidos mientras que



la segunda trata el grado de ocurrencia de sucesos no tan bien deifnidos. Es la
fusién de herramientas de ambas teorias en las que se concentra el objetivo de
esta tesina, al presentar la modelizacion de variables aleatorias méas usuales en
Probabilidad Clésica utilizando subconjuntos borrosos para sus parametros. La
soluciéon de determinados problemas requiere que la aleatoriedad y borrosidad
sean tratadas de manera conjunta para poderlo representar de una manera co-
herente. La fusion de fundamentos de ambas teorias permite la conservacion de
la informacién durante la modelizacién del problema, debido a que los datos
son tratados con operadores flexibles o “blandos” como el max-min y el oper-
ador suma-producto, y a la vez permiten realizar operaciones de manera sencilla.

El presente trabajo explora algunas de la herramientas dedicadas al tratamien-
to de datos borroso-aleatorios, particularmente las variables aleatorias con media
y varianza cuantificada a través de nimeros borrosos.



1. Conceptos Basicos de la Teoria de Conjuntos
Borrosos

1.1. Conjunto Borroso

Un conjunto clasico (crisp) se define intuitivamente como una coleccion de
elementos u objetos x € X; los conjuntos a su vez se clasifican en finitos, nu-
merables o no numerables. Cada uno de los elementos puede pertenecer o no
pertenecer al conjunto A, A C X. Segun lo anterior, la sentencia “x pertenece
a X7 es verdadera o falsa respectivamente.

Un conjunto clasico puede definirse de diferentes maneras:
— pueden enumerarse o enlistar los elementos que pertenecen al conjunto;

— describir el conjunto analiticamente, por ejemplo, establecer las condi-
ciones de los elementos (A = {z : x < 5}); o bien

— definir los elementos del conjunto usando la funcién indicadora, en la cual
1 indica la pertenencia al conjunto y 0 la no pertenencia.

Para un conjunto borroso, la funcién que permite diversos grados de pertenencia
para los elementos de un conjunto dado se suele llamar funcién de pertenencia;
en otras palabras, la cuestion de pertenencia de un elemento al conjunto no es
un opcion dicotémica de pertenecer o no (de cierto o falso), sino que son posi-
bles diferentes grados de pertenencia. La funcién de pertenencia puede tomar
cualquier valor en el intervalo real [0, 1].

1.1.1. Definiciéon y concepto

Si X es una coleccion de objetos denotados generalmente como x, entonces
un conjunto difuso o borroso A en X es un conjunto de pares ordenados:

A= {(@uz@):oe X))}
1 7(x) es llamada funciéon de pertenencia, funcion caracteristica! o grado de
pertenencia (o bien, grado de verdad o de compatibilidad) de x en A que mapea
X al espacio de pertenencia M. Cuando M contiene solamente los dos puntos

0y 1, Aesno borroso y pz(z) es igual a la funcion indicadora de un conjunto
no borroso.

El rango de la funcién de pertenencia es un subconjunto de los niimeros reales no
negativos cuyo supremo es finito. Los elementos con grado cero de pertenencia,

L Aquf adoptaremos la expresién funcién de pertenencia para no confundir algunas funciones
en probabilidad como la funcién ¢x (t) = FE(e*X) que se denomina funcién caracteristica de
la variable aleatoria X.



normalmente no son listados.

En la literatura se encuentran diferentes maneras de describir o denotar conjun-
tos borrosos, y puede ser:

- Por medio de pares ordenados, cuyo primer elemento denota al elemento
en si, y el segundo, el grado de pertenencia.

- Representado solamente por la indicacion de su funcién de pertenencia
[Negoita and Ralescu, 1975].

- A= pz@)/m +pzla)/ra- = ¥ ple)fz 6 /X L

Ejemplo 1.1. Un vendedor quiere clasificar la casa que ofrece a sus clientes. Un
indicador de la comodidad de las casas es el nimero de habitaciones que tiene.
Sea X = {1,2,3,4,...,10} el conjunto del tipo de casas disponibles en el que x
representa el namero de habitaciones en la casa. Entonces el conjunto borroso
“tipo de casa comoda para una famila de 4 personas” puede ser descrito como:

A=1{(1,0.2),(2,0.5),(3,0.8), (4,1),(5,0.7), (6,0.3)}

Ejemplo 1.2. Si A = “numeros reales cercanos a 107, entonces

A= {(z,pz(x): pgz= 14+ (x—-10*)""}

Graficol. Nameros reales cercanos a 10.



Se ha mencionado que la funcién de pertenencia no es limitada para valores
entre 0y 1. Sisup py(x) = 1, el conjunto borroso A es llamado normal. Un con-
x

junto borroso no vacio A siempre puede ser normalizado dividiendo p 7(z) entre
sup 1 7(«) : A manera de conveniencia, se generalizard asumir que los conjuntos
xr

borrosos son normalizados. Para la representacion de conjuntos borrosos, usaré
la notacion descrita en el Ejemplo 1.2

Como se puede observar un conjunto borroso es una generalizacion de un
conjunto cléasico, o bien, un conjunto clasico es un caso particular de un con-
junto borroso; en los conjuntos clasicos (crisp) se diferencian dos niveles de
pertenencia: la absoluta y la no pertenencia, mientras que en un conjunto bor-
roso podemos hablar ademés, de niveles o grados de ésta.

Los siguientes conceptos estan relacionados con los conjuntos borrosos y
seran de utilidad para profundizar en su conocimiento, como uno de los obje-
tivos principales del presente capitulo.

1. El conjunto borroso A es vacio si pi(z) =0Ve e X.

2. El conjunto borroso A es normal si sup pi(x) = 1. En este caso, muchos
reX

autores consideran que p 3(x) es una “medida” de probabilidad y A es una
distribucién de probabilidad.

3. El soporte de un conjunto borroso son aquellos elementos z € X tales que:

sop(A) ={z € X : pz(x) >0}

Podemos considerar el Ejemplo 1.1“tipo de casa comoda para una familia
de cuatro personas” para ilustrar este concepto:

sop(A) ={1,2,3,4,5,6} .

Los elementos (tipos de casas) {7,8,9, 10} no son parte del soporte de A.

Un concepto més usado y mas general es el del o — corte o conjunto
de nivel a.

4. El conjunto de nivel a 0 a—corte es el conjunto crisp que contiene aquellos
elementos que poseen al menos un nivel de pertenencia «. Para un conjunto
borroso A, se denota a este conjunto A, de la siguiente manera:

Ao ={zeX: pz)>a}

Si se tomaran solo los valores de z tales que: Ay = {z € X : pz(z) > a}
se le llama « — corte estricto o fuerte.



5. Definimos como ntcleo de un conjunto borroso al a-corte que presenta un
grado de verdad igual a 1. Concretamente:

nucl(A) = {zeX: pz(x)=1}

Ejemplo 1.3. Para ilustrar los conceptos anteriores retomeremos el Ejem-
plo 1.1 (tipo de casa comoda para una familia de 4 personas), con una lista
de posibles a-cortes del conjunto:

Ao =1{1,2,3,4,5,6}
Aos ={2,3,4,5}
Aos = {3,4}

Ay = {4}

El concepto de convexidad también juega un papel importante en la teoria
de conjuntos borrosos. En contraste con la teoria clasica de conjuntos, las
condiciones de convexidad se definen con referencia a la funcion de perte-
nencia.

6. Un conjunto borroso es convexo si Vq, 22 € X,V € [0,1],
pg Az 4 (1= Nao] > pz(z) A pg(es)
donde A denota el minimo, en este caso
p(e) A pglee) = min {uz(e), pyza)} -

o bien, A es convexo si sus «a -cortes, A, son conjuntos convexos.



Grafico 2a. Conjunto borroso convexo

Grafico 2b. Conjunto borroso no convexo

. Para un conjunto borroso, la cardinalidad se diefine como :

‘E‘ =Y pil@)

zeX

A
HAH = m es llamada cardinalidad relativa.

Obviamente, la cardinalidad relativa de un conjunto borroso depende de
la cardinalidad del universo. Asi pues, para comparar la cardinalidad de
dos conjuntos borrosos debe tomarse el mismo universo como referencia.

Ejemplo 1.4. Para el conjunto borroso “tipo de casa comoda para una
familia de 4 personas”, la cardinalidad es:

‘Z‘ =0.240.54+0.841+0.7+0.3=3.5
Y la cardinalidad relativa es:

3.5
AH =22 _ .35
14 =%

10



Para X infinito, la cardinalidad es definida por:

HAVH :/ug(x) dx.

xT

Por supuesto,

AH no siempre existe.

1.1.2. Operaciones con conjuntos borrosos

La funcién de pertenencia es obviamente, la componente fundamental de un
conjunto borroso. Es por ello, que no es sorprendente que las operaciones con
tales conjuntos sean definidas a través de las funciones de pertenencia. Presen-
tando primero, los conceptos sugeridos por Zadeh en 1965, que constituyen un
sustento importante para la teoria de conjuntos borrosos.

Diremos que A en un subconjunto borroso de E, es decir A - é, si

Ve e X, pz(z)<pg(w)

La funcién de pertenencia puz(x) de la interseccion C=ANB es:

pe(x) =min{pz(x),pz(@)}, VeeX

La funcién de pertenencia pup(z) de la union D = AU B se define como:
pip(2) = max {pz(e), pg(x)}, VeeX

La funcion de pertenencia de gc’ complemento de un conjunto borroso normal-

izado A , es definida de la siguiente manera:

pic(r)=1—pz(x), VreX

Ejemplo 1.5. Sea Ael conjunto borroso “tipo de casa comoda para una familia
de 4 personas”, definido en el Ejemplo 1.1 y B el conjunto borroso “tipo de casa
grande” definido asi:

B = {(3,0.2),(4,0.4),(5,0.6),(6,0.8),(7,1),(8,1)}
La interseccién “casas grandes y cémodas” C=ANBes:

C =1{(3,0.2),(4,0.4), (5,0.6), (6,0.3)}

11



La unién “casas grandes o comodas” D=AUB es:
D= {(1,0.2),(2,0.5)(3,0.8),(4,0.1),(5,0.7),(6,0.8),(7,1), (8, 1)}
El complemento B¢ “casas 1o grandes” es:
B¢ = {(1,1),(2,1)(3,0.8),(4,0.6),(5,0.4),(6,0.2),(9,1),(10,1)}

Producto cartesiano de conjuntos borrosos: Sean los subconjuntos borrosos

A17A27~-~7An
contenidos repsectivamente en los conjuntos referenciales X1, Xo, ..., X,,. Defin-
imos el producto cartesiano de los n conjuntos borrosos A; x As x ... x A, C

X1 x X9 x...x X, como:

K, x Ayx...x A, (@) = min {Mgl (21), 17, (22), .. ,ugn(wn)}

para toda x = (x1,%9,...,%,) € X1, Xo,..., X,

1.1.3. Principio de Extension de Zadeh

Es uno de los conceptos fundamentales de la teoria de conjuntos borrosos, y
puede ser utilizado para generalizar conceptos de matematica “crisp” a conjuntos
borrosos. Fue propuesto por Zadeh (1965) y se trata del principio fundamental
en que se sustentan aquellas aplicaciones de los conjuntos borrosos basadas en
la extension de conceptos matematicos no borrosos cuando los datos de partida
son borrosos.

1.1.3.1. Principio de Extension Generalizado

Sea una aplicacion f : X3 x Xo x ... x X;; — Y. Si definimos sobre
X1, Xo,..., X, los conjuntos borrosos Ay, As, ..., A, respectivamente, la apli-

cacion f permite defnir un conjunto borroso B= f (ﬁl, 212, cee Zln) CY para

el cual su funciéon de pertenencia pz(y) es:

Mg(y)Z{ sup mfn{“Zl<x1)v'~'»ﬂgn($n)} sifl(y) £ 0

0 en otro caso.

Ejemplo 1.6. Sea A = {(—1,0.5),(0,0.8),(1,1),(2,0.4)} y f(z) = 22 Apli-
cando el principio de extensién, tenemos:

12



x| pgz) [y=2"| psly)
a0 0.5 1 1.0
0] 0.8 0 0.8
1| 10 1 1.0
21 0.4 4 0.4

Y el conjunto borroso resultante seria:
B = f(A) ={(0,0.8),(1,1),(4,0.4)}

El principio de extension ha sido reelaborado mediante el uso de la suma
algebraica en lugar del supremo, y el producto en lugar del minimo. Sin embar-
go, la definicion maés utilizada sigue siendo la de Zadeh, considerada como la
version “clasica’.

1.1.3.2. Principio de Extension

A partir del principio de extension generalizado (definido para una funciéon
de un produco cartesiano de conjuntos), se puede definir el principio de extension
cuando la imagen inversa consta tnicamente de un conjunto, de forma que se
evalua una aplicacién f: X — Y. Si se define sobre X un subconjunto borroso
A1, f(A1) es un subconjunto borroso B cuya funcién de pertenencia pz(y) es:

sup  pz (v) si fHy) #0
ppy) =9 sertw .
0 si f7H(y) =0

1.1.3.3. Aplicacion del principio de extensiéon a través de conjuntos
de nivel

En muchas ocasiones, al evaluar una relacion funcional entre conjuntos bor-
rosos no sera posible operar con sus funciones de pertenencia, pero si hacerlo
con los a-cortes o conjuntos de nivel. Nguyen (1978) demuestra que el principio
de extension puede ser aplicado a través de los a-cortes de los subconjuntos
borrosos que forman parte de la imagen inversa. En concreto, dicho autor de-
muestra que si se parte de la aplicacion f : X7 X Xo X...x X,, = Y y se definen
sobre el conjunto imagen inversa los subconjuntos borrosos Aj, As, ..., A, re-

spectivamente, f induce un subconjunto borroso B= f (gl, ZQ, e ,Zn) cY,
cuyos a-cortes, B, pueden ser hallados como:

Ba:f(glag%“-;gn)a:f(Avla;Av2 Ana)

a’)

13



1.1.4. Relaciones borrosas binarias

Para dos conjunto X e Y, una relaciéon borrosa en X x Y serd una rela-
cion entre los elementos de dos conjuntos cuyo acaecimiento lleva asociado un
determinado nivel de verdad. Dicha relacion viene dada por:

R = {((x’y)hué(x’y)) : (x,y) € X X Y}

donde (z,y) € X xY, ug: X xY — [0,1] y

(x,y) = /Lﬁ(zay) € [Ov 1]

Zimmermann (1991) propone como Ejemplo de una relacion borrosa a R, donde
R representa “bastante mas grande que”. Esta relacion esta definida en R x R y
propone la funciéon de pertenencia como:

0 six <y

naly) =93 T, Sy<esily

1 siz > 11y

A partir de estas relaciones borrosas, donde para (z,y) € X x Y, R (x,y),
y para (y,z) € Y X Z, Ra(y,z), se puede obtener la relacion borrosa de los
elementos de X x Z a través de la composicion max-min realizando:

RioRy = {((x,z),,uﬁloﬁz(m,z)) rrxeX,yeY,z e Z}7
donde
o, (v, 2) = mix {min {juz; (2,9), 15, (0, 2) } }

1.2. Numeros Borrosos
1.2.1. Definicion

Un namero borroso o namero difuso A, es un conjunto borroso normal,
convero cuyo conjunto referencial son los niameros reales, tal que:

= Existe un 29 € R con pz(rg) = 1 ; zo es llamado el valor central del
nimero difuso.

= p7(x) es continua a trozos.

14



Un namero borroso es el elemento del que dispone la logica borrosa para repre-
sentar cuantias estimadas u observadas de forma difusa.

_ El valor que toma un elemento # € R en la funciéon de pertenencia de
A, pz(z), es intepretado por muchos autores como una “medida” de la proba-

bilidad de ocurrencia de x, por lo que el nimero borroso Aes interpretado como
una distribucién de probabilidad.

De forma general, la funcion de pertenencia de un nimero borroso A puede
escribirse como:

flx) siag <x<ag
1 sias < ax < ag

g(x) siag<x<ay

0 en otro caso

El intervalo [a1,a4] es el soporte del numero borroso y [as,as] es el nucleo
del nimero borroso. Ademas, f(x) es creciente en [aj, as] y g(x) es decreciente
en [ag, ag]. Graficamente, le representacion de un nimero borroso, seria:

15



1.2.2. Operaciones con nameros borrosos

Estamos familiarizados con la operaciones algebraicas con ntimeros crisp, sin
embargo cuando se quiere utilizar conjuntos borrosos para tales aplicaciones, se
deben ocupar ntimeros borrosos, y el principio de extensién es una manera de
extender las operaciones algebraicas de ntimeros crisp a nimeros borrosos a
través de los a-cortes.

1.2.2.1. Transformaciones

Para efecto de los conceptos siguientes se debe tomar en cuenta el principio
de extension de Zadeh, tomando en cuenta que la aplicacion f a evaluar es
f :R — R y el nimero borroso sobre el que se realiza la operacion seréa:

A={(@,pp)} = {Aa = [A1(0), Az(e)] : 0< <1}

. Opuesto: Sea un nimero borroso A. Su opuesto B = —A tiene la sigu-
iente funcién de pertenencia:

pg(r) = pi(—m)

y a-cortes:

B, = [Bi(a), By(a)] = | In[4; (e)], In[As (a)]

. Exponencial: Para el nimero borroso A, el numero borroso B = e? tiene
la funcion de pertenencia:

pg(@) = pz(In(z))

y a-cortes:
Ba = I:BI(OK),BQ((X)} = [eAl(a)’eAQ(a)]

. Potencia: Sea A un ntmero borroso tal que sop(g) € R™, y un escalar
k € R — {0}. Su potencia B = A* tiene como funcién de pertenencia:

-

pp(@) = pz(a®)
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y a-cortes:

Sik=0:

1.2.2.2. Operaciones Binarias

Como se hace mencion en lineas anteriores, este apartado se refiere a la ex-
tension de operaciones algebraicas tradicionales con niimeros crisp a operaciones
con nimeros borrosos, utilizando el principio de extensién de Zadeh.

Las transformaciones citadas anteriormente, dejan claros conceptos que se uti-
lizaran en lo sucesivo. Ahora bien, para abordar el presente tema, operaciones
binarias, necesitamos més definiciones.

Sea F'(R) el conjunto de los nimeros borrosos reales y X = X; x X5. En-
tonces se definen las siguientes propiedades de operaciones binarias.

Una operacion binaria * en R es llamada creciente (decreciente) si para:

T1>Y1 Yy T2>Y2

se tiene que
T1 % To > Y1 * Yo ($1*332 <Y *Z/2)

Ejemplo 1.7. Consideremos las siguientes funciones:

fle,y)=x+y es una operacion creciente
flx,y)=z-y es una operacion creciente en Rt
flz,y) = —(x +y) esuna operacion decreciente
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Para extender las operaciones algebraicas usuales de suma ( +), resta ( —),
multiplicacion (-) y division ( + ) a operaciones con nimeros borrosos, se utiliza
la siguiente simbologia &, &, ®, ©.

Veamos a continuacion algunas afirmaciones:
Proposicién 1.8.

1. SiA y B son ntimeros borrosos cuyas funciones de pertenencia son contin-
uas y sobreyectivas de R a [0, 1] y * es un operador binario continuamente
crecente (decreciente), entonces A® B es un niamero borroso cuya funcién
de pertenencia es continua y sobreyectiva de R a [0, 1]. [Dubois y Prade,
1980]

2. Si Ay B € F(R)con pg(x) y py(x) funciones de pertenencia continuas,
entonces, por la aplicacion del principio de extension, para la operacion
binaria * : RxR — R, la funcién de pertenencia del nimero borroso estéa
dada por:

15e5(2) = sup min{uz(x), pyy)}
Z=x*xYy

Proposicion 1.9 (Propiedades de la operaciéon extendida ®).

1. Para una operacién conmutativa *, la operaciéon extendida ® es también
conmutativa.

2. Para una operacion asociativa *, la operacion extendida ® es también
asociativa.

Con los conceptos citados previamente, se puede entrar en materia para la

definicion de las operaciones extendidas asi como sus propiedades.

Para operaciones monarias f : X — Y/ el principio de extension se reduce a:

pr@) = s i), VA€ F(R)
zef~1(z

En lo sucesivo, se aplicara el principio de extensiéon para las operaciones bina-
rias:

Proposicion 1.10 (Operaciones Extendidas).

1. Suma: La suma es una operacion creciente, de acuerdo a la afirmacion
1) de la Proposicion 1.8. Por tanto, se tiene para la suma & de nimeros
borrosos que f(f?, A) —B®A, B, Ac F(R) es un namero borroso, esto
es Bd Ae F(R).

Las propiedades més importantes de la suma son:
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- @ es conmutativa
- &P es asociativa

- 0 € R C F(R) es el elemento neutro de @, es decir, A0 = /~1, VA €
F(R).

- Para & no existe ningtin elemento inverso, es decir, VA € F(R)\R :
Ao (@A) #£0€R

- 6(A® B) = (64) @ (64)

2. Producto: La multipicacién es una operacién creciente en R* y es op-
eracion decreciente en R™. Por tanto, de acuerdo al principio de exten-
sion de Zadeh, el producto de ntimeros borrosos positivos o negativos,
resulta un ntmero borroso positivo. Sea A un nimero borroso positivo

B un nimero borroso negativo. Entonces eA es también negativo y
A ® B = 6(6A ® B) resulta un nimero borroso negativo.

Las propiedades mas importantes del producto son:

- (8A)OB=6c(A06 B).
- ® es conmutativa.
- ©® es asociativa.

-A®l1=A4,1eRC F(R) es el elemento neutro para ©, es decir,
Ao1=A, VAeF(R).

- Para ® no existe elemento inverso, es decir, VA € F(R\R : A ®
A"l £,

3. Resta: La resta no es una operacion creciente ni decreciente. Es por
ello que no se puede aplicar directamente el principio de extension de
Zadeh. La operacion A © B puede, sin embargo, ser siempre escrita como
A6 B = A®(B). Aplicando el principio de extensién [Dubois and Prade]
de la afirmacion 2) de la Proposicion 1.8, se tiene:
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tiog(#) = sup min (uz(@), nz(y))

z=x—Y

= sup min (ug(ﬂﬁ),,u§<_y))
z=x+Yy

sup min (uz(2),n_z(y))

z=x—Yy

Asi A© B es un ntimero borroso siempre que A y B lo sean.

4. Divisién: La divisién no es una operacion creciente ni decreciente. Si
Ay B son nimeros borrosos estrictamente positivos, de cualquier modo
(ni(x) =0y pg(xr) =0 Vr <0) se obtiene una analogia de la resta:

nio5(2) = sup min (p5(2), pg(y))

= sup min (uz(z), p(

Z=xy

= sup min (M;(I)aﬂgfl(y))

Z=xy

B~ es un ntumero borroso positivo. Por lo tanto, puede ser aplicadé el principio
de extencién de Zadeh. Lo mismo sucede si A y B fueran estrictamente negativos.

Las operaciones con nameros borrosos implican calculos extensivos, si no
se imponen restricciones a la forma de las funciones de pertenencia. Dubois y
Prade [1979 y 1980] propone un algoritmo general para ejecutar las operaciones
extendidas, basado en la propiedad de que todo conjunto borroso continuo puede
descomponerse en union de conjuntos borrosos conexos cuyas funciones de perte-
nencia son estrictamente crecientes, decrecientes o constantes y que la operacion
extendida es distributiva respecto a la unién. Por tanto, la operacién puede lle-
varse a cabo sobre cada parte mondtona.
No obstante, este principio no siempre puede aplicarse a “ntimeros borrosos” con
soporte discreto, por que puede ser que el conjunto borroso resultante no sea
convexo y, por lo tanto, no sea considerado como ntimero borroso. El siguiente
ejemplo ilustra lo anterior:

Ejemplo 1.11. Sean A y B , nameros borrosos que representan valores proxi-
mos a 2 y 3 respectivamente.
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Entonces, utilizando el principio de extensiéon (inciso 2) de la Proposicién
1.8) para calcular su producto ®, se tiene:

pig(2) ZS:iPyml'n {nz@), pgly)}
2 3 4

1] (2,0.3) | (3,03) | (4,02)

21(4,0.7,) | (61) | (80.2)

31 (604) | (9,0.4) | (12,0.2)

y el nimero borroso resultante es:

A® B =(2,0.3),(3,0.3),(4,0.7),(6,1), (8,0.2), (9,0.4), (12,0. 2)

Asi pues, el conjunto resultante no es convexo. Como se mencioné el el par-
rafo anterior, el principio de extensiéon es una posibilidad para extender las
oparaciones algebraicas entre nimeros convencionales a ntimeros borrosos, sin
embargo, existen otras alternativas para operar con nimeros borrosos con car-
acteristicas especiales.

En la siguiente seccién se profundizara en el concepto de nimero borroso
presentando algunos tipos especiales de ellos.

1.2.3. Tipos especiales de nimeros borrosos

Proponer al principio de extensiéon de Zadeh para operar o modelar con
numeros borrosos en general, no siempre resulta tan sencillo y funcional. Para
propositos practicos, es decir, aquellos casos en los que las caracteristicas de los
conjunto o nimeros borrosos con los que se pretenda modelar presenten particu-
laridades, resulta mas apropiado especificar tipos de niimeros borrosos, objetivo
de la presente seccion.

Las formas mas usuales para modelar con nimeros borrosos son los L-R de
Dubois y Prade, los trapezoidales y los triangulares.
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1.2.3.1. Numeros borrosos L-R de Dubois y Prade

Para facilitar las operaciones con ntimeros borrosos, Dubois y Prade [1979]
sugiere un tipo especial de representacion para éstos, y son los llamados L-R
(Left-Right). Estos niimeros estdn definidos como funciones de R en [0,1], y
tienen las siguientes propiedades:

- Son simétricas: L(z) = L(—z) y R(z) = R(—x).

- L(0) = R(0) =1y L(1) = R(1) = 0.

- son mondtonas crecientes en [—oo, 0) y monoétonas decrecientes en [0, 00).

Los nimeros borrosos L-R se definen de la siguente manera:

Un ntimero borroso A es del tipo R-L si existen funciones de referencia L
(for left o a la izquierda), R (for right o a la derecha), y escalares a > 0, 5> 0
con:

L (“;“3) paraz < a

pi(zr) = R(mga) para x > a

0 en otro caso

donde a se llama valor central de A y es un niimero real; a y 3 son las dispersiones
a la izquierda y derecha, respectivamente. Simbolicamente, A es representado
por (a, o, ) - En términos de a-cortes:

Ay =[a—a"L7 ), a+ R ()] Va € [0,1]

donde a*, 8% son los pardmetros de dispersion a la izquierda y derecha respecti-
vamente, de A.

Ejemplo 1.12. Sea

1
L(x):1+x2

1
R(z) = ———
@) = T2
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Entonces:

L(sgz)zi para x <5

R(%%)Z parax > 5

v

Si @ no es un namero real sino un intervalo [a;, as], entonces A no es un nimero
sino un intervalo borroso.

Un intervalo borroso definido en representacion L-R se define de la siguiente
manera:

Definicién 1.13. Un intevalo borroso A es del tipo L-R si existen funciones
de la forma L y R y cuatro parametros (ai,as) € R? U [—o0,+00], ¥ a, (. Su
funcién de pertenencia es:

a; —x
L( ! ) para x < a
«
1 para a; < x < as
pi(x) =
T—a
R<2) para T > as
B
0 en otro caso

Y se denota como: _
A= (alv asz, o, 5)LR

En términos de a-cortes:
Ay =[a1 —a*L7 (), as + B*R(a)] Va € [0,1]
donde a*, 8* son los pardmetros de dispersion a la izquierda y derecha respecti-

vamente, de A.

Esta definicion es muy general y permite la cuantificaciéon de diversos tipos
de informacién. Asi, si se supone que A es un nimero real para a € R, entonces

A=(a,a,0,0),z  VL,YR
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Si A es un intervalo crisp, entonces

A=(m,n,0,0),g VL,VR

Es necesario introducir el concepto de intervalo de confianza en niimeros R-L, ya
que las operaciones con este tipo de ntmeros borrosos pueden ser establecidas
en funcién de la aritmética de intervalos de confianza.

1.2.3.2. Operaciones con nimeros borrosos L-R de Dubois y Prade

En esta seccion se presentan los conceptos de transformaciones (u opera-
ciones monarias) y operaciones binarias con nimeros borrosos L-R, utilizando
la aritmética de intervalos de confianza. Cabe mencionar que, dentro de las op-
eraciones binarias con nimeros borrosos, la suma y resta, @ y ©, muestran como
resultado un niimero borroso. Sin embargo, en el caso del producto y la division,
® y @, el resultado es representado por una aproximacion que es mejor cuando
las dispersiones son més pequenas comparadas con el valor central.

Sea A = (ar,a9,0,08)Lr ¥ B = (b1,b2,7,9)Lr dos ntuneros borrosos L-R,
entonces definamos sobre ellos las transformaciones:

. Opuesto: B= —A = (—a,B,a) LR

» Multiplicacién por un escalar: B= kg, keR.
- Si k>0, B=(kay, kas, ko, kB) Lr

- Si k<0, B=(kay, kay, ka, kB) g

- Sik=0, B=(0,0,0,0)1z

. Inverso: B = A~'. B no conserva su condiciéon de L-R. Sin embargo, se
puede aproximar a:

§~<11 o ﬂ)
az’ ar’ (az)?’ (a1)? LR

En todo caso, se supondra que 0 ¢ sop(A).

Ahora definamos las operaciones binarias con ntmeros L-R de Dubois y
Prade:
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Proposiciéon 1.14.
1. Suma: C = A @ B

5 = (a13a23a76)LR S (blaanPYa 5)LR
=(a1+b1, aa+ba, o+, B+0)Lr

2. Resta: C = A

©
C = (a1,a2,a,8)Lr © (b1,b2,7,0) LR
=(a; —ba, ag—by, a+6, B+7)Lr

3. Producto: Para C = A ® B el resultado obtenido no es un ntimero bor-
roso L-R, no obstante Dubois y Prade proponen la siguiente aproximacion,

bajo el supuesto de que sop(A), sop(B) C RT :

C = (a1,a9,a,8)Lr @ (b1,b2,7,0) LR
~(ap-br, az-ba, ay -y +bi-a,az-6 + by B)rr

4. Divisién: Para C = A @ é, tampoco se obtiene como resultado un
niimero borroso L-R; la aproximacion propuesta por Dubois y Prade, bajo
el supuesto de que sop(A), sop(B) C RY es:

C = (a1,a2,0,8)Lr @ (b1,b2,7,6) LR
~ ap a9 (11")/+b2'ﬂ a2‘5+b1‘05

”( by T b T (b2)2 7 (by)? >LR

1.2.3.3. Numeros borrosos trapezoidales

Un ntmero borroso trapezoidal es una versiéon més sencilla de los ntimeros
borrosos L-R de Dubois y Prade A = (a1, as, «, B)Lg-
Si A es un nimero borroso trapezoidal, L(z) = R(x) = méx{0, 1 — |z|}.

Los niimeros borrosos trapezoidales tienen como ntcleo un intervalo de con-
fianza [as, a3], y dicho ntimero borroso se denota por [a1, a4] haciendo alusion a
su soporte. La funcion de pertenencia de A esté dada por:
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T — ay .
—— sia; <z <as
az —ax

1 sias <x < ag

pz(x) =

ay — I .
——— siaz<zr<ay
a4 — ag

0 en otro caso

Y su representacion grafica es:

En relacién a los puntos de esta grafica, un ntimero borroso trapezoidal se de-
nota por: A = (a1,as,as,aq), donde las a;, i = 1,2, 3,4 son respectivamente, el
valor mas pequeno posible, el valor inferior y mas elevado con presuncion 1, y
el extremo del 0-corte. N

También puede denotarse con respecto a su nicleo como: A = (ay, ag, @, ).

Los a-cortes del niimero borroso trapezoidal estas dados por:

Ao = [a1 + (a2 —ar)a, as — (ag — az)a] Vo € [0,1]

1.2.3.4. Numeros borrosos triangulares

Los ntimeros borrosos triangulares son, en la practica, los mas usados, ya
que son de facil manipulacién. Se trata de la version mas simple de los ntimeros
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borrosos L-R de Dubois y Prade y son un caso particular de los ntimeros bor-
rosos trapezoidales.

El ntcleo de un niamero borroso triangular no esta dado por un intervalo de
confianza, sino, por un punto, es decir cuando az = as.
Siendo A un ndmero borroso triangular, [a1,as] su soporte y sus dispersiones
a=as—a; y P =az— as, la funcion de pertenencia de A es:

T — ay .
sta; <x < ao
«
~ — az — & .
MA(x)* T sias < x<ag
0 en otro caso

Graficamente, A es:

Y sus a-cortes son:
A, = [al + (a®a, az — (ﬂ*)a] Yo € [0,1]

donde a*, " son los pardmetros de dispersion a la izquierda y derecha de A
respectivamente.

Un numero borroso triangular se denota, con respecto a su nicleo por:
A = (a2,0a, ), 0 a través de la terna A = (a1, a9, as3), donde las a;, ¢ = 1,2,3
son respectivamente, el valor més pequeno posible, el valor més verosimil, y el
maés elvado posible.
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1.2.3.5. Operaciones con nameros borrosos triangulares y trapezoidales

Las transformaciones u operaciones monarias que se describen en esta sec-
cion, son las ya vistas con anterioridad. Cabe mencionar que las operaciones ®
y @, no muestran como resultado ntimeros borrosos triangulares y trapezoidales
propiamente, pero se utilizan algunas aproximaciones propuestas. Las opera-
ciones siguientes, se definirdn en términos de nimeros borroso trapezoidales,
partiendo del hecho de que los triangulares son un caso particular de éstos. La
notacion utilizada para ello sera la cuarteta mencionada anteriormente A =
(a1,a2,as,a4). Para el caso de los nimeros triangulares, se asume que as = as.
Primero, se definen las transformaciones siguientes:

. Opuesto: B=-A= (—ay,—a3, —as, —ay).
. Multiplicacién por escalar: B = kﬁ, con k€ R.
- Si k>0, B = (kay, kas, kas, kay)
- Si k<0, B = (kay, kas, kas, kay)
- Si k=0, B=(0,0,0,0)
. Inverso: B = —A. Bajo esta transformacion, B no conserva su condicién

de nimero borroso trapezoidal; si se sopone que 0 ¢ sop(A), entonces su
funcién de pertenencia es:

1

a4y — T .
_— s1ai<a:<ai
as — as 3
1 sit <<t
asz
pg(z) = )
T e g 1
— si =<z <
ag — ap 2 1
0 en otro caso

Aproximacion propuesta [Kauffman 1986b], para un ntimero borroso trape-
zoidal con el mismo soporte y ntcleo:

~ 1 1 1 1
B~ (7777777)
ay agz az aip

A continuacién, se presentan las operaciones binarias con nimeros borrosos
trapezoidales:

Proposicion 1.15.
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e Suma: C = A® E; paragz (a1, a2,as3,a4), B = (b1, ba,bs, by) esta dada
por:
C=A+
= (a1 02,03,04) (b1, b2, b3,by4)
= (a1 + b1, a2 + ba,az + b3, as + by)

Resta: Para C = A © B; paraA = (a1,a2,as,a4), B = (by,b2,b3,by) se
tiene:

C=A-
= (a1 ag,ad,a4) (b1, b2, b3, ba)
= (a1 — ba, a3 — ba, a2 — b3, a4 — b1)

Producto: Como se menciona al inicio de esta seccion, el resultado de C =
A® B no es un ntimero borroso triangular. Si se considera sop(A), sop(B) C
R*, la funcién de pertenencia de C es:

v siarh <z < ashy
1 siaghy <z <asbs

6 siagbs <x < agby

0 en otro caso

donde

—c+ 1/ — 4(arby — ) (az — ar) (b2 — b1)
2(az — ay) (b2 — b1)

d \/d2 a4b4 — x)(a4 — ag)(b4 — bg)

2(&4 — ag)(b4 — bg) ’
conc=ai(ba—b1)+bi(az—a1) y d=as(by—b3)+bs(as —as). La aproxi-
macion propuesta [Kaufmann 1986b], para un nimero borroso trapezoidal
con el mismo soporte y ntcleo es la siguiente:

d=

C =~ (ay by, as - ba, az - by, as - by)

Divisién: Para C' = 21@3, A= (a1,a2,a3,a4), B = (b1, ba, b, by), el resul-
tado no es propiamente un nimero borroso trapezoidal. Si sop(A) y sop(B)
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son positivos, la funcion de pertenencia de (C) es:

(az — aail))4+_mcz;)4 —b3) WSS
1 Z—i <z < Z—;
Mé(x) B asg — xb
(a4—a3§+x(11)2—b1) B STS
0 en otro caso

La aproximacion propuesta [Kaufmann 1986], para un nimero borroso

trapezoidal es:
o ap G2 az a4
C=|—,— =, —
<b4’ b3,b2,b1>
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2. Conceptos de Probabildad Clasica y Probabil-
idad Borrosa

2.1. Probabilidad Clasica

La teoria de la Probabilidad es la parte de las mateméaticas que se encarga
del estudio de los fenémenos o experimentos aleatorios. Se entiende por ex-
perimento aleatorio a todo aquél tal que cuando se le repite bajo las mismas
condiciones iniciales, el resultado que se obtiene no siempre es el mismo. No
obstante, es necesario aceptar que no es posible predecir el resultado de un ex-
perimento particular aun cuando se le haya efectuado con anterioridad en las
mismas condiciones, por tanto, se considera aleatorio.

Dadas estas circunstancias, la teoria de la Probabilidad tiene como objeto mod-
elar mateméticamente cualquier experimento aleatorio de interés.

2.1.1. Espacios de Probabilidad

Se trata del modelo matematico creado durante el primer tercio del siglo XX
para estudiar los experimentos aleatorios.

Espacio de Probabilidad. Un espacio de probabilidad es una terna (92, %, P)
en donde 2, es un conjunto arbitrario, .# es una o-algebra de subcojuntos
de Q, y P es una medida de probabilidad definida sobre .%.

Espacio Muestral. Es el conjunto (2, también llamado espacio muestra, y
tiene como objetivo agrupar a todos los posibles resultados del experi-
mento aleatorio en cuestion.

o-algebra. Una clase o coleccién no vacia % de subconjuntos de €2 es una
o-élgebra si es cerrada bajo las operaciones de tomar complementos y
uniones numerables. A los elementos de una o-algebra se les llama eventos,
sucesos, o conjuntos medibles.

Medida de Probabilidad. Una funciéon P definida sobre una o-algebra .# y
con valores en el intervalo [0, 1] es una medida de probabilidad si P(2) =1
y si P es o-aditiva, es decir, si cumple que:

oo oo
P An) =) P(40)
n=1 n=1
cuando Aj, As, ... son elementos de % que cumplen con ser disjuntos dos

a dos, A; N Aj = () para ¢ y j distintos. P(A) representa una forma de
medir la posibilidad de observar la ocurrencia del evento A, al efectuar el
experimento aleatorio.
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2.1.2. ¢-algebras

En esta seccion se estudia el concepto de o-algebra y se define la minima
o-algebra generada por una colecciéon arbitraria de subconjuntos del espacio
muestral.

o-algebra Una coleccion & de subconjuntos de 2 es una o-algebra si cumple
las siguientes condiciones:
i Qe 7.
ii. Si A € .7, entonces A¢ € F.

o0
iii. Si Ay, As,... € Z, entonces |J A, € F.

n=1

A la pareja (2, .%) se le llama espacio medible y a los elementos de .# se
les llama eventos o conjuntos medibles.

Una o-algebra es una estructura que permite grupar ciertos subconjuntos de 2,
a los cuales se les desea calcular su probabilidad, y esta estructura constituye el
dominio de definicién de una medida de probabilidad.

Cuando el espacio muestral es finito, usualmente se toma como o-algebra el
conjunto potencia de €2, pero para espacios més generales no siempre puede
tomarse una estructura tan grande como esa, sino o-algebras mas pequenas. A
continuacion se enuncian algunas propiedades importantes de las o-dlgebras.

Proposicion 2.1. Sea % una o-dlegbra de subconjuntos de 2. Entonces:

i. 0eZz.

ii. Si A, A,..., entonces () 4, € %.

n=1
iii. Si A,B€ %, entonces A—Be %,y AABe Z.
Proposicion 2.2. La interseccién de dos o-dlgebras es una o-algebra.

Proposicion 2.3. La intersecciéon finita, infinita numerable, o bien, arbitraria
de o-algebras es nuevamente una o-algebra.

Proposicion 2.4. Sea ¥ una colecciéon no vacia de subconjuntos de . La
o-dlgebra generada por €, denotada por o(€), es la coleccion

o(€) = ﬂ{f . F es o-dlgebra y € C F}.

Proposicion 2.5. Sean 67 y %> dos colecciones de subconjuntos de 2 tales que
61 C 5. Entonces 0(61) C 0(62)

Proposicion 2.6. Si.Z es una o-algebra, entonces o(F) = Z.
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Antes de pasar a la siguiente subseccion (medidas de probabilidad) se enun-
ciaran un par de conceptos: el de dlgebra y semidlgebra, asi como su relacion
con las o-algebras. Si bien no se profundizara en el tema, es importante men-
cionarlos ya que juegan un papel importante en la construcciéon y extension de

medidas de probabilidad.

Algebra. Una coleccion o7 de subconjuntos de € es una algebra si cumple las
siguientes condiciones:

i. Qe .
ii. Si A € & entonces A€ € 7.

n
iii. Si Ay,...,A, € o, entonces |J Ay € &.
Pt

=1

Semialgebra. Una coleccion ¢ de subconjuntos de ) es una semiélgebra si
cumple las siguientes condiciones:

i. Qe s
ii. Si A,B € . entonces ANB € 7.

iii. Si A, A; € & son tales que A; C A, entonces existen As,..., A, €
# tales que los subconjuntos A, ..., A, son ajenos dos a dos y se
cumple que:

A= CJ Ay
k=1

Graficamente, la relacion entre o-algebras, algebras y semiélgebras esté dada de
esta manera:

2.1.3. Medidas de Probabilidad

Como preambulo de esta seccidn, se enuncian las definiciones de los nameros
reales extendidos denotados por R* y la o-dlgebra de Borel.

Reales Extendidos. La coleeccion R* = R U {—o00, 00} se denomina sistema
de los ntimeros reales extendidos.
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Ahora bien, si se considera la coleccion de todos los intervalos abiertos (a,b)
de R, en donde a < b, a la minima o-dlgebra generada por esta colecciéon se le
llama o-dlgebra de Borel de R, y se le denota Z(R).

o-algebra de Borel. Z(R) =0 {(a,b) CR:a < b}.

Proposicion 2.7. Para cualesquiera ntimeros reales a < b, los intervalos
[a, ], (a,00), (=00,b), [a,b), (a,b] y {a}

son todos elementos de Z(R).

Medida. Una medida sobre una o-algebra .%, es una funcion real extendida no
negativa p en Z tal que si {A,} n=1,..,00 es una susecioén de conjuntos
ajenos dos a dos en %, entonces

p(lJ An) =D ul4n).
n=1 n=1

Medida de Probabilidad. Sea (2,.%)un espacio medible. Una medida de
probabilidad es una funcién P : &% — [0, 1] que satisface:

i. P(Q) = 1.
ii. P(A) >0, para cualquier A € .Z.
iii. (o-aditividad). Si Ay, As,... € % son ajenos dos a dos, entonces

P( L_Jl An) = fo:l P(An)-
A continuacion enunciamos algunas propiedades béasicas de las medidas de prob-

abilidad:

Proposicion 2.8 (Propiedades Elementales.). Sea (€,.#,P) un espacio de
probabilidad. Entonces:

i. P(0)=o0.

ii. Si Ay,..., A, €.F son ajenos dos a dos, entonces

n

P(LnJ Ar) =) P(Ap).
k=1 k

=1
iii. P(A°) =1— P(A).
iv. Si A C B, entonces, P(B — A) = P(B) — P(A).
v. Si A C B, entonces, P(A) < P(B).
vi. 0< P(A) < 1.
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vii. P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B).
viii. P(AU B) < P(A) + P(B).
Proposicion 2.9. Sea {4,, : n € N} una sucesion de eventos.

1. Si P(A,) =1 para toda n, entonces P(N5%,A,) = 1.

n=1

2. Si P(A,) =1 para alguna n, entonces P(U2 ;1 A,) =

(4n)
3. Si P(A,) = 0 para alguna n, entonces P(N2; A,) = 0.
(4n)

4. Si P(A,) = 0 para toda n, entonces P(U°; A,) = 0.

De las propiedades mas conocidas y de mas amplia aplicacién son el teorema
de Probabilidad Total y el teorema de Bayes. El teorema de probabilidad total
permite calcular la probabilidad de un suceso a partir de probabilidades condi-
cionadas, mientras que el teorema de Bayes sigue el proceso inverso. Es decir, el
teorema de Probabilidad total deduce la probabilidad de ocurrencia del evento
B dado un evento A; y el de Bayes establece que, a partir de ocurrido el suceso
B se deduce la probabilidad del evento A.

Teorema 2.10 (Probabilidad Total). Sea (€2,.%, P) es un espacio de probabil-
idad, y sea A1, Ao, ... una particion de §2, tal que cada elemento de la particion
es un evento con probabilidad estrictamente positiva. Entonces, para cualquier

evento B,
o0
= 2 P(BIA)P(4n).

Teorema 2.11 (Bayes). Sea (Q,.%,P) es un espacio de probabilidad, y sea
Ay, Ay, ... una particion de Q, tal que cada elemento de la particion es un evento
con probabilidad estrictamente positiva. Entonces, para cualquier evento B, tal
que P(B) > 0y para cualquier m > 1 fijo,

P(B|An)P(Anm)
Yoo P(BJAR)P(An)

La independencia de eventos es un tema central en la teoria de la probabili-
dad y uno de sus rasgos distintivos. La definicion es la siguiente:

P(Am|B) =

Definiciéon 2.12 (Independencia de dos eventos). Dos eventos A y B son in-
dependientes, A1 B, cuando

P(AN B) = P(A)P(B)

Definicién 2.13 (Independencia). Los eventos Ay, ..., A, son independientes
si se cumplen todas y cada una de las siguientes condiciones:

P(Al ﬂA]) = P(AL)P(A])7 ’L,j distintos.
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P(AZ n Aj N Ak) = P(AZ)P(AJ)P(Ak), i, 7, k distintos.

P(A1N...A,) = P(A;)... P(A,).

2.1.4. Variables Aleatorias

En la presente seccion se presentan los conceptos de variable aletoria, funcion
de distribucion, funcion de densidad y esperanza.

Variable Aleatoria. Una variable aleatoria real es una funcién X : Q — R tal
que para cualquier conjunto Boreliano B se cumple que el conjunto X !B
es un elemento de .%.

Una variable aleatoria es una funcién del espacio muestral en el conjunto de
ntmeros reales que ademas satisface cierta condicion de medibilidad. Representa
una traducciéon de cada uno de los resultados del espacio muestral en ntimeros
reales.

Graficamente, una variable aleatoria puede representarse de la manera siguiente

Si P es una medida de probabilidad definida sobre el espacio medible (2, %) y
X una variable aleatoria (v.a.), se puede trasladar la medida de probabilidad
P al espacio medible (R, Z(R)); esto es, si B es un conjunto Boreliano, se de-
fine PxB = P(X!'B), y se debe a que él conjunto X "' B es un elemento de
F, dominio de definicion de P. La funcion Px : ZB(R) — [0, 1] es una medida
de probabilidad, y se denota medida de probabilidad inducida por la variable
aleatoria X.

Para comprobar que una funciéon X : 2 — R es realmente v.a., por definicion
es necesario verificar que X ~'B € .% para cualquier conjunto Boreliano B. Sin
embargo, probar tal condicién no siempre es inmediato. La siguiente proposicién
establece que basta comprobar lo anterior con intervalos de la forma (—oo, ],
para cada x en R.

Proposicion 2.14. Una funcién X : Q@ — R es una variable aleatoria < para
cada x en R se cumple que (X < z) € Z.
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Si se consideran los espacios medibles (Q, %) y (R, #(R)) y X v.a. de Q en
R, se denota por o(X) a la minima o-algebra de subconjuntos de 2 respecto a
la cual X es v.a.

Definicién 2.15. ¢(X) = {X"'B: B € (R)}.

Como establecen los siguientes enunciados, algunas operaciones con variables
aleatorias producen nuevas variables aleatorias. Se parte, pues, del supuesto
de que tales v.a. estan definidas sobre el mismo espacio de probabilidad dado
(Q,Z,P).

Proposicion 2.16. La funcion constante X = ¢ es una v.a.

Proposicion 2.17. Si X es v.a. y ¢ es una constante , entonces cX es también
v.a.

Proposicion 2.18. Si X e Y son variables aleatorias, entonces X + Y es v.a.
Proposicion 2.19. Si X e Y son variables aleatorias, entonces XY es v.a.

Proposicion 2.20. Sean X e Y variables aleatorias con Y # 0, entonces X/Y
es v.a.

Proposicion 2.21. Si X e Y son variables aleatorias, entonces méx {X,Y} y
min {X,Y} también lo son.

Proposicion 2.22. Si X es variable aleatoria, entonces |X| es v.a.

A continuacion se consideraran algunas operaciones limite en sucesiones in-
finitas de variables aleatorias, considerando sélo variables aleatorias con valores
finitos; de tal modo que se imponen condiciones sobre la finitud del resultado al
tomar tales operaciones limite.

Proposicion 2.23. Sea X7, X5, ... una sucesion infinita de variables aleatorias
tales que para cada w en 2, los numeros

sup { X1 (w), Xo(w),...} e inf {X;(w), Xo(w),...}

son finitos. Entonces las funciones limsup,,_, ., X, y liminf, .. X,, son vari-
ables aleatorias.

Proposicion 2.24. Sea X1, Xo, ... una sucesion infinita de variables aleatorias
tales que lim,,_, X, (w) existe y es finito para cada w € Q. Entonces la funcion
lim,, ..o X,, es una variable aleatoria.

Funcion de Distribuciéon

Se trata de la funcién asociada a toda variable aleatoria, también es llamada
funcion de acumulacion de probabilidad o funcion de distribucion acumulada.
Su definicién y propiedades son las siguientes:
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Funcién de distribucion. La funcién de distribucion de una v.a. es la funcion
F(z):R — [0,1], definida como

F(z)=P(X < xz).

La funcion de distribucion cumple las siguientes propiedades:
a. lim, 4o F(x) =1.
b. lim,_,_o F(z) =0.
c. Sizy <z, entonces F(x;) < F(xz).
d. F(z) es continua por la derecha, esto es, F'(z+) = F(x).

Proposicion 2.25. Sea F(z) : R — [0, 1] una funcién de distribucién. Entonces
existe un espacio de probabilidad (£2,.%#,P) y una variable aleatoria X cuya
distribucion es F'(z).

Proposicion 2.26. Sea X una v.a. con funcion de distribucion F(x). Para
cualesquiera nameros reales a < b se tiene que

1. P(X <a)=F(a—).
2. P

(
(
3. Pla< X <b)=F(
4. P@<X<by=F()—F
5. Pla< X <b)=F(
(

6. P(a < X <b)=F(b-) — F(a—).

Proposicion 2.27. Toda funcién de distribucién tiene, a lo méas, un nimero
numerable de discontinuidades.

El tener una funcién de distribuciéon permite caracterizar o clasificar a una
v.a. Como se menciond antes, una variable aleatoria es una funcién que asocia
un ndamero real, perfectamente definido, a cada punto muestral, y a veces las
v.a. estan ya implicitas en los puntos muestrales. Si estas variables aleatorias
estén definidas sobre espacios muestrales discretos (con namero finito o infinito
numerable de elementos), se llaman variables aleatorias discretas y si es sobre
espacios muestrales continuos (con nimero infinito no numerable de elementos)
se llaman variables aleatorias continuas.

Definicién 2.28 (Variable aleatoria discreta). La v.a. X se llama discreta su su
correspondiente funcion de distribucion F'(z) es una funciéon constante por peda-
zos. Sean 1, s, ... los puntos de discontinuidad de F'(x). En cada uno de estos
puntos el tamafio de la discontinuidad es P(X = x;) = F(x; — F(x;—) > 0. A
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la funcién f(x) que indica estos incrementos se le llama funcion de probabilidad
de X y se define asi:

| P(X=2) siz=ux1,20,...
f(z) { 0 en otro caso

La funcion de distribucién se reconstruye de la siguiente manera:

Flz) =Y f(u).

u<z

Definicion 2.29 (Variable aleatoria continua). La v.a. X se llama continua si
su correspondiente funciéon de distribucion es una funcién continua.

A su vez, estas v.a.s se clasifican en absolutamente continuas, singulares y miz-
tas.

- Absolutamente Continua. La v.a. continua X con funcién de distribucion
F(z) se llama absolutamente continua, si existe una funciéon no negativa
e integrable f tal que para cualquier valor de x se cumple

F(z) = /_9; f(u) du.

En tal caso la funcion f(z) se le llama funciéon de densidad de X.

- Singular. La v.a. continua X o su correspondiente distribucion F'(x), se
llama singular si F’(x) = 0 casi seguramente?.

- Miztas. Una v.a. que no es discreta ni continua se lama variable aleatoria
mixta.

Proposicion 2.30. Toda funcion de distrubucion F'(x) se puede escribir como
una combinacion lineal convexa de una funciéon de distribucion discreta F(x)
y otra continua F¢(z), es decir, admite la siguiente representacion

F(z) = aF(z) + (1— a)F*(x),
en donde 0 < o < 1.

Definiciéon 2.31 (Igualdad de Variables Aleatorias). Se dice que dos v.a.s. X
e Y son

a) iguales casi seguramente, y se escribe X =Y c.s., o bien X Y, siose
cumple que P(X = Y) = 1. Mas generalmente, un evento ocurre casi
seguramente si su probabilidad es uno.

. e . d . .

b) iguales en distribucion, y se escribe X = Y, si sus correspondientes fun-
ciones de distribuciéon coinciden, es decir, si Fx(z) = Fy(x) para cada
nimero real z.

28e dice que una propiedad @Q ocurre casi seguramente si el conjunto Qo C Q en donde la
propiedad @ no es valida tiene probabilidad cero, es decir, P(Q¢) = 0.
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Observacion 2.32. La igualdad casi segura es mas fuerte que la igualdad
en distribucion, es decir, si X e Y son iguales casi seguramente, entonces son
iguales en distribucién. Sin embargo, si X e Y tienen la misma distribucién, no
necesariamente son iguales casi seguramente.

A continuacién se exhiben algunas caracteristicas numéricas adociadas a
variables aleatorias. En particular, la definicion de esperanza y varianza, y de
manera general, los momentos de una variable aleatoria.

La esperanza de una v.a. es un nimero que representa el promedio ponderado
de sus posibles valores, también se le conoce con el nombre de media, valor
esperado, valor prmedio 6 valor medio, y en general, se le denota con la letra pu.

Definicion 2.33.

Esperanza. Sea X con funcion de distribucion F(z). La esperanza de X, se denota
por E(X), se define como el nimero

o0
E(X) :/ xdF(x),
— 00
cuando esta integral sea absolutamente convergente, es decir, cuando
o0
/ |z] dF(x) < oo,
— o0
y en tal caso se dice que X es integrable, o que tiene esperanza finita.

En Teoria de la medida se define la esperanza de una variable aleatoria o
funcion medible X mediante la integral de Lebesgue, y se denota por:

| Xw)ape).

Para el caso en que se desea calcular esperanzas de funciones g(X) de v.a. puede
aplicarse directamente la definicion de esperanza, pero para ello se requiere
encontrar primero la distribucion de g(X), lo cual puede no ser facil en muchos
casos. El siguiente teorema establece una forma muy conveniente de calcular
la esperanza de g(X), sin conocer la distribucion, pero suponiendo conocida la
distribucién de X.

Proposicion 2.34 (Esperanza de una funciéon de una v.a.). Sea X con funcion
de distribucion Fx(x), y sea g : R — R una funcién Borel medible tal que g(X)
tiene esperanza finita, entonces:

men:/wm@wauy

— 00

Estas son algunas de las propiedades de la esperanza:
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Proposicion 2.35 (Propiedades de Esperanza). Sean X e Y con esperanza
finita y sea ¢ una constante. Entonces:

1. E(c) =c.

2. E(cX) =cE(X).

3. Si X >0, entonces E(X) > 0.

4. Si X <Y, entonces E(X) < E(Y).
5. B(X +Y) = E(Y)+E®Y).

Definicién 2.36 (Varianza). La varianza de una v.a. X, denotada por Var(X),
se define como la siguiente esperanza, si ésta existe:

Var(X) = E(X — (X))?

Proposicion 2.37 (Propiedades de la Varianza). Sean X e Y con varianza
finita, y sea ¢ una constante. Entonces:

X +¢) = Var(X).

o o w
5
=]

En general, Var(X +Y) # Var(X)+Var(Y).

Los momentos de una variable aleatoria son nimeros que representan algunas
caracteristicas de la distribuciéon de probabilidad asociada. Bajo ciertas condi-
ciones el conjunto de momentos determinan de manera tnica a la distribucion
de probabilidad.

Definicién 2.38 (Momentos). Sea X una v.a. con esperanza f y sea m un
niumero natural. Cuando existe, el nimero

1. E(X™) es el n-ésimo momento de X.

2. E|X|" es el n-ésimo momento absoluto de X.

3. E[(X — p)™] es el n-ésimo momento central de X.

4. E|X — pu|" es el n-ésimo momento central absoluto de X.

5. E[X(X —1)...(X —n+1)] es el n-ésimo momento factorial de X.
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Observacion 2.39. Al determinar las probaiblidades de algunas variables aleato-
rias discretas y continuas, es coman hacer uso de ciertas aproximaciones medi-
ante otras distribuciones para facilitar los calculos. Asi, se pueden aproximar
las probabilidades de una binomial, mediante una Poisson, bajo cierto tipo de
supuestos, y aproximar a la Binomial y Poisson a partir de la distribuciéon Nor-
mal.

1. En muchas aplicaciones se trabaja con experimentos Bernoulli, en donde
n es suficientemente grande y p relativamente pequena, donde A = np
es de magnitud considerable. En estos casos, es conveniente aproximar la
Binomial(z;n,p) a través de la distribucion Poisson:

Binomial(x; n, p) = Poisson(z; \).

2. La aproximacion Normal a la Binomial, es conocida como el Teorema
de DeMoivre-Laplace y establece que si npg es suficientemente grande y
q = 1 — p, entonces

Binomial(x; n, p) &= Normal(z; np, npq).

3. La aproximaciéon Normal a la distribucién Poisson, establece que si A > 0
es suficientemente grande, entonces

Poisson(z; A) & Normal(z; A, \).

2.2. Probabilidad Borrosa

Las nociones de un evento y su probabilidad constituye el concepto funda-

mental de la Teoria de Probabilidad. Como ya se ha definido, un evento es una
coleccion especifica de puntos en el espacio muestra. En contraste, en la experi-
encia diaria, frecuentemente se encuentran situaciones en las cuales un “evento”
dado no esta bien definido y pareciera no estar completamente delimitado. Por
ejemplo, los eventos definidos como “es un dia calido”, “x es aproximadamente
igual a 5”7, “Se deja caer una moneda 20 veces y se observan muchas mds aguilas
que soles”, son difusos por la impresicion del significado de las palabras re-
saltadas.
Usando el concepto de conjunto borroso, las nociones de un evento y su proba-
bilidad pueden ser extendidos a eventos borrosos como los ejemplos anteriores.
Dicha extensiéon puede ampliar considerablemente el &mbito de aplicabilidad de
la teoria de la probabilidad, sobre todo en aquellos &mbitos en los que borrosi-
dad es un fenémeno generalizado.

2.2.1. Evento Borroso

Se asume, por simplicidad, que €2 es un espacio Euclideano R", y el espacio
de probabilidad estas dado por la tripleta (R™, <7, P), donde & es la o-algebra
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de conjuntos de Borel en R™ y P una medida de probabilidad sobre R™. Un
punto en R™ es denotado por z.
Sea A € &7, entonces, la probabilidad de A puede ser expresada como

P(A) = /A P

0 equivalentemente

PUA) = [ pateydp

= E(ua)

donde p4 denota la funcion indicadora de A (pa(x) = 001) y E(pa) es la
esperanza de j14. Y es en la tdltima ecuacion donde puede facilmente ser exten-
dido al concepto de evento borroso mediante el uso del concepto de conjunto
borroso.

Especificamente, dado un conjunto A en R™ se puede definir a través de la
funcion de pertenencia s : R® — [0,1] el conjunto borroso A. Esta funcion
identifica a cada x en R™ su “grado de pertenencia”, juz(z). en A.

Definicién 2.40 (Evento Borroso). Sea (R",., P) un espacio de probabilidad
en el cual & es la o-algebra de conjuntos de Borel en R™ y P una medida
de probabilidad sobre R™. Entonces, un evento borroso en R™ es un conjunto
borroso A en R™ cuya funcion de pertenencia, p1 3 : R™ — [0, 1] es Borel medible.

Definicién 2.41 (Probabilidad de un Evento Borroso). La probabilidad de un
evento borroso A esté definida por la integral de Lebesgue-Stieltjes

P = [ zla)ap

(1)

donde P es la funcion de probabilidad. Ahora bien, si el conjunto referencial €2
es discreto, y se expresa con p(zx) a la probabilidad de un elemento x, entonces:

P(A) = Y pz(@)p(e)
Q

y si es continuo:
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Las definiciones de evento borroso y su probabilidad constituyen una base
para la generalizacion dentro del marco de la teoria de conjuntos borrosos.Los
siguientes resultados de operaciones con conjuntos borrosos fueron explicados
previamente en el Capitulo 1 y se retoman para definir la probabilidad en dichos
conjuntos:

Recordatorio 2.42 (Operaciones con Conjuntos Borrosos).

1. Contencién. A C B < pi(x) <pg(r) V.

2. Igualdad. A= B < pi(z) =pg(x) Va.

3. Complemento El complemento de A se determina por

pge(w) =1—pz(x) Vo
4. Unién La unién A U B se obtiene como
paop(@) = max {pz(z), ng(@)} V.
5. Interseccién La interseccion A N B esta dada por

ping(r) =min{pz(2), nz(2)} Vo

6. Producto El producto AB se obtiene de

Ahora algunas identidades derivadas directamente de la ecuacion (1):
Proposicion 2.43.

1. P@)=0

2. P(A°) =1— P(A)

3. Ac B= P(A) < P(B).

4. P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB).

5. P(A® B) = P(A) + P(B) — P(AB).

Definiciéon 2.44 (Conjuntos Borrosos de Borel). Un conjunto borroso A se
llama Conjunto Borroso de Borel si todos sus conjuntos de nivel para 0 < o <1
son conjuntos de Borel.

44



A partir de que la funcion de pertenencia de un evento borroso sea medible,

se sigue que todo lo asociado a conjuntos de nivel con un evento borroso son
conjuntos de Borel y por tanto, un evento borroso es un conjunto borroso de
Borel.
También es bien sabido que si p7 y pg son Borel medibles, también lo son
mzix{ug,,ué} , min{ug,,ué},,ug + Up, Y BIHE- Esto mismo es valido, de
manera més general, para cualquier colecciéon infinita de funciones de Borel
medibles. Consecuentemente se puede afirmar que, tal como los conjuntos de
Borel, los conjuntos borrosos de Borel también forman una o-algebra con re-
specto a las operaciones de complemento, unién e intersecciéon. También cabe
destacar que los conjuntos borrosos cumplen la ley distributiva

(AUB)NC =(AuC)n(BUCQ).
pero no necesariamente se cumple lo siguiente:
(A® B)C = AC @ BC.
Empleando el principio de inducciéon y haciendo uso de las igualdades vistas

anteriormente, se obtiene las siguientes identidades para conjuntos borrosos,
similar a la de conjuntos crisp:

NG

P(JA) =Y PA) - Y PANA) +... 4+ (-)"P(n:Ay)
=1 7 1,7
P ®...0A) =Y PA) -3 PAA) +...+ (-1)"P(4, ... 4,)

2.2.2. Probabilidad Borrosa

Es ya sabido, que la Teoria de Probabilidad se encarga de modelar eventos

aleatorios o bien, sucesos en los que se encuentra involucrada cierta incertidum-
bre con respecto a su resultado. Tales resultados se ven afectados de alguna
manera ya sea por la casualidad (o azar) e incluso por la opinion particular de
un experto que analice los posibles resultados.
La probabilidad clasica entonces, se refiere a la ocurrencia de ciertos eventos bi-
en definidos dentro de un conjunto dado de posibilidades, mientras que la teoria
de conjuntos borrosos trata conceptos poco claros, midiendo asf el “grado” con el
que se cumple cierto concepto o evento. La aplicaciéon que tienen ambas teorias
constituye en fusiéon, una herramienta de uso més amplio en el calculo de prob-
abilidades como lo dijeron Dubois y Prade [1994]:

“Los conjuntos difusos y la Probabilidad son dos herramientas complementarias
(no contrarias) y existen sistemas que utilizan ambas herramientas...”

Tanto en este capitulo como en el siguiente, adoptaremos la notacion de
(a/b/c) para describir un ntimero triangular, en lugar de la notaciéon (a, b, c) y
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(a/b, ¢/d) para los nameros borrosos trapezoidales en lugar de (a, b, ¢,d), ala que
nos referimos con anterioridad. Sera de utilidad también calcular los a—cortes
de una probabilidad borrosa, la cual podra resolverse como un problema de
optimizacion. Dicho problema consistird en determinar el maximo y el minimo
de una funcién f(pi,...,pn) sujeta a ciertas restricciones. En esencia se con-
sideraran dos tipos de problemas de optimizacion, los cuales se describen en la
observacion (3.15).

Consideremos primeramente a un conjunto finito X = {zy,...,z,} y P

una medida de probabilidad definida en el conjunto potencia de X, tal que
n

P{z;}) =a;, 1 <i<nya; €(0,1) donde > a; = 1. En la practica se re-
quiere que todos los valores de a; se conozcan zcoln exactitud. En algunos casos
éstos valores son estimados o son dados por expertos. Sin embargo, es usual que
al menos uno de los valores a; sea desconocido y en este caso podemos modelar
la incertidumbre del o los valores desconocidos a través de niimeros borrosos.
Si algunos valores se conocen exactamente, recordemos que podemos escribirlos
como niimeros borrosos, ya que los nimeros crisp son un caso particular de los
numeros borrosos.

Debido a la posible incertidumbre en los valores a;, sustituiremos dicho val-
or por el numero borroso @;, obteniendo en X una distribucion de probabilidad
borrosa, en este caso discreta (finita). Escribiremos entonces P para la proba-
bilidad difusa de P y de este modo P({x;}) = a;, con @; € (0,1).

Es importante observar la diferencia entre la probabilidad borrosa que aca-
bamos de definir y la Definicion 2.41. Segtn la Definicion 2.41 tenemos un
espacio de probabilidad (2,47, P) y un evento borroso A al cual le calculamos
su probabilidad de manera natural P(A), segin la ecuacién (1). En este caso
P(A) € [0,1] es un ntimero crisp. Por otro lado, dado un espacio de probailidad
(Q, o7, P), consideramos la probabilidad borrosa P de un evento crisp A € <.
En este caso P(A) es un nimero borroso.

Habiendo explicado lo anterior y enfatizando en que los temas siguientes es-
tan relacionados con la probabilidad borrosa, procedemos a desarrollarla. Sea A
un subconjunto crisp de X, es decir, A C X. Dado un espacio de probabilidad,
sabemos cémo calcular P(A), sin embargo requerimos conocer P(A). Para ello
recurrimos a la aritmética borrosa, la cual describimos en el Capitulo 1. Hemos
mencionado que puede existir incertidumbre acerca de los valores a;, sin embar-
go sabemos con seguridad contamos con distribucién de probabilidad discreta.
Esto es, para a; € a;[a] se tiene que ay + --- + a,, = 1. Esta es la premisa
para desarrollar la probabilidad difusa, la cual se basa en la aritmética bor-
rosa restringida. Supongamos que A = {z1,..., 2}, para 1 < k < n, entonces
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definimos

k
P(A)a] = {Za : s}, (2)

n
para 0 < @ < 1y donde S se refiere a aquellos “a; € a;[a] tal que > a; =1, con
i=1
1 < i< n.” A esto nos referimos con aritmética difusa restringida? Notemos que
primeramente escogemos una medida de probabilidad discreta a través de los
a—cortes antes de calcular la probabilidad P en la ecuacién (2). Notemos ademés
que P(A)[a] no es la suma de los intervalos® @;[a], 1 < i < k. Recordemos
que los a—cortes de un ntimero borroso, caracterizan a dicho ntmero, por lo
que debemos demostrar que P(A)[a] son precisamente los a—cortes del niimero
borroso P(A). Antes de esto requerimos algunas definiciones.

Definamos
S:{(xl,...@n): xi>072xi=1}. (3)
i=1

y también definamos a
Dom[a] = (Hﬁi[a]) NS, 0<a<l. (4)
i=1
Ahora definimos a una funcion f : Dom[a] — R definida por

k
f(al,...,an):Zai, (a1,...,an) € Dom|a]. (5)

Notemos que f es continua y como Dom|a] es cerrado, conexo y acotado, en-
tonces el rango de f es un intervalo cerrado y acotado en los reales. Definimos
asi

Lla] = f(Dom[a]), 0<a<1. (6)

Ahora, de la ecuacion (2), tenemos que
P(A)[a] =T[a], VO<a<l. (7)

Por lo tanto P(A) es un ntimero borroso ya que estd normalizado, es decir,
P(A)[1] # 0. De estas definiciones tenemos lo siguiente:

Proposicion 2.45 (Propiedades). Sea X un conjuntoy A, B C X.
1. Si AN B = (), entonces P(A) + P(B) > P(AU B).

2.8 A c By P(A)a] = [pa, (), pay(a)] vy P(B)la] = [pe, (), pu, (a)],
entonces pg, (o) < pp,(a) parai=1,2y 0 < a < 1.

3La suma de intervalos se calcula a partir de la aritmética de intervalos vistos en las
Operaciones con Numeros Borrosos de la seccién 1.2.2.
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3. 0< P(A) <1, V A.En particular, P(§) =0y P(X) = 1, donde el cero
Yy uno son nimeros crisp.
4. P(A) + P(A°) > 1.
5. Si AN B # (), entonces P(AU B) < P(A) + P(B) — P(AN B).
Notese como los simbolos < y > en la Proposicion 2.45 se refieren a C y D
respectivamente. Se hard uso de esta notaciéon en lo subsecuente por facilidad
y para mantener cierta analogia con la probabilidad clasica. Demostracion:

Los incisos 2) y 3) son claramente ciertos. Notemos que el inciso 4) se sigue
directamente de los incisos 1) y 3). Por lo tanto, basta demostrar los incisos 1)

y 5).
1. Basta demostrar que
(P(A) + f(B)) [a] = P(A)[a] + P(B)[a] D P(AUB)[a], V a.
Supongamos por simplicidad que A = {z1,...,zx} v B = {z¢,...,Tm}
para 1 < k < ¢ <m < n, donde X = {z1,...,2,}. Nuevamente, sea S
la proposicion de aquellos “a; € @;[a] tal que i a; =1, conl<i<n

i=1
Entonces debemos demostrar segun la ecuaciéon (2) que:

{Zai:S}—&—{iai:S}D{Zai—kiai:S}. (8)
i=1 i=t i=1 i=t

Sea r = s+t un elemento del lado derecho de la ecuacion (8), donde
s=a1+---+a,yt=ay+- -+ an,. Entonces s pertenece al primer
miembro y ¢ al segundo miembro del lado izquierdo de la ecuacion (8),
obteniendo lo la contencion deseada.

5. Con la misma notacion que en la demostracion del inciso anterior, debemos
demostrar que

P(A)[a] + P(B)la] — P(AN B)[a] > P(AU B)[a]

0 equivalentemente

[ () () o

Sea r un elemento del lado derecho de la ecuacion (9). Entonces se puede
escribirar comor =s+t—u,donde s=a;+---+ax, t=ar+---+anm
v u = ap+ ---+ ag. De esto, obtenemos que r estéa en el lado izquierdo de
la ecuacion (9).

Con el siguiente Ejemplo exhibimos que no necesariamente se obtienen igual-
dades en los incisos 1) y 5) de la Proposicion 2.45.
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Ejemplo 2.46. Sean n = 5, A = {x1, 22}, B = {x4,25} v a; = 0.2 para
1=1,...,5. Supongamos que todas las probabilidades son desconocidas excep-
to az. Entonces suponemos que a1 = ag = a4 = a5(0.19/0.2/0.21) y a3 = 0. 2.
Entonces P(A)[0] = [0.38,0.42] dado que p; = p» = 0.19 y p; = py = 0.21
son factibles. Ademas determinamos P(B)[0] = [0.38,0.42], de donde el lado
derecho de la ecuacion (8) para o = 0 es el intervalo [0. 76, 0. 84]. Sin embargo,
P(AUB)[0] = [0.8,0.8]. Por lo tanto, para A y B disjuntos, podemos tener que

P(AU B)[a] es un subconjunto propio de P(A)[a] + P(B)[a].

Sea ahora n =6, A = {z1,22,23} y B = {x3,24, 25}, donde a; = 0.1 para i =
1,...,5y ag = 0.5. Asumamos que todas las probabilidad son inciertas y susti-
tuyamos a; = (0.05/0.1/0.15) para i = 1,...,5 y ag = (0.25/0.5/0.75). De

esto obtenemos que P(AUB)[0] = [0.25,0.75], P(A)[0] = P(B)[0] = [0.15,0. 45]
y P(AN B)[0] = [0.05,0.15]. De la aritmética de intervalos tenemos que

[0.25,0.75] # [0.15,0.45] + [0.15,0. 45] — [0.05,0. 15] = [0.15,0.85]  (10)

Por lo tanto P(AUB)[a] puede ser un subconjunto propio de P(A)[a]+P(B)[a]—
P(AN B)[a).

Maés aun, es posible obtener P(A)[a]+P(B)[a] = P(AUB)[a] cuando ANB = ).
Sea X = {1‘1,1?2,.133}, A= {Il}, B = {xg} donde 51 = 53 = (03/033/036) y
Gz = (0.28/0.34/0.40). Entonces P(A) = a; y P(B) = a3, de donde P(AUB) =
(0.6/0.66/0.72). Los a—cortes de P(AU B) son

P(AUB)[a] ={a1 +ay: S} (11)

Haciendo a;[a] = [ai, (@), ai, (a)], para i = 1,2, 3, podemos evaluar la ecuacion
(11) usando los puntos extremos de los a—cortes ya que para toda «, existe
ag € azla] tal que aq, () + az + ag, (o) = 1 y para cada «, existe a}, € az[a] tal
que aq,(a) + ah + as,(a) = 1. Entonces

P(AU B)[a] = [a1, (@) + a3, (), a1, () + a3, ()] (12)
de donde P(A U B) = (0.6/0.66/0.72).

Hasta ahora hemos trabajado con distribuciones de probabilidad difusas fini-
tas. En este sentido determinaremos la media y varianza de dichas distribu-
ciones.

Definicion 2.47. Dada una distribuciéon de probabilidad borrosa finita, la me-
dia o esperanza borrosa definida por sus a—cortes esta dada por

fla) = {Z xia; S} (13)

n
donde donde S se refiere a aquellos “a; € a;[a] tal que >~ a; =1,con 1 <i<n.
i=1
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Definicion 2.48. Dada una distribucién de probabilidad borrosa finita, la var-
ianza borrosa definida a partir de sus a—cortes esta dada por

[a] = {Zm — ) s} (14)

i=1

En este caso, tanto fi y 62 son ntimeros borrosos, ya que fifa] y 5[] son
intervalos, cerrados y acotados, para toda 0 < a < 1. Esto se sigue de manera
similar a lo expuesto previamente en la explicacion de P(A)[a].

Ejemplo 2.49. Sea X = {0,1,2,3,4} con ay = a4 = 1—16, a1 = az =
y ay = %. Entonces, 4 = 2 y 02 = 1. Si hay incertidumbre sélo en a; y
as, sustituyamos éstos por a; y as respectivamente. Supongamos ademés que
a; = az = (0.2/0.25/0. 3). Primero calculemos fi[«]. Usando los valores numéri-
cos de x;,ag,az2, ag y a1 € a1]a] con a3 = 0.5 — ay en ag tal que la suma de los
a; sea uno. Entonces la formula para la media crisp es p = f1(a1) = 2.5—2ay, la
cual solo de pende de a;. Observamos que 9f;/0a; < 0. Esto nos permite calcu-
lar los extremos del intervalo fi[«], obteniendo asf ii[a] = [1.9+0. 1, 2. 1-0. 1¢],
es decir, i = (1.9/2/2.1) es un ntmero triangular. Dado que a;[a] = [0.2 4+
0.05¢, 0.3 — 0.05a], utilizamos 0.3 — 0. 05« para obtener 1.9 + 0. la. y usamos
0.2 + 0. 05« para obtener 2.1 — 0. la.

Hacemos algo similar con la férmula crisp para ¢? y deducimos que o2 =
fa(ar) = 0.75 + 2a; — 4a?, para a; € a1[a). Si 62[a] = [03(a),035()] deter-
minamos de fa(a1) que o?(a) = f2(0.2 + 0.05q), pero o3(a) = 1, ¥V a. Por
lo que los a—cortes de la varianza borrosa son [0.99 + 0.02a — 0.01a?, 1] para
0<a<l.

N

Notemos que pueden ser complicados los cilculos de los intervalos P(A)[a]
en la ecuacion (2), ila] en la ecuacion (13) y o2 en la ecuacion (14). Lo que
realmente requerimos es determinar los puntos extremos de dichos intervalos, los
cuales pueden verse como un problema de optimizacién no-lineal. Por ejemplo,
para 2[a] tendriamos

o?(a) = min {Z(mz — 1)%a; : S} (15)

i=1

n
o2(a) = méx {Z(xi — u)a; : s} (16)
i=1
n n
donde S es la proposicion “a; € @;la],1 <i<n,u= > x;a;y Y. a; = 1. Para
i=1 i=1
estimar o2(a) es posible hacer uso de algoritmos genéticos o evolucionarios para
ciertos valores de a.
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2.2.3. Probabilidad Condicional Borrosa

Sea A = {x1,...,2}, B={x4,...,zm} paral <L <k <m < n tal que
AN B # (). Entonces se puede definir la probabilidad condicional borrosa de A
dado B, denotada por P(A|B), como:

k
P(A|B) = {i‘zfai :s} (17)
2

En esta definiciéon el numerador, es la suma de las a; en la interseccion de A y B;
mientras que el denominador es la suma de las a; en B. Otra posible definiciéon
puede ser

PAB) = LANB) (1;4(;;3 )

La definicién de la ecuacion (18) parece muy natural, sin embargo, al estar
involucrada la aritmética de nameros difusos, puede salir del intervalo [0, 1]
como se muestra en el Ejemplo 2.50.

Solo la definicion dada por la ecuacion (17) produce siempre una probabilidad
borrosa en [0, 1] y por tanto, seré la utilizada de aqui en adelante.

(18)

Ejemplo 2.50. Sean A = {z1,22} y B = {x2,23} con n = 4 donde todas
las a; son inciertas y proponemos a; = (0.1/0.2/0.3), a2 = (0.2/0.3/0.4),
as = (0/0.1/0.2) y ay = (0.3/0.4/0.5). Haciendo uso de la definicién segin la
ecuacion (18) obtendriamos el namero borroso [(0.2/0.3/0.4)]/[(0.2/0.4/0.6)]
cuyo o = O—corte es el intervalo [1/3,2], lo cual no define una probabilidad.

Por otro lado, haciendo uso de la definicion dada en la ecuacion (17) reque-
rimos evaluar

— ao
P(A|B) = : S 19
(s = { - s (19)
para « € [0,1]. Definamos f(az,a3) = a;f%. Notemos que 9f/das > 0y
0f /0as < 0. Esto nos permite encontrar los puntos extremos que definen los

a—cortes de la probabilidad condicional borrosa, obteniendo asi

P(A|B)[o] = [0.5+0.250,1—0.250], VO0<a<l (20)

Sean a;[a] = [ai, (@), ai, ()] para i =1,...,4. Observemos que ag, () y as, ()
son factibles; donde también ag,(a) y as,(«) son factibles. De este modo ob-
tuvimos el extremo izquierdo del intervalo de la ecuacion (20) como sigue: 1)
sustituimos el extremo izquierdo del intervalo as[a] el cual es 0.2+ 0. 1« por ag
y 2) sustituimos el extremo derecho del intervalo ag[a] el cual es 0.2 — 0. 1l por
as. Similarmente, para obtener el extremo derecho del intervalo de la ecuacion
(20): 1) se sustituyo el extremo derecho del intervalo as[a] por as y 2) se reem-
plazo el extremo izquierdo del intervalo as[a] por as. Finalmente obtenemos
que
P(A|B) =(0.5/0.75/1),

es decir P(A|B), un ntiimero borroso triangular.
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A continuacién se presentan sus propiedades béasicas de la Definicion de
probabilidad condicional borrosa dada por la ecuacion (17).

Proposicion 2.51 (Propiedades Basicas).
1. 0< P(A|B) < 1.
2. P = (B|B) = 1,uno crisp.
3. P(A; U As|B) < P(A1|B) + P(A3|B),si A1 N Ay = 0.
4. P(A|B) =1, uno crisp, si BC 4;y
5. P(A|B) = 0, cero crisp, si BN A = ().

Demostracion: Los incisos 1), 2) y 4) se siguen directamente de la ecuacion
(17). Ahora, si definimos el valor de una suma vacia como cero en la ecuacién
(17) entonces se cumple el inciso 5). Faltaria demostrar el inciso 3). Entonces
nos basta probar que

P(A; U Ay|B)[a] € P(A1|B)[a] + P(A2|B)lal, ¥ a € [0,1].

Fijemos a y sea # € P(A; U A3|B)[a]. Entonces z = “£* donde r es la suma
de todos los a; para los que z; € A; N B; s es la suma de los a; para los
n

x; € AyN Byt es la suma de los a; para los z; € B. Como la suma > a; =1
i=1

para a; € a[a] entonces r/t € P(A1|B)[a] y s/t € P(Ay|B)[a]. Por lo tanto

2.2.4. Independencia Borrosa

Se dice que dos eventos A y B son fuertemente independientes si:
P(AIB)=P(A) 'y  P(B|A)=P(B).

No obstante, la igualdad en las ecuaciones anteriores a veces son dificiles de
cumplir, ya que se tiene una definicién méas debil de independencia, que enuncia
que A y B son débilmente independientes si:

PAB)]=PAI] vy  P(B|A)=P(B)[].

En la version de independencia débil, inicamente se requiere la igualdad para el
nicleo (donde los valores de la funcion de pertenencia son iguales a uno) de los
numeros borrosos. Claramente, si dos eventos son fuertemente independientes,
son débilmente independientes.

Existe también la definicion de independencia entre dos eventos A y B,
que establece que tales sucesos son independientes si: P(AN B) = P(A)P(B),
pero debido a la multiplicaciéon borrosa, este supuesto es dificil de sostener, de
manera general. De este modo se adopta la primera como definiciéon formal de

independencia borrosa.
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Ejemplo 2.52. Sean n = 4, a; = (0.2/0.25/0. ) Vi, A= {r1,22} y B =
{x9, 73} . Entonces P(A) = (0.4/0.5/0.6) = P(B). Para determinar a P(A|B)
necesitamos calcular

a2

P(A|B)a] = { s} Va (21)

az + as
Como en el Ejemplo 2.50, obtenemos que P(A|B) = (0.4/0.5/0.6) = P(B).
Analogamente tenemos que P(B|A) = (0.4/0.5/0.6) = P(B), por lo que A y
B son fuertemente independientes.

Para exhibir que la segunda definicién de independencia no se cumple por
lo general, tenemos que P(A N B) = ay = (0.2/0.25/0.3). Pero P(A)P(B) ~
(0.16/0.25/0. 36), una aproximacion a un ntimero borroso triangular. Aun cuan-
do P(A|B), P(A) y P(B) son ntimeros borrosos triangulares, P(A)P(B) no es
un nimero triangular.

Habiendo establececido las propiedades basicas de independencia borrosa,
recordardemos las mencionadas en la teoria de probabilidad clasica. Se sabe que
si Ay B son independientes, lo son también Ay B¢, A°y B;y A°y B¢. Notemos
que en el Ejemplo 2.52, A y B son fuertemente independientes; también lo son
Ay B¢, asi como Ay B,y también A¢y B¢. Sin embargo, este resultado puede
no ser cierto para independencia fuerte y probabilidad borrosas como lo muestra
el siguiente Ejemplo.

Ejemplo 2.53. Sea n = 4 con a; = (0.2/0.25/0.30) para i = 1,2,3 y a4 =
(0.1/0.25/0.4) donde A = {z1,22} y B = {z2,23}. De manera similar que
en el Ejemplo 2.52 obtenemos que A y B son fuertemente independientes. Sin
embargo A y B¢ no lo son, es decir, P(A|B¢) # P(A). Sabemos que P(A) =
(0.4/0.5/0.6). Para encontrar los a—cortes de P(A|B¢) requerimos calcular

{al‘jiM :s} (22)

Notemos que en la ecuacion (22) la fraccion es una funcion creciente para a; y
decreciente para a4. Por lo que obtenemos

0.2+ 0.05a 0.3 —0.05c

PAIB)A = | 55010 0.4+0. 1l

, Vael01] (23)

Por lo tanto P(A|B¢) = (0.33/0.5/0.75), de donde A y B¢ no son fuertemente
independientes.

2.2.5. Teorema de Bayes

Sea A;, 1 <4 < m y una particion de X = {x1,...,2,}. Tal que las A; son
no vacias y mutuamente disjuntas, y su unién es X.
Supodngase que no se conoce la probabilidad de A;, pero se conoce su probabil-
idad condicional dado cierto estado de la naturaleza. Sean tales estados de la
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naturaleza, el conjunto finito de eventos posibles denotado por S = {S1,..., Sk}
sobre los cuales no se tiene control. Entonces se tiene que:

Aif — P(AZ|Sk)

pral<:i<myl<k<K.

Si el estado operativo de la naturaleza es Sk, a;; proporciona las probabili-
dades de los eventos A;. Pero no se conocen las probabildades de los estados
de la naturaleza, una posible solucién seria solicitar la ayuda de un grupo de
expertos para que den sus estimaciones para ay = P(S) 1 < k < K (también
llamada distribucion inicial a priori sobre los estados de la naturaleza), y a
partir de estas estimaciones construir probabilidades borrosas ay.

Utilizando la férmula de Bayes, y probabilidades crisp para los estados de la
naturaleza tenemos:

P(A;[Sk)P(Sk)

POHA) = Sk 0 s p(sn)

para 1 <k < K.
La ar; = P(Skl4;), 1 < k < K, es la distribucidn final sobre los estados de
la naturaleza.

Este resultado puede ser aplicado, usando las a;; y la distribucion inicial ay
para clacular P(A;) de la siguiente manera:

K
P(A;) =) P(A;|Sk)P(S})
k=1

para 1 <14 < m, es decir, la férmula de probabilidad total
Si se retinen algunos datos y se observa que evento A; ocurri6, se actualiza

la distribucioén inicial a la final y se obtienen mejores estimaciones de las prob-
abilidades para A;, de esta manera:

K
P(A;) = P(Ai|Sk)P(Sk|A;),
k=1
para 1 <1 < m.

Sustituyendo aj para ai, 1 < k < K, y suponiendo que se observa que ha
ocurrido el evento A;; los a-cortes de la distribucion final son:

P = (Sil4))lo] = § -8

K
> ajkak
k=1

9
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para 1 < k < K, donde S es el estado “a;, € axla], 1 <k < K, Zle a, = 1"
Para encontrar los a-cortes, suponiendo K = 3, k = 2 se tiene:
4202
f(a17a27a3) = 3]7
> ajka
k=1

Entonces 0f/0ay < 0,0f/0as >0y 0f/das < 0.

Sea aila] = [ap1 (@), axe(a)] para k = 1,2,3. Si aia(a) + az1(@) + ase(a) =
1y a11(a) + azz(@) + as1(a) = 1 se tiene el punto final izquierdo (derecho) del
intervalo para el a-corte, al sustituir

aiz(a), azi(a),asz(a), (a1 (@), az(a), asi(a))

por a1, as, az respectivamente.

Una vez que se tiene la distribucién de probabilidad borrosa posterior, se puede
actualizar la probabilidad borrosa para A;.

Existe un metodo alternativo para calcular la regla de Bayes borrosa, y esto
es mediante la sustitucion de los niimeros borrosos P(Sy) = ay en la ecuacién
crisp, y calcular el resultado. No obstante, puede darse el caso de que el resul-
tado arroje un nimero borroso pero que salga del intervalo [0, 1].

2.2.6. Aplicaciones

Se presentan aplicaciones de probabilidad borrosa, probabilidad condicional
y la féormula de Bayes.

Aplicaciéon 2.54 (Tipos de Sangre). Existen cuatro tipos de sangre basicos:
A, B, AB y O. Cierta ciudad tendra un control de los tipos de sangre y desean
saber, si seleccionan una persona aleatoriamente, del grupo de posibles donantes
de sangre, jcudl es la probabilidad de que esa persona no tenga tipo de sangre
O7?. El tipo O es el grupo de donantes de sangre universal. Se lleva a cabo
una muestra aleatoria de 1000 personas del grupo de donantes de sangre y
determinan los siguientes puntos estimados:

1. po =0.33 33%, tienen tipo de sangre A

2. pp =0.23 23%, son tipo de sangre B

3. pap =0.35 35%, tienen tipo de sangre AB

4. po =0.09 9%, pertenecen al tipo de sangre O

Dado que estos puntos estimados estan basados en una muestra aleatoria, se
sustituirdn tales valores con ntimeros borrosos. Sean

1. po = (0.3/0.33/0.36)
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2. By = (0.2/0.23/0.26)
3. Py = (0.32/0.35/0.38)
4. po = (0.06/0.09/0.12)

Después, sea P(O¢) la probabilidad borrosa de que un donante no tenga tipo
de sangre O. Dada la aritmética de los nameros borrosos y las propiedades de
la probabilidad borrosa, tal probabilidad no puede estar dada por 1 — P(O). Sin
embargo, pueden encontrarse los a-cortes de esta probabilidad difusa como:

P(O%)[a] = {pa + pb + Pab : S}

donde S denota la sentencia“p, € p,[a], pp € Polal, pab € Dabla], Po € Dola], pat
Pb + Pab + Do = 1”. Definamos ﬁw [a] = [pwl(a)ﬂpw2 (a)] para w = a, bu ab> 0.

Sea P(O%)[a] = [on1(a), on2(a)]. Serfa practico sustituir pa1(a) + pp1() +
Dap1 (@) POT pa + Py + Pap €n la ecuacion utilizada para encontrar los a-cortes,
y asi obtener 0,1 (), pero este conjunto de p; no es factible. Y esto es porque
Da1(0) + pp1(0) 4+ pap1(0) = 0.82 y éste no es un valor de p, € p,[0], que hace la
suma igual a 1.

No obstante pueden utilizarse métodos numéricos para obtener los a-cortes,
calculando P(O°)[a] = [0.88 4+ 0.03«0.94 — 0.03¢]:

o H P(O%]a]

0 | [0.88,0.94]
0.2 || [0.886, 0.934]
0.4 || [0.892, 0.928]
0.6 || [0.898, 0.922]
0.8 || [0.904, 0.916]
1.0 0.91

Es decir, es un nimero borroso triangular (0.88/0.91/0.94), como lo muestra
la siguiente figura:
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14
0.9 -
0.8
0.7 4
0.6 4
0.5 4
0.4 4
0.3 4
0.2 4
0.1+

P +-r&¥——r—
0.88 0.89 0.9 0.91 0.92 0.93 0.94

Probabilidad borrosa en la aplicaciéon tipos de sangre.

Aplicaciéon 2.55. Es importante tener una prueba precisa para el virus del
VIH. Suponga que se tiene una prueba, llamada 7 y se desea ver precisamente,
coémo es que se predice que una persona tiene el virus del VIH. Sea A; el evento
de que una persona esté infectada con el virus del VIH y A, el evento de que
una persona no esté infectada. Ademas, sea By el evento de que la prueba 7 sea
“positiva’” indicando que la persona tiene el virus, y sea el conjunto Bs el even-
to de que la prueba 7" dé resultado “negativo”, o que la persona no tenga el virus.

Se quiere encontrar la probabilidad condicional de A; dado By o bien P(A;|By).
Para estimar esta probabilidad se reunen algunos datos. De una poblacion
grande, de la poblaciéon “en riesgo” se toma una muestra aleatoria para cal-
cular las probabilidades p1; = P(A; N By), pi2 = P(A1 N Bs), po1 = P(A2N
B1), y paa = P(A2 N By). Suponiendo que se obtienen las estimaciones py; =
0.095, p12 = 0.005, p2; = 0.045, poy = 0.855.

Ahora, para mostrar la incertidumbre en estos puntos estimados los puntos p;;
se sustituyen con ntmeros borrosos. Sean p1; = (0.092/0.095/0.098), pi2 =
(0.002/0.005/0.008), p21 = (0.042/0.045/0.048), P22 = (0.825/0.855/0. 885).

La probabilidad borrosa que se quiere es P(A;|B;) cuyos a-cortes son:

-5 P11
P(A{|By)|a] =¢———:S;,
(ArlBy)lo] {Pn + p21 }
para todo «, donde S es “p;; € pijla], 1 < 4,5 <2y pi1+...+pp=1"

Sea H(p11,p21) = p“pjr;m . Se determina que H es una funcion creciente de p11 y

funcién decreciente de pa1. Por tanto, si P(A1|Bi)[a] = [Pe(a), Pu(a)] entonces

Py = H(pi11(), p212(v)),
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y
Py(a) = H(p112(a), pa11(a)),

donde P;; = [pij1(c), pija(a)], para 1 <i,j < 2.
Las ecuaciones anteriores son correctas porque:

1. para todo « existen valores de pi2 € Di2[a] y paa € pazfal, tales que
puii(@) + pai2(a) + prz + pa2 = 1y,

2. para todo « existen valores de p1a € pia[a] y p22 € Pazla], tales que
priz(@) + pari(a) + pra +p2 =1

La siguiente grafica es la probabilidad borrosa P(A|B1), la cual es un niimero

borroso triangular (2% /-2 / 2%) para P(A1|By).

El siguiente Ejemplo es una aplicaciéon que muestra c6mo una probabilidad
borrosa P(A;) cambia de difusa inicial a difusa final.

Aplicacién 2.56 (Bayes difusa). Consideremos unicamente dos estados de
la naturaleza S; y S con probabilidades borrosas iniciales p; = P(S;) =
(0.3/0.4/0.5) y pa = P(S2) = (0.5/0.6/0.7). Ademés existen sélo dos even-
tos Ay y As en la particion de X con probabilidades condicionales conocidas
p11 = P(A1]S1) = 0.2, pa1 = P(A2|S1) = 0.8, p1a = P(A1|S2) = 0.7, y pao =
P(A3]S2) =0.3.

Primero, se encuentra la probabilidad difusa P(A;) utilizando la probabilidad
inicial borrosa. Cuyos «a-cortes son:

P(A1)[e] = {(0.2)p1 + (0.7)p2 : S}

donde S es “p; € pilal,1 < i < 2, yp; +pay = 1.7 Posteriormente, al eval-
uar la ecuacién anterior, se obtiene el ntimero borroso triangular P(A;) =
(0.41/0.50/0. 59).

Ahora, suponiendo que se tiene informaciéon de que el evento “A;” ocurrira, se
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necesita obtener P(S1|A;) y P(S2|A1) de la formula de Bayes vista en la seccion
2.2.5. Primero se calcula:

- (0.2)py
P(S1]Ar)[e] = {(0.2)191 +(0.7)pa |S}
' P(Sz]A1)a] = { > Dpe s}
24N =020 + (0. T)pa

donde S es “p; € pila], 1 < i <2,y p; +p2 = 1.” Ambos a-cortes pueden
encontrarse facilmente. Sea p;[a] = [pi1 (), piz()], para i = 1,2. Entonces,

_ B 0.2p11 () 0.2p12(a)

P(Sl |A1)[O¢] - |:0 2p11(a) + 0. Tpag (Oz) 0. 2p12 (CV) +0. 7p21(0[):|
y

— . 0. 7p21(0£) 0. 7P22(a)

P(52|A1)[a] - |:0 2p12(Oé) + 0. 7p21(a) ’ 0. 2p11(0[) + 0. 7p22(oz):|

para todo . Y entonces, se tiene

— 0.06 +0.02a¢ 0.10 — 0.02«x
P(S1|A1)[a] = [ } ,

0.55 — 0.05a” 0.45 + 0. 05«

— 0.354+0.07 0.49 — 0.07«x

P(S:]A = .
(S2l4)le] [0.45+0.05a’ 0.55—0.0505}

Ahora, se debe calcular P(A;) usando la probabilidad final borrosa, cuyos a-

cortes son:

(0-2)P(S1|A1)[0] + (0. 7) P(S2|A1)[o].

2.2.7. Variable Borroso Aleatoria

Las variables borroso aleatorias analizan cémo trasponer y generalizar las
variables aleatorias y los conceptos que de tal instrumento se derivan, al caso
en que las realizaciones de la misma sean subconjuntos borrosos en R.

Una variable borroso aleatoria se construye reaizando la siguiente aplicacion
sobre €, que es la coleccidon de sucesos sobre los cuéles se ha definido una ley de
probabilidad:

X:Q— F(R)

reN— A,

donde F(R) es el conjunto de nimeros borrosos y A, es el nimero borroso
asociado al suceso w, es decir:

Aw ={(@ 114 )} = {Aw = [A1u(a), As(@)] : 0<a <1}
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3. Aplicacion de Numeros Borrosos a Variables
Borroso Aleatorias

En este capitulo trabajaremos con las variables borroso aleatorias mas usuales.
La idea central se sigue de los que hemos expuesto acerca de la probabilidad
borrosa: buscamos sustituir los pardmetros de algunas variables aleatorias por
ntimeros borrosos. Dentro del caso discreto abordaremos las variables borroso
aleatorias Binomial* y Poisson y para el caso continuo la Normal, Uniforme y
Exponencial negativa. Ademas consideraremos algunas de sus aplicaciones. Aqui
también abordaremos por vez primera variables aleatorias cuyas con valores en
conjuntos que no son finitos, sino numerables (como en el caso de la Poisson) e
incluso infinitas no numerables (como en las continuas). Esta extension es im-
portante e involucra al segundo tipo de problema de optimizacién mencionado
en la seccion (2.2.2) y que esta definido en el Problema 3.20 de la observacion
(3.15).

3.1. Variables Borroso Aleatorias Discretas
3.1.1. Binomial Difusa

Sea X = {x1,x2,...,2,} ¥y sea E un subconjunto propio y no vacio de X.
Se tiene un experimento donde el resultado es considerado “un éxito” si el punto
muestral z; obtenido pertenece a E. De otro modo, el resultado es considerado
“un fracaso”.
Sea P(E) = p tal que P(E°) = ¢ =1 —p. P(E) es la probabilidad de éxito y
P(E®) es la probabilidad de fracaso. Se asume que 0 < p < 1.

Supongase que se tienen “m” repeticiones independientes de este experimen-
to. Si P(r) es la probabilidad de r éxitos en los m experimentos, entonces

Py = (")

r

para r = 0,1,2,...,m, es decir, tenemos una distribucién binomial. En estos
experimentos se sume que P(E) no es conocida con precisioén y necesita ser es-
timada, o bien, obtenida con base en la opiniéon de un experto. Asi que el valor
de p es incierto y sutituido por el ntimero borroso p 'y ¢ por ¢, tal que existe una
p€DP[l] yuna g € g[1] con p+q=1.

Ahora sea P(r) la probabilidad borrosa de r éxitos en m intentos independientes
del experimentos. Bajo el algebra borrosa se obtiene

Polal = { (M) s (2)

4Un caso particular es la variable borroso aleatoria Bernoulli, cuando n = 1.
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para 0 < « < 1, donde ahora S es la sentencia “p € pla], ¢ € qla], p+q = 17
Noétese que P(r ) no es (")p"q™~". Si P(r)[a] = [Pr1(), Pr2(c)], entonces

Pata) = min { (") s 5} (25)
Pro(a) = mix { <T) P s} (26)

Ejemplo 3.1. Sean p = 0.4y ¢ = 1—p con m = 3. Suponiendo que p y ¢
son inciertos proponemos p = (0.3/0.4/0.5) parapy ¢ = (0.5/0.6/0.7) para q.
Ahora, calculemos el nimero borroso P(2). Si p € pla], entonces ¢ = 1—p € gla].
Usando las ecuaciones (25) y (26) se tiene que:

Pyi(a) =min{3p°¢: S}, y Pua(e)=méx{3p°¢:S}.
Como d(3p*(1 — p))/dp > 0 en p[0], obtenemos
P(2)[a] = [3(p1())*(1 = pi(a)), 3(p2(a))*(1 = p2(a))],
donde pla] = [pi (), p2(a)] = [0.3 + 0. 1a,0.5 — 0. 1a].

Los a—cortes de la media y varianza de una binomial difusa se calculan
segn las ecuaciones (13) y (14) respectivamente. En el caso crisp, sabemos
que i = mp y 0> = mpq. Pareceria natural afirmar entonces que i = mp y

% = mpq, sin embargo se tiene que i < mp y 2 < mpq. Tenemos que

filo] = {;(T)prqmr s (27)
lo cual se simplifica por
file] = {mp : S} (28)

Sea s € pa], entonces s = mp para p € pla), ¢ € qla] y p+ ¢ = 1. Por
lo tanto s € mpla], es decir, i < mp. Para demostrar que puede ocurrir
que i # mp considérese p = (0.2/0.3/0.4) y ¢ = (0.65/0.7/0.75). Entonces
[0] = m[0.25,0.35] pero mp[0] = m[0.2,0.4]. Si ¢ = 1 — p, entonces se tiene
L= mp.

Para demostrar que 52 < mpq notemos primeramente que
52[a] = {mpq : S} (29)

Entonces si s € 62, entonces s € mpla]q[al. Esto demuestra que 5% < mpq. Para
demostrar que puede no darse la igualdad proponemos p'y ¢ como antes, es decir,
p=1(0.2/0.3/0.4) y ¢ = (0.65/0.7/0.75). Entonces mp[0]g[0] = m][0.13,0.30],
pero ¢2[0] = m[(0.25)(0.75), (0. 35)(0.65)] = m[0. 1875, 0. 2275].

61



Ejemplo 3.2. Podemos encontrar explicitamente los a—cortes de 52 si § = 1—p.
Sean p = (0.4/0.6/0.8) y ¢ = (0.2/0.4/0.6). Entonces de la ecuaciéon (29)
tenemos que

%[a] = {mp(1 — p) : p € pla]} (30)
Sea h(p) = mp(1 — p). Notese que h(p) es decreciente en [0,0. 5], su maximo es
m0.25 en p = 0.5 y es decreciente en [0.5, 1]. Entonces, el valor de la ecuacion
(30) depende de si p = 0. 5 pertenece al a—corte de p. Sea pla] = [p1 (@), p2(a)] =
[0.4+0.2q,0.8 —0.2a]. De donde p = 0.5 pertenece al a—corte de p sélo para
0 < <0.5. Entonces

[h(p2(e)),0.25m]  si0<a<0.5
7o) = (31)
[h(p2(a)), h(pi(e))] si0.5<a<1

3.1.2. Poisson Difusa

Sea X una variable aleatoria que tiene la funcion de masa de probabilidd
Poisson. Si P(x) establece la probabilidad de que X = x, entonces

AT exp (—A
Plz) = 2P (=)
!
parax = 0,1,2,3,...,y pardmetros A > 0. Ahora se sustituye el niimero borroso

A > 0 por A para producir la funcién de masa de probabilidad Poisson difusa o

borrosa. El conjunto P(x) es la probabilidad borrosa de que X = x. Luego, se

enuentran los a-cortes del nimero difuso como

A% exp (=)
x!

P(z)]o] = { DA€ X[a}} , Y aelo1] (32)

El valor de la ecuacion (32) depende de la relacion de x con X[O] Sea

_ ATexp(—A)

h(X) .

, parazxy A> 0 fijos.

Se tiene que, h(A) en una funcion creciente de A para A < z, el valor maximo
de h(X) se da cuando A = x, y A(\) es una funcién decreciente de A para A > .

Sea A[a] = [A1(a), A2(@)], para 0 < o < 1. Entonces se tiene que:
1. Si A2(0) < z, entonces P(z)[a] = [h(A1()), h(X2())]
2. Si z < A(0), entonces P(x)[a] = [h(A2(a)), h(A1 ()]
El otro caso, es decir, donde z € A[0], se aborda en el siguiente Ejemplo.

Ejemplo 3.3. Sea z =6y X = (3/5/7). Como puede observarse z € [3,7] =
A0]. Se determina Xa] = [3 + 20,7 — 2a]. Se define P(6)[a] = [p1(a), pa(a)].
Para determinar los a-cortes de P(6) se debe resolver las siguientes ecuaciones:

p1(@) = min {h(A) Ae X[a]}

62



p2(a) = max {h(/\) tA€E X[a]}
De tales ecuaciones se obtiene:
[A(3 + 2a), h(6)] si0<a<0.5
(6)a] =
[h(3+2a),h(7T—2a)] si0.b<a<1

La grafica de P(6) es la siguiente:

0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

Probabilidad Borrosa de P(6)
Consideremos otro Ejemplo que involucre la Poisson difusa.

Ejemplo 3.4. Seix = (8/9/10) y sea P(P)([3,00)) la probabilidad borrosa de
que X > 3,y sea P([3,00))[a] = [¢1(a), g2(a)]. Entonces para toda « :

min{l— ih(A):AeX[a]} sii=1
@) = - (33)
méx{l— f: h(A):AeX[a]} sii=2

2
Sea k(A\) =1— > h(\). Entonces dk/dA > 0 para A > 0. Por lo que podemos
=0

xr
evaluar las ecuaciones (33) y obtener

P([3,00))[a] = [k(A1(a)), k(Az(a))]-
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Para concluir con la Poisson borrosa, calculemos la media borrosa y varianza
borrosa de la Poisson difusa. Segin la ecuacion (13), los a—cortes de la media
borrosa son

MM:{fiMQ%AEHM}
=0
= {/\ tAE X[a]}

Por lo que pt = )\, es decir, la media difusa de la Poisson borrosa, no es mas que
el namero borroso A que proviene de la media crisp de la Poisson.
La varianza difusa o2 se puede obtener mediante los a—cortes como

o0

2] = { Z(x —1)?h(A) s A€ Na], p= )\}
:{kAGXM}

ya que la varianza de la Poisson crisp es A. Por lo tanto o2 = \.

3.1.3. Ejemplos

Los siguientes ejemplos y aplicaciones, ilustan de manera mas concreta algu-
nas aplicaciones de las variables borroso aleatorias discretas, vistas en los incisos
anteriores:

1. Se usa la Poisson difusa para aproximar valores de la Binomial difusa.

2. Aplicacion de la Binomial difusa para calcula las probabilidades borrosas
de sobreventa®.

3. El uso de la Poisson difusa para estimar la prontitud de respuesta de un
equipo a ataques teroristas.

Aplicacién 3.5 (Aproximacion Poisson difusa a Binomial difusa). Sea X una
variable aleatoria con funcién de masa de probabilidad Binomial(n,p). De la
teoria de probabilidad crisp se sabe que si n es suficientemente grande y p es
pequena, se puede usar la Poisson para aproximar valores de la Binomial.
Para enteros no negativos a y b, 0 < a < b, sea P([a,b]) la probabilidad de que
a < X <b. Entonces usando la binomial se tiene,

Pl =3 (M), g=1-p

r=a
Usando la Poisson, con A = np, podemos calcular

b

P(la.b) =Y

r=a

A exp(—A)
x!

5En inglés el término es “overbooking.”
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Ahora, cambiando al caso difuso, sea p pequena, lo cual significa que todas las
p € p|0] son suficientemente pequenas.

Sea P([a,b]) la probabilidad borrosa de que a < X < b. Para simplificar la
notacion sea Py, = P([a,b])[a] usando la binomial difusa. Ademas el conjunto
P, = P([a,b])[e] usando la aprosimacion Poisson borrosa. Entonces

b

Py = {Z (Z)pwq"” i pe 13[04]}7

Tr=a

b

?pa:{z)ﬁ%p!(—)\): )\Enﬂa}}

En la ecuaciéon de Py, se usa un modelo ligeramente diferente al de la binomial
difusa P([a,b]) dada en la ecuacion (24) el cual es similar, pero no exactamente
igual a ¢ =1 — p. Asi se puede concluir que Ppo = Ppq Vo

Esta aproximacion es interpretada de la siguiente manera:

i) dado 2 € Py, existe y € Py, tal que 2z =y
ii) dado y € P, existe z € Py, tal que y = 2.

Ademas z = y y y = z se interpretan como en probabilidad crisp. Para verificar

_ b
i) basta tomar z € Py, de donde z = Y p*(1 — p)"~* para alguna p € plal.
r=a

AT

e;A, de donde z = y. Analogamente

x

b

Para esta psea A =npyseay = Y.
r=a

para el inciso ii) concluimos que y = z.

A continuacion se presenta un Ejemplo que involucra lo visto en la Aplicacion
3.5.

Ejemplo 3.6. Sea n = 100 y p = 0.02. Proponemos a p = (0.01/0.02/0.03)
y hacemos a = 0 y b = 3, de donde usando la Binomial difusa tenemos que
Pyo = P([0,3])[a] y recurriendo a la aproximacion de la Poisson borrosa ten-

emos que P, = P([0,3])[a]. Realizando algunos célculos con distintos valores
de « para determinar Py, y Ppo tenemos la siguiente Tabla:

| P |  Ppa |
0 | [0-647,0.982] | [0.647,0.981]
0.2 || [0.693,0.967] | [0.692,0.966]
0.4 || [0.737,0.948] | [0.736,0.946]
0.6 || [0.780,0.923] | [0.779,0.921]
0.8 || [0.821,0.893] | [0.819,0.891]
1.0 0.859 0.857
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Tabla del Ejemplo 3.6.
Aproximaciéon Poisson difusa a Binomial difusa.

Aplicaciéon 3.7 (Binomial difusa para calcular las probabilidades borrosas de
sobreventa). Las compafiias aéreas manejan una politica de seguridad en la
venta de boletos del 95 % de la capacidad total de los aeroplanos. La informacion
historica de ventas de las aerolineas, indica que s6lo el 85 % de los boletos
vendidos son utilizados en realidad. Queremos encontrar la probabilidad de que
si se vende el 100 % de la capacidad de las aeronaves, no haya suficientes lugares
disponibles.

Este problema se puede resolver mediante un modelo binomial con p = 0. 85.
Como el parametro p ha sido estimado con informacién histérica, proponemos
el namero borroso p = (0.75/0.85/0.95) para p y modelar asi el problema con
una Binomial borrosa. Sea Py la probabilidad difusa de tener sobreventa en un
areoplano con capacidad de 120 pasajeros®. Entonces los a—cortes estan dados

por
120

Pola] = { > (1i0)p“(1 —-p)* T ipe 17}-

=115

Haciendo F(p) = 1225) (12%)p®(1 — p)*?°=® para p € p[0], observamos que F' es
creciente en el intemrv:lf) p[0]. Con algunos valores seleccionados de o obtenemos
que:

o | Po |

0 | [0.9(10)77,0.4415]
0.5 || [0.5(10)75,0.0160]
1.0 || [0.00014,0.00014]

Aplicaciéon 3.8 (Prontitud de respuesta de un equipo contra ataques teroris-
tas). Supongamos que el gobierno de Estados Unidos esta planeando un equipo
de respuesta rapida contra ataques terroristas al continente americano. Se nece-
sita calcular la probabilidad de ataques multiples en un dia para ver si necesitan
uno o varios equipos. Supongamos que estiman que el promedio de ataques ter-
roristas por dia es aproximadamente de A = 0. 008 o equivalentemente 3 al ano
empezando en 2003.

Usando la funcion de masa de probabilidad Poisson, se puede encontrar la prob-
abilidad de que el namero de ataques en un dia es 0, 1, o al menos 2.

El valor de A fue estimado por un grupo de expertos y es muy impreciso. A partir
de ahora se usara el numero borroso trapezoidal A = (0.005/0.007,0.009/0.011)
para \. Sea P,, la probabilidad difusa de 2 o mas ataques por dia, para saber
si son necesarios varios equipos de respuesta rapida contra ataques terroristas.

SEn este caso, el limite de seguridad en la venta de boletos es de 114.
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Los a-cortes de esta probabilidad difusa son:

-

Pm:{l—zl:/we;p:)\eﬂa]}

=0

1
y=1- 3 %. Al encontrar que dv/d\ > 0,

=0
2 (@

)]. Por lo que se tiene que:

para 0 < a < 1. Sea v(A
entonces A[a] = [A(a), A
Prla] = [v(Ai(a)), v(Ae(a))]

La grafica de P,, es la siguiente:

0.8 A

0.6 A

0.4 A

0.2 A

10+

Gréfica de la Aplicacion 3.8

3.2. Variables Borroso Aleatorias Continuas

En esta seccién se exponen algunas de las variables borroso aleatorias con-
tinuas mas usuales en Probabilidad, tales como la variable aleatoria Normal,
Uniforme y Exponencial Negativa difusas.

En cada uno de los casos primero se examina la forma en que se utilizan, para
calcular las probabilidades borrosa y luego se encuentran su media y varianza
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borrosas, siempre sustituyendo ntimeros borrosos como pardmetros en las fun-
ciones de densidad, para producir funciones de densidad borrosas. Cabe destacar
que la obtencién de las densidades difusas continuas, consiste en resolver el se-
gundo tipo de problema de optimizacion dada por la ecuacion (71) y sujeto a
las condiciones de la ecuacion (72) que se encuentran la observacion (3.15).

3.2.1. Uniforme Difusa
La densidad uniforme U(a,b), a < b estd dada por y = f(x;a,b) =1/(b—a)

para a < x < by f(z;a,b) = 0 en otro caso. Ahora vamos a considerar U(a, b)
para nimeros difusos @y b. Si a[l] = [a1,as] y b[1] = [b1,bo] se asume que
a € [a1,a5),b € [by,bo], tal que @y (b) representa la incertidumbre en a y b
respectivamente. Ahora, usando la densidad uniforme difusa se puede calcular
la probabilidad borrosa de obtener un valor en el intervalo [, d]. Tal probabilidad
se denota como P([c,d)).

Hay incertidumbre en los puntos finales de la densidad uniforme, pero no hay
ninguna incertidumbre en el hecho de que se tiene una densidad uniforme. Lo
que esto significa es que dado algin s € afa] y t € bla], s < t, se tiene una
uniforme crisp U(s,t), es decir, f(z;s,t) = 1/(t — s) sobre [s,t] y cero en otro
caso, para todo 0 < a < 1. Esto permite encontrar probabilidades difusas.

Sea L(c,d; s, t) la longitud del intervalo [s,t] U [c, d]. Entonces

P(le,d)[o] = {L(c, d;s,t)/(t—s) : s € dlal, t € bla], s < t}, Vael0,1] (34)

La ecuacion anterior define los a-cortes y juntando esos a-cortes se obtiene el
conjunto borroso P([e, d]). Para encontrar un a-corte de PJc, d] se debe encontrar
primero la probabilidad de obtener un valor en el intervalo [c,d] para cada

densidad uniforme U(s,t) para todo s € afa], y para todo ¢ € b[a], con s < t.

Ejemplo 3.9. Seana = (0/1/2),b = (3/4,5) y [¢,d] = [1,4]. Ahora, P([c, d])[o] =
[p1 (), p2()] es un intervalo cuyos puntos extremos son funciones que dependen
de . Entonces p;(a) es el valor minimo de la expresion del lado derecho de la
ecuacion (34) y pa(«) el méaximo valor, es decir,

mfn{L(1,4;s,t)/(t —s):seda),te E[a]} sii=1
pi(@) = (35)
mzix{L(Lél;s,t)/(t —s):s€alal,te b[a]} sii=2
Es claro ver que pa(a) =1, V a. Para encontrar el minimo debemos considerar
cuatro casos, tomando en cuenta que a[a] = [a,2 —a] y bla] = [3+ «,5 — o] :
l.a<s<ly3+a<t<4
2. a<s<1lyd<t<bh—a

3.1<s<2—ay3+a<t<4
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4. 1<s<2—ayd<t<bh—a«

Analizando estos cuatro casos concluimos que el minimo es igual a 3/(5 — 2a).
Por lo tanto, los a—cortes de P([1,4]) son [3/(5 — 2a),1] y su grafica es la
siguiente:

0.8 4
0.6 4
0.4 4

0.2 4

T T T
0.6 0.7 0.g 0.9 1

Grafica del Ejemplo 3.9

Ahora queremos encontrar la media y varianza de U(E,Z). Entonces las
a—cortes de la media i estan dados por

t ~
ﬁ[a]:{/ tfsdx:se'd[a},teb[a],s<t}, Y a. (36)
Cada integral de la ecuacion (36) es igual a (s + t)/2, por lo que al asumir que
al0] = [s1,82] ¥ b[0] = [t1, 2] con sy < 1 tenemos que
_a+b
p=— (37)

Si la varianza de U(a, b) es 52, sus a—cortes estdn dados por la ecuacién

52[04]—{/:dezsea[a],teg[a],u—S;rt,s<t} (38)

para toda «. Cada integral de la ecuacion (38) es igual a (¢ — s)?/12. Por lo

tanto, o2 = (b —@)%/12.
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3.2.2. Normal Difusa

La densidad normal N(u,o?) tiene funcion f(z;u,02), x € R, con media
p y varianza o2. Entonces se considera la normal difusa N (f,o2) por ntimeros
borrosos /i y 2 > 0. Ahora, se desea calcular la probabilidad borrosa de obtener
un valor en el intervalo [c, d], esta probabilidad se escribe como P([c,d]). Este
resultado se extiende a P(E) para otros subconjuntos de R. Para o € [0, 1], p €
pla) y o € 3%[al, sea 21 = (c — p) /oy 29 = (d — p)/o, entonces:

P([c,d])[a]:{/zzf(;v;&l)dx:ueﬁ[a],az652[04]}7 Vo<a<l (39)

Con esta ecuacion obtenemos los a-cortes de P([c,d]). Ademas, f(z;0,1) rep-
resenta la densidad de la normal estdndar con media cero y varianza uno. Sea
P([e,d))[a] = [p1(a),p2(a)]. Entonces el minimo (méximo) de la expresiéon en
el lado derecho de la ecuacion es py(a) (p2(e)). En general, sera dificil encon-
trar esos minimos (maximos) y puede utilizarse para ello algoritmos genéticos
o algin método numérico. Sin embargo, en los ejemplos que consideraremos en
la seccién 3.2.4 se muestra como en algunos casos, pueden calcularse facilmente
€sos a-cortes.

3.2.3. Exponencial Negativa Difusa

La exponencial negativa ExpNeg()\) tiene densidad f(x;A) = Aexp(—Ax)
para z > 0y f(xz;A) = 0 en otro caso, donde A > 0. La media y varianza de la

exponencial negativa son 1/\ y 1/A? respectivamente. Ahora se considera EM(\)
con el niimero borroso A > 0. Ahora hay que encontrar la probabilidad difusa de
obtener un valor en el intervalo [¢, d], ¢ > 0. Dicha probabilidad se escribe como
P([e,d]). Y esto se extiende para otros subconjuntos E de R, P(E); se calcula:

d ~
P([e,d)[a] = {/ dexp(—Az)dz : A € /\[a]} Vo (40)
Sea P([e,d])[a] = [p1(a), p2(a)], entonces

min { fcd Aexp(—Az)dz : X € X[a]} sii=1
pi(a) = B (41)
max { fcd Aexp(=Az)dz : X € )\[oc]} sii=2

para 0 < a < 1. Sea
d
h(X\) = exp(—cA) — exp(—d\) = / Aexp(—Az)dz,

de donde se puede ver que h es una funcion creciente de A para 0 < A < \*; y
es una funcién decreciente de A para \* < A. Encontramos que

_In(c/d)

A= .
d—rc
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Supongamos que X > \*. De tal manera que puede encontrarse P([c,d]). Sea
Ma] = [M(a), A2(@)]. Entonces

pi(e) = h(Xa(@)) vy p2(a) = h(Ai(a))
Cuando c=1,d =4y A= (1/3/5), los a—cortes de P([1,4]) estén dados por

P([1,4)[a] = 20+ 1,5 — 2a], 0< o < 1.

La siguiente grafica muestra ésta probabilidad:

0.8
0.6 4
0.4

0.2+

Grafica de la Exponencial Negativa Difusa de P([1,4]) con X = (1/3/5).

Ahora se encontraran la media y varianza difusa de ExpNeg()). Si i denota
la media, sus a-cortes estdn dados como:

o= {/000 xdexp(—Az)dr : X € X[a]} (42)

para todo «. Sin embargo, cada integral en la ecuacion (42) es igual a 1/\. Por
consiguiente i = 1/ y la varianza borrosa o2 estard dada entonces por 1/\2.

3.2.4. Ejemplos

Para concluir este capitulo se mostraran ejemplos y aplicaciones de las vari-
ables aleatorias uniforme, normal y exponencial negativa difusas.
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Ejemplo 3.10 (Uniforme Difusa). Consideremos la siguiente situacion: Los
clientes llegan a comprar aleatoriamente a cierta hora en una tienda. Dado
que un cliente lleg6 durante un periodo determinado de tiempo de 7" minutos,
sea X el tiempo dentro de los 7" minutos en que el cliente llegd. Si asumimos
que la funcion de densidad de probabilidad para X es U(0,T'), encontremos la
probabilidad P(4 < X <9).

Como T' no es conocido de manera exacta, pero se estima que aproximadamente
es 10, se usarda T = (8/10/12) para T. Entonces P(4 < X < 9) se vuelve una
probabilidad difusa P([4,9]), cuyos a-cortes son calculados de acuerdo a las
siguientes ecuaciones:

P([4,9))[a] = {% S te[8+20,12-2]}, si0<a<05

— 5
P([4,9])[a] = {Z e84 20,12 — Qa]}, si0.5<a<l.
De esto se obtiene

B [5/(12 — 2a),5/9] si0<a<0.5
P([4,9])[a] = (43)
[5/(12 — 2a),5/(8 + 2a)] si0.5<a <1

Graficamente, esta probabilidad difusa es la siguiente:

0.8
0.6 4
0.4 4

0.2 1

0.42 0,44 0.46 0.48 0.50 0.5z 0.54 0.56

Grafica del Ejemplo 3.10
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Aplicacién 3.11 (Aproximacion Normal difusa a Binomial difusa). Consider-
emos nuevamente una distribucion binomial difusa, y tratemos de aproximar la
probabilidad borrosa de un evento dado mediante la normal difusa. Cambiare-
mos ligeramente la binomial difusa vista en la ecuacion (24) en la seccion 3.1.1,
al considerar g =1—p:

Polel = { (") a-pm v} va (44)
Si P(r)[a] = [Pr1(a), Pra(a)] entonces

ml'n{(:'f)pr(l —p)m T ipe ;B[a]} sii=1
Pi(a) = (45)
méx{(T)pr(l—p)m_T :peﬂa]} sig =2

Retomando el Ejemplo 3.1, si p = 0.4 pero incierta y m = 3, entonces pro-
ponemos p = (0.3/0.4/0.5). Supongamos que queremos calcular P(2). En-
tonces, al sustituir en la ecuacion (45) tenemos:

min{?)pz(l—p):peﬂa]} sii=1
Pri(a) = (46)
méx{3p2(1—p):p€ﬂoz}} sii=2

Dado que d[3p?(1 — p)]/dp > 0 en p[0] obtenemos que

P(2)[a] = [3pT(a)(1 = p1(a)), 3p3(a) (1 = p2())],

donde &fa] = [0.3 + 0.1c,0.5 + —0.1a] En este caso, al utilizar ¢ = 1 — p
obtenemos que g = mp. La idea de reescribir lo que habiamos obtenido en el
Ejemplo 3.1 es mostrar que haciendo el cambio ¢ = 1 — p los calculos para la
binomial difusa cambian.

Si consideramos ahora Bin(100;p) y queremos determinar la probabilidad
borrosa de obtener de 40 a 60 éxitos, debemos calcular:

60

PQMJMth:{§:<??5p%1—pfmi:péﬁm& (47)

=40

para cada «. Tratemos de aproximar esta probabilidad mediante la normal di-
fusa. Sea f(z;0,1) la densidad de la normal estandar, entonces

Pmammﬂz{/hﬂmanm:ueﬁm,#eaﬂ,v@ (48)

donde z; = (39.5 — u)/o y z2 = (60.5 — u)/o y fi, 32 son la media y varianza
difusas de la binomial borrosa. Supongamos que p = 0. 6 por lo que proponemos
p = (0.5/0.6/0.7). Para que una aproximaciéon normal para la binomial sea
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satisfactoria, la literatura usualmente propone que mp > 5y m(l —p) > 5.
Por analogia, afirmaremos que para que la aproximacion normal difusa a una
binomial difusa sea lo suficientemente cercana, supondremos que mp > 5y
m(l —p) > 5, lo cual se cumple en nuestro ejemplo. Veamos ahora que la
ecuacion (48) es una buena aproximacién de P([40,60]). Para un valor fijo de
a € (0, 1] escogemos py € pla] y definimos

60

100\ | B
w=3 (")sb oy

1=40

con w € P([40,60]). Para realizar la aproximacién deseada, requerimos la media
y varianza borrosas de la binomial difusa. Tenemos que . = mp y para calcular
&2, procedemos como en el Ejemplo 3.2 y obtenemos

7%[a] = [h(p2(e)), h(p1 ()],

donde h(p) = 100p(1 — p) y pla] = [p1(@),p2(a)] = [0.5 + 0.1a,0.7 — 0. 1a].
Finalmente
72[a] = [21 + 4a — a?,25 — o),

por lo que los a—cortes para & es la raiz cuadrada de los a—cortes de 2.
Haciendo pp = 100pg en 100p[a] y sea o € oa], entonces

w R /Z2 f(x;0,1)dx, (49)

donde z1 = (39.5 — o) /00 ¥ 22 = (60.5 — 1g)/0o. Graficando la funcion
60
100\ .
H(p)=>_ ( A )p (1—p)t°
=40

para p € [0.5,0.7] y notando que es una funcion decreciente en este interva-
lo, podemos calcular los a—cortes. Para calcular algunos valores de la normal
difusa, se recurri6 al método gréafico para obtener:

a | P(40,60]))[] | Aproximacion Normal Difusa

0 | [0.0210,0.9648] [0.0191,0.9780]
0.2 || [0.0558,0.9500] [0.0539,0.9621]
0.4 || [0.1235,0.9025] [0.1228,0.9139]
0.6 || [0.2316,0.8170] [0.2329,0.8254]
0.8 || [0.3759,0.6921] [0.3786,0.6967]
1.0 || [0.5379,0.5379] [0.5406,0.5406]

Asi, bajo supuestos razonables, la normal difusa puede aproximarse a la binomial

difusa.




Aplicacién 3.12 (Aproximacion Normal difusa a Poisson Difusa). De la dis-
tribucién Poisson difusa, vista en la seccion 3.1.2, quisieramos aproximarla a
través de una Normal difusa. Sabemos de la probabilidad crisp, que para A sufi-
cientemente grande, podemos aproximar la Poisson crisp a través de la normal
crisp. Sea A =20 y P((16,21]) la probabilidad de que 16 < X < 21. Entonces

P((16,21]) ~ / F:0, 1)da, (50)

donde z; = (16.50/V\, 22 = (21.5—\)/VA y f(x;0,1) la densidad de una nor-
mal estandar. Hemos usado el hecho de que la media y varianza de la Poisson
crisp son ambas iguales a A en la definicién de z; y 2. El valor de A utilizada
para la ecuacion (50) es de 0.4226 y la aproximacion normal es de 0.4133.

Afirmamos entonces que podemos utilizar la Normal difusa para aproximar
la Poisson difusa. A manera de ejemplo, sean A = (15/20/25) y sea P((16,21])
la probabilidad difusa de que 16 < X < 21, cuyos aw—cortes son

21

P((16,21])[a] = { 3 Ne M al: Ae X[a]}, ael0,1] (51)

=17

Entonces, con z; = (16.5 — A\)/vV Ay 2 = (21.5 — \)/v/A tenemos que

P((16,21])[a] ~ {/ Fla:0.1)de : x € ]} (52)

para toda «. Al igual que en el Ejemplo de la Aplicaciéon 3.11, afirmamos que
la ecuacion anterior es valida y después de realizar algunos célculos para deter-
minar los a—cortes tenemos la siguiente tabla:

« H P((16,21])[a] ‘ Aproximacion Normal Difusa ‘

0 | [0.1868,0.4335] [0.1690,0.4814]
0.2 || [0.2577,0.4335] [0.2356,0.4814]
0.4 || [0.3073,0.4335] [0.2896,0.4814]
0.6 || [0.3546,0.4335] [0.3371,0.4814]
0.8 || [0.3948,0.4335] [0.3804,0.4814]
1.0 || [0.4226,0.4226] [0.4144,0.4814]

Ejemplo 3.13 (Normal Difusa). Originalmente, las cabinas de los jets de guer-
ra en Estados Unidos fueron disenadas solo para varones. Sin embargo, hoy en
dia la fuerza aérea de Estados Unidos reconoce perfectamente que también las
mujeres son buenas como pilotos de estos jets. Asi que se requirieron varios
cambios en las cabinas para mejorarlas y adaptarlas para las nuevas mujeres
pilotos.

El asiento de expulsion en los jets de guerra habia sido didenado para hombres,
cuyo peso oscila entre los 140 y los 200 lbs. Basados en los datos, se podria haber
obtenido el perfil de nuevas mujeres pilotos cuyo peso se encontrara dentro de
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una distribucién normal con media aproximada de 143 lbs. y una desviacion
estandar de 25 lbs., ya que dadas las caracteristicas con que en un inicio fue
disenado el asiento de expulsion, cualquier mujer que pesara menos de 140 Ibs.
o més de 200 lbs., tendria mayor probabilidad de sufrir un accidente si fuera
expulsada por el asiento.

Asi que la fuerza aérea de los Estados Unidos desea saber, dada una mues-
tra aleatoria de n posibles mujeres pilotos, jcual es la probabilidad de que la
media del peso esté entre 140 y 200 1bs.?. Responder estas preguntas es impor-
tante para el posible rediseno de los asientos de expulsion.

La media de 140 lbs., con desviacion estandar de 25 lbs. son estimaciones pun-
tuales y de usar sblo estos niimeros no muestra la incertidumbre de tales estima-
ciones. Por lo que se usaré en su lugar un conjunto de intervalos de confianza para
construir nameros difusos i, para la media y ¢ para la desviacion estandar. Se
asume que fi = (140/143/146) and o = (23/25/27). Supongase que y es la media
de los pesos de la muestra aleatoria de n = 36 posibles mujeres pilotos. Ahora
se quiere calcular la probabilidad borrosa P[140,200] de que 140 < y < 200 con
y teniendo la normal difusa con media ji y desviacion estandar &/v/36. Por lo
tanto, necesitamos calcular los a-cortes,

P[140,200][a] = {/22 F@:0,1)dx : € fila], o € Fla]},

para todo «, donde z; = 6(140 — ) /oy 22 = 6(200 — ) /0. Los a— cortes para
0 < a <1 son los siguientes:

a || P[140,200][0]
0 [ [0.5000,0.9412]
0.2 || [0.5538,0.9169]
0.4 || [0.6083,0.8869]
0.6 | [0.6622,0.8511]
0.8 | [0.7146,0.8100]
1 || [0.7642,0.7642]

La aproximacién de la grafica de esta probabilidad borrosa se muestra en la
siguiente figura:
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Grafica del Ejemplo 3.13

Ejemplo 3.14 (Exponencial Negativa Difusa). La densidad de probabilidad
exponenecial negativa crisp se relaciona con la funcion de masa de probabilidad
de la Poisson, y lo mismo sucede en el caso borroso. Como ejemplo supongamos
que una méquina tiene una unidad de reserva disponible para sustitucién in-
mediata en caso de fallo. Se asume que se producen fallas de éstas maquinas a
una tasa de A por hora.

Sea X una v.a. que cuenta el numero de fallas durante un periodo de T' ho-
ras, suponiendo que X tiene funciéon de masa de probabilidad Poisson y que la
probabilidad X = z denotada por Pr(z), es:

Pr(z) = (A\T)® exp(—AT)/x! (53)

parax =0,1,2,3....

Ahora sea Y la variable aleatoria cuyo valor es el tiempo de espera para la
primera falla y que tiene funcién de densidad de probabilidad exponencial tal
que:

PlY > t] = / Aexp(—Ax)dz,
t

que es la probabilidad de que la primera falla ocurra después de t horas.
Ahora para cambiar a la Poisson difusa sustituimos el valor de A por el niimero
borroso A = (0.07/0.1/0.13) y para denotar la probabilidad de que la primera
falla ocurra después de 10 horas, escribimos P([10,00]). Asi, se tienen los a-
cortes, que son:

P(10,00])fe] = {

Aexp(—Az)dz : A € X[a]}
10
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para todo a. Esos a-cortes de la integral anterior estdn dados por exp(—10))
para A € A[a]. De tal modo que si A[a] = [A1(a), A2(a)], entonces

P[10, o0][a] = [exp(—10A2(c)), exp(—10A1 («))]
y esto es igual a
P10, 00][a] = [exp(—1.3 + 0. 3a), exp(—0.7 — 0. 3a)]

En resumen, si se sustituye A por A en la ecuacion (53), la Poisson borrosa
puede ser usada para encontrar la probabilidad difusa de x fallas en el intervalo
de tiempo T y la exponencial negativa borrosa da los tiempos difusos entre las
fallas sucesivas. Una propiedad importante de la exponencial crisp es su “falta
de memoria”, es decir:

P[Y>t1 +t2|Y>t2]=P[Y>t1] (54>

El intervalo de tiempo restante hasta la proxima falla es independiente del in-
tervalo de tiempo que ha transcurrido desde la ultima falla. Ahora, se muestra
que eso es también valido en el caso de las exponencial negativa borrosa usan-
do la definicién de probabilidad condicional difusa vista en la secciéon 2.2.3 del
capitulo anterior. Usando los a-cortes en la probabilidad condicional difusa del
lado izquierdo de la ecuacion (54) tenemos:

_ {f;:_h Aexp(—Az)dz

PIY > ti+aly > alla] = {2 €]} (59)

para « € [0,1]. Ahora el cociente de la ecuaciéon (55) es igual a exp(—t1\),
entonces:

PIY > t1 + o]V > to][0] = {/OO Xexp(—Az)dz|\ € X[a]},

t1

y esto es igual a P[Y > t][a]. Por lo tanto, la ecuacién (54) mantiene la pro-
piedad de “falta de memoria” para la exponencial negativa difusa.
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Observacion 3.15. En el capitulo 2 y 3 se se trabajaron esencialmente con dos
tipos de problemas, los cuales describiremos brevemente a continuacion.

Problema 3.16. La estructura del primer tipo de problema es el siguiente:

méx/ml'n f(piu' <. apiK) (56)
sujeto a
a; <p; <b;, parai=1,...,n (57)
y
Pt =1 (55)

El conjunto {p;,,...,pi,} C {p1,...,pn}, donde p; € [a;,b;]. En nuestras apli-
caciones, p; representaran probabilidades, los intervalos [a;, b;] serdn a—cortes
de ntimeros borrosos usados como probabilidades borrosas. Entonces, nuestro
problema consiste precisamente en resolver para los a—cortes de probabilidades
borrosas. Si la funcién f es una funcion lineal, por lo general es suficiente utilizar
un método de optimizacion clasico. En caso en que f no sea una funcién lineal,
se recurre por lo general al métodos de calculo o a métodos graficos.

El método grafico se aplica para n = 2 o a veces para n = 3. Primero, sea
n = 2 y supébngase que p, = 1 —p; de tal modo que f sea Gnicamente una
funcion que depende de p;. De este modo el problema de optimizacién se tra-
duce en méx /min f(p;) sujeto a a3 < p; < by. Suponiendo que el método de
célculo no es aplicable, se recurre al método grafico para aproximar los valores
buscados en torno a los puntos extremos de los intervalos con un error previa-
mente determinado. Si n = 3 y suponemos que p3 = 1 — p; — p2. Por ejemplo,
p1 = (0.2/0.4/0.6) = pa y p3 = (0.2/0.6/0.6) satisfacen las restricciones. De-
spués, sustituyendo 1 — ps — p; por p3 obtenemos una funcion f(pi,ps). Asi, el
problema de optimizacion es méx / min f(p1,p2) sujeto a a; < p; < b;, i =1,2
y explorando los puntos extremos o bien, vecindades de éstos se aproxima u
obtiene la solucién para este problema.

Exploremos algunos ejemplos que pueden resolverse con ayuda del céalculo,
pero primero definamos algunos conceptos adicionales. Supongamos que n = 5
y decimos que pi,p2 y ps son factibles. Esto significa que podemos escoger
cualquier p; € p;[a], para i = 1,2,4 y luego encontrar ps € psla] y ps € psla]

5
tal que > p; = 1. Sean p;la] = [pi, (@), pi, ()], i = 1,2,...,5 0 < a <1

i=1
y asumamos que f = f(p1,ps) es una funcion creciente para p; y ps pero

decreciente para py. Usaremos por simplicidad [a;, b;] = pi[a], ¢ = 1,...,5. Si
p1,p2 ¥ pa son factibles encontraremos que para « € [0,1] :

1. min f(pl,pz,m) = f(Pll(a)7p22(Oé),P41 (04))
2. max f(p1,p2,p1) = f(p1,(), p2, (@), pa, ()
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Ejemplo 3.17. Consideremos el problema

méx / min f(p1,p2) (59)
sujeto a
p1 € [a1,b1], p2 € [ag,ba] y p1+p2 =1 (60)

Supongamos adicionalmente que 9f/9p;y > 0y 0f/0pa < 0 para p; € [0,1]. El
resultado del problema de optimizacion depende de los dos intervalos [a1,b1] y
[ag, bg] .

Primero asumamos que 1 —a; = by y 1 —b; = ao. Esto implicaria que p; = a1
y p2 = by son factibles ya que ay + b; = 1. Ademas, p1 = b1 y p2 = ao serian
factibles dado que b; + as = 1. Por ejemplo, [0.3,0.6] y [0.4,0.7] son tales
intervalos. Entonces

min f(p1,p2) = f(a1,b2) (61)

méx f(p1,p2) = f(b1,a2) (62)

Ahora, supongamos que 1 —ay # b 0 1 — by # as. En este caso el problema de
optimizacion se complica y se suele recurrir al procedimiento grafico y graficar
la superficie f(p1,p2) sobre el rectangulo a; < p; < b;, i = 1,2 para aproximar
méx / min f(p1,p2).

Ejemplo 3.18. Consideremos el problema de optimizacién
max / min f(p1, p2,ps) (63)

sujeto a
ple[ahbl}? z:1u273yp1+p2+p3:1 (64)

Supongase ademas que 9f/0p1 > 0y Of/Opa,0f /Ops < 0. Sia; +ba+b3=1
y b1 + az + a3 = 1, entonces la soluciéon es

min f(p1,p2,p3) = f(a1,ba,b3) (65)

max f(p1,p2,p3) = f(b1,az,az) (66)

Siai;+bs+bs #1yb+as+ag # 1, se necesita emplear algiin método numérico
de optimizacién.

Ejemplo 3.19. Consideremos el problema

méx / min f(p1,ps) (67)

sujeto a
pi € lag,bg], i=1,23yp1+pr+p3=1 (68)

Supongase ademéas que 0f/9p; > 0y 0f/Ips < 0. Adicionalmente asumamos
que:
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1. p1 = a1 y p3 = bz son factibles, es decir, a; + ps + b3 = 1 para cierto
P2 € lag, bo].

2. p1 = by y p3 = a3 son factibles, o equivalentemente, b1 4+ ps + a3 = 1 para
algin py € [ag, ba).

Entonces la solucion del problema es
min f(p1,ps3) = f(a1,b3) (69)

max f(p1,p3) = f(b1,as3) (70)

Es usual abordar el problema utilizando primeramente métodos de calculo. Si
no es posible resolverlo por este conducto, se recurre al método grafico. Sin
embargo, es posible que ninguno de los dos métodos funcione para algin prob-
lema en particular, por lo que deberan emplearse métodos mas sofisticados que
involucren algoritmos de optimizacién numérica de funciones no lineales con
restricciones en forma de igualdad y desigualdad.

Problema 3.20. El segundo tipo de problema consiste en lo siguiente:

méx / min f(6) (71)

sujeto a
97; S [ai,bi], 1<i<n (72)
donde 6 = (64,...,0,). En este caso no requerimos que los pardmetros sumen

uno. En este tipo de problemas, los intervalos [a;,b;] son a—cortes de algin
nimero borroso utilizado para describir la incertidumbre en los parametros de
las funciones de densidad de probabilidad. Entonces, estos problemas consisten
en resolver los a—cortes de una probabilidad borrosa.

Lo mas frecuente en este tipo de problemas son los casos n = 1 o n = 2. Este
tipo de problema se encuentra por ejemplo en las secciones (3.2.2) y (3.2.3) del
Capitulo 3.
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4. Conclusiones

La Teoria de Probabilidad Clasica es herramienta tutil y poderosa para la
solucion de problemas en los que es necesario medir la posibilidad de que ocurra
un suceso bien definido. No obstante, existen situaciones en las que la informa-
cién con que se cuenta es incierta o bien las estimaciones provistas incluso por
expertos son indadecuadas. En este sentido, la logica difusa aporta elementos
tales como el concepto de conjunto difuso como una alternativa a la modelizaciéon
de este tipo de problemas en combinacién con la Teoria de Porbabilidad Clasica.

El objetivo del presente trabajo ha consistido en investigar la sustitucion de
los pardametros de algunos modelos usuales en probabilidad mediante ntimeros
borrosos, asi como aplicaciones de estos modelos. De dicha investigaciéon podemos
concluir que la Probabilidad Difusa es una extension de la Probabilidad Clasica,
v en este sentido las aplicaciones e interpretaciones son més amplias. La Prob-
abilidad Difusa representa una herramienta ttil, sobre todo cuando las estima-
ciones de ciertos parametros es imprecisa o bien existe incertidumbre respecto
a ellos. Las herramientas borrosas también son tutiles cuando no hay un modelo
simple que represente algin problema en particular, como ciertos esquemas de
inversion o procesos ingenieriles. Si bien la modelizaciéon de algunos problemas
con Probabilidad Borrosa pueden ser complejos y requerir de herramientas de
optimizacion avanzados, sus resultados son generalmente satisfactorios, en con-
traste con modelos més sencillos que pudieran no ser los 6ptimos.

La aportacion principal de esta tesina, es exhibir algunas variables aleatorias
discretas y continuas y la aplicacién de nimeros borrosos para sustituir sus
parametros. Conjuntando lo anterior con el célculo de probabilidades se han
exhibido y resuelto problemas de gran aplicabilidad e ilustrativos. Cabe sefialar
que la exploraciéon de aplicaciones en Probabilidad Difusa es amplia y que el
presente trabajo pretende presentar los elementos basicos y por lo tanto no es
exhaustiva.
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