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Capitulo 1

Introduccion

El presente trabajo doctoral aborda el control de sistemas mecénicos subactuados sujetos
a efectos de friccion. Esta clase de sistema tiene, en muchos casos, comportamiento no lineal
complejo, lo que dificulta la sintesis de las leyes de control. Por esta razon, los sistemas
mecanicos subactuados se han usado como medio de prueba para el ensayo y verificacion de
estrategias de control no lineal en los dltimos anos, como lo atestigua el gran volumen de
publicaciones en el tema (ver por ejemplo (Angeli David 2000; Iwashiro, M. and Astrom,
K.J. 1996; Aracil J. and Gordillo F. 2005; Astrom K. J. and Gordillo F. 2008; Aracil J. and
Astrom K. 2006; Siciliano Bruno and Valavanis Kimon P. 1998)).

Para abordar el problema de control de los sistemas mecanicos subactuados, en este
trabajo de investigacién se han adoptado dos marcos tedricos principales. Por un lado, el
modelado de esos sistemas se realiza en el marco de las Ecuaciones Hamiltonianas Contro-
ladas por Puerto (EHCP) que fue introducido en (Blankenstein, G. and Van der Schaft,
A. J. 2001; Ortega, R., van der Schaft, A. J., Mareels, I., and Maschke B. 2001). Para
realizar el control en este marco, se recurre al control basado en pasividad por asignacién
de interconexién y amortiguamiento (CBP-AIA) que fue presentado en (Ortega, van der
Schaft, Bernhard, and Escobar 2002). El uso de este marco tedrico provee al disefio de la
ley de control de una estructura con una fuerte base fisica y con una relacién estrecha con
el manejo de la energia en el sistema. Ademds, permite manejar de manera natural la inter-
conexién de sistemas que posean propiedades de pasividad (Ortega, R. and Garcia-Canseco
Eloisa 2004).

Por otro lado, para representar el fendmeno de friccién, se decidié recurrir a su repre-

sentacién a través de modelos dindmicos de friccion. Este tipo de modelos permite repro-



ducir la mayor parte de los fenémenos no lineales que se observan en la friccion: adhe-
sién-deslizamiento, friccion estatica, friccién dindmica, histéresis, etc., y que se reportan en
la literatura especializada!. En particular este trabajo se basa en los modelos de friccién
dindmica desarrollados por (Dahl 1976) y (Canudas, C., Olsson, H., Astrom, K. J., and
Lischinsky, P. 1995), este 1ltimo conocido como modelo LuGre.

Aunque existen trabajos que analizan los modelos dindmicos de friccién bajo la perspec-
tiva de pasividad, como es el caso del modelo de LuGre (Barabanov, N. and Ortega, R.
2000b), no existen al fecha trabajos que incorporen directamente los efectos de friccién en
la sintesis de las leyes de control en el marco de EHCP. Uno de los objetivos primordiales
de este trabajo es incorporar los modelos dindmicos de fricciéon en el marco de las EHCP,
para asi poder disenar leyes de control basadas en el enfoque de CBP-AIA.

Para proponer el modelado de efectos dinamicos de friccién en el marco de las EHCP
fue necesario modificar el modelo dindmico de friccién de LuGre (Canudas, C., Olsson, H.,
Astrom, K. J., and Lischinsky, P. 1995) a fin que su incorporacién preservara las propiedades
de dicha estructura. La modificacién al modelo, a la que se denominé modelo Puma,
fue probada con datos experimentales obtenidos de un amortiguador magneto-reolégico
(Jiménez, R. and Alvarez, L. 2005). El modelo de este amortiguador en el marco de EHCP
es un caso general que permite describir la friccion dindmica presente cada grado de libertad
de un sistema mecanico subactuado. Los resultados de la prueba del modelo modificado
con datos experimentales tienen una precision similar a la obtenida con el modelo de LuGre
y, por tanto, proveen evidencia empirica sobre la posibilidad de su uso en el marco de las
EHCP.

Una vez formulado el modelo de sistema mecanico subactuado y el de la fricciéon dindmica
en el marco de las EHCP se realiz6 la sintesis de leyes de CBP-AIA para tres sistemas dis-
tintos. El primer caso de estudio corresponde a un edificio de tres pisos sujeto a excitacién
sfsmica, donde el actuador es un amortiguador magneto-reoldgico acoplado entre el suelo y
el primer piso. El objetivo de control es reducir el desplazamiento de los pisos, para evitar
que se presenten deformaciones plasticas que danen el edificio. Para ello se considera que
se dispone de las mediciones de la aceleraciéon de terreno y de la aceleracién, velocidad y
desplazamiento de cada uno de los pisos. Con estd informacién, se obtuvo el modelo del

conjunto edificio-amortiguador magneto-reolégico en EHCP y se disené una ley de control

Wer, por ejemplo, el trabajo de (Armstrong, B. and Canudas de Wit C. 1994) para un resumen de los
efectos de friccién bajo la perspectiva de control.



bajo la metodologia de CBP-ATA que genera la senal de voltaje que se aplicard al amor-
tiguador?. Los resultados muestran una reduccién considerable del desplazamiento de los
pisos, cuando se compara con la respuesta libre de la estructura a la excitacién sismica.

Los otros dos casos de estudio corresponden a sistemas con grado de subactuacién uno: el
péndulo doble y el péndulo de Furuta. En esos sistemas mecanicos subactuados se incluye el
efecto de friccién dindmico en cada una de las dos articulaciones. Se derivan leyes de control
que estabilizan ambos péndulos en las posiciones que corresponden con puntos de equilibrio
inestables en lazo abierto. Las leyes de control desarrolladas son continuas, a diferencia
de muchas de las leyes de control sugeridas en la literatura, que recurren a estrategias de
conmutacién entre leyes de control para conseguir el mismo fin.

Las aportaciones de este trabajo se pueden resumir como sigue:

e Se propone y valida experimentalmente un nuevo modelo dindmico de friccién.

e Se incorpora el nuevo modelo dindmico en el marco de las EHCP y se demuestra que

el sistema resultante mantiene las propiedades de dicha estructura.

e Se disefian leyes de control bajo el enfoque de CBP-AIA para tres sistemas subactua-
dos: edificio, péndulo doble y péndulo de Furuta. Las leyes de control, en todos los

casos son continuas por lo que no tienen ninguna conmutacién.

La organizacién del trabajo es la siguiente. En el capitulo 2 se presenta el estado del
arte respecto a la técnica de modelado utilizada, de EHCP, la técnica de control CBP-AIA
y finalmente sobre modelos de friccién. El capitulo 3 presenta el modelo de friccion Puma,
analiza sus propiedades y lo incorpora en el marco de las EHCP. Los capitulos 4, 5 y 6
describen el disefio de leyes de control por CBP-AIA para los tres casos de estudio: un
edificio, un péndulo doble y el péndulo de Furuta. Finalmente, en el capitulo 7 se presentan

las conclusiones del trabajo y las lineas abiertas para trabajo futuro.

2El funcionamiento de estos dispositivos se describe con mayor detalle en (Jiménez, R. and Alvarez, L.
2005) .



Capitulo 2

Estado del arte

Este trabajo se enfoca a sistemas dinamicos bajo la presencia de friccién, modelados
desde un enfoque de energia. Dicho enfoque permite al esquema de control manipular la
interconexion y la disipacién de energia del sistema para inducir un estado de equilibrio
deseado. Para hacer una descripcion detallada las herramientas mencionadas, este capitulo
se divide en tres tépicos fundamentales, el primero corresponde al esquema de modelado, el
segundo al esquema de control y el tercer apartado aborda un resumen de los modelos de
friccién.

Respecto a las técnicas de modelado basadas en un enfoque de intercambio de energia
se toman como referencia las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange (EL) debido a
que la dindmica se construye a partir de la diferenciacién del Lagrangiano, que a su vez se
define en funcién de la energia cinética y potencial. Posterior a este enfoque, esta el pro-
puesto por Hamilton, que retoma algunos elementos de las ecuaciones EL, pero redefine las
variables del sistema y con la tranformacién de Legendre genera las Ecuaciones Dindmicas
de Hamilton (EDH). Adicionalmente, los sistemas fisicos modelados en EDH satisfacen que
las variables de entrada o salida corresponden a seniales de flujo y esfuezo, por lo tanto el
producto entrada-salida genera unidades de potencia. Estos sistemas poseen una estructura
matematica que permite evidenciar los intercambios y las pérdidas de energia en el sistema
por medio de arreglos matriciales y se denominan Ecuaciones Hamiltonianas Controladas
por Puerto (EHCP) (Van der Schaft 1999).

El segundo tema abordado en esta seccién corresponde a la técnica de control utiliza-
da, denominada Control Basado en Pasividad con Asignaciéon de Interconexién y Amor-
tiguamiento (CBP-AIA) (Ortega, R., van der Schaft, A. J., Mareels, 1., and Maschke B.



2001). Como su nombre lo indica el esquemas de control utilizado usa el enfoque de pasivi-
dad que ofrece multiples ventajas que se comentan a lo largo de este trabajo, por ejemplo, se
puede hacer referencia a la facilidad para analizar la estabilidad. El duio EHCP y CBP-AIA
hace maés simple el desarrollo de las condiciones de existencia de la ley de control, de igual
manera que su construccién.

El tercer tema abordado se refiere al fenémeno de friccién, siempre presente cuando
existe desplazamiento relativo entre dos cuerpos. Desde la antigiiedad ha habido interés
al respecto, primeramente para reconocer cuando se produce y las distintas etapas que
se generan alrededor de él. Posteriormente, con fines de un anilisis detallado, se han
construido prototipos de laboratorio para reproducir completa o parcialmente sus etapas
y asi reconocerlas plenamente, definir sus caracteristicas y diferencias. Una vez lograda
esta tarea se puede considerar la modelaciéon matemaética que ofrece la ventaja de hacer

generalizaciones y simplificar la experimentacién mediante la simulacién numérica.

2.1 Modelado desde una perspectiva de energia

2.1.1 Euler-Lagrange

Respecto al modelado de sistemas dinamicos, es obligado hacer referencia a la dindmica
clasica. Una fraccion de ella corresponde a la dindmica newtoniana en un marco de referencia
inercial denominada dindmica vectorial. La otra es la dindmica analitica que es més general
que la vectorial, ya que el marco de referencia es generalizado, sus coordenadas son una
posicién y un momento generalizado. A partir de esta construccién, se definen funciones
escalares que modelan la energia cinética y potencial del sistema y una funcién de estas dos
energias resulta ser el Lagrangiano. Asi con el Lagrangiano y el principio de minima accién
se llega a la dindmica de un sistema en ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange. Para
generar el modelo de la dindmica de un sistema por medio de Fuler-Lagrange se plantea un
objeto de de N particulas cuyas posiciones relativas en un marco inercial generalizado, en
coordenadas caresianas son x1,Zo,...,x3ny. La energia cinética total del sistema estd dada

por:

1 3N
r=33 mt (2.1)



donde m; = my = mg porque es la masa de la primera particula y (z1,x2,z3) especi-
fica su posicién, para el caso de la segunda particula su masa es mqy = ms = mg y su
posicién (x4, x5, x¢) y asi sucesivamente. Ahora se recurre a las coordenadas generalizadas

q1, 92, ---, Gn. para definir la posiciéon de una particula.

z, = zk(g; 1) (2.2)

se asume que estas ecuaciones son dos veces diferenciables respecto a ¢ y t. Si se deriva con

respecto al tiempo x(q,t) se tiene que

‘9"”’“ (2.3)

k(g 4,t
=1

Debe hacerse la precisién que &y guarda una relacién lineal con los términos. Ademaés ¢ y

que az’“ son funciones de ¢ y t. Al derivar parcialmente la Ec. (2.3) respecto a ¢;

8 8$k 8qZ 8 oxp
— — 2.4

se debe recordar que x sélo es funcion de ¢ y t entonces la segunda derivada es cero por lo
que (2.4) se reduce a

8iiik . 81‘k

8—q'7: — 8—qi- (2-5)

Por otra parte al sustituir la Ec.(2.3) en Ec.(2.1), se obtiene

3N

2
T(q,4,t) = Z (Zgﬁfi 835’“) : (2.6)

Al desarrollar la ecuacién de la energia cinética (2.6)

n 3N n 2
a0 =335 (Som e i+ 3 (Som o) 133 (%)
i=1 =

=1 j=1

(2.7)

Como un punto de partida para encontrar las ecuaciones de Lagrange se recurre al Principio

de D’Alembert, que estda dado por

3N

Z(Fk — myg )0z = 0, (2.8)
=1
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Al derivar la Ec. (2.1), se escribe la ecuacién del momento generalizado de la forma

or & oy,
= . 9%k 2.10
P 04; ; Mk 0q; (2.10)

Derivando con respecto al tiempo la Ec. (2.10) se llega a

3N 3N

d (0T oxy 01y,
— | = 2.11
dt (&h‘) kkam 9q; g 21
Ahora al derivar con respecto a ¢ la Ec. (2.1) se tiene
or X O,
—— = myy (2.12)
9q; = 0

al sustituir la Ec. (2.12) en (2.11) se obtiene

d oT oT
- 2.13
kamk 0q; (3%) 0q; (2.13)

Por otra parte la fuerza generalizada esta dada por.

3N Oz
;= Ik 2.14
Q 1;:1 kg (2.14)

De las Ecs. (2.8), (2.13) y (2.14) se obtiene

% 0 — d or\ , or
! 8qZ 0q;

i=1

En el caso de un sistema holénomo

d (0T oT
ﬁ((‘?_qz)(‘?_qz_Ql (1=1,2,..,n)

La energia potencial estd dada por:
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Entonces las ecuaciones de movimiento de Lagrange son
d()- Lo
dt 8(]1 8(11‘ 8%’

para escribir la Ec. (2.15) en forma més simplificada se recurre a la definicién del La-

(1=1,2,...,n) (2.15)

grangiano
L=T-V

Asi las ecuaciones de movimiento estan dadas por.

d (dL\ OL
- (a_qi) ~3q =" (2.16)

2.1.2 Ecuaciones de Hamilton

El enfoque Hamiltoniano parte de las ecuaciones de movimiento de Fuler-Lagrange y
la transformacion de Legendre p; = g—é . Se plantea una ecuacién de energia denominada
Hamiltoniano que es la suma de las ecuaciones escalares que definen la energia cinética
y potencial, descritas en las variables de posicién y momento generalizado. Este enfoque
para es util, pues facilita el andlisis de estabilidad del sistema en lazo cerrado desde una
perspectiva de Lyapunov, ya que el Hamiltoniano resulta ser una funcién candidata de
Lyapunov. A continuacién se presentan los elementos bdsicos para la construccién de la
dindmica de un sistema en Ecuaciones de Hamilton.

En mecénica clasica se recurre a la transformada de Legendre para generar la formulacion
Hamiltoniana a partir de la formulacion Lagrangiana, y viceversa. Dicha transformacién
permite el cambio de variable de velocidad generalizada (usadas en el Lagrangiano) a mo-
mento generalizado (usada en el Hamiltoniano), estd dada por

oL
pi = 8—%
A partir de la transformacién de Legendre y el Lagrangiano, es posible definir el Hamilto-

niano como
n
i=1
Otra relacién entre p y ¢ estd dada por

p =M(qt)q
¢ =Mqt)p
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donde: M(q,t) es la matriz de inercia.
Al considerar una variacién arbitria en el Hamiltoniano, se obtiene

n n

_ N\~ 9H(g,p,?) . OH(q,p,t) . O0H(g,p;1)
5H(q,p,t)—;—aqi 5qz+; o 0P+ g0t (2.18)

Al sustituir la Ec. (2.17) en la Ec.(2.18)

n 8 n ) ) n 8 n ) )
0H(q,p,t) = Za—q (Zpi%’ — L(g, q,t)) 3gi + Z% (Zpi%’ — L(g, q,t)) opi
J j=1 *J \i=1

=1 i=1
0 [ . :
t 5 (sz‘qz‘ - L(q, 4, t)) ot (2.19)
i=1

La Ec. (2.19) puede reescribirse como

= . oL
0H(q,p,t) =Y didpi — Y _ pidgs — ¢ 0t (2.20)
i—1 i=1

Las Ecs. (2.18) y (2.20) deben ser iguales, para que ello se cumpla

oH
= 2.21

%= T (2.21)
oH

S 22

Di 9 (2.22)
oL oH

ot ot (2.23)

Asf al asegurar las igualdades anteriores, se obtienen las ecuaciones candnicas de movimiento

de Hamilton dadas por (2.21) y (2.22) (Greenwood 1997).

2.1.3 Ecuaciones Hamiltonianas Controladas por Puerto

Como se ha descrito en los parrafos anteriores, las ecuaciones Hamiltonianas de
movimiento tienen su origen en las Lagrangianas de movimiento y la transformacién de
Legendre. Las Ecuaciones Hamiltonianas Controladas por Puerto (EHCP), adicionalmente
a las propiedades de las Ecuaciones Hamiltonianas, tienen asociada una estructura de in-
terconexién de energia y una estructura geométrica dada por la estructura de Dirac (Sec-
chi Cristian and Fantuzzi 2007), bajo dos espacios vectoriales, el primero que corresponde
a las variables de flujo y su espacio dual, las variables de esfuerzo. Por su parte el Hamil-
toniano se construye como una funcién de la energia total del sistema, o equivalentemente,

la suma de la energia cinética y potencial (Secchi Cristian and Fantuzzi 2007).
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Para iniciar la construccion de la dindmica del modelo en EHCP se identifican las varia-
bles de flujo y esfuerzo correspondientes con los puertos de entrada y salida. Para construir
el Hamiltoniano se suman la energia cinética y potencial en funciéon de la posicién y el

momento generalizado, en forma general puede describirse como

H(q,p) = %pTM “a)p+ P(q) (2.24)

donde: %pTM “L(g)p es la energia cinética y P(q) > C es la energia potencial que esté
acotada por debajo por una constante C'. Una vez propuesta la funcién de energia se
desarrollan las ecuaciones diferenciales que modelan la dindmica del sistema y se determinan

las matrices de interconexion y disipacién de energia. La estructura de un sistema dindmico

en EHCP es.

OH
& =[J(z) - R(z)l 5~ (2) + g(z)u
OH
_.T
donde J(z) = —J7(x)es la matriz de interconexién, R(z) = R”(x)>0 es la matriz de

amortiguamiento, H(z) es el Hamiltoniano o funcién de almacenamiento de energia y u y
y son la entrada y la salida respectivamente.

Hasta ahora se han planteado los elementos necesarios para la construccion de EHCP y
la definicion de su estructura matematica, descrita a continuacién.

Como un primer punto se analiza la derivada del hamiltoniano con respecto al tiempo

. _ 0H(z)dx
Hiw) = or  dt
: _ 0HT(z) OH(z) OH"(x)
i) = S ) - R@) S5 + S gy
Por definicién la matriz J(z) es antisimétrica, por lo que H (z) es
. _ OH"(=) 0H (x) T
H(z)=— e R(z) o +u'y (2.25)

Al aplicar el operador integral a la Ec. (2.25) (Ortega, R., van der Schaft, A. J., Mareels,
I., and Maschke B. 2001)

t tOoH(z)T 0H (z)
H - H =/ T —
o)~ Ho0)] = [ O — [ R
energia-almacenada ~~ - N
fuente-de-energia energia-disipada

Observaciones importantes a partir de la Ec. (2.25) (Ortega, R., van der Schaft, A. J.,
Mareels, 1., and Maschke B. 2001).
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e Cuando la entrada es cero, u = 0, por la definicién de la matriz de disipacién R(x) > 0,

se puede asegurar que la primera parte del lado derecho de la Ec. (2.25) es negativa.

e Cuando la entrada es cero u = 0, el Hamiltoniano en la Ec.(2.25) es no incremental,

esto es H[z(t)] < H[z(0)] y, mas atin, es decreciente en presencia de disipacion.

e Si la funcién de energia es acotada por debajo, el sistema tiene un punto de equi-
librio, en el punto de minima energia. Ademds si H(x) es no negativa se tiene
—fot u(t)y(t)dt < H[z(0)] < oo, que muestra que la energia que el sistema puede

disipar estéd acotada.

2.2 Hamiltoniano, disipatividad y pasividad

En esta seccion se presentan la formalizacion de la definicién de un sistema disipativo, las
condiciones para asegurar que el sistema es pasivo y las ventajas que ofrece, desde un punto
de vista de control dindmico, el uso de sistemas pasivos (Sepulchre R. 1997). A partir de las
definiciones presentadas en esta seccién, se muestra la relacién entre pasividad y la dindmica
del sistema en EHCP, para posteriormente extenderla al diseno del controlador. Para iniciar,
se presentan las definiciones de tasa de suministro, funcion de energia, disipatividad y
pasividad; posteriormente se presentan las ventajas de la interconexién en realimentacién

en sistemas pasivos y se finaliza con la conceptualizacién de CBP-AIA.

2.2.1 Definiciones basicas

Aunque los conceptos de pasividad son aplicables a una amplia gama de sistemas, en
este trabajo se restringe a aquellos modelados en ecuaciones diferenciales ordinarias con un

vector de entrada u y uno de salida y. En forma general se puede escribir como:

z = f(x,u), xR

y=h(z,u), u,yecR™ (2.26)

donde:

x(t): es el estado del sistema y representa una funcién del tiempo,

u(t): es la funcién de entrada y se asume que u(t) : RT — R™ pertenece a un conjunto U
de funciones de entrada las cuales son acotadas.

Otra restricciéon es que el sistema es cuadrado es decir la entrada y la salida son de dimensién
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m. Un hecho més es asumir que £(0,0)=0 y h(0,0)=0. Existen tres casos especiales del

sistema de referencia (2.26).

1. Sistemas no lineales afines en control

2. No linealidad estatica

y = p(u)
3. Sistemas lineales
T = Az + Bu
y=Cx+ Du

Definicién 1 Disipatividad (Secchi Cristian and Fantuzzi 2007)

Asuma que el sistema (2.26) tiene asociada una funcion w : R"zR™ — R, llamada fun-
cion de suministro la cual es localmente integrable para todo uw € U, esto es, satisface
ft ' w(u t))|dt < oo para todo tg < t1. Por otra parte sea X un subconjunto de R" que
contiene el origen. Entonces un sistema se dice que es disipativo en X con una funcion de
energia w(u,y) si existe una funcion de energia S(x), con S(0) = 0 que cumple que para

todo r € X.
S(x) =0 vy
T
S(@(T)) - S((0)) < / w(ult), y(t))dt (2.27)

para todo uw € U y todo T < 0 tal que x(t) € X para todo t € [0,T]. La funcion S(z) es

llamada funcion de almacenamiento.

Definicién 2 Pasividad (Secchi Cristian and Fantuzzi 2007)
Se dice que el sistema (2.26) es pasivo si es disipativo y ademds cumple que la funcion

fuente de energia estd dada por w = uTy.
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De la definicion anterior se observa que la pasividad es un caso especial de la disipatidad,
esto es, cuando se cumple que la funciéon de suministro es el producto de la entrada por
la salida. En un sistema fisico, S la funcién de almacenamiento es la funcién de energia
del sistema, y la funcién fuente de suministro es la potencia de entrada y fOT w(u(t),y(t))dt
es la energia suministrada a la sistema por fuentes externas. El sistema es disipativo si
el incremento en su energia durante el intervalo (0,7) no es mds grande que la energia
suministrada al sistema durante ese intervalo.

Si la funcién de almacenamiento S(z) es diferenciable, la Ec. (2.27) puede reescribirse

Ccomao:
S(x(t) < w(u(t),y(t)) (2.28)

Nuevamente, la interpretacion es que la razén de cambio en la energia no es mayor que la
potencia de entrada.
Si el sistema dado por la Ec. (2.26) es disipativo se puede asociar con una funcién de

almacenamiento S,(z), llamada funcién de almacenamiento disponible y se define como:

Sa(z) = SUP{ - /Tw(u(t),y(t))dt\m(O) =x;yvt € [0,T] : x(t) € X} (2.29)

uzT 0
Una interpretacién de la energia disponible S,(x) es que es la mayor energia que puede ser
extraida del sistema, dada una condicién inicial 2(0) = z. La funcién de almacenamiento
disponible S,(z) es por ella misma, una funcién de almacenamiento de energia y debe

satisfacer S(x) > S,(x) Esto puede ser visto reescribiendo

T
S[2(0)] > S[2(0)] — S[x(T)] > — / w(u(t), y(t))dt (2.30)
lo cual da
T
Ste(0) ™ { - /0 olu(t) y(1))dt} = S,[x(0)] (2.31)

Las propiedades de S, () se resumen en el siguiente teorema.

Teorema 1 Energia disponible (Secchi Cristian and Fantuzzi 2007)

El sistema es disipativo en X con fuente de energia w(u,y) siy sélo si S,(x) estd definida
para toda x € X. Ademds S,(x) es por si misma una funcién de almacenamiento de
energia y si S(x) es otra funcion de almacenamiento con la misma fuente de energia w(u,y),

entonces S(x) > S, (x)
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2.2.2 Interconexion de sistemas disipativos

Los métodos de control aplicados en este trabajo de investigacién se enfocan a explotar
la estructura de los sistemas conformados por interconexiones de subsistemas que poseen

propiedades de pasividad. A continuacién se presenta un teorema 1til en este sentido.

Teorema 2 (Secchi Cristian and Fantuzzi 2007) Suponga que Hy y Hy son pasivos. En-

tonces la conexion en paralelo de estos dos sistemas genera un sistema pasivo.

b

Figura 2.1: Conexién en paralelo de sistemas disipativos

Prueba Por la definicién de H; y Hs pasivos,
1. Existen dos funciones de almacenamiento de energia Si(z) y S2(x) respectivamente.

2. Entonces Sl(iL‘l(T)) — Sl ZL‘1 fO u1 dt y SQ(ZL‘Q( )) - SQ(ZL‘Q(O)) <
fO ’lLQ dt

3. Defina z = (z1,22) y S(x) = S1(z1) + Sa2(z2), ademas S(z) es semidefinida positiva.
4. Para la conexién en paralelo la salida es y = y; + yo tal que
T
S((T) - S(@(0) < [ (s + )it =
0

T T
:/ (uT(y1 + y2))dt = / uTydt
0 0

Teorema 3 (Secchi Cristian and Fantuzzi 2007) Suponga que Hy y Hy son pasivos. En-
tonces la conexion en configuracion realimentacion de estos dos sistemas genera un sistema

pasivo (ver Fig. 2.2).

Prueba
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Figura 2.2: Conexion en realimentacion de sistemas disipativos

. Existen dos funciones de almacenamiento de energia S1(z) y So(z) respectivamente.

. Entonces Sl(iL‘l(T)) — Sl ZL‘1 fO u1 dt y SQ(ZL‘Q( )) - SQ(ZL‘Q(O)) <
fO ’lLQ dt

. Defina x = (z1,22) y S(z) = S1(z1) + S2(z2), ademés S(z) es semidefinida positiva.

. Para la conexién realimentacion se guardan las siguientes relaciones

U2 = Y1 (2.32)
Uy =71 — 1Y (2.33)

y la funcion de energia estda dada por:
T
S((T)) - S() = [ (s + uFye)dt = (2.34)
0
al sustituir (2.32) y (2.33) en (2.34)se tiene
T T T
S(a(1)) = S(2(0)) = [ {(r = )"+ o] v}t
0
T
/ {r'y1 —y3 v1 + yi yo}dt
0
Por otra parte el producto interno de vectores cumple que yg Y1 = yfyg, entonces
T
S((1) = $0) = [ (T~ e+ o)t (2:35)
0

T
/ rLydt (2.36)
0
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2.3 Control Basado en Pasividad con Asignacion de Inter-

conexion y Amortiguamiento

El esquema de CBP-AIA se aplica a sistemas de pardmetros concentrados que satisfacen
el principio de balance de energia y donde la interconexién con el ambiente se hace por medio
de las variables de puerto (variables de entrada y salida) que son variables conjugadas de
flujo y esfuerzo, por lo que su producto genera unidades de potencia. FEl resultado es
un sistema dindmico en funcién de los intercambios y consumo de energia, descrito en
ecuaciones en derivadas parciales, nombrado EHCP. Para simplificar el procedimiento en la
obtencién de la ley de control, se modela en EHCP la dindmica de la planta y el controlador,
ya que la interconexién en realimentacién de sistemas expresados en EHCP preserva la
estructura Hamiltoniana del sistema completo planta-controlador.

El objetivo CBP-AIA es regular el estado de equilibrio del sistema en lazo cerrado sin
modificar o eliminar las caracteristicas no lineales que definen la dinamica de la planta, mas
bien busca aprovecharlas en una redefinicién del sistema, planteando una dindmica de lazo
cerrado deseada, con las siguientes bondades. Primero, se propone una funcién de energia
de lazo cerrado con minimo en el estado de operacion deseado del sistema de lazo cerrado.
Para lograrlo, fundamentalmente se modifica la energia potencial del sistema y si se requiere
también la energia cinética. Ademds se pueden replantear las estructuras de intercambios
y disipacion de la energia del sistema original.

Una alternativa para disenar el controlador es proponer una dindmica de lazo cerrado
bajo el conocimiento previo que el disenador posee de la planta. Esta situacion que simplifica
la construccién de la ley de control, pues evita resolver las ecuaciones diferenciales parciales,
lo que constituye un trabajo considerable. Otra bondad del planteamiento CBP-AIA es que

su estructura permite el uso de las técnicas de Lyapunov para el andlisis de estabilidad.

2.3.1 Sistema dinamico en EHCP

Las EHCP permiten modelar dindmicas de sistemas de parametros concentrados y evi-
denciar las aportaciones de interconexién y disipacién de energia internas del sistema (Or-
tega, Loria, Nicklasson, and Sira-Ramirez 1998). Otra ventaja de utilizar estd metodologia
es que la conexién en configuraciéon de retroalimenteacién de bloques modeladas en EHCP

genera un sistema que conserva las propiedades intrinsecas de las EHCP, ademas de permi-
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tir aplicar CBP-AIA de forma méas simple. Una forma general del sistema en EHCP es la

que se presenta a continuacién.

. 0OH
i =1J(z) — R(@) S (2) + (o) (2.37)
0OH
— T\
y=¢"(#) 5 (@) (2.33)
donde J(z) = —J(x)Tes la matriz de interconexién, R(z) = R(z)” >0 es la matriz de

amortiguamiento, H(z) es la funcién de almacenamiento de energia y u -y son la entrada y
la salida respectivamente cuyo producto genera unidades de potencia.

Si el sistema es pasivo, cumple con la ecuacién de balance de energia que se analiza
a través de la funcién de almacenamiento de energia (Ortega, R., van der Schaft, A. J.,

Mareels, 1., and Maschke B. 2001).

Para el diseno de la ley de control se propone un sistema deseado:

. OH,
i = [Ja(x) = Ra(x)]— * () (2:39)
x
Cuyos elementos aseguren que Jy(x) = —J7 (x) (matriz antisimética de interconexién de-

seada), Ry(z) = RL(x) > 0 (matriz de amortiguamiento deseada), H, con minimo en
Z4 (funcién de almacenamiento de energia deseada) y x, el punto de equilibrio estable del

sistema en lazo cerrado.

2.3.2 Condiciones de existencia para la ley de CBP

Para el disefio del CBP-AIA ademads de que el sistema debe ser expresado en EHCP se
debe cumplir una proposicién referente a la existencia de la ley de control y la asignacién

de interconexién y amortiguamiento, que son descritas con mayor detalle a continuacién.

Proposicién 1 (Ortega, van der Schaft, Bernhard, and Escobar 2002) Dados J(x), R(x),
H(z), g(x) y el punto de equilibrio deseado a ser estabilizado x.eR"™, asumir que se pueden

encontrar las funciones B(z) Jo(x) Rq(x) y el vector x(x) que satisfagan.

OHy

[J(2) + Ja = (R(z) + Ra(@))]2(2) = ~[Ja(z) — Ra(2)]—->(2) + 9(2)0(2) (2.40)
Donde J, es la asignacion de interconexion, R, la asignacion de amortiguamiento, H, la
funcion de almacenamiento de energia asignada y B3(z) la ley de control.

Tal que se asegure:
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Preservacion de estructura

Ji=J+Jg=—[J+ 1T (2.41)

Integrabilidad

o(x) _ [0s(@)]"
oz :[ 8$] (242)

o Asignacion de equilibrio.

#(z) en x«, satisface:

x(xy) = —%—Z(:ﬂ*) (2.43)
e FEstabilidad de Lyapunov El Jacobiano »(x) en x.,satisface la cota
0 0?

Bajo estas condiciones, la ley de control u = (3(x) proporciona un sistema de lazo cerrado

(2.49), cuya funcion de almacenamiento de energia es de la forma.
Hq(x) = H(x) + Ha(z)
ademds se cumple que
—(x) = #(z) (2.45)

La solucion del sistema en equilibrio esta dado por:
' om
Ty = {:EER"\ Rd—d(m) = 0}

Oox
y el estimado del dominio de atraccién estd dado por {zeR"|Hy(z) < ¢} (Ortega, van der
Schaft, Bernhard, and Escobar 2002).

0H,

ox

La ley de control puede construirse directamente por medio de la siguiente ecuacion
Blx) =lg" (2)g(2)] " g" (@)[(J (&) + Jo(2)) — (R(z) + Ra(2))]VeHa(z)
+[Jo(z) — Re(2)| V. H(z) (2.46)

Para la construccién del sistema deseado se pueden proponer J, y R, y satisfacer la

condicion de aparejamiento.
g [J (@) + Ja(z) = (R(z) + Ra(2))]VeHa(2) = —g(2)" [Ja(2) — Ra()]VoH(z)  (2.47)

donde g(z)* es el aniquilador izquierdo de g(x) por lo que se asegura g(z)tg(x) =0



22

2.3.3 Dinamica de lazo cerrado

La dindmica de lazo cerrado para un sistema mecédnico con estado x = (g, p) se establece
en EHCP, para ello se propone la funcién de energia de lazo cerrado como

1

Hd(ZL‘) 5

p" My (q)p + Palq) (2.48)

donde %pTMd_1 (q)p es la energia cinética deseada y Py(q) es la energia potencial deseada. La
funcién de energia de lazo cerrado Hy(q,p) tiene minimo local en z,, que al mismo tiempo
es el estado de operacién deseado de lazo cerrado. Al generar las derivadas parciales de la
ecuacion de energia respecto al estado surgen naturalmente la matrices de interconexiéon y
disipacién.

0H,

&= [Ja(x) — Rd(ﬂc)]%

(z) (2.49)

La matriz de interconexién de lazo cerrado J; permite generar interconexiones virtuales
entre los elementos que constituyen al sistema y también permite hacer el moldeo de energia
cinética del sistema original. La matriz de disipacién permite reducir la energia del sistema

para inducir al sistema al punto de equilibrio x,

ATA parametrizado

En un sistema dindmico es deseable restringir la funcion de energia, eligiendo la estrutura
de la funcién de energia deseada que genere una nueva ecuacién diferencial parcial con
términos asignables que mejoren algunas restricciones de las matrices de interconexion y
amortiguamiento del sistema original, por ejemplo con la parametrizacién siguiente (Ortega,

R. and Garcia-Canseco Eloisa 2004).

_ 0 ~M Y (@)Ma(g) | |0 O Vola@:p) |, )
p M~1(q)Mqy(q) Ja(q,p) 0 Ry VpHy(q,p)
De la Ec. (2.50) ¢y p
¢ = —M '(q)Ma(q)VpHa(q,p)

p = M Y(q)Mi(q)VeHa(q,p) + J2(¢,p)VpHai(g, p) — RaVpHa(q,p)  (2.51)

La matriz de disipacién de lazo cerrado Rj(x) permite disipar energia del sistema para

inducir al sistema de lazo cerrado al minimo de la funcién de energia y con ello lograr que el
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sistema de lazo cerrado alcance y permanezca en el estado de operacion deseado. La matriz
My(q) permite hacer la modificacién de la energfa cinética. Finalmente J2(q,p) = —JZ (q,p)
permite modificar la interconexion del sistema original a la forma deseada en lazo cerrado.

Al retomar la ecuacién de energia de lazo cerrado (2.48) y obtener la derivada, se tiene

dHy(q, ) ‘
76[53 2 - VqHa(q,p)q + VpHa(q, p)p
dHy,(q, B B

dd(f P) = —V,Ha(q,p)M I(Q)Md(Q)vad(Qap) + V,Hi(q,p)M l(q)Md(q)Vqu(q,p) +

+ VpHa(q,p)J2(q,p)VpHa(q, p) — VpHa(g, p)Ra(x)VpHa(g,p) (2.52)

De la Ec. (2.52) se puede observar que el primer y segundo término se cancelan, el tercer
término por el arreglo de los elementos y como J2(q,p) es antisimétrica también se anula

entonces solo queda el Ultimo término, con lo cual la derivada es.

dHy(q,p)

e ~VpHy(q,p)Ry(z)VyHg(q,p) <0

Asi Hy(q,p) cumple los requerimientos para ser una funcién de Lyapunov. Se puede asegurar

estabilidad asintética al usar el principio de invariancia de LaSalle y la condicién.
2, = {z € R" | [VH" Ry(z)VH; =0}

Por ello las soluciones permanecen acotadas y el dominio de atraccién estimado estd dada

por.
zo ={r eR" | VHy; < c}

Asi el sistema de lazo cerrado serd asintdéticamente estable.

2.4 Estadios y modelos de friccion

2.4.1 Modelo de Friccion de Coulomb

Adicionalmente al descubrimiento de la friccién estatica, Coulomb generé un modelo
simple de friccién en el que la plantea como una fuerza de valor constante y directamente

proporcional al signo de la velocidad.

F = Fesign(v)
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donde:

F: nivel de friccién de Coulomb

v: velocidad relativa de un cuerpo respecto a otro

F: Fuerza de friccién, ver Figura 2.3

El nivel de friccién de Coulomb estd directamente relacionado con el coeficiente de friccién

1y la carga normal N.

Fo=uN

Figura 2.3: Modelo de friccién de Coulomb

2.4.2 Friccion viscosa

En una butsqueda por reducir los efectos de la friccién y evitar el desgaste de los mecanis-
mos se introducen entre las superficies en contacto aceites lubricantes. Cumplen su objetivo
en la mayoria de los casos, pero definitivamente modifican la dindmica del fenémeno de fric-
ci6én. Como una referencia en el caso de cuerpos lubricados se puede hacer mencién a los
estudios de Reynolds en el area de dindmica de fluidos, a partir de los cuales se plantea un
modelo denominado modelo de friccién viscosa (ver Figura 2.4), en el que se propone que

la fuerza de friccién es directamente proporcional a la velocidad.

F,=cx=cv
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—

Figura 2.4: Friccién viscosa y de Coulomb

2.4.3 Friccidon: estatica, de ruptura, de Coulomb y viscosa

Debido a que los modelos anteriormente presentados sélo enfocan su andlisis a una parte
de la dinamica del fenémeno de fricciéon, Reynolds y Morin hacen un acoplamiento de ellos

en busqueda de una descripcion mas precisa del fenémeno de friccion
e Friccién estatica
e Friccién de ruptura
e Friccién de Coulomb
e Friccién viscosa

En forma gréfica este acoplamiento se muestra en la Figura 2.5

/

Figura 2.5: Friccién estatica + Friccion de Coulomb + Friccién viscosa
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2.4.4 Relacion friccion-lubricacion

Para encontrar una explicacién mas completa de las etapas por las que atraviesa el
fenémeno de friccion, otros investigadores enfocaron su estudio a cuerpos en contacto in-
troduciendo sustancias lubricantes bajo la premisa de reducir los efectos de friccién. Se
identifican varias fases de la lubricacion entre dos cuerpos en contacto con movimiento re-
lativo que se han clasificacién en funcién del grosor de la pelicula lubricante (Armstrong,
B. and Canudas de Wit C. 1994). Puede hablarse de cuatro etapas: lubricacién limite, lu-
bricacién acotada, lubricacién fluida parcial y lubricacién fluida completa. A continuacién

se hace una descricién detallada de cada una de ellas.

e Lubricacion limite. Este tipo de lubricacién presenta una pelicula muy delgada e
irregular de material de lubricante por tal motivo se presenta contacto sélido-sélido.
En relacion a la dindmica de friccién en la lubricacién limite se reduce la friccion
estatica hasta llegar al nivel de friccién de Coulomb y el sistema se prepara para

iniciar el desplazamiento.

e Lubricacion acotada en este caso la pelicula lubricante es delgada y con algunas im-
perfecciones, lo que causa contacto sélido-sélido en algunas ocasiones. Respecto a
la dinamica de friccién se vence el nivel de friccién estatica e inicia una muy lenta

velocidad de deslizamiento.

e Lubricacion fluida parcial. En este caso la pelicula lubricante es gruesa pero no mas
que la altura de las asperezas que presentan los cuerpos. En esta lubricacion la carga
es soportada por el fluido, es decir los dos cuerpos estan flotando pero en funcién de
la velocidad y las asperezas se puede presentar el caso en el que la capa lubricante
se perfore y se presente el contacto sélido-sélido. La dindmica de friccion es de tipo

viscosa, con una reduccion de la fuerza de fricciéon y un incremento de la velocidad.

e Lubricacion fluida completa. Este es el tipo de lubricacion ideal, debido a que la
pelicula lubricante es uniforme, gruesa y sin orificios, con ello se evita completamente
el contacto sdlido-sdlido y se evita el desgaste de los mecanismos. En el caso de la

dindmica de friccion se reduce la fuerza de friccién y se incrementa la velocidad
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2.4.5 Efecto Stribeck en la friccion

Este modelo plantea una transicién suave de friccion estatica a dindmica, que pasa por
los estadios de lubricacion limite, acotada, fluida parcial y fluida completa, siendo la primera
de ellas la que corresponde a cero velocidad y la tltima de ellas a la de mayor velocidad. La
incorporacion del fenémeno Stribeck que se muestra en la Figura 2.6 incorpora las cuatro

etapas.

A~

Figura 2.6: Friccién Stribeck, incluyendo los cuatro regimenes de lubricacién

2.4.6 Histéresis

Al analizar el fenémeno de friccién desde una posicién de equilibrio y al aplicar una fuerza
cortante sobre uno de los cuerpos, en un inicio no hay deslizamiento hasta cierto nivel de
fuerza en que presentan microdeslizamientos regidos por un comportamiento eldstico donde
no hay velocidad. Al aumentar la fuerza hasta llegar a una fuerza cortante méxima, conocida
como fuerza de ruptura y que corresponde al nivel de friccién estatica, inicia el movimiento.
En este momento la dindmica se tranforma en una dindmica de tipo plastica caracterizada
por una dindmica no lineal. A esta transicién de friccién estatica a dindmica se le conoce
como adhesién-deslizamiento (stick-slip). Una vez que inicia el deslizamiento, la fuerza
cortante que se requiere para mantener el estado de movimiento es menor que la necesaria
para vencer el estado estatico. La fuerza de excitacion genera un desplazamiento y esto a
su vez una velocidad. Como se ha expresado en las figuras anteriores, la fuerza de friccién
tiene una dependencia no lineal de la velocidad. Naturalmente puede considerarse que un
cambio inmediato en la velocidad genera un cambio en la friccién. Esto no es asi, al generar
un cambio en la velocidad, la friccién tiene la misma dindmica pero con un retraso en el

tiempo (ver Figura 2.7). Este retraso aunado a la dindmica plastica que se tiene cuando
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inicia el movimiento, genera ciclos de histéresis (ver Figura 2.8).

3

Friccion a_|-

Memoria Friccion
de friccion
>
Friccion b4

Velocidad b+

Velocidad a—| Velocidad

A\ 4

Tiempo

Figura 2.7: Retardo velocidad friccién

N
L

Friccion

b
>

Velocidad

Figura 2.8: Fendémeno de histérisis en la friccién

2.4.7 Modelo de friccidén estatico

Como una alternativa para describir algunas de las etapas que presenta el fenémeno de
friccién puede escribirse un modelo que refleja de friccién estéatica, la friccion de Coulomb,
la friccién viscosa y el efecto Stribeck en una sola ecuaciéon que evita la conmutacién entre
modelos que corresponden al efecto de adhesién y los que reflejen las carateristicas del

deslizamiento. Estas ventajas las ofrece el modelo siguiente (Armstrong-Helouvry 1991)

L|5

F(v)=F,+ (F,— F)e %" + Fo (2.53)

donde:
F,: nivel de friccién de Coulomb

F: nivel de friccidon estatica
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F,,: friccién viscosa,
v: velocidad relativa.
vg: velocidad de Stribeck

ds es un exponente arbitrario que modela el efecto Stribeck

La principal desventaja de este modelo para propésitos de simulacién o control es la
deteccion de la velocidad cero. Una alternativa es usar el modelo de Karnopp (D. 1985)

que supera esta situacién bajo el siguiente plantemiento.

F.+ F,v v > DV
Fslip =
—F.+Fov v<-DV
FKa'r'nopp = (254)
min(F,(t), Fs) |v| < DV, F.(t) >0
Fatick, =
max(F.(t), Fs) |v| < DV, Fe(t) <0

donde: F,(t) es la fuerza externa.
El modelo de friccién de Karnopp identifica la velocidad cero y determina una vecindad
alrededor de ella y la acota por una constante +DV. En este intervalo se le asigna a la

fuerza de friccion el valor de la friccién estatica.

2.4.8 Modelo de siete parametros

El modelo de siete parametros es un modelo estatico que busca describir distintas etapas

que acontecen en el fenémeno de friccién, tales como:
e Adhesién F = Fgsign(v)
e Friccién de ruptura Fy(7,tq)
e Deslizamiento F),: coeficiente de friccién viscosa, y

e vg: velocidad de Stribeck

A continuacion se presenta el modelo completo y se describe con detalle cada uno de sus

componentes. El modelo consta de dos ecuaciones.

F = oz

1 .
F = ( F.+ Fy(y, td)ﬁ sign(v) + Fyv
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donde

Fy(1ita) = Fr + (Fuoo = Fra)
donde:

F o: es el coeficiente de friccién estatica, previo al desplazamiento.
tq: es el tiempo

7;: tiempo de retraso que ocurre en la fricciéon

~: tiempo de friccién estética

0p: coeficiente de rigidez previo al deslizamiento

Fe: es el coeficiente de friccién de Coulomb

Fs o = Fs — F¢: coeficiente de friccién de estado estable

F,,: Coeficiente de friccion viscosa

vg: velocidad de Stribeck.

2.5 Modelos Dinamicos de Friccion

2.5.1 Modelo de friccién de Dahl

El modelo de friccion de Dahl es un punto de referencia debido a que es el primer
modelo de friccién dindmico (Dahl 1976) que surge como una necesidad para comprender
las propiedades quasi-estaticas de dos cuerpos bajo desplazamiento. Dahl propuso una
transicién suave entre la friccién estatica y la dindmica ademads de dedicar gran parte de su

estudio a modelar el efecto de histéresis presente en el fenémeno de friccion.

e

al s (2.55)

1-— Esign(:ﬁ)

ar _
dm_a

donde:

F': fuerza de friccién

o: pardmetro de rigidez en reposo

F.: pardmetro de friccién de Coulomb

a: exponente del modelo de friccién sélida (fricciéon de Coulomb o stiction)
S: Factor de estabilizacién para el término Hl - F%sign(:b)”.

La funcién signo tiene como objetivo tomar en cuenta el sentido de la velocidad. Si se
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toma S=1, el modelo de friccién de Dahl puede reescribirse como la curva tensién compresién
dF F “
% =0 (1 — E&gn(v))

Al diferenciar la friccién con respecto al tiempo

dF dFdz dF (

F . @
oL d 1-— Fmgn(v)) v

=—v=0
dx v

Ahora, si se toma el caso particular o = 1

Al introducir la variable interna z dada por

F=o0z
se obtiene
dz ol
=
dt F.

Al analizar el modelo de Dahl en estado estable, la fuerza de friccién y la variable interna

quedan como

F = Fsign(v) (2.56)

z = %sign(v)

Al observar la Ec. (2.56) que corresponde a la fuerza de friccién, se observa que es la friccién
de Coulomb. El planteamiento matematico hecho por Dahl no captura adhesién ni el efecto
Stribeck

2.5.2 Modelo Bliman-Sorine

A partir del modelo dindmico de Dahl, los autores Bliman y Sorine desarrollaron una

familia de modelos dinamicos de friccion. La magnitud de esta depende de la variable s

s = /Ot lo(T)dr|

definida como:
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El modelo Bliman-Sorine solo depende de la trayectoria, lo que hace posible el uso de la
teoria de operadores de histéresis. Los modelos son descritos por un sistema lineal en el

espacio de variables de estado.

dz, = Az, + B,
ds
F=Cx,

Dependiendo de los pardmetros planteados en las matrices A,B y C, la complejidad del
modelo se incrementa, pero también permite modelar una mayor cantidad fenémenos.

En el modelo de primer orden A = —é, B= 2% yC=1

d 1
T = —x, + ﬁvs

ds &f &f
F=ux

Al proponer Fg = f1, 0 = Jg%, a =1y vs =sign(v), entonces se tiene el modelo de friccién
de Dahl.
El modelo de primer orden de Bliman-Sorine no modela la friccion estatica, ni el efecto

Stribeck que pueden ser modelados en un modelo de segundo orden con pardmetros

_ nér — nsf =
A= L B=l M| [1 1}
&y £r

El modelo de friccién de segundo orden modela la friccién de Coulomb y la friccién estética.

2.5.3 Modelo de cerdas

El modelo creado por Haessig and Friedland toma como referencia el andlisis microscépico
del fenémeno de friccion y plantea los puntos de contacto como cerdas, las cuales tienen

una deflexién y deciden modelarla como un resorte
F = Efilao(mi - bl)

donde:
N: numero de cerdas
0¢: rigidez de las cerdas

x;: posicién relativa de las cerdas
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b;: ubicacion del punto de contacto
Cuando |z; — b;| se aproxima a Js el punto de contacto se rompe y se genera uno nuevo
que toma una ubicacion relativa aleatoria diferente de la anterior esta nueva ubicacion estd

dada por la ecuacién
Vil = bF 4 Asign(z; — bF)

donde A representa una distibucién uniforme.
Este modelo utiliza un nimero grande de cerdas, por lo que tiene una alta complejidad
al aplicarlo en una simulacién numérica. El planteamiento del modelo de cerdas es una idea

clave que ha sido retomada por otros autores para modelar el fenémeno de friccién.

2.5.4 Modelo de friccién LuGre

El modelo LuGre (Canudas, C., Olsson, H., Astrom, K. J., and Lischinsky, P. 1995)
surge a partir del modelo de Dahl e intenta dar una generalizacién del mismo. Es un
modelo de dos variables, la primera de ellas corresponde a la fuerza de friccién y la segunda,
a una variable interna z que representa la deformacion promedio de las imperfecciones
microscopicas del material en la zona real de contacto. A las imperfecciones se les asocia
la idea del modelo de cerdas anteriormente descrito, dichas cerdas o peines, tienen una
similitud de comportamiento mecénico con el de objetos con estas formas geométricas, que

primero se deforman y luego se deslizan!. Asi el modelo LuGre est4 dado por.

F=o0pz+ 01% + ogv (2.57)
dz |v|z
i el fa 2.
il (0 (2.58)

donde F' es la fuerza de friccién, v es la velocidad relativa de las superficies en contacto,
z es el estado interno de deformacién promedio de las cerdas, oy coeficiente de rigidez,
o1 coeficiente de amortiguamiento y g(v) es un funcién incluida para describir el efecto

Stribeck, que puede ser modelada como

o0g(v) = Fo + (Fs — Fc)€_<i) :

Wer (Armstrong, B. and Canudas de Wit C. 1994) para un resumen extensivo de distintos modelos de
friccién.
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El punto de pseudo-equilibrio del modelo arroja

z = Msign(v)
a0

F = g(v)sign(v) + oqv

donde:
g(v)sign(v): es el nivel de friccién de Coulomb.

o9v: es la friccién viscosa.

Pasividad del modelo LuGre

En el trabajo desarrollado por Barabanov y Ortega (Barabanov, N. and Ortega, R.
2000b)se presentan las condiciones de suficiencia para asegurar que en el modelo LuGre el
mapa v — F' es pasivo. La propiedad de pasividad es una propiedad importante para un
modelo que pretenda reflejar las caracteristicas de la fricciéon ya que es un fenémeno con
una naturaleza disipativa.

Para ello se reescribe la funcién g(v) del modelo LuGre como:
g(v) = ag + age” /70

donde: ag, g y vg: son coeficientes positivos.

La funcién g(v) debe estar acotada por
Mol < g(v) < 2] (2.59)

con

1
v1 = inf—— >0
9(v)

1
v2 = lim sup — € (0, 0]
v—o0 9()

: 1 1
Especificamente ~y; 2 son y; = e 2= an

El sistema dindmico (2.57) y (2.58) definen el operador pasivo de v — F' si y sélo si

(6%
2 <M <1+—2)-
01



35

Capitulo 3

Modelo del friccion PUMA

3.1 Modelo de friccion Puma

3.1.1 Antecedentes

El modelo de friccion Puma desarrollado en la presente tesis doctoral estd enfocado a su
aplicacién en problemas de control automatico méas que a una descripcién exacta de todos
los estadios presentes en el fenémeno de friccidn, pues como se ha abordado en la seccién
anterior son numerosos, de gran conplejidad y con conmutaciones abruptas entre ellos. Este
es un modelo dindmico no lineal de primer orden, que describe la friccién de Coulomb, la
friccién viscosa y el efecto de histéresis. Su estructura lineal entre pardmetros y variables
simplifica el uso de algoritmos convencionales de identificacion paramétrica. La integracién
a la dindmica de la planta se realiza de forma sencilla al igual que la de simulacién numérica.
Dicho modelo se expresa en coordenadas generalizadas en un marco de EHCP hecho que
naturalmente lleva a satisfacer las propiedades de pasividad.

Para la construccién del modelo de friccion Puma se toma como referencia el modelo
de friccién LuGre y se reescribe en coordenadas generalizadas [¢ p| donde ¢ es la posicién
generalizada y p es el momento generalizado, ellas cumplen con la relaciéon p = mgq. La
dindmica de friccién LuGre se integra a la de un oscilador arménico de masa m y resorte
de rigidez k.

Se propone la funcién de energia del oscilador como la suma de su energia cinética y

potencial del sistema.

1 1 1
H(q,p,z) = %ﬁ + §kq2 + §Uoz2 (3.1)
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Al derivar parcialmente de la funcién de energia, respecto a cada una de las variables

on _ 1
Oop - mP
OH
By ~ M
oH
E—O’OZ

La ecuacion dinamica del oscilador en variables generalizadas q y p es
p=—kq— Fp +u(t) (3.2)

En la Ec. (3.2) la fuerza de friccién es F't,, que se sustituye por el modelo de friccién LuGre
(Canudas, C., Olsson, H., Astrom, K. J., and Lischinsky, P. 1995) descrito por las Ecs.
(2.57) y (2.58) en variables generalizadas y con g(p) = 1.

dz o9
- F = _— o= 2 3.3
70z = a1 dt mp (3.3)
dz 1
_ _ il 3.4
dt mp o0 mp & (3-4)

Al sustituir (3.4) en (3.3) la ecuacién de friccién es

1
—Ff, = —00z — (01 + O'Q)Ep + 0901 z (3.5)

—p
m

Una vez que se tiene la Ec.(3.5) se aplica a la Ec. (3.2) que corresponde a la dindmica del

sistema masa resorte

2+ u(t) (3.6)

. 1
p=—kq— 00z — (01 +02)—p+ 0001 |—p
m m
Finalmente con las ecuaciones dindmicas del oscilador Ec. (3.6), el estado interno del modelo
de friccién Ec. (3.4) y las derivadas parciales de la funcién de energia. La descripcién del

modelo LuGre con g(p) =1 en EHCP es

q 0 1 0 0 0 0 V.H 0
p|= -1 0 -1 |—|0 o1+02 —o1|Zp| V,H |+ | 1 |u).
0 1 0 0 0 || V.H 0
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De la dindmica en EHCP (3.7) la matriz de interconexién y disipacién estdn dadas respec-

tivamente por

0 1 0 0 0 0
J=1-10 -1 R=10 o14+0; —o1|%p|
0 1 0 0 0 | =p|
En un esquema de EHCP la matriz de interconexién debe satisfacer la condicién J = —J7T y

la de disipacién R = RT > 0. Para el sistema masa resorte (3.7) la matriz de interconexién
satisface la condicién, pero en el caso de la matriz de disipacién no es asi. Por ello se inicia

con la construcciéon de un modelo permita la representacion de EHCP.

3.1.2 Modelo de Friccién Puma en EHCP con senal de excitacién

El esquema de friccion Puma con senal de excitacién resuelve en un primer momento el
modelo de un amortiguador magneto-reolégico que funciona como actuador en un edificio
sujeto a un terremoto. Posteriormente dados sus buenos resultados se omite la senal de
excitacion y se extiende su uso a sistemas dindmicos que presentan friccién.

Respecto al amortiguador magneto-reolégico, este tiene la cualidad de cambiar las
propiedades reoldgicas del fluido en funcién de un campo magnético que lo energiza. Co-
mo en cualquier dispositivo de este tipo su objetivo es contrarestar el desplazamiento del
émbolo. El fenémeno que sucede dentro del amortiguador claramente puede ser modelado
como un fenémeno de friccién, y la senal de excitacion se hace necesaria para generar el
campo magnético variable, este elemento se explicard con méas detalle en el capitulo 4.

En relacién al modelo matematico para el amortiguador magneto-reoldgico, se propone
un sistema de friccion dindmico de primer orden, funcién del estado interno de la friccion,
de la velocidad generalizada y una senal externa de excitacién.

Respecto al estado interno, cuando inicia el movimiento relativo entre dos cuerpos, puede
considerarse en primer momento que hay un empalme total de las dos superficies en cuestion,
situacién falsa porque visto a nivel micréscopico se observa que los cuerpos no son comple-
tamente lisos, existen minusculas protuberancias y es en ellas donde tinicamente se presenta
contacto, a esta area de unién se le denomina area real de contacto. En una idealizacion,
puede verse como dos peines con cerdas flexibles donde al tiempo que inicia el movimien-
to de uno respecto al otro o de los dos, las cerdas de cada peine sufren deflexion hasta un

limite donde deja de haber contacto, y vuelven a encontrase con otras cerdas donde se repite
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el proceso recursivamente. El promedio de deflexién de las cerdas se asocia a la variable
interna del modelo denotada por z.

Una vez descrito el significado del estado interno del modelo de friccién se plantea el mo-
delo matematico de friccién Puma con sefial de excitacion integrado a un oscilador arménico.
Para ello se propone la funciéon de energia del sistema como la suma de la energia cinética
y potencial.

1 1 1
H = — 2 - 2 - 2 .
2mp + qu + 200z (3.8)

donde g y p, son la posiciéon y el momento generalizado respectivamente, m la masa, k
la rigidez del resorte y z la variable interna del modelo de friccion. La energia cinética
del oscilador es ﬁp2 y la energia potencial del oscilador y del modelo de friccién son

2

respectivamente %kzq2 y %Uoz . Una vez planteada la funcién de energia y el modelo de

friccién. La dinamica del oscilador armonico es
p=—kq— Fp +u(t) (3.9)

donde FY, es la fuerza de friccién y u(t) una senal de excitacién externa.
La fuerza de friccion FYy, estd dada por el modelo dindmico de friccion Puma con senal

de excitacion descrito a continuacién

1 1 dz
Fy, = 00z + 0220 — 0102 Ep‘ Ep + 01% (3.10)
dz 1 1 (o))
Z== —pl—p-2 — 11
o = Pt az | —p —p Ul(a2+aw) —D|% (3.11)

donde oy, 01, 02 v a1, son parametros del modelo de friccién y v es la senal de excitacién
del modelo de friccién.

Al sustutir la Ec. (3.11) en la Ec. (3.10), la fuerza de friccién es

1

1
Ff,- = 0g2 +01—p — Q2
m

—p
m

1
—p
m

z) v (3.12)

o0z + (ng — 0pai

asi la ecuacién del oscilador arménico integrando el modelo de friccién Puma con senal de

excitacién se encuentra al sustituir (3.12) en (3.9)

1

; 1
p=—kq— 0oz —01—p+a
m

—p —p
m m

00z — (02z + opaq z) v+ u(t) (3.13)

a partir de las derivadas parciales de la funcién de energia (3.8) y las ecuaciones dindmicas

del oscilador arménico (3.13) y el estado interno del modelo de friccién (3.11) se presenta
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el modelo en EHCP

q 0 1 0 0 0 0 V.H 0 0

P -1 0 -1 1|—|0 o1 —a2|%p| VpH|— ng—aoaﬂ%p!z vH| 1 |u(t)
0 1 0| Lo a2l Jlvor] | sl | o
(3.14)

De las EHCP dadas por (3.14) la matriz de interxonexién y disipacién estdn dadas respec-

tivamente por.

0 1 0 0 0 0
J=] -1 0 -1 R=10 o1 —as ’%p’
0 1 0 0 —az|mp| 2 |ipl
Dichas matrices cumplen las propiedades J = —JT y R = RT > 0. La forma de integrar el

modelo de friccién a la dindmica de la planta siempre se hace de la misma forma, esto es,
se plantea la funcién de energia del sistema planta controlador, posteriormente se obtienen

las ecuaciones dinamicas de la planta y en ellas se introduce el efecto de friccion.

3.1.3 Modelo de Friccién Puma en EHCP

El modelo de friccién con sefial de excitacién (3.14) presentado en la seccién anterior es
el modelo mas general de este trabajo de investigacién. De él se puede derivar un esquema
de fricciéon mas simple al omitir la entrada v pues en general la entrada esta asociada a la
dindmica de la planta y no al esquema de friccién. Para construir su modelo matematico en
EHCP nuevamente se recurre al sistema masa resorte incorporando la dinamica de friccién

que se presenta a continuacién.

1 1
—Fp, = —00z — ald—i — 02 —p+oap Ep‘ —p (3.15)
dz 1 as09 | 1 1 1
il 22 | —p|z+as —pl —p (3.16)
t m o1 |m m | m

Al sustituir (3.16) en (3.15) la fuerza de friccién queda como

1
—F = —0¢z — (01 + 02) P + azoy P (3.17)

La funcién de energia es la misma que que se ha presentado en (3.1). Ahora al reescribir
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la dindmica a partir de las derivadas parciales de la funciéon de energia se tiene.

q 0 1 0 0 0 0 V.H 0
pl={|-10 -1[—|0 o1+0y —ax|p| VpH |+ | 1 |u®)
0 1 0 0 —as !%p! 2—3 !%p! V.H 0
(3.18)
La matriz de interconexion y mortiguamiento estan dadas por:
0 1 0 0 0 0
J=1-10 -1| R=10 o1+0 —az|;p| (3.19)
0 1 0 0 —az|mp| 2|50
Asi se observa que la matriz de interconeccién del modelo (3.18) J = —J7, se asegura de

forma trivial y que en el caso de la matriz de disipacién tiene la propiedad R = RT >0y
se requiere garantizar 5;’—1"2 > ag.
El modelo de friccién dado por las Ecs. (3.15) y (3.16), es un modelo general de friccién

aplicable a cualquier planta.

3.1.4 Punto de equilibrio del modelo de friccién

A continuacién se presenta el punto de equilibrio del modelo de friccién y a partir de el
se presentan claramente algunos estadios de friccion que dicho modelo exhibe. Para ello se
hace % = 0 y se despeja z de la Ec. (3.16).

1. ( 1 ) o1 1
sign| —p | +——p
m oom

Una vez que se tiene el estado interno del modelo de friccién se sustituye en la Ec. (3.15)

que correspondea a la fuerza de fricciéon

o1 . 1 1 1 1
Fyp = —lszgn (—p) + (01 + 02)—p — o1a2|—p|—D (3.20)
a9 m m m-'m

La Ec. (3.20) muestra la fuerza de friccién, de ella es claro observar que:

e El primer término corresponde a una constante multiplicada por el signo de la veloci-

dad, que esta asociado a la friccién de Coulomb,

e El segundo término es el producto de una constante por la velocidad que corresponde

a la friccion viscosa,

e Finalmente el tercer término describe los efectos acoplados entre la velocidad relativa

la direccion del movimiento relativo de la superficie.
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3.1.5 Alcances del esquema de friccion Puma del modelo de friccién

Se han presentado dos versiones del modelo de friccién Puma en EHCP. La primera
de ellas corresponde a un esquema de friccién con una senal externa de extitacidén, que
permite modificar sus propiedades. El segundo deriva del primero pues si la sefial externa
de excitacion es cero se llega a este. Las aplicaciones del esquema de fricciéon pueden ser de
lo més variadas debido a su estructura lineal entre parametros y variables, 1til en el campo
de identificacién pardmetrica. En el caso de modelado de sistemas fisicos, también presenta
ventajas pues su facil incorporacion a la dindmica de la planta en el marco de EHCP se
ha mostrado en la presente secciéon. Adicionalmente, en el caso de de simulacién numérica
el modelo de friccién Puma es noble pues su implementacién computacional y numérica es
simple. Finalmente en el caso de control automatico permite ser un esquema de disipacién
de energia para inducir el estado de equilibrio del sistema. En las siguientes tres secciones
se presentan tres casos de estudio aplicando los esquemas de friccién Puma aqui abordados,

sus ventajas y alcances.
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Capitulo 4

Estructura civil

El interés en desarrollar estrategias de control automéatico que compensen los efectos
provocados en estructuras civiles sujetas a excitacién sismica surge debido a las consecuen-
cias econémicas y sociales que representa un sismo en ciudades grandes. El considerar
sistemas de prevencién que ayuden a las edificaciones a tener una mayor resistencia ante
un movimiento teltirico genera un beneficio considerable. En este sentido, se han realiza-
do avances en diversas dreas de ingenieria civil, como en la parte del diseno, el tipo de
materiares y propiamente la construccion de los edificios. Adicionalmente, se han intro-
ducido dispositivos externos de medicién y actuaciéon para tener una mayor ingerencia en
la dindmica de la estructura civil.

El caso de estudio que se aborda en esta seccién corresponde a un edificio de tres pisos
sujeto a una excitacion sismica. Este se supone instrumentado, situacién que permite
conocer las mediciones de los desplazamientos en cada uno de los pisos. Dichas mediciones
son leidas por un sistema computacional y simultdneamente introducidas a un algoritmo
de control automético que genera una senial de control (senal eléctrica) que es la que excita
al amortiguador magneto-reolégico conectado entre el suelo y la primera planta (hecho que
lo convierte en un sistema subactuado) para manipular el edificio y con ello reducir el
desplazamiento de los entrepisos.

A continuacién se hace una descripcién maés detallada del sistema, el esquema de mo-
delado, el esquema de control y su implementacion en un edificio de tres pisos mediante

simulacién numérica.
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4.1 Sintesis de técnicas de control

Los edificios han permitido un uso eficiente de los espacios destinados a la vivienda y a
los centros de trabajo. Ante la presencia de terremotos pueden sufir dafios con repercusiones
en la vida de las personas y en la economia. Por ello surge la necesidad de crear estructuras
civiles resistentes ante la presencia de sismos. En este sentido una area de conocimiento se
ha enfocado a diseno de nuevos materiales para la construccién de estructuras y otra se ha

enfocado a provocar una respuesta que atentie los efectos del sismo.

1 Modificacién de disefio y uso de nuevos materiales en la construccion. Estas inves-
tigaciones corresponden al desarrollo de nuevos productos para la construcciéon. En
este apartado se han creado materiales aplicados al disefio estructural que minimizan
el efecto de movimientos sismicos. Se proponen, por ejemplo, materiales deformables
tales como aceros blandos o materiales tipo goma, que son colocados como esqueleto
entre la base y la parte superior de la estructura, que producen un incremento en el
periodo natural de la estructura civil, que puede ayudar a minimizar los dafios en la
estructura civil a causa de terremotos. Las desventajas que presentan este tipo de
sistemas son que la reaccién por parte de la estructura a diferentes tipos de excitacién
sismica esta limitada a la respuesta del material utilizado, que en ocasiones tiene vida
limitada. Ademd&s hay un incremento moderado en el costo de la estructura civil.
Otra corriente de la ingenieria estructural busca nuevas formas de construccién que
provean de una mayor resistencia al colapso de las construcciones ante la presencia de

un sismo.

2 Técnicas de control semiactivo. Estds técnicas complementan a los sistemas que ab-
sorben energia de un sismo por el diseno estructural y a los materiales con los que es
construido un edificio. Requieren un esquema de control automatico y un actuador que
genere una senal de reaccién que busca compensar el efecto del sismo. Entre los dispo-
sitivos utilizados en el control semiactivo para estructuras civiles pueden mencionarse
los amortiguadores electro-reolégicos y los magneto-reolégicos. Representan una al-
ternativa importante pues pueden ajustarse a las caracteristicas del sismo y tienen
un costo moderado. Este tipo de dispositivos tipicamente consiste de un cilindro que
contiene un fluido (generalmente aceite) y pequenas particulas eléctricas/magnéticas.

Cuando se aplica un campo eléctrico/magnético que polariza las pequenas particulas
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en direccién del campo se provoca que el fluido cambia de ser liquido a semi-sélido.

3 Técnicas de control activo. Se enfocan a ejercer una accién de control automatico
sobre un edificio de forma artificial. Los sistemas de control activo modifican las
propiedades dindmicas inerciales y, en menor proporcién, la rigidez de la estructura.
La senal de control para contrarrestar el efecto del terremoto se produce a través de
dispositivos electro-mecédnicos o electro-hidraulicos alimentados por poderosas fuentes
de potencia. La principal desventaja de este tipo de sistemas es que la cantidad de
energia requerida es alta e indispensable durante la excitacién sismica, situacién que
no puede ser satisfecha generalmente cuando se presenta un terremoto, ademas de su

alto costo.

Desde un punto de vista practico, resulta evidente que ante una excitacién sismica es
mayor el efecto de compensacién que se puede conseguir con una accién de reaccién que el
que se obtiene con una estructura con ciertos materiales que absorban la energia provocada
por el terremoto. La combinacion de un correcto diseno estructural, el uso de materiales
poco rigidos y el uso de un esquema de control automatico ofrece mas ventajas que el uso
de estas técnicas por separado.

En este trabajo se recurre tinicamente al control semiactivo. La estructura del edificio

no cambia y el actuador es un amortiguador magneto-reolégico.

4.2 Modelo matematico de la estructura civil

Para el modelo de dindmico del sistema se sugiere un modelo de parametros concentrados,
con la masa de cada planta concentrada y el acoplamiento entre piso y piso representado
por un amortiguador y un resorte. Los coeficientes de amortiguamiento y de rigidez se
asignan de acuerdo a las propiedades estructurales del edificio. El actuador estd conectado
fisicamente entre el primer piso y el suelo. Cualquier accién a la que sea sometida la
estructura en la base se propagara del primer al segundo piso, del segundo al tercer piso y
asi sucesivamente. Esta situacién hace evidente que la accién de control sobre los ultimos
pisos se diluye en el transito hacia ellos y que su intensidad es menor entre mas alto sea el
edificio. Adicionalmente, si se ve al edificio como un péndulo invertido hay una longitud de
arco de desplazamiento mayor a mayor altura de la construccién. La Fig. (4.1) proporciona

un esquema del modelo del edificio bajo estudio.
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Figura 4.1: Estructura civil y amortiguador magneto-reolégico.

Aqui m; es la masa del i-ésimo piso, ¢; es el coeficiente de amortiguamiento viscoso entre
el piso ¢ y el piso ¢ — 1, k; es el coeficiente de rigidez entre el piso i y el piso i — 1y Z, la
aceleracién del terreno. Al desarrollar el modelo matematico para un edificio de tres pisos,

se obtiene el siguiente modelo

m; 0 0 ||z c1+ca  —co 0 ||z k1 + ko —ko 0 ||z
0 mo 0 ||Zo]| + —C3 co+cg —csllze| + | —ko ko + ks —ks||xo| +
0 0 msl||Z3 | 0 —c3 c3 |3 0 —ks ks ||x3
1 m 0 o0]|[
+ o[ Fpo=10 my 0 [[1] % (4.1)
0 0 0 ms||l

En este modelo matemético Mi+Co+Kzx+IFy. = Mig4 x corresponde al desplazamiento
vy &, & la velocidad y la aceleracién de cada uno de los pisos. Las matrices cumplen con las
siguientes propiedades M = M7 > 0,C=CT >0y K=KT >0yl=[1 0 0]T.

Las matrices de masa, coeficiente de amortiguamiento y rigidez tienen una estructrura
en banda tal que la energia se transmite en cadena desde la base del edificio, hasta el piso
mas alto. Es decir, que no existe una conexién natural entre el primer y el ultimo piso,

situacion a la que se hard referencia posteriormente.
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4.3 Caracteristicas del actuador (amortiguador magneto-

reolégico)

Para abordar estd seccion, se presenta una rapida descripcion de un amortiguador
electro/magneto-reoldgico, se presentan sus caracteristicas técnicas y las ventajas del uso
de dichos dispositivos en control de vibraciones. Posteriormente se presenta el modelo
matematico sugerido para su descripcion.

Un amortiguador magneto-reolégico es un dispositivo que consiste de un cilindro con
un émbolo que contiene un fluido (generalmente aceite) y pequenas particulas de metal
que al someterse a un campo eléctrico/magnético son polarizadas alinéandose en direccién
del campo, situacién que provoca un cambio en la viscosidad del fluido. A mayor campo
eléctrico/magnético el fluido llega a ser semi-s6lido generando una fuerza de resistencia que
se incrementa en funciéon de dicho campo.

Respecto a los amortiguadores electro-reolégicos, estos tienen alta sensibilidad a im-
purezas en el fluido, esto es, si el fluido no es completamente dieléctrico al someterlo un
campo eléctrico se generan dipolos en el fluido que provocan una alteracién su funcionamien-
to (Gavin, H., Hanson, R., and Filisco, F. 1996a). En un prototipo descrito en (Gavin, H.,
Hanson, R., and Filisco, F. 1996b) los requerimientos de energia son los que se describen a
continuacién 15 [mA] genteran un desplazamiento en el émbolo de hasta 0.2 [cm] y generar
una fuerza de reaccién menor a 60 [N].

En el caso de amortiguadores magneto-reoldgicos la variacién en su comportamiento de-
bido a impurezas y cambios en la temperatura es minimo. De acuerdo al prototipo utilizado
en (Jiménez, R. 2006) los requerimientos de energia para el amortiguador magneto-reolégico
comercial de escala reducida, modelo RD-1005-3 son de 0-2 [A] con un desplazamiento de
hasta 53.34 [mm] el cual proporciona a una fuerza de reaccién de hasta 2224 [N].

En general los amortiguadores electro-reoldgicos son mas sensibles que los amortiguador
magneto-reolégico y tiene un mayor consumo de energia, con beneficios menores. Ante
esta situacion, es mas atractivo el uso de amortiguador magneto-reolégico para el disefio de
sistemas de control semiactivo en estructuras civiles.

Para aplicaciones en control del estructuras civiles de amortiguadores magneto-reoldgicos
como actuadores. Se realizan mediciones del desplazamiento de los entrepisos del edificio
sujeto a movimiento teldrico, mismos que son procesados por un algoritmo de control que

genera una respuesta de compensacién a dicho efecto, que en términos précticos es la senal
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de tension que se aplica al amortiguador. Esta senal genera a su vez un campo magnético
variable que origina el cambio de viscosidad en el fluido del amortiguador para generar una
fuerza de resistencia que se oponga a la aceleracién del suelo.

Desde un punto de vista matemadtico, las variables a considerar son el desplazamiento
y velocidad del émbolo, la fuerza de reaccién y la tensién que genera el campo magnético.
El resto son parametros que corresponden a cada prototipo. Por la naturaleza del fun-
cionamiento de un amortiguador, resulta natural plantear su dindmica como la de un meca-
nismo bajo efectos de friccién, al que adicionalmente se le plantea desde un enfoque de
EHCP y cuyo modelo ya se ha descrito en el capitulo 3 y estd dado por las Ecs. (3.10) y

(3.11), para simplificar su integracién al modelo del edificio.

4.4 Modelo matematico edificio-actuador en EHCP

Una vez que se ha hecho una breve descripcion del sistema dindmico y del actuador se
plantea un modelo matematico completo en EHCP. Considerando que el actuador sélo esta
conectado en la primera planta y que las matrices que definen la dinamica del edificio tienen
la misma estructura para los n pisos, se puede hacer un esquema general para una estrucura
de n pisos y un amortiguador magneto-reolégico como actuador.

Se plantea una funcién de energia del sistema y las ecuaciones dindmicas del sistema
edificio-amortiguador. Se inicia planteando la funcién energia, esto es la suma de la energia
cinética y potencial del sistema incorporando la dindmica del actuador a través de la variable

interna del modelo de friccién anteriormente descrito,

1 1 1
H(q,p,2) = 54" Kq+5p" M~'p+ 5002’ (4.2)
donde ¢ € R" y p € R” representan respectivamente la posicién y el momento generalizado
para un edificion de n pisos, K y M ! son respectivamente la matriz de rigidez y la matriz
inversa de la masa del edificio y o¢ y z son respectivamente la constante de rigidez y el
estado interno del modelo del amortiguador magneto-reoldgico. Al desarrollar las derivadas

parciales de la funcién de energia
0H

== — mpm!
Op p
OH
- _ K
0q 4
OH
= 092

9z
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A partir de la posiciéon convencional, la posiciéon y el momento generalizado estdn dados
respectivamente por ¢ = z, p = M¢. Ademsds la derivada de momento generalizado es en
general p = M¢+ M. Tomando como referencia las ecuaciones anteriores, se reescribe la
dindmica de la estructura civil el dada por Ec. (4.1), M&+Ci+ Kax+1Fy, = M4 en funcién
de la posicién y el momento generalizado, y queda como p = (M —C)M ~1p—K q—IFp+Mi,
como la matriz de inercia es una matriz constante en este caso particular, su derivada es
cero, esto es M = 0 como consecuencia la dindmica de la estructura civil se reduce a
p=—-CM p—Kq—IF 'tr +Ig, donde F'y, se sustituye por el modelo de friccion Puma con
senal de excitacién (3.10) y (3.11) y con la funcién de energia (4.2) y sus derivadas parciales
se genera la dindmcia del edicio amortiguador en EHCP para n pisos.

q Onzn Inzn Onzl Onzn Onzn Onzl annqnzl
-1 —az|| 5|
0
| 2] | O1am 1 -~ 0 0] L Oin aszleH o 0 %Hmilmﬂ_ | %0z |
Onzl Onzl
= Mnat| g — 022700611Hm+1p1”2 v. (4~3)
O(nfl)zl
0 ooora1||5=pi|z
T
Onzl annqnzl
1 —1
O2Z — O00Q1|| = Z| ann n
y = [ 1Pl Pral (4.4)
O(nfl)zl
2ar || pall2 o0z

Se observa ademads de la Ec. (4.3), que la matriz de interconexién cumple con las condi-
ciones del modelo y que para la de amortiguamiento de debe asegurar C' > 0, condicién
que es satisfecha por caracteristicas propias de la estructura, ademas para el modelo del

amortiguador se debe asegurar que 22 > 0.
1

4.5 Diseno de la Ley de CBP-AIA para una estructura civil

Para simplificar la construcciéon de la ley de CBP-AIA se ha escrito el modelo de la
estructura civil y el modelo de friccién en EHCP. Adicionalmente, se requiere construir la
dindmica objetivo en este mismo marco. El primer paso es generar una funciéon de energia

deseada, cuyo minimo es el estado de equilibrio del sistema en lazo cerrado y al mismo
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tiempo el punto de operacion del sistema la funciéon propuesta es
1

1 1
H,; = iqTqu + ipTM_lp + 50@712. (4.5)

De la Ec. (4.5) se puede observar que la matriz que corresponde a la masa permanece
intacta, en lugar de K se usa Ky, debido a que en la dinamica deseada se opta por un
cambio en la rigidez ademas de proponer una interconexién virtual entre el piso de la base
y el ultimo piso, con el objetivo generar una manipulacién directa por medio del actuador
a la ultima planta, que resulta més eficaz que esperar el efecto del control de forma natural
en el sistema (estructura en cadena entre los pisos del edificio hecho que limita la accién

del actuador en los ultimos pisos del edificio).

Una vez que se ha planteado la funcién de energia, Ec. (4.5), se pueden calcular las
derivadas parciales respecto a cada uno de los estados y a partir de ellas construir la dindmica
deseada del sistema edificio-actuador, como

6] ([0nen Inen Opat|  [Onan Onzn Ozt ) [Kunengnod]
-1 —az |51l
p = Tnan Onan 0|-1o, Cinam : M, Prat | -
0
L 2] (O 100 0] oo —asllgmpall - 0 ZEpll) [ 002
(4.6)

De la Ec. (4.6) se observa que la matriz de interconexién y disipacién cumplen con ser
antisimétrica y simétrica, respectivamente. Al comparar el sistema original con el sistema
deseado se observa que la matriz de interconexién permanece igual, pero la matriz de disi-
pacién tiene un nuevo elemento denotado por Cy. Esta matriz genera una mayor disipacién
de energia en el sistema para acelerar la llegada al punto de equilibrio del sistema en lazo

cerrado.

4.5.1 Condiciones de existencia de la ley de control

A partir de funcién de energia deseada y la dindmica de lazo cerrado en EHCP, se
inicia el procedimiento para verificar las condiciones de existencia de la ley de control para
finalmente obtenerla.

De la funcién de energia de lazo cerrado y la del sistema se puede obtener la funcién de

energia asignada denotada por H,, como.

1
Hy=Hy— H = 5q" (Ka— K)g (4.7)



Para satisfacer la condicién dada por (2.45) se recurre a (4.7) y se tiene.

OH,
Jq

x(x) = | 2

Op
OH,

0z

A continuacién se presenta el desarrollo de la Proposicién 1 dada por la Ec. (2.40).

1. Preservacién de estructura

(Kq— K)q
0
0

Jo=J+Jo=—[J+Ja)"

De acuerdo con el sistema deseado propuesto J, = 0, entonces.

Para el caso del amortiguamiento se tiene

Jy=J=—[J"

Ri=R+R,=[R+R, >0

Onzn Onzn Onzl
—a[l 7|
Rd = Onzn Cdnzn
0
Oten  —a2llmzprl -+ 0 Z|-mll
| V1zn Q2|5 P o1l m Pl |

ooad
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De acuerdo con (4.9) se asegura que Ry = RZ; y para asegurar que R; > 0 se debe

cumplir que Cy > 0 y que % > 0.

ii. Integrabilidad de »(x)

0x(x)
Oox
(K4y—K) 0 0
0 0 0
0 0 0

T
0x(x)
Oox
(K4q—K) 0 0
0 0 0
0 0 0
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iii. Asignacién de equilibrio »(z) en z,, satisface

OH
n(xy) = *%(CE*)
(Ka—K)q Kq
0 =—1|Cp
0 . 002 ]
0 0
0|=1]0
0 0 ooo

iv. Estabilidad de Lyapunov El Jacobiano s(z) en z., satisface la cota

2
({%%(m*) > %H(m*)
(Kg—K) 0 0 K 0 0
0 0 0|>—|0 M1t 0
0 00 0 0 o0

ooad

Por propiedades de la estructura civil se cumple que K > 0, M~ > 0 y se debe
asegurar que (Ky — K) > 0y o¢ > 0, para satisfacer (2.44).

Ahora se realiza el desarrollo de la Ec. (2.40) para encontrar la ley de control 3(x).

Onzn Tuon Onet |(Kaq — K)nangnat
az|| |
By S —Clynan : 0 (4.10)
0
[Oner Ltaollimmr |0 00 —22(I55pl] 0 |
[ Onen Onen Onot | KnonGuor | | Onsr | [ Onot ]
ooa1||rpillz — o2z
= Onzn (Ca—=C)nan Onat | Mpgnbnat | — | Mna1 | &g+ 0 B(z)
0
i O1zn O1zn Onan 1 002 | i 0 | i *%MHW%IHHZ

4.5.2 Ley de control

Debido a que las matrices C, K, M, Cy y K4 son matrices de parametros conocidas asi

como las constantes del modelo de friccién og, 01, 02, a1 y ag. La Ec. (4.10) se resuelve
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algebraicamente y se encuentra la senal de control 5(z)

ooar||2p1|| — o2
B(x) = L

1 S 1 {—(k1a — k1)q1 + (k2a — k2)g2 + -+
(Goar | pall - 02)? + (Zarll m 2] =

1 1 1 .
o+ Epagn — (c1a — €1)—=p1 — (caq — c2)—=p2 + -+ + (Cpd — Cn)——Pn — My ¢ .
ml m2 mn

(4.11)

4.6 Simulacién numérica para una estructura civil de tres

plantas

Una vez satisfechos los requisitos para construir una ley de CBP-ATA, se disené en la
Ec. (4.11) una accién de control generalizada para cualquier cantidad de pisos del edificio.
Para el caso que ocupa esta seccion se aplica el esquema de control a un edificio de tres
plantas propuesto en (Dyke, S.J., Spencer, B.F., Sain, M.K., and Carlson, J.D. 1998). El
terremoto se introduce como una sefial de aceleracion del terreno, especificamente el registro
del sismo acaecido el 19 de septiembre de 1985 tomado en la Secretaria de Comunicaciones
y Transportes, componente norte-sur escalado apropiadamente para la simulacién numérica
que se lleva a cabo (ver Figura 4.2). Los pardmetros de masa, rigidez y amortiguamiento,
se presentan en el apéndice A.

2
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|

Aceleracion del terreno [m/sz]
°

5 L L L L L L
[¢] 5 10 15 20 25 30 35

Tiempo [s]

Figura 4.2: Aceleracion del terreno sismo SCT-NS, México 1985.

Al someter el edificio al movimiento telurico dado por Figura 4.2, se generan desplaza-
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mientos en cada uno de los pisos . Estas mediciones dedesplazamiento son introducidas al
algoritmo de control que genera la ley de control como una senal de fuerza. Dicha senal se
introduce a las Ecs. (3.10) y (3.11) y a partir de estas dos ecuaciones se obtiene una senal
de voltaje que es la que se introduce al amortiguador magneto-reolégico asi en funcién de
ella al amortiguador absorbe mas o menos energia de la producida por el movimiento del

terreno.

Fuerza [N]

400 - -

-600 I~ —

800 L L L L L L
o 5 10 15 20 25 30 35

Tiempo [s]

Figura 4.3: Senal de control fuerza

Tiempo [s]

N

5
2

.5

Tension [V]

o

1
.5
o
o 5 25 30 35

Figura 4.4: Senal de control tensién

A continuacién se presentan las graficas de desplazamiento para la respuesta con y sin
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Figura 4.5: Desplazamiento del primer piso con y sin control.

control, para la estructura civil de tres pisos.

Como es comun, para revisar la efectividad de la accién de control sobre la planta
primero se realiza un prueba sometiendo al edificio al sismo, y se toman como referencia
la medicién de los desplazamientos de cada piso para conocer la respuesta de la planta
ante dicha excitacién (respuesta libre). Posteriormente se somete al sistema a la misma
excitaciéon pero con control, se superponen las senales y se realiza la comparacién entre

ambas para exhibir la efectividad del esquema de control (vedse Figuras 4.5, 4.6 y 4.7) De

—— x2c/c
x2s/c

R —

Desplazamiento x2c/c y x2s/c [m]
°

_3 L L L L I I
o 5 10 15 20 25 30 35

Tiempo [s]

Figura 4.6: Desplazamiento del segundo piso con y sin control.
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las Figuras 4.5, 4.6 y 4.7, se observa que la mayor reduccién de desplazamiento se genera
en la primera planta. Ello se debe a que el amortiguador estd conectado entre el suelo y la
primera planta, entonces la compensacién del desplazamiento en los subsecuentes pisos es
una accién encadenada debida al grado de subactuaciéon que posee el sistema.

Para tener una idea mas precisa de la reduccién de los desplazamientos en cada piso, a
partir de las Figuras 4.5, 4.6 y 4.7 en la Tabla 4.1 se presenta un resumen de los desplaza-

mientos con y sin control para la estructura de tres pisos.

=x 107

A REG IR
‘\H\“‘\‘\‘H“\ i

Desplazamiento x3c/c y x3s/c [m]
o

I . I I I
0 B 10 15 20 25 30 35
Tiempo [s]

Figura 4.7: Desplazamiento del tercer piso con y sin control.

Tabla 4.1: Resultados tres pisos

Desplazamiento Reduccién de desplazamiento
respuesta libre | respuesta con control x; (%]
1.7321073 3.842107 99.78
2.692103 7.04210~% 73.61
3.20x1073 1.09210~4 65.51

A partir de los datos presentados en la Tabla 4.1 se observa que la primera planta tiene
una reduccién en el desplazamiento del 99.78 % (vedse Figura 4.5), en el caso del segundo
y tercer piso respectivamente la reduccién es de 73.61 % (vedse Figura 4.6 y 65.51 %
Figura 4.7). La tensién del amortiguador (vedse Figura 4.4) siempre estd conmutando entre
[0V — 2.5V] y la fuerza que se generd a partir de esta tensién para contrarrestar el efecto

del sismo es de 600[NV], ( vedse la Figura 4.3). Se observa asi, que la ley de control es capaz
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reducir los efectos del sismo con las limitante de tension que el actuador tiene. Es importante
resaltar que la accién de control se lleva a cabo por el amortiguador y que este elemento
esta conectado entre el suelo y la primera planta. La compensacién del desplazamiento en
el resto de los pisos se lleva a cabo a partir de las carcateristicas de interconexién propias
del edificio, debido a que el amortiguador no se conecta con ningtin otro piso, aunque el
calculo de la ley de control permite interconexiones virtuales cuyo efecto es resumido en la

tabla 4.1.
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Capitulo 5

Péndulo doble

5.1 Descripcion del sistema

En el estudio de la teoria de control es comun el uso de sistemas subactuados, tales como
el sistema carro péndulo, el péndulo de rotatorio o el doble péndulo. Estos sistemas se usan
con propositos didacticos, ya que permiten un primer acercamiento de los estudiantes con
las propiedades no lineales, percibirlas intuitivamente y verificarlas tedrica y experimental-
mente. El reto consiste, en todos los casos, en disefiar esquemas de control que lleven al
sistema a un punto de equilibrio que es inestable en lazo abierto. En la mayoria de los
casos, dichos dipositivos son controlados por esquemas de control hibridos, es decir conmu-
tando dos controles. El primer controlador genera oscilaciones que acercan al sistema a una
vecindad del estado de equilibrio inestable. Cuando la trayectoria se encuentra en dicha
regién se acciona un control lineal que conduce al sistema al estado de equilibrio inestable
y lo mantiene en el estado de operacién de interés (Siciliano Bruno and Valavanis Kimon
P. 1998). La idea de hacer un control conmutado radica en que es méas facil disenar y
sintonizar dos controladores que hacerlo en uno sélo.

La técnica de diseno CBP-AIA se basa en generar un moldeo y disipaciéon de energia
tal que las trayectorias del sistema converjan al estado de equilibrio. Al proponer apro-
piadamente el moldeo y disipacion de energia, en toda la regién de operacion del sistema,
se puede lograr que a partir de una condicién inicial fuera de una vecindad del estado de
equilibrio inestable, un solo controlador dirija las trayectoria hacia estado de operacion, sin
necesidad de conmutar entre controladores (Aracil J. and Astrom K. 2006) y (Angeli David
2000).
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5.2 Modelo matematico del péndulo doble

El caso que se aborda en esta seccién corresponde a un péndulo doble con accién de
control en el primer eslabén, por lo que la dindmica del segundo depende de la del primero.
Como en el caso de estudio anterior, para facilitar la construccién de la ley de CBP-AIA
se describe la dindmica del péndulo doble en EHCP. Para ello en la Fig. 5.1 se presenta el

diagrama de cuerpo libre de un doble péndulo con actuacién sélo en la primera articulacion.

Figura 5.1: Diagrama de cuerpo libre de un manipulador de dos grados de libertad(Kelly y
Santibanez 2003)

Para este sistema mecédnico, cuando no se consideran efectos dindmicos de friccién, el
modelo en EHCP tiene como estados las posiciones y momentos generalizados [g1 qg]T y
[p1 po]T respectivamente. Ademas, se introduce el modelo de friccién Puma (3.15) y (3.16)
para modelar la friccién en cada articulacién mediante los estados internos [21  zo]T. La
funcién de energia se propone como

1. 1
H= §pTM Y@p+Ulq) + §zTEoz

donde %pTM ~1(q)p es la energia cinética y U(q) la energia potencial del péndulo doble y

2T'¥z la energia potencial asociada al estado interno del modelo de friccién. Al sustituir



¢
7))
P1
D2
1

Z2

donde:

T M~1(q)p y U(q) para el péndulo doble, la funcién de energia es

Mai(q)
M>1(q)

o =

-1

1[ } Mii(q) Miz(q) p1
5| P1 P2
2 Mos1(q) Maz(q) P2
1 p
magleacos(qi + qa) + 37 oz
—1

M2 (q) _ | male) p(g) |
M>2(q) p21(q)  m22(q)
(o) 0
0 oo
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— (maler +maly)geos(qr)

(5.1)

A partir de la funcién de energia (5.1) se generan las derivadas parciales respecto a cada

uno de los estados y junto con la matriz de interconexién y disipacion, se construye el arreglo

matricial en EHCP que describe la dindmica del sistema, como

(]

100 ol [oo o 0
0 1 00 0 0
00 -1 0 00 o1+02 0
0 0 1] oo

1 0 0 0 0 0 —ao|gi] 0
0 1 ] Loo 0 —ali

0
0

—azq|

0 o1+ 02 0

2]

0

0

0

0
—az|go]

0

2ol

La matriz de interconexién y disipacién son funciones del estado [¢ p|, de la relacién entre

la posicién y el momento generalizado p = mgq se cumple que ¢1 = p11(q)p1 + p12(q)p2 ¥y

G2 = p21(q)p1 + p22(q)p2 (pi; son los elementos de la matriz inversa de M(q)), como una

forma de compactar la redaccién de la matriz de disipacién se recurrird a escribir ¢; y ¢o

en lugar de las coordenadas generalizadas [¢  p].

5.3 Diseno de la Ley de CBP-AIA para el doble péndulo con

fricciéon dinamica

La técnica de control requiere que el minimo de la funcién de energia en lazo cerrado

corresponda con el estado de equilibrio de lazo cerrado. El caso de interés para el péndulo

o O O = O O
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doble es la posicién de equilibrio inestable que corresponde a la vertical superior, asi que
la funcién de energia propuesta se sugiere con minimo en dicho punto. Para lograr este
objetivo se mantiene la energia cinética del sistema y se modifica la energia potencial, los
términos que corresponden al modelo de friccién permanecen intactos. Entonces, la funcién
de energia deseada tiene la forma

-1

o 1 [ } Mii(q) Mi2(q) 2
d — 5| P1 P2
2 Ma1(q) Maa(q) P2
1
+  ag(mila + mali)geos(qr) + aamagleacos(qr + qo) + 2Tz (5.3)

2

Adicionalmente a la restriccién antes planteada se tiene un grado de libertad adicional que

corresponde a la disipacion de energia a través de la matriz

(00 0 0 0 0]
00 0 0 00
Ry=R+ 0 0 Rig(z) Riga(z) 0 0 -
0 0 Ryga(z) Roa(z) 0 0
00 0 0 00
(00 0 0 00

La disipacién de energia se hace con una funcién Rj14(x) = agcos(qa — ), Risq(x) =
Ro14(z) = Rasq(x) = 0. Una vez propuesta la funcién de energia del sistema de referencia
se generan las derivadas parciales de cada una de las variables, a partir de ellas se genera
la matriz de interconexién y se aplica la disipacién de energia a cada estado, con lo cual se
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construye la dindmica deseada del sistema completo en EHCP, descrita en la Ec. (5.5).

\
'o o o o o <o
o o o o o o

Al

ip) 0
1| -1
| ]| O
Z1 0
L0

10 |
0 01 0 0
00 -1
100 0 -1/
10
0 01 0 0 |
0 0 0 0 ][V Hal
0 0 0 0 Vo Ha
Ri14(z) + 01 + 02 Ri24(x) —az|q:| 0 Vp, Ha
Ro14(x) Rosg(xz) + 01 + 02 0 —as|go] Vo Ha
—aa) 4| 0 @iyl 0 V., Hy
0 —aslgol 0 21g2| ) |V Ha

Al comparar las Ecs. (5.5) y (5.2), se observa la introduccién de los términos Ry14(z),

Ri24(x), Ro14(x) y Ro2q(x) asociados a la inyeccién y disipacién de energia.

5.3.1 Condiciones de existencia de la Ley de Control

Al igual que en el edificio caso anterior se calcula la funcién de energia asignada como

la diferencia entre la funcién de enegia de lazo cerrado y la de lazo abierto.

H,=H;— H =1+ a1)(mla +maly)geos(q1) + (1 + ag)magleacos(qn + ¢2)

(5.6)

Para construir la condicién dada por (2.45) y generar s se deriva parcialmente la funcién

de asignacion de energia respecto a los estados.

0H,

OHqy
9q2
OHqy
dp1
OHq
Op2
OH,
0z1
OHqy
0zo

—(1 + a1)(mler +maly)gsen(qr) — (1 + az)magleasen(qr + g2)
—(1 + az)maglersen(qr + q2)
0

0
0
0

A continuacién se presenta el desarrollo de la Proposicién 1 dada por la Ec. (2.40).

(5.7)
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i. Preservacion de estructura
Ji=J+Jo=—[J+ 1T
De acuerdo con el sistema deseado propuesto J, = 0, entonces.
Jy=J=—[JF

Para el caso del amortiguamiento se tiene

[0 0 0 0 0 0 |
0 0 0 0 0 0
Ry — 0 0 Ryg(z)+o1+o2 Ry94(x) —azlqi | 0 (5.5)
0 0 Rotd(z) Rozq() + 01 + 02 0 —ag|qa|
00 —az|q1] 0 2|4 0
100 0 —azds| 0 |

Se cumple que RI(z) = Ry(z) cuando Rjp4(x) = Rapia(x). Ademds Ryygq(z) > 0,
Ri24(z) > 0,01 >0,02 >0,y a2 >0

ii. Integrabilidad »(z)

[ g_fl —(1+ aa)magleasen(qi +q) 0 0 0 0 |
—(1 4 ag)magleasen(qr + g2) —(1+ az)magleasen(qgi +qg2) 0 0 0 0
9x _ 0 0 0000 59)
Ox 0 0 000 0
0 0 0 0 0O
i 0 0 000 0|

donde g—;‘l = —(1+ a1)(mla + maly)gsen(q1) — (1 + az)magleasen(qr + q2).

9x _ 9xT
Se asegura que = = F—

iii. Asignacién de equilibrio »(z) en z,, satisface

#(x) = =5~ (x)



—(1 4 a1)(ml.g + moly)gsen(qr) — (1 4+ az)magleosen(qr + ¢2)
—(1 + ag)magleasen(qr + q2)
0

0
0
0

q1
maglesen(qn + q2) + pTYAL + p3 G2 + pypy (92 4+ Ytz

9q1 0q2
2p11p1 + (pa2 + p21)p2
t22p2 + (pa2 + po1)p1

001

00%2

o o o o o o
|
o o o o o o

iv. Estabilidad de Lyapunov El Jacobiano s(z) en z.,, satisface la cota

2
%%(m*) > %H(.m*)
[ g—;‘l —(1+ az)magleasen(qi +¢2) 0 0 0 0 ]
—(1+ az)magleasen(q + ga) —(1+ az)magleasen(qi +g2) 0 0 0 0
0 0 0 0 0O
0 0 0 0 0O
0 0 0 0 0O
0 0 0 0 0O

T

[ (muc1 +maly)gsen(q1) +magleasen(qy + o) + pFAas + P35 4 pipy (G2
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o _
+ 6!1211 )
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[ (mlq1 +mali)gceos(qr) + magleacos(qr + g2)

o O O o o O

magleacos(qr + o)
0

0
0
0

donde:

20%pu11 2 0>

T

T
Q
0
0

magleacos(qr + q2)
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02
T = maglezcos(q1 + G2) + P1553" + Paggz iz + P1P2gz (a2 + pi2)

I'=2p, %f;; + p23%2(M12 + 1)

Q= 2p2%%2 +p13iqz(m2 + po1)

Al evaluar en el equilibrio (5.10) se tiene:

[ (mle1 + mali)g + maglea
nglcz
0

o O O o O O
o O O o O O
o O O o O O
o O O o O O
V
\

0
0
0

nglcz

nglcz

0

0
0
0

0 0 0 O

r Q 0 0

2p11 piz+p 0 0

M1z + pa21 2022 0 0

0 0 gy 0
0 0 0 o |
(5.10)
0 0 0 0
0 0 0 0
2p111(0)  p112(0) + p21(0) 0 0
p12(0) 24122(0) 0 0
0 0 g 0
0 0 0 oo
(5.11)

La matriz de la derecha de (5.11) consta solo de constantes positivas por lo que se

cumple a%%(m*) > —6‘9;2}[(:5*).

Finalmente solo queda por construir la ley de control, para ello con J(z), R(z), H(z),

T




65

g(x) y la Proposicién 1 dada por la Ec. (2.40) se tiene.

[0 0 1 0 0 0 |
0 1 0 0
-1 0 —(Rud(z)+ o1+ 02) —Ry24() -1+ a2|di] 0 .
-1 —Ro14(7) —(Ra2d(x) + 01 + 02) 0 —1+ as|ge|
0 0 1+ asdi| 0 —L2|g| 0
L 0 1+ az|de| 0 —2ge]
[ 2x 1 Joo o 0 0 0]
—(1+ a1)magleasen(qr + go2) 0 0 0 0 0 0
0 - 0 0 Rpa(z) Riga(z) 0 0
0 | 0 0 Risa(z) Rosa(z) 0 0
0 0 0 0 0 0 0
I 0 | oo o 0 0 0|

[ (mler + mali)gsen(q1) + magleasen(qi + go)
p1p21 + p2p22 + magleasen(qr + g2)
H11P1 + Hi12P2
H21P1 + H22p2

g021

B(z) (5.12)

o O O = O O

gpz2

Al despejar 5(z) de la Ec. (5.12) se obtiene la ley de CBP-AIA.

ﬁ(;g):% {(T+ a1)(male+mali)gsen(qi)+ (1 + az)maleasen(qi +¢2)

—Ry1a(2)(11p1 + pa2p12) — Riza(z)(p21p1 + paep2e) b (5.13)
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5.4 Simulacion numérica para el péndulo doble

En esta seccién se presentan los resultados de un experimento realizado por simulacion
que consiste en mostrar que la ley de CBP-AIA puede llevar al doble péndulo a la
posicion erguida vertical. Se proponen como condiciones iniciales que el primer brazo
se localice a 0 [rad] y que la posicién angular del segundo brazo sea 0.05 [rad], segin

el sistema de referencia mostrado en la Figura 5.1.

En las Figuras 5.2 y 5.3 se muestra la trayectoria de cada uno de los brazos del péndulo
doble. Se observa que ambos brazos se encuentran cerca de la posicién inferior de
acuerdo con el sistema de referencia adoptado y que al entrar en accion la ley de
CBP-AIA los brazos llegan a la posicién vertical superior. La ley de control empleada

para el tnico actuador en el primer brazo se muestra en la figura 5.4.

Es importante notar que esta ley de control es continua por ello no es necesario
usar una ley conmutada (Aracil J. and Gordillo F. 2005) para primero impulsar el

doble péndulo y luego estabilizarlo en la posicion de equilibrio inestable en lazo abierto.

Posicion angular 1

Posicion angular

i
(o} 50 100 150
Tiempo

Figura 5.2: Posicién angular ¢;
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Figura 5.3: Suma de las posiciones angulares ¢; + g2
Control
2
1.5
\
0.5
ol
-0.5
-1
-1.5 - -
o] 50 100 150
Tiempo

Figura 5.4: Senal de control (par)
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Capitulo 6

Péndulo de Furuta

Al igual que en los dos casos de estudio anteriores, el péndulo de Furuta posee més
grados de libertad que acciones de control. Es un sistema con grado de subactuacién
uno y una infinidad de puntos de equilibrio estables e inestables. Como en el caso del
péndulo doble, se busca diseniar un esquema de control que permita llevar al sistema
desde cualquier estado inicial hasta un estado de equilibrio inestable de lazo abierto
con una uUnica ley de control y que permanezca en dicha condicién como pasa el tiempo.
La solucién del problema se plantea desde un punto de vista de moldeo y disipacién
de energia para ello la dindmica de la planta se describe en un marco de EHCP y la
ley de control se construye desde un enfoque de CBP-AIA (Ortega, R., van der Schaft,
A. J., Mareels, 1., and Maschke B. 2001).

En forma sencilla, la idea general es disefiar una funcién de energia de lazo cerrado
con punto de equlibrio en el estado de equilibrio inestable y que adicionalmente posea
zonas de mayor energia en regiones alejadas al punto de equilibrio en lazo cerrado y
zonas de menor energia en una vecindad de dicho punto, es decir que el moldeo de
energia cambie de acuerdo a la posicién de la trayectoria del péndulo, ello considerando
que la cantidad de energia que se requiere para desplazar el péndulo de una posicién
cercana a la vertical inferior es mayor que en una posicién contigua a la vertical
superior. Adicional a las aportaciones que puede generar la funcién de energia también
se plantea un esquema de dispacion e interconexién de energia para lograr el objetivo

antes planteado.
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6.1 Descripcion del sistema

El péndulo de Furuta es un prototipo académico que estd constituido de dos barras
conectadas entre si perpendicularmente. El extremo de una de ellas estd montada
en un motor que genera su desplazamiento angular en el plano horizontal, su otro
extremo se ensambla transversalmente la otra barra que funciona como péndulo y

tiene movimiento solo en un plano vertical como se muestra en la siguiente Figura 6.1.

Figura 6.1: Péndulo de Furuta

En la Figura 6.1, [ es la longitud, m la masa y ¢; la posicién angular del péndulo.
Para el brazo r es su longitud, ¢» su posicién dngular y su masa se considera despre-
ciable. La entrada es el torque u que se ejerce sobre el brazo Unicamente y g la fuerza

gravitacional.

6.2 Modelo matematico del péndulo de Furuta

Para la construccion de la dindmica de la planta, se definen los estados del sistema

z(t)=[p ¢ p1 p2 2z 22, donde ¢; es la posicién generalizada, p; el momento
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generalizado, z; una variable interna del modelo de friccién. Con ¢ = 1 para el péndulo

e 1 = 2 para el brazo.

Una vez definido el estado, se plantea la funcién de energia del sistema como la suma

de la energia cinética y potencial del péndulo de Furuta.

1 1
H= §pTM(q)_1p + Ky(cosqn — 1) + §ZTEZ (6.1)
donde:
=[]
oo O . , ..,
Y= es una matriz de pardmetros del modelo de friccién

0 oy

30" M(q)~'p: es la energfa cinética y

Ky(cosqy — 1) + %zTEz la energia potencial.

A continuacién se plantean las derivadas parciales de la funcién de energia respecto
a cada uno de los estados y junto con la matriz de interconexiéon y disipacién se
construye la dinamica de la planta en EHCP, que es

Q1 10 0 0 0 0 0 0 [V, H]
o 01 00 0 0 0 0 Ve H
m| ) -1 00 -1 0 00 o140s 0  —aslgs| 0 Vo H
2 | 0 -1 0 o0 1| |00 0 oo 0 —adg] [[|VeeH
A 10 0 0 —adli| O 2214, 0 Vo H
] o 01 I Loo 0 —alel 0 2@ J|V.H
-
0
0 s (62)
g94(z)
0
L 0 .

La matriz de interconexién y disipacién son funciones del estado [¢ p], de la relacién
entre la posicién y el momento generalizado p = mgq se cumple que ¢1 = p11(q)p1 +
pi2(q)p2 y d2 = po1(q)p1 + pe2(q)p2 (i; son los elementos de la matriz inversa de
M(q)), como una forma de compactar la redaccién de la matriz de disipacién se

recurrird a escribir ¢; y ¢2 en lugar de las coordenadas generalizadas [¢ p).
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Ademads g4(z) =1y 09, 01, 02y ag son pardametros del modelo de friccién.

Se observa que la matriz de interconexién cumple con la propiedad J = —J7T y que
mientras o1, 02 ¥ a2 sean positivos la matriz de disipacién asegura la condicién R =

RT >0

6.3 Diseno de la Ley de la ley de CBP-AIA

El objetivo del esquema de control es que a partir de una condicién inicial cualquiera
y con un solo esquema de control el péndulo de Furuta tome una trayectoria que lo
lleve al punto de equilibrio inestable y lo mantenga ahi. Para ello la funcién de ener-
gia debe poseer un minimo en el punto de equilibrio de lazo cerrado que corresponde
precisamente al punto de equilibrio inestable. Desde esta perspectiva un hecho con-
veniente es reformular la energia en el péndulo tal forma que los puntos cercanos al
equilibrio inestable sean atractivos respecto a este y los que esten mas alejados de
dicha vecindad lo sean ain mas. Para ello se propone la energia potencial de lazo
cerrado del sistema con minimo en el equilibrio inestable y un término de energia
potencial tipo resorte que hace ain més atrayente el punto de equilibrio inestable.
Por otra parte la energia cinética en lazo abierto y cerrado se mantiene igual asi como

la energia potencial debida al esquema de friccién no lineal

Hy(z) = 3p"M(q)"1p + ka(1l — cosq)

+ kp(l—cos2q) + %kDQ% + %kchg + %UoZTZ. (6.3)
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Las matrices de interconexién y disipacién para la dindmica de lazo cerrado son.

0 0 Jiia  J124
0 0 Jota  J22d
—J1ta —Ji2a O 0
Jy(x) =
—Jotg —J22a O 0
0 0 1 0
0 0 0 1
[0 0 0 0
00 0 0
0 0 c1+02+R R
Ry()= 1+ 02 11d 12d
00 Rai1q 01+ 02 + Ragq
00 —az|di| 0
100 0 —az|go|

0 0 |

0 0

10 (6.4)
0 -1

0 0

0 0 |

0 0 |

0 0
—az|q1| 0

0 —az| ol
2| 0

0 il |

(6.5)

Los elementos de la matriz de disipacién tienen los siguientes valores Ri1q > 0, Riog =

Ro14 > 0, Rooq > 0 para asegurar que la matriz de disipacién de lazo cerrado satisfaga

R; = Rd > 0.

Los elementos la matriz de interconexién deseada J; se calculan maés adelante de

acuerdo a sus propiedades intrinsecas y a los requerimientos de la ley de control.

Una vez propuesta la funcién de energia y las matrices de interconexién y disipacion

de energia se construye la dindmica de la fucién de energia como

& =[Jg — R4]V.Hy
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6.4 Ley de control

Para determinar la ley de control se recurre a la Ec. (2.46)

r 1T
0
0
Blx) = . (() ) {(Ja(z) — R4(z))VHqy(z) — (J(z) — R(z))VH(z)}  (6.6)
A\ T
0
L 0 -

Al sustituir la dindmica de lazo abierto Ec. (6.2) y lazo cerrado del sistema Ecs. (6.4)
y (6.5) en la Ecuacién de (x), Ec. (6.6) se tiene.

B(x) = — JauaVgHq— J22dVeHa — R12aVp1Hg — (01 + Ro2q)Vp2 Ha
— (1 — a2|c_'I2|)VZ2Hd + VqQH + 01Vp2H + (1 — a2|c_'12|)V22H (67)

De la Ley de Control Ec. (6.7) obtenida se observa que hay valores por conocer, en el
caso de la funcién de energia (6.3) y la matriz de disipacién (6.5) de lazo cerrado la
situacién que se resuelve de forma simple recurriendo al conocimiento intrinseco del
disenador sobre el sistema y a la sintonizacién en la simulacién numérica, por supuesto
respetando las restricciones que establece el marco de modelado. Para determinar los
elementos desconocidos de la matriz de interconexion de energia del sistema en lazo
cerrado Ec. (6.4), se recurre a la condicién de aparejamiento Ec. (2.47), que se

describe detalladamente a continuacion.

6.5 Condicién de aparejamiento

La condicién de aparejamiento plantea la existencia del vector g*(z) denominado
aniquilador izquierdo, el cual satisface g*(z)g(x) = 0. Para determinar el valor de
los elementos del vector g-(#) se recurre a la definicién de la dindmica del sistema de
lazo abierto del péndulo de Furuta en EHCP (vedse Ec. (6.2)). De dicha Ecuacién
gx)=00 0 0 giz) 0 0.
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A continuacién se presenta la construccién para el aniquilador izquierdo.

0
0
[ot@) @) @) ot @) @) @) | =0 (63
94()
0
L 0 .

De la Ec. (6.8), gi (z) debe ser cero para asegurar g*(x)g(x) = 0. El resto de los
elementos del vector g (z), pueden tomar cualquier valor.

- 1T AT

*

)
8

o
8

S

Q
8

8

~~ I~ I/~ /N
~— O~ ' ' ~—— ~—

*
*
0
*
*

S
8

donde % representa un valor arbitrario.

Para simplificar el disefio se propone gi-(z) = g5 (z) = g (z) = gg (z) = 0, y el tinico
elemento del vector g*(z) que se escoge como no trivial es ggf (x), para tener una
injerencia en la dindmica del péndulo. Para encontrar el valor de g3 () se reescribe

(2.47) y se tiene
g+ (@) {[Ja(z) — Ra(@)la(z) — [J(z) — R(z)]VH(z)} = 0 (6.10)

Sustituyendo los valores de las matrices de Ecs. (6.2), (6.4) y (6.5) en la Ec. (6.10)
y considerando que el tinico elemento no trivial de g*(z) es ggL(m), entonces el tercer

elemento del vector del lado derecho de la Ec. (6.10), debe ser cero, esto es:
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(6]

J11aVp1Ha(x) — J12dVpe Ha(z)—
J21aVp1 Ha(x) — Jo2aVp2 Ha(x)—
J11aV g Ha(z) — J124VeHa(z) — (Ri1a + 01)Vp1Hg — R124Vpe Ha+
J21aVq Ha(x) — J22aV2Ha(x) — R21aVp1 Hg — (Ri2q4 + 01) V2 Ha+
(azl@r| + DVp1Hg — Z2[q1|VaaHy — (a2|@1] + 1)V H+
(azlgo| + 1) VpoHg — 2|42|V.1Hy — (alde| + 1) Vpe H+

V. H
V,.H
+(azlg1| — 1)V Hg+VaH + 01V H — (ag|¢i| —1)VaH
+(azlge| —1)VaoHg+ Vg H + 01V H — (ag|ge| —1)V,oH
+521d1[Va
+262|V 22

gl J11aVpr Ha(x) — J12aVp2e Ha(z)—
J21aVp1Hy(z) — J224Vp2 Hg(x)—
J11aVa Hy(z) — J12dVeHa(x) — (Ri1q + 01)Vp1Hg — R124Vp2 Ha+
J21aV 1 Hg(x) — Jo2aVgeHa(x) — Rp14Vp1 Hy — (Ryi24 + 01) Ve Hy+
(a2|@1| + 1)Vp1Ha — $2141|Va1Ha — (a2]gi] + 1)V H+
(a2lgo| +1)VpoHy — £142|V1Hg — (azlde| + 1) Ve H+
V. H ]
V,.H

+(az|g1| —1)VuHg+VaH + 01V H — (ag|¢i| —1)VaH
+(azlge| —1)VaoHy+ Vg H + 01V H — (ag|g2| —1)V,oH
+2161[Va
+262|V 22

(6.11)
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J11aVp1 Ha(w) — J12aVp2 Hy(x) — Vi H = % (6.12)
J21aVp1 Ha(w) — Jo2aVp2 Hy(x) — Vo H = % (6.13)
J11aVgHa — J12aVg Hi — (Ri1d + 01)Vp, Hi — R124Vp, Hg +

+ (azlg1| = 1)V Hg+ Vg H + 01V, H — (az|g1| — 1)V, H =0 (6.14)
J21aV g1 Hy(x) — J224V 2 Ha(x) — R21aVp1Hg — (Ri2d + 01)Vp2 Hy

+ (azlde| = 1)Vo2Hy + Vo H + 01V H — (az|ge| — 1)V.2H = % (6.15)

) as . ) as .
(azld1| + 1)Vp1 Hy — =61V Hy — (aslds| + DV  H + —|61|V.1 = % (6.16)
o1 01
) as . ) as .
(a2|ga| +1)VpoHg — —2\Q2\Vz1Hd — (a2|g2] + 1)V, H + —2\Q2\Vz2 =% (6.17)
o1 01

Como las Ecs. (6.12), (6.13), (6.15), (6.16) y (6.17), pueden tomar cualquier valor,
s6lo se enfocard la atencién en asegurar que la Ec. (6.14) sea igual a cero. Se observa
que en dicha ecuacién hay dos grados de libertad, J114 ¥ J124. Una eleccién puede ser
Ji14 = 1 y a partir de este resultado encontrar el Jyog

VogH — Vg Hy— R114Vp, Hg — R12Vyp, Hy
vl;lzj_Id

Ji2g = (6.18)

En la matriz de interconexién deseada (6.4) se propone la restriccién Jioq = Ja14 que
simplifica la construccién de la ley de control, ademas de satisfacer la condicién de la

matriz de interconexién J; = —Jg.
El valor se genera a continuacién a partir de la dindmica de ps de la Ec. (2.49) .
P2 = —J21aVg Hg — J224Vg2Hg — Vi2Hg — R214Vp1Hy
—(Ra24 +01)VpeHg — (1 — a2|¢2|)V.2Hy (6.19)

Como la formulacién de la ley de CBP-AIA da la posibilidad al disefiador para pro-
poner una dindmica de lazo cerrado deseada para la matriz de interconexién (Ortega,
R., van der Schaft, A. J., Mareels, I., and Maschke B. 2001), entonces la idea es
expresar la dindmica de po en términos de la energia potencial como

P2 = —VgHy— (Vq,Va— Vg, V) = R1a(Vp, Hy — Vp-1Hai) —

- Rggd(Vde - Vde*) — (1 - CLQ‘QQDVZsz. (620)

donde Hy, es la funcién de energia de lazo cerrado evaluada en el punto de equilibrio.
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Igualando las Ecs. (6.19) y (6.20), y sustituyendo el valor de Jioq = Jo14 v al resolver

para Jasg se tiene

vql‘/d - vqlv . RQldvpl-Hd* . R22dvp2 Hd*

Joga = 1 —

224 * qu Hy qu Hy qu Hy
. Ulvpzﬂd . Vqlﬂd(vqlﬂ - vqud — anled — ngdeHd)
Vg Hq (VQ2Hd)2 ‘

Finalmente la ley de control estd dada por.

B(x) = —(VeHi—VeH)— Ryug(VpiHg— VpiHg) — Rooa(VpaHg — Vo Hyy)
— (Vqlvd — Vq1V) + Ulvpgﬂd (6.21)

6.6 Simulacion numérica

Estd seccion estd dedicada a la simulaciéon del péndulo de Furuta bajo una ley de
CBP-AIA, integrando el esquema de friccidén no lineal en cada una de las articula-
ciones. El experimento se realiza con un tiempo de muestreo de 1 [ms] y bajo la
condicién inicial de 1 [rad] para el péndulo, las condiciones iniciales de los otros

estados son cero. A partir de la Figura (6.2) se observa la condicién inicial para la

neralizada péndulo [rad]

Figura 6.2: Posicién angular del péndulo

posicién generalizada en un radian, aproximadamente a 57°. A partir de este estado,



78

Posicién generalizada brazo [rad]

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempo [s]

Figura 6.3: Posicién angular del brazo

el controlador genera oscilaciones para acercar al péndulo a una vecindad del equi-
librio inestable, situacién que sucede gracias a que el brazo tiene oscilaciones amplias
al mismo tiempo que se desplaza como se muestre en la Figura 6.3. En el caso de
los dos momentos generalizados fuera de la vecindad del equilibrio en lazo cerrado se
presentan balanceos grandes, que al llegar a dicho equilibrio permanecen en un estado
estable (vedse en las Figuras. 6.4 y 6.5). Finalmente se observa en la Figura 6.6 que
la senial de control suministra una mayor cantidad de energia lejos de la regién de
operacién deseada y una vez en esta regién se mantiene en cero. A lo largo de esta
seccién se presento la construccién de una ley de CPB-ATIA, desde una perspectiva
distinta a los dos casos de estudio anteriores. En este caso se recurrié a un grado de

libertad adicional que genera la condicién de aparejamiento (2.47),

Se propuso la funcién de energia de lazo cerrado con minimo en el equilibrio inestable

de lazo abierto.

En el caso de la disipacién se propone una matriz que moldea la energia en las articu-
laciones de tal manera que se incremente la disipacion de energia en ellas para inducir

al sistema posicién de esquilibrio de lazo cerrado.

Adicionalmente a la funcién de energia y a la matriz de dispacién queda por definir
la matriz de interconexién de lazo cerrado con la que se busca proponer intercambios

de energia que favorezcan la estabilizacion en el punto de equilibrio deseado en lazo
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Momento generalizado péndulo [Kgm/s]

-0.15H -

02 I I i i i I i
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempo [s]

Figura 6.4: Momento generalizado del péndulo

cerrado. En este caso a diferencia de los casos de estudio previos se recurre a un grado
de libertad adicional dado por la condicién de aparejamiento, donde a partir de ella
se definen los elementos propuestos pero desconocidos en la matriz de interconexion.
Comparando la ley de control del péndulo doble y el de Furuta, se observa que los
dos poseen términos de disipacién de energia asi como términos debidos al cambio de
energia potencial, es decir que la estructura de la ley de control en los dos casos es
la misma, pero que para el caso del péndulo doble si se logré llevar desde cualquier
condicion inicial al sistema al equilibrio inestable y que en el caso del péndulo de furuta
se presentd la restriccién de solo condicion inicial en una vecindad de un radidn, en
el resto del plano no es posible llevar al péndulo con un sélo controlador al punto
de equilibrio inestable. La explicacién ante este hecho se debe a que la sintonizacién
de parametros realizada no permitié dicho objetivo porque el controlador si tiene la
estructura y cumple las condiciones establecidas por la técnica para lograr estabilizar

al sistema independientemente de su condicién inicial.
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20
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Figura 6.5: Momento generalizado del brazo

Sefial de control (torque) [Nm]

20
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Figura 6.6: Sefial de control (par)
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Capitulo 7

Conclusiones

En este trabajo de tesis se investigd el control de sistemas mecanicos subactuados
sujetos a efectos dindmicos de friccion. Se propuso utilizar el marco tedrico de las
Ecuaciones Hamiltonianas Controladas por Puerto (EHCP) para representar los sis-
temas mecanicos y los modelos dindmicos de friccién (Blankenstein, G. and Van der
Schaft, A. J. 2001).

Se recurri6é al modelo de dindmico de friccién de LuGre (Canudas, C., Olsson, H.,
Astrom, K. J., and Lischinsky, P. 1995) como punto de partida. Se comprobé que no
es posible incorporar los estados internos de este modelo en el marco de EHCP. Para
conseguir esta incorporacion, se propuso una modificaciéon a dicho modelo de LuGre
con la cual los estados asociados con los modelos dindmicos de friccién se unen a los es-
tados del sistema mecanico subactuado en el marco de EHCP, sin que estas pierdan sus
propiedades estructurales. La modificaciéon al modelo de LuGre, denominada Puma,
fue probada usando datos experimentales de un amortiguador magneto-reolégico, con
los que se consiguieron resultados similares en cuanto a precisién de reproduccién de

fuerza de friccién que los obtenidos con el modelo original de LuGre.

Una vez realizada la formulacién de sistemas mecédnicos subactuados con efectos
dindmicos de friccion en el marco de EHCP se realizd el diseno de leyes de control

bajo el esquema de CBP-AIA para tres sistemas mecdnicos subactuados.

Como primer caso de estudio, se aborddé una estructura civil sujeta a excitacién

sismica. El modelo de un edificio de tres pisos incluyé un amortiguador magneto-
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reolégico como actuador, situado entre los cimientos y la primera planta. Para hacer
la modelacién de la dindmica del amortiguador se recurrié al modelo de friccién Puma.
La energia producida por el sismo produce vibracién en la estructura, que induce des-
plazamientos relativos entre los distintos pisos. El objetivo de control consisti6 en re-
ducir el desplazamiento de los entrepisos con el fin de evitar que la excitacién sismica
produzca deformaciones permanentes en la estructura que reduzcan su resistencia. Al
utilizar la técnica de CBP-AIA, se propuso incrementar la disipacién de energia y se
realizé una interconexién virtual entre cada uno de los pisos y la base que mejora el
efecto de actuador sobre los desplazamientos de los pisos superiores. Los resultados
de simulacién numérica fueron muy buenos pues se alcanzé una reduccion en el de-
splazamientos de 99.78 %, 73.61 % y 65.51 % para el primero, segundo y tercer piso

respectivamente, comparados estos con los obtenidos de la respuesta libre del sistema.

Los otros dos sistemas mecdanicos subactuados corresponden al péndulo doble y el
péndulo de Furuta. En cada uno de los péndulos la actuacién esté solo en la primera
articulacion y la segunda es excitada a través del movimiento de la primera. El ob-
jetivo de control fue llevar a los péndulos involucrados a las posiciones de equilibrio
inestables en lazo abierto. En ambos casos se incorporé el modelo de friccion Puma
en cada una de las articulaciones. Se siguié la metodologia de CBP-AIA para disefiar
leyes de control suaves que alcanzaran el objetivo de control. Las leyes incorporan
de manera directa y continua las fases de inyeccién y disipacién de energia que son
necesarias para columpiar los péndulos y estabilizarlos en las posiciones verticales
superiores deseadas. En el caso del péndulo doble, se mantuvo la estructura de in-
terconexion del sistema y el control se obtuvo al moldear la energia potencial y la
disipacién en el sistema de lazo cerrado. La ley obtenida evita la conmutacion entre
las fases de columpiado y estabilizacién, comunes al estabilizar este tipo de disposi-
tivo. Para el péndulo de Furuta adicionalmente a lo realizado para el péndulo doble,
se propuso una interconexion de energia distinta a la original que permite hacer el
moldeo de energia para el sistema y satisfacer el objetivo de control. La ley de control
obtenida es también continua. En este caso la condiciones iniciales que cubre el con-
trolador son maés restringidas que las obtenidas para el péndulo doble. Este resultado

se debe a que no se logro la sintonizacién adecuada de los parametros del controlador.

Falta atun realizar la verificacién experimental de las leyes de control propuestas y



ampliar la regién de atraccién para el controlador del péndulo de Furuta.
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Apéndice A

Parametros del edificio

Matrices de masa, rigidez y amortiguamiento. !

983 0 0
M=| 0 983 0 |[Kgdg],
0 0 983

(12 —684 0 175 50 0
K=10°|-6.84 137 —6.84 C=|-50 100 —50
| 0 684 684 0 -50 50
[15.9  —9.5 —0.07] 200 0 —10
Ki=10° |-95 216 -92| Cai=|0 150 —50
—0.07 -9.2 324 —10 —50 150
Tabla A.1:

Parametros amortiguador
o9 10210°[N - s/m]
o1 22105[N - s/m]

oo | 160z105[N/(V - m)]
as 0.8207[s/m)]

a 0.1895[1/V]

!Unidades K = [%} y C = [N-s}

m
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Apéndice B
Parametros del péndulo doble

A continuacién se presentan los pardametros del péndulo doble y del modelo de friccion.
También se define la matrice de inercia, de fuerzas centrifugas y de Coriolis y de pares

gravitacionales. Matrices del sistema

Tabla B.1: Pardmetros del péndulo doble (Kelly y Santibanez 2003)

I 0.450 [m]
lo 0.450 [m]
len | 0.091 [m]
lea | 0.048 [m]
my1 | 23.902 [kg]
ma | 3.880 [kg]
I | 1.226 | [kg-m?]
I, | 0.093 | [kg-m?]
g 9.81 [m/s?]
Ri14 2
Risq | 0.2
Ooi 10~4
014 0.1
g9; 0.2
a9; 1074
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M(g) = i Mii(q) Mia(q)
| Moi(q) Ma(q)
) i Cii(q,9) Cr2(q,49)
Clq, ) =
(@4 I Co1(q,4) Ca2(q,49)
| 9@
i 92(q)

+ (211 + p22p2)]
Ca(q) =0
91(q) = [maler + mali]gsen(q1) + magleasen(q1 + go)

g2(q) = magleasen(qi + ¢2)

La relacién entre las velocidades generalizadas y el momento generalizado es.

p1 Mi1(q) Mia(q) Q1
P2 Mas1(q) Ma2(q) @

La matriz inversa puede escribirse como:

_ H11 H12 P1
Tl =Mgp=
q2 H21 22 b2




donde los elementos de M ~1(q) son:

1
H11 = Km2lz2 + Iz
1 2
H12 = —Zm2lc2 + IQ + m2l1l02605(q2)
1 2
Ho1 = —Zm2lc2 + IQ + m2l1l02605(q2)
1
oo = Zmllgl + malZ, + 2malileacos(qe) + I + I

El determinante A, estd dado por:

A :(mllzl + m2l22 + mgl% + I + IQ)(TI’ZQZ?Q + 1)

—(mal% + I)? — (malile2cos(g2)?)

90



Apéndice C

Parametros del péndulo de

Furuta

Tabla C.1: Pardmetros del péndulo de Furuta(Rocha-Cézatl E. y Reyes A. 2007)

T 0.14
l 0.5
I, | 821073
I, | 221073
m 0.1
g 9.81

Matrices del sistema
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Mn(q) = Ip + ml2
Mji2(q) = —mrlcos(qr)
My (q) = —mrlcos(qr)
Ma(q) =1 + mr? + (I, + ml2)sen2(q1)
Cu(q) =0
C12(q) = —(Ip + ml®)gasen(q1)cos(q1)
Co1(q) = —mrldisen(qr)
Ca2(q) = 2(Ip + ml*)sen(q1)cos(q1)
g1(q) = —mglsen(q1)
g2(q) =0
Tabla C.2:
Parametros del modelo de Friccion
primera articulacién
o9 0.0013
o1 0.001
0o 0.001
as 0.01
Tabla C.3:

Parametros del modelo de Friccion
segunda articulacién

o 0.0013
o1 0.001
o) 0.001
az 0.05
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Apéndice D
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