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RESUMEN

La Arqueoacustica es una nueva interdisciplina que surge del interés y la necesidad de rescatar
y estudiar el papel del sonido en las diferentes culturas. El objeto de estudio de la tesis, es un
efecto acustico conocido como la “Cola de Quetzal” y tiene como lugar “El Castillo” de Chichén
Itza, Yucatan. Cuando una persona aplaude frente a una de las escalinatas reconstruidas, el eco
producido suena muy parecido al canto de un quetzal. Acusticamente, el sonido creado por el
efecto “Cola de Quetzal” consiste basicamente en un barrido de frecuencias descendiente. Sobre
el mecanismo fisico que lo origina se han propuesto principalmente tres modelos, estos son, el
modelo de D. Lubman basada en las redes de difraccién de Bragg (Lubman 1998a;1998b;1998c), el
modelo de Declercq et al. (Declercq et al. 2004a) basado en una teoria derivada de la Difraccién de
Rayleigh (Rayleigh 1907); y finalmente, el modelo de Frans A. Bilsen (Bilsen 2006a;2006b) basado

en el fendmeno psicoacustico de Tono por Repeticion (Repetition Pitch).

De manera general, los objetivos de esta tesis son el de analizar y revisar los modelos
propuestos, formular un modelo que reproduzca el eco barrido y estudiar la respuesta del efecto
acustico a diferentes fuentes sonoras. Para esto se desarrollo una parte tedrica y una

experimental.

En la parte tedrica, para cada modelo, segin sus principios fisicos, se reformularon las
ecuaciones o curvas que describen temporalmente el barrido de frecuencias. Se encontré que
bajo ciertas condiciones generales, en principio los tres modelos describen las mismas curvas. Esta
comparacién permitié encontrar un error tedrico de caracter temporal en el trabajo de Declercq et

al.

Posteriormente se propuso un modelo alternativo para simular el efecto acustico. Este modelo
estd basado en un arreglo lineal de N fuentes puntuales y es una continuacién del modelo de Tono
por Repeticion, pero también estd relacionado con la difraccién. Asi mismo se explicaron las
causas por las cuales el modelo de Declercq et al. tiene deficiencias para simular el efecto

acustico.

En la parte experimental se analizdé acusticamente el eco generado por diferentes fuentes
sonoras y se evalud la capacidad de prediccion del modelo propuesto. Los archivos de audio con

los que se trabajo fueron obtenidos durante una sesidn de grabaciones realizadas en “El Castillo”
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de Chichén Itza bajo permiso del INAH. En esta sesion se reprodujo frente a la escalinata mediante

un altavoz una serie de pulsos gaussianos con diferentes caracteristicas en su espectro y duracion.

Analizando las grabaciones mediante espectrogramas, se encontré la relacion entre la el eco
generado y las caracteristicas espectrales del pulso gaussiano emitido. A grandes rasgos el eco
producido se conforma por las partes del barrido que se encuentran dentro de la distribucion
espectral del pulso. Se encontré también que si la distribucidn espectral se encuentra debajo de
cierta frecuencia determinada por las dimensiones de los escalones, la respuesta consiste en ecos
o reflexiones simples; por arriba de tal umbral el pulso es dispersado temporalmente debido a un
fendmeno de difraccién. Mediante este andlisis se encontraron las condiciones necesarias en el
espectro del pulso, para que la dispersion temporal derive en un barrido de frecuencias bien

definido.

En cuanto al modelo propuesto de N fuentes puntales, se encontrd que para todos los pulsos,
las simulaciones del modelo pueden describir las caracteristicas mas generales del eco barrido.
Esto confirma que el mecanismo principal que produce el barrido de frecuencias esta relacionado
directamente con la difraccién. La comparacidn de las simulaciones mostro que en las grabaciones
actuan mas factores fisicos que no son considerados en el modelo. No obstante con un ejemplo

donde se agrega la influencia del suelo, se muestra que el modelo propuesto es perfectible.



CAPITULO 1

INTRODUCCION

1.1 ARQUEOACUSTICA

Hoy en dia, en muchos sitios arqueoldgicos como plazas, edificios y recintos cerrados, se

pueden encontrar una gran cantidad de efectos acusticos que han sobrevivido al paso del tiempo.

A pesar de que arqueoldgicamente algunos sitios han sido bien estudiados y son comprendidos

cada vez mas, existen muchos elementos como por ejemplo los fendmenos acusticos, que todavia
s 1 . PR . , .

se desconocen. La Arqueoacustica” es una nueva interdisciplina que surge del interés, y en cierto

modo de la necesidad, de rescatar y estudiar el legado acustico que se encuentra en cada sitio.

El estudio de los vestigios sonoros no surge como respuesta a una simple curiosidad, sino a la
necesidad de comprender a fondo las culturas antiguas. Este es el punto de unién de la
Arqueoacustica con otras disciplinas (como la Etnomusicologia, Musicologia vy Ia

Arqueomusicologia) que abordan el papel del sonido en las culturas.

Para poder descubrir la relacion que tenia un sonido o un efecto acustico con el lugar de
estudio, es indispensable determinar si hubo una intencién de hacer uso de dicho sonido. Llegar a
determinar hoy en dia alguna intencionalidad es sumamente dificil, sin embargo se busca
proporcionar argumentos cada vez mas solidos y precisos. La incorporacion de herramientas tanto
fisicas como matematicas, puede ayudar en gran medida a alcanzar los objetivos propuestos. Este

es el punto donde la Arqueoacustica adquiere un caracter interdisciplinario.

Como se acaba de mencionar, uno de los objetivos mas importantes de la Arqueoacustica es el
establecimiento de cierto nivel de intencionalidad. A grandes rasgos la intencionalidad se puede

separa en 3 categorias (Scarre 2006):

e Intencionalidad total.- Implica que desde la planificacidn del recinto se haya tomado en

cuenta la acustica generada por el mismo. Un buen ejemplo de esta categoria son los

! El nombre de esta disciplina es tomado del libro homénimo (Scarre & Lawson 2006).
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teatros Greco-Romanos. Es sabido que los griegos tenian un interés por los fendmenos
acusticos; en los escritos de Plinio El Viejo (Siglo IV A.C.), hay muestras del entendimiento y
comprension a cierto nivel de los fendmenos acusticos como la dispersion, la reflexion y
absorcion del sonido. Sin embargo, no es hasta los tratados de Arquitectura de Marco
Vitrubio en el Siglo | A.C. que se tiene el primer documento que conecta explicitamente
estos conocimientos con la arquitectura de los teatros Greco-Romanos. La forma en que
sus conocimientos acusticos fueron aplicados en la construccion de estos teatros todavia
es campo fértil para la investigacion. El fendmeno acustico mas importante en los teatros
Greco-Romanos es el de la reflexion del sonido por la superficie de la orchestra, el lugar
donde el coro cantaba y danzaba, el cual estd comprobado que incrementa de 42 metros a
60 metros la distancia maxima en el que el habla es inteligible (Rocconi 2006).
Intencionalidad media.- Consiste en el uso de las cualidades o efectos acusticos que fueron
encontradas posteriormente de la construcciéon del edificio. El aprovechamiento de estos
efectos acusticos puede derivar en adaptaciones en la arquitectura del lugar. Un ejemplo
de esta categoria podria ser el templo de Chavin de Huantar en Peru. Dentro del templo se
encuentra una intrincada red de acueductos y ductos de respiracién, que al parecer
exceden en cantidad las necesidades estructurales del edificio. Se ha propuesto que
fueron disefiadas o construidas también con un propésito acustico, cuando el agua fluye
por los recovecos de los ductos, el sonido provocado es proyectado y magnificado hacia
plazas y terrazas inferiores, produciéndose asi un sonido estruendoso (Burger 1992).
Intencionalidad nula.- Por Gltimo esta el caso en el que no existe intencién alguna. Es decir,
qgue la presencia de algin fendmeno acustico es Unicamente una casualidad. Existe la
posibilidad de que dicho efecto ni siquiera haya sido notado por la gente que construyé o
hizo uso de tal edificio. Por ejemplo la gran cupula de la Catedral de St’s Paul en Londres,
es conocida como la galeria de los susurros; aqui, una persona susurrando frente a la
pared puede ser escuchada del otro lado de la cupula de 42 metros de longitud. Sin
embargo, este efecto acustico nunca fue pensado en el disefio y construccién de la
béveda, ademas no existen indicios o pruebas de haber sido utilizado en algun acto

ceremonial (Downes 1988; Scarre 2006).

Es importante recalcar que la categorizacion previa es simplemente una guia y no busca ser
determinante. Las fronteras entre una y otra categoria son muy difusas, por lo que algunas veces

es dificil determinar exactamente a qué categoria pertenece cada caso.
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1.2 ARQUEOACUSTICA EN MEXICO

En México existen una gran cantidad de sitios arqueolégicos que han sido estudiados durante
varios afos. Gracias a estos estudios se ha logrado conocer mas acerca de las culturas que los
edificaron en aspectos culturales, artisticos, religiosos, y arquitecténicos. La cantidad de sitios
arqueoldgicos que presentan algun efecto acustico es grande, lugares como Tulum, Teotihuacan,
Palenque, Uxmal, y Chichén Itza, no son la excepcion. No obstante estos sitios no han sido

estudiados desde un enfoque que incluya también una perspectiva sonora.

En los ultimos afios se han realizado algunas investigaciones con este enfoque, por ejemplo la
investigacion realizada por Roberto Velazquez sobre silbatos en forma de rana, encontrados en
templos de la Pequefia Acrdpolis de Yaxchilan (Veldzquez 2002b;2002a) y el trabajo de Francisca
Zalaquett en Palenque acerca de cuartos, templos, instrumentos musicales y la plaza misma (del
grupo Norte). En este estudio se lograron identificar los lugares que favorecian la interpretacién
de instrumentos, o cualquier actividad que necesitara una acustica especifica (Zalaquett Rock
2006). Un revision mas detallada y especifica de efectos acusticos en la zona maya, incluyendo los

citados previamente, se puede encontrar en el trabajo de C. Garza et al (Garza et al. 2008).

1.3 EL SONIDO EN LA CULTURA MESOAMERICANA

El papel del sonido en las culturas mesoamericanas se encuentra reflejado en diversas fuentes
arqueoldgicas e historicas. Es conocido que la musica formaba parte importante en ritos y actos
ceremoniales. Un ejemplo de su importancia se encuentra en una breve nota de fray Alonso de
Ciudad Real, en esta se relata el final fatidico que conllevé para un musico una ejecucién musical
equivoca (Ruz 1995; Garza et al. 2008). En estas culturas los aspectos relacionados con el sonido
son destacables y van mas alla de las representaciones escénicas. El ejemplo mas caracteristico se
encuentra en las representaciones pictograficas del sonido, es decir, las virgulas o volutas (véase la
Figura 1.1). Esta iconografia representa un tipo de comunicacion sinestésica (la liberacidon de una
sensacion a través de otra) que es poco frecuente en otras culturas del mundo (Houston & Taube
2000). Dentro de la pictografia maya se encuentran casos destacables de representaciones de
efectos acusticos, como por ejemplo en la Figura 1.2 se muestra una escena sobre un juego de
pelota donde el artista, por medio de virgulas, posiblemente esté representado ecos o sonidos
vibrantes. Cabe aludir que en El Gran Juego de Pelota de Chichén Itz4, ademas de generarse
efectos acusticos peculiares, en todo el arte que decora el edificio se encuentra una copiosa

cantidad de volutas (Marquina 1964).
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FIGURA 1.1 EJEMPLOS DE VIRGULAS O VOLUTAS DE LAS CULTURAS
MESOAMERICANAS
a) Figura de la cultura Zapoteca b) Figura de un danzante en el mural

de Tepantitla, Teotihuacan c) Dios Chac ‘rugiendo”, arte del Clasico
Maya .llustraciones extraidas de (Houston & Taube 2000)

FIGURA 1.2 REPRESENTACION DEL JUEGO DE PELOTA.

Vasijja maya de Guatemala, periodo Postclasico (600-909 D.C.),
policromado, 23 x 17.7cm. Coleccion del Saint Louis Art Museum
(Museum 2009). Fotografia de Justin Kerr (K5435) (Kerr 2004)

1.4 EFECTOS ACUSTICOS EN CHICHEN ITZA

Chichén Itza se destaca no sdlo por ser una de las ciudades mas importantes del mundo maya,
sino también por la cantidad de efectos acusticos encontrados. Los mas conocidos estan
relacionados con “El Castillo” y el Gran Juego de Pelota. En este ultimo se encuentran dos efectos
acusticos importantes. El primero consiste en una amplificacién sonora que permite la
comunicacién hablada entre el templete norte y el templete sur, a pesar de la enorme separacion
entre estos de mas de 160m (Marquina 1964; Ramos Amézquita et al. 2009). El segundo efecto

acustico se trata de un “eco batiente”, denominado asi por su semejanza con el sonido de una ave
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al batir sus alas (Lubman 2006b;2006a). Cuando una persona aplaude entre las paredes laterales
de este juego de pelota, se produce un sonido de larga duracion compuesto por muchas
reflexiones sonoras consecutivas. La acustica peculiar del Gran Juego de Pelota se debe
principalmente a sus paredes laterales, estas estructuras por su gran altura (8m) y longitud (95m),

son las que diferencian a este juego de pelota de los demas de Mesoamérica (Marquina 1964).

FIGURA 1.3 EL CASTILLO DE CHICHEN ITZA ACTUALMENTE

En “El Castillo” o Templo de Kukulkan (Figura 1.3) se encuentra el efecto acustico mas conocido
y estudiado de Chichén Itzd y México. Cuando una persona aplaude frente a una de las escalinatas
reconstruidas, el sonido producido no se escucha como un eco sencillo, sino que se escucha como
el canto de un quetzal (Lubman 1998c; Garza et al. 2008). Este efecto acustico es conocido
localmente como la “Cola de Quetzal” (Ouellette 1999; Garza et al. 2008), y también es referido
como “eco barrido” (chirped echo), ya que acusticamente consiste en un barrido de frecuencias

(Lubman 1998c; Declercq et al. 2004a).

Ademas de la “Cola de Quetzal” en “El Castillo” se producen otros dos efectos acusticos. El
primero de ellos consiste en un sonido que asemeja a la caida de gotas sobre agua, y es producido
por las pisadas de una persona recorriendo las escalinatas. Este sonido sélo puede ser percibido
por una persona que se encuentre sobre la escalinata alejada del sujeto que produce las pisadas.
Este efecto ha sido nombrado como el efecto de “Gotas de Lluvia” (Declercq et al. 2004a). El
segundo efecto acustico se trata de otra amplificacion sonora, cuando una persona situada en la
plataforma superior de “El Castillo” se comunica de forma hablada, la voz puede ser facilmente
escuchada entre unos 40 a 60 metros de distancia sobre de la plaza circundante (Ramos

Amézquita et al. 2009).
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FIGURA 1.4 Dos DIBUJOS DE EL CASTILLO POR FREDERICK CATHERWOOD (1841)

1.5 INTENCIONALIDAD EN LA “COLA DE QUETZAL"

Alrededor del la “Cola de Quetzal” existen algunos datos que para algunos es mas que una
simple casualidad. Por ejemplo, el efecto ocurre en un templo que sirvié para rendir culto a
Kukulkan, el homdlogo maya de la deidad Quetzalcdatl, y cuya representacion esta asociada con la
serpiente emplumada (con plumas que son de quetzal). Ademdas el quetzal (Pharomachrus
mocinno) fue un ave muy apreciada en las culturas de Mesoamérica, incluso en zonas fuera de su

distribucién natural, como la region maya Puuc a la que pertenece Chichén Itza (Gendrop 1997).

El primer trabajo donde se plantea una intencionalidad en el disefio de “El Castillo” para
generar la “Cola de Quetzal”, fue presentado por el ingeniero norteamericano D. Lubman (Lubman
1998a;1998¢;1998b). Este autor argumenta, que en la cultura Maya los ecos pudieron representar
a los espiritus, y que ademas, el quetzal simbolizaba el espiritu de los Mayas. A través su pagina de
internet, algunos arquedlogos han criticado sus argumentos sefialando la falta de evidencia
histdrica o sustento en otro tipo de fuentes. Aunque no se ha hecho un trabajo exhaustivo para
descartar o confirmar la hipotesis de D. Lubman, su trabajo ha derivado en una serie de estudios

sobre la acustica que genera el “eco barrido” (Declercq et al. 2004a; Bilsen 2006b).

Cabe mencionar que en los sitios arqueoldgicos Mesoamericanos, la presencia de un “eco
barrido” es una situacion muy comun. Como ejemplos estan “El Osario” en Chichén Itza, el Templo
del Adivino en Uxmal (Garza et al. 2008), la Tumba de Pakal y “El Duque” en Palenque (Ramos
Ameézquita et al. 2009), y el Templo de las Mascaras en Tikal (observacion personal). El hecho de
gue este efecto acustico también esté presente en la escalinata del “Templo de Quetzalcéatl” en
Teotihuacan, donde el quetzal también juega un papel simbdlico fundamental, presenta la
posibilidad de la existencia de una relacidn explicita entre las construcciones donde se presenta tal

efecto y su funcidon religiosa (Ramos Amézquita et al. 2009). Estos hechos infieren que
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posiblemente la “Cola de Quetzal” sea sélo parte de un fendmeno mucho mas general, en el que

posiblemente el uso acustico de las escalinatas fuera una practica comun entre las culturas de

Mesoameérica.

1.6 CARACTERISTICAS SONORAS DE LA “COLA DE QUETZAL”
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FIGURA 1.5 ESPECTROGRAMA DE LA “COLA DE QUETZAL”

Un espectrograma o sonograma es una grafica que muestra la
evolucion de las componentes frecuenciales del sonido (eje vertical)
conforme avanza el tiempo (eje horizontal). La amplitud relativa de
cada componente en un cierto instante se indica por medio de una

paleta de colores (ver extremo derecho).

Acusticamente, el efecto de la “Cola de Quetzal” consiste en un barrido de frecuencias en
forma descendiente y por esto se refiere al efecto como un eco barrido (chirped echo®) (Lubman
1998a;1998b). En acustica un barrido de frecuencias consiste en un sonido tal que las frecuencias
gue componen su espectro ascienden o descienden continuamente a través del tiempo (véase la
Seccidén 2.5.6). En especifico, la “Cola de Quetzal” no se constituye por un barrido simple sino que
presenta varios armonicos (véase la Figura 1.5) siendo el segundo el de mayor presencia (Lubman
1998c). Para una persona aplaudiendo a unos 10m de la base de la escalinata, la duracion del eco

barrido es de unos 200ms aproximadamente (Lubman 1998b; Bilsen 2006b). Durante este tiempo

2 .z . ~ " . , .
La traduccién de chirp al espafiol es chirrido, pero en muchos textos en inglés se utiliza esta palabra
también para referirse a barridos de frecuencias. (Oppenheim et al. 1996; Oppenheim et al. 1999; Smith

2009)
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se calcula que la fundamental (o primer armdnico) desciende desde los 796Hz a los 471Hz (Bilsen

2006b).

1.7 RESUMEN DE LOS TRABAJOS ACUSTICOS Y PROBLEMATICA

El efecto “Cola de Quetzal” ha sido objeto de estudio de varias investigaciones, en la mayoria
de estos trabajos se estudia este efecto desde la perspectiva acustica y se proponen mecanismos
fisicos por los cuales se genera el eco barrido. Entre los trabajos mas importantes aclisticamente
estan los realizados por David Lubman, Nico F. Declercq y Frans A. Bilsen. A continuacidn se

muestra un sumario de los trabajos acusticos realizados.

El primer trabajo acustico sobre la “Cola de Quetzal” fue elaborado por el ingeniero americano
David Lubman en 1998, presentado en una conferencia impartida en un congreso de la Sociedad
Americana de Acustica (ASA) (Lubman 1998a). En este trabajo ademas de plantearse por primera
vez una posible intencionalidad para el fendmeno, también se planted una primera explicacion
fisica de este. Se propone que la estructura periddica de la escalinata de “El Castillo”, actia como
una red de difraccion de Bragg al interactuar con el campo sonoro del aplauso. Dicha interaccion
provoca una “dispersidon temporal” que retrasa las frecuencias bajas del eco, lo cual genera un
barrido de frecuencias. En general sus planteamientos son desarrollados de manera heuristica por
lo que no se demuestran rigurosamente. Aunque sus trabajos son referenciados por muchos
autores, soélo se pueden encontrar transcripciones de algunas presentaciones en la internet
(Lubman 1998c;1998b;2006a). Hasta el momento este autor no ha publicado sobre el tema en
ninguna revista cientifica indexada, pero se pueden encontrar algunos articulos de divulgacién en

revistas impresas y electrénicas (Ouellette 1999; Weiss 1999).

A partir del trabajo de D. Lubman, el efecto de la “Cola de Quetzal” ha sido abordado por varios
investigadores. En el 2002 en un congreso panamericano de la ASA en Cancln, se realizd una
sesidn en la que varios expositores mexicanos y de otros paises expusieron sobre este efecto
acustico (Beristain et al. 2002; Carrera & Beristain 2002; Elizondo-Garza 2002; Kirk 2002; Lubman
2002). Desafortunadamente del contenido de estos trabajos no se cuenta con referencias

bibliograficas.

A partir de la sesidon mencionada, el fisico belga Nico F. Declercq, un especialista en difraccion
de ultrasonido, junto con sus colaboradores realizaron trabajos con el fin de determinar el
mecanismo fisico que genera el eco barrido (Declercq et al. 2003b; Ball 2004; Declercq et al.

2004a; Declercq 2005). Para esto utilizaron una teoria basada en la difraccién de Rayleigh
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(Rayleigh 1907), formulada especificamente para superficies periddicas con condiciones de
frontera del tipo fluido-sélido (Declercq et al. 2004b; Declercq 2005). En su publicacién principal
(Declercq et al. 2004a), aplicando esta teoria a la geometria y los materiales de construccion de “El
Castillo”, Declercq et al. elaboraron simulaciones por computadora del efecto acustico que se
produce frente a la escalinata. Por otro lado, se formularon de acuerdo con la Difraccion de Bragg
unas curvas para describir temporalmente la evolucién de los armodnicos en el eco barrido.
Mediante el uso de espectrogramas, las curvas junto con las simulaciones fueron comparadas con
una grabacion de campo del efecto acustico provista por D. Lubman. Como resultado de su analisis
comparativo se concluyd que la “Cola de Quetzal” es generada por un proceso conectado a la
Difraccién Bragg, pero que también es considerable la presencia de otros efectos acusticos. Cabe
mencionar que se encontraron en el espectrograma del eco barrido grabado patrones que no
fueron reproducidos y cuyo origen se determind desconocido. Se concluyé también que hay una
fuerte dependencia del efecto acustico con el sonido que sirve como fuente, y por otro lado, que

las reflexiones sonoras por el suelo no influyen en la distribucién de frecuencias del eco barrido.

De manera adicional al anadlisis sobre la “Cola del Quetzal”, se presenté una explicacién al
efecto de “gotas de lluvia” mencionado anteriormente (Declercq et al. 2004a). Para esto se
emplea también la misma teoria de difraccidon, de esta manera se establece tedricamente una

conexion entre ambos efectos.

Considerando que el modelo de Declercq et al. no reproduce satisfactoriamente la “Cola del
Quetzal”, el psicofisico holandés Frans A. Bilsen propuso un modelo alternativo basado en el
fendmeno psicoacustico de Tono por Repeticion (Repetition Pitch en inglés), que consiste en la
percepcién de un tono por el escucha cuando se combinan un sonido con su repeticidn retrasada
(Bilsen 2004;2006a). El tono percibido esta relacionado con las frecuencias que son reforzadas en
el sonido compuesto y estas son los multiplos de la frecuencia 1/, donde T es el tiempo de
retraso. En el modelo de Bilsen (Bilsen 2006b) se considera que el eco barrido se compone por una
serie de repeticiones sonoras originadas por la reflexiéon de cada escaldon. Con un desarrollo
sencillo Bilsen formula unas curvas para describir las frecuencias que componen al eco barrido en
funcién del tiempo. Para esto calcula el tiempo de arribo de cada reflexion y las frecuencias
reforzadas segln el tiempo de retardo entre cada par de reflexiones sucesivas. Para cotejar estas
curvas con las medidas experimentales, se graficaron dichas curvas sobre un espectrograma del

eco barrido. Como resultado se obtuvo que las curvas se ajustaron con los patrones del eco
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barrido en el espectrograma, incluyéndose asi también aquellos patrones que Declercq et al.

consideran como de origen desconocido.

Posteriormente al articulo de Bilsen, se han presentado trabajos acusticos por otros autores
Unicamente en congresos. Unos de ellos es un método computacional para simular ambientes
acusticos de edificios y fue aplicado a la estructura de “El Castillo” (Tsingos et al. 2007). Los otros
dos consisten en métodos para simular el eco barrido (Cruz Calleja 2008; Lubman 2008). Cabe
agregar que desde el punto fisico, los ultimos dos métodos mencionados estan basados o

relacionados con la propuesta de Bilsen.

Los trabajos hechos por D. Lubman, Declercq et al. y F. Bilsen proponen modelos o0 mecanismos
fisicos diferentes por el cual se genera el eco barrido. En relacidon a cual es el modelo que
reproduce satisfactoriamente el eco barrido la respuesta no es clara. Los modelos mencionados no
pueden ser comparados o evaluados de manera directa ya que estos fueron desarrollados a
diferentes niveles. El modelo de Declercq et al. es el mas avanzado pues con este se pueden
producir simulaciones del sonido generado por la escalinata. Ademas, desde el punto de vista
fisico es el mas completo ya que incluso considera la influencia de los materiales en el efecto. A
pesar de esto hay componentes del eco barrido grabado que su modelo no logra reproducir. En
cambio, Bilsen con un modelo menos riguroso en sus fundamentos logra determinar la frecuencia
de estas componentes. No obstante el modelo de Bilsen no fue desarrollado lo suficiente como
para poder generar simulaciones y de esta manera ser comparadas, ya sea con las simulaciones de

otros modelos, o con grabaciones del efecto acustico.

En relacién a las medidas experimentales, hay una carencia de estas pues en los trabajos
mencionados se trabaja con una Unica grabacién del eco barrido tomada por D. Lubman, la cual es
de mala calidad ya que tiene una relacién sefial-ruido muy pobre. En su articulo Declercq et al.,
hacen invitaciones a realizar experimentos tanto para analizar la influencia del suelo, como el
comportamiento del efecto acustico con diferentes fuentes sonoras. Cabe mencionar que hasta el
momento solo se ha estudiado a la “Cola de Quetzal” considerando como fuente sonora el aplauso

y una Delta de Dirac que es la representacién matematica de un pulso ideal.

De manera general, los objetivos de esta tesis son el de analizar los modelos propuestos,
formular un modelo que reproduzca el eco barrido y estudiar la respuesta del efecto acustico a
diferentes fuentes sonoras. Para esto se desarrollo una parte tedrica y una experimental. En la

parte tedrica (Capitulo 4), fueron revisados y analizados los modelos anteriormente mencionados
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y como resultado se propone un modelo alternativo para simular el sonido del eco barrido. En la
parte experimental (Capitulo 5), se compararon las simulaciones generadas por el modelo
propuesto, con nuevas grabaciones del efecto acustico realizadas en 2008. Asimismo, se analizd
acusticamente la respuesta a diferentes fuentes sonoras y se evalud la capacidad de prediccion del

modelo propuesto.

Al ser ésta una tesis de Fisica, sus objetivos no se centran en comprobar una intencionalidad en
el efecto de la “Cola de Quetzal”, sino en realizar un estudio acustico del fendmeno. Sin embargo,
de los resultados de esta tesis se pueden crear en un futuro, herramientas o procedimientos de
analisis acustico, que aplicados junto con un estudio arqueoldgico profundo, contribuyan a
descartar o confirmar no sélo la hipétesis de intencionalidad relacionada a la “Cola de Quetzal”,

sino cualquier hipétesis en la que se plantee el uso acustico de una estructura escalonada.
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En esta tesis se abordara al fenédmeno sonoro de la “Cola de Quetzal” desde un punto de vista
acustico y bajo este enfoque, el fendmeno es el producto de la interaccion de una onda sonora
con la estructura periddica de la escalinata de “El Castillo”. A continuacién se presentan los
conceptos fisicos y matematicos relevantes para el estudio, abarcando temas de Fisica

Ondulatoria, Acustica, Difraccién, Analisis de Fourier y Procesamiento Digital de Sefales.

2.1 FISICA ONDULATORIA.

‘111 ONDA

Una onda se puede definir como una perturbacién auténoma en un medio que se mueve en el
espacio transportando energia (Hecht 2000). La perturbacién generalmente se entiende como una

variacion en las propiedades fisicas del medio (Blackstock 2000).

Existe una amplia gama de tipos de ondas y se caracterizan segun el medio o el tipo de
perturbacién, por ejemplo, las ondas mecanicas son aquellas que viajan en medios deformables o
elasticos como los fluidos, en este caso la perturbacién puede ser un cambio de presion o de
densidad entre otros. Otro ejemplo es una onda de luz visible que se caracteriza por una variacién
en el campo electromagnético y se puede propagar por varios medios e incluso en el vacio

(Resnick et al. 2000a).

Existen dos tipos de onda dependiendo del movimiento de la perturbacion. En las ondas
longitudinales el movimiento de la perturbacion es paralelo a la direccién con que se propaga la
onda, como ejemplos estan las ondas sonoras y las ondas sismicas P. En las ondas transversales el
movimiento de la perturbacion es perpendicular a la direcciéon de propagacién, ondas como las

electromagnéticas, las de una membrana o una cuerda son de este tipo (Blackstock 2000).

2.1.2 REPRESENTACION GENERAL Y LA ECUACION DE ONDA

Las ondas pueden ser representadas por expresiones matematicas ya sea de manera explicita o

por medio de ecuaciones cuyas soluciones representan la onda.
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Para empezar, supdngase que el simbolo 1 representa la perturbacidn del medio que se quiere
estudiar. Como la perturbacidn esta en movimiento, ésta debe ser una funcion tanto de la posicion

r = (x,y,z) como del tiempo t, lo que matematicamente se expresa como ¥ = Y(r, t).

El caso mas simple es en el que la perturbacién depende de una sola coordenada, entonces la
perturbaciéon es de la formay = (x,t). Supdngase que f(x) es una funcién que describe /a
forma o el perfil de la perturbacion en un instante, digase ent = 0, entonces ¥(x,0) = f(x). Si
reemplazamos la variable x por x — a donde a es una cantidad positiva, la curva obtenida
Y = f(x — a) tiene la misma forma que f(x) pero esta desplazada hacia la derecha una
distancia a. Del mismo modo ¢ = f(x + a) corresponde a un desplazamiento de la funcién hacia
laizquierda por una distancia a. Dejando correr el tiempo, como la perturbacidon se mueve con una
velocidad v la distancia que recorre en un tiempo t es igual a vt, entonces se deduce que la

perturbacién en el instante t es de la forma

Y(x,t) = f(x Fvt) Ec. 211
Esta es la representaciéon matemdtica general de una onda unidimensional, donde f (x — vt)

corresponde al caso de una onda que viaja en la direccién positiva del ejexy f(x + vt) en el

sentido contrario. La Ec. 2.1-1 también puede ser expresado en funcién del argumento (t + x/v):

x
Yx,t) =F (t i;)
donde F(t + x/v) = f(—v[t £ x/v]) = f(x F vt) (Hecht 2000).

Para garantizar que cierta perturbacion del medio se propague convirtiéndose en una onda, la
perturbacién debe cumplir con la ecuacion de onda. Esta ecuacién se puede obtener a partir de las
expresiones matematicas que describen las propiedades fisicas del medio. Un caso sencillo es la
oscilacion de una cuerda elastica tensada con una fuerza F y que tiene una densidad lineal u. En
este caso la perturbacion se trata del desplazamiento vertical de la cuerda, fuera de su posicion de
equilibrio. Analizando las fuerzas que actuan sobre un tramo de la cuerda, considerando que la
amplitud de oscilacién es pequefia y despreciando las fuerzas gravitatorias y de friccion, se llega a
la ecuacidn

62_”[’ - iaz_"b Ec. 2.1-2
0x%  v? ot?

Esta es la ecuacion de onda unidimensional y v representa la velocidad de la onda y para la

cuerda tensada v = /F /u (Resnick et al. 2000a).
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Se puede demostrar que la solucion general a la ecuacién de onda (unidimensional) es de la
formay = f(x — vt) + g(x + vt) donde f y g son funciones que representan una onda que viaja

a la derecha vy la izquierda respectivamente (Blackstock 2000).

Cuando la perturbacidon depende completamente de todas las coordenadas entonces debe

cumplir con la ecuacién de onda tridimensional

2 2 2 2
0 0y 07 10 Ec. 2.1-3
ox?  dy?  09z%¢ v 0t?

(Hecht 2000)

2.1.3 PRINCIPIO DE SUPERPOSICION

El Principio de Superposicion resuelve el caso en que dos ondas o mas interactiian en un mismo
punto. Supdngase que las funciones Y,y 1, representan dos ondas diferentes y que son
soluciones por separado de la ecuacién de onda. Puede demostrarse que la suma de estas
funciones ¥ = Y1 + P, también es solucién de la ecuacidn de onda. Esto se denomina el Principio
de Superposicion que establece que la perturbacion resultante en cada punto de la zona de

superposicion es la suma algebraica de las ondas constituyentes de ese punto (Hecht).

n
Ec. 2.1-4
b= W
i=1

2.1.4 ONDAS ARMONICAS Y SUS PROPIEDADES

Las ondas armdnicas o sinusoidales son las ondas periddicas mas simples y como dice su
nombre tienen forma de seno o coseno. Adquieren un significado especial ya que cualquier forma
de onda compleja se puede sintetizar a través de la suma de estas ondas (Hecht 2000), mas

adelante se abordara este tema en el Andlisis de Fourier.
La forma mas general de una onda armodnica (unidimensional) es:

Y(x,t) = Asen (kx — wt + ¢) Ec. 2.1-5

Se analizara esta expresion para determinar el papel de las constantes 4, k, w, €. Dado que la
funcion seno varia de —1 a +1 entonces los valores maximos y minimos de y(x,t) son Ay —A

respectivamente, por esto se le nombra a la constate A como la amplitud de la onda.
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Ahora, supdngase que € = 0y que se detiene el tiempo ent =0, en este instante la
perturbacion tiene la forma ¥ (x, 0) = A sen (kx). Entre las crestas o entre los valles de la sinodal
estatica existe una distancia A y a este periodo espacial se le conoce como longitud de onda. Dado
gue la funcién seno no acepta cantidades en unidades fisicas como la distancia, el niumero de onda
k da la razén de radianes por longitud de onda, con lo que cada A se completa un ciclo de 2@

radianes. Entonces
k = — Ec. 2.1-6

Si ahora se observa un punto fijo del espacio, x = 0, la variacion de la perturbacién en este
punto a través del tiempo es de la forma(0,t) = A sen (—wt), es decir que Y en ese punto
variara ciclicamente, siendo el periodo temporal T definido como el tiempo que tarda cada ciclo en
completarse. De manera andloga al numero de onda, la frecuencia angular w da la razén de

radianes por periodo temporal, entonces

w = ZTT[ = 2nf Ec. 2.1-7

La frecuencia f mide el nimero de ciclos por unidad de tiempo y por lo tanto es el inverso del

periodo:

Ec. 2.1-8

f=

il

La unidad mas empleada son los ciclos por segundo o Hertz (Hz).

Regresando a la representacion general, vemos que cuando x = 0y t = 0 el valor inicial de la
funcién seno esta dado por la constante € y por eso se le nombra como la fase inicial. La fase,

denotado por ¢, es el argumento completo dentro de la funcidn seno, es decir ¢ = kx — wt + ¢.

Ahora, dado que durante un periodo temporal T una parte de la onda, digamos una cresta,

recorrerd una distancia A, entonces la velocidad ¢ con que se propaga la onda de la onda sera
c===Af Ec. 2.1-9

Utilizando la férmula de Euler e = cos 8 + i sen 6 (véase el Anexo 10.3), se puede obtener la

representacion compleja de una onda armdnica unidimensional:

PY(x,t) = Aellkxrot+e) Ec. 2.1-10
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Aunque solo la parte real de esta representacion (Re(y)) es la que tiene significado fisico, por

razones practicas esta representacién es la mas utilizada.

2.1.5 FRENTE DE ONDA

FIGURA 2.1 FRENTE DE ONDAS DE UNA ONDA PLANA Y UNA ESFERICA

a) Onda plana. Los planos representan frentes de onda espaciados
en una longitud de onda, y las flechas representan los rayos. b) Onda
esférica. Los frentes de onda, espaciados en una longitud de onda,
son superficies esféricas y los rayos estan en direccion radial. c)
Aplanamiento de un frente de onda esférico con la distancia

Para una onda en general que se propaga en el espacio, en un instante dado t, los frentes de
onda son las superficies que une a todos los puntos r cuya perturbacién ¥ (r, t) tiene el mismo

valor. La linea que es normal a los frentes de ondas se dice que es un rayo.

Los frentes de onda pueden tener muchas formas. En el caso de la piedra arrojada al estanque,
en la superficie se producen ondas bidimensionales con frentes de onda circulares y rayos que
salen hacia afuera desde el punto de impacto. En cambio, cuando se arroja un palo muy largo
horizontalmente al agua se producen perturbaciones que viajan como lineas rectas, y cuyos rayos
serian lineas paralelas. La analogia tridimensional, en la cual las perturbaciones viajan en una sola
direccion, es la onda plana. En un instante dado, las condiciones son las mismas en todas partes de
cualquier plano perpendicular a la direccién de propagacion. Los frentes de onda son planos y los
rayos son lineas rectas paralelas (Figura 1.1b). La analogia tridimensional de las ondas circulares
son las ondas esféricas. Aqui, la perturbacion se propaga hacia afuera en todas direcciones desde
una fuente puntual de ondas. Los frentes de onda son esferas, y los rayos son lineas radiales que

salen de la fuente puntual en todas direcciones (Figura 1.1a). Lejos de esta fuente los frentes de
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onda esféricos tienen una curvatura muy pequefia, y dentro de una regidn limitada pueden

considerarse a menudo como planos (Figura 1.1c).

2.1.6 ONDA PLANA

La expresion matematica de una onda plana armdnica, se construye a partir del vector de onda
k, el cual apunta en la direccién de propagacion de la onda y su magnitud es el nimero de onda

k = 2m /A, este vector cumple que:

k= (kyky k,) Ec. 2.1-11

k = |k =\/kx2+ky2+kzz Ec. 2.1-12

Dentro de un eje de coordenadas cartesiano de tres dimensiones, el vector de posicidn
r = (x,y,z) representa cualquier punto en el espacio. Los puntos pertenecientes a un plano

perpendicular al vector de onda son aquellos para los que
k-r=kx +k,y+k,z= constante
De esta manera se construye la expresién matematica de una onda plana arménica:
Y(r,t) = AeilerFot) Ec. 2.1-13

(Hecht 2000)

2.1.7 ONDA ESFERICA

En un espacio con coordenadas esféricas (r, 8, ¢) una onda esférica originada por una fuente
situada en el origen debe depender (espacialmente) sélo del radior, esto esy(r,0,¢,t,) =

Y(r, t). Las superficies esféricas con la misma fase son aquellas para los que
kr = constante

Entonces la representacion matematica de una onda esférica armdnica es:

l/)(?‘, t) — éei(kr—wt) Ec. 2.1-14
r

Donde en coordenadas cartesianas r = /x? + y? + z2 y la constante A es la intensidad de la

fuente. Obsérvese que la amplitud de la onda estd en funcion de r de manera que la amplitud
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disminuye conforme se aleja de la fuente debido a que las superficies esféricas de fase constante

se van expandiendo (Hecht 2000).

La expresidn general para una onda esférica es de la forma

Y, t) = éf (t - %) Ec. 2.1-15

donde la funcién f representa cualquier perfil de la onda (Blackstock 2000).

2.2 ACUSTICA

Puede definirse a la Acustica como el estudio de la generacidn, transmision, y recepcion de
energia en la forma de ondas vibracionales en la materia (Kinsler et al. 2008). La Acustica es la
base de muchos fenédmenos fundamentales como la propagacion de ondas en sdlidos o fluidos, las
oscilaciones en cuerdas o en membranas, o también la absorcion, transmisidon, difraccion,
dispersién de las ondas acusticas, entre muchos otros. Por sus aplicaciones hoy en dia la Acustica
es una ciencia interdisciplinaria y estd conectada con campos como la ingenieria mecanica y
electronica, la medicina, la psicologia, la biologia, la arquitectura, la musica, entre otros (Kuttruff

2006).

2.2.1 ONDAS ACUSTICAS

Las ondas acusticas que producen la sensacion de sonido, son parte de una variedad de
perturbaciones de presidén que se pueden propagar a través de un fluido compresible. Las ondas
acusticas son ondas longitudinales ya que el movimiento de las particulas es paralelo a la
propagacion. Por este movimiento, se generan en el fluido zonas de compresion y rarefaccion que
son propagadas a través del medio gracias a las fuerzas elasticas de restauracion del fluido (Kinsler

et al. 2000).

La ecuacién de onda para el sonido es derivada de las ecuaciones de conservacién para un
fluido. Utilizando la ecuacion de continuidad lineal y la ecuacion de fuerza no viscosa para los
fluidos, y combinandola con el médulo volumétrico adiabatico que da una relacién entre la presién
del fluido y la densidad de este, se obtiene la siguiente expresidn para la presion acustica

19%p

2, _ ©
c? ot?

Ec. 2.2-1

Esta expresion es la ecuacion de onda acustica donde c es la velocidad del sonido en el fluido y

p es una funcion p(r,t) que describe la presién acustica para todo punto del fluido en cualquier
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tiempo. La presion acustica que se define como la diferencia entre la presion total P y la presion

atmosférica o la presion del fluido en equilibrio Py, o sea p = P — Py (Kinsler et al. 2008).

Debido a que un cambio de presion afecta directamente otras propiedades del fluido, una onda
acustica puede ser representada, ademas de la presion acustica, por magnitudes como la
condensacion s, la velocidad de particula u o el potencial de velocidad ¢. Todas estas magnitudes

también cumplen la ecuacion de onda (Kinsler et al. 2008).

La condensacién se define como s = (p — py)/po donde py es la densidad del fluido en
equilibrio y p la densidad del fluido. La velocidad de particula u es la velocidad de un elemento o
particula de fluido el cual es un “pedazo” de fluido lo suficientemente chico para que el
comportamiento individual de las moléculas contenidas en ella no afecte sus propiedades
macroscépicas como la densidad, la presidn, o la temperatura. El potencial de velocidad es una

funcién tal que u = Ag (Blackstock 2000).

La relacién entre la presién y la condensacién se da por la relacién p = pyc?sy la relacion
entre la presion acustica y la velocidad de particula se da por medio de la impedancia acustica
especifica z que se define como z = p/u. Dependiendo del tipo de onda, la impedancia acustica
cambia, siendo para una onda plana z = tpoc y para una onda esférica armonica z =

poc kr(kr +i)/(1 + k?r2) donde z es un nimero complejo (Kinsler et al. 2008).

Cabe mencionar que el fluido donde se propaga la onda es considerado como homogéneo,
isotropico y perfectamente elastico, por consiguiente no existen efectos disipadores. También que
los cambios de densidad provocados por la onda se consideran pequefios con relacién al punto de
equilibrio. Estas consideraciones son necesarias para llegar a la teoria mas simple del sonido en
fluidos, no obstante con estas simplificaciones la teoria es exitosa en describir la mayoria de los

fendmenos acusticos (Kinsler et al. 2008).

2.2.2 INTENSIDAD Y SUS ESCALAS DE MEDICION.

En la propagacién de una onda sonora existe un flujo de energia que va en la direccién en que
viaja la onda. La Intensidad Instantdnea I(t) es la razdn instantdnea por unidad de &rea con la que
se transmite energia (en forma de trabajo) de un elemento del fluido a otro elemento adyacente,
tal medida cumple que I(t) = pu. Utilizando la impedancia acustica especifica se puede calcular la
intensidad instantanea, para el caso de una onda plana z = p/u = *pycu resultando asi

1(t) = +p?/pyc (Kinsler et al. 2008).
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La Intensidad acustica I, se define como el promedio temporal de la Intensidad Instantdnea
I1(t), el tiempo T sobre el que se promedia I(t), depende del tipo de onda: para ondas periddicas
es igual al periodo; para ondas transitorias, al tiempo de duracién de la onda, y para ondas no
periddicas continuas se toma una T “muy grande” (T — ) (Blackstock 2000). Para una onda

plana la intensidad acustica I es

1" 5 Ec. 2.2-2
I =) = T pudt = + g
0

El signo indica la direccion de propagacion y P.es la Presion efectiva, es decir la raiz cuadrada

media de la presion sobre el tiempo T':

1T Ec. 2.2-3
P, = —J p?(t)dt
T 0

Para cualquier tipo de onda armédnica con amplitud P, la amplitud efectiva P, = P /2 por lo
quel = iPZ/ZpOC. En este caso, como en muchos, la intensidad es proporcional al cuadrado de

la amplitud (Kinsler et al. 2008).

En la practica es mas conveniente describir las magnitudes relativas a la intensidad del sonido a
través de una escala logaritmica. Una de las principales razones es que el oido humano tiene la
amplia capacidad de oir sonidos con intensidades que van, aproximadamente desde los

10~12W /m? hasta los 10W /m? abarcando asi 12 érdenes de magnitud.

El nivel de intensidad IL (de Intensity Level) de un sonido con intensidad I se define por
1
IL =10 Log A (dB) Ec. 2.2-4
0

Siendo establecido que la intensidad de referencia Iy = 10‘12W/m2 y cuyo valor esta
relacionado con el umbral de audicion humana. Como se muestra, el nivel de intensidad se

expresa en decibeles (dB).

Dado que la intensidad estd relacionada con el cuadrado de la presién efectiva (I = Pez/poc)
otra escala para medir la intensidad del sonido es el nivel de presién sonora (de Sound Presure

Level) y se define como:

P
SPL = 20 LogP—Z (dBspr) Ec. 2.2-5

23



24 Marco Tedrico

En donde P, es la medida de la presién efectiva y Py la presion de referencia siendo establecido
que Py = 2uPa = 2 - 107°Pa. Esta escala resulta ser la mas usada en acUstica ya que para

campos sonoros complejos (Blackstock 2000).

2.3 DIFRACCION

En el siglo XVII Francesco Grimaldi realizé el primer estudio publicado sobre la desviacién de la
luz de su propagacion rectilinea al bordear un obstaculo interpuesto, a este fendmeno lo
denomino difraccion y proviene del latin diffractus: roto o quebrado(Hecht 2000). La difraccion es
un fendmeno que ocurre para todo tipo de ondas y se caracteriza por una desviacion en la
direccion de propagacion de la onda cuando se enfrenta a un objeto. Para que se presente, es
necesario que las dimensiones caracteristicas del objeto sean del mismo orden de magnitud que la
longitud de onda de la onda incidente. Cuando la longitud de onda es mucho menor que el
tamafio del obstaculo, por lo general, la difraccién no se observa y el objeto forma una sombra

definida (Resnick et al. 2000b).

La difraccién es un fendmeno bastante comun en el ambito acustico. Sin haber de por medio
una trayectoria directa o por reflexiones, la difraccidn es la que permite que una persona pueda
mantener una conversacién con otra ubicada a la vuelta de la esquina de un edificio (Blackstock

2000).

En la fisica no hay distincion significativa entre la difraccion y la interferencia ya que ambas son
explicadas por el principio de superposicion. Se usa el término de interferencia cuando se analiza
un fendmeno por la superposicion de pocas ondas, y difraccion cuando se trata de un gran

numero de ondas (Hecht 2000).

2.3.1 INTERFERENCIA DE DOS ONDAS ARMONICAS

La interferencia es la primera consecuencia del principio de superposicién de las ondas.
Partiendo del ejemplo mas sencillo, considérese dos ondas armdnicas unidimensionales p1y p;
con las mismas caracteristicas (amplitud, longitud de onda y frecuencia) pero con diferentes inicios

de fase & y &, respectivamente, esto es
p1 =Psen(kx —wt+¢&) y p;=Psen(kx —wt + &)

Cuando estas ondas se juntan en un punto, por el Principio de Superposicion, la onda

resultante p es entonces la suma de las ondas p =p; + p, = P[sen(kx — wt + &) +
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sen(kx —wt +¢&)] . Usando la identidad trigonométrica sena + senf = 2 cos % (a +

B) sen% (a — B), se obtiene que

p = 2P cos(Ae/2) sen(kx — wt + £) Ec. 2.3-1

El resultado de la suma es una nueva onda armodnica con la misma frecuencia y longitud de
onda pero con una alteracién en la amplitud que depende directamente de la diferencia de fase
Ae = &5 — &1. Por la funcién coseno, cuando la diferencia de fase A¢ es cercana a un multiplo de
21 la amplitud de la onda resultante p alcanza su maximo, este es el caso de la interferencia
constructiva, donde la intensidad total (que es proporcional al cuadrado de la amplitud) es mayor
qgue las intensidades individuales. Por el contrario, si la diferencia de fase Ae es cercana a un
multiplo demla amplitud de p se anula, y se presenta la interferencia destructiva, donde la

intensidad total es menor que las intensidades individuales.

En muchos casos de difracciéon o interferencia, la diferencia de fase se origina por una
diferencia de camino en la trayectoria de las ondas. Por lo tanto la interferencia constructiva se da

cuando la diferencia de camino /A es un multiplo de la longitud de onda, es decir cuando:

A=miA con m=0,+1,+2,+3,.. Ec. 2.3-2

y la interferencia destructiva cuando:
1
A= (m + E)/l con m=0,%£1,+%2,43,.. Ec.2.3-3

(Resnick et al. 2000a;2000b)

2.3.2 ARREGLO DE FUENTES PUNTUALES

En el estudio de arreglos de fuentes puntuales como monopolos, dipolos, arreglos lineales, etc,
uno de los principales intereses es determinar el patrdn de radiacion del arreglo. Para un arreglo
con fuentes puntuales armodnicas, la onda de presion p total del arreglo en el campo lejano

generalmente puede expresarse como:

p=P@r 0e " Ec.2.3-4

Donde P(r, 8) es una funcidn que solo depende de variables espaciales, como la distancia r al
arreglo y del dngulo de direccién 0. El factor direccional de amplitud D(8) es una funcién que
depende sélo de 6 y determina las direcciones en que el patrdn de radiacién alcanzas sus maximos

y minimos. Este factor se define como
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P(r,0)

-~ 7 Ec. 2.3-5
P(r' emax )

D(O) =

donde 8,,,, es un angulo determinado en el que |P(r, 8)| alcanza un méximo. Por su definicién
el factor D(8) es una funcién normalizada tal que —1 < D(0) < 1 (Blackstock 2000; Kinsler et al.

2008).

2.3.3 ARREGLO LINEAL DE N FUENTES PUNTUALES

Un ejercicio tedrico que sirve como un puente simple y légico entre los estudios de la
interferencia y la difraccién es el arreglo lineal de N fuentes puntuales (Hecht 2000). Este consiste
en una conformacién lineal de N fuentes puntuales separadas por una distancia a como se

muestra en la Figura 2.2. En esta seccidn solo se considerara el caso acustico.

En el siguiente desarrollo las fuentes puntuales pueden ser sustituidas por fuentes simples.
Una fuente simple se refiere a cualquier cuerpo (cerrado y compacto) que vibre con una
distribucién de velocidades superficiales arbitraria, pero de tamafio tal que sus dimensiones son
mucho menores que la longitud de onda del sonido emitido. De esta manera el campo de presion

producido por una fuente simple es similar al de una fuente puntual (Kinsler et al. 2008).

Regresando al arreglo lineal de N fuentes puntuales, en este es considerado que las fuentes
radian una onda esférica con la misma longitud de onda, frecuencia, amplitud y fase inicial.

Entonces la onda de presion de la n-ésima fuente tiene la forma

pn = éei(krn_wt) Ec. 2.3-6

Th

Donde 7;, representa la distancia entre la fuente n y un punto R. El propdsito de este arreglo es
conocer la onda de presidn p que incide sobre el receptor situado en el punto R, debido al

principio de superposicion tenemos que

N N A
p = Z p, = Z A gitkra—ot) Ec. 2.3-7
n=1 n=1"n
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(b)

FIGURA 2.2 ARREGLO DE N FUENTES PUNTUALES

Si el tamafio del arregloL = (N — 1)a es comparativamente pequefia con las distancias al
punto R, esto es 1;, > L para toda n; entonces las amplitudes de onda individuales que lleguen a
R seran esencialmente iguales, habiendo recorrido aproximadamente la misma distancia r (Hecht

2000), es decir

" ) N r
De esta manera la onda de presién p puede reescribirse como
A : : : :
p=—e it etk . [1 4+ eik(ra=r1) 4 pik(r3—r1) 4 elk(rzv—r1)] Ec. 2.3-9

r

Esta es una expresion en términos de las diferencias de fase de las fuentes con respecto a la

fuente escogida (n = 1), y tal ecuacidn se simplifica de la siguiente manera.

Debido a que el punto R estd muy alejado del arreglo (1;, > L) los rayos provenientes de las
fuentes son practicamente paralelos entre si. Observando la Figura 2.2 se deduce que la diferencia

de trayectoria entre dos fuentes adyacentes cualesquiera es constante

T, —Ty—1 = asenf Ec. 2.3-10
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Asignando 26 = ka sen 6 y observando de nuevo la Figura 2.2 se deduce que k(r, —17) = 26,
k(rs — 1) =2(26), k(rp, — 1) = 3(28), etc. Entonces la presion en el punto R se puede
escribirse como

p = ée_i“’teikrl [1 n (eiZS)l n (eiZS)Z n (ei25)3 T (eiZcS)N‘l] Ec. 2.3-11

La serie entre los paréntesis es una serie geométrica

_ N
1-—x Ec. 2.3-12

1+x24+x3+-+xN 1=
1—x

Junto con laigualdad sena = (ei“ — el )/Zi, la serie de exponenciales puede reducirse a un

solo término:

N-1 . . . .
. _ pIN26 __pIiNO6( ,INS _ ,—iINS B
z(em), _ 1-e - e '(e ' e ' ) _ pi(N-1)5 (senN5) Ec. 2.3-13
- 1—ei?s —eld(eid — e=10) sen §

]=

Con todo esto, se llega a una expresion simplificada para la onda de presién p:

Ec. 2.3-14

p= ée—iwt pilkry +(N-1)5] <

senN&)
r

sen &

Obsérvese que si se define a r como la distancia desde el centro del arreglo al punto R, es decir

r= %(N — 1)asen 6 + ry, entonces

A <sen NS

p=2 )ei(kr—wt) Ec. 2.3-15

sen §
—iwt

De esta manera, la onda de presion del arreglo puede expresarse de la formap = P(r,0)e

donde

A (sen N5> ik — A sen(Nzka sin 6) Sikr

P(r,0) =— =
.6) =7 "sens r sen(3kasin )

Cuando 8 =0, send = 0 y entonces P(r,8) alcanza un maximo, utilizando la regla de
L’Hopital se obtiene que lims,osenNS§/send =N y por lo tanto P(r,0) = N(4/r)e" .
Insertando este resultado en la Ec. 2.3-5 (6., = 0), resulta que el factor direccional de

amplitud D(6) del arreglo es

. 1 .
senN§ sm(Njka sin ) Ec. 2.3-16

D(O) = =
(©) Nsend Nsin(%kasin@)
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El término sen N§ fluctda rapidamente, mientras que la funcién que lo modula, 1/ sen &, varia
relativamente mas lento. Los maximos principales ocurren entonces cuando el denominador

send = 0, o sea, cuando & = mm dondem = 0,+1,+2 ... Dado que 6 = %ka sin 8, entonces los

maximos principales de D (6) se encuentran en las direcciones 6,, que cumplen que

asinOm =ma Ec. 2.3-17

En una grafica polar los maximos principales estan representados por los lébulos mayores

como se ve en la Figura 2.3.

(Blackstock 2000)

FIGURA 2.3 FACTOR DIRECCIONAL DE AMPLITUD DE UN ARREGLO LINEAL DE
FUENTES PUNTUALES (N = 5,ka = 8).

En dispositivos basados en el arreglo lineal de fuentes cominmente es deseado poder
transmitir en varias direcciones sin girar fisicamente el arreglo. Esto se logra introduciendo un
retardo temporal en la sefial de las fuentes. Para la fuente n el retraso temporal esnt, la
expresion para la onda de presion de la fuente n es entonces

A
Dn = _ei(krn—w[t+nr]) Ec. 2.3-18

Tn

Definiendo a sin 6y = v,7/a, el factor direccional para este caso es de la forma

sin[%ka(sin 6 — sin 90)] Ec. 2.3-19
N sin[%ka(sin 6 —sin 6)]

D(0) =

De manera que el I6bulo mayor (maximo principal) ahora apunta en la direccion de 6 (Kinsler

et al. 2000).
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2.3.4 LEY DE BRAGG

FIGURA 2.4 DIFRACCION DE BRAGG

La ley de Bragg establece el patrén de difraccion de un cristal, al ser irradiado por un haz de
rayos X. La longitud de onda de los rayos X es similar a la separacién de los atomos en el cristal y
por lo tanto un fendmeno de difraccidn es observado, el descubrimiento de esta ley confirmé la
idea de que los cristales estan conformados por una estructura peridédica de atomos. (Franks

1996).

Cuando se irradia un cristal con un haz de rayos X, cada 4tomo dispersa la onda incidente en
todas direcciones. La estructura atémica del cristal puede verse como un conjunto de planos
paralelos de atomos. La difraccidn en cada plano es considerado equivalente a la reflexion del haz
por el plano de manera especular, esto es, que el angulo de incidencia y el angulo es de reflexion
son iguales (6 = 6;,6,.). A diferencia de lo acostumbrado en dptica, los angulos son medidos con
respecto al plano. El patrén de difraccion del cristal es generado entonces por la interferencia

entre los rayos reflejados por cada plano y se calcula de la siguiente manera (Cullity 1978):

Como se ve la Figura 2.4, los planos de atomos estan separados por una distanciad, la
diferencia de camino A entre los rayos reflejados por dos planos adyacentes es 2d sinf. La
interferencia constructiva se da cuando la diferencia de camino es un multiplo de la longitud de

onda, o sea A = mAdondem = 0,+1,+2 ... Asi se obtiene la Ley de Bragg

2dsin0 = mA Ec. 2.3-20

En esta ecuacidn esta implicito que la difraccion sélo puede ocurrir para longitudes de onda

A < 2d (Kitell 2005).
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2.3.5 RED DE DIFRACCION

FIGURA 2.5 DIFRACCION POR UNA RED DE REFLEXION

En Optica, una red de difraccién es un conjunto repetitivo de elementos, como aberturas u
obstaculos, capaz de difractar una onda emergente por medio de alteraciones periddicas en la
fase, en la amplitud o en ambas (Hecht 2000). Una categoria de redes de difraccién son las
denominadas redes de reflexion de fase; estas consisten en peliculas de materiales reflejantes con

hendiduras periddicas que usualmente tienen forma de escaldn (véase la Figura 2.5).

Cuando una luz monocromatica (de una sola longitud de onda) incide sobre una red de
difraccidn, esta se difracta en varios haces con diferentes direcciones. Cada haz corresponde a un
orden de difracciéon y las direcciones de los haces dependen de las dimensiones de los surcos o
rendijas, y de la longitud de onda de la luz incidente. De este modo una red actia como un
elemento dispersivo; para el caso de una luz compuesta por varias longitudes de onda, esta se
difracta o separa por la red, dentro de cada orden, en haces de diferente longitud de onda. Las
redes de difraccion son los dispositivos principales en los espectrégrafos que son utilizados para

analizar el espectro de las fuentes de luz (Resnick et al. 2000b).

Las direcciones de propagacion favorecidas por la difraccidén en las redes se determinan por

medio de la Ecuacion de Red que a continuacion se deducira.

Al incidir una onda de luz monocromatica sobre la red, el reflejo de cada surco llegard a un
punto P arbitrario con una relacién de fase definida. La diferencia de fase que hay entre el reflejo
de dos surcos consecutivos es proporcional a la diferencia de camino A de estos surcos. Como se

ve en la Figura 2.5, la diferencia de camino es

A = a(sind9 —sin9) Ec. 2.3-21
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En donde a es la distancia entre los surcos, 8 el angulo de incidencia y 9 el angulo reflexion, los
angulos son medidos con respecto a la normal al plano general de la red. Por convencion 9y 6 se
miden en sentidos opuestos (véase la Figura 2.5). Cabe mencionar que se presupone que tanto la
fuente como el punto P estan muy lejanos, y por lo tanto los rayos de la onda incidente como la

reflejada de cada surco son paralelos entre si.

Ahora bien, los rayos reflejados tendran una interferencia constructiva si la diferencia de
camino es un multiplo de la longitud de onda incidente A, es decir si 4 = mAd en donde

m = 0,+1,+2 ... Esto nos lleva a la Ecuacidn de Red:
asint, —asinf =mi Ec. 2.3-22

Dado un valor param, el angulo 9,, denota el angulo de reflexion especifico que cumple esta
igualdad. En la direccion determinada por 9,, se propaga entonces, por la interferencia
constructiva, una onda la cual corresponde al orden de difraccion m. Por lo tanto la Ecuacion de

Red indica las direcciones en que se propagan todos los drdenes de difraccion.

Para el orden cero (m = 0), la Ecuacién de Red deriva en sind, = sin 6, por lo que 9, = 6.
Entonces el orden cero es la reflexion especular (en espejo) del rayo incidente. Debido a la
convencién en los sentidos de 9y 6, los ordenes positivos (m > 0) corresponden a los que se
encuentran, con respecto al orden cero, en el sentido de 9; y los ordenes negativos (m < 0), a los

gue se hallan en el sentido contrario de 19 (véase la Figura 2.6).

En términos del nimero de onda k la Ecuacién de Red se puede escribir de la siguiente

manera:

21
ksind, = ksinf + m; Ec. 2.3-23

Cuando la incidencia es normal, es decir cuando 8 = 0, se obtiene la siguiente ecuacion
asindy =mai Ec. 2.3-24

Esta es una expresion de la Ecuacion de Red bastante utilizada.

2.3.6 DIFRACCION DE UNA SUPERFICIE PERIODICA

El problema de transmisién y reflexién de ondas por una superficie periddica ha sido abordado
por muchos autores a partir del Siglo XIX. La teorias desarrolladas para explicar el fenédmeno han

sido aplicadas principalmente para el desarrollo y disefio de las redes de difraccién (Neviere &
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Popov 2002), pero también han tenido muchas otras aplicaciones como la deteccion de
irregularidades superficiales y la difraccidon de ultrasonido en liquidos (LaCasce & Tamarkin 1956;
Claeys et al. 1983) . Otras de sus aplicaciones también fue la de simular la acustica de sitios
arqueoldgicos como el Teatro de Epidauro de la antigua Grecia (Declercq & Dekeyser 2007) y “El
Castillo” de Chichén Itza (Declercq et al. 2004a). Desde el comienzo el interés se centro en saber
cual es el patréon de difraccion generado a partir de una geometria de superficie conocida.
Actualmente también se trabaja en el problema inverso (Colton & Kress 1998; Arens 1999). Todos

estos trabajos son derivados de un articulo escrito por el premio nobel Lord Rayleigh en 1907.

2.3.7 DIFRACCION DE RAYLEIGH PARA SUPERFICIES PERIODICAS

En 1907, Lord Rayleigh publicé un articulo titulado On the Dynamical Theory of Gratins
(Rayleigh 1907), que representd la primera soluciéon para el problema de la reflexiéon de ondas por
una superficie periddica. En este trabajo se considera que la onda reflejada esta constituida, en el
espacio libre y sobre la superficie, por la suma de un conjunto discreto de ondas emergentes cuyos
vectores de onda se derivan de la Ecuacion de Red. La teoria desarrollada es aplicable solo a los
casos en que la altura de la corrugacion es muy pequefia en comparacion de la longitud de la onda
incidente (Waterman 1975). A continuacién se muestran los aspectos bdasicos en la teoria

propuesta por Rayleigh:
Se considera una superficie periddica que se describe por los puntos (x, y) tales que
y=f(x) con —oo<x<o

donde f(x + a) = f(x) siendo a el periodo de la superficie. La amplitud, altura o profundidad

de la superficie se denota por b.

Sobre la superficie periddica incide una onda plana armdnica p;, con un nimero de onda
k = 2m /Ay con un dngulo de incidencia 8 determinados. El dngulo de incidencia esta medido con
respecto a la normal al plano general de la superficie f(x), y cumple que — /2 < 6 < /2. El

vector de onda K; de la onda incidente en términos de k y 6 es de la forma:

k; = (k- k[y) = k(sen8,cos8) Ec. 2.3-25

Ly
La onda incidente p; puede entonces expresarse como:

p; = e—ik (x sen 86—y cos 9) Ec.2.3-26
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Por simplicidad el factor dependiente del tiempo e it es extraido en todas las ondas planas.

Cuando la onda p; incide sobre la superficie f (x) se produce una onda reflejada p, y debido a
la periodicidad de la superficie esta onda es difractada. Segun Rayleigh, fuera de la superficie (es
decir donde y > b), la onda p, estd compuesta por un conjunto infinito de ondas planas p,, donde

cada uno tiene su propio vector de onda k,,, y amplitud 4,,,:

(00} (00}
p, = Zp _ ZA o= kT Ec. 2.3-27
T m m
—00 —00

Cada onda plana p,, representa un orden de difraccién my la direccién en que se propaga esta
determinada por el vector de onda Kk,,. Definiendo a9, como el angulo que formak,, con la

normal del plano general de la superficie, entonces

k, = (kmx,kmy) = k(send,, ,cos19,,) Ec. 2.3-28

La componentes ki, ykmy del vector k,, son definidas de manera que los d6rdenes se

propagan conforme a la Ecuacién de Red. Ya que k, ,, = k sen,,, por la Ecuacién de Red (véase

la Ec. 2.3-23) la componente horizontal k,, . se define como

2 2
kmx=ksen6+m7=kix+m7 Ec. 2.3-29

donde a es el periodo de la superficie. Utilizando el Teorema de Pitagoras, la componente

{( [kz _ (kmx)Z: K2 > (kmx)z Ec. 2.3-30

ligf (kmy)’ = K2, K2 < (k)

vertical kmy se define como

my

Debido a que k,znx puede ser mayor a k? dependiendo del entero m, la componente vertical
k, . puede ser un positivo real o un positivo imaginario. Cuando k, ,,, es real, la onda p,,
corresponde a una onda plana (homogénea) que se propaga hacia fuera de la superficie periddica.
Este es el caso de un orden de propagacion. Cuando k, ,, es imaginario, la onda plana p,, se

convierte en una onda evanescente cuya amplitud disminuye exponencialmente hacia fuera de la

superficie (véase el Anexo10.2). Este es el caso de un orden evanescente (Neviere & Popov 2002).
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FIGURA 2.6 REPRESENTACION DE LOS VECTORES DE ONDA k,,,.

Una representacién grafica de las direcciones que toman los érdenes de difraccion, se
encuentra en la Figura 2.6. El orden cero, representado por el vector de onda K, es justamente la
reflexion especular (9, = 0) de la onda incidente cuyo vector de onda es K;. Los demas 6rdenes
se construyen a partir del orden cero. Para el orden m, su respetivo vector de onda Kk, se obtiene
sumandole a K, un desplazamiento horizontal de m veces la cantidad 2 /a. Geométricamente,
los ordenes de propagacidon son las intersecciones del circulo de radio k con las lineas verticales
cuya separacidon es de 2m/a. Los dérdenes evanescentes son las intersecciones de las lineas

verticales con el eje horizontal fuera de circulo (Loewen & Popov 1997).

En su articulo, Rayleigh hizo una consideracién crucial que se conoce como la Hipdtesis de
Rayleigh. Propuso que la serie 2%, Ame‘“‘m'r constituia una representacién valida para p, no
solo paray > b, sino en todos los lugares que y = f(x) incluyéndose asi los espacios entre las
corrugaciones de la superficie. (Millar 1973; Neviere & Popov 2002). Gracias a esta hipdtesis, se
puede aplicar un método por el cual se calculan las amplitudes A,, (véase la Ec. 2.3-27), y asi
obtener una descripcién numérica de la onda difractada p,.. Dicho método, en general consiste en
generar sistemas de ecuaciones linealmente independientes donde se puedan despejar las
amplitudes 4,,. Estos sistemas de ecuaciones se obtienen, de la expresidn de la superficie f(x)
como una Serie de Fourier, y de la serie de funciones armdnicas que se derivan de las condiciones
de frontera (véase el Anexo 10.3) aplicados a la serie Y%, A,,e "*¥m'T. Entre mas ordenes m se

inserten en el sistema de ecuaciones mas preciso es el caculo de A,, pero crece la complejidad del

sistema. Para dar un ejemplo del método, en su articulo Rayleigh lo aplica para una superficie de
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forma sinusoidal con condiciones de frontera de Dirichlet, de Neumann y otras mas (Rayleigh

1907).

2.3.8 TEORIAS POSTERIORES A LA TEORIA DE RAYLEIGH

Si bien el método de Rayleigh es facil de entender y sencillo de formular, es necesario el uso de
una computadora para obtener de resultados numéricos precisos (Neviere & Popov 2002). Esta es
la razén por la cual hasta cincuenta afios después se empezd a trabajar sobre la validez y

capacidad de prediccién de la teoria de Rayleigh (Petit 1975).

Uno de los primeros cuestionamientos de la teoria de Rayleigh, aparecié en 1953 en un breve
articulo de Lippmann (Lippmann 1953). En este articulo se conjeturd que, para proporcionar una
representacion completa de la onda difractada entre las corrugaciones de la superficie (b >y =
f(x)), no solo se debe incluir un conjunto de ondas planas emergentes (hacia fuera de la
superficie), sino también un conjunto de varias ondas entrantes o incidentes. Tales ondas

incidentes resultan no estar contempladas por la Hipdtesis de Rayleigh (Waterman 1975).

A partir de 1960 fueron desarrollados nuevos métodos o teorias que son consideradas como
mas “rigurosos” comparadas con la teoria de Rayleigh y sus derivados directamente. Estos nuevos
métodos son rigurosos en el sentido en que proveen, sin una aproximacion tedrica de por medio,
soluciones numeéricas para las ecuaciones que describen la propagacién de la onda y las
condiciones de frontera. No obstante en el proceso de los calculos numéricos por computadora,
persisten errores debido al recorte en el nimero de ecuaciones, en el nimero de armdnicos, o en
la resolucion de bits, entre otros (Neviere & Popov 2002). Los métodos o teorias posteriores a la
de Rayleigh pueden ser agrupados en tres categorias principales (Petit 1975; Wirgin 1980; Neviere
& Popov 2002), los de enfoque diferencial (Cerutti-Maori et al. 1969; Neviere et al. 1973; Wolken
1973), los de enfoque integral (Meecham 1956; Uretsky 1965; Garcia & Cabrera 1978) vy los
basados en la teoria de Waterman (Waterman 1975; Whitman & Schwering 1977; Bagieu &
Maystre 1998).

En cuanto a la validez de la teoria de Rayleigh, este depende de la forma de superficie (f (x)),
como de la proporcién entre el periodo y la amplitud (b/a), asi como de la longitud de onda
incidente en relacién con la amplitud (b/ 1). Generalmente la teoria de Rayleigh es aplicable para

superficies poco rugosas, es decir para b/a pequefios. En una demostracién convincente, Petit y

Cadilhac establecieron que para una superficie descrita por f(x) = (b/2) cos%”x con condiciones
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de Dirichlet, la hipdtesis de Rayleigh es invélida o insostenible si b/a > 0.144 (Petit & Cadilhac
1966). Mas adelante, fue demostrado por Millar que tal hipétesis si es valido para b/a < 0.144
(Millar 1971).

Wirgin afirma que, contrario a la opinidn comun, la teoria de Rayleigh es aplicable para un

amplio rango de superficies corrugadas. Asevera que dicha teoria es valida siempre y cuando

b kb
0 < — < 034 0<—<41 Ec. 2.3-31
2a Y 2

El analisis desarrollado por Wirgin esta restringido para superficies periddicas del tipo

f(x) =(b/2)cos %ﬂx (Wirgin 1980) .

Van der Berg, basado en los trabajos de Millar, establecié un método para derivar las
condiciones en las que la Hipdtesis de Rayleigh es valida en funcion del perfil o forma de la
superficie (van den Berg & Fokkema 1979). Para una superficie de perfil triangular, la Hipdtesis de
Rayleigh nunca es valida ya que existen singularidades (discontinuidades) en la forma de este tipo
de superficie. Sin embrago, esta hipdtesis puede ser sostenible si se aproxima el perfil triangular
por medio una serie finita de Fourier (véase la Seccion 2.4.2 y el Anex010.4):

4 < cos (21r(2j -1) %) Ec. 2.3-32

h
= ——h—
2(0) = 3 Y TR
}:

Esta aproximacion mejora conforme el entero K aumenta. Dependiendo del valor de K, la
altura h tiene una cota superior h,,,, , €n la que si h < h,,,, entonces la hipétesis es valida. En la
Figura 2.7 se muestra el comportamiento de la altura maxima h,,,,, en funcién del entero K (van
den Berg & Fokkema 1979). Como se observa, el rango de validez de la Hipdtesis de Rayleigh
disminuye si la superficie z(x) se parece mdas a una funcién triangular. Cuando K = 1, z(x) es

igual a una funcidn coseno y se reproduce el resultado de Millar (témese h,,,,, = b).
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FIGURA 2.7 COEFICIENTE hy,,,/D EN FUNCION DEL NUMERO DE
COMPONENTES K DE LA SERIE DE FOURIER PARA UN PERFIL
TRIANGULAR (VAN DEN BERG & FOKKEMA 1979)

2.4 ANALISIS DE FOURIER

Una onda cualquiera no solo se puede representar en su forma temporal sino también de
manera Unica por una representacion utilizando de funciones armodnicas simples. Si se
descompone una forma de onda en componentes sinusoidales de la misma manera que un prisma
separa la luz blanca en diferentes colores, es posible formar la forma de onda original si se suman
apropiadamente estas componentes sinusoidales. Si cualquiera de estas componentes estd

ausente entonces el resultado es otra forma de onda.

El andlisis de Fourier es principalmente una forma de andlisis frecuencial (o espectral). La
motivacion de desarrollar una herramienta de andlisis frecuencial es la de proveer una
representacién grafica y matematica para las componentes frecuenciales que estan contenidos en
una sefial dada. El andlisis frecuencial de una sefial implica la descomposicion de la sefal en sus
componentes frecuenciales o sinosoidales. Las herramientas matematicas que nos proporciona
informacién sobre estas componentes son las Series de Fourier y la Transformada de Fourier

(Proakis & Manolakis 1996).

2.4.1 FUNCIONES PERIODICAS

Las funciones armodnicas (simples) como el seno y el coseno son ejemplos sencillos de una

funcion periddica. Una funcién f(t) se dice que es periddica con periodo T si para todat se

cumple que

f&+7) = f©

Ec. 2.4-1
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en donde T es una contante real positiva. De esta manera el periodo del seno y el coseno es

igual a 2m (Spivak 1998).

2.4.2 SERIES DE FOURIER

En la naturaleza, muchos fenédmenos ondulatorios se caracterizan por presentar movimientos
peridédicos muy complicados. El teorema de Fourier permite analizar un movimiento ondulatorio
complejo periédico como una combinacion de ondas sencillas (Resnick et al. 2000a). Este teorema
establece que una funcién f(t) periddica con periodo T puede sintetizarse por la suma de

funciones armonicas, de la siguiente manera:

Ec. 2.4-2

f(t)—7

[ee) [ee)
+ Z A, cosnwt + Z B, sennwt
n=1 n=1

donde w = 21 /T (Hecht 2000). Esta serie de sumas infinita se conoce como la Serie de Fourier.

Los coeficientes A,, y B,, se son constantes que se determinan con las siguientes integrales:

to+T to+T
to to

donde se integra sobre el periodo [ty, ty + T], con t, arbitrario.
(Kinsler et al. 2008)

Las condiciones de Dirichlet garantizan que las Series de Fourier sean iguales a la funcién f(t),
excepto en los valores de t donde f(t) es discontinua y por tanto las Series de Fourier convergen a
un valor medio de la discontinuidad. Para que se cumplan estas condiciones la funcién f(t),

dentro de cualquier periodo, debe tener un nimero finito de discontinuidades como de maximos y
s . . to+T
minimos, asi como ser absolutamente integrable, esto es ftoo |f(t)|dt < oo para toda t,. Cabe

recalcar que estas condiciones son suficientes mas no necesarias (Proakis & Manolakis 1996).

2.4.3 TRANSFORMADA DE FOURIER

La siguiente herramienta matematica resuelve el problema de representar funciones no

periddicas o también funciones transitorias (Arfken 1985).

Una manera de deducir la Transformada de Fourier, es a partir de las Series de Fourier. Si se

toma un periodo de la funcién y se expande hasta el infinito, esto es T — oo; entonces la
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frecuencia angular fundamental 2t /T tiende a cero y la sumatoria sobre todos los armdnicos

debe ser remplazada por una integracién sobre todas las frecuencias.

La transformada de Fourier es una funcién que asocia a una funcion f(t), en el espacio

temporal, una funcién F(w) en el espacio de frecuencias de la siguiente manera:

F(w) = Jm f(t) e @t dt Ec. 2.4-4

La funcién F(w) se dice que es la transformada de Fourier de f(t), lo cual se indica

simbdlicamente como

F(w) = F{f (O} Ec. 2.4-5

La transformada inversa de Fourier es una funcidn que nos lleva de regreso a la funcién f (t)

1 r® .
f(t) = EJ F(w) e*“dw Ec. 2.4-6

(Hecht 2000). En general, la funcién F(w) es compleja y usualmente es expresada en su forma

polar
F(w) = |F(w)|e™?) Ec. 2.4-7

Al modulo |F(w)]| se le denomina como la amplitud del espectro y a 8(w) como la fase del

espectro.

En los fendmenos ondulatorios, la energia de una onda es proporcional al cuadrado de la
amplitud, si f(t) representa la amplitud de una onda transitoria sobre un punto fijo, la energia
total se obtiene integrando el cuadrado de la amplitud |f(¢)|? sobre todo el tiempo. Por la

formula de Parseval

[ele] 1 [o'e)
J If(©]%dt = EJ |F(w)|?dw Ec. 2.4-8

De esta manera se deduce que la energia total es proporcional al drea bajo la curva de|F (w)|?
y por consiguiente la cantidad |F(w)|?representa la distribucion de energia espectral (Proakis &

Manolakis 1996).

De manera parecida que en las series de Fourier, las condiciones de Dirichlet se aplican a la
Transformada de Fourier. En este caso se piden que las discontinuidades, los maximos y minimos

sean finitos para cualquier intervalo y que la funcidn sea absolutamente integrable en todo el eje

temporal, esto es fjooolf(t)ldt < o0.(Proakis & Manolakis 1996)
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2.4.4 TRANSFORMADA DE FOURIER DE UN PAQUETE DE ONDAS GAUSSIANO

Desde un enfoque general, la expresion matematica de un paquete de ondas se construye
modulando la amplitud de una onda arménica ¥(x,t) = e i*0X=©08) con una funcién f(t) con

—at?

forma de pulso. Utilizando una envolvente del tipo f(t) = Va/re se obtiene un paquete de

ondas gaussiano o pulso gaussiano:

P(t) = f(D)e i@t = \/%e‘“tze‘i(‘“ot) Ec. 2.4-9

(Hecht 2000)

(1)}

(k=ikg)?
4a

FIGURA 2.8 PAQUETE DE ONDAS GAUSSIANO Y SU TRANSFORMADA DE
FOURIER

Aqui se ignora la parte espacial por cuestiones de homogeneidad. Como se muestra en la

Figura 2.8, el resultado de la modulacidn es una sinusoidal restringido a un intervalo de tiempo de

duracién At que es proporcional a 1/Va .

Aplicando la Trasformada de Fourier al paquete de ondas gaussiano se obtiene que

(w=wp)?

Y(w)= F{Yt)}=e 4a Ec. 2.4-10

(Hecht 2000)

Lo que indica que el espectro del paquete de ondas tiene una distribucidn gaussiana centrado
en la frecuencia angular wg proveniente de la onda armédnica. En otras palabras el paquete de
onda no solo contiene una sola frecuencia wy, sino mds bien una variedad de frecuencias

distribuidos alrededor de wg(Resnick, Halliday et al. 2000). En contraste con At, el ancho Aw de
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la distribucion de frecuencias angulares es directamente proporcional a+va. Esto conduce al

comportamiento general de los paquetes de onda
1
AtAw > E Ec. 2.4-11

(Jackson 1998)

Para paquetes de onda cortos su espectro tiene una distribucion muy ancha de frecuencias, y
por el contrario para paquetes de ondas muy largos (similares a una onda armdnica) su espectro

es casi monofrecuente (Arfken 1985).

2.4.5 PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE

La desigualdad mostrada en la seccion anterior es una forma de representacion del conocido
Principio de Incertidumbre de la teoria de la Mecanica Cudntica. En la Mecanica Cuantica, el
momento de una particula esta representado por la Transformada de Fourier de la posicidn, y por
este principio ambas magnitudes no pueden ser medidas simultanéate de manera exacta (Stein

2000). Algo similar sucede cuando se trata de estimar el espectro de una sefial.

Una funcién armodnica simple como el seno esta definida en toda la recta del tiempo y tiene un
espectro con una sola componente frecuencial. En la realidad las sefiales tienen una duracién
finita At y no pueden tener un espectro limitado a un valor pues para construir una sefial que sea
distinto de cero dentro At pero que se anule fuera de este es necesario sumar muchas
componentes frecuenciales. Entre mas corto sea At mas frecuencias se tienen que afadir y por lo

tanto el ancho Aw de la distribucion de frecuencias aumenta.

El principio de incertidumbre visto desde otro enfoque es el siguiente. Si se puede observar una
sefial sinusoidal por un periodo infinito de tiempo se puede determinar exactamente su
frecuencia. Pero en la practica solo se es permitido observar la sefal sinusoidal por un periodo
limitado de tiempo y por lo tanto su frecuencia solo puede ser determinada dentro de intervalo de
tolerancia. Entre menos tiempo es permitido observar la sinusoidal, mayor es la incertidumbre

sobre su verdadera frecuencia y viceversa (Stein 2000).
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2.5 PROCESAMIENTO DIGITAL DE SENALES

‘2.5.1 SENALES

El termino sefial se aplica generalmente a algo que lleva informacién y cominmente es sobre el
estado o el comportamiento de un sistema fisico. Una sefial se representa matematicamente por
una funcion de una o mas variables independientes, por ejemplo la sefial de un sonido se
representa matematicamente por una funcién del tiempo y su valor representa la presion acustica
generada por la onda sonora. Una convencion comun es referirse a la variable independiente de la

representacién matematica como el tiempo.

Existen tres tipos de sefiales, las sefiales en tiempo continuo o sefiales analdgicas que se
definen en un continuo temporal, las sefiales en tiempo discreto que se definen en instantes
discretos del tiempo, y las senales digitales que son discretas tanto en el tiempo como en la

amplitud de la sefal (Oppenheim et al. 1999).

2.5.2 AUDIO DIGITAL

El audio digital consiste en la grabacion en formato digital de una sefal eléctrica que
representa una onda sonora, asi como también la reproduccion de un sonido por medio de una

sefial eléctrica a partir de la sefial digital.

Tarjetade Sonido

\\ ) x, ()
icréfond Filtro “ E| 2
Micréfono > L > Conversor A/D [ ]
: Antialiasing l
Procesador
Digital de
Sefiales
(DSP)
4 y < Post-Filtro < , Conversor D/A (—'
y.(0) v[r]
Altavoz

FIGURA 2.9 DIGITALIZACION Y REPRODUCCION DE AUDIO DIGITAL

En la Figura 2.9 se muestra un esquema simplificado del proceso de digitalizacion y
reproduccion de un sonido pasando por un proceso digital de sefiales dentro de una tarjeta de

sonido.
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El primer paso es convertir la onda acustica en una sefial eléctrica andloga, esta es la funcién de
los micréfonos. En muchos de los casos estos dispositivos estdn compuestos por transductores
electroacusticos, que en un puerto es aplicado una fuerza oscilante producto de la onda sonora, y
en el otro puerto, se conduce un voltaje o una corriente eléctrica analoga a la sefial mecanica de

entrada (Kuttruff 2006).

ConversorA/D
¥, () x[n] R EAd - 01101 ..
» Muestreo » Cuantificacion » Codificacion >
| \
Serial Sefialen Serial Serial
andloga tiempo discreto cuantificada digital

FIGURA 2.10 CONVERSOR ANALOGICO/DIGITAL

En los siguientes procesos realizados por el filtro antialiasign y Conversor A/D la finalidad es
obtener una sefial digital que represente verazmente la sefial analdgica de entrada. El proceso de
convertir la sefial analdgica a digital es realizado por el Conversor A/D (Analégico/Digital) y
conceptualmente estd compuesto de tres procesos como se ve en la Figura 2.10. Estos procesos

son:

1. Muestreo. Esta es la conversidn de una sefial en tiempo continuo en una sefial en tiempo
discreto y se obtiene tomando “muestras” (samples) de la sefal analdgica en instantes
discretos de tiempo. Entonces, si x,(t) es la sefial que entra al dispositivo de muestro
(sampler), la sefial de salida es x,(nT;) = x[n] donde nes un nimero entero y Ty es
llamado el intervalo de muestreo. La frecuencia de muestreo f; es el reciproco del
intervalo de muestreo, esto es f; = 1/T,, este pardmetro especifica el nimero de
muestras por unidad de tiempo y usualmente se expresa en Hertz (Hz) (Proakis &

Manolakis 1996).

2. Cuantificacion. Esta es la conversion de una sefal en tiempo discreto de valores continuos
en una sefial en tiempo discreto de valores discretos. Cada x[n] entrante es remplazado
mediante una regla de aproximacion por un valor x, [n] que solo puede tomar valores
dentro de un conjunto finito y predefinido. (Proakis & Manolakis 1996). En el audio digital
la precisiéon de la cuantificacidén se expresa en nimero de bits, esta medida es conocida

como la profundidad o resolucion de bits. Si una sefial digital tiene una resolucién de bits
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de 16-bits quiere decir que la amplitud de la sefial puede tomar 2® = 65,356 valores

posibles(Lyons 2001).

3. Codificacion. Este es el proceso por el cual cada valor discreto de x, [n] es codificado en

una secuencia binaria de b-bits (Proakis & Manolakis 1996).

El filtro antialiasing es un filtro que antecede al Conversor A/D y es un filtro pasabajos
analdgico que suprime en la sefial analdgica las componentes frecuenciales mayores a la mitad de
la frecuencia de muestreo (f;/2). De esta manera se evade el fendmeno de aliasing. (Oppenheim

et al. 1999).

A continuacidn, la sefal digital obtenida llega a un procesador digital de sefiales (DSP). Estos
procesadores pueden realizar operaciones programables como filtraciones, supresion de ruido,
analisis espectral, entre muchos otros (Proakis & Manolakis 1996). También se puede transmitir la
sefial digital con o sin procesar para su almacenamiento en una computadora y posteriormente

mediante software especializado realizar un analisis de la sefal digital obtenida.

En aplicaciones donde es necesaria que la sefial de salida del procesador digital de sefiales sea
devuelta en forma analdgica, se utiliza un Conversor D/A (Digital/Analdgico) (Proakis & Manolakis
1996). El proceso final es la conversién en sonido de la sefial eléctrica analdgica de salida de la
tarjeta de sonido. Usualmente se logra amplificando andlogamente la sefal eléctrica y
transmitiéndola a un altavoz, que a grandes rasgos es un transductor electroacustico como el

micréfono pero donde la de transduccidn ocurre de manera inversa (Kinsler et al. 2008).

2.5.3 RANGO DINAMICO

El rango dindmico es la diferencia expresada en niveles de intensidad (dB) entre el sonido mas
débil y el sonido mas fuerte. Por ejemplo, los sonidos mas débiles de una orquesta (pianisimo) son
de unos 40dB y los mas fuertes (fortisimo) es de unos 100 dB, lo que da un rango dinamico de
60dB (Steiglitz 1996). En el audio digital, el rango dindmico esta directamente relacionado con la
resolucién de bits b. Para sefiales digitales, el rango dindmico es la razén entre la amplitud de
sefial mas pequefia y la mas grande posible, esto es aproximadamente 22 /1y expresado en
decibeles es igual a 20logqg (Zb) = b X 6.02dB (por cada bit se aumenta 6.02dB en el rango
dinamico). Para una resolucion de 16 bits el rango dinamico es de 96dB y para 24 bits el rango

dindmico resulta de 144dB (Lyons 2001).
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Comunmente en sefiales digitales, como unidad de medida para la energia o intensidad se
utilizan los decibeles, pero en este caso, el nivel de referencia corresponde a la amplitud maxima
que la sefial puede alcanzar (2?). De esta manera 0dB es la lectura maxima que se puede obtener.
Consecuentemente para una sefal digital con una profundidad de 24 bits, la lectura minima

posible es de 144dB.

2.5.4 TEOREMA DEL MUESTREO Y EL FENOMENO DE ALIASING

El Teorema de Muestreo, también conocido como el Teorema de Nyquist- Shannon, establece
un criterio para que en el proceso de muestreo no se pierda informacion de la sefial analdgica
original. Segun este teorema, cuando una sefial analdgica es muestreada, esta puede ser
recuperada de manera exacta a partir de la secuencia de muestras, si la frecuencia maxima
contenida en la sefial analdgica (F) es menor a la mitad de la frecuencia de muestreo f;, es decir,
si se cumple que f;/2 > F. (Proakis & Manolakis 1996). Si este criterio no es satisfecho, en el
espectro de la sefal analoga reconstruida apareceran componentes frecuenciales inexistentes en
la sefial original. Estos artefactos o alias son generados por las componentes (en la sefial original)

cuya frecuencia es mayor a f; /2. Este fenédmeno es conocido como aliasing (Steiglitz 1996).

Aunque en el proceso de muestreo normalmente se cumple con el Teorema del Muestreo,
usualmente la sefial discreta obtenida pasa por un proceso de cuantificacion que produce una
pérdida irreversible de informacién. Esta pérdida se debe al error de cuantificacion que es la
diferencia numérica entre la sefial entrante no cuantificada y la sefial de salida cuantificada. Para
minimizar la pérdida de informacién se debe aumentar la resolucion de bits y eliminar las fuentes

de ruido(Proakis & Manolakis 1996).

2.5.5 TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER (DFT)

La Transformada de Fourier de una sefial continua (analdgica) en el espacio temporal consiste
en una funcién continua en el espacio de frecuencias, y con esto se puede obtener la distribucion
espectral o frecuencial de la sefial continua. Para obtener la distribucion frecuencial de una sefial
discreta, se debe emplear la Transformada Discreta de Fourier (DFT). Esta es una herramienta
matemadtica que a partir de una secuencia de N muestras en el espacio temporal
( x[0],x[1],...,x[N —1] ), calcula N muestras en el espacio de frecuencias

(X[fol, X1£1], ..., X[fy—1]). Para una sefial discreta x[n], la DFT se define como
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donde f; es la frecuencia de muestreo. A la frecuencia f} le corresponde el nimero complejo
X[fi]. En el eje de frecuencias, el conjunto de frecuencias fj, son equidistantes con una separacion
Af = f./N, por otro lado, en el eje temporal la distancia entre las muestras x[n] es At = 1/f;.
Por lo tanto la resolucién frecuencial (Af) y la temporal (At) cumplen que

AAt—l
f "N

Debido a la naturaleza discreta y finita de la DFT, esta transformada tiene un comportamiento
ciclico (X[fi] = X*[f; — fx]). Como consecuencia, cuando la DFT se utiliza para un andlisis
espectral, solo tienen significado las componentes frecuenciales X[f;] tales que f;, < f;/2(Lyons

2001).

2.5.6 SENALES NO ESTACIONARIAS: BARRIDO DE FRECUENCIAS

Una sefial no estacionaria es una sefial cuyas propiedades (amplitudes, frecuencias y fases)
varian con el tiempo, el habla es un claro ejemplo de una sefial no estacionaria. (Oppenheim et al.
1999). Un ejemplo conocido de estas sefiales es el barrido de frecuencias (chirp), estas se obtienen
modulando la frecuencia de una funcién armdnica. Una expresién matematica seria x(t) =
cos(¢>(t)) donde w(t) = d¢/dt se denomina la frecuencia angular instantdnea (Oppenheim et
al. 1996) . Un barrido lineal de frecuencias en tiempo discreto es de la forma x[n] = cos wy n?y

entonces la frecuencia instantanea es 2wgn (Oppenheim et al. 1999).

2.5.7 ESPECTROGRAMA

El espectrograma o sonograma, es una herramienta grafica basada en la Transformada de
Fourier Discreta que provee una util descripcion de como las propiedades de la sefial cambian en
el tiempo (Oppenheim et al. 1999). Esta herramienta es basica en el analisis espectral de audio y
otros campos, por ejemplo, ha sido usado ampliamente en el andlisis de la voz. Es una
representacién importante de los datos de audio, debido a que el oido humano funciona como un

tipo de espectrograma en tiempo real. (Smith 2007)

En la Figura 2.11 se muestra el procedimiento para obtener un espectrograma. Se comienza

segmentando la sefial de entrada x[n] en blogues de N muestras de longitud, con un traslape de
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O muestras entre los bloques, la distancia entre los bloques esta dada porM =N — 0. En
seguida, cada blogue es multiplicado por una ventana w[n] para reducir la fuga espectral
(leakage) ocasionado por las discontinuidades en los bordes del bloque. Seguido de esto, se aplica
la Transformada Discreta de Fourier (DFT) a cada bloque. El proceso se puede resumir con la

siguiente férmula la cual es conocida como la Transformada de Fourier en Tiempo Corto,

N—1
21
X[m k] = Z wln] x[mM + nle” V™, k=01,...,N—1
n=0

(Vaseghi 2000)

Aquimes el indice del m-ésimo bloque que inicia en la muestran = mM vy termina en la
muestran = mM + N — 1. Finalmente se grafica cada componente frecuencial obtenida, sobre
una grafica de frecuencia contra tiempo e indicando su energia mediante una paleta de colores o
una escala de grises (véase Figura 2.11). A la componente X[m, k], cuya energia es |X[m, k]|?, le
corresponden las coordenadas (t,,, f) = (mMT, k f,/N) donde f, = 1/T, es la frecuencia de
muestreo (Vaseghi 2000).

Por el principio de incertidumbre, no se puede medir simultdneamente con arbitraria precision
las componentes frecuenciales y los tiempos en que estas componentes cambian (Stein 2000). En
el espectrograma de banda ancha se utilizan bloques (también llamados ventanas) relativamente
pequefias en tiempo, esta se caracteriza por una resolucién pobre en la dimensidn de frecuencias
y una buena resolucion en la dimension del tiempo. En contraste, en el espectrograma de banda
corta una ventana larga es usada y se obtiene una alta resolucion en frecuencias con un

correspondiente decremento en la resolucién temporal (Oppenheim et al. 1999).
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CAPITULO 3

ANTECEDENTES

Sobre el mecanismo fisico que origina el efecto acustico de la “Cola de Quetzal” se han
propuesto principalmente tres modelos: el modelo de D. Lubman basado en las redes de
difraccion de Bragg (Lubman 1998a;1998b;1998c), el modelo de Declercq et al. basado en una
teoria derivada de la Difraccién de Rayleigh (Declercq et al. 2004a); y finalmente, el modelo de
Frans A. Bilsen (Bilsen 2006a;2006b) basado en el fendmeno psicoacustico de Tono por Repeticion
(Repetition Pitch). En este capitulo se hace una descripcion detallada de los trabajos acusticos de
dichos autores. Al final se realiza una discusion donde se identifica la problematica entre los

resultados de los tres trabajos descritos.

3.1 MODELO BASADO EN LAS REDES DE DIFRACCION

En la presentacién de D. Lubman de 1998 (Lubman 1998a), ademas de plantearse por primera
vez una posible intencionalidad en el efecto “Cola de Quetzal”, también se planted la primera
explicacidn fisica del efecto. Se propuso principalmente que la escalinata de “El Castillo” actua
como una red de difraccidén, especificamente como una red de difraccion de Bragg.
Adicionalmente se realizaron algunas predicciones para la frecuencia inicial y final del eco barrido.
En general sus planteamientos son desarrollados de manera heuristica y por lo tanto no son

demostrados rigurosamente.

En esa misma presentacién, D. Lubman realizé una comparacion de la grabacion del eco
barrido producido frente a “El Castillo” con el canto de un quetzal a través de espectrogramas
(véase la Figura 3.1). Menciona que hay una cierta similitud entre ambos sonidos en cuanto a sus
cualidades, como el rango de frecuencias, la duracion y la conformacion por armodnicos; sin
embargo estos sonidos no pueden considerarse idénticos (Lubman 1998b). Analizando el
espectrograma del eco barrido, este autor describe cualitativamente las caracteristicas acusticas

del efecto, como se muestra a continuacion:
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Handclap
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FIGURA 3.1 COMPARACION DE ESPECTROGRAMAS DEL ECO BARRIDO DE
“EL CASTILLO” Y EL CANTO DE UN ESPECIMEN DE QUETZAL.

El espectrograma de la izquierda corresponde a un aplauso
(handclap) y su eco barrido (chirped echo), el de la derecha
corresponde al canto de un espécimen de quetzal.

En el espectrograma del eco barrido, véase la Figura 3.1, el sonido directo del aplauso
(handclap) se observa como una barra continua vertical de colores, esto indica que el aplauso es
un sonido impulsivo, es decir, un sonido corto en tiempo y que tiene un espectro con energia
esparcida continuamente en un amplio intervalo de frecuencias. El aplauso fue producido por un
observador parado a 10m de la base de la escalinata. El espacio negro a la derecha de la barra
vertical de colores, representa el tiempo que tarda el aplauso en ir hacia la escalinata y regresar
como un eco barrido. El conjunto de 3 curvas que se observa representa al eco barrido, donde
cada curva es un armonico de la fundamental, es decir la curva de mas baja frecuencia (esta no se
aprecia completamente porque se enmascara con el ruido de fondo). En el eco barrido, las
frecuencias bajas estan mas retrasadas en comparacion con las altas frecuencias. Dado que el eco
barrido dura mas que su estimulo, o sea el aplauso, entonces el efecto acustico consiste en una

“dispersion temporal” de las frecuencias que constituyen al espectro del aplauso.

3.1.1 REDES DE DIFRACCION Y LA DIFRACCION DE BRAGG

Para explicar la generacidn del eco barrido, D. Lubman argumenta que la estructura periddica
de la escalinata actia como una red o rejilla de difraccion de Bragg al interactuar con el campo
sonoro del aplauso (Lubman 1998c). Dicha interaccidon provoca una “dispersion temporal” que
retrasa las frecuencias bajas del espectro del aplauso, lo cual genera el barrido de frecuencias.

Como argumento a favor de su hipdtesis menciona que este comportamiento es caracteristico de
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las redes de difraccién de Bragg (Lubman 1998c). En la Optica moderna, este tipo de redes son
referidas usualmente a dispositivos cuya difraccion es conforme a la Ley de Bragg, estos
dispositivos usualmente son redes de transmision o fibras épticas modificadas (Loewen & Popov
1997). A pesar de no haber una cita textual por parte de D. Lubman, varios autores le adjudican la

Difraccion de Bragg como la base de su propuesta fisica (Declercq et al. 2004a; Cruz Calleja 2007).

3.1.2 CALCULO DE LAS FRECUENCIAS INICIALES Y FINALES

A pesar de mencionar el calculo de una curva para describir temporalmente la fundamental del
eco barrido, en ninguna de las fuentes se muestra la ecuacién para la misma (Lubman
1998¢;1998b). Solo se muestran ecuaciones para la frecuencia inicial f; y la frecuencia final f; de
la fundamental del eco barrido(Lubman 1998c). Estas ecuaciones estan en funcién de la velocidad
del sonido v, y las dimensiones caracteristicas de la escalinata, que son, la longitud de la huella o

escalén d y la longitud de la contrahuella o peralte h .

1% 1%
fi = — = Ec.3.1-1

" 2d Ny

Estas expresiones las dedujo considerando que el eco barrido es producido por las reflexiones
periddicas causadas por las caras de los escalones (Lubman 1998b). Después de emitirse el
aplauso, los primeros reflejos en arribar al receptor son los producidos por los escalones ubicados
abajo del nivel de la cabeza de este. El periodo de tiempo entre estos reflejos iniciales es
proporcional al tamafio de la huellad y por lo tanto la frecuencia inicial es proporcional a 1/d.
Para los reflejos que provienen de escalones superiores, el periodo gradualmente se alarga y por
lo tanto la frecuencia va disminuyendo. En el limite el sonido recorre una trayectoria casi paralela

al angulo de la escalinata, y por lo tanto el periodo entre los reflejos es proporcional a la
hipotenusa del triangulo rectangulo formado por el escalén (o sea Vd? + h?). Entonces la

frecuencia final es proporcional a 1/vd? + h?. La frecuencia final es mas baja que la frecuencia

inicial ya que la hipotenusa es mas larga que la longitud de la huella.
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3.2 MODELO BASADO EN LA DIFRACCION DE RAYLEIGH

Considerando que D. Lubman solo habia dado una explicacion del barrido acustico de una
manera heuristica, Nico F. Declercq et al. realizaron un trabajo desde un punto de vista mas formal
dentro de la fisica ondulatoria, con la intencidn de encontrar los mecanismos que generan al eco
barrido (Declercq et al. 2004a). Empleando una teoria basada en la difraccién de Rayleigh
elaboraron simulaciones por computadora del efecto acustico, asi como unas curvas basadas en la
Difraccion de Bragg. Mediante el uso de espectrogramas, las curvas de difraccion junto con las

simulaciones fueron comparadas con una grabacién de campo del eco barrido.

3.2.1 TEORIA DE DIFRACCION DE DECLERCQ ET AL. Y SU APLICACION A LA
“COLA DE QUETZAL”

Para simular el eco barrido generado por una escalinata se empled una teoria derivada de la
difraccidon de Rayleigh para superficies periddicas (véase la Seccion 2.3.7). En especifico, Declercq
et al. utilizan lo que nombran como la “Teoria de Claeys” (Claeys et al. 1983), que consideran
como un caso simplificado de su teoria de difraccion formulada con ondas planas inhomogéneas
(Declercqg et al. 2002;2003a;2004b; Declercq 2005). La teoria de difracciéon de Declercq et al. se
plantea de modo similar a la de Rayleigh (véase la Seccidn 2.3.7), pero en este caso, se considera
una interface del tipo fluido-solido. Esto implica que el campo sonoro ademds de componerse de
una onda incidente y una onda reflejada en el fluido, se compone también por dos ondas de
transmisidn en el sélido: una en forma de onda longitudinal o de compresién, y otra en forma de
onda transversal o de corte. De la misma manera que la onda reflejada (véase la Ec. 2.3-27), las
dos ondas de transmision son descompuestas en un conjunto de ondas planas cuyas direcciones

también estan relacionadas con la Ecuacion de Red.

Para calcular las amplitudes de cada componente de la onda reflejada, como de las ondas de
transmisién (de compresiéon y de corte), se utiliza un sistema de ecuaciones lineales, el
procedimiento para obtenerlas se encuentra de manera mas detallada en varios trabajos
(Declercq et al. 2003a; Declercq 2005; Declercq & Dekeyser 2007). A grandes rasgos, consiste en
aplicar sobre la interface ciertas condiciones de frontera o continuidad en el tensor de estrés
fluido-sélido, con lo que se llega a un conjunto de ecuaciones periddicas sobre el eje paralelo a la
superficie. La aplicacién de una Transformada de Fourier Discreta en este punto resulta en un

sistema de ecuaciones con el mismo nimero de ecuaciones que incégnitas (las cuales son las



amplitudes). Después de incorporar informacion sobre la forma de la superficie por medio de una

integral determinada, este sistema de ecuaciones se puede resolver por computadora de manera
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matricial, y asi se obtienen finalmente los valores numéricos de las amplitudes.

Segun Declercq et al., su teoria de difraccidn es vélida solo si cumple con las Condiciones de
Lipmann, esto es, que la longitud de onda de la onda incidente sea simultdaneamente del mismo
orden de magnitud que el periodo (a~A) y mayor que la altura de la superficie periddica(b < 1)
(Declercq et al. 2004a). Estas condiciones no son del todo rigurosas y cabe mencionar que en otro
trabajo (Declercq & Dekeyser 2007), donde Declercq et al. también aplican su teoria de difraccién,

no consideran las Condiciones de Lipmann sino las Condiciones de Wirgin (véase la Seccién 2.3.8).

FIGURA 3.2 REPRESENTACION DE LA ESCALINATA DE LA PIRAMIDE CON UNA
FUENTE SONORA DE FRENTE. (DECLERCQ ET AL. 2004A)

Distancia

Medida
Altura de la escalinata 24.02 m
Profundidad de la escalinata 23.84 m
Alturay profundidad del escalén 0.263 m
Altura de la fuente 1.80m
Distancia de la fuente a la escalinata 10.0 m

Propiedad de los materiales Medida

Densidad del aire 1'14636
kg/m

Velocidad del sonido en el aire (v) 343 m/s

Densidad de la piedra caliza
4,100 m/s
2,300 m/s

Vel. de compresion del sonido

Vel. de corte del sonido

2,000 kg/m’>

TABLA 3.1 DIMENSIONES DE LA ESCALINATA DE “EL CASTILLO”, POSICION
DE LA FUENTE SONORA Y PROPIEDADES DE LOS MATERIALES
CONSIDERADAS EN (DECLERCQ ET AL. 2004A)
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Para generar simulaciones del eco barrido frente a “El Castillo”, la teoria de difraccidon de

Declercq et al. es aplicada de la siguiente manera (Declercq et al. 2004a):

Primero se considera un arreglo como en la Figura 3.2 con distancias y propiedades de los
materiales como se muestra en la Tabla 3.1. En este arreglo, una fuente sonora es situada frente a
la escalinata de la pirdmide, la cual estd representada por una superficie periddica de perfil
triangular. Dicha fuente emite una onda esférica y esta es aproximada por un conjunto de ondas
planas incidentes armonicas. A lo largo del articulo, se da a entender que existe una doble

descomposicidn en la onda esférica emitida: una espacial y otra temporal.

En lo referente a la espacial, el frente esférico (véase la Seccidn 2.1.5) es modelado por un
conjunto de ondas planas con diferentes direcciones de propagacion. Estas pueden incidir de
manera directa en la escalinata o indirectamente por una reflexién en el suelo. Como se indica en
la Figura 3.2, las ondas con trayectoria directa son aquellas con un angulo de incidencia 6 tal que
a1 < 0 < a,. Las ondas reflejadas por el piso, geométricamente, son equivalentes a ondas que
salen de una “Fuente espejo” e inciden directamente con un angulo 6 tal que a3 < 8 < a4 (véase

la Figura 3.2).

Respecto a la descomposicién temporal, sobre cada direccién viajan un conjunto de ondas
planas armadnicas de determinadas amplitudes y frecuencias (o longitudes de onda). Con la suma
de estas ondas se sintetiza asi, a manera de una Transformada Discreta de Fourier, la forma

compleja de oscilacién del sonido emitido por la fuente sonora.

Para cada onda plana que sintetiza la onda esférica emitida, cuando incide sobre la escalinata
su reflejo es difractado conforme a la teoria de difraccién de Declercq et al., antes mencionada.
Aungue no se especifica cdmo, se puede suponer que las simulaciones se obtienen al sumar todas
las ondas planas producidas por la difraccién de la escalinata y que llegan a la fuente,
considerando que las ondas difractadas llegan a la fuente en diferentes tiempos debido a la
dinamica del fendmeno. Como producto final de la simulacion, se obtiene una sefial digital que

representa el sonido del eco escuchado desde la posicion de la fuente.

Debido a las condiciones de Lippmann, los autores advierten que se reduce la capacidad de
prediccion de las simulaciones en funcidn de la frecuencia. Considerando las dimensiones de “El
Castillo”, la velocidad del sonido en piedra caliza y en el aire (véase la Tabla 3.1) para frecuencias

menores a los 1,844Hz, se afirma que las simulaciones son perfectas. Por arriba de este limite



3.2 Modelo basado en la Difraccion de Rayleigh

hasta los 5,000 Hz aprox. los errores son tolerables, y mas arriba las estimaciones del campo

sonoro son completamente erroneas.

3.2.2 CURVAS DE DIFRACCION DE BRAGG

Empleando su teoria de difraccion, adicionalmente Declercq et al., formularon unas curvas para
describir temporalmente las principales componentes frecuenciales del efecto. Estas curvas se
obtienen a partir de la Ecuacion de Red que define a la componente k,, . (véase la Ec. 2.3-29).
Considerando que inciden varias ondas planas armodnicas con diferentes longitudes de onda vy
angulos de incidencia, para que un orden de difraccién m con su respectiva frecuencia sea
registrado por la fuente, la onda incidente que la genero debe cumplir que

k T
i, =m-— Ec. 3.2-1
Ly a

Si esta relacién es combinada con la relacién de dispersién (v; = w/k), a cada angulo de
incidencia se le puede asociar una frecuencia (la cual es registrada por la fuente). Si se toma en
cuenta la trayectoria de las ondas planas, se obtiene el retraso de cada frecuencia en funcién del
angulo de incidencia. De esta manera se obtiene una expresion para el barrido de frecuencias en

relacién con el tiempo:

t(—m,f) = el Ec. 3.2-2
[ e -e)
v, cos Re |2~ tan—1 TR |
\ )

Aqui v, es la velocidad del sonido en el aire y |yr| es la coordenada del eje y del vector de
posicion de la fuente, respecto al sistema de coordenadas que se muestra en la Figura 3.2.
Considerando las dimensiones de la escalinata, la posicion de la fuente y una velocidad del sonido
de 343m/s (véase la Tabla 3.1), se obtienen un conjunto de curvas como se muestra en la Figura

3.3. En esta figura, cada curva corresponde a un orden m de valor negativo.

Declercq et al., afirman que estas curvas son derivados de la Difraccion de Bragg, sin embargo,
no se da referencia o explicacién concreta que demuestre tal relacién. Por otro lado, mencionan

gue dicho tipo de difraccion es la que propone D. Lubman como causa del eco barrido frente a “El
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Castillo”, agregan también que de acuerdo con esta proposicion, las curvas de Difraccidon de Bragg

deberian observarse en el espectrograma del eco barrido.

5000 -
m=-10
o0 m=-9
4000} mes
| m=-7
w
£ 0001 me5
g 2300 m=-5 1
% 2000} \ m=-4
1500~ m=-3 ;
1600+ L m=-2 J
£00- m=-1

" " " " " N L "
0 0.0 0.04 0.06 0.08 0.1 0.2 0.14 016 018 02
time (3]

FIGURA 3.3 DESCRIPCION DEL ECO BARRIDO EN FUNCION DEL TIEMPO Y EL
ORDEN DE DIFRACCION M DEBIDO A LA “DIFRACCION DE BRAGG”.
(DECLERCQ ET AL. 2004A)

3.2.3 SIMULACIONES GENERADAS Y GRABACIONES DE CAMPO

Aplicando el desarrollo tedrico mostrado anteriormente, Declercq et al., generaron tres
simulaciones por computadora del eco frente a la escalinata de “El Castillo”. Las primeras dos
fueron generadas utilizando dos sonidos diferentes como fuentes sonoras, estos son: un pulso
semejante a una delta de Dirac y un aplauso. Este ultimo sonido fue extraido de una grabacion del
eco barrido tomada por D. Lubman. En estas simulaciones, el sonido incide directamente y su
reflejo regresa a la fuente también directamente (sin ser reflejado por el suelo). Para
complementar, se cred una tercera simulacion en donde se suman todas las trayectorias posibles
del sonido, estas trayectorias son las cuatro combinaciones posibles de una incidencia directa o
indirecta, con una reflexion directa o indirecta. Aqui la fuente sonora empleada es la grabacion del

aplauso ya mencionada.

Como datos técnicos en la creacion de las simulaciones, el frente esférico fue modelado
utilizando 300 direcciones de propagacion, igualmente distribuidas entre a1 y @, para la incidencia
directa, y entre a3 y a4 para la indirecta. En el caso del pulso como fuente sonora, esta forma de
onda por 500 frecuencias de igual amplitud, e igualmente distribuidas entre los 500Hz y los

3,000Hz. En el caso del aplauso, por limitaciones en la capacidad de cdmputo, la sintesis de la
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grabacidn digital original fue reducida a 1,968 frecuencias equitativamente distribuidas entre los
400Hz y los 10,240Hz. Esto consecuentemente influydé en la resolucidn de las simulaciones para

esta fuente.

Junto a las simulaciones generadas, se muestran dos grabaciones de campo: una del canto de
un espécimen de quetzal y otra del eco barrido frente a “El Castillo” (ya mencionada
anteriormente). Estas grabaciones fueron facilitadas a los autores por D. Lubman mediante su

pagina electrénica (Lubman 1998c).

Grabaciones

a) Canto de quetzal b) Eco barrido

Simulaciones por computadora

c) Pulso tipo delta d) Aplauso e) Aplauso con
influencia del suelo

FIGURA 3.4 ESPECTROGRAMAS DE GRABACIONES DE CAMPO Y
SIMULACIONES POR COMPUTADORA DEL ECO BARRIDO (DECLERCQ
ET AL. 2004A).

a) Grabacion del canto de un espécimen de quetzal. b) Grabacion del
eco barrido frente a “El Castillo”. ¢c) Simulacion del eco barrido con un
pulso tipo delta como fuente. d) Simulacién del eco barrido con un
aplauso como fuente. e) Simulacion del eco barrido con un aplauso
como fuente e incorporando la influencia del suelo. En todos los
espectrogramas, el gje vertical de frecuencias va de 0 a 5,000Hz y el
eje horizontal abarca un lapso de 0.2 s
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3.2.4 ANALISIS Y CONCLUSONES

El andlisis de las senales digitales, de las simulaciones y de las grabaciones de campo, lo
realizaron por medio de la comparacién de sus espectrogramas (véase la Figura 3.4). Como un
sistema de referencia fue dibujado sobre los espectrogramas una ventana o rectangulo cuya
posicion en tiempo y frecuencia es absoluta. Este rectangulo también se puede encontrar en la
grafica de las curvas de Difraccion de Bragg (véase la Figura 3.3). A continuacidn se presenta un

resumen del analisis comparativo realizado por Declercq et al:

Sobre la grabacion del canto del quetzal (Figura 3.4.a), Declercq et al., s6lo mencionan que se
observa en su espectrograma un barrido de bajas frecuencias con respecto a los demas, y

posiblemente una mejor similitud se daria para quetzales mas jovenes.

A continuacion comparan las curvas de Difraccion de Bragg (Figura 3.3) con el espectrograma
de la simulacién del pulso como fuente (Figura 3.4.c). Cuando se analiza la correspondencia entre
las curvas con los patrones visibles en el espectrograma, determinan que la concordancia es
inexacta, y se lo adjudican a una posible interferencia provocada por la forma esférica de la onda
incidente. También, observan la falta de algunos patrones predichos por las curvas y mencionan
gue se debe a las condiciones de frontera. En todas las simulaciones, no sélo es considerado la
Ecuacion de Red (como sucede en las curvas de Difraccion de Bragg), sino también las condiciones

de frontera.

Posteriormente se compard la grabacion de campo del eco barrido (Figura 3.4.b) con las curvas
de Difraccidon de Bragg (Figura 3.3) y también con la simulacién del pulso como fuente (Figura
3.4.c). Esto con el propdsito de encontrar si la Difraccidén de Bragg o esta junto con las condiciones
de frontera reproducen a la grabacion de campo. En el espectrograma de dicha grabacién,
observan que la similitud de patrones es regular para el caso de la simulacién y nula para el caso
de las curvas de difraccidn. Sefalan ademas, que “hay algo incluso mas oscuro, que es la presencia
de patrones fuera de la ventana de referencia” (véase la Figura 3.4.b). Dado que estas anomalias
no se observan en ninguna de las demas figuras comparadas, concluyen entonces que estos
patrones “no pueden simplemente ser el resultado de una Difraccién de Bragg pura y un efecto

extra debe estar involucrado”.

Con el fin de esclarecer la causa de estos patrones fuera de la ventana de referencia, en
seguida comparan la grabacion del eco barrido (Figura 3.4.b) con la simulacién del aplauso como

fuente (Figura 3.4.d). Argumentan que debido a las dificultades en el proceso de computo y las
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condiciones de Lipmann, dicha simulacidon no ofrece una descripcion temporal en la distribucion
de frecuencias. Los autores aseguran que no obstante, se pueden apreciar las mismas 4 bandas de
frecuencias en los espectrogramas de las sefiales comparadas (Figura 3.4.b y d). Esta situacion
difiere para la simulacién del pulso como fuente (Figura 3.4.c), donde sdlo 2 de dichas bandas se
pueden encontrar. Debido a la diferencia en el nimero de bandas, concluyen entonces que el eco
barrido depende del tipo del sonido incidente. Concluyen también que “sigue sin resolver la
interrogante sobre que distribucidon de frecuencias en la fuente es necesaria para simular el eco

barrido”.

Para finalizar el analisis comparativo, se examina la simulacion donde se aiadid la influencia del
suelo (véase Figura 3.4.e). Nuevamente la simulacion no puede describir la evolucion temporal de
la distribucién de frecuencias. Por la presencia también de las 4 bandas de frecuencias
mencionadas, concluyen entonces que el suelo no tiene ninguna influencia sobre la presencia o

ausencia de estas bandas.

Como conclusiones generales, consideran que fue mostrado que el eco barrido consiste en un
sonido difractado proveniente de la escalinata. Concluyen también que este eco es formado por
un proceso conectado con la Difraccién de Bragg, pero son mas relevantes en la generacion del
eco barrido otros efectos como las condiciones de continuidad y la distribucion de frecuencias de

la onda incidente.
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3.3 MODELO BASADO EN EL FENOMENO DE “TONO POR

REPETICION"

A partir de que Declercq et al. afirmaran que la Difraccion de Bragg no es suficiente para
reproducir el barrido acustico, Frans A. Bilsen propuso una explicacion alternativa al eco barrido
usando una teoria basada en lo que Ilama como Repetition Pitch que podria traducirse al espafiol

como Tono por Repeticion (Bilsen 2006b).

En el fendmeno de Tono por Repeticion se percibe un tono por el escucha cuando se juntan un
sonido y su repeticion retrasada temporalmente. Tal tono corresponde al reciproco del tiempo de
retraso, esto es, que si T es el retraso temporal entonces el tono generado tiene una frecuencia
1/7. El espectro del sonido compuesto por lo general tiene forma de peine o “rizado”, y sus
mdximos o picos se ubican sobre los multiplos de la frecuencia 1/7, o sea, sobre los armdnicos de
la “fundamental” 1/7. Por ejemplo, para los casos de un ruido blanco o el de una delta de Diracy
su repeticidn, el espectro es de forma cosenoidal y sus maximos cumplen la misma regla. Cuando
se anaden mas repeticiones con el mismo retardo generalmente los armdnicos se acentlan masy

la sensacién de tono se incrementa (véase la Figura 3.5).

®
9
Respuesta
al pulso
0D T
1+9) @ .
Espectro de 1+9* W
Potencias (y-gy|-- 1|
o (+9)
1 1 3 - . ; \
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a) Unarepeticion b) Varias repeticiones

FIGURA 3.5 DOS CASOS DE REPETICION DE SENALES CON UN TIEMPO DE
RETARDO T.

a) Respuesta al pulso y Espectro de Potencias de una repeticion (con
una ganancia g). b) Respuesta al pulso y Espectro de Potencias de
una serie de repeticiones.

El fendmeno de Tono por Repeticiéon puede ser escuchado cuando pasa un avién o un tren

debido al reflejo del suelo. Otro caso es lo que se conoce en la sintesis de sonido como “flanger”.
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Para escuchar ejemplos de este fendmeno se recomienda visitar la pagina electrdnica del autor

(Bilsen 2004).

FIGURA 3.6 CHRISTIAN HUYGENS EN EL CASTILLO DE CHANTILLY (BILSEN
2006A)

Como nota histdrica relacionado con este fendmeno, Bilsen menciona las indagaciones hechas
por Christian Huygens en 1693 (Bilsen 2006a;2006b). El reconocido cientifico en sus cartas de
correspondencia (Huygens 1905), menciona que estando de frente a la escalera del Castillo de
Chantilly percibié un cierto tono en el ruido de la fuente ubicada a sus espaldas (véase la Figura
3.6). Intuyd que, andlogamente a como se forma un tono musical en tubo de érgano por las
reiteradas pulsaciones de aire, la formacidon del tono en el ruido de la fuente se debe al reflejo del
sonido de cada escalén. Huygens logrd especificar la frecuencia del tono al compararlo con el tono
producido por un tubo de papel enrollado, cerrado por un extremo, y con la misma longitud que la
de los escalones (17 plg.). Asimismo determind que la escalera era la responsable del efecto al no
percibir tono alguno cuando estas estaban cubiertas de nieve en invierno. Bilsen reporta que en el
Castillo de Chantilly también es posible escuchar un barrido acustico al aplaudir, pero a diferencia

de “El Castillo” de Chichen Itza la fundamental del barrido desciende a unos 370 Hz.

3.3.1 DESARROLLO TEORICO

Con un modelo basado en la teoria sobre el fenédmeno de Tono por Repeticidn, Bilsen calcula
las frecuencias que caracterizan a la “Cola de Quetzal”. En tal modelo, se considera al barrido
acustico como una secuencia de reflexiones del sonido emitido, donde cada reflexién es generada
por cada grada de la escalinata. Conforme al fendmeno de Tono por Repeticion, en el sonido
compuesto son reforzadas ciertas frecuencias por las reflexiones, tales frecuencias son justamente
las que caracterizan al eco barrido. En este modelo, las pérdidas de intensidad por distancia o por

absorcidén no son consideradas y para fines practicos se considera al aplauso emitido por la fuente
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como una delta de Dirac. A continuacidn se muestra el desarrollo tedrico con el que se calcularon

las frecuencias del barrido acustico.

n:84/'
//

24.0

FIGURA 3.7 ESQUEMA DE LA ESCALINATA DE “EL CASTILLO” CON UNA
FUENTE SONORA DE FRENTE (BILSEN 2006B).

Las dimensiones consideradas son las utilizadas por Declercq et al,
véase la Tabla 3.1

En un principio se calcula la distancia 1, de la fuente (también receptor) a la grada nimero n de
la escalera. La grada conn = 0 corresponde a la grada a la altura de la fuente. Utilizando las
dimensiones de la piramide que se muestran en la Figura 3.1 y aplicando el Teorema de Pitagoras

se tiene que

r, = (118 4+ nd)2 + (nh)2 con n=-7,-6,...0,...,84 Ec 3.31
Donde se denota con d y h el tamafio de la huella y la contrahuella respectivamente.

En seguida, a partir del momento en que se emite un pulso por la fuente, se calcula el tiempo
t, que tarda en llegar a la fuente la reflexiéon de la gradan. Dada la velocidad del sonido v, y
considerando que el sonido toma un camino de de ida y de vuelta, el tiempot, se calcula

simplemente con

t, =2r,/vgs con n=-7,-6,..0,..84 Ec.3.3-2

A continuacion se estima el tiempo de retraso At,, entre la reflexién de la grada n y su sucesiva

(la gradan + 1). Entonces

Atn — tn+1 — tn con n= —7, _6, O, ,84’ Ec. 3.3-3
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Conforme al fendmeno de Tono por Repeticidn, las frecuencias que componen al eco barrido
en el tiempo t, son la frecuencia 1/At,, y sus mdltiplos. Entonces, una descripcién del eco barrido

a través del tiempo esta dado por

1 n=-7,.0,. 84
=m— ! r Ec.3.34
fm(t) =mz=con 193

De esta manera, el eco barrido se compone de los armdnicos f,,, donde m indica el nimero de

armonico. Cuandom = 1, entonces la curva f; = 1/At, describe al barrido de la “fundamental”.

Por ultimo, cabe mencionar que al tiempo t,, se le asocia de manera instantanea las frecuencias

fn ().

3.3.2 RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Utilizando la férmula anterior, Bilsen procede a comparar su descripcion del barrido de
frecuencias con el espectrograma mostrado por Declercq et al., correspondiente a la grabacién del
eco barrido frente a “El Castillo” (véase la Figura 3.4.b y la Figura 3.8). En sus calculos las

magnitudes utilizadas coinciden con las usadas por Declercq et al. (véase la Tabla 3.1).

Los resultados de esta comparacion se muestran en la Figura 3.8, aqui solo se muestran los
primeros cuatro armodnicos (m = 1,2,3,4). Con respecto a los puntos que describen a Ia
fundamental (m = 1), estos empiezan a los 796 Hz y terminan a los 471 Hz en un tiempo

aproximado de 0.177s.

De manera breve, Bilsen concluye que las lineas de puntos se ajustan satisfactoriamente a las
regiones iluminadas del espectrograma. Por otro lado declara también que el modelo predice

correctamente el eco barrido.

Con respecto al uso de diferentes fuentes, Bilsen conjetura que el uso de un ruido continuo de
larga duracion como fuente no produciria un efecto notable, contrariamente a lo que pasaria en el
Castillo de Chantilly. Esto se debe a que en “El Castillo” de Chichén Itza, por la longitud de la
escalinata se mezclarian simultdneamente en el eco muchas reflexiones con muy diversos tiempos

de retraso.
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FIGURA 3.8 COMPARACION DE UN ESPECTROGRAMA DEL ECO BARRIDO CON
LAS PREDICCIONES DE HECHAS POR BILSEN (BILSEN 2006B).

El espectrograma corresponde al elaborado por Declercq et al.
(Declercq et al. 2004a) (véase la Figura 3.4.b) y que fue extraido de la
pagina electronica de D. Lubman.
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3.4 DISCUSION Y CONCLUCIONES

Entre los tres modelos existen muchas coincidencias y diferencias en cuanto sus
planteamientos y resultados. Todos los modelos consideran que la interaccién entre el sonido
impulsivo del aplauso y la escalinata de “El Castillo” genera un barrido de frecuencias con varios
armonicos. También en todos los modelos es considerado que para producir un eco barrido, es
necesario un sonido corto en tiempo y que contenga energia distribuida continuamente en un

amplio rango de frecuencias.

En cada modelo se propone un mecanismo diferente por el cual se genera el eco barrido. En el
modelo de Lubman el eco barrido se produce por efecto de la superficie periddica de la escalinata
similarmente a la difraccidon generada por una red. Ademas esta difraccidon se comporta segun la
Ley de Bragg. En el modelo de Declercq et al. ademas de considerarse mediante la Ecuacién de
Red la difraccion producida por la periodicidad de la superficie, se consideran las condiciones de
frontera o continuidad derivados de una interface fluido-sélido. Cabe mencionar que el modelo
de Declercq et al. es el mas completo ya que son considerados incluso factores como la forma del
frente y la sefial de la onda emitida, la reflexién y transmisién de esta onda en la piedra caliza, y
hasta la influencia del suelo. Por ultimo en el modelo de Bilsen cada escalén produce una reflexion
individual con lo que el eco barrido se genera por una serie de repeticiones sonoras en la que son

reforzadas ciertas frecuencias.

Sobre cual es el mecanismo que reproduce mejor el efecto acustico la respuesta no es muy
claray existe una cierta controversia. Aunque D. Lubman asevera presentar argumentos a favor de
su explicacion, segun Declercq et al., en la grabacién del eco barrido se muestran patrones de
origen “obscuro” que “no pueden ser el resultado de una Difraccion de Bragg pura y un efecto
extra debe estar involucrado”. Declercq et al. proponen que dentro de estos efectos estan las
condiciones de continuidad que son derivados de su modelo, no obstante esta aseveracion no
puede ser completamente demostrada ya que en sus simulaciones no se reproducen dichos
patrones. Esto contrasta con el trabajo de Bilsen ya que con un modelo menos desarrollado donde
solo se consideran reflexiones sonoras sencillas se obtienen curvas que se ajustan a todos los
patrones en el espectrograma mencionado, incluyendo los de origen “obscuro”. Sin embargo el
modelo de Tono por Repeticidon no fue lo suficientemente desarrollado como para poder ofrecer

simulaciones del efecto acustico, y asi ser comparadas directamente con las hechas por otros
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modelos. Dado que los tres modelos o propuestas son desarrollados a diferentes niveles, no se

puede llegar a una conclusidn de cudl es el modelo que mejor reproduce el efecto.

Sobre la relacién entre el efecto de la “Cola de Quetzal” y la fuente sonora, segun Declercq et
al., existe una “fuerte” dependencia con la distribucién de frecuencias en la fuente. Esta
aseveracion se basa en el nimero de “bandas de frecuencias” que los autores observaron en
varios espectrogramas (véase las Figura 3.4.b, ¢, d y e) pero no hay elementos graficos en estos
gue ayuden a visualizar dichas bandas. Respecto al uso de diferentes fuentes sonoras no se cuenta
con una descripcién detallada sobre la respuesta del efecto acustico, tanto Bilsen como Declercq

et al. se limitan hacen algunas conjeturas.

Cabe mencionar que hay una gran carencia de mediciones experimentales, en los trabajos
mencionados se trabaja con una Unica grabacién del eco barrido tomada por D. Lubman, la cual es
de mala calidad pues la proporcién sefial-ruido es muy baja. En su articulo Declercq et al., hacen
invitaciones a realizar experimentos tanto para analizar la influencia del suelo, como el

comportamiento del efecto acustico con diferentes fuentes sonoras.

Se puede decir que por el momento no existe un modelo que reproduzca completamente el
efecto de la “Cola de Quetzal”. Tampoco respecto al mecanismo fisico que lo produce hay un
estudio que valore y valide todas las propuestas hechas al respecto. Por otro lado tampoco existe
un estudio que determine especificamente la respuesta del efecto acustico con diferentes fuentes,
asi como para un receptor y una fuente en posiciones separadas. A partir de estos rubros seran

desarrollados los objetivos de los siguientes capitulos.



CAPITULO 4

DESARROLLO TEORICO

Como se menciond en el capitulo anterior, los modelos de D. Lubman, Declercq et al. y Bilsen,
no fueron desarrollados a un mismo nivel, y por lo tanto, no pueden ser comparados de manera

directa.

Uno de los objetivos en este capitulo es encontrar las diferencias y relaciones entre los
modelos estudiados. Para esto se revisaran las curvas que cada modelo, segln sus principios
fisicos, predice para el barrido de frecuencias de la “Cola de Quetzal”. Posteriormente se hara una

comparacion y un analisis entre las curvas de los modelos.

En esta tesis se enfatiza en la diferencia que hay entre una curva para el barrido de frecuencias
y una simulacidon del eco barrido. El primero es una descripcion temporal de las frecuencias de las
principales componentes del eco barrido, y el segundo consiste en una descripcién de las
variaciones de presion acustica en el receptor (es decir un sonido), donde pueden estar contenidas

mucho mas componentes frecuenciales.

En base al andlisis de los modelos, el propdsito final de este capitulo es el de proponer un
modelo que pueda generar una simulacién de un eco barrido producido por una escalinata. Previo
a la proposicion se hard una evaluacion del modelo de Declercq et al, en relacién a las ventajas y

desventajas que implica usar este modelo para simular el efecto acustico.

En todos los modelos estudiados, se considera que la escalinata de “El Castillo” es la estructura
arquitecténica mas relevante en la generacion del eco barrido. En este capitulo, toda la teoria sera
desarrollada para un arreglo general de una escalinata con una fuente y un receptor enfrente, asi

gue primeramente se hara una descripcion geométrica de tal arreglo.
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4.1 OBJETIVOS

e Obtener las curvas para el barrido de frecuencias para una escalinata en general en
base a los tres modelos considerados

e Comparary analizar las diferencias y semejanzas de las curvas obtenidas

e Revision y evaluacién del modelo Declercq et al. con respecto a su capacidad para
simular un eco barrido.

e Proponer un modelo que simule el eco barrido generado por una escalinata en general

4.2 ASPECTOS GEOMETRICOS

Desde una perspectiva bidimensional, a continuacién se desarrolla una descripcién geométrica
para un arreglo de una escalinata en general con una fuente sonora de frente. En la Figura 4.1 se

indican los vectores, distancias y angulos que se consideran caracteristicos del arreglo.

FIGURA 4.1 ESQUEMA DE UNA ESCALINATA Y UNA FUENTE SONORA DE

FRENTE
I e P
Simbolo Medida Simbolo Medida
H Altura de la escalinata h Altura del escaldn (contrahuella)
D Profundidad de la escalinata d Profundidad del escalén (huella)
L Longitud (diagonal) de la escalinata a Distancia entre los cantos de los escalones
()] Angulo de inclinacién de la escalinata N Numero de escalones

TABLA 4.1 NOTACION PARA LAS DIMENSIONES CARACTERISTICAS DE LA
ESCALINATA
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Empezando por la escalinata, en la Tabla 4.1 se muestran las magnitudes que caracterizan a
una escalinata en general y su notacién establecida. Los escalones estan enumerados por un indice

entero n tal que
n=012..,N

donde N es el nimero total de escalones. Cuando n = 0 corresponde entonces al suelo y al
origen del eje de coordenadas x'y' que se muestra en la Figura 4.1. Se considera que la escalinata
tiene una geometria perfecta con escalones de las mismas dimensiones, lo que implica que

H = NhyD = Nd. Con esto, el angulo de inclinacion de la escalinata se obtiene por la igualdad

h

t. = — = —
an ¢ D=1

La longitud de la escalinata L es la hipotenusa del triangulo rectangulo cuyos lados miden H y
D, entonces L = VD? + H?. De manera similar, el periodo de la escalinata a es la hipotenusa del

tridangulo formado por los escalones, entonces a = Vd? + h?. La relacidn entre la longitud de la

escalinata y el periodo es:
L =Na

Sobre los escalones y perpendicular al plano de dibujo de la Figura 4.1, es trazado el plano

general de la escalinata, su proyeccion en el esquema corresponde a la linea:

ne =n(d,h)
Donde 7 es cualquier escalar real (—oo < 1 < 00). Estd linea esta definida de manera que toca
las aristas exteriores de los escalones cuandon = n. Las aristas de los escalones entonces se

encuentran en los puntos donde
ne =n(d,h) con n=0,12..N

Como se ve en la Figura 4.1, frente a la escalinata se ubica una fuente sonora, y su posicién esta
indicada por el vector de posicion F' = (x'r,¥'r), donde y'r es la altura de la fuente y x'r la
distancia horizontal a la base de la escalinata. El campo sonoro es medido por un receptor cuya
ubicacién es indicada por el vector R = (x'g,y'z). Los vectores F' y R estan definidos con
respecto al sistema de coordenadas x'y’ que tiene una orientacién paralela al suelo. En el
desarrollo de este capitulo serd comun colocar la fuente sonora y el receptor en un mismo punto,

esdecirF =R

71
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El vector de distancia s se define comos = ne’ —F', su norma o magnitud s es entonces la
distancia de la fuente sonora a un punto dado del plano de la escalinata. Este vector forma un
angulo 0 con la normal al plano de la escalinata y es el angulo de incidencia (véase la Figura 4.1).
Cuando el vector s’ apunta al escalén n, es decir al punto n(d, h), este es denotado como 5;1 , asi
mismo, se denota su magnitud como s, y su angulo de incidencia como 8,,. La distancia s,, se

obtiene mediante la igualdad

$p =+ (&' —nd)? + (y'r — nh)? Ec.4.2-1
Por la longitud finita de la escalinata, el vector s esta limitado inferiormente por la base de la

escalinata (n = 0), y superiormente por el ultimo escaléon (n = N) (véase la Figura 4.2). Por la

ecuacion anterior la distancia de la fuente a estos puntos limites son

So = \/(XIF)Z +'F)? Yy sy = \/(x,F - D)2+ (y'r —H)? Ec. 4.2-2
Dado que sé) = - F’, entonces s(’) representa también la distancia directa de la fuente al origen

de sistema x'y’.

Para finalizar, el vector de distanciar se define comor = ne — R, 71 es su magnitud, y J es
el angulo con respecto a la normal al plano de la escalinata. A diferencia de 8, el angulo 9 se mide

en sentido contrario (véase la Figura 4.5).

4.2.1 ROTACION DE LOS EJES

Para obtener expresiones matematicas simplificadas, se aplica una rotacion al sistema de
coordenadas hasta que el eje x sea paralelo a la escalinata (véase la Figura 4.2). Esto equivale a
una rotacidn en el sentido contrario a las manecillas del reloj por un angulo ¢ que es el dngulo de
inclinacion de la escalinata. La transformacidon o translacion de cualquier vector en el nuevo
sistema de coordenadas xy se obtiene utilizando una matriz de rotacién. Por ejemplo, en el
sistema rotado, las coordenadas xr y yr del vector de posicion de la fuente (F) se consiguen
mediante la operacion

F= ()= Coeng cors) () o023

Aquix'r y y'r son las coordenadas del vector F del sistema sin rotacién x'y’. En el desarrollo

del capitulo, la coordenada yr sera una cantidad muy usada, ya que para todos los vectores
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s = (x,,¥s) (véase la Figura 4.2), se cumple que yr = y,. Ademds, dicha coordenada representa

también la distancia directa entre la fuente sonora y el plano de la escalinata.

FIGURA 4.2 ESQUEMA DE UNA ESCALINATA VISTA DE MANERA HORIZONTAL
Y UNA FUENTE SONORA.

La translacion del vector s' = (x;, v, ) al vector s = (x,, y5) no afecta en su magnitud s, como
en su angulo de incidencia 6. En el sistema rotado xy, las expresiones relacionadas con 6 resultan
mas simples, por ejemplo, el dngulo de incidencia 6,, se obtiene mediante la igualdad

Xs Nna—Xp

tan@, = — =
" Vs Yr

Una cantidad que serd muy util es el sen 8, observando la Figura 4.2 y aplicando el Teorema de

Pitdgoras se encuentra que

Xs +SE—yr Ec. 4.2-4
sen 9 ==
S S

En el caso de los dngulos 6,, a los escalones

na — xp
senf, = —— Ec. 4.2-5
STl

Con la rotacion aplicada es mas facil ahora describir el perfil de la escalinata. En la Figura 4.3 se

muestra la superficie periddica triangular que dibuja la siguiente funcién

( 2
_4 h VhZ + d2
gx) = B _g?
[-=x, ——=<x<o0
\d”  VaZta?
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La funcién g(x) estd adecuada para cualquier proporcién en los escalones. El periodoay la

amplitud o altura b de la funcién triangularg (x) se definen como:

a=+h2+d? vy bzﬂ Ec. 4.2-7

FIGURA 4.3 FUNCION PERIODICA TRIANGULAR

El periodo a de la superficie periddica es la hipotenusa del triangulo

rectangulo AABC, por lo tanto a =Vh%®+d? . La amplitud b, se
deduce de calcular el sen ¢ en los triangulos 4ABC y AAB'C, ya que
sen¢ = h/a = b/d, entonces b = dh/a.

En especifico, la superficie de la escalinata se conforma por todos los puntos (x, y) tales que
y=gkx-— d?/a) — b. De esta manera la superficie periédica queda justo por debajo del plano
general, que en el sistema rotado xy, es justamente el eje x. Las aristas ahora se encuentran

ahora en los puntos
ne =n(aq,0) con n=0,12,..,N Ec. 4.9-8

Para finalizar, con respecto al sistema de coordenadas rotado xy la distancia s,, adquiere la

forma

Sp = yr? + (na — xz)? Ec. 4.2-9

4.2.2 DIMENSIONES DE “EL CASTILLO” Y POSICION DE LA FUENTE

Todo el desarrollo tedrico de este capitulo serd aplicado a la escalinata norte de “El Castillo”
gue es la mas reconstruida. Como caracteristicas generales, la edificacion es de planta cuadrada
(55.50m. por lado) y se compone de nueve cuerpos escalonados y en talud, con un templo en la
parte superior. Los cuerpos escalonados dan una altura de 24 m. que junto con el templo dan una
altura total de 30m. El acceso se hace por cuatro grandes escaleras, de las cuales la mas
importante es la del lado norte, pues conduce a la fachada principal. Junto con la oeste estas son
las escalinatas mas reconstruidas actualmente. Cada una de estas escalinatas cuenta con 91

escalones, este numero tiene relacion directa con los dias del afio ya que juntando las 4
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escalinatas y el escalén que rodea al edificio en la planta alta, da un total 365 escalones (Marquina

1964) .

Cabe mencionar que en todos los trabajos relativos a la “Cola del Quetzal” no se da una
referencia sobre las medidas de la escalinata utilizadas. Al respecto sélo pude encontrar una
fuente bibliografica (Arochi 2005) donde se especifica que los escalones miden 0.27m de alto (h)
por 0.26 de ancho (d); ademas de que las escalinatas cuentan a los lados con balaustras que
tienen una inclinacién préxima a los 45° (¢), tienen 34.18 metros de largo (L) y estan separadas
por 8.85m. En este capitulo se consideraran unas medidas aproximadas a estas tomando en
cuenta una escalinata de 45° de inclinacién exactos y 24.0m de alto. Estas medidas también son
aproximadas a los considerados por los modelos analizados (véase la Tabla 3.1). Cabe recalcar que
todavia no se ha hecho un estudio topografico completo y detallado de “El Castillo”. En la

siguiente tabla se muestran las medidas que serdn consideradas en este capitulo, tanto en las

dimensiones de la escalinata, como en la posicion de la fuente, y como en la velocidad del sonido.

Medidas con respecto Medidas con respecto Velocidad del
a la escalinata a la posicién de la fuente sonido
N 91 Vg 343 m/s
H 2400 m | ¢ 45.0 ° X'F -10.00 m | xg -5.80 m
D 24.00 m | L 3394 m y'r 1.80 m | yg 834 m
h 0.2637 m | a 0.373 m So 10.16 m | g, 348 °
d 0.2637 m | b 0.186 m SN 40.61 m | Gy 78.1 °

TABLA 4.2 DIVENSIONES Y MEDIDAS CONSIDERADAS
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4.3 COMPARACION DE LAS CURVAS PARA EL BARRIDO DE

FRECUENCIAS

Excluyendo el trabajo de D. Lubman, en los trabajos de Declercq et al. y Bilsen se muestra una
ecuacion para describir temporalmente las principales componentes frecuenciales del eco barrido
(véase las Ec. 3.2-2 y Ec. 3.3-4). En esta seccidn se deducira la ecuacion faltante y se revisaran las
demas para posteriormente graficarlas y compararlas entre si. Asimismo se examinaran dichas
ecuaciones mediante la diferencia de camino y finalmente se analizaran en relacion con las

dimensiones de la escalinata.

La ecuacién (o curvas) para el barrido de frecuencias consiste en una funcion f(t) de la
frecuencia f con respecto al tiempo t. El tiempo t es medido desde que de la fuente sonora se
emite un impulso. Al estar el eco barrido estd compuesto por varios armodnicos, entonces la
ecuacién en si representa una familia de curvas f,, (t) donde m indica el nimero de armdnico.

Estas curvas cumplen que
fmn@®) =mfi(t) con m=123..
La curva fi (t) corresponde entonces a la fundamental.

En los siguientes desarrollos tedricos, se parte primero de un escenario general e ideal. Se
considera que la escalinata es una superficie periddica infinita (véase la Figura 4.2), y ademas que
es perfectamente reflejante. El pulso emitido por la fuente consiste en una onda esférica que
contiene una distribucion de frecuencias uniforme e infinita, como en una delta de Dirac. Se
considera que el aire es un medio homogéneo y no dispersivo por lo que el sonido viaja en todas

direcciones y frecuencias a una velocidad constante v;.

Poniendo en contexto las curvas f;, (t), estas son las que modulan las frecuencias de las
componentes A,, cos(2nf,, (t) - t), y estas componentes son las que constituyen a un barrido de

III

frecuencias “ideal” que tiene la forma:

p(E,D) = ) Ay, cos(2rfy (©) - 0
m=1

Aqui p(F, t) denota la onda sonora producto de la interaccién de la onda emitida por la fuente

con la superficie periddica y que es evaluada en el lugar de la fuente.
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4.3.1 CURVAS DERIVADAS DE LA ECUACION DE RED

El siguiente desarrollo esta basado en la proposicién de D. Lubman de que la escalinata
funciona como una red de difraccién (Lubman 1998b). La formulacidn inicia considerando la

Ecuacion de Red (véase la Ec. 2.3-22):
a(send,, —senf) = ma

Donde a es el periodo de la superficie ym = 0,4+1,+2,...Para una onda compuesta por
muchas longitudes de onda que incide con un cierto angulo 6, esta ecuacién describe por cada
longitud de onda A, las direcciones 9,, en que se difracta o separa la reflexién de la onda
incidente. Cada 9, corresponde a un “orden m de difraccion”. Dado que la fuente se encuentra en
la misma posicion que el receptor (F = R), entonces solo nos interesan los érdenes de difraccién
con la misma direccion que la onda incidente, es decir —39,, = 6. Entonces la Ecuacién de Red se

convierte en:
—2asenf =mAi Ec 4.3-1

Es decir que la Ecuacién de Red deriva en la Ley de Bragg (Ec. 2.3-20) cuando —19,, = 6. Aunque
en este caso se rijan por la misma ecuacion, cabe diferenciar que la difraccién producida por la
escalinata no ocurre de manera andloga a la producida por un cristal. Entre ambos casos los
elementos periddicos son geométricamente muy diferentes, y ademas el angulo de incidencia se

mide de manera distinta (véase la Figura 2.4 y la Figura 4.2).

Siguiendo con el desarrollo, dependiendo del angulo de incidencia 8, la Ec. 4.3-1 especifica el
conjunto de longitudes de onda que seran propagados de regreso a la fuente. En término de
frecuencias, recordando que v, = f2, esta ecuacion * es equivalente a

muvg
Ec. 4.3-2

fm

" 2asenf
Por la geometria del arreglo y el frente esférico de la onda emitida, esta onda incide con un
angulo @ diferente en cada punto del plano de la escalinata. Entonces por cada punto del plano se

registra en el receptor un conjunto diferente de frecuencias. Debido a la distancia entre la

3 . . . eyt . . , . .
Por simplicidad se omitira el signo negativo de la Ec. 4.3-1 asi como en sus derivadas. Este cambio no es
relevante ya que sélo afecta en el sigho de m. Como se vio en la Seccién 2.3.5, el signo de m se deriva de
una convencion para enumerar los drdenes de difraccion. Con la omisidon del signo el orden “m”

corresponde ahora al orden "—m".

77
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fuente/receptor y la superficie periddica, las frecuencias se registran con un cierto retardo
temporal, y esto es lo que genera un barrido de frecuencias. Para obtener una descripcion
temporal de la frecuencia f;, es necesario expresar el angulo 8 en funcién del tiempo. De la Ec.

4.2-4 (véase también la Figura 4.2) se puede ver que

S

Ec. 4.3-3
sinf =

La variable t es el tiempo en que tarda en ir el sonido a un punto de la escalinata a una
distancia s, y regresar por la misma trayectoria a la fuente. Durante este tiempo t la distancia
recorrida por el sonido es igual a 2s. Dado que el sonido se movié a velocidad constante v esta

distancia también es igual a v5t. Entonces 2s = v,t, o bien

s =5vst Ec. 4.3-4

Ec. 4.3-5
sinf =

Sustituyendo este resultado en la Ec. 4.3-3, se llega a la expresion final para el barrido de

frecuencias f;, (t) desarrollada a partir de la Ecuacién de Red:

mv 1
fo (£) = P Ec. 4.3-6

En un andlisis temporal, para que el factor dentro de la raiz sea positivo, el tiempo debe ser tal
que t > 2yr/v,. Esto tiene sentido ya que la distancia mas corta que puede recorrer el sonido

resulta ser 2yg. Considerando una escalinata infinita, cuando se deja correr el tiempo al infinito

(t = o), el denominador /1 — (2yr/v,t)? tiende a 1, por lo que
y

= mfZa Ec. 4.3-7

. _ mvS
lim fn (©) = ——

2

Esto quiere decir que para el caso de la fundamental f;(t), esta curva se va acercando
asintéticamente con el tiempo a la frecuencia v, /2a, esta frecuencia serd denominada como f,,.
En general la ecuacidn anterior indica que cada arménico f,, (t) del barrido de frecuencias tiende a

su respectiva asintota mf,, . Esta frecuencia f;, estd determinada por el periodo a de la escalinata
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y por lo tanto por las dimensiones de los escalones (véase la Ec. 4.2-7). Visto de otra forma, f,, es

la frecuencia que corresponde a una longitud de onda igual al doble del periodo a.

En el caso de una escalinata finita de N escalones, el reflejo de la escalinata se encuentra
limitado por el vector sy, que corresponde a la interseccién con el suelo, y por el vector sy, que
corresponde al ultimo escaldn (véase la Figura 4.2). Considerando la Ec. 4.3-4 el tiempo esta

acotado de la siguiente manera

250/vs <t < 255/ v Ec. 4.3-8

4.3.2 CURVAS DE DIFRACCION DE BRAGG SEGUN DECLERCQ ET AL.

Como se vio en la Seccidn 3.2.2, Declercq et al. obtuvieron una ecuacion para el barrido de
frecuencias (véase la Ec. 3.2-2) la cual afirman que es producto de la Difraccion de Bragg. Dicha

ecuacion fue derivada a partir de la Ec. 3.2-1, en la cual, si se substituyen las igualdades k; . =

k sen O(véase la Ec. 2.3-28) y k = 21 /A se obtiene entonces la Ley de Bragg:

2asend = mi Ec. 4.3-9

La ecuacidn para el barrido de frecuencias (Ec. 3.2-2) fue obtenida con razonamientos similares
a los de la seccion anterior. No obstante dicha ecuacion esta expresada de manera que el tiempo
estd en funcién de la frecuencia, es decirt = t(f), y para poder ser comparada es necesario
invertirla de manera que la frecuencia sea una funcién del tiempo, o sea f = f(t). A continuacién

se muestran los pasos para despejar la frecuencia.

Primeramente, no es necesario aplicar ninguna rotacién ya que la Ec. 3.2-2 fue formulada con
un sistema de coordenadas paralelo a la escalinata (véase la Figura 4.2 y la Figura 3.2).

Simplificando el argumento dentro del arco tangente, la Ec. 3.2-2 se puede escribir como:

t = YF Ec. 4.3-10

veos 5 - ant((22/) - 1)

- . 2a ™ .
Definiendo a wuna nueva variable f como ,8=Ef y utilizando las igualdades

1

E_ I — _ -1 X _ . .z
cos (2 x) =sinx ytan™" x = sen (—W) para —oo < x < oo (Jeffrey & Dai 2008), la funcidn

coseno de la ecuacidén anterior se simplifica de la siguiente manera

cos [% —tan~! (\/,82 — 1)] = sen [sen‘1 (%)
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De esta manera la Ec. 4.3-10 se reduce a

1

t=2 :

1 J——

B?

Despejando f se tiene que
1

p=T7—=

_(2E

1= (%)

. 2 . . . -
Sustituyendo ahora § = ﬁf y despejando la frecuencia f finalmente se llega a una expresion

para el barrido de frecuencias en funcién del tiempo:

fm (@) = LN — Ec. 4.3-11
2a 1 YVF 2
- (%)
En comparacion de la ecuacidn derivada de la Ecuacidon de Red (véase la Ec. 4.3-6), lo que

destaca a primera vista es que estas ecuaciones son casi idénticas excepto por un factor de 2

dentro de la raiz cuadrada. Esto sugiere que en los célculos de Declercq et al. se considerd que

§ = vt Ec. 4.3-12

y por lo tanto se considerd sélo la mitad del trayecto de ida y regreso del sonido (el cual mide
una distancia de 2s, véase la Ec. 4.3-4). Esto afecta a las estimaciones temporales reduciéndolas a
la mitad de lo debido, por ejemplo, en el caso de una superficie infinita el tiempo esta limitado al

intervalo yr/vs < t < o,y en el caso de una escalinata finita de N escalones el tiempo se acota a
So/Vs St < sy /vs Ec. 4.3-13

(compdrese con la Ec. 4.3-8). Mas adelante se analizara sobre las consecuencias de esto error

en el trabajo de Declercq et al.

Regresando a la Ec. 4.3-11, cuando se deja correr el tiempo al infinito se obtiene de nuevo que
lim; o fir (t) = % Por lo que el barrido de frecuencias tiene mismo comportamiento asintdtico

que el formulado a partir de la Ecuacion de Red.
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4.3.3 CURVAS DERIVADAS DE LA TEORIA DE TONO POR REPETICION

Como se vio en la Seccidn 3.3.1, con un desarrollo basado en la teoria de Tono por Repeticién,
Frans A. Bilsen obtiene una ecuacion para el barrido de frecuencias de “El Castillo” (véase la Ec.
3.3-4). En esta seccion se reformulara dicha ecuacion para una escalinata en general con respecto

al sistema rotado xy.

Primero se calcula la distancia de la fuente a cada escalén n, respecto al sistema de

coordenadas x’y’ de la Figura 4.1, esta distancia es s, = \/(x’p —nd)? + (y'r — nh)? (véase al Ec.
4.2-1). Cabe mencionar que esta ecuacion difiere de la usada por Bilsen (véase la Ec. 3.3-1) por que
en su desarrollo los escalones estdn numerados de manera distinta, siendo el escalén n = 0 el que
se encuentra justo a la altura de la fuente (véase la Figura 3.7). Existe un error en su estimacion de
la distancia porque se fuerza la ecuacién a esta coincidencia, sin embargo este error puede ser
despreciable (véase el Apéndice7.1). Continuando con la distancia s,;, con respecto al sistema de

coordenadas rotado xy de la Figura 4.2, este es de la forma

sn = yr? + (na — xp)?
El siguiente paso es calcular el tiempo en que llega a la fuente el reflejo de cada escalon. Aqui

también se considera el trayecto de ida y vuelta que recorre el sonido (a velocidad constante vg),

es decir

1
Sy = Evstn Ec. 4.3-14

A continuacidn se estima el tiempo de retraso T entre dos reflexiones consecutivas, este
simplemente est = t,,1 —t,. De acuerdo con Bilsen, por la teoria de Tono por Repeticidn, al
tiempo t,, se refuerzan las frecuencias que corresponden a 1/7y los armdnicos de este, es decir
las frecuencias f = m/7 donde m = 1,2,3 .... De esta manera se obtiene una descripcién temporal

para el barrido de frecuencias:

1 2s 2
fnty)) =m——— con t, =—=—/yp2 + (na — xzp)>? Ec. 4.3-15
thv1 — b Vs Vs

Considerando una superficie infinita, entonces n =0,+1,+2,... A comparacion de los
desarrollos anteriores, la frecuencia estda determinada de manera discreta en la linea del tiempo.
Desde el punto de vista fisico, la Ec. 4.3-15 no representa mas que un fendmeno de interferencia,
trasladando esta ecuacién en términos de longitudes de onda (utilizando la Ec. 4.3-14 junto con

Af = vg) se obtiene que
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2(sp41 = sp) =mA Ec. 4.3-16

Lo que indica que cuando interfieren dos reflexiones consecutivas, las longitudes de onda que
son reforzadas son aquellas que son multiplos exactos de la diferencia de camino A =
2(S,4+1 — Sp). Este es el caso tipico de la interferencia constructiva (véase la Seccion 2.3.1). En el
trabajo de Bilsen no se hace una distincidn clara de conceptos entre lo que son las cualidades del
estimulo fisico, es decir el sonido producto de la interferencia, y las cualidades psicofisicas del

tono que se percibe el escucha.

Al calcular el valor de f;, cuando el tiempo tiende al infinito (t, = o), dado que t,, = 25, /v;

se obtiene entonces que

lim £, (t,) = 1i m muv; 1
m = m = .
tamoo nooly g — ity 2 lim sy — sy

n—-oo

De manera que es necesario calcular el limite de la diferencia s, .1 — s, cuando n tiende al

2

(x+y)x—y) _ x
x=y T ox

-
infinito. Utilizando la igualdad x +y = ; , y multiplicado y dividiendo por 1/n

simultdneamente (véase el Apéndice 7.2), se obtiene que

lims,;,1—s,=a

n—-oo

Lo cual resulta ldgico, ya que para los escalones lejanos la trayectoria del sonido es casi paralela
al plano de la escalinata, y por lo tanto la diferencia s, .1 — s, es cercana a la distancia entre las
esquinas de los escalones. En resumen, el valor de f,, (t,) cuando el tiempo tiende al infinito es
entonces

mu;
2a

lim £, (t,) =

De igual manera que en los desarrollos anteriores, las asintotas de los arménicos f;, (t) son

. L. . v
respectivamente los armdnicos de la frecuencia f5, = ﬁ

Con respecto los valores que puede tomar el tiempo t,,, de la Ec. 4.3-15 se puede ver que el
valor minimo es proximo a2yr/v,y este se alcanza para lan mas cercana al valor x;/a. Por
ultimo, en el caso de una escalinata finita de N escalones, por la Ec. 4.3-14 la funcién f,, (t,) se

acota entonces a los tiempos

ZSO ZSN
to=—"=1t; = =ty
s Vs

Ec. 4.3-17
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4.3.4 RESULTADOS: GRAFICA DE LAS CURVAS PARA EL BARRIDO DE
FRECUENCIAS

Utilizando las medidas de la Tabla 4.2 se graficaron las tres ecuaciones para el barrido de
frecuencias, estas curvas se muestran en la Figura 4.4. Como se esperaba, todas estas ecuaciones
describen en efecto un barrido de frecuencias descendiente, las curvas comienzan con una
frecuencia muy alta (algunas con una frecuencia en el infinito) y descienden de manera que se
asientan cerca de su respectiva asintota y lentamente se van acercando a esta. Como fue descrito

anteriormente, las tres ecuaciones para el barrido coinciden en que tienden a los arménicos de la

frecuencia f,, = ;—; Utilizando las medidas de la Tabla 4.2 se obtiene como resultado:

foa = 461.1Hz.

Como se observa en la Figura 4.4, las curvas derivadas de la Ecuacidon de Red como la de Tono
por Repeticion describen practicamente la misma curva, la razén de esta similitud se explicara en
la siguiente seccion. Por el contrario, las curvas provenientes de la ecuacion de Declercq et al.
difieren de todos los demas, esto se debe a que esta ecuacidn es equivalente a la derivada de la
Ecuacion de Red pero es distinta por la ausencia de un factor de 2 (véase la pag. 80). Omitiendo
esta discrepancia puede decirse que todas las ecuaciones describen las mismas curvas para una

escalinata infinita.

En el caso de una escalinata finita, el barrido de frecuencias esta limitado a un intervalo de
tiempo y por lo tanto las frecuencias también estan acotadas. En la Tabla 4.3 se muestra el tiempo
inicial y final respecto a cada una de las ecuaciones, en la Figura 4.4 estos tiempos corresponden a
las lineas verticales punteadas. En dicha figura las intersecciones de estas lineas con las curvas
corresponden a las frecuencias iniciales y finales del barrido, sus valores también se muestran en
la Tabla 4.3. Si se observa la Figura 3.4 de Declercq et al, se encontrara que los limites temporales

de la ventana de referencia coinciden con los limites temporales de la Tabla 4.3.

Como muestran las Ec. 4.3-8 y Ec. 4.3-17, tanto la ecuacién de Bilsen como la derivada de la
Ecuacion de Red, tienen las mismas cotas temporales y por lo tanto para ambos la duracion del
barrido es la misma: At = (2sy — 2sy)/vs. En el caso de la ecuacién de Declercq et al, los limites
en tiempos son reducidos a la mitad y de esta manera también la duracion del barrido:
At = (sy — Sp)/v,. Esta reduccién en la duracion del barrido de frecuencias, podria ser la razén

por la que Declercq et al. encontraran patrones fuera de la ventana de referencia en el
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espectrograma de la grabacidon del eco barrido (véase la Figura 3.4 y la Figura 3.8). Dichos autores
determinaron que estos patrones “no pueden ser producto puro de la Difraccion de Bragg”. Sin
embargo, como se mostré en la Seccidn 4.3.1, la Ley de Bragg esta directamente relacionado con
el barrido de frecuencias derivado de la Ecuacién de Red, y en el siguiente capitulo se mostrara
qgue el eco barrido de “El Castillo” es satisfactoriamente descrito estas curvas (véase la Seccidn
5.5.1). Esta situacion afecta gravemente los resultados del trabajo de Declercq et al., pues gran
parte de los andlisis y conclusiones se basan en la presencia de estos patrones de origen

desconocido (véase la Seccion 3.2.4).

Con respecto a las frecuencias iniciales y finales, se puede decir que todos los modelos para el
barrido predicen valores muy cercanos. El hecho de que tales frecuencias sean iguales para el
modelo de Declercq et al. y el de la Ecuacién de Red, sugiere que el error en la ecuacién de
Declercq et al. es solo de naturaleza temporal. Las frecuencias finales es de notar que son casi
idénticos entre si y muy cercanos a la frecuencia f,,. Mas adelante, en la Seccién 4.3.6 se

mostrara la relacidn de entre las dimensiones de la escalinata con la frecuencia inicial y la final.

Frecuencias param =1 (Hz)

Inicial Final Intervalo
805.8 469.8
805.8 469.8 335.9
789.0 469.9 319.1

Tiempos (ms)

59.2 236.8
29.6 118.4 88.8
59.2 236.8 177.5

Ecuacién de red
Difraccion de Bragg
Tono por Repeticion

TABLA 4.3 TIEMPOS Y FRECUENCIAS INICIALES Y FINALES DE LAS
ECUACIONES PARA EL BARRIDO DE FRECUENCIAS.

Considerando las medidas de la Tabla 4.2 se muestran los tiempos
iniciales (t,) y finales (ty), asi como las frecuencias iniciales (fi,) y
finales (f, y) de la fundamental (m = 1); segun las ecuaciones para el
barrido de frecuencia: Ecuaciéon de Red (Ec. 4.3-6), Difracciéon de
Bragg segun Declercq et al. (Ec. 4.3-11) y Tono por Repeticion (Ec.
4.3-15).
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FIGURA 4.4 COMPARACION DE LAS ECUACIONES PARA EL BARRIDO DE

FRECUENCIAS f,, ().

Considerando las medidas de la Tabla 4.2 y una escalinata infinita, en
esta figura se comparan las ecuaciones para el barrido f,,(t)
derivados de la Ecuacion de Red (Ec. 4.3-6), la Difraccion de Bragg
segun Declercq et al. (Ec. 4.3-11) y la teoria de Tono por Repeticion
de Bilsen (Ec. 4.3-15). a) Comparacién para la fundamental f,(t). b)
Comparacion para varios armonicos. Dependiendo de la ecuacion, las
lineas verticales punteadas indican los limites temporales del barrido
de frecuencias, para el caso de una escalinata finita como la de “El
Castillo” (véase la Tabla 4.3). En el eje de las frecuencias (véase a la
derecha) estan marcados los mudltiplos de la asintota f,, = v,/2a =
461Hz (véase la Ec. 4.3-7)
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4.3.5 ANALISIS: COMPARACION DE LA DIFERENCIA DE CAMINO

FIGURA 4.5 DIFERENCIA DE CAMINO PARA ESCALONES ADYACENTES

La similitud que hay entre las curvas procedentes de la Ecuacion de Red (Ec. 4.3-6) y de la teoria
de Tono por Repeticién (Ec. 4.3-15) en la Figura 4.4, puede explicarse por medio de la diferencia
de camino, como se expondra a continuacién. Partiendo de la situacién general en la que la fuente
(F) y el receptor (R) no se encuentran en el mismo punto (véase la Figura 4.5), la diferencia de
camino A entre una trayectoria del sonido que sale de Fy llega a R pasando por el escalénn, y

otra que pasa por el escalénn + 1, esigual a

A= (Sn + rn) - (Sn+1 + rn+1) =Ty —Tht1 T Sp — Sp+1
Esta diferencia de distancia puede expresarse en términos del periodo a, y los angulos 8,, y 9,,
relativos a la fuente y el receptor respectivamente (véase la Figura 4.5). Utilizando la ley de los
cosenos y la serie de Maclaurin (véase el Apéndice 7.3), los términos 1, — 1,41 Y Sp — Sp41 SON
iguales a las siguientes series de sumas:

2 3 a4

a a
. 2 .
T —Tpel = asiny, ——cos“ 9, ——sinY, + ——+ -+
n n+ n Zrn n ZTnZ n 8Tn3 )
ing @ 200 + @ g O;n + a’ +
Sp — Sp41 = —asin@;, — ——cos* 6, —sin6; —t
n n+ in an in anz in 85n 3

Si la fuente y el receptor estdn lo suficientemente alejados como para que 1, y s,, sean mucho
mayores que a® (r,, s, > a?), entonces en las series anteriores, a excepcion del primero, todos los

demas términos son practicamente nulos. En tal caso, si se suman ambas series se tiene que

Ty —Tps1 + Sy — Spe1 = asind, —asiné, (Sin,, s, » a?) Fc 4318
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Es decir que para distancias grandes, la diferencia de camino A puede aproximarse por la
distancia asind, — asin@,. Esta distancia es justamente la diferencia de trayectoria que se
considera en la Ecuacién de Red y emerge al considerar que las trayectorias son paralelas entre si
(véase la Ec. 2.3-21). En el caso en que el receptor esté en la posicion de la fuente (F = R),

entonces 9, = —6, y1n, = s,,. Porlo tanto la Ec. 4.3-18 se convierte en

2(s, — Sp41) = —2asinb, (Sis, » a?) Ec. 4.3-19

Este es un punto de conexidn entre todos los modelos estudiados. El lado izquierdo de la
igualdad, es la diferencia de camino calculada de manera exacta y es la que considera Bilsen en su
modelo (véase la Ec. 4.3-16). El lado derecho, es la diferencia de camino derivada de la Ecuacion
de Red y que implicitamente se considera en los modelos basados en la difraccién de Lubman y de
Declercq et al. (véase la Ec. 4.3-1 y la Ec. 4.3-9). En el caso considerado de “El Castillo” (véase la
Tabla 4.2), si se comparan ambas estimaciones son aproximadamente iguales. Para los escalones
mas cercanos a la fuente, donde la discrepancia es mayor, la diferencia entre 2(s; — s1) y
—2asinfy es de 9cm, lo que representa una diferencia del —2.1% con respecto a 2(s; — sg).

Para los ultimos escalones esta diferencia disminuye a un 0.8%.

En todas las ecuaciones presentadas para el barrido se considera que las frecuencias reforzadas
son aquellas cuya longitud de onda correspondiente, cabe m veces exactas en la diferencia de
camino (véase las Ec. 4.3-1, Ec. 4.3-9 y Ec. 4.3-16), es decir, el caso clasico de la interferencia
constructiva: A = mA (véase la Ec. 2.3-2). Ya que sus estimaciones en diferencia de camino son
similares, es por esto que las ecuaciones para el barrido de frecuencias describen practicamente
las mismas curvas. En el caso de la ecuaciéon de Declercq et al, como fue mencionado, la

discrepancia se debe a un error de origen temporal.

En resumen, con algunas correcciones y considerando que la fuente y el receptor estan lo
suficiente alejados, los modelos estudiados describen las mismas curvas para el barrido de
frecuencias. Su semejanza se debe basicamente a que sus estimaciones en la diferencia de camino

son equivalentes.
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4.3.6 EL BARRIDO DE FRECUENCIAS EN RELACION CON LAS DIMENSIONES DE
LA ESCALINATA

Como una extension del desarrollo tedrico elaborado hasta ahora, en esta seccidn se analizara
la influencia de las dimensiones de la escalinata (finita) en las caracteristicas del barrido de
frecuencias. Para esto se estudiaran las frecuencias iniciales y finales del barrido en base a estas
dimensiones. Para un analisis mas sencillo se emplearan las curvas derivadas de la Ecuacion de

Red (véase la Ec. 4.3-6).

Como se vio anteriormente, el tiempo inicial ty y el tiempo final ty para el barrido de
frecuencias son ty = 2s,/vy ty = 2sy/v (véase la Ec. 4.3-8 y la Ec. 4.3-17). Sustituyendo estos
tiempos en la ecuacion para el barrido (Ec. 4.3-6), se obtienen asi la frecuencia inicial f,;, o y la final

fm n Paracada armonico m:

mv 1 mv 1
fm 0="7"— f N=T—————— Ec. 4.3-20

2a 1- (?;_:)2 m 2a 1- (g—;)z

Debido a las definiciones de yg, s,y Sy (véase las Ec. 4.2-3 y Ec. 4.2-2), la ecuacién anterior
indica que la frecuencia inicial y final estan determinadas por una gran variedad de medidas, unas
relacionadas con las dimensiones de la escalinata, otras que son derivadas de la posicion de la
fuente/receptor, y una ambiental que es la velocidad del sonido en el aire. En el apéndice 7.4 se
muestran los pasos para expresar dichas frecuencias en términos de: el periodo (a), la longitud (L)
y el angulo de inclinacidn (¢ ) de la escalinata, las coordenadas de la fuente/receptor en el sistema
paralelo al suelo (x’F yy’F), y por ultimo la velocidad del sonido (v). Para la frecuencia inicial se

obtiene que:

mv 1
fmo=—5—" ; Ec. 4.3-21
’ 2a X g

y,F
Ter+o 2 oo ?

En cuanto a la frecuencia final se llega a que:

my \/L + (xp)? + ()2 + 2L(—x'psen¢p + y', cos ¢) Ec. 4.3-22
fmn =5

L—xpcos¢p—y sen¢
Como se puede observar, en la determinacién de las frecuencias iniciales y finales del barrido

influyen un numeroso conjunto de cantidades o medidas. Desde el punto de vista en la



4.3 Comparacion de las curvas para el barrido de frecuencias

Arqueoacustica, es importante encontrar bajo qué condiciones el barrido de frecuencias esta
principalmente determinado por aquellas cantidades que son fijas y pueden ser controlables, nos

referimos entonces a las dimensiones de la escalinata.

Analizando la ecuacion para f,, o, se encuentra que bajo una situacion muy comdun, la

frecuencia inicial esta definida principalmente por el tamano de la huella de los escalones:

Usualmente, la altura de una persona que sirve de fuente/receptor es mucho menor que la

separacion horizontal de este con la escalinata, es decir y'r < |x'r|. Esto implica que la distancia

So =~/ (xp)? + (y5)? sea muy similar a |x'¢|, es decir s,

Q

|x'z|. Por lo tanto

ya que x'r < 0 (véase la Figura 4.1). Con estas aproximaciones, en la Ec. 4.3-21 se encuentra
que

mv
~ 2a cos 0]

fm,O

La cantidad a cos ¢ no es otra mas que el tamafio de la huella del escaldn, o sea d (véase la
Figura 4.3). En resumen

mv i , ,
fmo = >d si|x'r| > y'p Ec. 4.3-23

O sea que la frecuencia inicial del barrido depende mas del tamafio de la huella que de otras
dimensiones bajo la situacion mencionada.

Respecto a la frecuencia final f,, y, analizando su ecuacién se encuentra que bajo una
condicidn especifica, dicha frecuencia resulta muy cercana a su valor asintético (véase la Ec. 4.3-7),

el cual esta determinado por el periodo a:

Dividiendo y multiplicando por 1/L en la Ec. 4.3-22, |la férmula para f,, y esigual a

L Y'Fcos¢ x'rsen¢
2 T +2 T

1— x'pcos¢p y'pseng
L L

Si se considera que tanto |x'r| como|y'r| son mucho menores que L, esto es |x'x|, |y'r| K L,

entonces los términos
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|}’F|z0
L

Por otro lado, dado que—1 < sen ¢ < 1 entonces

' ' ' sen ’
szen¢S|xF|z0 v Y r ¢S|}’F|z0
L L L L

De manera similar sucede para los demds términos con cos ¢. Por lo tanto en la Ec. 4.3-24

todos los términos divididos por L son nulos, resultando asi quefy, r ~ mv/2a. En resumen

mv X . .
mf =~ 5 S1 XrLIYF c. 4.3-
[ o L> |x'el, 1y'Fl Ec. 4.3-24

Dado que la posicién de la fuente/receptor se puede variar facilmente, la situacion anterior
puede lograrse casi para cualquier dimension de escalinata. Por otro lado, entre mas escalones
tenga la escalinata, no solo el barrido es mas prolongado en tiempo, sino que hay un mayor
espacio donde el barrido de frecuencias producido tenga una curva mas asentada y cercana a la

frecuencia f5,.
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4.4 PROPOSICION DEL MODELO

En la primera parte de este capitulo, se analizaron las curvas o ecuaciones que describen el
barrido de frecuencias, segun los 3 modelos estudiados en esta tesis. Se encontré que, con algunas
correcciones y ciertas condiciones, los tres modelos describen las mismas curvas. Estas curvas
describen temporalmente la frecuencia de sélo las componentes producidas o reforzadas por una
interferencia enteramente constructiva, y ademas no describen la amplitud (o energia) de estas
componentes. Reproducir o simular el sonido captado frente a la escalinata por un receptor,
implica obtener una descripcién temporal de los cambios de presion, y para esto es necesario
tener una descripcién completa de todos los componentes frecuenciales producidos en el eco
barrido. Cabe agregar que en la formulacidon de las curvas se consideraron condiciones fisicas

ideales.

En un modelo que simule el eco barrido generado por “El Castillo”, deben considerarse las
caracteristicas de la onda emitida, las caracteristicas geométricas y las condiciones ambientales y
de los materiales. De los tres rubros mencionados, a continuacion se especifican los aspectos mas

relevantes:

1. Caracteristicas de la onda emitida. Las caracteristicas sonoras del eco barrido
dependen directamente de la forma o perfil de la onda emitida, en este se incluye
tanto la duracion como el contenido espectral del sonido de la fuente. Por otro lado,
esta la forma en que se propaga el sonido en el espacio, es decir el frente de onda, que
debe ser aproximadamente esférico.

2. Caracteristicas Geométricas. Desde una perspectiva integral, tanto la estructura de la
escalinata (en sus tres dimensiones) como las que lo rodean (i.e. el suelo) influyen en el
efecto. Asi mismo, interviene tanto la posicién de la fuente y la del receptor. Cabe
mencionar que la superficie periddica triangular que forman los escalones genera una
forma especifica de reflexion del sonido.

3. Condiciones ambientales y de los materiales. Cuando el sonido viaja en un medio como
el aire, estd sujeto a condiciones ambientales (como la temperatura, la humedad y la
presion atmosférica). Una variacion de estas cantidades cambia las caracteristicas con
las que se propaga el sonido, esencialmente la velocidad de propagacion, pero también
otras como la dispersion o absorcién por el medio mismo. Por otro lado, las

condiciones de frontera caracterizan la forma en que se refleja y transmite el sonido
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entre dos medios diferentes. El empleo de diferentes materiales de construccion

(recubrimiento) modifica considerablemente caracteristicas sonoras de los edificios.

Resolver o modelar el campo sonoro que se produce en “El Castillo”, implica resolver
matematicamente el problema general de una fuente puntual frente a una superficie periddica

triangular con condiciones de frontera definidas. Esto conlleva a resolver la ecuacion de onda:

’p 0d%p 9%p 19%p

9x2 ' dy? ' 9z2  v? a2

Donde p es la onda de presion sonora total, que es la suma de la onda esférica emitida mas la
reflexion de la misma producida por una superficie periddica triangular (cuyo perfil debe estar
definido por la Ec. 4.2-6). Al mismo tiempo, sobre esta superficie se deben cumplir para p las
condiciones de frontera. Estas condiciones estan determinadas por las caracteristicas fisicas del
material de construcciéon y el aire. Una forma aproximada de resolver esta ecuacion de onda con
condiciones de frontera definidas es mediante la técnica de elementos finitos. Paralela a esta tesis
esta la de Alux Medina donde se aplica esta herramienta para simular la “Cola de Quetzal”. Una de
las ventajas de estas simulaciones es que se puede analizar simultdaneamente el campo de presion

sonora en todo el espacio, y también el efecto de los materiales de construccion.

La técnica de elementos finitos es una técnica numérica que afronta de manera directa la
ecuacion de onda y por lo tanto la solucidn obtenida es de caracter generalista. Debido a esto con
este método no es posible distinguir de manera directa, cuales son los mecanismos principales que
determinan al efecto acustico en cuestién. En este sentido siempre conviene partir de un
entendimiento particular para llegar a una comprension general. Como se ha visto hasta ahora en
la tesis, tanto un modelo basado en la difraccién como uno basado en reflexiones consecutivas son
equivalentes para describir las principales componentes frecuenciales del eco barrido. En base a

estos dos mecanismos se pueden desarrollar entonces simulaciones.

El modelo de Declercq et al. basado en la teoria de la Difraccion de Rayleigh, puede
considerarse como una mejora al modelo basado en las redes de difracciéon de D. Lubman. Para
generar las simulaciones no sélo se considera la Ecuacién de Red (que deriva en la Ley de Bragg
para una fuente y un receptor en un mismo lugar) sino también la forma en que se refleja y
transmite la onda incidente segln el material de la escalinata. Sin embargo por la naturaleza de la
teoria empleada, el modelo en si tiene varias dificultades para simular el efecto acustico en

cuestion. Esta problematica se analiza a detalle en la Seccidon 4.4.1.
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Por otro lado estad el modelo basado en un proceso de reflexiones consecutivas propuesto por
Bilsen, la cual no fue desarrollada para generar simulaciones. En este modelo estd implicito que la
reflexion de cada escaldon se dispersa en todas direcciones con la misma intensidad, de manera
similar a una onda esférica emitida por una fuente puntual. El modelo que se propone en esta
tesis para simular el eco barrido, es una continuacién del modelo de Bilsen y esta basado de en un
arreglo lineal de N fuentes puntuales. Como se vio en la Seccion 2.3.3, estos arreglos son el paso
intermedio entre el fendmeno de interferencia y el de difraccién. En la Seccidn 4.4.3 se analizara la

relacidn entre el modelo propuesto y la Ley de Bragg.

Como se vera en la Seccidn 4.4.2 donde se propone el modelo, el modelo basado un arreglo
lineal de N fuentes puntuales presenta varias ventajas, una de ellas es que no requiere de muchos
calculos numéricos y pueden obtenerse resultados en computadora rapidamente. Ademas
permite simular la respuesta de la escalinata al empleo de diferentes fuentes sonoras, diferentes
tamafios en las dimensiones de la escalinata, y también para una fuente y un receptor en variadas

posiciones.

4.4.1 EVALUACION DEL MODELO DE DECLERCQ ET AL.

El problema de una fuente puntual frente a una superficie periddica, es un problema muy
similar al que resuelven la teorias basadas en la Difraccién de Rayleigh (véase la Seccién 2.3.6),
entre ellas la teoria desarrollada por Declercq et al. En estas ademas de considerarse el efecto de
la periodicidad de la superficie en la onda reflejada, se consideran también las condiciones de
frontera. En el articulo de Rayleigh se estudia tanto el caso de una frontera acustica suave
(Condiciones de Dirichlet) como el de una dura (Condiciones de Newman). En el caso de Declercq
et al. se consideran unas condiciones de frontera o continuidad derivados del tensor de esfuerzos
correspondiente a una interface fluido-sélido. Como producto final, en las teorias derivadas de
Rayleigh, se obtiene la amplitud de cada orden de reflexidn y transmision, es decir, la forma en
que se distribuye la energia de la onda incidente en las ondas producidas por la superficie
periddica. Para la “Cola de Quetzal”, este tipo de teorias permite saber la intensidad con que se
dispersa hacia el receptor una onda monofrecuente. A partir de esta cualidad Declercq et al.
aplican su teoria de la difraccidén para generar una simulacidn del eco barrido (véase la Seccion

3.2.1).
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No obstante, una gran desventaja de emplear una teoria basada en la Difraccidn de Rayleigh, es
gue no puede ser directamente aplicable para simular el eco barrido ya que esta formulada
principalmente para una onda incidente plana y armdnica, con un Unico numero de onda y Unico
angulo de incidencia. En el caso acustico esto implica un sonido continuo en el tiempo vy
monofrecuente, o sea lo opuesto a un pulso. Por lo tanto si se emplean dichas teorias para
generar simulaciones a partir de un sonido mas complejo, se necesita una descomposicion tanto
espacial para sintetizar el frente esférico, como una temporal para sintetizar los diversos
componentes frecuenciales. Cabe recordar que la Teoria de Rayleigh como sus derivadas, para una
simple frecuencia (o nimero de onda) implica un método numérico complejo, en consecuencia, la
sintesis espacial y frecuencial en total requiere una mayor cantidad de calculos numéricos que
pueden sobrepasar las herramientas computacionales, como fue lo sucedido en las simulaciones
de Declercq et al. Por otro lado, tanto en la obtencién de las amplitudes de las componentes,
como en la sintesis espacial y temporal, la precisiéon de los métodos es total solo para una suma
infinita de elementos, por lo que en la préctica siempre hay una pérdida de precision. Por todas
estas dificultades es muy posible que las simulaciones obtenidas utilizando una teoria similar a la
de Rayleigh sean deficientes, sobre todo para sonidos impulsivos como el de un aplauso (véase la

Figura 3.4 y la Seccion 3.2.4).

Existe otra limitante al simular el eco barrido con una teoria similar a la de Rayleigh y esta
relacionado con las proporciones en la periodicidad de la superficie. Como se vio en la Seccidn
2.3.8, segun Wirgin, la teoria de Rayleigh esta restringida a los casos en el que el periodo, la
amplitud y el ndmero de onda (de la onda incidente) cumplen que 0 < b/2a < 0.34y0 <
bk/2 < 4.1 (Wirgin 1980). Para el caso de la escalinata de “El Castillo”, véase la Tabla 4.2, las

dimensiones son tales que

b
— = 0.25<0.34
2a

Considerando una velocidad del sonido v = 3437, la condicién para bk/2 en términos de la

frecuencia f es equivalente a:
0 < f <2,406.7Hz

Por lo tanto, la teoria de Rayleigh como sus derivadas solo son capaces de simular verazmente
el efecto “Cola de Quetzal” en un rango limitado de frecuencias, esto, considerando que en el eco

barrido se presentan varios armonicos cuya frecuencia inicial es mayor a 2,406.7Hz. Las
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condiciones de Wirgin fueron empleadas por Declercq et al. para validar la aplicacién su teoria en
un trabajo similar al de la “Cola de Quetzal”, donde estudia la difraccion causada por las gradas en

un teatro Greco-Romano (Declercq & Dekeyser 2007).

Cabe agregar que aunque las proporciones de las escalones en “El Castillo” cumplen las
condiciones de Wirgin, como se vio en la Seccidn 2.3.8 seglin Van den Berg la teoria de Rayleigh es
inestable cuando se aplica a superficies triangulares debido a sus discontinuidades, o sea las

esquinas (van den Berg & Fokkema 1979). Aun en la situacién de una superficie aproximada, la

L . ;o - h b
proporcién de los escalones de “El Castillo” esta fuera de los limites permitidos: ";“‘ =-= 0.5 >

0.144 (véase la Figura 2.7).

En resumen se puede concluir que generar simulaciones basadas en la Difraccién de Rayleigh, a
pesar de en este considerarse muchos factores fisicos, por su complejidad y formulacién especifica
para ondas planas armdnicas y superficies periddicas de amplitud pequena, no son idéneas o

aptas para simular el efecto de la “Cola de Quetzal”.

4.4.2 MODELO BASADO EN UN ARREGLO LINEAL N DE FUENTES PUNTALES

FIGURA 4.6 ARREGLO LINEAL DE N FUENTES

El modelo que se propone en esta tesis consiste en un arreglo lineal de N fuentes puntuales,
gue estan separadas entre si por una distancia a, como se muestra en la Figura 4.6. La colocacién

de estas fuentes corresponde a los cantos de los escalones (véase la Ec. 4.2-8) y la medida a
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equivale al periodo del arreglo (véase la Ec. 4.2-7 y la Figura 4.3). Como se muestra en la Figura
4.6, frente al arreglo estd situada una fuente primaria en un punto F y un observador o receptor

en el punto R.

En un primer instante, la fuente primaria emite una onda esférica pr . En seguida, conforme
llega esta onda al arreglo de N fuentes, cada una de las fuentes del arreglo (numeradas por el
indice n) replicard la onda incidente pr emitiendo una onda esférica p, de las mismas
caracteristicas. Por el principio de superposicién, la onda total p que incide sobre el receptor (R)

es de la forma:

N
p=pF+2pn
n=1

En cuanto a la onda esférica pr, su forma mas general (véase la Ec. 2.1-15) es igual a

_A (t sR>
pF—st v,

En esta ecuacion la funcidn f es el perfil o forma de la onda (véase la Seccién 2.1.2) y sp es la
distancia entre la posicion de la fuente, o sea F, y el punto de observacién que es R. La cantidad

sr/vs es el tiempo de retardo que el sonido tarda en recorrer la distancia sp.

En cuanto al arreglo de fuentes, la expresidn matemadtica para cada p,, es similar a pg, teniendo
el mismo perfil de onda f. Ademas del retraso debido a la distancia 1;,, que es la distancia entre la
fuente numero ny el receptor (R), debe afadirse un retraso debido a la distancia s,, que es la
distancia entre la fuente primaria (F) y la fuente n. Entonces

P = M) f (-2 - )

S S
La amplitud 4, estd en funciéon de la distanciar, ya que la ondap, es esférica y pierde
intensidad con la distancia. Aunque la determinacién de la amplitud 4,, merece un analisis mas
detallado, se puede considerar que en R, la amplitud es inversamente proporcional a la distancia
total recorrida, es decir
A

"o +s,

En resumen, la onda total p en el receptor es de la forma
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N
A S A T S, Ec. 4.4-1
p:_f(t__R)JrE _f<t_£__”) ¢
SR Vg mnm + S, Vs Vs

n=1
Como se muestra en esta féormula, una de las ventajas de este modelo, es que a comparacién
de las simulaciones de Declercq et al, no se tiene que descomponer el sonido emitido f(t) en sus
componentes frecuenciales. No esta limitado al uso de sonidos impulsivos y en principio puede ser
utilizado cualquier sonido en general. Por lo tanto con este modelo se puede simular facilmente el
eco producido a diferentes y muy variados sonidos de la fuente. Otra diferencia con el modelo de
Declercq et al, es que el frente esférico de la onda emitida por la fuente (pr) no necesita ser

descompuesto en un conjunto de ondas planas.

Una cualidad del modelo propuesto es que no requiere calculos numéricos mas alld de N + 1
sumas y N 4+ 1 multiplicaciones (para cada tiempo t), y por lo tanto utilizando la computadora se
pueden obtener simulaciones de manera rapida. Cabe aclarar que el modelo tiene ciertas
limitantes, por ejemplo no se puede simular el efecto por cambios en los materiales de

construccion.

4.4.3 MODELO DE N FUENTES PUNTUALES Y LA LEY DE BRAGG

Empleando la teoria de la Seccidn 2.3.3 y algunas aproximaciones razonables, en el siguiente

desarrollo se muestra como el modelo propuesto esta relacionado con la Ley de Bragg.

En este desarrollo se considera el caso en el que la fuente emite pulsos o sonidos muy cortos
con un amplio espectro. En el modelo propuesto se considera que todas las N reflexiones
interactuan entre si (véase la Ec. 4.4-1), no obstante si el sonido emitido es corto, en un instante
de tiempo sdélo estaran interactuando un numero efectivo N, de reflexiones (donde N, < N).

Siendo Tr la duracién del pulso, N, es aproximadamente

Vs TF

=

€ a

A continuacion se considerara un arreglo lineal de N, fuentes puntuales. Para analizar la forma
en que se propagan de las frecuencias en todas las direcciones debido al arreglo, primeramente se
estudia cdmo es el campo sonoro emitido por este para un determinado nimero de ondaky
después se variara su valor (por lo que variaria también la frecuencia f). Al final se obtiene el

factor direccional del arreglo también como funcion de la frecuencia: D(¢;, f).
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Primero se considera que la fuente primaria (pr) emite una onda esférica armodnica con un
determinado nimero de onda k. Entonces la onda emitida p,, por cada fuente del arreglo lineal
también tiene estas caracteristicas, pero tiene afadido un desfase €, que es el equivalente en
radianes del retraso temporal t,, debido a la distancia s,,, entonces ¢, = wt, = ws,/vs = ks,. En

total la onda producida por el arreglo de N, fuentes es de la forma

N N
— i —i(wt —kry—ksy)
Pn = - e
n=1 n=1"

En la Seccidén 2.3.3, se muestran los pasos para simplificar una expresion similar de manera
que se obtiene el factor direccional del arreglo (véase la Ec. 2.3-16). La adicion del desfase ks,
implica algunos cambios en las ecuaciones subsecuentes pero en general el procedimiento puede
ser aplicado de la misma forma. La Ec. 2.3-9 con la insercidn del desfase ks,, se convierte en:

N,

A .
2 Dn = ? e ~lwt eLk(rN+sN)

n=1

Ec. 4.4-2

. [1 + elkn_1—rn+sy_1=s8) 4 pik(rN—2—TN+sy—2—sN) 4 eik(r1—TN+51—SN)]

Una condicién esencial para simplificar una ecuacién de este tipo, es que la diferencia de
camino sea constante para los rayos de dos fuentes adyacentes cualesquiera (véase la Ec. 2.3-10).
Afadiendo los resultados de la Seccidn 4.3.5, si los puntos F y R estan muy alejados del arreglo de
fuentes de manera que r;,, s, » a? para toda n, entonces

Ty — Tye1 + Sp — Spa1 = asind, —asing,

Si adicionalmente se considera que las distancias 7;, y s, son mucho mayores que la longitud
(efectiva) del arreglo, o sea: 1;,, s, > aN, para toda n. Esto implica que los puntos F y R estan muy
alejados de manera que los rayos provenientes de estos son practicamente paralelos entre si
(véase la Figura 4.6). En otras palabras los angulos 9,, son iguales entre si, y a un angulo que se

denotard por ¢,, de forma similar 8, = ¢; para toda n. De esta manera se obtiene que la

diferencia de camino es la misma para cualquier par de fuentes vecinas:
W — The1 + Sp — Sp+1 = asing, —asing;

Dada esta condicidn la Ec. 4.4-2 se puede simplificar para obtener asi el factor direccional del

arreglo. Por otro lado, esta condiciéon también implica que el tiempo de retraso para fuentes

. . a .
adyacentes cualesquiera es igual a una constante 7 = —sing;, ya que Tn4q —Tp = (Sps1 —
S
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a . . .z . . .
Sp)Vs = -sing; para toda n. Como se vio en la Seccién 2.3.3, el factor direccional para este tipo
S

de arreglo es igual a la Ec. 2.3-19. El caso de interés es la situacion en que la fuente y el receptor
estan en el mismo lugar (F = R), entonces —¢,. = @, y por lo tanto el factor direccional D(¢;), es

de la forma

sin(N.ka sen ¢;)

D(g,) =
(1) N, sen(ka sen ;)

Si ahora k = 2nf /v se considera como una variable, entonces el factor direccional puede

expresarse como una funcién de la frecuencia f y el dngulo ¢;:

sen (Nef 2177T—Saf sen (p[) Ec. 4.4-3

D(oi, f) = 5a
N,s sen (v_sf sen (p[)

El factor direccional es un factor que modula, dependiendo de la direccién ¢;, la amplitud de la
onda total del arreglo (véase la Seccidon 2.3.2). Si se agrega la frecuencia como variable, el factor
direccional obtenido D(¢;, f) determina las direcciones en que se propaga la onda total del
arreglo en funcién de la frecuencia. En el caso de —¢, = ¢;, puede decirse también que D(¢;, f)

determina las frecuencias que se propagan de regreso a la fuente. En la ecuacion para D(¢;, f) se

‘o 2ma .
observa que los maximos de este factor se alcanza cuando sen (v—fsenfp[) =0, es decir,
N

2ma

cuando el argumento fseng; = mmdondem =0,21,+2 ... En resumen los maximos de

Vs
D(¢;, f) se alcanzan cuando

muv;
=—>2 Ec. 4.4-4
Jm 2asen @;

Esta ecuacion es justamente la Ley de Bragg pero expresado en término de frecuencias (véase
la Ec. 4.3-2). Como el factor direccional D(¢;, f) es una funcién de dos variables, entonces no
representa una curva sino una superficie donde la altura es justamente el valor de D(¢;, f), y lo
mismo sucede con la intensidad de este factor (|D(¢;, f)|?). Si se indica en una gréfica el valor de
|D(<p[,f)|2 por medio de una paleta de grises a manera de un espectrograma, por la ecuacion
anterior, las zonas principales de mayor intensidad (color blanco) corresponderan entonces a las
curvas derivadas de la Ley de Bragg. Esto se puede observar en la Figura 4.7 donde se empled un

impulso con una duracién Tr = 10 ms, siendo N.s = 9 considerando las medidas de la Tabla 4.2.
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FIGURA 4.7 COMPARACION DEL FACTOR DIRECCIONAL DE UN ARREGLO
LINEAL DE 9 FUENTES PUNTUALES ARMONICAS CON LA LEY DE
BRAGG.

a) Intensidad del factor direccional D(¢;, f). Utilizando las medidas de
la Tabla 4.2 y una N,s =9 en la Ec. 4.4-3, la intensidad de este
(ID(@;, f)|?) se muestra en una gréfica del Angulo de incidencia (¢;)
contra Frecuencia, como en un espectrograma, el valor de la
intensidad se indica por medio de un cédigo o paleta de grises. b) Ley
de Bragg. Utilizando la misma Tabla 4.2 se grafica la Ec. 4.4-4 para
diferentes 6rdenes m.

4.5 CONCLUSIONES

En general los modelos estudiados predicen curvas semejantes para el barrido de frecuencias,
las cuales son curvas descendientes donde cada armdnico f,, (t) se acerca asintéticamente a la
frecuencia mf,, = muv;,/2a. Esta similitud se debe a que en todos los modelos las estimaciones
para la diferencia de camino son similares cuando la fuente y el receptor estan los suficientemente
alejados (véase Ec. 4.3-18). En el caso de “El Castillo” esta situacién ocurre al menos para una
fuente y receptor ubicados a una distancia de 10m de la escalinata. Respecto a las curvas
formuladas a partir de la Ecuacion de Red, cuando la fuente y el receptor estan en el mismo lugar
estas curvas son iguales a unas derivadas a partir de la Ley de Bragg. En las curvas formuladas por
Declercq et al. a partir de la Ley de Bragg, existe un error temporal con el cual se puede aclarar la

contradiccidn o inconsistencia entre los resultados de Declercq et al. y los de Bilsen.

Aunque para calcular dichas curvas los modelos resultan equivalentes, para la generacién de
simulaciones del efecto acustico estos modelos presentan cualidades y limitaciones diferentes. El
modelo de Declercq et al. basado en la Difraccién de Rayleigh, es una mejora al modelo de D.
Lubman, ya que ademads de considerar la Ecuacion de Red incorpora las condiciones de frontera.

No obstante este modelo tiene deficiencias para simular el efecto acustico, debido a su
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complejidad y formulacion especifica para ondas planas armoénicas y superficies periddicas de

amplitud pequena.

El modelo que se propone en esta tesis para simular el eco barrido esta basado en un arreglo
lineal de N fuentes y es una continuaciéon del modelo propuesto por Bilsen. Aunque en este
modelo no se consideran condiciones de frontera presenta varias cualidades favorables.
Principalmente que el frente de la onda emitida no necesita ser descompuesta espacialmente, y
tampoco el sonido de la fuente en sus componentes frecuenciales (como sucede en el modelo de
Declercq et al). Con este modelo se puede simular facilmente el eco producido a diferentes y muy
variados sonidos de la fuente. Ademas para obtener simulaciones no se requiere de muchos
calculos numéricos. Cabe agregar que el modelo propuesto no difiere de los basados en la

difraccidn ya que puede reproducir las curvas derivadas de la Ley de Bragg.
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CAPITULO 5

DESARROLLO EXPERIMENTAL

En el afio de 2007, el grupo de investigacion dirigido por el Dr. Pablo Padilla y el Fis. Alejandro
Ramos, hizo una primera expedicion para hacer mediciones acusticas en el sitio arqueoldgico de
Chichén Itza. Con el conocimiento adquirido, para la siguiente expedicidon en abril del 2008, se
utilizé una metodologia mas adecuada a los requerimientos técnicos en la grabacién del efecto de
la “Cola de Quetzal”. Uno de las modificaciones fue el empleo de un altavoz con el propdsito de
hacer mediciones reproducibles y mas controlables. Esta adecuacion permitié que se pudieran

hacer pruebas con sonidos impulsivos de un espectro y duracién bien determinados.

Este capitulo tiene un doble propdsito, el primero es analizar las grabaciones experimentales
del eco generadas por una serie de pulsos reproducidos; y el segundo es comparar las grabaciones
obtenidas, con las simulaciones creadas a partir del modelo propuesto en el capitulo anterior. Con
esto se intentara establecer las caracteristicas necesarias en el sonido de la fuente para generar un
eco barrido. De esta manera también se podra identificar que caracteristicas en el eco producido

son generados por los mecanismos considerados en el modelo.

Cabe mencionar que hasta el momento sélo se ha estudiado a la “Cola de Quetzal”
considerando como fuente sonora el aplauso y una Delta de Dirac. Desde el punto de vista
arqueoldgico es importante entonces conocer la respuesta acustica de la escalinata de “El Castillo”
al empleo de diferentes fuentes. El siguiente trabajo responde al llamado de Declercq et al. de
medir el eco en funcidn del sonido emitido, pero también en contestacién se emplea un modelo

alternativo capaz de simular el eco para diversos sonidos.

Adicionalmente se debe comprobar si las curvas para el barrido analizados en el capitulo
anterior describen en efecto a la “Cola de Quetzal”, ya que solo se han hecho comparaciones con

la grabacién de baja calidad que provee D. Lubman.
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5.1 OBJETIVOS

e Grabar el eco generado en la escalinata de “El Castillo” empleando como fuente una

serie de pulsos con diferentes distribuciones de frecuencias.

e Para cada pulso de la serie, generar simulaciones del eco en base al modelo propuesto

de N fuentes puntales.

e Comparar con mediciones experimentales las curvas para el barrido derivadas de los

modelos estudiados.

e Caracterizar la respuesta acustica de la escalinata para diferentes tipos de pulsos

e Evaluar la capacidad de prediccién del modelo

5.2 PULSOS GAUSSIANGOS

Como sonido para la fuente, en el experimento se utilizaron pulsos gaussianos cuya sefial

consiste en una funcidn senoidal modulada por una campana de gauss (véase la Seccién 2.4.4).

Estos pulsos también son denominados como paquetes de ondas, en el sentido de que su espectro

no solo contiene una frecuencia, sino que alrededor de esta se encuentra una distribucion

determinada de frecuencias.

Senal

- »(®) ]

Espectro

7 T

: v

o

oimmmmfan?mananlﬂn
c

FIGURA 5.1 SENAL Y ESPECTRO DE UN PULSO GAUSSIANO

La distribucién del espectro puede ser parametrizada por dos cantidades (véase la Figura 5.1).

La primera es la frecuencia central (f.) y es la media o “centro” de la distribucion en el espectro.

Para el caso de los pulsos gaussianos, la frecuencia central corresponde justamente a la frecuencia

de la senoidal modulada. El otro parametro es una cantidad que mide el ancho de la distribucidn,

este se denomina como ancho de banda (B, ). Para obtenerla se debe ubicar las frecuencias

inferior y superior en los que la distribucién desciende a la mitad del valor maximo alcanzado, la
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diferencia en el eje de frecuencia entre estas dos cotas es precisamente el ancho de banda. El
parametro que sera utilizado en esta tesis, es el ancho de banda fraccional (b, ) que es la

proporcién que tiene el ancho de banda B,, con respecto a la frecuencia central f;, esto es

B
b, = — Ec.5.2-1

fe

En el experimento, los archivos de audio de los pulsos se disefiaron mediante la funcion
gauspuls del software MatLab. Para ejecutar dicha funcidn es necesario proveer pardmetros
como la frecuencia central y el ancho de banda fraccional. Analizando los archivos de

programacion de dicha funcidn, se encontré que la sefial del pulso gaussiano y(t) esta definido

como
y() = e7t*/?9% cos(2nf.t) Ec. 5.2-2
Donde
1 —8Inr 6 1
o2 = — y r= 10720 ~ — 4 Ec.5.2-3
t (me)Z (2nb,, f.)? 2

Utilizando los resultados de la Seccidn 2.4.4, se puede obtener la Transformada de Fourier del
pulso y(t) representada por la funcion Y (f) (véase el Apéndice 7.5). Como resultado la amplitud

del espectro |Y(f)|, que es la raiz de la distribucién de energia espectral |[Y(f)|?, es igual a

Y ()| = Le-(f-fc)z/%? Ec. 5.2-4

2
21mf

La férmula resultante muestra la forma en que fue disefiada la funcién gauspuls, pues no
solo es una campana de gauss, sino que es también una distribucion normal. Esta distribucion es
usada ampliamente en la estadistica matematica y esta determinada por la media uy por la
desviacion estdndar or. En el caso de los pulsos u = fc, y la desviacion estandar resulta

proporcional al ancho del ancho de banda: B,, = (—81n r)af ~ 2.3508 oy (véase la Ec. 5.2-3). En

*En unidades de nivel de presién sonora (SPL), dada una medicién en la amplitud de presién P, una
reduccion o una disminucion de la mitad (%P) esigual a
201og (1P/P) = 20log (3) = —6.0206 dBgp, .
Usualmente esta cantidad se redondea a —6dBgp; . La definicidnr en la Ec. 5.2-3 es la conversién de
—6dBgp;, en unidades sencillas, lo que resulta en nUmero muy cercano a %
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este sentido g; es la “desviacién estandar temporal” y por lo tanto es una medida de la duraciéon
del pulso. La Ec. 5.2-3 indica entonces que la duracién temporal del pulso es inversamente

proporcional al ancho de banda de su espectro.

Por ultimo, cabe mencionar que una de las propiedades de las distribuciones normales es que
estan normalizadas, es decir que la integral o el area bajo la curva en todo el eje (en este caso el

de frecuencias) es igual a la unidad sin importar los valores de la media y la variancia.

5.3 METODO

Durante los dias del 27de Abril al 1er de Mayo de 2008 se realizaron una serie de 4 sesiones de
grabaciones en el sitio arqueoldgico de Chichén Itza, Yucatan. En estas sesiones se recopilaron
mediciones sonoras en varios edificios del sitio, principalmente en “El Castillo”, La Plaza Norte y El
Gran Juego de Pelota. Las sesiones se hicieron bajo el permiso tanto del mismo sitio arqueoldgico,
como del Instituto Nacional de Antropologia e Historia (INAH). Los archivos de sonido que seran
analizados a continuacidn pertenecen a la 4ta toma de la 22 sesidn (28 de abril a las 11:04p.m.) y
tienen como lugar la escalinata norte de “El Castillo” o Templo de Kukulkan. Esta toma fue
escogida por tener un bajo ruido ambiental. A continuacion se muestra el arreglo experimental

utilizado en dicha toma.

5.3.1 OBTENCION DE LAS GRABACIONES

Como se muestra en la Figura 5.2, el arreglo experimental utilizado se constituye
principalmente de 4 micréofonos colocados en diferentes puntos de la pirdmide, y un altavoz
empleada como Fuente sonora. Por medio del altavoz colocado a 15 metros de la base de la
escalinata, se emitié una serie de 45 pulsos gaussianos los cuales se especificaran en la siguiente
seccion. Como Receptor, a unos 5m hacia atras del altavoz fue colocado el Micréfono 1, su funcion
es la de recopilar la respuesta acustica o el eco generado por la escalinata a la serie reproducida de
pulsos. Como micréfonos de apoyo o secundarios, estan los Microfonos 2, 3, y 4, ubicados en
diferentes puntos de la escalinata de “El Castillo”, véase la Figura 5.2 . Estos posteriormente
servirdn para un analisis temporal del fendmeno. Los 4 micr6fonos mencionados son micréfonos
de medicion ECM8000 (Behringer), este modelo tiene un patron de deteccion omnidireccional y
una respuesta plana para todas las frecuencias audibles (15Hz-20kHz). Adicionalmente se coloco el
Microfono 0, que es un micréfono de referencia y se ubico pegado a el altavoz con el propdsito de

medir la latencia en la reproduccion de los pulsos.
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Mic. 4
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Mic. 1
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FIGURA 5.2 ARREGLO EXPERIMENTAL DE MICROFONOS Y UNA FUENTE
SONORA

Posicion de los

Medidas de la escalinata Posicion de la Fuente y el Receptor Micréfonos (x,y)
N Altavoz  (-15,1.2) m
D 24.00 m|L 3394 m|x'r -15.00 m | xz -20.00 m Mic.1  (-20,1.8) m
H 24.00 m | ¢ 45.0 ° |y'F 1.20 m| yg 1.80 m Mic. 2 (0,0) m
d 0.2637 m|a 0373 m| s 15.05 m|r 20.08 m Mic. 3 (12,12) m
h 0.2637 m | b 0.186 m | sy 45.18 m| ry 49.28 m Mic. 4 (2424) m

TABLA 5.1 MEDIDAS CARACTERISTICAS DEL ARREGLO

Tanto para la digitalizacidon y almacenamiento de la sefial de los micréfonos, asi como para la
reproduccion de sonidos; se utilizd una interface de audio Digi 002 Rack (Digidesign) conectada a
una computadora laptop Powerbook G4 (Apple Mac). El proceso de digitalizacion se hizo a una
profundidad de 24 bits y con una frecuencia de muestreo de 96000 Hz. Para una grabacion
simultanea de los micréfonos se utilizd el software ProTools 7.3 LE, el cual es una plataforma con
un formato de multipistas, en este programa el audio de cada pista es almacenado en un archivo

de formato wav.

En cuanto a la reproduccion de sonidos, la sefial de salida de la interface fue conectada a un
preamplificador 808M (Makie) de 2x600 Watts, este a su vez estaba conectado al altavoz de marca
JBL. Previo a las sesiones de grabacion, se ajusto el ecualizador integrado al preamplificador con el
propdsito de que la intensidad de salida del altavoz, fuera lo mas uniforme posible en todo el

rango de frecuencias. Para esto se reprodujeron sefales senoidales con frecuencias
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correspondientes a las bandas de ecualizacién. Con un sonémetro TES-1357 colocado a 1m del
altavoz se calibraba el ecualizador de manera que se obtuviera una lectura de 100 dBsp;, en cada
banda. Se midid con el sondmetro en la modalidad de tiempo de calculo lento (Time Weigth Slow)

y con una ponderacién C. Este aparato fue calibrado previo a la expedicion a Chichén Itza.

5.3.2 SERIE DE PULSOS GAUSSIANOS

Mediante el altavoz se reprodujo una serie de pulsos gaussianos de diferentes frecuencias
centrales y anchos de banda fraccionales. Esto con el propdsito de abarcar casi todo el espectro
audible, asi como pulsos con caracteristicas cercanas a las de un tono, hasta pulsos de amplio
espectro similares a una Delta de Dirac. Para un mayor control del nivel de intensidad en la
emision de los pulsos, las frecuencias centrales de estos fueron escogidas de manera que
corresponden a las 9 bandas del ecualizador antes mencionado: 62.5Hz, 125Hz, 250Hz, 500Hz,
1000Hz, 2000Hz, 4000Hz, 8000Hz y 16000Hz. Para cada frecuencia central se reprodujeron 5
pulsos que progresivamente aumentaban en su ancho de banda fraccional, los anchos

considerados fueron 0.1, 0.3, 0.5, 0.7 y 0.9. En total la serie consta de un total 45 (5x9) pulsos

gaussianos.
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FIGURA 5.3 PROGRESION DE PULSOS EN FUNCION DEL ANCHO DE BANDA
FRACCIONAL

Progresiéon para un pulso con f.=1kHz desde b, = 0.1 hasta
b, = 0.9
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En la Figura 5.3 se muestra la sucesion de pulsos para una frecuencia central de 1000Hz, en
este se observa como en la serie se hace una transicién de un pulso de duracion prolongada y una
distribucién de frecuencias angosta (similar a un tono); a otro un pulso de corta duracién y con
una distribucidn amplia en su espectro (similar a un pulso de Dirac). Adicionalmente se muestra en

una tercera fila donde se ensefa el espectrograma de los pulsos.

5.3.3 PROGRAMA DE COMPUTO

Ya capturadas las grabaciones se desarrollaron varios programas en MatLab (R2008a) con
diferentes objetivos. El primero consistié en un programa de edicion con el cual se recorté de
forma automatizada la pista de grabacion de cada micréfono para cada pulso reproducido. Los
archivos editados fueron nombrados y archivados de manera ordenada por el programa en

carpetas junto con el archivo wav del pulso reproducido.

El siguiente es un programa que detecta el tiempo en el que llega el pulso emitido en cada
micréfono. Este consiste en la lectura de los archivos de audio de cada micréfono en cual se busca
el maximos de amplitud en la sefial y el nUmero muestra correspondiente a este maximo. Con los
datos obtenidos posteriormente se calculé la velocidad del sonido, asi como el tiempo de latencia

en al reproduccidn intrinseco del hardware utilizado.

El programa final consta de dos partes, la primera genera una simulacién del eco barrido a
partir del archivo de audio de un pulso, para esto se utilizé una programacion basada en el modelo
propuesto en el capitulo anterior. La segunda parte dibuja o grafica el espectrograma de la

grabacidn por el Micréfono 1, y por otro lado el espectrograma de la simulacién.

5.3.4 SIMULACIONES A PARTIR DEL MODELO DE N FUENTES PUNTUALES

En esta seccidén se muestra un resumen de la programacién hecha en MatLab para simular el
eco barrido, basandose en el modelo de N fuentes puntuales propuesto en la Seccion 4.4.1. En
dicho modelo, la reflexiéon de cada escalén esta sustituido por la accién de una fuente puntual,
como resultado final se obtiene la Ec. 4.4-1. En base a esta ecuacién se construye la simulacién

como se vera en seguida.

Primero se obtiene la direccion del archivo de audio que contiene el sonido empleado como

fuente y se almacena en la variable path. Dada esta direccidn, mediante la funciéon wavread se
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transcribe dicho archivo de formato WAV, en un vector denominado Fuente que tiene un

formato propio de MatLab:
[Fuente, fs, nbits] = wavread (path);
De esta manera también se obtiene también la frecuencia de muestreo (fs) y la profundidad

de bits (nbits) propios del archivo de audio original.

Luego se definen vectores que contienen las medidas de los escalones (h y d), la velocidad del
sonido (vs), la posicidn de la fuente (X£f) y también del receptor (Xr). Con estas medidas, el
siguiente paso es calcular la distancia de todos los escalones a la fuente (Sn), asi como de estos al
receptor (Rn), también se calcula la distancia directa entre la fuente y el receptor (r £f):

n = 0:N

Sn = nthroot ((n*d - Xf(1)).”2 + (n*h - Xf(2))."2,2)

Rn

nthroot ((n*d - Xr(1l)) .2 + (n*h - Xr(2)).%2,2)

Rf = nthroot ((Xr(1l) - Xf(1))."2 + (Xr(2) - Xf(2))."2,2)

Con la instruccion n = 0:N, se cred un vector n que contiene toda la numeracién de los
escalones, es decir, un vector cuyas entradas van de 0 a N en incrementos de una unidad. De esta
manera las variables que se definen posteriormente, resultan en vectores donde cada entrada

corresponde la medida respectiva a cada escalon.

En seguida se calcula los tiempos de retraso (Tn) con que llegan al receptor las reflexiones de
los escalones, asi como el retraso (Trf) del sonido que llega directamente:

Tn = (Sn+Rn) /vs; Tn sample = round(fs*Tn);

Trf = rf/vs; Trf sample = round(fs*Trf);

Como se ve al mismo tiempo estos vectores fueron trasladados a su equivalente en nimero de
muestras (Tn_sample y Trf sample). También se calculan también las amplitudes de las
reflexiones asi como la del sonido directo:

An = 1./(Sn+Rn); Arf = 1./rf;

Con todos los vectores ya calculados, se puede generar a continuacion la simulacion del eco
barrido que estara contenido en el vector Eco. En un comienzo este vector debe tener todas las
entradas iguales a cero y el suficiente tamafio para abarcar hasta la ultima reflexién retardada

(cuyo retraso es Tn_sample (N+1) ). Esto equivale a las instrucciones:

[p,gq] = size(Fuente)
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1 = Tn sample(N+1) + p + 1;

Eco = zeros (1,1);

Primero se suma el sonido cuya trayectoria es directa, esto se hace indicando que en el vector
Eco, las entradas que van desde el valor Trf sample hasta el valor Trf sample +p, son
iguales al vector Fuente multiplicado por su respectiva amplitud Arf:

ind = Trf sample: (Trf sample + p-1);

Eco(ind, 1) = Fuente*Arf;

En seguida al vector Eco se le suman las N+1 reflexiones de los escalones’. Para la reflexion
numero j su retraso en nimero de muestras es igual a Tn_sample (j), entonces al vector Eco
se le debe sumar el vector An(j) *Fuente empezando desde la entrada Tn sample (j) vy

terminado hasta la entrada Tn_sample (j)+(p-1) . El proceso en total se resume en las

instrucciones:

for 7 = 1:N+1,
ind = Tn_sample(J) : (Tn_sample (J)+p-1);

Eco(ind,1) = Eco(ind,1l) + Fuente*An(j);
end;

Asi se obtiene finalmente el vector Eco que representa el sonido simulado del eco barrido
generado por el sonido Fuente. Para terminar, el Ultimo paso consiste en trasladar el vector Eco

en un archivo de audio .wav mediante la funcién wavwrite.

Cabe agregar que el retardo de la seial también puede ser programado por medio de filtros,
esto se hizo en un programa realizado por Héctor Cordourier y posterior al de esta tesis

(Cordourier & Ordufia 2009).

5.3.5 ASPECTOS TECNICOS DE LOS ESPECTROGRAMAS

Para obtener los espectrogramas se utilizé la funcién de spectrogram de Matlab.
Primeramente se debe transferir el archivo de audio mediante la funcién wavread a un vector vy,

en seguida el espectrograma se obtiene por la instruccién:

5 /. . . .0 . ~ .z
En el capitulo anterior, para simplificar las féormulas se afiadié un “escalon 0” que corresponde a la
interseccién del plano de la escalinata con el suelo. Por esto se consideran esto mismo se consideran N+1
reflexiones.
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spectrogram (y, Hamming (W) ,Wo, RangoF, fs)

Como se vio en la Seccion 2.5.7, esta herramienta de analisis espectral y temporal tiene una
variedad de parametros que se deben determinar. A continuacidon se muestra un listado de los

parametros, sus valores y lo que implican estos valores:

e Frecuencia de muestreo (f;): los archivos de audio tienen una f; = 96kHz, por el

Teorema de Nyquist, la frecuencia maxima que puede contener la sefial sin defectos
por aliasing es de% = 43kHz.

e Tamafio de ventana (W): se considero una ventana de 2048 muestras que es
equivalente en tiempo a 21.33ms.

e Funcién de ventana: se utilizd una funcion de ventana convencional que es la de
Hamming, esta ventana al ser aplicada una DFT reduce el efecto de leakage sin
sacrificar mucho la resolucién en frecuencia.

o Traslape (Wy): se considerd del 87.5%, es decir el traslape entre las ventanas es de
0.875W = 1792 muestras equivalente a 18.6ms.

e Rango de frecuencias (RangoF): En la funcién spectrogram se puede insertar el
conjunto de frecuencias especificas sobre las que se calcula la Transformada Discreta
de Fourier (DFT). Aunque con esta se obtienen espectrogramas con mayor calidad de
imagen, cabe aclarar que la incertidumbre en frecuencia inherente a estas graficas no
se modifica.

e Rango en niveles de intensidad: Dada la baja intensidad de las sefiales, para una mejor

visualizacidn se ajusto la paleta de colores a un intervalo que va de -50dB a -90dB.

Como se menciond en la Seccién2.5.7, en los espectrogramas la precision temporal es
inversamente proporcional a la precisién en frecuencias. Se optd entonces por un espectrograma
de alta resolucién en frecuencias para que los barridos de frecuencias presentes sean mas visibles.
Aungue con el traslape se gana cierta resolucién temporal, rigurosamente la resolucion en tiempo
(8t) corresponde justamente al tamafio de la ventana que es de 21.33 ms. Esto implica que la

resolucion en frecuencias es de 46.875 Hz (6f = 1/4t).
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5.4 RESULTADOS

La Figura 5.4 es una muestra de las grabaciones que se obtuvieron en cada micréfono. A
grandes rasgos se puede observar como el pulso emitido va siendo registrado con el tiempo en
cada micréfono. También se aprecia un pequefio retardo entre la sefial enviada (Fuente) y la
reproduccion efectiva de este (Mic. 0). Para el receptor, el Micréfono 1, a unos 80ms aprox.
después del registro del pulso, se observa la respuesta sonora o el eco producido por la escalinata.

En esta figura en efecto se trata de un eco barrido.

Analsis Temporal: Sesion 2 Toma 4 Fuente: P 0,5fBw 4kHz

T T T
©
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FIGURA 5.4 SENAL DE LAS GRABACIONES DE LOS MICROFONOS Y DEL
PULSO REPRODUCIDO.

A manera de una multipista se observan simultaneamente las
grabaciones de cada micréfono (Mic 0,1,2,3 y 4) asi como la sefial del
pulso emitido (Fuente) cuya fc=4000Hz y bw=0.5. Asi mismo se
sefiala con el simbolo A, el lugar donde se alcanza un maximo en la
amplitud. En cada pista se hizo un zoom del eje vertical para la
apreciacion detallada de la senal.
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5.4.1 ESTIMACION DE LA VELOCIDAD DEL SONIDO Y TIEMPO DE EMISION

Para cada pulso de la serie, mediante el programa de computo ya mencionado, se localizé en
las grabaciones de todos los micréfonos el tiempo en se alcanza un maximo de amplitud. En la
Figura 5.4 también se encuentra indicada esta mediciéon. En la mayoria de los casos esta
localizacion correspondid justamente a un maximo debido al arribo del pulso. No obstante para
algunos casos la razén sefal/ruido era muy baja provocando asi mediciones erréneas. Por esto

mismo se hizo un método para descartar estadisticamente las mediciones poco confiables.

Ajuste de recta para el pulso: fc=dkHz bw=0.5
50

Bl x=347.12m/s (/- 0.0016)

40 1 R2=0.9999

)

Distancia (m

0 0.05 0.1 0.15 02
Tiempo (s)

FIGURA 5.5 EJEMPLO DE UN AJUSTE DE RECTA POR MINIMOS CUADRADOS

Si se grafica el tiempo medido en cada micréfono contra la distancia recorrida por el pulso
desde el altavoz hasta este microfono; en el caso ideal los puntos graficados describen una linea
recta cuya pendiente es la velocidad del sonido y cuya interseccién con el eje temporal es el
tiempo de retardo en la emisién del pulso. Para discriminar las mediciones poco confiables, para
cada pulso se hizo un ajuste a una recta por el método de minimos cuadrados como se muestra en
la Figura 5.5. El coeficiente de correlacién R? es una medicién estadistica que estima que tan
ajustados o cercanos estan los puntos a un comportamiento perfectamente lineal. El valor maximo
de este coeficiente es la unidad. De los 45 ajustes de recta resultantes se consideraron solo
aquellos cuya R? > 0.999, con esta discriminacién quedaron solo 21 mediciones para la velocidad

del sonido y el tiempo de retardo. Las mediciones resultantes se promediaron obteniéndose que
vy = 342.1Hz + 6.2Hz (1.83%) y T, = 3.99ms + 3.14ms (78.71%)

La incertidumbre se calculé de manera estadistica con la desviacion estandar. Cabe mencionar
que la incertidumbre en el caso del tiempo de retardo es muy grande, pero no es muy relevante ya

la medicion en si es muy pequena.
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5.4.2 ESPECTROGRAMAS DE LAS GRABACIONES Y SIMULACIONES

En las siguientes paginas se muestran los espectrogramas de las grabaciones obtenidas asi
como las simulaciones obtenidas por computadora. Para cada pulso de la serie se muestra el
espectrograma de la grabacién obtenida por el Micréfono 1. A la derecha de este se encuentra la

simulacidn para este micréfono y generado a partir del archivo de audio del pulso reproducido.

Las graficas estan ordenadas por frecuencia central y a su vez por ancho de banda fraccional. El
intervalo del eje de frecuencias varia con la frecuencia central del pulso, exceptuando los de
f. = 62.5Hzy 125 Hz, el eje de frecuencias va desde 0 Hz hasta 2f.. De esta manera la

distribucién en frecuencias del pulso en la mayoria de los casos esta la mitad del eje.

Debajo que cada espectrograma se encuentra dibujada la sefial que representa esta grafica.
Tanto en los espectrogramas como en la grafica de la sefial, el eje temporal abarca 400ms siendo

desplazado el origen segln el tiempo de retardo T, ya medido.
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Frecuencia central de 62.5 Hz
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Frecuencia central de 125 Hz
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Frecuencia central de 250 Hz
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Frecuencia central de 500 Hz

Grabaciones

=500Hz b =01
e v

Frecuencia (kHz)

0 25 50 75 100 125150 175 200 225 250 275 300 325 350 376 400
Tiempo {ms)

=500Hz b =03
W

0 25 50 75 100 125150 175 200 225 250 275 300 325 350 375 400
" iempo (ms)

t =500Hz b =05
W

Frecuencia

0 25 50 75 100 125150 175 200 225 250 275 300 325 350 375 400
. Tiempo {ms)

f_=500Hz b =07
© W

0 25 50 76 100 125150 175 200 225 260 275 300 325 350 376 400
Tiempo (ms)

1 =500Hz b =0.9
e v

A —

0 25 50 75 100 125150 175 200 225 250 275 300 325 350 376 400
Tiempo {ms)

Frecuencia (kHz)

Frecuencia (kHz)}

0 26 50 75 100 126 150 175 200 225 260 275 300 326 350 375 400

Simulaciones

[

Q 25 50 75 100125 150 175 200 225 250 275 300 325 350 375 400

Q 25 50 75 100125 150 175 200 225 250 275 300 325 350 375 400

0 26 50 75 100 125 150 175 200 225 260 275 300 326 350 375 400

0 75 100 125 150 175 200 225 250 275 300 325 350 375 400

Tiempo {ms)

1 =500Hz b =03
€ w

iempo (ms)

1 =500Hz b =05
€ w

R

Tiempo (ms)

1 =500Hz b =07
< w

R ——r

Tiempo (ms)

Tiempo {ms)

5.4 Resultados

119



Desarrollo Experimental

Frecuencia central de 1000 Hz
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Frecuencia central de 2000 Hz
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Frecuencia central de 4000 Hz
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Frecuencia central de 8000 Hz
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5.5 ANALSIS

A continuacion se analizan los espectrogramas ya mostrados, pero antes se hara una
comparacién con las curvas para el barrido estudiados en el capitulo anterior. Adicionalmente al

final se analizara la influencia del suelo en el efecto acustico.

5.5.1 CURVAS PARA EL BARRIDO DE FRECUENCIAS

En el capitulo anterior se analizaron las ecuaciones para el barrido de frecuencias segun los
modelos estudiados. Como resultado se encontré que, a excepcion de un error tedrico en la
ecuacion de Declercq et al, las ecuaciones de los modelo describen practicamente las mismas
curvas, si se estan lo suficientemente alejados de la escalinata tanto el Receptor como la Fuente.
Como se ve en la Figura 4.4, esta situacion es cierta al menos para una Fuente/Receptor a 10m de

la escalinata.

L 2500
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FIGURA 5.6 COMPARACION DE LAS CURVAS DERIVADAS DEL MODELO DE
BILSEN CON EL ESPECTROGRAMA DE UN ECO BARRIDO GRABADO

En la Figura 5.6 se hizo comprobacidn experimental las curvas derivadas del modelo de Bilsen.

Para esto se escogio el espectrograma de un pulso (fc=2kHz y bw = 0.9) en cuyo eco se aprecian al
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menos 2 armonicos del eco barrido. Sobre esta se grafico las curvas de la Ec. 4.3-15, dado que en
este caso la Fuente y el Receptor estan separados se le hizo una ligera modificacién a la ecuacion®.
Como se puede ver, las curvas graficadas coinciden muy bien con los patrones del espectrograma
correspondientes al barrido de frecuencias. Si se hace una medicién mas precisa de la velocidad
del sonido, asi como de las dimensiones de la escalinata; entonces las curvas tendrian un ajuste
mucho mas exacto. Junto con el analisis que se hizo de la Seccidn 4.3.4 y este resultado, se refuta
directamente la declaracién de Declercq et al. que la difraccion de Bragg no puede describir el eco

barrido generado en “El Castillo”.

5.5.2 OBSERVACIONES GENERALES DE LAS GRABACIONES

A grandes rasgos en los espectrogramas se muestran dos eventos principales, la primera es el
pulso emitido al que serd nombrado también como estimulo; y la segunda es el eco generado por

la escalinata, la cual sera referido como respuesta acustica.

En un andlisis temporal, en todos los espectrogramas se muestra el registro del pulso emitido
aproximadamente a los 15ms. En seguida se deben encontrar los patrones originados por la accion
de la escalinata. Usando las medidas de la Tabla 5.1, se calcula que la respuesta acustica de la

escalinata debe estar entre los tiempos
to = (sg+19)/vs =102.7ms y ty = (sy +1y)/vs = 276.1ms

En todos los espectrogramas, alrededor del tiempo inicial ¢, siempre se observa el registro de
un evento sonoro de intensidad alta. Después de este tiempo la respuesta de la escalinata varia,
en algunos casos se observan patrones regularmente continuos que abarcan todo el intervalo
desde ty hasta ty. En la mayoria de los casos la respuesta acustica dura menos o pierde intensidad

antes completarse el intervalo en ty, esta situacion se analizard mas adelante.

Después del tiempo t) es comun encontrar un evento sonoro ubicado aproximadamente a los

300 ms. Este evento debe originarse por la reflexién sonora de una estructura mas lejana que el

6 . . . .
Dado que en la Ec. 4.3-15 se considera que la fuente y el receptor estan en el mismo lugar, se tiene que
hacer una sencilla modificacién para el arreglo experimental de este capitulo. Siendo s, la distancia de la
Fuente al escalénn, y 1, la distancia entre el Receptor y este escaldn; entonces el tiempo t,, esigual a

tn = (Sn + rn)/vs
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ultimo escaldn, muy probablemente se trate del templo ubicado en la plataforma superior de “El

Castillo”.

En cuanto al comportamiento en frecuencias, de manera general se puede observar que tanto
la intensidad del estimulo, como el de la respuesta acustica, disminuyen para las frecuencias altas.
La pagina que muestra los resultados para una frecuencia central de 16000Hz fue omitida debido a

la baja intensidad de la sefial.

La disminucién de intensidad puede explicarse, por un lado, por un error de disefio en la sefial
de los pulsos. Aunque la amplitud del espectro |Y(f)| es una distribucién normalizada (véase la
seccion 5.2), eso no implica que la distribucién de |Y(f)|? también lo sea. La cantidad |Y (f)|? es
la distribucién de energia espectral, por lo tanto, la integral de |[Y(f)|? en todo el eje de
frecuencias es la energia contenida en toda la sefial y(t).Si se calcula dicha integral (Véase el

Apéndice 7.6) se encuentra que

0.3316

| vrar = 2=

O sea que la energia (implicita) que tienen empaquetados los pulsos disefiados por MatlLab, es
inversamente proporcional al ancho de banda B,, = b, f;. Por esto mismo para pulsos con una f,

alta, la intensidad es muy disminuida.

Por otro lado, de todas maneras se espera que la respuesta acustica de la escalinata para las
frecuencias altas tenga una distribucién espectral de baja intensidad. Este comportamiento fue

encontrado en trabajos anteriores a la tesis, asi como por D. Lubman.

En el espectrograma de las grabaciones se puede observar que el pulso reproducido difiere de

la sefial original del pulso (la cual se puede apreciar como tal en las simulaciones). A pesar de los
L . . . B, B,

defectos en la reproduccién, dentro del intervalo de interés que va de f, — Thasta fe+ — se

puede considerar que el sonido emitido conserva aceptablemente el espectro de la sefial original.

Hay que considerar que el Micréfono 1 estaba colocado detras del altavoz, por lo que el pulso

registrado no corresponde necesariamente al sonido que en efecto fue enviado hacia la escalinata.

Cabe mencionar que en las grabaciones no se hizo ningln procesamiento de sefial (como la
aplicacion de un filtro), por lo que en los espectrogramas se observan patrones correspondientes

al ruido de fondo, en especial para los de baja frecuencia (fc de 62.5Hz hasta 500Hz).
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5.5.3 RESPUESTA ACUSTICA AL PULSO

Empezando con un andlisis por frecuencias centrales, es encontrado que existe un umbral en el
que la respuesta acustica es “dispersada” o prolongada temporalmente. Para pulsos con
f. <500Hz, la respuesta acustica consiste en ecos o reflexiones sencillas, que se ven en el
espectrograma como patrones o manchas de forma compacta con similitudes con el pulso. El mas
visible e importante siempre se encuentra sobre t; alrededor de los 100 ms. La segunda mas
presente se encuentra después de ty y se debe a una estructura diferente a la escalinata como ya
fue mencionado. A partir de una f, = 500Hz la respuesta acUstica consiste en sonido prolongado
temporalmente. Este cambio de comportamiento es acorde con la teoria de difraccion, pues la
frecuencia mas baja que puede ser difractada por la escalinata, corresponde a la asintota del
primer armoénico del barrido de frecuencias. Esta frecuencias es la denominada f;, y para las

dimensiones de los escalones de “El Casitllo” su valor esta alrededor de los 461Hz.

Analizando en término del ancho de banda fraccional b,,, conforme aumenta esta cantidad
también aumenta el rango de frecuencias donde se ubica la respuesta acustica. Por lo tanto el
ancho de banda B,, del estimulo tiene relacion directa con el ancho de banda de la respuesta. Esto
es un resultado esperado, ya que el eco no puede tener una distribucién en frecuencias mas alla

que la contenida en el pulso.

La combinacién entre la frecuencia central f. y el ancho de banda B, = b, f., es lo que
determina a final de cuentas la respuesta acustica. A continuacidn se mencionan los casos mas

relevantes.

Parar pulsos con ancho de banda corto en comparacidn con f,,, es decir para b, f; < f2q4,
como la respuesta acustica también tiene un ancho de banda angosta, no es posible obtener un
barrido de frecuencias bien definido. EI comportamiento del eco para estos casos esta
determinado principalmente por la frecuencia central. Si esta frecuencia esta alrededor de un
armonico de f,,, como resultado el eco obtenido es prolongado de manera continua. Esto se debe
a que el rango de frecuencias del pulso corresponde justamente a la parte del barrido que se
asienta cerca de la asintota (mf5,). En cambio, si la frecuencia central esta fuera de los multiplos
de f5,, el eco obtenido sucede de manera interrumpida. En conjunto estos resultados pueden dar
indicios de como seria la respuesta acustica, si se emplean sonidos prolongados y tonales como el

de una flauta.
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Para aquellos pulsos cuya frecuencia central esta cerca de un arménico, mientras va creciendo
el ancho de banda fraccional, puede observarse como el barrido de frecuencias va siendo mas
pronunciado. Cuando el ancho de banda es mds grande que f,,, entonces se empieza a

observarse otro armonico del barrido.

Sin importar la ubicacién de f. con respecto a f,,, se pueden determinar las condiciones
generales que para obtener como respuesta acustica un eco barrido con al menos un armonico,

esta condicidnese son que

B, =bwﬁ' > 2f2a y f;' >f2a
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FIGURA 5.7 ESQUEMA DE GENERAL DE LA RELACION ENTRE EL PULSO
(ESTIMULO) Y EL ECO (RESPUESTA ACUSTICA) GENERADO POR UNA
ESCALINATA.

En la Figura 5.7, se muestra un esquema de como es que se determina la respuesta acustica
generada por una escalinata en general. Como se observa en esta figura, la respuesta acustica se

ubica en la interseccion de dos “bandas”, una en el eje de frecuencias y otra en el eje temporal. La
. . Lo By By .
primera tiene un ancho B,, y sus delimitaciones son f —Tyfc +7. La segunda tiene como

limites aty y ty, y su duracion depende de las dimensiones de la escalinata y la posicién de la

fuente, entre otras variables. Si la interseccién de estas “bandas” esta por arriba de f;,, entonces
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se da la dispersion temporal originada por la difraccion, y la respuesta acustica se conforma por las
partes del barrido de frecuencias que estan dentro de la interseccidn. En el caso contrario no se da
la dispersidn temporal y entonces la respuesta acustica se conforma por reflexiones simples. Toda
esta descripcidon, es aplicable sdlo para pulsos o sonidos en general, cuya duracién (At) es

suficiente corto para que no exista un traslape con la respuesta acustica (At < tj).

5.5.4 COMPARACION DE LAS GRABACIONES CON LAS SIMULACIONES

Entre las grabaciones y las simulaciones se puede observar que hay muchas similitudes. La
mayor semejanza es que todo el andlisis de la respuesta acustica de la seccidn anterior puede ser
también aplicable a las simulaciones. Esto confirma que el mecanismo principal que genera a la
“Cola del Quetzal” esta directamente relacionado con la difraccion. Cabe recordar que un arreglo
lineal de N fuentes puntuales explica a la difraccion como la interferencia de muchas ondas
esféricas, y conceptualmente este arreglo es el paso intermedio entre la interferencia simple y la

difraccion.

No se puede ocultar que también hay diferencias, la mayor discrepancia se da en el aspecto
temporal. En muchas grabaciones el eco pierde toda su intensidad antes del tiempo ty
contrariamente a lo que sucede en las simulaciones. Esta pérdida de intensidad puede estar
relacionada con muchos fendémenos fisicos no considerados por el modelo. Una posibilidad seria la
absorcién del sonido por el aire. Otra posibilidad seria que la direccionalidad con que reflejan los
ultimos escalones no es favorable hacia la direccion donde se ubica el Micréfono 1. Este es uno de

los aspectos que podrian explicarse mediante la Teoria de la Difraccidon de Rayleigh.

Hasta el momento la comparacion de los sonidos experimentales con los simulados se ha
hecho mediante una herramienta grafica, la evaluacion mas importante seria una en términos
auditivos (lo cual queda fuera de los objetivos de esta tesis). No obstante en los archivos de audio
del disco anexo, se puede escuchar que son muy similares las grabaciones experimentales y las

simulaciones.

Una de las ventajas del modelo propuesto es que puede ser perfectible. Esto se logra
incluyendo cada vez mas factores tanto fisicos como geométricos. A continuacién se muestra un

breve ejemplo en donde se incorpora la influencia del suelo.
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5.5.5 INFLUENCIA DEL SUELO EN EL ECO BARRIDO

La influencia del piso en el efecto acustico del eco barrido ya ha sido analizado e incluso
simulado por Declercq et al. (Declercq et al. 2004a) y J. Cruz (Cruz Calleja 2008). Sin embargo en
sus trabajos no se especifica de qué manera se afecta el eco barrido. Una de las ventajas del
modelo propuesto en esta tesis’, es que de manera facil también se pueden incluir las reflexiones

provocadas por el suelo.

Hasta ahora solo se ha considerado una trayectoria que sale directamente de la Fuente en
F = (xr, yr), se refleja en la escalinata y llega directamente a al Receptor en R = (xg, yr). De la
misma forma que en el trabajo de Declercq et al, geométricamente un rayo que se refleja en el
piso y llega a R, es equivalente a un rayo que llega directamente al “Receptor espejo” ubicado en
el punto R* = (xg, —yg) . De manera analoga se define a la “Fuente espejo” cuya posicion es
F* = (xp,—yr). La funcion p(F,R) representa la simulacién simple del eco barrido para
posiciones dadas en la Fuente y el Receptor, la simulacién considerando el piso (ps) se obtiene

sumando las 4 trayectorias posibles del sonido:

ps(F,R) =p(F,R) + A-p(F,R") + A-p(F*,R) + A* - p(F*,R") Ec.5.5-1

En este caso A puede ser un coeficiente relacionado con la absorcion del sonido por el suelo

donde0<A<1.

En la Figura 5.8 se muestra la simulacion para un pulso en donde se consideré el piso. En
comparacién de la simulacion sin la influencia del piso, las curvas del barrido pierden continuidad
y se observan patrones con forma irregular. Esto se debe a la interferencia provocada por las
reflexiones del piso que llegan un pequefio tiempo después. Debajo de la simulacién se observa el
espectrograma de la grabacion de dicho pulso, aunque la correspondencia entre ambos no es
exacta, se pueden observar ciertas similitudes. La principal es que se observan en ambos

discontinuidades en el las curvas del barrido e incluso hay algunos patrones (o manchas) que son

7 Cabe mencionar que el modelo de esta tesis, que estd basado en un arreglo lineal de N fuentes
puntales; tiene similitudes con el modelo de J. Calleja en cuanto dice estar basado también en el fendmeno
de Tono por Repeticidn (Repetiton Pitch). Cabe sefialar que desde un punto de vista formal en la fisica, como
se ha hecho en esta tesis, el mecanismo que propone tiene que ver mas con la accion de fuentes puntuales,
gue con el fendmeno psicoacustico de Tono por Repeticidn, véase la Seccion 4.3.3 .
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muy similares. En resumen con esto se demuestra que las reflexiones por el suelo afectan en Ila

continuidad de los armdnicos en el eco barrido.

Simulacion consierando el piso

Frecuencia (Hz

0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65
Tiempo (s)

Grabacion del eco barrido
3000
2500

2000

Frecuencia (Hz)

1500

1000
0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65

Tiempo (s)

FIGURA 5.8 COMPARACION DE UNA SIMULACION CONSIDERANDO LA
INFLUENCIA DEL PISO, CON LA GRABACION DEL ECO BARRIDO.

Arriba se muestra considerando el suelo la simulacién para un pulso
de fc = 2kHz y bw=0.7, abajo se muestra la grabacion obtenida para
este pulso. Se utilizé una constante A=0.5, véase la Ec. 5.5-1.

5.6 CONCLUSIONES

Como resultados de este trabajo experimental, se encontrd la relacion entre la respuesta
acustica de la escalinata con el pulso gaussiano que sirvié de estimulo. A grandes rasgos el eco
producido se conforma por las partes del barrido que se encuentran dentro de la distribucion
espectral del pulso. Si la distribucion espectral se encuentra abajo del umbral f;,, la respuesta
consiste en ecos o reflexiones simples, por arriba del umbral el pulso es dispersado
temporalmente debido a un fendmeno de difraccidn. Para que se genere un eco barrido se estima

que tanto el ancho de banda B, como la frecuencia central f, deben cumplir que B,, > 2f5,y

f;‘ > fZa-
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El trabajo experimental también sirvid para confirmar la teoria desarrollada del capitulo
anterior. En primera se comprobd que las curvas para el barrido de frecuencias segun el modelo
de Bilsen describen efectivamente al eco barrido. Por otro lado si se utilizan las curvas derivadas
de la Ecuacidn de Red también se esperaria un resultado similar. En cuanto al modelo propuesto
de N fuentes puntales, se encontré que las simulaciones en base a este modelo pueden describir
las caracteristicas generales de la respuesta acustica de la escalinata. Este resultado muestra la
capacidad de predecir el efecto acustico para diferentes fuentes, y por otro lado, es un argumento
a favor de la difraccion como el mecanismo fisico que principalmente determina el efecto acustico.
Otro resultado de la comparacidn entre las grabaciones y las simulaciones es que se encontraron
caracteristicas en el eco que no puede reproducir el modelo. No obstante simulando la influencia

del suelo, se demostré que el modelo puede ser perfectible.
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Respecto al mecanismo que genera el efecto acustico de la “Cola de Quetzal”, se encontré que
los 3 modelos describen curvas similares (Figura 4.4), bajo ciertas condiciones y con algunas
correcciones. Estas curvas describen temporalmente las componentes frecuenciales producto de
una interferencia constructiva. Experimentalmente se obtuvo que las curvas del modelo de Tono
por Repeticién se ajustan muy bien a los patrones en el espectrograma del eco barrido (Figura
5.6), y un resultado similar se esperaria para las curvas de los otros modelos. Se puede concluir
gue en un nivel basico el eco barrido se origina por un proceso sencillo de reflexiones consecutivas
que interfieren constructivamente. Esto puede ser relacionado con un proceso de difraccion
regido por la Ecuacidn de Red, cuando tanto la fuente como el receptor estan lo suficientemente
alejados (Ec. 4.3-18). Cuando la fuente y el receptor estan en el mismo lugar, entonces este

proceso se comporta segun la Ley de Bragg.

En esta tesis se propuso un modelo para simular el sonido producido por la escalinata basado
en un arreglo lineal de N fuentes puntuales, a pesar de no considerar las condiciones de frontera y
otros factores fisicos, las simulaciones a partir de este modelo reproducen gran parte de las
componentes frecuenciales que se observan en los espectrogramas obtenidos de las grabaciones
experimentales. Con lo que se puede concluir que estos factores no tienen gran influencia sobre el
efecto. Considerar que las reflexiones de los escalones actian como fuentes puntuales, resulta

efectivo para simular el efecto acustico.

Experimentalmente se encontré que el efecto acustico depende directamente de la
distribucién espectral del sonido emitido. A grandes rasgos el eco producido se conforma por las
partes del barrido que se encuentran dentro de la distribucidn espectral del pulso. Por encima del
umbral f,, la respuesta acUstica es dispersada temporalmente, y dependiendo del ancho de
banda espectral del pulso, la respuesta puede derivar en un barrido de frecuencias con uno o mas

armonicos. Por debajo del umbral la respuesta se conforma por un eco simple.

En esta tesis se hizo un analisis acustico del efecto de la “Cola de Quetzal”, con este estudio no
solo se logré una mejor comprension fisica del fenémeno, sino que se aportan herramientas tanto
tedricas como experimentales que pueden ser aplicados a estudios Arqueoacusticos. En este
sentido el modelo propuesto y la Figura 5.7 representan los resultados mas importantes de esta
tesis. Como se muestra en dicha figura, la respuesta acustica generada por una escalinata en

general puede abstraerse como la interseccién de dos “bandas” con las curvas para el barrido. La
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“banda en frecuencias” esta directamente determinada por las cualidades del pulso, que en un
caso realista corresponderia a las cualidades sonoras del instrumento. La “banda temporal” y las
curvas para el barrido estan determinadas por la posicion de la fuente y el receptor, asi como por
las dimensiones de la escalinata. A grandes rasgos se dan los principios basicos de como se
relacionan la fuente sonora, la estructura arquitecténica y la ubicacion del escucha en el efecto
acustico. Ademas esta relacion puede ser simulada y estudiada utilizando por el modelo
propuesto. En general estas herramientas pueden ser de gran utilidad en estudios donde se

busque comprobar el uso acustico o sonoro de una escalinata.

Como fue ya mencionado en sitios arqueoldgicos de las culturas Mesoamericanas la presencia
de un eco barrido es una situacién muy comun. Para demostrar un uso consiente de este efecto es
necesario encontrar datos que demuestren el control de las cualidades sonoras del efecto
mediante la adecuacion, modificacidn, o uso repetido de alguna caracteristica fisica (en la fuente o
en la escalinata) que pueda ser controlable. Un ejemplo puede ser la modificacion en las
dimensiones de los escalones, en esta tesis se encontrd que bajo ciertas condiciones la frecuencia
inicial del eco barrido depende del tamafio de la huella de los escalones (véase la Ec. 4.3-23), este
hecho puede ayudar a explicar el uso de huellas angostas en la mayoria de los templos
Mesoamericanos (mientras mas angosta es d, la frecuencia inicial de la fundamental en el eco
barrido se encuentra en el rango de mayor sensibilidad del oido humano, véase la Tabla 4.3). Cabe
recalcar que es indispensable hacer un trabajo arqueoldgico en paralelo con el acustico cada vez

gue se quiera probar el uso acustico o sonoro de una escalinata.

En relacidn a la intencionalidad de la Cola de Quetzal todavia son muchas las interrogantes por
responder, en cuanto al aspecto arqueoldgico se necesita investigar sobre la importancia del
guetzal para los mayas y su connotacién cultural, asi como de la concepcidn del eco que se tenia
en esta civilizacién. También se necesita un estudio que genere un mapa temporal y geografico de
los sitios arqueoldgicos en que aparece este efecto, con esto se podria correlacionar la presencia
del eco barrido en los templos mayas con algin dato arqueoldgico relevante. Los resultados de
esta tesis pueden ser de gran ayuda para la realizacion de este tipo de estudios ya que pueden ser
utilizados como herramientas para estudiar y simular la influencia de la estructura arquitectdnicay

de la fuente sonora sobre este efecto acustico.
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Considerando en la Ec. 4.2-1 las cantidades empleadas por Bilsen (x} = —10m, y} =1.8m,g +

h =d = 0,263m) (Bilsen 2006b), la formula resultante para calcular la distancia s a cada escaldn

nes:

s(n) = /(=10 —n-0.263)2 + (1.8 — n - 0.263)2

En la ecuacion presentada por Bilsen (véase la Ec. 3.3-1), el primer escalén corresponde al
indicen = —7, esto se debe a que el escalonn = 0se le asignd al ubicado a la altura del
observador (véase la Figura 3.7). En dicha férmula (que se denotara como sg(n)), si se recorre el

indice n unos 7 escalones abajo (n —» n — 7), se obtiene que:

sg(n) = \/(—9.959 —n-0.263)%2 + (1.841 — n - 0.263)2

Observando s(n) y sz (n), se aprecia que ambas no son idénticas pero son muy cercanas entre
si. En la siguiente tabla se muestra la diferencia entre s(n) y sg(n) para el primer escalén (n = 0),
como para el ultimo escaldn (n = 91). Se observa que la maxima diferencia se da paran =0, e
implica un error porcentual del -0.32% con respecto a s(0). En la misma tabla se muestra el
cdlculo de las frecuencias del barrido (véase la Ec. 4.3-15) considerando s(n)y por otro lado
sg(n). La méaxima diferencia en las estimaciones de la frecuencia también se da paran =0, e
implica un error del 0.65% con respecto a la frecuencia calculada con s(0) . En resumen, el error

en las fdrmulas de Bilsen es minimo y podria ser despreciable.

Escaldn Distancia corregida  Distancia segun Bilsen Diferencia errory*®

s(n) sp(n) sz(n) - s(n)
0 10.161 m 10.128 m -0.0330 m -0.32%
91 40.513 m 40.456 m -0.0567 m -0.14%
Frecuencia corregida Frec. segun Bilsen Diferencia

con s(n) con sp(n)
0 791.25 Hz 796.38 Hz 5.12 Hz 0.65%

90 471.29 Hz 471.32 Hz 0.03 Hz 0.01%
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. . o . x+ xX—
Para calcular el lim,_(S,+1 — S,), se comienza utilizando la igualdad x + y = % =

2
i , y después se multiplica y divide por 1/n simultdneamente:

X+

, (sag)? = () (sap)?/n = (s)?/m
lims,,1 —s, = lim = lim
n—0o0 n-o Sp+1 + Sp n-o Sn+1/n + Sn/n

Dado que s, = /yp2 + (na — xp)2y s,41 = ¥p2 + ([n + 1]a — xp)? (véase la Ec. 4.2-9), el

limite de cada uno de los términos divididos por n es igual a:

(5p41)? 24+ (n® +2n—1a? — 2naxp + xp?
lim 22— iy 2F E22F = (n+2)a? - 2axp
n—-oo n n-—-oo n
(8% yp?+n?a® - 2naxp + xp° 5
lim = lim =na® — 2axg
n-o N n—-oo n
C Sp+1 L yr? + (n? + 2n — 1)a? — 2naxy + xp?
lim —— = lim > =a
n-o N n-—-oo n
S, ) yr? +n%a? — 2naxy + xp?
lim — = lim > =a
n-o N n—-oo n
Entonces
’ (Sps)?/n—(s,)%/n (n+2)a® — 2axy — (na® — 2axp) 2a?
m = —_—
nowo  Syp1/n+s,/n a+a 2a
Por lo tanto

lims,;1—s,=a

n—-oo
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7.3

Ley delos cosenos :
A*=B*+C*-2BC cosa

REPRODUCCION DE LA FIGURA 4.5 Y LEY DE LOS COSENOS

En la Figura 4.5, si se aplica la Ley de los cosenos al triangulo cuyos lados son 13,1, 7;,, Y @, en el

angulo 7 — 9, (véase el vértice 41, a), se obtiene que
s .
Thi1’ = 1,2 + a? — 2r,acos (5_ ﬁn) =1,%2+a® - 2r,asind,

Dividiendo por 1,2 y sacando la raiz cuadrada, la igualdad anterior se convierte en

2
T a a Ec. 7.3-1
o 14 (—) — 2—sind,

T, 7

rﬂ. n

La raiz cuadrada de la igualdad anterior se puede aproximar por medio de la Serie de McLaurin

parav1l+ x,lacual es

\/m=1+%x—%x2+-~-

2

. a a . . . .

Para este caso la variable x = (r—) —2r—sm19n. Definiendo a la variable u = a/r,, y
n n

desarrollando los primeros términos de la serie se obtiene que
1.1 1 . 1 . .
1+ % - gx2 +e=1+4+ E(uz —2usind,) — g(u4 — 4u3sind9, + 4u?sin?9,) + -
1 . 1 13 . 15 .
=1+ Euz —usind, — gu4 + 5u3 sind, — Euz sin® 9, + -+
. 19 ) 1 3 . 1 4
=1-usind, +-u (1 —sin“9,) +ou’sind, —u® + -

Sustituyendo este resultado en la Ec. 7.3-1, se llega a que

7, a a\? a\? a\*
n+1=1—<—)sin19n—l<—) coszﬁn+l<—) sinﬁn—l<—) + -
T T 2\, 2\r, 8\,
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Multiplicando por —1;, y despejando, se obtiene finalmente la diferencia, — 1,41 en términos

de una serie infinita:

ind o 29 @ 5 Y, + a +
Ty — Tyt = asind, —5—cos“ 9, —s—sind, + —5+ -
2, 2, 8r,

Observando de nuevo la Figura 4.5, si se aplica ahora la Ley de los cosenos al tridngulo con los

lados s, 41, Sp, Y @, sobre el dngulo 7 + 6, (véase el vértice £s,, a), se obtiene que
Sp412 = S,% +a® + 2s,asin6,

Para obtener la diferencias, — s,4+1 en términos de una serie infinita, se debe utilizar un
procedimiento similar al mostrado anteriormente, sélo que en este casox = u? + 2usiné,,.

Como resultado se obtiene que

p p’ p*
S, — Sp41 = —psiné, —gcos2 0, + Fsin 0, + 83
n n n
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Para obtener la frecuencia final e inicial en términos de las medidasa, L, ¢, x’F y y’F,
primeramente se va a formular la frecuencia f;,, en términos de dichas medidas y de manera
general para cada escalon n, es decir f;, (n). Al final la frecuencia inicial corresponde a f,,, (n = 0)
y lafinala f,,(n = N).

En la Ec. 4.3-2, si se consideran sélo los angulos de incidencia 6, (véase la pagina 72) que son
correspondientes a las esquinas de los escalones (es decir los puntos ne ), se llega a que

mv

fm () =

2asin 8,
Sustituyendo sin 8,, por la Ec. 4.2-5, se obtiene entonces que
mv Sy,

Ec. 7.4-1

fm (TL) =

2a na-—xp
En la figura Figura 4.2, en el tridngulo cuyos lados miden s,,, sg y na, si se aplica la Ley de los
. T e .
cosenos en el angulo > + 6, (del vértice sy, na ), se obtiene que
sp? =n?a® + s4% + 2nas, cos 6,

Observando la Figura 4.2 se puede deducir que yr = sgcos 6y, y por lo tanto

Sp = /n2a? + sy2 + 2ypna

Sustituyendo este resultado en la Ec. 7.4-1 se llega a que

mv \/sg? + n?a? + 2ypna Ec. 7.4-2

fm (TL) =

2a na — xp
El siguiente paso es expresar xp, Sp, en funcién del angulo de inclinacion de la escalinata
FrYFY So
(¢), y de las coordenadas x pyy  del sistema no rotado (paralelo al suelo). De la Ec. 4.2-3 se

obtiene que

Xp = x’Fcos¢+y’Fsen¢
Yr = —xrsen¢ + y'rcos ¢

Insertando estas igualdades y la Ec. 4.2-2 en la Ec. 7.4-2, se obtiene f;, (n) que es de la forma:

mv\/(xl})2 + ()% + n?a? + 2na(—xp sen¢ +y', cos ¢) Ec. 7.4-3
fm n) ==

2a na—x}cos¢—y} sen ¢
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En el caso de la frecuencia inicial, que corresponde al escaléon n = 0, se obtiene que

mv 1

fm(o) = _Z'

X cos ¢ + Yr sen ¢
V@xp)? + (yp)? V@xp)? + (yp)?

En cuanto a la frecuencia final, el cual corresponde a n = N, dado que L = Na se obtiene que

vaL + (xp)? + ()2 + 2L(—x'psen¢p + y', cos ¢)
fm(N) =Z

L—xrcos¢p—y ,sen¢
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La Transformada de Fourier del pulso y(t) = e~t?/20¢ cos(2mf,t), se puede obtener de la

Secciéon 2.4.4, en donde se calculd la transformada de un pulso de la forma

Y(t) = Ja/n e~ @t? e=i@ct) con @ > 0. En la férmula de y(t), si se cambia a cos(27f.t) por su
., . — . . 1

representacion compleja (e !37fct)) y ademds se sustituye por las constantes a=-=y

t

w, = 2nf,; sellega a que

y(©) = oot et = [Ty

Utilizando la Ec. 2.4-10 de la Seccidn 2.4.4, se puede calcular entonces la Transformada de

Fourier Angular de y(t), o sea Y (w):

(w—wo)z G?(w—wo)z
Y(w) = FO @) = ngw}: Jge-T = femotes

Recordando que w = 27f, entonces la transformada Y (w) en funcién de la frecuencia f es

Y(f) — 21-[(5? . 6_2”20?(1(_1(0)2

De acuerdo con la Ec. 5.2-3: 0? = 1/(41'[2013), entonces la Transformada de Fourier del pulso
y(t) es:
1 _( _ )2/2 2
Y(f) = ——=e /2]

2
21mf

La amplitud del espectro estd definida como |Y(f)| = Y (f)Y*(f) (véase las Ec. 2.4-7 y Ec.

2
10.1-5). Como e_(f_fc)z/Z"f es una cantidad real positiva para cualquier f complejo, entonces

Y(f) = Y*(f) y porlotanto [Y(f)| = Y (f).
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Para resolver la integral

o 1 o —(f—zfc)2
[rorar=s] o7 4

se comienza con un cambio de variable (x = f — f,) y una sustitucién por la constante

a=1/ ol%. Con esto se llega a que
(o] _(f_fc)z (o]
o4 _ —ax?
e f df= e dx

La integral a resolver es la conocida integral gaussiana y su propiedad es que

fjooo e~ dx = Jn/a (Riley et al. 2006)
Entonces
—(f—fo)?
* © —gt 1 @ Ao 1
[ worar=o—| ¢ 7 4= F=T2
oo 2rof J 2nof Na  2mof zaf\/ﬁ

6
De acuerdo con la Ec. 5.2-3, o5 = b, f./V—81Inr donde r = 10720. Por lo tanto

1 _ 1 —Inr
200V bufey 2m

Evaluando la raiz cuadrada se obtiene finalmente que

0.3316
by, f.

j Y(H)I2df =
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8.1 NUMEROS COMPLEJOS

Un numero complejo z no es mas que un par ordenado de nimeros reales x y y de forma que

z=x+1y Ec. 8.1-1

Donde i es la unidad imaginaria y es igual a+v—1. El nimero z se compone de dos partes: la

parte real Re(z) estd representado por x y la parte imaginaria Im(z) esta representado por y.

El conjugado de un nimero complejo se obtiene simplemente cambiando de signo la parte
imaginaria, esto es z* = x — iy donde z* denota el conjugado de z. Utilizando esta operacién se

pueden obtener la parte real e imaginaria de un numero complejo de la siguiente forma
1 1
Re(z) = 5 (z+z") Im(z) = % (z—-2z%) Ec. 8.1-2

Dado que los nimeros imaginarios pueden ser representados sobre un plano estos pueden ser
expresados en forma de coordenadas polares (1, 8) donde r es la distancia al origen y 8 el angulo

con respecto al eje real. Entonces

z=r(cos + isenb) Ec.8.1-3

Utilizando la férmula de Euler e®® = cos@ +isen® se llega a una representaciéon polar

bastante util

— i6
z=re Ec. 8.1-4

En esta representacion r es llamado el mddulo o magnitud de z (r = |z|) y 0 el dngulo de fase

o argumento de z. Estas coordenadas pueden obtenerse mediante las igualdades
r? =|z|*> = zz* tand =2 Ec. 8.1-5
X

(Arfken 1985)

8.2 ONDAS PLANAS INHOMOGENEAS

Las ondas planas inhomogéneas son aquellas en que la perturbacién no es uniforme en los
planos que conforman la onda. La representacién matematica de estas ondas se puede obtener

utilizando un vector de onda complejo, esto es

k=kn=k(ng +in;) Ec. 8.2-1



Anexos

Donde np y n;son los componentes del vector unitario n. La componente np apunta en la
direccién de propagacién de la onda y n; es perpendicular a ny por lo que yace sobre los planos
de la onda plana. Estas caracteristicas son equivalentes a las igualdades

2 2 2
nt=mnpt-—mnt =1 Ec. 8.2-2

ng-n =0 Ec. 8.2-3
(Jackson 1998)

Para el caso de un vector unitarion = (X + iy), entonces el producto kn - r = kx + ikyy por

tanto la onda plana inhomogénea resultante es

l/)(r, t) — Aei(kx+iky-T—(ut) — Ae—kyei(kx-T-wt) Ec. 8.4

La onda inhomogenea obtenida tiene una direccién de propagacion que va en la direccién del
eje x pero su amplitud disminuye de forma exponencial conforme la coordenada y aumenta. Si el
eje x representa la interface entre dos medios de diferentes densidades en el caso acustico o
indices de refraccion en el caso dptico, la expresion de arriba representaria una onda evanescente.
Este tipo de onda es un fendmeno tipico de la reflexién total interna que ocurre para
determinados angulos de incidencia cuando una onda se propaga a través de dos medios con

diferentes caracteristicas(Hecht 2000).

8.3 CONDICIONES DE FRONTERA

Las condiciones de frontera en fisica, son expresiones matematicas que describen el
comportamiento de una onda en general cuando incide sobre la superficie de un medio con

diferentes propiedades.

La condicion de frontera Dirichlet para el caso acustico corresponde a la condicion de sonido

suave (sound-soft), esto es que la onda de presion total p(r) se anula sobre la superficie o

p(r) = 0 para todar sobre o Ec. 8.3-1

La onda total p(r) se define como la suma de la onda incidente y la onda dispersada o

difractada por la superficie.

La condicion de frontera de Neuman para el caso acustico corresponde a la condicidn de sonido
duro (sound-hard) y equivale a que la componente normal a la superficie del gradiente de la onda

acustica se desvanece en la frontera o:
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Ju
n-vul) = o 0 para toda r sobre ¢ Ec. 8.3-2

Donde u(r) representa la velocidad de particula y 7i es el vector unitario normal a la

superficiea.

(Colton & Kress 1998)

8.4 SERIE DE FOURIER DE UNA ONDA TRIANGULAR

A continuacién se desarrollard la Serie de Fourier para una onda triangular con periodo T =

2. El perfil de esta onda esta descrito (en su primer periodo) por la funcién

fO=1tl —w<t<m Ec. 8.4-1

Calculando la Serie de Fourier se encuentra que las constantes B, = 0 para toda n, ya que el

producto de la funcién f(t) con cualquier funcién seno es una funcién impar y en consecuencia, la

integral del producto sobre el intervalo [— T, 11] es nulo. Por otro lado

A, =— cosn [ — n=135 Ec. 8.4-2
t t dt = —-1) = 2 19,9, e
n f 2 (COSTI,TL' ) { mn

0, n =246, ..

Y también
2 Vs
Aoz—f tdt =1 Ec. 8.4-3
T Jo
De esta manera

cos 3t cos b5t ) Ec.8.4.4

T 4
f(t)=§—E<cost+T+5—2

(Kreider et al. 1971)
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