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Resumen

En esta tesis se investigaron las propiedades de auto-similaridad de patrones bidi-
mensionales obtenidos de imágenes binarias de contornos de fracturas en rocas de
diferente origen geológico y diferentes escalas de longitud. También se estudiaron
las propiedades de auto-similaridad y auto-afinidad de un Modelo Estocástico de
Crecimiento Laplaciano (MECL) bidimensional que emula las propiedades estruc-
turales de contornos de fracturas en rocas. El MECL se define en términos de un
proceso de iteración de una transformación conforme, no lineal, de una solución
elemental de la ecuación de Laplace. La transformación conforme, no lineal, (ma-
peo no lineal) depende explı́citamente de dos parámetros, a y λ. El parámetro a,
varı́a continuamente en el intervalo (0, 1), y define la forma de una protuberancia
que se añade en cada etapa de crecimiento del contorno, mientras que λ representa
el área de la protuberancia. Despúes de realizar al menos 104 iteraciones el mapeo
no lineal produce un patrón de fractura. La variación de a en el intervalo (0, 1)
genera familias de patrones bidimensionales de fracturas con diferentes propieda-
des estructurales. Esto permite emular fracturas en rocas de escalas de longitud y
origen geológico diferentes. Para caracterizar las propiedades estructurales de los
patrones de fracturas tanto en rocas como los obtenidas con el modelo se calcu-
laron tres diferentes dimensiones fractales:(i) de capacidad, (ii) de información y
(iii) de correlación. También se calculó el exponente de rugosidad asociado a los
perfiles angulares de los patrones obtenidos con el MECL. De un análisis detalla-
do de la estructura de estos patrones, se encontró que las dimensiones fractales
de capacidad, información y correlación decrecen monotónicamente conforme a
aumenta. Cuando a toma valores muy cercanos a la unidad los valores de estas
tres dimensiones fractales tienden a converger a un mismo valor, sugiriendo un
carácter auto-similar de los patrones. Además, de un análisis de las correcciones al
escalamiento del exponente de rugosidad de los patrones obtenidos con el MECL
se concluye que la familia de patrones con a = 0.9 tiene propiedades auto-afı́nes.
Lo que es más importante, para este valor de a el valor del exponente de rugosidad
está dentro del rango de valores reportados para fracturas en rocas. Un resultado
notable de esta tesis son las propiedades de auto-similaridad de los contornos de
fracturas en rocas en las escalas de milı́metros y metros coinciden con las de los
patrones del MECL con a =0.15 y 0.30, respectivamente. Ası́ también, las propie-
dades estructurales de fracturas en rocas en la escala de kilómetros coinciden con
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las de los patrones del MECL con a =0.90. Esto indica que diferentes familias de
patrones obtenidos con el MECL representan bien la estructura auto-similar de los
contornos de fracturas en rocas en estas escalas de longitud.
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Capı́tulo 1

Introducción

La corteza terrestre está compuesta por una gran variedad de rocas ı́gneas, se-
dimentarias y metamórficas, y está constantemente sometida a esfuerzos que la
deforman. Cuando la deformación no se libera en eventos catastróficos sólo puede
ser visible a través de la escala de tiempo geológico –millones de años–. Debido
a lo anterior se puede considerar que la deformación de la corteza es un evento
cuasi-estático que eventualmente produce fallas o fracturas. Las fracturas son las
estructuras visibles más abundantes en la corteza de la Tierra y están presentes
en la mayorı́a de las rocas en los afloramientos. En ciencias de la Tierra las frac-
turas se pueden definir como superficies de discontinuidad no sedimentaria –que
no representa una ruptura en el registro estratigráfico– donde la roca ha perdido
su cohesión como resultado de una falla mecánica y que puede estar rellena o no.
Al analizar las caracterı́ticas de las fracturas, se pueden obtener algunas huellas
respecto del tipo de deformación que ha ocurrido en la roca, ası́ como la dirección
de movimiento de bloques de roca. El análisis de los rellenos de las fracturas y de
las relaciones de corte entre diversos conjuntos de fracturas puede ayudar a deter-
minar la secuencia cronológica de diferentes eventos geológicos. Por otro lado, las
fracturas juegan un papel muy importante en el flujo y almacenamiento de fluidos
a través de la corteza porque ellas aumentan la permeabilidad de la roca. A lo lar-
go de las tres décadas pasadas, la comunidad geológica ha desarrollado modelos
numéricos que simulan el flujo de fluidos a través de la corteza con la finalidad
de entender el impacto de las zonas de falla en el flujo, entre varios otros aspectos.
En la industria del petróleo los yacimientos pueden ser naturalmente fracturados
y en este caso las fracturas tienen un impacto significativo en la producción de
petróleo y sus derivados. No obstante, para entender el flujo de fluidos a través
de las rocas es necesario conocer las correlaciones espaciales, la interconectividad,
la apertura, longitud y orientación de las fracturas [Cravero et al, 2005], ası́ como
la topografı́a y caracterı́sticas geométricas de las redes de fracturas. La caracteri-
zación tridimensional de una red de fracturas es extremadamente difı́cil debido a
que éstas están inmersas en la masa rocosa. Hasta donde se sabe, no existe algún
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artefacto o técnica que permita analizar las caracterı́sticas de las redes de fracturas
sin destruirlas. Debido a esto, el estudio de las fracturas usualmente se restringe
a análisis bidimensionales de secciones sı́smicas, láminas delgadas o en paredes
de excavaciones. Éstos estudios se realizan en secciones con diferentes escalas de
longitud.

El análisis de las fracturas en diferentes escalas de longitud sugiere la existencia
de una estructura geométrica que se ve similar en cada nivel de observación in-
dicando una estructura fractal. Con el descubrimiento de la geometrı́a fractal, las
propiedades de los fractales se han aplicado en la descripción de diferentes estruc-
turas naturales y fenómenos fı́sicos [Mandelbrot et al, 1984]. Después del trabajo
de Mandelbrot en relación al carácter fractal de la superficies de fracturas en me-
tales, se ha aplicado la geometrı́a fractal en forma extensa para describir las pro-
piedades estructurales de las fracturas. Se ha encontrado que la propagación de
fracturas y el crecimiento de defectos en materiales sujetos a esfuerzos genera pa-
trones complejos de fracturas con estructura fractal. La geometrı́a fractal es una
rama de las matemáticas que permite identificar y caracterizar cuantitativamen-
te las propiedades estructurales de objetos y conjuntos cuya estructura es similar
cuando se observan en diferentes escalas de longitud. El concepto de estructura
fractal involucra el concepto abstracto de infinito en el tamaño de su estructura. No
obstante, de manera estricta, en la naturaleza no hay fractales debido a que existen
lı́mites superior e inferior en sus escalas de longitud. El primero está relacionado
con el tamaño finito del objeto mientras que el segundo se relaciona con la escala
atómica. Por lo tanto, se puede decir que en la práctica sólo existen objetos que
parecen fractales dentro de un rango de escalas de longitud. El objetivo principal
de esta tesis, es relacionar las propiedades estructurales de contornos de fracturas
en rocas, obtenidos a partir de un proceso de binarización de imágenes, con las
propiedades estructurales de familias de patrones generadas con un modelo es-
tocástico de crecimiento Laplaciano (MECL) en dos dimensiones. Se compararon
los resultados de ambos análisis para determinar los valores de los parámetros del
MECL que producen patrones con propiedades estructurales que son similares –
dentro de un margen de error – a los de los contornos de fracturas en rocas. De es-
te modo los contornos de fracturas en rocas quedaron asociados a estructuras con
geometrı́a no ecuclidiana que pueden ser reproducidas. Para este fin se usó el mo-
delo introducido en las referencias [Barra, Hentschel, Levermann, Procaccia, 2002,
Barra, Levermann, Procaccia, 2002] para la propagación de fracturas en modo III
que, como se verá más adelante, tiene un campo de deformación determinado por
la solución de la ecuación de Laplace.

En el capı́tulo 2 se presentará un breve repaso del modo III de propagación de
fracturas. El capı́tulo 3 repasa el modelo de crecimiento Laplaciano. En el capı́tu-
lo 4 se presenta en detalle el modelo de crecimiento de fracturas, mientras que en
el 5 se incluye una revisión de los conceptos de auto-similitud, auto-afinidad y

7



escalamiento. En el capı́tulo 6 se presenta una breve descripción geológica de los
afloramientos donde fueron tomadas las imágenes de fracturas y en el 7 se presen-
tan los resultados obtenidos de los análisis tanto para los patrones generados con
el MECL como para las imágenes binarias de fracturas en rocas. Finalmente, en el
capı́tulo 8 se presentan las conclusiones de la investigación reportada en esta tesis.
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Capı́tulo 2

Modos básicos de propagación de
fracturas

En general cualquier desplazamiento �u(x, y, z) de una fractura se puede considerar
como la superposición de los tres modos básicos de propagación: modo I o de
tensión, modo II o de cizalla y modo III o de tijera. Suponiendo un medio contı́nuo,
elástico, isotrópico y homogéneo, las componentes del tensor de esfuerzos, σij ,
para cada modo deben satisfacer las siguientes relacionesen en la frontera (∞):

modo I
σzz(∞) = 0 ; σxx(∞) = σ∞ ; σzx(∞) = 0 (2.1)

modo II
σzz(∞) = 0 ; σyy(∞) = 0 ; σyz(∞) = σ∞ (2.2)

modo III
σyz(z → ±∞) = σ∞ . (2.3)

Una vez que se define el campo de esfuerzos para un elemento diferencial de vo-
lumen, es importante establecer técnicas que permitan su estimación en un sólido
de geometrı́a genérica sometido a fuerzas externas. En este sentido, y dentro del
marco de la teorı́a de elasticidad, es posible definir, para los modos I y II de pro-
pagación de fractura una función ψ(y, z) tal que las componentes del tensor de
esfuerzos, σij , puedan ser escritos como

σyy =
∂2ψ

∂z2
, σzz =

∂2ψ

∂y2
, σyz = − ∂2ψ

∂2yz
, (2.4)

cuando se garantiza el cumplimiento de una condición de equilibrio mecánico.
Esta función se denomina función de Airy [Barber,1992, pp 40]. Por otro lado, el
campo de desplazamiento, uz(x, y), para el modo III de propagación de fractura es
solución de la ecuación de Laplace en dos dimensiones. De esto se tiene que las
componentes de desplazamiento en modo III se expresan como

uz = uz(x, y), ux(x, y) = uy(x, y) = 0. (2.5)
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Figura 2.1: Esta figura ilustra cuatro eventos durante el proceso de propagación de frac-
tura en modo II. La figura enfatiza el hecho de que siempre que ocurra una
propagación en modo II habrá asociada una propagación simultánea en modo
III, pero en un plano perpendicular.

En este punto es importante enfatizar que la aplicación de un esfuerzo de cizalla
en dos lados opuestos de un bloque cuadrado produce simultáneamente un modo
II y un modo III de propagación en los planos paralelo y perpendicular a la aplica-
ción del esfuerzo, respectivamente. Este proceso se ilustra en la serie de diagramas
de la figura 2.1. La figura 2.1A muestra un bloque no deformado. En la figura 2.1B
se aplica un esfuerzo de cizalla a lo largo del eje z en dos lados opuestos del blo-
que y que son paralelos al plano xy. Este esfuerzo produce una deformación que
eventualmente genera una fractura que se propaga en modo II en el plano xz como
se ve en la figura 2.1C. Al mismo tiempo se observa que en el plano xy la misma
fractura se propaga en modo III. Este proceso se observa en la figura 2.1D. Por lo
tanto es suficiente seguir la propagación de la fractura en un sólo plano y aquı́ se
escoge la del plano xy que es la propagación en modo III. Debido a que en las frac-
turas en rocas, su estudio está limitado a dos dimensiones (en secciones sı́smicas,
láminas delgadas o en paredes de excavaciones), es posible usar sólo un modo de
propagación de fractura para simularlas.

Ahora se presentan el desarrollo que demuestra que el campo de desplaza-
miento para el modo III de propagació de fracturas está dado por la solución de la
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ecuación de Laplace.

2.1. Modo III de propagación
En esta sección se demuestra que las componentes del desplazamiento se pueden
obtener a partir de la solución de la ecuación de Laplace con la condición de fronte-
ra 2.3. Para resolver los problemas de elasticidad se requiere que las componentes
del esfuerzo satisfagan las siguientes ecuaciones de equilibrio [Barber,1992, pp 41]:

∂σij

∂xi
+ fj = 0 , (2.6)

donde fj representan las componentes de la fuerza de bulto.

De acuerdo con la figura (2.1) la orientación de los ejes coordenados es tal que en
el modo III de propagación, los esfuerzos aplicados forman el siguiente campo de
desplazamientos

uz = uz(x, y) , ux = uy = 0 . (2.7)

donde ui son los desplazamientos a lo largo de las direcciones x, y y z. El tensor de
deformación en términos del desplazamiento ui está dado por [Barber,1992, pp 16]

εij =
1

2

�
∂uj

∂xi
+

∂ui

∂xj

�
, (2.8)

y tomando en cuenta (2.7) las componentes de deformación son

εxx =
∂ux

∂x
= 0

εyy =
∂uy

∂y
= 0

εzz =
∂uz

∂z
= 0

εxy =
1

2

�
∂uz

∂y
+

∂uz

∂x

�
= 0

εxz =
1

2

�
∂ux

∂z
+

∂uz

∂x

�
=

1

2

∂uz

∂x

εyz =
1

2

�
∂uy

∂z
+

∂uz

∂y

�
=

1

2

∂uz

∂y
.

(2.9)
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Suponiendo que el medio es elástico e isotrópico, las ecuaciones constitutivas

σij =
E

1 + ν

�
εij −

ν

1− 2ν
εkkδij

�
y εij =

1 + ν

E

�
σij −

ν

1 + ν
σkkδij

�
, (2.10)

donde E es el módulo de Young, ν es la razón de Poisson, εij y σij son los tenso-
res de deformación y esfuerzo, respectivamente, δij es la delta de Kronecker [Bar-
ber,1992, pp 32] y los ı́ndices repetidos indican suma, escriben las componentes del
tensor de deformación en términos de las componentes del tensor de esfuerzos y
viceversa. Por lo tanto, usando (2.9) se pueden escribir las componentes del tensor
de esfuerzos en términos del desplazamiento,

σxx = σyy = σzz = σxy = 0

σxz =
E

2(1 + ν)

∂uz

∂x

σyz =
E

2(1 + ν)

∂uz

∂y
.

(2.11)

Las ecuaciones de equilibrio mecánico (2.6) a lo largo de las direcciones x, y y z son

∂σxx

∂x
+

∂σxy

∂y
+

∂σxz

∂z
= −fx

∂σyx

∂x
+

∂σyy

∂y
+

∂σyz

∂z
= −fy

∂σzx

∂x
+

∂σzy

∂y
+

∂σzz

∂z
= −fz

(2.12)

y suponiendo que las fuerzas de bulto son cero, las dos primeras ecuaciones en (2.12)
se satisfacen automáticamente porque todos los términos son cero. En la tercera
ecuación se reemplaza el esfuerzo (2.11) para obtener

E

2(1 + ν)

�
∂2uz

∂x2
+

∂2uz

∂y2

�
= 0. (2.13)

De acuerdo a la geometrı́a de la fractura, uz es la única componente del despla-
zamiento que es diferente de cero, entonces se puede reescribir la ecuación (2.13),
quitando los subı́ndices z, como

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= ∇2u = 0, (2.14)

que es la ecuación de Laplace y cuya solución representa el desplazamiento del
modo III de propagación.
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Capı́tulo 3

Formación de patrones

La formación de patrones en condiciones de no equilibrio ha sido un tema de in-
terés cientı́fico y práctico durante las últimas tres décadas. De interés particular
es la dinámica interfacial que se presenta en el análisis de muchos sistemas fı́si-
cos fuera de equilibrio. Las estructuras caracterı́sticas de los patrones desarrolla-
dos en estos procesos de crecimiento están relacionados con inestabilidades no-
lineales [Kessler, 1988] que a menudo dan lugar a la formanción de estructuras
ramificadas. Los ejemplos más comunes son las dendritas y los copos de nieve
(Fig. 3.1). En general, los patrones producidos por inestabilidades presentan es-
tructuras no triviales y dan lugar a la formación de “ramifiaciones” en ciertas di-
recciones favorecidas por la anisotropı́a del medio o por las condiciones de fron-
tera. Los detalles más sutiles de los patrones, particularmente sus inestabilidades,
son muy sensibles tanto a la geometrı́a del sistema como a las condiciones externas
(la existencia de otros campos).

Figura 3.1: Ejemplos de la formación de patrones en la naturaleza. (A) Estructura cristalina
de un copo de nieve. (B) Patrón dendrı́tico formado en una roca.

Las fracturas en rocas son otro ejemplo de crecimiento fuera del equilibrio. En la
corteza de la Tierra, las fracturas se originan y crecen cuando los esfuerzos llegan
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a ser iguales o mayores que la resistencia de la roca. Algunas fuentes posibles pro-
ductoras de grandes esfuerzos en la corteza de la Tierra son: 1) presión litostática
(cambio en el peso del material rocoso sobre un punto de observación debido a
sepultamiento, levantamiento o erosión); 2) presión de fluido; 3) fuerzas asociadas
con el desplazamiento de las placas tectónicas; 4) procesos termales (enfriamien-
to de rocas intrusivas y extrusivas, enfriamiento causado por el levantamiento o
erosión de la corteza); 5) impacto de meteoritos; y 6) otros procesos geológicos ta-
les como plegamiento, actividad volcánica o intrusión salina [National Research
Council, 1996]. La formación de una fractura implica pérdida de cohesión. Esta
pérdida de cohesión en las rocas se debe a ciertas condiciones externas que produ-
cen cambios en sus propiedades. Las imperfecciones de la roca constituyen puntos
de debilidad donde los esfuerzos tienden a concentrarse. Esta concentración de es-
fuerzos favorece la iniciación, propagación y coalescencia de pequeñas fracturas
–grietas–. La propagación de grietas está condicionada tanto al tipo de esfuerzo
aplicado como a las propiedades del material, y se presenta cuando ocurre un des-
plazamiento de las fronteras de la grieta en alguna dirección. Cuando las velocida-
des de propagación son lo suficientemente altas dentro del medio se produce una
inestabilidad que genera las discontinuidades adquieran una estructura ramifica-
da que produce patrones que pueden ser muy complejos [Cross, Hohenberg, 1993,
Gollub, Langer, 1999].

Una amplia variedad de los patrones que se observan en la naturaleza, y en par-
ticular el proceso de fractura, se puede describir en términos de una interfase que
evoluciona debido a la acción de fuerzas externas ası́ como a las propiedades de
la interfase misma [McKane et al, 1995, Vicsek et al, 1989]. Muchos de estos ejem-
plos, pueden ser descritos por la acción de un campo escalar que es solución o la
ecuación de difusión (D∇2u = (∂u

∂t )) sujeta a condiciones de frontera bien defini-
das. Cuando la velocidad de crecimiento es muy lenta la derivada en tiempo de la
ecuación de difusión se omite, de tal forma que el crecimiento se puede considerar
estacionario y puede ser descrito por la ecuación de Laplace (∇2u = 0) . Cuando
esto último ocurre se tiene un proceso de Crecimiento Laplaciano.

3.1. Crecimiento Laplaciano
Cuando el movimiento de la interfase formada por la coexistencia de dos fases de
bulto es lenta comparada con los procesos que ocurren en el bulto, el campo esca-
lar que describe la evolución de la interfase es una función armónica. Debido a que
las funciones armónicas son soluciones de la ecuación de Laplace en dos dimen-
siones, se puede denotar la evolución de la interfase como crecimiento Laplaciano.
El crecimiento Laplaciano se puede describir en forma determinista o estocástica.
Se obtiene un proceso de crecimiento Laplaciano determinista cuando la rapidez
de crecimiento de la frontera de un dominio bidimensional es proporcional a el
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gradiente del campo, U(x, y), que es solución de la ecuación de Laplace en dos di-
mensiones fuera del dominio. El campo U(x, y), que es solución de la ecuación de
Laplace, cumple con las siguientes condiciones de frontera: (i) U(x, y) = 0 en la
frontera del dominio y (ii) U(x, y) = (1/2π) ln(r), en el lı́mite cuando la coordena-
da radial r es muy grande –en infinito–. Por otra parte, el concepto de crecimiento
Laplaciano estocástico (MECL) se introdujo en la década de los ochentas [Pietrone-
ro, Wiesmann, 1984, Sherwood, Nittmann, 1986]. No obstante, fue hasta la década
de los noventas cuando Hastings y Levitov [Hastings, Levitov, 1998] mostraron
cómo se implementa explı́citamente por medio de un proceso iterativo de mapeos
conformes no lineales. Ellos introdujeron una familia de funciones de dos paráme-
tros que determinan la forma y tamaño de una protuberancia que se añade a la
frontera del dominio en cada iteración. El modelo consiste en la iteración de una
función conforme no lineal que mapea estocásticamente el exterior de un circun-
ferencia unitaria en el plano complejo en otra región que es el complemento de
un agregado – dominio – formado por n partı́culas en el plano fı́sico. Especı́fi-
camente, un paso – iteración – del modelo de crecimiento Laplaciano añade una
nueva partı́cula – protuberancia – al agregado existente con una probabilidad de-
terminada por la magnitud del gradiente del campo U(x, y). Las propiedades del
modelo de crecimiento Laplaciano han sido estudiadas por varios autores [Peter-
son, 1998, Davidovitch et al, 1999, 2000]. Se ha encontrado que dependiendo de
cómo se realice el proceso de crecimiento – añadiendo partı́culas al agregado por
crecimiento serial o en paralelo – los patrones resultantes adquieren diferentes di-
mensiones fractales, lo que sugiere que éstos procesos de crecimiento pertenecen a
dos clases de universalidad diferentes [Barra, Davidovich, Levermann, Procaccia,
2001, Barra, Davidovich, Procaccia, 2002]. En la siguiente sección se presenta con
más detalle el MECL.

Figura 3.2: Esta figura ilustra cómo la función Ψλ,θ genera un protuberancia en una circun-
ferencia unitaria a lo largo de la dirección θ.
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3.2. Modelo estocástico de crecimiento Laplaciano
En la década de los noventas Hastings y Levitov [Hastings, Levitov, 1998] pro-
pusieron una secuencia aleatoria de transformaciones conformes no lineales para
generar el proceso de crecimiento Laplaciano. Una transformación conforme o ma-
peo conforme es una función que preserva el ángulo de intersección entre dos cur-
vas que se intersectan en un punto z0. La solución de la ecuación de Laplace en dos
dimensiones es invariante cuando se aplica una transformación conforme, es decir,
la función resultante sigue siendo una solución de la ecuación de Laplace que sa-
tisface las mismas condiciones de frontera. De aquı́ que el crecimiento Laplaciano
de una frontera Γ puede formularse mediante la iteración de un mapeo conforme
no lineal estocástico, Ψλ,θ(w) (3.2). El mapeo Ψλ(w) de la ecuación 3.1 consiste en
mapear una circunferencia unitaria –que es la frontera Γ– definida en el plano com-
plejo en otra circunferencia unitaria que tiene una protuberancia –inestabilidad–
orientada a lo largo del eje x. Este mapeo está determinado en función de dos
parámetros, λ, el tamaño de la protuberancia, y a, la forma de la protuberancia.
Estos parámetros tienen los siguientes rangos de variación: 0 < a < 1 y 0 < λ < λ0,
con λ0 un valor inicial. Después de que se realiza la transformación conforme, se
rota aleatoriamente la protuberancia alrededor de su centro por un ángulo θ, tal
como se indica en la ecuación (3.2). En la figura. 3.2 se muestra un diagrama es-
quemático de éste procedimiento. El ángulo de rotación θ se elige de función de
probabilidad P (θ), consistente con el problema especı́fico que se desea estudiar.
En el caso de patrones de fracturas esta función de probabilidad se definirá en el
siguiente capitulo. El proceso iterativo descrito anteriormente emula cada etapa
de crecimiento de la frontera. Las funciones explı́citas que realizan este proceso se
escriben como [Hastings, Levitov, 1998]:

Ψλ(w) = w1−a

�
1 + λ

2w
(1 + w)

�
1 + w + w

�
1 +

1

w2
− 2

w

1− λ

1 + λ

�
− 1

�a

(3.1)

Ψλ,θ(w) = eiθΨλ(e
−iθw) . (3.2)

En la figura 3.3, primer fila se muestra cómo cambia la forma de la protuberan-
cia para diferentes valores de a manteniendo λ = 0.30, constante. Se observa que
cuando a es muy pequeña, valores cercanos a cero, la protuberancia es casi im-
perceptible, figura 3.3A. Conforme aumenta el valor de a la protuberancia se hace
cada vez más redonda y abultada, figura 3.3B. No obstante, cuando el valor de a
es cercano a la unidad la protuberancia es muy puntiaguda como una espina, figu-
ra 3.3C. Por otra parte, para entender cómo cambia el tamaño de la protuberancia
al variar el parámetro λ, en las figuras 3.3D-F se muestran tres protuberancias para
diferentes valores de λ manteniendo el valor de a = 0.50 constante. Se observa que
conforme λ aumenta el tamaño de la protuberancia también aumenta. Finalmente,
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en las figuras 3.3G-I se muestran las diferentes formas de la protuberancia cuando
se varı́an simultáneamente los valores de λ y α.

a = 0.9
λ = 0.1

a = 0.5
λ = 0.2

a = 0.01
λ = 0.3

a = 0.5
λ = 0.01

a = 0.5
λ = 0.5

a = 0.5
λ = 0.99

a = 0.001
λ = 0.3

a = 0.5
λ = 0.3

a = 0.99
λ = 0.3

Figura 3.3: Formas en las que se transforma la circunferencia unitaria bajo la acción del
mapeo conforme definido en la ecuación 3.2. En la primera fila, (A-C), se fija el
valor de λ y se varı́a el de a. En la segunda, (D-F), se fija el valor de a y se varı́a
el de λ. En la tercera fila, (G-I), se varı́an tanto los valores de a como los de λ.

Como se explı́co en párrafos anteriores el crecimiento Laplaciano de una frontera
se realiza con un proceso iterativo que consiste en efectuar la siguiente regla de
composición:

Φm = Ψλ1,θ1 ◦Ψλ2,θ2 ◦ · · · ◦Ψλm,θm . (3.3)

Este proceso iterativo junto con una distribución de probabilidad P (θ), apropiada
que define las rotaciones aleatorias, añade a la frontera en cada paso una protube-
rancia de tamaño λm que a través de varias iteraciones produce un contorno. En
particular, el MECL se ha aplicado al estudio de caracterı́sticas geométricas de frac-
turas cuasi-estáticas en medios frágiles. Como se verá en el siguiente capı́tulo, el
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método descrito en esta sección construye una solución exacta de las ecuaciones de
Lamé para el modo III de propagación de fracturas [Barra, Hentschel, Levermann,
Procaccia, 2002].
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Capı́tulo 4

Modelo de fracturas

En este capı́tulo se presenta el modelo introducido en la referencia [Barra, Hen-
tschel, Levermann, Procaccia, 2002] que describe la propagación de fracturas en
modo III. El modelo de propagación de fracturas se basa en el MECL descrito en
la sección 3.2 aplicando condiciones de frontera especı́ficas a las soluciones de la
ecuación de Laplace e introduciendo una función de probablilidad P (θ) que defi-
ne las direcciones de crecimiento, en función de los valores del esfuerzo tangen-
cial resuelto sobre un plano. Eligiendo un conjunto de seis valores del parámetro
a distribuidos uniformemente en el intervalo (0, 1) se generaron seis patrones de
fracturas con diferentes propiedades estructurales. Cada uno de ellos muestra al-
gunas de las caracterı́sticas más importantes de los patrones pertenecientes a cada
una de las familias definidas para cada valor de a.

Se considera que el medio en el cual ocurre la propagación de la fractura es ho-
mogéneo, isotrópico e infinito, y que la cinética del proceso de fractura es lo sufi-
cientemente lenta para ser considerada como un proceso cuasi-estático. Por sim-
plicidad se considera la acción de un esfuerzo de cizalla finito con una sola de sus
componentes distinta de cero, σyz �= 0, aquélla que se localiza en el plano yz. Las
otras componentes del tensor de esfuerzos son cero, σij = 0. La aplicación de un
campo de esfuerzos con estas caracterı́sticas genera el siguiente campo de despla-
zamientos,

uz = uz(x, y) y ux = 0 uy = 0, (4.1)

por lo anterior, tanto la deformación como los esfuerzos son bidimensionales. Si Vn

y Vt denotan las componentes de la velocidad de propagación a lo largo de direc-
ciones normal y tangencial a la interfase de la fractura, respectivamente, entonces
se puede escribir

Vn(s) = α(|σzt(s)|− σc), (4.2)

donde σc representa el valor umbral del esfuerzo, es decir, cuando |σzt(s)| > σc

el medio se fractura, y s es la longitud de arco que parametriza el contorno de la
fractura. Cuando el esfuerzo es ligeramente mayor que el valor de umbral, σzt(s) �
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σc, la propagación de la fractura ocurre lentamente. En esta situación el campo
de desplazamientos está descrito por la solución de la ecuación bidimensional de
Laplace, ∇2u(x, y) = 0. Aquı́ se prescinde del subı́ndice z, pero se aclara que en
esa dirección, la componente del campo de desplazamientos es la única que no es
igual a cero. Aprovechando la invariancia de la solución de la ecuación de Laplace
en dos dimensiones bajo la aplicación de transformaciones conformes, se considera
la continuación analı́tica del campo de desplazamiento al plano complejo [Barra,
Hentschel, Levermann, Procaccia, 2002, Barra, Levermann, Procaccia, 2002],

χ(z) = u(x, y) + iξ(x, y) (4.3)

donde u(x, y) es la parte real de la función analı́tica compleja, χ(z) y z = x+ iy es la
posición de un punto en la interfase de la fractura. La función χ(z) debe cumplir la
condición de frontera, σyz → σ∞. Entonces, el tensor de esfuerzos debe expresarse
en términos del desplazamiento elástico, u(x, y), para poder escribir una expresión
apropiada para la condición de frontera. Usando las ecuaciones (2.11) y conside-
rando que el modelo requiere que

σyz = µ
∂u

∂y
=⇒ σyz

µ
=

∂u

∂y
. (4.4)

se integra con respecto a y y se considera que σyz(±∞) = σ∞ para que el desplaza-
miento u(x, y) esté determinado de manera única como,

u(x, y) = y

�
σzy

µ

�

y → ±∞

u(x, y) ≈ y

�
σ∞
µ

�
,

(4.5)

donde µ = E
2(1+ν) , E es el módulo de Young y ν es la razón de Poisson.

4.1. Solución de la ecuación de Laplace
Por lo anterior, lejos de la fractura, la función compleja χ(z) que cumple con la
condición de frontera (4.5) debe ser lineal, esto es,

χ(z) → −i
σ∞
µ

z como | z |→∞ . (4.6)

Por otro lado, la componente normal del esfuerzo, σzn, es cero en la interfase de la
fractura, es decir, σzn = ∂u

∂n = 0 [Fineberg, Marder, 1999]. Debido a que las condi-
ciones de Cauchy-Riemman, ∂u

∂n = −∂ξ
∂t , tienen que satisfacerse, es necesario que la
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parte imaginaria ξ de la función χ(z) sea constante en la interfase de la fractura.
Las letras n y t advierten las direcciones normal y tangencial a la interfase de la
fractura, respectivamente. Eligiendo ξ = 0 en la interfase de la fractura, la solución
de la ecuación de Laplace, χ(z), es una función real en la interfase de la fractura.
Por lo tanto,

χ(z(s)) = χ(z(s))∗, (4.7)

donde el asterisco denota el complejo conjugado. Debido a que las fracturas tienen
una forma geométrica complicada, la determinación y parametrización del campo
de deformación, χ(z), se torna un problema muy difı́cil. Para darle la vuelta a este
problema se traslada la continuación analı́tica del campo de deformación, χ(z), al
plano complejo Ω [Davidovitch et al, 1999]. En el plano complejo, la solución más
simple de la ecuación de Laplace es una circunferencia de radio uno y representa
una fractura con la forma geométrica más simple. El campo de desplazamientos
de tal fractura es la parte real de la función

χ0(ω) = −i
σ∞
µ

�
ω − 1

ω

�
, (4.8)

con ω = eiθ. Esta solución de la ecuación de Laplace satisface las condiciones de
frontera establecidas en las ecuaciones (4.6), y (4.7).

4.2. Transformaciones conformes
Para obtener la estructura complicada de una fractura se aplica una sucesión de
transformaciones conformes z = Φm(ω). En cada iteración m la fractura crece al
añadir a la circunferencia original una protuberancia de tamaño lineal,

√
λn, y cuya

forma depende del valor que tome a. Esto se muestra en la figura 3.3 ya mencio-
nada. La protuberancia añadida emula la zona de proceso de la fractura. De esta for-
ma el proceso de iteración mapea la circunferencia unitaria en el contorno de una
fractura de estructura complicada en el plano fı́sico Z. En la figura 4.1 se muestra
esquemáticamente este proceso de iteración el cual se completa con la aplicación
del mapeo conforme definido en (3.1), y (3.2). En lo que sigue se expresarán las
condiciones de frontera en términos de la transformación conforme Φm(ω). Como
la solución de la ecuación de Laplace, χm, debe ser lineal cuando |z|→∞, es decir,
lejos de la interfase de la fractura, se requiere que en la m−ésima iteración Φm(ω)
también sea lineal cuando |ω|→∞. En consecuencia, χm(z), se expresará como

χm(z) = −i

�
F1mσ∞

µ

��
Φ−1

m (z)− 1

Φ−1
m (z)

�
, (4.9)
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donde F1m es el coeficiente de la potencia mayor del desarrollo de la serie de po-
tencias para Φm, el cual está dado por [Davidovitch et al, 1999]

F1m =
m�

k=1

�
(1 + λk) , (4.10)

aquı́ λk representa el área de cada protuberancia añadida. Esta área se calcula por
medio de la relación

λm =
λ0

| Φ�m−1(e
iθm) |2 (4.11)

con θm la dirección de crecimiento en la m−ésima iteración y | Φ�m−1(e
iθm) | repre-

senta el jacobiano de la transformación del plano complejo al plano fı́sico.

Figura 4.1: Diagrama esquemático que muestra una iteración del procedimiento que ge-
nera el contorno de la fractura. Aquı́ Ω representa el plano complejo donde se
realiza la transformación conforme Ψn que deforma el cı́rculo unitario. Z re-
presenta el plano fı́sico donde bajo la función Φm se obtiene el contorno de la
fractura.
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4.3. Componente tangencial del esfuerzo
La propagación de la fractura ocurre cuando el esfuerzo aplicado es ligeramente
mayor que el valor umbral. El valor umbral del esfuerzo se define como el esfuerzo
máximo que soporta un sólido justo antes de fracturarse. Debido a que la interfase
de la fractura es una superficie libre, ahı́ la componente normal del esfuerzo σz

es cero [Fineberg, Marder, 1999], esto es σzn = ∂u
∂n = 0. Por lo que la componente

tangencial del esfuerzo es la que ocasiona la propagación de la fractura. Para ob-
tener la forma explı́cita de esta componente tangencial en términos de la longitud
de arco, s, que parametriza el contorno de la fractura en el plano fı́sico, se usa la
ecuación (2.11) y se escribe

σzt(s) = µ
∂u

∂t
, (4.12)

donde u es la parte real de χ(z). Entonces se puede escribir

σzt(s) = µ
∂u

∂t
= µ

∂Re(χm(z))

∂s
= µRe

�
∂χm(z)

∂s

�
, (4.13)

con Re la parte real. Para conocer la forma del esfuerzo tangencial en el plano
complejo es importante recordar que z = Φm(ω) con ω = eiθ y θ el ángulo en
coordenadas polares. Usando la regla de la cadena en la ecuación (4.13) se obtiene

σzt(s) = µ
∂u

∂t
= µ

∂Re(χm(z))

∂s
= µRe

�
∂χm(z)

∂s

�
= µRe

�
∂χm(Φm(eiθ))

∂θ
| ∂θ

∂s
|
�

,

(4.14)
con | ∂θ

∂s | el Jacobiano de la transformación de coordenadas que es el factor de
corrección requerido cuando se lleva a cabo una transformación desde un espacio
fı́sico a un espacio complejo.

Al usar (4.8) se puede escribir χm(Φm(eiθ)) como

χm(Φm(eiθ)) = −i

�
F1mσ∞

µ

��
Φ−1

m (Φm(eiθ))− 1

Φ−1
m (Φm(eiθ))

�
= −i

�
F1mσ∞

µ

�
(eiθ−e−iθ)

(4.15)
Calculando la derivada con respecto de θ,

∂χm(Φm(eiθ))

∂θ
= −i

�
F1mσ∞

µ

�
i(eiθ+e−iθ) =

�
F1mσ∞

µ

�
(eiθ+e−iθ) = 2

�
F1mσ∞

µ

�
cos θ ,

(4.16)
y reemplazando (4.16) en (4.14) se obtiene una expresión para la componente tan-
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gencial del esfuerzo en términos del ángulo polar,

σzt(θ) =

µRe

�
2

�
F1mσ∞

µ

�
cos θ

�

| Φ�m(eiθ) | =
2F1mσ∞ cos θ

| Φ�m(eiθ) | (4.17)

donde 0 ≤ θ < 2π y se substituyó la forma explı́cita del Jacobiano de la transfor-
mación.

4.4. Distribución de probabilidad de las direcciones
de crecimiento

Las direcciones de crecimiento de la fractura se determinan por medio de una dis-
tribución de probabilidad. La probabilidad está en función de los valores del es-
fuerzo tangencial, pues es éste el que produce la propagación de la fractura. Cuan-
do el valor del esfuerzo tangencial es ligeramente mayor que el esfuerzo umbral,
σc, la fractura se propaga. Para representar este hecho en la distribución de pro-
babilidad se ha introducido la función escalón unitario –función de Heaviside–,
Θ(∆σ(θ)), que toma el valor de uno cuando el esfuerzo tangencial es mayor que
valor de umbral y es igual con cero en el caso opuesto. En forma explı́cita esta
función se define como

Θ(∆σ(θ)) =

�
1 si ∆σ(θ) > 0

0 si ∆σ(θ) ≤ 0
(4.18)

donde ∆σ(θ) = σzt − σc.

El esfuerzo tangencial σzt debe expresarse en términos del ángulo polar pues el
dominio de la distribución de probabilidad está formado por las direcciones en las
cuales el esfuerzo tangencial σzt es mayor que el esfuerzo umbral σc. De este modo
la función de probabilidad esta determinada por | Φ�n(eiθ) | ∆σ(θ)Θ(∆σ(θ)), donde
| Φ�n(eiθ) | es el jacobiano de la transformación.

La distribución de probabilidad debe satisfacer que
� 2π

0 P (θ)dθ = 1. Para garanti-
zar este resultado es necesario normalizar el término | Φ�n(eiθ) | ∆σ(θ)Θ(∆σ(θ)).
Ası́ pues, la función de probabilidad adquiere la forma [Barra, Hentschel, Lever-
mann, Procaccia, 2002]

P (θ)dθ =
| Φ�m(eiθ) | ∆σ(θ)Θ(∆σ(θ))

� 2π

0 | Φ�m(eiθ̃) | ∆σ(θ̃)Θ(∆σ(θ̃)) dθ̃
. (4.19)

Para generar el valor de la variable aleatoria θ con distribución de probabilidad
P (θ = θj) = pj se procede de la siguiente manera: se genera un número aleatorio
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R distribuido uniformemente en el intervalo (0, 1) y se define la variable,

θ =






θ0 si R < p0

θ1 si p0 ≤ R < p0 + p1

...
θj si

�j−1
i=1 pi ≤ R <

�j
i=1 pi

...

(4.20)

como P (a ≤ R < b) = b− a para 0 < a < b < 1, se tiene

P (θ = θj) =
j−1�

i=1

pi ≤ R <
j�

i=1

pi = pj (4.21)

y entonces θ tiene la distribución P .

Este procedimiento se realiza mediante el siguiente algoritmo:

1. Se genera una serie de ángulos θj en el intervalo (0, 2π) ordenados de modo
que θ0 < θ1 < θ2 < ...

2. Se obtiene una probabilidad pj para cada uno de los valores generados en la
serie, usando (4.19).

3. Se calcula Fk con Fk = F (θk) =
�k

i=1 pi

4. Se genera un número aleatorio R distribuido uniformemente en el intervalo
(0, 1)

θ será igual a θj si Fj−1 < R < Fj , con 1 < j < k.

Dicho de otra forma, después de generar un número aleatorio R se determina el
valor de la variable aleatoria θ encontrando el intervalo (Fj−1, Fj) en el que se lo-
caliza R. Esto es equivalente a determinar la inversa de la distribución acumulada
que es F−1(R) = θ.

4.5. Formación de patrones mediante un proceso itera-
tivo

Con base en lo anterior, aquı́ se describe brevemente la estructura de los diferentes
patrones obtenidos para seis valores del parámetro a distribuidos uniformemente
en el intervalo (0, 1). El tamaño de la protuberancia, λm, que se añade al agregado
en cada iteración m se calcula mediante la ecuación (4.11). La dirección de cre-
cimiento del patrón, θm, en la m−ésima iteración, se elige de la distribución de
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a = 0.15 a = 0.30 a = 0.45

a = 0.60 a = 0.75 a = 0.90

Figura 4.2: Estructuras representativas de los patrones que pertenecen a seis diferentes fa-
milias del MECL. Estos patrones son el resultado de 104 iteraciones de Ec. 4.22
con las mismas condiciones iniciales como son la semilla, valores de esfuerzo y
valor inicial de λ0.

probabilidad (4.19). Con estos valores de λm y θm, se completa el modelo de creci-
miento de fractura aplicando la fórmula recursiva

Φm(ω) = Φm−1(Ψλm,θm(ω)) , (4.22)

con Ψλm,θm(ω) dada por 3.2 y con la condición inicial, Φ0(ω) = ω.

Como ya se explicó, el exponente a en el mapeo no lineal del MECL define la es-
tructura del patrón del contorno de la fractura, al añadir en cada iteración una
protuberancia que puede ser redondeada o alargada. La figura 4.2 muestra cómo
cambia la estructura de los patrones despues de diez mil iteraciones para diferentes
valores de a entre 0 y 1. Los patrones obtenidos son curvas cerradas simples cuyas
longitudes crecen conforme aumenta el valor de a. Cuando 3/20 ≤ a ≤ 3/4 cada
patrón desarrolla una rama principal orientada con algunas ramificaciones secun-
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darias. Sin embargo, conforme a− → 1/2, la cantidad de ramificaciones aumenta.
Si 1/2 < a las ramificaciones tienden a disminuir desapareciendo eventualmen-
te. Cuando 9/10 ≤ a < 1 los patrones carecen de una rama principal bien definida
con una orientación preferencial. En el siguiente capitulo se definiran las tres clases
de dimension fractal que se calcularon para caracterizar los patrones de fracturas.
Tambien se presentara una breve explicacion de su interpretación geométrica.
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Capı́tulo 5

Conceptos básicos de
auto-similaridad y auto-afinidad

En este capitulo se introducen los conceptos básicos de auto-similaridad y auto-
afinidad ası́ como las cantidades asociadas, dimensiones fractales y exponente de
rugosidad, que se calcularon para cuantificar estas propiedades. El patrón de cre-
cimiento o estructura básica a la que se refiere este capitulo lo constituyen las frac-
turas en rocas, que es el objeto de análisis de esta tesis. Como se muestra en la
figura 5.1, cuando las fracturas se analizan en diferentes escalas de observación se
encuentran caracterı́sticas que son “similares” en diferentes escalas de longitud. Lo
anterior sugiriere que las fracturas presentan la propiedad de auto-similaridad, es
decir, que tienen una estructura fractal. Los objetos fractales muestran estructuras
geométricas parecidas o similares que se pueden pensar como pequeñas copias,
en diferentes escalas de observación, del objeto completo. La caracterı́stica más
importante de un objeto fractal es la propiedad de “invarianza de escala”. Por otra
parte, se dice que un objeto fractal tiene una estructura auto-afı́n cuando alguna de
sus propiedades estructurales observada en diferentes escalas de longitud a lo lar-
go de una dirección definida por un vector unitario se comporta de acuerdo a una
ley de potencias . En particular, cuando el escalamiento ocurre en la misma propor-
ción a lo largo de las direcciones X y Y se dice que el objeto es auto-similar. Para
descubrir si un objeto tiene las propiedades de auto-similaridad o de auto-afinidad
se procede a aplicar una transformación de escala isotrópica o anisotrópica, respec-
tivamente. Se sabe que las fracturas en rocas pueden tener estructuras auto-afines
o auto-similares [Korvin, 1992, Cravero et al, 2006]. La morfologı́a de las fracturas
depende tanto de factores tales como la heterogeneidad del medio, ası́ como las
fuerzas macroscópicas y microscópicas que se equilibran en el instante en el que la
fractura deja de crecer.

Cuando se hace un acercamiento a una fractura se observa una estructura rugosa
que parece conservase en varias escalas de longitud (Fig. 5.1A-B), lo que podrı́a
sugerir la existencia de una estructura auto-similar. Conforme se continua rees-
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calando la fractura aparece una escala de longitud a partir de la cual la fractura
empieza a mostrar una estructura más suave que abarca diferentes escalas de lon-
gitud (Fig. 5.1C-D). Lo anterior podrı́a apuntar a la existencia de una estructura
auto-afı́n. Por lo tanto, las fracturas pueden presentar estructuras que sean tanto
auto-afines como auto-similares en un cierto rango de escalas de longitud. Estas
dos propiedades se harán evidentes cuando se analicen las estructuras fractales de
la familia de patrones del MECL con a =0.90, que como se verá más adelante, co-
rresponden a las propiedades autosimilares de fracturas en rocas en la escala de
kilómetros.

5.1. Auto-similaridad
Para analizar de manera completa las propiedades auto-similares de objetos fracta-
les que se generan a través de un proceso iterativo no lineal usualmente se calculan
tres tipos de dimensión fractal, a saber: (i) de capacidad, Dcap, (ii) de información,
Dinf , y (iii) de correlación, Dcor. La dimensión fractal de capacidad es una cantidad
estadı́stica que mide cómo el objeto ocupa o llena el espacio. Esta dimensión fractal
se calcula usando el algoritmo de conteo de cajas [Liebovitch, Tóth, 1989]. En este
algoritmo se procede a cubrir el objeto S con un número N(�) de cajas de lado �
y se cuantifica cómo cambia N(�) cuando decrece �. Especı́ficamente se calcula la
siguiente cantidad,

Dcap(S) = ĺım
�→0

log N(�)

log 1
�

. (5.1)

La dimensión fractal de información está relacionada con el concepto de entropı́a
de la teorı́a de la información, y es una medida de la probabilidad de encontrar
un punto en el objeto fractal con una precisión � [Balatoni et al, 1982]. Sea pi la
probabilidad de que un punto se localice en la i-ésima caja de lado �, entonces, la
entropı́a de información se define como,

S(�) = −
M(�)�

i=1

pi ln(pi), (5.2)

con M(�) ∼ �−Dcap , el número de cajas que contienen una pieza del objeto fractal.
En el caso de una cobertura uniforme, pi = 1/(M(�)), la entropia está dada por
S0(�) = ln(M(�)) = Constante−Dcap ln(�) e introduciendo el Ansatz1 que relacio-

1Es un sustantivo de origen alemán con algunas acepciones en el lenguaje inglés. Generalmente
se usa en fı́sica y matemáticas como una conjetura con fundamentos que se verifica posteriormente
por sus resultados. Un ansatz es el establecimiento de las primeras ecuaciones con las que se des-
cribe un problema matemático o fı́sico. Estas ecuaciones pueden tomar en cuenta condiciones de
frontera. Después de que se establece el ansatz, se resuelven las ecuaciones para la función gene-
ral de interés. La formulación de un problema comienza con el establecimiento de un ansatz y los
refinamientos subsecuentes conducen a la solución del problema.
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Figura 5.1: Fracturas en diferentes tipos de roca y en diferentes escalas de longitud: (A)
milı́metros, (B) centı́metros, (C) metros y (D) kilómetros.

na la entropı́a de información con las dimensiones de las cajas –en el algoritmo de
conteo de cajas– y la dimensión fractal de información, Dinf [Grassberger, Procac-
cia, 1983], se tiene que

S(�) = S0(�)−Dinf ln(�), (5.3)

donde, en general S0(�) > S(�) y Dinf se evalúa con la siguiente expresión [Grass-
berger, 1988],

Dinf (S) = ĺım
k
M→0

log k
M

log � k
M

. (5.4)

Por otra parte, la dimensión fractal de correlación, Dcor, cuantifica la manera en
que la función de correlación entre dos puntos, C(r), escala con la distancia r que
los separa, es decir, C(r) ∼ rDcor [Grassberger, Procaccia, 1983, Sauer, Yorke, 1993].
La función de correlación se define como

C(r) = �|| x(i)− x(j) ||�rij<r, (5.5)
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donde <> indica promedio sobre diferentes conjuntos de puntos.

Se encuentra que estas tres dimensiones fractales satisfacen la siguiente desigual-
dad: Dcor ≤ Dinf ≤ Dcap. Si cada elemento del objeto fractal tiene la misma pro-
babilidad de ser accesado, entonces Dcap = Dinf . Sin embargo, para objetos auto-
similares se debe cumplir que Dcap = Dinf = Dcor [Korvin, 1992]. Para fractu-
ras bidimensionales los valores tı́picos de Dcap, Dinf y Dcor están en el rango 1 <
Dcap, Dinf , Dcor < 2.

5.2. Auto-afinidad
La rugosidad es una medida de las propiedades de auto-afinidad de una super-
ficie [Mandelbrot, 1985, Krug, Spohn, 1992, Bouchaud, 1997] y se define como
una función auto-afı́n univaluada, h(x), que por definición cumple con la relación,
h(x) ∼ κ−ζh(κx), donde κ es un parámetro y ζ representa el exponente de Hurst o
exponente de rugosidad. En la práctica, la rugosidad se evalúa calculando la fun-
ción de correlación de la diferencia entre alturas en un perfil de la superficie. El
perfil se obtiene intersectando la superficie con un plano vertical (Fig. 5.2). La fun-
ción de correlación de la diferencia de alturas en el perfil se calcula con la siguiente
fórmula [Barabási, 1983]

Z(r) =
1

N

N�

i=1

��h(ri)− h(ri + r)
��, (5.6)

donde |h(ri) − h(ri + r)| > 0 y N es un numero suficientemente grande. Cuando
las diferencias son grandes se dice que la superficie es rugosa, por el contrario,
si las diferencias son pequeñas, se dice que la superficie es suave. La función de
correlación Z(r) escala con la distancia r como, Z(r) ∝ rζ , con ζ el exponente de
rugosidad. El valor de ζ depende de la topografı́a de la superficie y tı́picamente
está asociada con longitudes de onda corta de las variaciones de las alturas en el
perfil de la superficie. Como las irregularidades de la superficie pueden formar
zonas de coalescencia, en el caso de corrosión o grietas, la rugosidad puede ayu-
dar a predecir las propiedades mecánicas de la superficie. En fracturas en rocas,
los valores tı́picos de ζ están en el rango, 0.7≤ ζ ≤0.98 [Deng et al, 1999]. En la
sección 7.2 se introducirá una versión “angular” de la Ec.( 5.6) para investigar las
propiedades de rugosidad de los patrones de fracturas obtenidos con el MECL.
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Figura 5.2: Aquı́ se ilustra como se obtiene usualmente un perfil de una superficie en un
espacio tridimensional.
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Capı́tulo 6

Fracturas en rocas

Con la finalidad de investigar una relación directa entre la estructura de los patro-
nes de fracturas generadas con el MECL y los patrones de fracturas obtenidos de
imagenes en rocas, en este capitulo se presenta el análisis fractal de mapas binarios
de fracturas en rocas de diferentes escalas de longitud y diferente origen geológi-
co. Las escalas de longitud de las fracturas cuyas imágenes se analizan varı́an en
el rango de algunos milı́metros hasta unos cuantos kilómetros. Para obtener los
mapas binarios primero se obtuvo el contorno del patrón de cada fractura y de
éste el correspondiente mapa binario. Para ello se usó un algoritmo de segmenta-
ción de imágenes médicas de Matlab. En este punto es importante enfatizar que la
resolución de la imagen original –fotografı́a– no tiene efecto alguno en el proceso
de “binarización”. Lo anterior es porque el algoritmo de segmentación de imáge-
nes médicas primero hace una copia de la imagen de interés con una resolución
fija de 72 pixeles por pulgada y lo exporta en formato PNG. De esta última ima-
gen el algoritmo resalta el contorno de la fractura a partir de la cual se extrae el
correspondiente mapa binario.

Las figuras a las que se hace referencia en éste capitulo consisten de tres recuadros.
El recuadro (A) muestra la imagen original de la fractura previa a su procesamien-
to; el recuadro (B) presenta la imagen procesada con la resolución fija de 72 pixeles
por pulgada, en la que el contorno de la fractura se encuentra resaltado; mientras
que el recuadro (C) muestra la imagen binarizada o mapa binario, correspondiente
al contorno de la fractura. En la siguiente sección se presenta una breve descrip-
ción geológica de las rocas que contienen las fracturas cuya estructura fractal se
analiza.

6.1. Descripción geológica
En la figura 6.1 se muestran diferentes fracturas cuya escala de longitud es de
milı́metros. Esta muestra se obtuvo de la cortina de la presa Chicoasén en Chia-
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pas. Es parte de una falla formada en el Pleistoceno y es el resultado de repetida
actividad sı́smica. La presa Chicoasén se encuentra al occidente de la Provincia de
Fallas de Transcurrencia de la Sierra de Chiapas. Esta provincia se caracteriza por
estructuras orientadas Noroeste (NO)-Sureste (SE) que son disectadas por fallas
laterales de orientación, NO-SE hacia el este y Este (E)-Oeste (O) hacia el oeste. La
caracterización litológica de los afloramientos en esta provincia está constituida de
rocas calizas, calizas parcialmente dolomitizadas y dolomı́as.

Figura 6.1: Esta imagen muestra una fractura, del orden de 3mm de longitud, en una roca
caliza parcialmente dolomitizada. Se ilustran los tres pasos principales que se
siguieron para obtener los mapas binarios de los contornos de las fracturas. (A)
Imagen original, (B) contorno de la fractura resaltado en tono verde y (C) mapa
binario del contorno de la fractura.

La figura 6.2 muestra una cuarcita que es una roca constituida por cuarzo y clorita.
El cuarzo está presente en granos cuyos tamaños varı́an de 0.3mm a 1.5mm con
forma angulosa-subredondeada. Tiene una textura clástica relicta con foliación in-
cipiente definida por una ligera orientación preferida de los granos. Presenta dos
familias de fracturas rellenas de cuarzo, una con fracturas rectas de apertura apro-
ximada de 0.5mm que están dispuestas de manera oblicua a la foliación, y otra de
fracturas rectas con apertura de 0.1mm subparalelas a la tendencia de la foliación.

En la figura 6.3 se muestra una fractura en escala de milı́metros obtenida de una
muestra del anticlinal Caimba que se encuentra al norte de la Sierra de Chiapas
en la Provincia de Simojovel. Esta provincia está formada por un cinturón plega-
do y se identifican estructuras abiertas del cretácico. La litologı́a de este anticlinal
está formada por packstone-grainstone de intraclastos, gris oscuro, con estratifica-
ción delgada. Se observan tres sistemas de fracturas con relleno calcı́tico ası́ como
nódulos y bandas de pedernal negro. Estratificación en boudinaje, intercalado con
pedernal negro.

La figura 6.4 muestra una zona de falla en rocas volcánicas del Cenozoico. Las
fallas son normales y oblicuas subverticales con desplazamientos entre 15 y 20
centı́metros y aperturas de 25 centı́metros aproximadamente. En el plano de falla
se observan cataclasitas cohesivas. La zona de falla, rocas piroclásticas en contacto
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Figura 6.2: Esta imagen muestra fracturas en cuarcita con tamaño lineal del orden de
milı́metros. Como en la figura anterior se tiene: (A) Imagen original, (B) con-
torno de la fractura resaltado en tono verde y (C) mapa binario del contorno de
la fractura.

Figura 6.3: Fractura en packstone-grainstone cretácicas de longitud del orden de 4mm. Co-
mo en las figuras previas se ilustran los tres pasos principales para obtener los
mapas binarios de los contornos de las fracturas. (A) Imagen original, (B) con-
torno de la fractura resaltado en tono verde y (C) mapa binario del contorno de
la fractura.

con los depósitos del lahar miocénico, se encuentra ubicada en la carretera Le-
cherı́a-Chamapa, en la desviación a Atizapán en el Estado de México.

La figura 6.5 muestra un arreglo de fracturas rellenas de cuarzo dispuestas en for-
ma escalonada. Este afloramiento se encuentra en una antiforma constituida por
roca metasedimentaria de la Formación Cosoltepec que presenta tres variedades
de litologı́a: secuencia rı́tmica de filitas y cuarcitas, cuarcitas y metareniscas verdes,
y tobas caolinizadas. La secuencia rı́tmica forma la mayor parte de la estructura.

La figura 6.6 muestra una secuencia sedimentaria terrı́gena del Cretácico Inferior
en al región Mixteca en Huamuxtitlán, en el estado de Oaxaca, México. La se-
cuencia consiste en areniscas alternada con limonitas con estructuras de coladas
y está cortada por fallas normales con desplazamientos pequeños y aperturas de 5
a 15 centı́metros. En el plano de falla se observan estrı́as que sugieren un despla-
zamiento normal de las fallas.
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Figura 6.4: En esta imagen se muestran fracturas con tamaño lineal del orden de 60 cm, en
una zona de falla en roca volcánica de la época terciaria. (A) Imagen original
muestra una fractura , (B) contorno de la fractura resaltado en tono verde y (C)
mapa binario del contorno de la fractura.

En la figura 6.7 se muestra una filita y cuarcita de la Formación Cosoltepec en el
Complejo Acatlán en la carretera entre Acatlán de Osorio y Xayacatlan de Bravo,
Puebla. Presenta abundantes vetas de cuarzo que definen una deformación pene-
trativa que afecta esta unidad. Esta roca está cortada por fracturas en inclinaciones
de 60o formando bloques. Las aperturas de las fracturas están en un rango de 0.5
milı́metros a 15 centı́metros.

Finalmente, la figura 6.8 muestra una fotografı́a aérea de la parte Norte del Esta-
do de Oaxaca en escala 1 : 80, 000. En esta región afloran rocas metamórficas del
Paleozoico y rocas sedimentarias mezosoicas. Las rocas sedimentarias varı́an de
arenisca-lutita a caliza-lutita. Esta región se caracteriza por la presencia de fallas
que limitan algunos de los cuerpos de rocas que allı́ afloran. Los nombres de las fa-
llas fueron asignados por el Servicio Geológico Mexicano (2009). La falla principal
es la Falla Salada y limita a las rocas metamórficas de las areniscas-lutitas. La Falla
El Muerto limita a las areniscas-lutitas de las calizas-lutitas. El resto de las fallas
afectan una sóla unidad; la Falla La Quebrada y la Falla La Mina sólo afectan a la
arenisca-lutita, mientras que la Falla La Presa afecta a las rocas metamórficas.

6.2. Estructura fractal de fracturas en rocas
Como ya se indicó en la introducción del presente capitulo, uno de los objetivos
principales es estudiar las propiedades de auto-similaridad de fracturas en rocas,
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Figura 6.5: Esta imagen muestra fracturas en roca metamórficas con tamaño lineal del or-
den de centı́metros. (A) Imagen original, (B) contorno de la fractura resaltado
en tono verde y (C) mapa binario del contorno de la fractura.

de diferentes escalas de longitud y diferente origen geológico. Para ello se cons-
truyeron los correspondientes mapas binarios que se muestran en los recuadros
(C) las figuras 6.1-6.8. Especı́ficamente, se calcularon las tres dimensiones fractales
que se introdujeron y definieron en el capitulo 5. Para ello se usó el código FD3
desarrollado por Sarraille [Sarraille, 1998] que aplica las expresiones matemáticas
explicadas en la sección 5.1. La tabla 1 muestra algunos resultados representativos
para las dimensiones fractales de capacidad, de información y de correlación de
los mapas binarios de correspondientes las imágenes de fracturas.

Tipo de roca metros Figura Dcap Dinf Dcor

Metamórficas del Paleozoico 103 6.8 1.03637 1.03800 1.02801
Filita y cuartzita 101 6.7 1.33914 1.40036 1.38686

Secuencia
sedimentaria terrı́gena 10−2 6.6 1.336319 1.48063 1.51198

Metamórfica 10−2 6.5 1.19455 1.20139 1.21094
Lahar miocénico 10−2 6.4 1.33929 1.33324 1.32655

Caliza 10−3 6.3 1.39964 1.41051 1.41869
Cuarcita 10−3 6.2 1.23720 1.23749 1.23604

packstone-grainstone 10−3 6.1 1.32553 1.35269 1.35474
Tabla 1. Valores de las dimensiones fractales de capacidad, información y correlación

para las imágenes de fracturas en rocas analizadas.

Para tratar de entender intuitivamente el comportamiento de estas dimensio-
nes fractales como función de la escala lineal de las fracturas, se graficaron estos
resultados en la figura 6.9. En esta gráfica se observa que para las fracturas en es-
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Figura 6.6: Fractura en secuencia sedimentaria terrı́gena de la época del Cretácico Inferior,
con tamaño lineal del orden de algunos centı́metros. (A) Imagen original mues-
tra una fractura, (B) contorno de la fractura resaltado en tono verde y (C) mapa
binario del contorno de la fractura.

cala de milı́metros a centı́metros la dimensión fractal de capacidad (�) permanece
casi constante mientras que las dimensiones fractales de información (�) y corre-
lación (�) decrecen ligeramente. Para escalas mayores, de centı́metros a metros, la
dimensión fractal de capacidad (�) permanece casi constante. No obstante, las di-
mensiones fractales de información y correlación aumentan. Conforme el tamaño
lineal de las fracturas aumenta –escala de metros a kilómetros– se observa una
importante disminución de las tres dimensiones fractales, las tres convergiendo al
valor aproximado de 1.05. Es importante notar que este comportamiento cualita-
tivo de las dimensiones fractales parece ser independiente del carácter geológico
de las rocas. Es decir, el comportamiento de las dimensiones fractales parece estar
relacionado con la escala de longitud de la fractura más que su origen geológico.
Por otra parte, la diferencia de comportamiento entre la dimensión fractal de capa-
cidad y las otras dos puede atribuirse a la diferente compactación de las rocas. Es
decir, la dimensión fractal de capacidad mide la compactación de las rocas, mien-
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Figura 6.7: Aquı́ se muestra fracturas en filita y cuarcita de la Formación Cosoltepec. (A)
Imagen original muestra una fractura con tamaño lineal del orden de algunos
metros, (B) contorno de la fractura resaltado en tono verde y (C) mapa binario
del contorno de la fractura.

Figura 6.8: Esta imagen muestra fallas y fracturas en roca metamórficas y sedimentarias
con tamaño lineal del orden de algunos kilómetros. (A) Imagen original, (B)
contorno de la falla resaltado en tono verde y (C) mapa binario del contorno de
la falla.

tras que las dimensiones de información y correlación están relacionadas con las
caracterı́sticas topológicas de la fracturas. Estos resultados serán comparados con
los obtenidos para las propiedades estructurales de los patrones generados con el
MECL. Con la finalidad de determinar si las dimensiones fractales de una fractura
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dependen sensiblemente de la longitud de la fracturas en el mismo tipo de roca se
consideraron dos fracturas en metacuarcita, figuras 6.2, 6.5: la primera esta en una
escala de milı́metros mientras que la segunda en una escala de centı́metros. En el
primer caso se obtuvo: Dc =1.23, Dinf =1.23 y Dcor =1.23, mientras que que en el
segundo se obtuvo, Dc =1.19, Dinf =1.20 y Dcor =1.21. Estos resultados se mues-
tran en la figura 6.9, con Dc (�), Dinf (�) y Dcor (�). Es de notar que los valores
de las tres dimensiones son diferentes de los obtenidos de las fracturas de tamaño
similar pero en diferentes tipos de rocas (sı́mbolos rellenos de negro); sin embar-
go, el comportamiento de los valores de estas dimensiones fractales, al pasar de la
escala de milı́metros a la de centı́metros, es muy parecido.

En el siguiente capitulo 7, se presentan las propiedades de autosimilitud de seis
familias de patrones de fracturas generados con el MECL. En particular, en esta
tesis se enfatiza que las propiedades de auto-similaridad de las fracturas en ro-
cas se pueden simular con diferentes familias de patrones obtenidos con el MECL.
Es decir, los valores de las dimensiones fractales de fracturas en rocas de diferen-
tes escalas de longitud son parecidos, dentro de las barras de error estadı́stico, a
las dimensiones fractales de ciertas familias de patrones obtenidos con diferentes
valores de a.
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Figura 6.9: Aquı́ se muestra el comportamiento de la dimensión fractal de capacidad (�),
información (�) y correlación (�), como una función de la escala de longitud de
la fractura (en metros). Estas dimensiones fractales se obtuvieron de los mapas
binarios correspondiente a cada fractura. El tamaño lineal de las fracturas va
de unos cuantos milı́metros hasta fracturas en la escala de kilómetros. También
se muestra el comportamiento de las tres dimensiones fractales de capacidad
(�), información (�) y correlación (�), para dos fracturas en metacuarzita en
las escalas de milı́metros y centı́metros.
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Capı́tulo 7

Patrones de fracturas generados con el
MECL

En este capitulo se presenta el análisis de las propiedades de auto-similaridad y de
auto-afinidad de seis familias de patrones obtenidos con el MECL. Estas familias
corresponden a los seis valores del parámetro a = 0.15, 0.30, 0.45, 0.60, 0.75 y 0.90
que define la forma de las partı́culas que se adicionan al agregado en el proceso
de crecimiento Laplaciano. Para ello se generaron para cada valor de a 30 patrones
estadı́sticamente independientes. Para cada uno de los patrones se calcularon las
tres diferentes dimensiones fractales definidas en el capitulo 5. Con la finalidad de
estudiar el comportamiento estadı́stico de las dimensiones fractales como función
del tamaño de la muestra se formaron muestras con 5, 10, 15, 20, 25 y 30 patrones
independientes para cada valor de a. Una vez que se estimó, de manera visual, el
tamaño mı́nimo de la muestra que produce resultados estadı́sticos que son repre-
sentativos de la población, se obtuvieron los valores promedio de las dimensiones
fractales con sus correspondientes fluctuaciones. Estos resultados se comparan con
los obtenidos en el capitulo anterior para las propiedades de auto-similaridad de
fracturas en rocas de diferentes escalas de longitud y diferente origen geológico.

7.1. Propiedades de auto-similaridad
En la figura 7.1 se grafica el comportamiento de las dimensiones fractales de capa-
cidad (�), información (�) y correlación (�) como función del tamaño de la mues-
tra para los seis valores de a indicados en la sección anterior. Como se observa en
estas gráficas, los valores promedio de las dimensiones fractales son esencialmen-
te los mismos, dentro de las barras de error debidas a fluctuaciones estadı́sticas,
cuando la muestra tiene al menos diez patrones. Esto sugiere que para obtener
resultados de la dimensiones fractales con significado estadı́stico, se deben con-
siderar muestras con al menos diez patrones. No obstante este resultado, y con
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Figura 7.1: Comportamiento de los valores promedio de las dimensiones fractales de ca-
pacidad (�), de información (�) y de correlación (�), como función del número
de patrones en cada muestra, y para diferentes familias de patrones del MECL.
(A) a =0.15, (B) a =0.30, (C) a =0.45, (D) a =0.60, (E) a =0.75 y (F) a =0.90.

la finalidad de minimizar los errores estadı́sticos, las dimensiones fractales de ca-
pacidad, información y correlación para cada familia de patrones del MECL se
obtuvieron con muestras de treinta patrones diferentes.

En la figura 7.2 se muestra el comportamiento del promedio de las dimensiones
fractales de capacidad (�), información (�) y correlación (�) como función del
parámetro a. El promedio de cada dimensión fractal se obtuvo de una muestra con
treinta patrones. Se observa que las dimensiones fractales decrecen monótonamen-
te como función de a. No obstante, alrededor de a =0.60 se presenta un “hombro”
que parece indicar una disminución en la razón de decrecimiento de las dimen-
siones fractales. Este comportamiento es más marcado en la dimensión fractal de
correlación. También se observa que la dimensión fractal de correlación (�) es sis-
temáticamente más pequeña que los valores de las otras dos dimensiones fractales
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en el intervalo 0.15≤ a ≤ 0.75, mientras que el valor de las dimensiones fractales
de capacidad e información son similares, dentro de los errores estadı́sticos, en el
mismo intervalo. Lo que es más importante, se observa que los valores de las tres
dimensiones fractales convergen a un mismo valor cuando a = 0.9. Esto es una
indicación de la auto-similaridad de los patrones que pertenecen a esta familia del
MECL. En la tabla 2 se presenta un resumen cuantitativo de las dimensiones frac-
tales para cada familia del MECL.

� �

a
Figura 7.2: Resultado para los valores promedio de la dimensión fractal de capacidad (�),

de información (�) y correlación (�) como función de a. Los promedios se cal-
cularon sobre 30 realizaciones diferentes del MECL.

En este punto es importante comparar los resultados de las tres dimensiones frac-
tales obtenidas de los patrones generados con el MECL con aquéllas obtenidas de
los mapas binarios de las fracturas en rocas. Las conclusiones que se obtienen de
la comparación son: (i) las dimensiones fractales obtenidas de los mapas binarios
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a �Dcap� �Dinf� �Dcor�
0.15 1.336 ± 0.006 1.348 ± 0.005 1.340 ± 0.004
0.30 1.301 ± 0.005 1.310 ± 0.004 1.295 ± 0.003
0.45 1.259 ± 0.006 1.261 ± 0.003 1.246 ± 0.003
0.60 1.178 ± 0.005 1.169 ± 0.004 1.151 ± 0.004
0.75 1.147 ± 0.008 1.144 ± 0.006 1.133 ± 0.005
0.90 1.075 ± 0.004 1.078 ± 0.004 1.077 ± 0.004

Tabla 2. Valores promedio de las dimensiones fractales de capacidad, información y
correlación para las seis familias de patrones de fracturas generados con el MECL.

que representan fracturas en escala de milı́metros y metros son similares, dentro
de los errores estadı́sticos, a las dimensiones fractales de los patrones de fracturas
del MECL pertenecientes a las familias con a =0.15 y 0.30, respectivamente. (ii) las
dimensiones fractales de los mapas binarios que representan fracturas en escala de
kilómetros son semejantes, dentro de las barras de error estadı́stico, a las dimen-
siones fractales de los patrones del MECL pertenecientes a la familia con a =0.9.
Por lo anterior, estos resultados parecen sugerir que los patrones de fracturas del
MECL pertenecientes a familias con valores apropiados del parámetro a, pueden
reproducir razonablemente bien las propiedades fractales de los mapas binarios de
fracturas en rocas en diferentes escalas de longitud y diferente origen geoloógico.

7.2. Propiedades de auto-afinidad

Como se mencionó en la sección 5.2 las propiedades de auto-afinidad de una su-
perficie se analizan evaluando la función de correlación, Z(r) de la diferencia entre
alturas en un perfil de una superficie. Si la superficie es auto-afin, Z(r), escala como
una ley de potencias, Z(r)αrζ , donde ζ es el exponente de rugosidad. No obstante,
los patrones generados con el MECL son bidimensionales por lo que no es posible
extraer de ellos un perfil de superficie. Para resolver esta dificultad se evaluaron,
para cada uno de los patrones, “perfiles angulares”. Considerando la forma en que
se obtienen los “perfiles de una superfice” se procedió a medir las “alturas”, rθ, en
una dirección θ, de cada punto sobre la circunferencia unitaria a su correspondien-
te imagen en el patrón obtenido con el MECL. La figura 7.3 muestra un diagrama
esquemático los tres pasos principales de este procedimiento.

La figura 7.3A representa el mapeo no-lineal, Φn, de cada punto en la circunferencia
unitaria que da lugar al patrón de fractura. En la figura 7.3B se muestra la forma
en que se construye el “perfil angular”, uniendo cada punto de la circunferencia
unitaria con su correspondiente imagen en el patrón. La figura 7.3C se muestra un
“perfil angular”, tı́pico que resulta de graficar la distancia rθ como una función
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Figura 7.3: Diagrama esquemático que ilustra la definición de los “perfiles angulares”. (A)
Mapeo de la circunferencia unitaria en el patrón aplicando la función Φn. (B)
Definición de los “perfiles angulares” midiendo la distancia de cada punto en
la circunferencia unitaria a su correspondiente imagen en el patrón. (C) Resul-
tados representativos de un“perfil angular” como una función de θ.

del ángulo θ. La función de correlación de los perfiles angulares se calcula con la
siguiente fórmula,

Z(rθ) =
�
max{r(θ�)}−min{r(θ�)}

�

φ<θ�<φ+θ
. (7.1)

El comportamiento de esta función de correlación da información relacionada con
la “topografı́a angular” de los patrones obtenidos con el MECL que emulan las
fracturas en rocas. Para las estructuras auto-afines se espera que la función de co-
rrelación sea una función auto-afı́n y escale como una ley de potencias, Z(rθ) ∼ rζ

θ ,
con ζ el exponente de rugosidad. Por lo anterior, al graficar la función de corre-
lacion en escala log-log, esto es, log

�
Z(rθ)

�
versus log

�
rθ

�
, ζ corresponde a la

pendiente de la regresión lineal.

En la Fig. 7.5, se muestran algunos resultados representativos de la regresión lineal
(�), para seis diferentes valores de a, y corresponden a un sólo patrón obtenido con
el MECL. La lı́nea discontinua corresponde a los resultados de la regresión lineal
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a = 0.15 a = 0.30 a = 0.45

a = 0.60 a = 0.75 a = 0.90

Figura 7.4: “Perfiles angulares” obtenidos con el MECL que corresponden a los patrones
para los siguientes valores del parámetro a. Los patrones se ilustran en la figu-
ra 4.2.. El máximo en el perfil angular corresponde a la dirección de crecimiento
de las ramas en el patrón correspondiente.

de la cual se obtienen los valores del parámetro A y del exponente ζ. En la tabla 3
se muestra un resumen de los resultados de las regresiones lineales de dos paráme-
tros. Los resultados corresponden promedios de A y η, con sus correspondientes
fluctuaciones estadiśticas, realizados en muestras con 30 patrones diferentes.

Para analizar en forma completa las propiedades de escalamiento de la función de
correlación, y con ello las propiedades de auto-afinidad de los perfiles angulares,
es importante investigar la existencia de correcciones de escalamiento a la ley de
potencias, Z(rθ) ∼ Arζ

θ . Para ello resulta natural aplicar el ansatz que se usa para
estudiar las correcciones al escalamiento del radio de giro, Rg, de agregados de
partı́culas – el MECL esta inspirado en el fenómeno de agregación de partı́culas–.
El radio de giro mide las propiedades conformacionales de los agregados y escala
con el número de partı́culas, N , como, Rg ∼ N1/D con D la dimensión fractal del
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a = 0.15 a = 0.30 a = 0.45

a = 0.60 a = 0.75 a = 0.90

Figura 7.5: Resultados representativos del ajuste lineal (lı́nea discontinua) y ajuste no li-
neal (lı́nea sólida) a la función de correlación de los datos de los “perfiles angu-
lares” (�), para el patrón obtenido de una realización de MECL. Cada recuadro
corresponde a un valor diferente de a.

agregado. Las correcciones de escalamiento a esta ley de potencias usualmente se
analizan usando la relación [Aharony, Fisher, 1983, Lam, 1990],

Rg(N) ∼ AN1/D(1 + mN δ + nN−η), (7.2)

donde los valores de los parámetros, A, m, n, D,δ , y η se calculan realizando regre-
siones no-lineales a los datos de Rg y N . Las correcciones al escalamiento de la ley
de potencias son insignificantes si los términos, mN δ y nN−η, son despreciables
comparados con la unidad.

Traduciendo la Ec. 7.2 a la notación de la función de correlación de los “perfiles
angulares”, Z(rθ), se tiene el siguiente “ansatz”,

Znl(rθ) = Arζ
θ(1 + mrδ

θ + nr−η
θ ), (7.3)

Los valores de los parámetros, A, m, n, ζ,δ y η se obtienen, en principio, realizan-
do regresiones no-lineales de seis parámetros a la función de correlación de ca-
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da uno de los patrones de fracturas obtenidos con el MECL. Sin embargo, se en-
contró que los ajustes no-lineales de seis parámetros no son lo suficientemente
confiables debido a que la función χ2(A, m, n, ζ, δ,η ) presenta muchos mı́nimos re-
lativos. Para simplificar el problema de minimización se redujo la dimensión del
espacio de parámetros asignando a A y ζ, los valores obtenidos en las regresiones
lineales. Ası́ pues, para cada uno de los patrones de fractura se realizarón regre-
siones no-lineales de cuatro parámetros con un 99 % de ı́ndice de confiabilidad.
En la figura 7.5 se muestran resultados representativos de las regresiones lineal –
dos parámetros–, a Z(rθ), y no-lineal –cuatro parámetros–, a Znl(rθ), para el perfil
angular que corresponde a un patrón de fractura obtenido para cada uno de los
seis valores diferentes de a que se consideran en esta tesis. Los resultados para la
regresión lineal están representados con las lı́neas discontinuas, mientras que los
que corresponden a la regresión no-lineal están representados por las lı́neas sóli-
das. Estos resultados sugieren que cuando a < 0,75 y distancias, rθ, relativamente
pequeñas hay una diferencia entre el ajuste lineal y no lineal. Sin embargo, para
distancias mayores, rθ, los ajustes lineal y no lineal están muy cercanos entre sı́. Lo
que es más importante, cuando 0.75< a las regresiones lineal y no-lineal conducen
básicamente al mismo resultado. Es decir, para los valores del parámetro a =0.75 y
0.90 las correcciones a la ley de escalamiento original son despreciables, sugiriendo
que los datos de la función de correlación se ajustan mejor a la ley de potencias.
Por lo tanto, para éstos dos valores de a, los patrones de fracturas obtenidos con
el MECL son auto-afines. Para estudiar el significado estadı́stico de estos resulta-
dos, se promediaron los valores del exponente ζ para muestras de 5, 10 15, 20 25
y 30 perfiles independientes, tanto para el ajuste lineal como el no lineal. En la fi-
gura 7.6 se muestran los resultados de este análisis para los seis valores diferentes
del parámetro a. Los sı́mbolos (�) y (�) corresponden a las regresiones lineal y
no-lineal, respectivamente.

Se encontró que cuando a =0.15, los promedios del exponente de rugosidad ob-
tenido de la regresión lineal, presenta fluctuaciones importantes como fucnión del
tamaño de la muestra. No obstante, cuando a =0.30, 0.60, y 0.75 los resultados

a �ζ� �A�
0.15 0.928 ± 0.001 32.644 ± 0.221
0.30 0.916 ± 0.002 60.060 ± 0.544
0.45 0.909 ± 0.003 90.627 ± 1.307
0.60 0.933 ± 0.002 18.022 ± 4.775
0.75 0.929 ± 0.003 27.472 ± 1.421
0.90 0.89 ± 0.01 28.53 ± 2.277

Tabla 3. Resultados para los valores promedio del exponente de rugosidad, ζ, calculado
sobre 30 realizaciones independientes del MECL.
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Figura 7.6: Valores promedio del exponente de rugosidad ζ, obtenido de las regresiones
lineales, como función del tamaño de la muestra para seis valores diferentes de
a. (A) 0.15, (B) 0.30, (C) 0.45, (D) 0.60, (E) 0.75 y (F) 0.90.

son estables pero ligeramente mayores que los valores obtenidos de la regresión
no-lineal. Sin embargo, cuando a =0.45 y muestras con veinte o más perfiles los
resultados de ambas regresiones coinciden, dentro de las barras de error. Se obtie-
ne el mismo comportamiento cuando a =0.90. De lo anterior se concluye que los
valores promedio del exponente de rugosidad convergen a un valor fijo cuando el
tamaño de las muestras es de veinte perfiles independientes. Ası́ pues, para obte-
ner resultados estadı́sticos representativos para los otros parámetros de la Ec. 7.3,
este análisis se realizó con seis muestras de 30 perfiles angulares. Cada muestra
corresponde a cada uno de los seis valores de a definidos anteriormente. Los re-
sultados de la estadı́stica son consistentes con el comportamiento de la función de
correlación que se muestra en la Fig. 7.5.

Subsecuentemente se estudió el comportamiento del promedio del exponente de
rugosidad, ζ , sobre 30 perfiles independientes como función del parámetro a. Un
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resumen de los resultados de las regresiones no-lineales de los cuatro parámetros
de muestra en la tabla 4.

a �δ� �m� �η� �n�
0.15 1.369 ± 0.217 −0.884 ± 1.531 1.905 ± 0.226 0.823 ± 1.530
0.30 1.913 ± 0.196 −0.002 ± 1.033 1.592 ± 0.196 −0.011 ± 1.033
0.45 1.516 ± 0.177 0.291 ± 0.315 1.857 ± 0.173 −0.306 ± 0.314
0.60 4.188 ± 0.165 0.288 ± 0.269 4.089 ± 0.217 −0.306 ± 0.270
0.75 2.180 ± 0.250 −1.166 ± 0.506 −0.958 ± 0.193 1.138 ± 0.506
0.90 1.678 ± 0.233 −7.812 ± 2.117 −1.348 ± 0.253 7.789 ± 2.116

Tabla 4. Resultados de las regresiones no-lineales de cuatro parámetros a la función de
correlación, Znl(rθ). Los promedios se calcularon con poblaciones de 30 patrones indepen-
dientes obtenidos con el MECL.

En la figura 7.7, se muestra el comportamiento del valor promedio exponente de
rugosidad, η, junto con sus barras de error, como función del parámetro a. Los
sı́mbolos (�) y (�) representan los valores de ζ obtenidos de las regresiones lineal
y no-lineal, respectivamente. Se encontró que cuando a =0.45 y 0.90 los resultados
de ambos ajustes son consistentes dentro de las barras de error. Sin embargo, de los
resultados de la regresión no-lineal indican que el mejor ajuste a la ley de potencias
ocurre cuando a =0.90. Este resultado indica que la familia de patrones obtenidos
con a =0.90, en el MECL son los únicos que presentan una estructura auto-afı́n.
Lo que es más importante, el valor del exponente de rugosidad obtenido para esta
famila de patrones se encuentra en el rango de valores del exponente de rugosi-
dad obtenido para fracturas en rocas [Deng et al, 1999]. Además, en este punto es
crucial hacer notar que los valores numéricos de las tres dimensiones fractales: de
capacidad, de información y de correlación, ası́ como del exponente de rugosidad,
obtenidos para la familia de patrones con a = 0,90, satisfacen razonablemente bien,
dentro de la barra de error, la relación, ζ = 2−D, es decir, 0,89 ≈ 2−1,08 [Barabási,
Stanley, 1995, pp 36, Lung et al, 1999, Voss, 1988]. Por otra parte, es claro que es-
te tipo de análisis no se puede realizar con los mapas binarios obtenidos de las
imágenes de fracturas en rocas debido a que éstos son multivaluados.
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a
Figura 7.7: Resultados para los valores promedio del exponente de rugosidad ζ como fun-

ción de a. Los promedios se calcularon sobre 30 patrones diferentes del MECL.
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Capı́tulo 8

Conclusiones

En esta tesis se analizaron las propiedades de auto-similaridad de mapas binarios
de fracturas en rocas de distinto origen geológico. El tamaño lineal de las fracturas
varı́a de unos cuantos milı́metros hasta unos cuantos kilómetros; definiendo seis
ordenes de magnitud. Se encontró que la dimensión fractal de capacidad decrece
ligeramente para fracturas de tamaño lineal de milı́metros a centı́metros y perma-
nece casi constante en la escala lineal de centı́metros a metros. No obstante, cuando
el tamaño de la fractura va de escala de metros a kilómetros, esta dimensón fractal
decrece significativamente. Por otra parte, los valores de las dimensiones fracta-
les de información y correlación decrecen ligeramente en la escala de milı́metros
a centı́metros mientras en la escala de centı́metros a metros aumentan significati-
vamente para despúes disminuir conforme aumenta el tamaño de la fractura de
metros a kilómetros. Para mapas binarios de fracturas en la escala de kilómetros
los valores de las tres dimensiones fractales convergen a un solo valor sugiriendo
una estructura auto-similar.

De la misma forma, se realizó un análisis exhaustivo de la estructura de familias –
valores diferentes del parámetro a– de patrones bidimensionales de fracturas gene-
rados con un MECL. Para caracterizar la estructura de estos patrones se calcularon
las dimensiones fractales de capacidad, de información y de correlación. Los resul-
tados indican que los valores de estas dimensiones fractales decrecen monotóni-
camente conforme a aumenta. Sin embargo, cuando a =0.90 las tres dimensiones
tienden a converger a un valor indicando un comportamiento auto-similar de esta
familia de patrones [Korvin, 1992]. Al estudiar las propiedades auto-afines de los
patrones generados con el MECL se encontró que las correcciones a la ley de es-
calamiento son despreciables cuando a =0.90, sugiriendo una estructura auto-afı́n
para esta familia de patrones. Lo que es más importante, el valor del correspon-
diente exponente de rugosidad, ζ, está en el rango de valores (de 0.7 a 0.98) para
fracturas en rocas [Deng et al, 1999].

De lo anterior se concluye que la familia de patrones del MECL con a =0.90 tienen
una estructura auto-similar como las fracturas en rocas en la escala de kilómetros.
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De hecho, los valores de las tres dimensiones fractales tanto en fracturas en ro-
cas como en patrones obtenidos con el MECL son consistentes entre sı́ dentro del
error estadı́stico. Además se encontró que los valores de la dimensión fractal de los
mapas binarios en escala de milı́metros a metros concuerdan razonablemente bien
con los obtenidos para las familias de patrones del MECL con a =0.15 y a =0.30.
Ası́ también se encontró que la familia de patrones del MECL con a =0.90 represen-
ta bien las propiedades auto-similares de mapas binarios de imágenes de fracturas
en rocas en escala de kilómetros. Desafortunadamente, como se explicó en la sec-
ción 7.2 no se analizaron las propiedades de auto-afinidad de los mapas binarios
de fracturas debido a que no fue posible extraer perfiles univaluados.

Es importante enfatizar que en ésta tesis se demuestra explı́citamente la posibili-
dad de emular los patrones de fracturas en rocas en la escala de kilómetros median-
te estructuras fractales que tienen la propiedad de ser auto-similares y auto-afines.
Este es un resultado relevante debido a que es muy común, en la comunidad de
Geologı́a, representar o emular las fracturas en rocas con lı́neas rectas, que son
objetos Euclideanos.
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