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Facultad de Estudios Superiores Acatlán
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MATEMÁTICA Y COMPUTACIONAL DEL

TRASPORTE DE MATERIA

T E S I S
QUE PARA OBTENER EL TÍTULO DE:
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INTRODUCCIÓN

A través de la historia el hombre aprendió a usar el raciocinio para agi-
lizar sus actividades cotidianas. Con este propósito han surgido técnicas e
instrumentos que facilitan los cálculos. Una breve reseña podría mencionar
personajes como Tales de Mileto, Euclides, Pitágoras; quienes contribuyeron
al desarrollo de las matemáticas. Es particularmente notable que la palabra
.algoritmo"sea el reconocimiento al cientí�co árabe Al-Guarismi quien es-
cribió a mediados del siglo IX un tratado titulado Hisab al-Jabr w�al muqa-
balah, obra precedente a la rama algebraica. Así la ciencia matemática ha
evolucionado gracias a los esfuerzos de personas brillantes y hoy disfrutamos
los grandes cimientos proporcionados por todos ellos.
La �nalidad del escrito que presento, gracias a los avances de grandes

matemáticos, es ofrecer una introducción de la Modelación Matemática y
Computacional (MMC), cuya importancia ha crecido sustancialmente por
la diversidad de aplicaciones posibles, sin embargo limito el alcance de este
escrito a la aplicación de un problema sintético de transporte de materia; la
base para la construcción de estos modelos, tiene su fundamento en la Teoría
general de los Sistemas Continuos, tema que es analizado con más profundi-
dad y en diversidad de casos en el Instituto de Geofísica de la UNAM, para
abordar el problema se enuncian y justi�can los pasos en el desarrollo del
modelo matemático, después se presentan los métodos numéricos asociados
tomando en cuenta sus ventajas comparativas. Y �nalmente se muestra la im-
plementación de los métodos para hallar la solución numérica y su variación
alterando la variable de control. Cabe mencionar que uso como recurso para
elaborar el presente escrito el lenguaje LaTeX, utilizado actualmente en la
escritura de artículos y trabajos de investigación.
Brevemente, los antecedentes de la modelación computacional se encuen-

tran con la aparición del ordenador en los años 40�50 del siglo XX, y fue
impulsado por los requerimientos de los gobiernos de Estados Unidos y de

1



2 INTRODUCCIÓN

la Unión Soviética para la creación de escudos de defensa antiaérea contra
mísiles nucleares. En este caso la modelación matemática cumplió con todas
las expectativas, los casos de explosiones nucleares, trayectorias de misiles
y lanzamiento de satélites fueron realizados en las entrañas de ordenadores
con la ayuda de modelos matemáticos. Este éxito contribuyó al desarrollo
de la modelación matemática hasta sus niveles actuales posicionándola en el
núcleo estructural de la sociedad de la información.
El gran bene�cio de la modelación matemática y computacional es e-

vidente en aquellas situaciones donde el estudio o análisis del objeto cogni-
tivo es inviable, resulta muy costoso o demasiado riesgoso. Al trabajar con
modelos del objeto cognitivo y no con su original ofrece como ventaja que en
forma segura, rápida y sin grandes gastos económicos permite estudiar las
propiedades del objeto cognitivo en cualquier situación imaginable.
Resumiendo el propósito de éste trabajo es dar una presentación detallada

sobre la aplicación de la Modelación Matemática y Computacional. A pesar
de tratar un problema sintético simple, su desarrollo y tratamiento numérico
implican cierto grado de conocimiento, deseable en estudiantes de áreas físico-
matemáticas. Ya que desde la concepción del modelo se incorporan elementos
de Física particularmente sobre los sistemas continuos, la comprensión del
desarrollo del modelo matemático es fundamental para apreciar la elección
de los métodos numéricos empleados.
Tomando la siguiente dirección éste escrito introduce en el capítulo uno

nociones básicas sobre la MMC; a partir del capítulo dos pretende focalizar
los temas de abstracción del modelo matemático; en el capitulo tres explica la
elección de método numérico; en el capítulo cuatro aborda los temas sobre la
implementación numérica; y �nalmente presenta conclusiones. La estructura
de cada tema es importante para abordar cualquier otro problema a resolver
con la MMC, que hoy en día constituye una herramienta fundamental en la
Ingeniería y la Ciencia.
Objetivamente el problema a estudiar se enuncia como sigue, �Problema

de transporte de materia (advección-difusión) en un medio continuo, con
condición de frontera de Dirichlet, para una dimensión�. Un ejemplo concreto
de este problema puede ser el transporte de contaminantes del agua y del aire.



Capítulo 1

MARCO TEORICO

Recomendable por muchas razones, la aplicación de la modelación matemáti-
ca consiste en el reemplazo del objeto cognitivo por su imagen matemática
(modelo matemático) la cual, implementada en algoritmos lógico-numéricos
en un ordenador, permite estudiar las cualidades del proceso original. Este
método de cognición conjuga las ventajas de la teoría y del experimento.
Al trabajar con el modelo matemático y no con el objeto cognitivo, en for-
ma relativamente rápida y a bajos costos, se pueden estudiar y pronosticar
las propiedades de estado (ventaja teórica). Al mismo tiempo los algoritmos
numéricos permiten, apoyándose en la potencia de cálculo de los ordenadores,
veri�car las cualidades del objeto cognitivo en una forma no accesible para
los enfoques teóricos (ventaja del experimento).
Traspasando hacia muchas disciplinas, la Modelación Matemática y Com-

putacional integra los conocimientos cientí�cos y tecnológicos por lo que en
adelante se tratará sólo la "Modelación de Sistemas Continuos". En el desar-
rollo de los modelos es apropiado distinguir 4 etapas:

1. La concepción del modelo matemático, generalmente formado por Ecua-
ciones Diferenciales Parciales (EDP). El sistema físico a ser modelado
debe ser expresado en términos de las ecuaciones matemáticas ade-
cuadas. Este proceso incluye casi siempre suposiciones. Las suposiciones
son necesarias como un punto de partida, para hacer al problema tra-
table.

2. Construir las soluciones del modelo para obtener predicciones. Esto
resulta en un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales, con condi-
ciones iníciales y de frontera apropiadas.

3



4 CAPÍTULO 1. MARCO TEORICO

3. Elección del método general, analítico o numérico, más adecuado.1 Las
ecuaciones que constituyen un modelo matemático son casi siempre
demasiado complejas para ser resueltas por métodos analíticos. Deben
hacerse aproximaciones para poner las ecuaciones en la forma adecuada
para que sean resueltas por medio de ordenadores.

4. Modelo Computacional. Un programa o conjunto de programas escritos
para resolver las ecuaciones del modelo numérico, constituyen un mo-
delo computacional del medio. El uso de éste, para resolver problemas
prácticos se conoce como una "simulación del medio".

A continuación se presentan algunas aplicaciones para después acotar el
tema al sector más afín del problema planteado.

1.1. Tipos de modelos cientí�cos

Como fue mencionado, la diversidad de los campos de aplicación para la
modelación es extensa, a continuación se presentan algunas áreas donde se
ha implementado exitosamente la MMC.

Modelos físicos: utilizados en el diseño de represas, puentes, esclusas,
puertos, aeronaves, etc.

Modelos matemáticos: a su vez pueden dividirse en:

� Modelos de simulación conceptual, utilizados en hidrología e hidro-
geología;

� Modelación de yacimientos petroleros.
� Modelos de simulación estocásticos, utilizados en hidrología;
� Modelos optimizantes, utilizando procedimientos como, por ejem-
plo, la Programación lineal, Programación Dinámica; etc. por ejem-
plo para determinar el uso óptimo de los recursos hídricos de una
cuenca hidrográ�ca.

1Por lo general el método utilizado será numérico, por ser éste susceptible de ser tratado
con recursos computacionales.
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Modelos analógicos, se basan en las analogías que se observan desde el
punto de vista del comportamiento de sistemas físicos diferentes que,
sin embargo, están regidos por formulaciones matemáticas idénticas.
Por ejemplo, hasta los años 1970 el modelaje de sistemas de aguas
subterráneas se realizaba con redes eléctricas de resistencias y conden-
sadores. Este procedimiento, bastante engorroso y costoso se sustituyó
con el modelaje puramente matemático en la medida en que aumentó
la capacidad de los computadores y se popularizó el uso del cálculo
numérico.

Modelos Conceptuales.

El Modelo atómico de Bohr del átomo de hidrógeno.

El Modelo de Ising para estudiar materiales ferromagnéticos.

1.1.1. Modelo matemático de simulación hidrológica

Acotando hacia el tema de desarrollo de éste trabajo. Los modelos de
simulación hidrológica se utilizan para estudiar situaciones extremas, difí-
cilmente observables en la realidad, como por ejemplo los efectos de preci-
pitaciones muy intensas y prolongadas en cuencas hidrográ�cas, en su estado
natural, o en las que se ha intervenido con obras como canales, represas,
diques de contención, puentes, etc.
Para implementar un MMC, la cuenca hidrográ�ca es dividida en sub-

cuencas consideradas homogéneas en la mayoria de los casos, desde el punto
de vista: del tipo de suelo, de la declividad, de su cobertura vegetal. El número
y tipo de las variables hidrológicas que intervienen en el modelo son función
de objetivo especí�co para el cual se elabora el mismo.
Los modelos más conocidos, asocian las variables hidrológicas a pequeños

reservorios elementales que se van llenando en la medida que se produce la
precipitación, la cual puede ser diferente en las varias partes de la cuenca.
Así, el fenómeno de la interceptación de las hojas de la vegetación, se

considera como un reservorio elemental, que se va llenando, hasta que su
capacidad, variable según el tipo de vegetación, es sobrepasada, y en ese
momento el exceso de agua es vertido al reservorio elemental siguiente, des-
contándose la evapotranspiración y evaporación que corresponde al intervalo
de tiempo del cálculo, comenzandose a saturar la capa super�cial de suelo,
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y así por delante hasta que se satura y comienza el escurrimiento super�cial
que llegara hasta los primeros arroyos.
El traslado del agua en la red de drenaje es simulada con elementos pro-

pios para tal �nalidad.
La suma del volumen de agua almacenado en los receptáculos elementales

se constituye en la disponibilidad hídrica de la cuenca.
Los modelos matemáticos de simulación de procesos hidráulicos, consisten

generalmente en sistemas de ecuaciones diferenciales que describen el fenó-
meno hidráulico, generalmente en regímenes transitorios, que son resueltos
por métodos numéricos con el auxilio de computadoras.
Los casos más típicos que deben ser analizados por estos modelos son:

Comportamiento de estructuras complejas, como por ejemplo edi�cios
de varios pisos, torres o puentes, a la acción sísmica.

Comportamiento de una onda en un canal.

Comportamiento de una estación de bombeo, o una central hidroeléc-
trica a la interrupción brusca del �ujo.

Estudio del transporte de contaminantes en un acuífero. El cual, es el
problema a estudiar de este trabajo.

1.2. ¿Qué preguntas puede resolver la Mod-
elación Matemática y Computacional?

La Modelación Matemática y Computacional puede ser una herramien-
ta valiosa, para los medios físicos ya que puede responder preguntas de la
siguiente clase:

1. ¿Cómo debe ser desarrollado y producido un campo (yacimiento, manto
acuífero,...) para maximizar su explotación?

2. ¿Cuál es la mejor forma de explotación para un yacimiento? ¿Cómo y
cuándo debe ser implementada?

3. ¿Por qué el medio no se comporta de acuerdo a las predicciones hechas
por estudios de ingeniería o simulación hechos previamente?
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4. ¿Cuál es el máximo bene�cio a lograr del medio?

5. ¿Qué tipo de datos son requeridos? ¿Cuál es la sensibilidad de la predic-
ción del modelo al variar los datos?

6. ¿Si es necesario realizar estudios físicos al medio? ¿Cómo pueden es-
calarse los resultados para aplicaciones de campo?

7. ¿Cuáles son los parámetros críticos que deben prevenirse en el campo
de aplicación?

8. ¿Cuál es la mejor complexión para las fronteras del medio?

9. ¿Para qué porción del medio es el bene�cio esperado?
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Capítulo 2

MODELOS DE
TRANSPORTE DE MASA

Antes de simular algún medio en la computadora, un modelo matemático
del sistema es requerido. El desarrollo de tal modelo es el objetivo de este
capítulo. Los casos del �uido en un medio libre, por ejemplo: la atmósfera o
algún río, son gobernadas por algunas leyes fundamentales, las cuales están
basadas en la conservación de masa, momento y energía. Para un punto de
partida práctico se desarrolla la aplicación de estas leyes básicas directamente
a los problemas de �ujo. Así un conocimiento semiempírico es usado en el
punto donde la ley de Darcy es empleada en la ecuación de momento. Las
bases teóricas de la ley de Darcy proveen un entendimiento de las limitaciones
de las relaciones empíricas. En adición a estas relaciones, las propiedades
físicas de los �uidos involucrados en el sistema deben ser también conocidas
en función de las variables dependientes. Aquí solo tratare con los modelos
matemáticos que son conocidos por su importancia práctica. Los métodos
numéricos para la solución de las ecuaciones resultantes de estos modelos
serán discutidos en el capítulo IV.

Para comenzar es necesario primero identi�car dos enfoques utilizados
para el estudio de los sistemas: la materia y su movimiento. Estos dos enfo-
ques son: el enfoque microscópico y el enfoque macroscópico.

El primer enfoque estudia las interacciones de las partículas elementales
de los átomos que conforman la materia. El segundo enfoque estudia sistemas
formados por un número extraordinariamente grande de moléculas y átomos,

9



10 CAPÍTULO 2. MODELOS DE TRANSPORTE DE MASA

y sus bases teóricas las proporciona la Mecánica de los Medios Continuos.1

Una hipótesis básica que adopta el enfoque macroscópico es considerar
que los cuerpos ocupan todo el espacio dentro del lugar donde están con-
tenidos.
Es importante observar como en la Teoría de los Sistemas Continuos los

conceptos toman un signi�cado especial, en este sentido, un cuerpo es un
conjunto de partículas que tienen la propiedad de que en cualquier tiempo
sus partículas llenan un dominio del espacio euclidiano tridimensional, donde
en cada punto del espacio físico hay una y solamente una partícula aún y
cuando el cuerpo se deforme en el tiempo t, donde t 2 (�1;1).
En el estudio de los cuerpos en movimiento (dinámica) un primer proble-

ma de la cinemática es identi�car a las partículas cuando su posición cambia
con el tiempo.

De�nición 1 Sea X2 una partícula y p(X; t) la función del vector de posi-
ción que ocupa en el espacio físico, dicha partícula en el tiempo t. Una forma
de identi�car una partícula X, es asociándole la posición que ocupa en un
instante determinado.

Sea B el cuerpo y B(t) el dominio ocupado por el cuerpo, en el tiempo
t. Consideremos al tiempo inicial t0 = 0, y por lo tanto el dominio ocupado
por el cuerpo en el tiempo inicial es B(t0). Así, dada cualquier partícula, ella
pertenece a B, si y sólo si, la posición p(X; t0) de la partícula en el tiempo
inicial pertenece al dominio B. Cuando un cuerpo está en movimiento el
dominio B(t) cambia con el tiempo, por lo tanto:

B(t) �
�
x 2 R3 j 9X 2 B 3 x = p(X; t)

	
(2.1)

Si se �ja la partículaX a partir de p(X; t) y se varía el tiempo t, se obtiene
su trayectoria. Esto permite obtener la velocidad de cualquier partícula, y a
su vez la velocidad se de�ne como:

V (X; t) �
@p

@t
(X; t) (2.2)

1Para el desarrollo de los siguientes temas se adopta un enfoque macroscópico.
2En adelante la barra inferior denota un vector y las coordenadas del vector X =

(X1; X2; X3) se llamaran coordenadas materiales de la partícula.
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2.1. Las propiedades intensivas

Las propiedades intensivas3 del sistema son funciones de�nidas para cada
tiempo en cada una de las partículas del sistema continuo.
Considerando una propiedad intensiva escalar, que para el tiempo t, su

valor esta dado por la función �(X; t) en una partícula X. Esta función es
de�nida como � : B ! R1 8t 2 (�1;1), a la que se denomina repre-
sentación Lagrangiana de la propiedad intensiva considerada. Ahora, de�ni-
mos  (x; t) como el valor que toma esa propiedad en la partícula que ocupa
la posición x, en el tiempo t. En este caso se de�ne  : B ! R1 para
t 2 (�1;1), la cuál se denomina representación Euleriana de la propiedad
intensiva considerada.
Frecuentemente el punto de vista Lagrangiano es utilizado en el estudio de

los sólidos, mientras que el Euleriano se usa más en el estudio de los �uidos.
Estas dos representaciones de la misma propiedad están relacionadas por

la siguiente identidad:

�(X; t) �  (p(X; t); t) (2.3)

Para la representación Lagrangiana de una propiedad intensiva es decir
�(X; t), de acuerdo a la de�nición de la derivada parcial de una función, es la
tasa de cambio con respecto al tiempo, de esa propiedad intensiva, que ocurre
cuando observamos a una misma partícula. Es decir, si nos �jamos en una
partícula y medimos a la propiedad intensiva y luego los valores obtenidos
los derivamos con respecto al tiempo, el resultado �nal es:

@�(X; t)

@t
(2.4)

Si  (x; t) es la representación euleriana de esa misma propiedad entonces:

@ (x; t)

@t
(2.5)

Es simplemente la tasa de cambio con respecto al tiempo que ocurre en
un punto �jo en el espacio.
Debido a aplicaciones posteriores es necesario calcular la tasa de cambio

con respecto al tiempo que ocurre en una partícula �ja, cuando se usa la rep-
resentación Euleriana. Derivando con respecto al tiempo la identidad ec.(2.3)
y aplicando la regla de la cadena, se obtiene:

3Estas pueden ser funciones vectoriales o escalares.
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@�

@t
(X; t) =

@ 

@t
(p(X; t); t) +

3X
i=1

@ 

@xi
(p(X; t); t)

@pi
@t
(X; t) (2.6)

Se acostumbra denotar la anterior expresión como:

D 

Dt
(p(X; t); t) =

@ 

@t
(p(X; t); t) +

3X
i=1

vi
@ 

@xi
(p(X; t); t) (2.7)

O bien,

D 

Dt
(p(X; t); t) =

@ 

@t
(p(X; t); t) + vr �  (p(X; t); t) (2.8)

A la operación D
Dt
, que se puede aplicar a cualquier propiedad intensiva,

se le llama derivada material.
Fusionando la ec.(2.6), con la ec.(2.8) llegamos a la siguiente a�rmación:

@�

@t
(X; t) =

D 

Dt
(p(X; t); t) =

@ 

@t
(p(X; t); t) + vr �  (p(X; t); t) (2.9)

2.2. Las propiedades extensivas

Hemos considerado funciones de�nidas en las partículas de un cuerpo
y un tiempo variable. Ahora consideremos funciones que a cada cuerpo B,
de un sistema continuo, y a cada tiempo t, se le asocia un número real o un
vector del espacio Euclidiano tridimensional R3, a estas funciones se les llama
propiedades extensivas. Estas propiedades están de�nidas como la integral
de volumen sobre la región ocupada por el cuerpo:

E(B; t) =
Z
B(t)

 (x; t)dx (2.10)

donde:

E(B; t) es la propiedad extensiva (en adelante E(t)4) y

 (x; t) es la propiedad intensiva (representación Euleriana).

4La ec.2.10 es muy explicita, dado el argumento E(B; t) para enfatizar que el valor de
la propiedad extensiva corresponde al cuerpo B.
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Dada una propiedad extensiva, la propiedad intensiva por unidad de vol-
umen que le corresponde es el integrando cuando aquella se expresa como
una integral de volumen.

2.3. Balance de propiedades

Los modelos matemáticos de los sistemas continuos están constituidos por
Ecuaciones de Balance de algunas propiedades extensivas que a su vez pueden
expresarse en términos de las propiedades intensivas correspondientes.
Para realizar el balance global de una propiedad extensiva es necesario

identi�car las causas por las que la propiedad extensiva puede cambiar en un
cuerpo, al transcurrir el tiempo.

2.3.1. Ecuación de balance global

En la Mecánica de los Medios Continuos las causas por las que una
propiedad extensiva puede cambiar, contiene sólo dos motivos:

1. Por producción en el interior.

2. Por importación a través de la frontera.

Esto conduce a la ecuación de �Balance Global�:

dE

dt
(t) =

Z
B(t)

g(x; t)dx+

Z
@B(t)

q(x; t)dx (2.11)

donde:

g(x; t) es la generación en el interior del cuerpo, y

q(x; t) es lo que se importa o transporta hacia el interior del cuerpo a través
de la

frontera del cuerpo @B(t).

Con base en hipótesis validas en condiciones muy generales, para cada
tiempo t, existe un campo vectorial �(x; t) tal que:

q(x; t) � �(x; t) � n(x; t) (2.12)
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donde n(x; t) es la normal unitaria que apunta hacia el exterior de @B(t).
Sustituyendo la ec.(2.12) en (2.11), se obtiene:

dE

dt
(t) =

Z
B(t)

g(x; t)dx+

Z
@B(t)

�(x; t) � n(x; t)dx (2.13)

La anterior ecuación se conoce con el nombre de �Ecuación de Balance
Global�y es la ecuación básica de los balances de los sistemas continuos5.

2.3.2. Condiciones de balance local

Cabe señalar que existen modelos de sistemas continuos en los cuales
las funciones asociadas a las representaciones de las propiedades intensivas
pueden presentar �saltos�o �choques�. Estos saltos son cambios muy brus-
cos en las propiedades, las cuales se modelan como discontinuidades. Se con-
sideran exclusivamente discontinuidades de salto. Este salto a través de la
super�cie se denota como �(t), para un tiempo t. A esta super�cie se le da
una orientación, es decir, se de�ne un lado positivo y otro negativo. Además,
siempre se supone que n apunta hacia el lado positivo en �(t). Si f es una
función discontinua a través de �(t), su salto se de�ne por:

[f ] = f+ � f� (2.14)

donde f+ y f� son los límites de f por los lados positivo y negativo de
�(t) respectivamente.
Las Ecuaciones de Balance Global son equivalentes a las Condiciones de

Balance Local, las cuales se expresan en términos de las propiedades inten-
sivas correspondientes a las extensivas.
Las Condiciones de Balance Local son de dos clases: Ecuaciones de Bal-

ance Local y las Condiciones de Salto. Las primeras son EDP que se deben
satisfacer en cada punto del espacio ocupado por el sistema continuo, mien-
tras que las segundas son ecuaciones que las discontinuidades de salto de las
propiedades intensivas deben satisfacer donde ocurren.
Las Ecuaciones de Balance Local constituyen por sí mismas los modelos

básicos del Sistema Continuo.
Ahora se hará referencia a algunos conceptos importantes que apoyan la

derivación de las Condiciones de Balance Local.
5A la función g se le denomina generación interna y al campo vectorial � , campo de

�ujo (Allen et. al., 1988 [Ref 7]).
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Teorema 2 Teorema de Green. Sea f(x1; :::; xn) una función de n-variables.
Sea 
 una región en el espacio euclidiano n-dimensional, con frontera @

positivamente orientada, entonces:Z




@f

@xi
(x)dx =

Z
@


f(x) � n(x)dx (2.15)

donde n(x) es la normal unitaria.

La anterior expresión establece una igualdad entre una integral n-ésima
y una integral de línea.
Por su parte el Teorema de Gauss establece que la integral de la derivada

es la función primitiva de la función compuesta por varias variables.

De�nición 3 Sea u(x) una función vectorial de n-variables; su divergencia
se de�ne por:

r � u(x) =
nX
i=1

@ui
@xi

(x) (2.16)

Teorema 4 El Teorema de Gauss o de la Divergencia establece que:Z



r � u(x)dx =
Z
@


u(x) � n(x)dx (2.17)

Es decir, la integral de la derivada es la función primitiva. Esta ecuación se
puede demostrar aplicando las ecuaciones (2.15) y (2.16) a (2.17):Z



r�u(x)dx =
Z



3X
i=1

@ui
@xi

(x)dx =

Z
@


3X
i=1

ui(x) �ni(x)dx =
Z
@


u(x) �n(x)dx

(2.18)
Una versión más general del Teorema de la Divergencia, aplicable a campos
vectoriales continuos por partes y con primeras derivadas, también continuas
por partes, se presenta a continuación.

Teorema 5 Sea 
 � Rn una región de Rn y sea f
1; :::;
ng una descom-
posición de 
; es decir, 
i es una subregión de 
, 8i = 1; 2; :::; N , donde


i \ 
j = ? siempre que i 6= j, y
�
i=NT
i=1


i

�
� 
 que es la propiedad cerra-

dura. Además, en lo que sigue � denota el complemento cerrado de @
, en
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i=NS
i=1

@
i

�
.Supondremos que la función vectorial u(x) y su primera derivada,

son continuas en cada una de las sub-regiones f
1; :::;
ng, separadamente.
Por sencillez, se considera solamente el caso en que la descomposición

consta solamente de dos sub-regiones; es decir N = 2 y una discontinuidad
� que divide a la región en dos partes. Entonces:

@
 = @1
 [ @2
 (2.19)

donde:
@1
 = @
 \ @
1
@2
 = @
 \ @
2

(2.20)

además:
@
1 = @1
 [ �
@
2 = @2
 [ �

(2.21)

Dadas las anteriores igualdades, de la ec.(2.17) se tiene:Z

1

r�u(x)dx =
Z
@
1

u(x)�n@(x)dx =
Z
@1


u(x)�n@(x)dx+
Z
�

u�(x)�n�(x)dx

(2.22)
Cabe hacer notar que la normal unitaria en � apunta hacia fuera de 
1,
por lo tanto la función u en la región 
1 será de signo negativo6.De manera
similar para la región 
2:Z

2

r�u(x)dx =
Z
@
2

u(x)�n@(x)dx =
Z
@2


u(x)�n@(x)dx�
Z
�

u+(x)�n@(x)dx

(2.23)
Donde la normal unitaria en � se ha tomado igual que en la ec.(2.22), apun-
tando hacia fuera de 
1, por lo que n@ = �n� apunta hacia fuera de 
2.
Sumando las ecuaciones (2.22) y (2.23), se obtiene:Z




r � u(x)dx =
Z
@


u(x) � n@(x)dx�
Z
�

[u(x)] � n�(x)dx (2.24)

donde [u(x)] � u+(x)�u�(x) es el salto de la función u(x), como ya se había
visto en las ecuaciones (2.14) y (2.24), es la forma generalizada del Teorema
de Gauss.

6Este signo se denota como el subíndice en la función.
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Considerando los anteriores conceptos matemáticos, se analizará la deriva-
da de una integral con región de integración dependiente de un parámetro.
Sea

E(t) =

Z
B(t)

 (x; t)dx (2.25)

donde la región B(t) depende del parámetro t. Además por ahora se
supone que la función  (x; t), es continua y con primera derivada continua
en B(t). Por este motivo se usará el Teorema de cambio de variable para
integrales de volumen ec.(B-2) que se incluye en el Apéndice pag.(97) para
obtener:

E(t) =

Z
B(t)

 (x; t)dx =

Z
B
�(X; t) det J(X; t)dX (2.26)

donde la región B es independiente del tiempo t, y suponemos  (x; t)
continua y con primera derivada continua, además la ec.(2.26) satisface las
ecuaciones (2.1) y (2.3).
Para continuar debo señalar que el cambio de variable en una integral

de volumen como el descrito en la ec.(2.26) requiere el conocimiento del
determinante jacobiano de la transformación. Por este �n, se considera útil
el realizar cambio de variable en integrales sobre volúmenes materiales véase
la ec.(B-2) pag.(97), en otras palabras volúmenes de�nidos como conjuntos
de puntos de materia especí�cos. Ya que estos volúmenes cambian bajo la
noción del determinante jacobiano, este será de�nido como det J el cual es
una función de (X; t) y puede variar también en el tiempo. Así:

det J(X; t) =

�������
@p1
@X1

@p1
@X2

@p1
@X3

@p2
@X1

@p2
@X2

@p2
@X3

@p3
@X1

@p3
@X2

@p3
@X3

������� =
��� @pi@Xj

��� ; i; j = 1; 2; 3: (2.27)

donde pi es la posición de la partícula X en el tiempo t.
Al calcular la derivada en la ec.(2.26):

dE

dt
(t) =

Z
B

@

@t

�
�(X; t) det J(X; t)

	
dX (2.28)

Aplicando la regla de la cadena de la derivada de un producto se obtiene:
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dE

dt
(t) =

Z
B

�
det J(X; t)

@�

@t
(X; t) + �(X; t)

@ det J

@t
(X; t)

�
dX (2.29)

En la ec.(2.29) al extraer como factor común de la expresión bajo la
integral el determinante de la matriz Jacobiana J(X; t), resulta:

dE(t)

dt
=

Z
B

(
@�

@t
(X; t) + �(X; t)

1

det J(X; t)

@ det J

@t
(X; t)

)
det J(X; t)dX

(2.30)
si se emplea la derivada de un logaritmo natural es posible simpli�car

1

det J(X; t)

@ det J

@t
(X; t) =

@

@t
ln[det J(X; t)] (2.31)

y así reescribir la ec.(2.30) de la siguiente forma

dE(t)

dt
=

Z
B

�
@�

@t
(X; t) + �(X; t)

@

@t
ln[det J(X; t)]

�
det J(X; t)dX (2.32)

Ahora se sabe que aplicar la derivada del determinante jacobiano es nece-
sario. Un método para realizarlo, es derivar un renglón i y mantener los
demás elementos �jos, hasta el renglón n, y sumar los determinantes:

@ det J(X; t)

@t
=

������
@J11
@t

@J12
@t

@J13
@t

J21 J22 J23
J31 J32 J33

������+
������
J11 J12 J13
@J21
@t

@J22
@t

@J23
@t

J31 J32 J33

������+
������
J11 J12 J13
J21 J22 J23
@J31
@t

@J32
@t

@J33
@t

������
(2.33)

Tomando en cuenta que los elementos de la matriz jacobiana deben ser
diferenciables con respecto a la posición y al tiempo, de�nidos como sigue

Jij(X; t) =
@pi
@Xj

; i; j = 1; 2; 3: (2.34)

Al derivar los elementos del Jacobiano con respecto al tiempo se tiene:

@Jij
@t

=
@

@t

�
@pi
@Xj

(X; t)

�
=

@2pi
@t@Xj

(X; t) =
@2pi
@Xj@t

(X; t) (2.35)
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De la ecuación (2.2) vista con anterioridad y que Vi(X; t) es la repre-
sentación lagrangiana de la velocidad. Entonces la representación euleriana
de la velocidad es:

Vi(X; t) = vi
�
p(X; t); t

�
(2.36)

deducimos lo siguiente:

@2pi
@Xj@t

(X; t) =
@Vi
@Xj

(X; t) =

3X
k=1

@vi
@pk

@pk
@Xj

(X; t) =

3X
i=1

@vi
@xk

Jkj (2.37)

Con la ec.(2.37) escribiré el primer determinante del lado derecho como
sigue:

3X
k=1

det

264
�
@v1
@xk

�
Jk1

�
@v1
@xk

�
Jk2

�
@v1
@xk

�
Jk3

J21 J22 J23
J31 J32 J33

375
= det

264
�
@v1
@x1

�
J11

�
@v1
@x1

�
J12

�
@v1
@x1

�
J13

J21 J22 J23
J31 J32 J33

375 = @v1
@x1
det J

(2.38)

De forma similar se desarrollan los otros determinantes de la ec.(2.33).
Ahora tomando en cuenta la ec.(2.38) la derivada del determinante de la
matriz Jacobiana es:

@ det J(x;t)

@t
=

�������
�
@v1
@x1

�
J11

�
@v1
@x1

�
J12

�
@v1
@x1

�
J13

J21 J22 J23
J31 J32 J33

�������
+

�������
J11 J12 J13�

@v2
@x2

�
J21

�
@v2
@x2

�
J22

�
@v2
@x2

�
J23

J31 J32 J33

�������+
�������

J11 J12 J13
J21 J22 J23�

@v3
@x3

�
J31

�
@v3
@x3

�
J32

�
@v3
@x3

�
J33

�������
=
�
@v1
@x1
+ @v2

@x2
+ @v3

@x3

�
det J

(2.39)
o bien:
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@ det J(x; t)

@t
= r � v(x; t) det J (2.40)

De manera independiente, ahora al determinante Jacobiano de�nido en
la ec.(2.27). Incorporamos el supuesto:

pi(X; t0) = Xi donde t0 = 0 y
pi(X; t) 6= Xi donde t 6= t0

(2.41)

De este modo el determinante Jacobiano det J(X; t) factorizado en la
ec.(2.32) quedaría:

det J(X; t0) =

�������
@p1
@X1

0 0

0 @p2
@X2

0

0 0 @p3
@X3

������� =
������
1 0 0
0 1 0
0 0 1

������ = 1 para i = j ; i; j = 1; 2; 3:

(2.42)
dada la aplicación de la derivada material obtenemos esta identidad, ya

que B no depende de t.
Cuando se sustituye la ec.(2.40) y la ec.(2.31) subsecuentemente sobre la

ec.(2.32), y tomando en cuenta la ec.(2.42) se obtiene:

dE

dt
(t) =

Z
B

�
@�

@t
(X; t) + �(X; t)r � v(x; t)

�
dX (2.43)

Aplicando la identidad para la derivada material ec.(2.8), volviendo a
notación lagrangiana:

dE

dt
(t) =

Z
B(t)

�
@ 

@t
(x; t) + v(x; t)r �  (x; t) +  (x; t)r � v(x; t)

�
dx (2.44)

Esta ecuación también puede ser expresada como:

dE

dt
(t) =

Z
B(t)

�
@ 

@t
(x; t) +r � [ (x; t)v(x; t)]

�
dx (2.45)

Finalmente, aplicando el Teorema de Gauss la ec.(2.17) a la ec.(2.45):

dE

dt
(t) =

Z
B(t)

@ 

@t
(x; t)dx+

Z
@B(t)

 (x; t)v(x; t) � n(x; t)dx (2.46)
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Con el anterior desarrollo se concluye que la derivada de una propiedad ex-
tensiva con respecto al tiempo está dada por la ecuación (2.46). Sin embargo
esta ecuación no considera discontinuidades. La ecuación (2.46) modi�cada
se deduce de:

Lema 6 (1)Sea una familia de regiones dependientes del parámetro. Denote
por a la velocidad de la frontera, de y sea la velocidad de las partículas de un
cuerpo. Entonces7:

d

dt

Z

(t)

 dx =

Z

(t)

�
@ 

@t
+r � [ v]

�
dx+

Z
@
(t)

 (v� � v) � ndx (2.47)

Corolario 7 Suponga @
 = (@1
) [ �, (@1
) \ � = ? y v(t) = v�(t) en
@1
. Entonces:

d

dt

Z

(t)

 dx =

Z

(t)

�
@ 

@t
+r � [ v]

�
dx+

Z
�(t)

 (v� � v) � ndx (2.48)

Tomando en cuenta el caso de un cuerpoB(t) con una super�cie de discon-
tinuidad que divide a éste en dos sub-regiones 
1 y 
2. Donde @
 = @1
[@2

y ? = @1
 \ @2
. Aplicando la ec.(2.48) a cada una de las regiones:

d

dt

Z

1(t)

 dx =

Z

1(t)

�
@ 

@t
+r � [ v]

�
dx+

Z
�(t)

 �(v� � v�) � ndx (2.49)

y para la segunda región:

d

dt

Z

2(t)

 dx =

Z

2(t)

�
@ 

@t
+r � [ v]

�
dx�

Z
�(t)

 +(v� � v+) � ndx (2.50)

Sumando la ec.(2.49) y la ec.(2.50) se obtiene la derivada de la propiedad
extensiva aplicada a la región B(t):

dE

dt
(t) =

d

dt

Z
B(t)

 dx =

Z
B(t)

�
@ 

@t
+r � [ v]

�
dx+

Z
�(t)

[ (v � v�)] � ndx

(2.51)

7En las siguientes ecuaciones omito el argumento de las funciones, por cuestiones de
espacio.
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2.3.3. Las ecuaciones de balance local

Como se vio anteriormente no es conveniente excluir que las propiedades
intensivas pueden tener discontinuidades, por ello aquí se explicará breve-
mente la derivación de las condiciones de salto, las cuales se presentan exclu-
sivamente a través de la super�cie �(t).
Una discontinuidad es aquella en que el límite por ambos lados de �(t)

existe, sin embargo son diferentes.

Teorema 8 Para cada t, donde t � 0, sea B(t) � R3 el dominio ocupado
por un cuerpo. Suponga que la propiedad intensiva  (x; t) es C1, excepto a
través de la super�cie �(t). Además, sean v(x; t) y v�(x; t) las velocidades de
las partículas y la de la super�cie �(t), respectivamente, esta última de�nida
solamente para x 2 �(t). Entonces:

d

dt

Z
B(t)

 dx =

Z
B(t)

�
@ 

@t
+r � [ v]

�
dx+

Z
�(t)

[ (v � v�)] � ndx (2.52)

Demostración. Por otra parte, si se aplica a la expresión (2.13) el Teorema
de Gauss generalizado en presencia de discontinuidades, obtenemos:

dE

dt
(t) =

Z
B(t)

fg +r � �g dx+
Z
@B(t)

[� ] � ndx (2.53)

Las expresiones (2.52) y (2.53), deben ser equivalentes, por lo tanto:

R
B(t)f @ @t +r�[ v]gdx+

R
�(t)[ (v�v�)]�ndx=

R
B(t)fg+r��gdx+

R
@B(t)[� ]�ndx (2.54)

Despejando y factorizando:Z
B(t)

�
@ 

@t
+r � [ v]� g �r � �

�
dx+

Z
�(t)

[ (v � v�)� � ]�ndx = 0 (2.55)

Para continuar el desarrollo de las ecuaciones, se hará referencia al sigu-
iente Lema.

Lema 9 duBois�Reymond: Sea f(x) una función continua en la región �
y
R


f(x)dx para una subregión 
 2 �. Entonces f(x) = 0 para toda x 2 �.
Una adaptación de este Lema puede considerar el caso donde se presenta

una super�cie � de discontinuidad. Especí�camente, se considera que f(x)
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es continua excepto por una discontinuidad de salto a lo largo de � 2 � y
g(x) es continua sobre �, entonces:Z


��
f(x)dx+

Z
�\


g(x)dx = 0 (2.56)

para una región 
 2 �. Entonces f(x) = 0 para cualquier x 2 � � �, y
g(x) para cualquier x 2 �.

Al aplicar este Lema a la ecuación (2.55), ahora con una región B(t), se
tiene que:

@ 
@t
+r � ( v) = g +r � � ; 8x 2 B(t) (2.57)

y el siguiente miembro:

[ (v � v�)� � ] � n = 0; 8x 2 �(t) (2.58)

Las ecuaciones (2.57) y (2.58), son las �Condiciones de Balance Local de
la Propiedad Intensiva�.

Teorema 10 Considere un sistema continuo. Entonces, la �Ecuación de
Balance Global�, ec.(2.13), se satisface para todo cuerpo del sistema con-
tinuo, si y sólo si, se cumplen la siguientes condiciones:

1. a) 1) La ecuación diferencial (2.57) vale en todo punto x 2 R3, de
la región ocupada por el sistema.

2) La ecuación (2.58) vale en todo punto de las super�cies de
discontinuidad (x 2 �).

A las ecuaciones (2.57) y (2.58), se les llama �Ecuación de Balance Local�
y �Condición de Salto8�, respectivamente.
Así las ecuaciones (2.57) y (2.58) constituyen la base de prácticamente

todos los modelos de los sistemas macroscópicos de la Ciencia y la Ingeniería.
Es de interés señalar que existen muchos casos en el que los sistemas

continuos presentan estacionalidad, es decir, las propiedades intensivas en el

8En muchas aplicaciones de la Teoría de los Medios Continuos es necesario considerar
propiedades intensivas en las cuales su representación euleriana, tiene discontinuidades de
salto.



24 CAPÍTULO 2. MODELOS DE TRANSPORTE DE MASA

sistema son independientes del tiempo. Si además, las super�cies de discon-
tinuidad se mantienen �jas, la Ecuación de Balance Local y la Condición de
Salto del sistema considerado se reducen a:

@ 

@t
+r � ( v) = g +r � � (2.59)

que vale en todo punto x 2 R3, de la región ocupada por el sistema, y

[ v � � ] � n = 0 (2.60)

que vale en todo punto x 2 � de la super�cie de discontinuidad.
Por el contrario existen fenómenos de los sistemas continuos cuya mod-

elación requiere la introducción de fuentes concentradas en �, en tal caso se
tiene la Ecuación de Balance Global en su forma más general:

dE

dt
(t) =

Z
B(t)

g(x; t)dx+

Z
@B(t)

�(x; t) � n(x; t)dx+
Z
�(t)

g�(x; t)dx (2.61)

donde, g�(x; t) es la producción por unidad de área; es decir considera la
posibilidad de que exista producción concentrada en la super�cie �(t).
Por lo que respecta a la Ecuación de Balance Local, la introducción de

g�(x; t) no afecta y se mantiene como la enunciada en el Teorema 1, sin
embargo la Condición de Salto se modi�ca, quedando de la siguiente manera:

[ v � � ] � n = g� (2.62)

En resumen, los modelos de los sistemas continuos están constituidos por:

1. Una colección de propiedades intensivas o extensivas.

2. El conjunto de ecuaciones de balance local correspondientes, en cada
una de las cuales la velocidad de las partículas es la de la fase co-
rrespondiente.

3. Su�cientes relaciones que liguen a las propiedades intensivas entre sí y
que de�nan a g, � , y v en términos de éstas, las cuales se conocen como
leyes constitutivas, y

4. Condiciones iniciales y de frontera que deben satisfacer las propiedades
intensivas.
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2.4. Transporte de solutos en �uidos libres

Se consideran dos clases de modelos de transporte de sustancias disueltas
en un �uido: transporte de solutos en �uidos libres y transporte de solutos
en medios porosos; es decir, �uidos cuyo movimiento está restringido al es-
pacio disponible en un medio poroso. Una hipótesis importante para que los
modelos de transporte obtenidos resulten completos es que la velocidad de
las partículas v sea conocida. Una forma de proceder consiste en derivar por
medio de los modelos de �ujo la velocidad del �uido y después utilizar ésta al
aplicar los modelos de transporte9. Los modelos de �ujo, para �uidos libres,
los proporciona la mecánica de �uidos clásica.
Los modelos que se utilizan para predecir el transporte de solutos se

constituyen con base en una sola propiedad extensiva: la masa del soluto. En
el caso de �uidos libres, la propiedad intensiva asociada a la masa del soluto
es la concentración del soluto c(x; t). Esto se debe a que los �uidos libres
llenan completamente el espacio físico ocupado por el cuerpo. Así, la masa
del soluto, Ms(t), esta dada por:

Ms(t) =

Z
B(t)

c(x; t)dx (2.63)

La concentración de un soluto c(x; t), se de�ne como la �masa del soluto
por unidad de volumen del �uido�. En el caso de transporte en �uidos libres,
la concentración del soluto es al mismo tiempo igual a la masa por unidad de
volumen, puesto que los volúmenes del �uido y del espacio físico son iguales10.
De acuerdo a la ec.(2.13), la ecuación de balance global para la masa de

un soluto es:

dMs

dt
(t) =

Z
B(t)

gs(x; t)dx+

Z
@B(t)

� s(x; t) � n(x; t)dx (2.64)

Esta ecuación es equivalente a dos ecuaciones, que deben satisfacerse si-
multáneamente, la ecuación de balance local:

@c
@t
+r � (cv) = gs +r � � s; 8x 2 B(t) (2.65)

9En situaciones más complejas es indispensable resolver simultáneamente las ecuaciones
de �ujo y de transporte.
10Esto no sucede para el caso en que el �uido está contenido en un medio poroso, pues

entonces el �uido ocupa exclusivamente los poros de la matriz porosa.
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y la condición de salto correspondiente es:

[c(v � v�)� � s] � n� = 0 (2.66)

Donde gs(x; t) es la masa de soluto por unidad de volumen de �uido que
se genera o se destruye en el interior del cuerpo B(t) y � s(x; t) es el �ujo de
masa de soluto que entra o sale a través de la frontera del mismo @B(t).
Es importante señalar que es posible distinguir tres procesos que tienen

lugar en el transporte de solutos:

1. Procesos no conservativos.

2. Proceso de advección.

3. Proceso de difusión.

Es de utilidad considerar el transporte conservativo de un �uido incom-
presible, tomando en consideración que no se genera masa de soluto, es decir,
gs(x; t) = 0 y tampoco entra �ujo de masa de soluto a través de la frontera
� s(x; t) = 0.
De acuerdo a lo anterior la ecuación general de transporte (2.65), se reduce

a:
@c

@t
+r � (cv) = 0 (2.67)

Esto en términos de la derivada material de la concentración, realizando
una factorización y despejando se puede expresar como:

Dc

Dt
= �cr � v (2.68)

En este caso se considera que un �uido es incompresible, es decir,r�v = 0,
por lo tanto la anterior ecuación se reduce a:

Dc

Dt
= 0 (2.69)

Ahora se considerará el caso de transporte conservativo de un �uido com-
presible, esto implica que su volumen cambia. Para garantizar la propor-
ción de soluto en el �uido se debe tomar cuenta que �(x; t) = masa

volumen
y

c(x; t) = masa
volumen

entonces se de�ne la fracción de masa de soluto como:

!(x; t) =
�(x; t)

c
=
masa de soluto

masa de fluido
(2.70)



2.4. TRANSPORTE DE SOLUTOS EN FLUIDOS LIBRES 27

De esta manera se tienen dos propiedades extensivas, la masa del �uido
y la masa del soluto con sus respectivas propiedades intensivas, la densidad
y la concentración, de tal forma que:

1. Ecuación de balance local del �uido:
@�
@t
+r � (�v) = gf +r � � f ; 8x 2 B(t) (2.71)

Considerando la conservación de masa del �uido en la ec.(2.71) y usando
la derivada material, la ecuación queda:

D�

Dt
= ��r � v (2.72)

Con su correspondiente condición de salto:

[�(v � v�)] � n� = 0 (2.73)

2. Ecuación de balance local del soluto. Considerando la conservación de
masa del soluto:

Dc

Dt
= �cr � v (2.74)

Y su correspondiente condición de salto:

[c(v � v�)] � n� = 0 (2.75)

Ahora. Si calculamos la derivada material de la fracción de masa:

D!

Dt
(x; t) =

D

Dt

��
c

�
= ��1

Dc

Dt
� ��2c

D�

Dt
= ��2

�
�
Dc

Dt
� c

D�

Dt

�
(2.76)

Al sustituir las ecuaciones de balance local del soluto y del �uido en la
ec.(2.76), se obtiene:

D!

Dt
(x; t) = ��2 (��cr � v + c�r � v) = 0 (2.77)

Por lo que en este caso decimos que las partículas conservan la fracción
de masa del soluto.
Ahora bien, se tratarán las ecuaciones del transporte no conservativo en

un �uido incompresible, así pues, la ecuación de balance local, la ec.(2.65),
se modi�ca dado que r � v = 0, de esta forma:

@c
@t
= gs +r � � s; 8x 2 B(t) (2.78)
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2.4.1. Los procesos de advección

Los procesos de advección son un caso particular de los procesos de trans-
porte no conservativos, sin embargo la velocidad de las partículas no es nula.
Siempre que el �uido no esta en reposo hay advección. Este fenómeno, o
proceso, se debe a que la sustancia disuelta es arrastrada por el �uido en su
movimiento.
Un ejemplo de el proceso de advección es el proceso transporte con fuentes

( o sumideros) lineales. Cabe hacer referencia al fenómeno de decaimiento
radioactivo, el modelo más sencillo de este fenómeno es aquel que toma como
una función lineal de la concentración del soluto, c(x; t); es decir, gs(x; t) =
��c(x; t), donde � es una constante positiva. Si se toma un �uido en reposo,
v(x; t) � 0 y cuando no hay difusión, � s(x; t) � 0, la ec.(2.65), se reduce a:

@c

@t
(x; t) = ��c(x; t) (2.79)

Por medio de ecuaciones separables, la solución de la ec.(2.79) es:

c(x; t) = c0(x)e
��t (2.80)

Donde c0(x) es la concentración inicial. Se le llama período de vida media,
T , del material radioactivo, por lo tanto de la ec.(2.80), se tiene:

c(x; T ) = c0(x)e
��T (2.81)

Es decir, T = ln 2
�
, o bien � = ln 2

T
. En términos de la vida media la

ec.(2.80) es:
c(x; t) = c0(x)2

� 1
t (2.82)

Continuando con el proceso de transporte con fuentes o sumideros lineales
y teniendo en cuenta el decaimiento radioactivo se tienen dos propiedades ex-
tensivas, la masa del �uido y la masa del soluto con sus respectivas propiedades
intensivas, la densidad y la concentración.
De la expresión general de la derivada material de la fracción de masa:

D!

Dt
= ��2

�
(��cr � v + gs +r � � s) +

�
c�r � v + gf +r � � f

�	
(2.83)

Utilizando las hipótesis de conservación del �uido gf (x; t) = 0, y � f (x; t) =
0 que en el caso del soluto gs(x; t) = ��c(x; t), � s(x; t) = 0. La expresión
(2.83) se escribe:



2.4. TRANSPORTE DE SOLUTOS EN FLUIDOS LIBRES 29

D!

Dt
= ��2 f(��cr � v � �c) + (c�r � v)g (2.84)

Que conduce a:
D!

Dt
+ �! = 0 (2.85)

2.4.2. El proceso de difusión

El proceso de difusión explica el movimiento de las partículas disueltas
en un medio bajo la acción de diferencias de concentración, es decir, habrá
la difusión siempre que exista una diferencia de concentraciones en dos pun-
tos del medio, tal movimiento, es continuo e irregular de carácter aleatorio,
llamado Movimiento Browniano. En general el proceso de difusión motiva
que exista una entrada o salida11 a través de la frontera @B(t), por lo tanto
� s(x; t) � n(x; t) 6= 0.
En los �uidos libres siempre está presente un proceso de difusión que

es debido a la agitación molecular que se conoce como difusión molecular,
este tipo de difusión se modela en términos macroscópicos conforme a la
Ley de Fick que modela � s(x; t) como una función lineal del gradiente de
la concentración rc. Por medio del Algebra Lineal se puede expresar una
transformación lineal de un vector tridimensional como el producto de uno
de los vectores por una matriz cuadrada (3� 3), de esta forma:

� s(x; t) = D � rc (2.86)

Donde D es el tensor de difusión molecular. En �uidos libres, la difusión
habitualmente es isotrópica (no depende de la dirección), por lo tanto el
tensor de difusión molecular se expresa como:

D = Dij = DI = D�ij (2.87)

Donde �ij es la delta de Kronecker12.
En éste caso, en presencia de difusión, la ecuación general de transporte

se expresa como en la ec.(2.65) y al sustituir en ella a las ecuaciones (2.86)
y (2.87) resulta:

@c
@t
�r �

�
D � rc

�
+r � (cv) = gs; 8x 2 B(t) (2.88)

11Esto depende del signo de � s(x; t) � n(x; t).
12Esta toma valor 1 cuando i = j y 0 cuando son diferentes.
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Aquí tenemos la ecuación de modela el transporte de materia en un �uido
libre, para el caso multidimensional. La cual es la base de este trabajo, sin
embargo en este caso delimitaré su uso, para una dimensión.

2.5. Transporte en una dimensión

La ecuación (2.88) modela el transporte de solutos en un �uido libre bajo
la presencia de difusión y advección, sin embargo, esta ecuación se encuentra
en tres dimensiones, al disminuir las dimensiones a solo una, la ecuación
(2.88) queda como:

dc

dt
�D

d2c

dt2
+
dcv

dt
= gs (2.89)

Tomando a D como una constante13. Y además debe advertirse el uso de
derivadas totales dado el caso unidimensional.
Si además, tomamos el caso en que la velocidad se mantiene constante y

no existe generación ni destrucción de masa, entonces la ecuación (2.89) se
reduce a:

dc

dt
�D

d2c

dt2
+ v

dc

dt
= 0 (2.90)

Esta ecuación representa el caso del problema de transporte de materia
(advección-difusión), para una dimensión. La solución se abordara numéri-
camente para el caso estacionario.

13Para �uidos libres de difusión ("isotropía", sin preferencia de dirección), entonces
D = DI, así D es el coe�ciente de difusión e indica la facilidad para la transferencia de
masa, a mayor D mayor transferencia de masa.



Capítulo 3

CASO DE TRANSPORTE EN
UNA DIMENSIÓN Y UN
TRATAMIENTO NUMÉRICO

Éste capítulo justi�ca el empleo de los métodos numéricos elegidos para
dar solución al problema de transporte de materia en un �uido libre, lo
que constituye la parte referente a la modelación numérica. El punto de
partida es el método de residuos pesados o Galerkin, ya que constituye la base
teórica sobre la cual se construyen los métodos subsecuentes: método Petrov-
Galerkin, método del elemento �nito (FEM) y método del elemento �nito con
funciones óptimas (FEM-OF). En general la presentación de estos métodos
es breve, y dada la similitud entre ellos conforme son abordados sólo se
explican las características más sobresalientes y algunas especi�caciones para
su implementación. La solución del problema con sus respectivas variantes se
deja al capítulo 5, dedicado a la modelación computacional.

3.1. Método de Residuos Pesados o Galerkin

Este método proporciona un fundamento conceptual sobre el método del
elemento �nito. Para comenzar con su explicación partiremos de una ecuación
diferencial escrita como:

L (u (x))� f (x) = 0; x 2 
 (3.1)

Donde L (�) es el operador diferencial y f(x) es una función necesaria-

31
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mente conocida, ambas de�nidas sobre la región 
 con frontera (límite) @
.
Suponiendo que �i(x); i = 1; 2; :::; N representa N funciones escogidas a
partir de las ya conocidas, linealmente independientes o funciones base. En
general estas funciones satisfacen las condiciones de frontera homogéneas so-
bre @
, sin embargo para conocer con precisión estas condiciones podríamos
necesitar llevar el desarrollo un poco más allá. Suponemos que �0(x) es una
función cuyos valores sobre @
, son esenciales para la construcción de una
solución aproximada que satisface las condiciones de frontera impuestas sobre
u(x). Nuevamente llevamos el desarrollo algo lejos para ver las condiciones
que sobre �0(x) se deben cumplir.
De�namos una función propuesta bu(x) que se aproxima a u(x) como una

superposición lineal de las funciones �0(x).

bu(x) = �0(x) +
nX
i=1

ui�j(x) (3.2)

donde las constantes fuigNi=0 aún deben ser determinadas. Debido a que
N es �nita, bu(x) es por lo general diferente a la solución verdadera u(x),
cuya especi�cación puede necesitar un número in�nito de grados de libertad
y por lo tanto una serie in�nita de funciones base escogidas para un modelo
completo. Por lo tanto la sustitución de bu(x) en la ec.(3.1) resultará típica-
mente en un residual, R(x; U); diferente de cero donde U es el vector donde
se encuentran los N coe�cientes desconocidos ui. De aquí:

L (bu (x))� f (x) = R(x; U) (3.3)

El objetivo de éste método es seleccionar U de tal forma que minimice
R(x; U) de alguna forma. Esto puede ser realizado multiplicando R(x; U)
primero por una serie de funciones de peso wj(x), j = 1; 2; :::; N . Este pro-
ducto debe ser integrado sobre 
 y esta integral debe ser igualada a cero.
Estos dos procedimientos obligan a que los residuos desaparezcan por un
procedimiento de pesos.Z




[L (bu(x))� f(x)]wj(x)dx = 0; j = 1; 2; :::N: (3.4)

Si observamos las funciones como vectores, entonces la operación esta
de�nida por hf; gi =

R


f(x)g(x)dx que actúan como un producto interno

sobre conjuntos de funciones limitadas convenientemente. Empleando esta
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notación del producto interno, las condiciones de los residuos pesados ec.(3.4)
pueden rescribirse como:

hL (bu(x))� f(x); wj(x)i = 0; j = 1; 2; :::N: (3.5)

lo cual obliga a que el residuo sea ortogonal a las funciones de peso wj(x).
Sustituyendo la función propuesta ec.(3.2) dentro de esta expresión, facto-
rizando obtenemos:

NX
i=1

ui hL (�i (x)) ; wj(x)i = �hL (�0 (x)) ; wj(x)i+hf (x) ; wj(x)i ; j = 1; 2; :::N:

(3.6)
Ahora estamos en condiciones de ver: ¿qué valores de frontera debemos

imponer a las funciones �0; :::; �N?, que garanticen que bu(x) satisface dichas
condiciones de frontera. Supongamos que el operador diferencial típico es
de�nido por:

L (u(x)) = �r � [p(x)ru(x)] + q(x)u(x) (3.7)

concretamente con esta elección la ecuación (3.6) resulta:

NX
i=1

ui
R

[f�r�[p(x)ru(x)]+q(x)u(x)gwj(x)]dx=

R

[fr�[p(x)r�0(x)]+q(x)�0(x)gwj(x)]dx+

R

[f(x)wj(x)]dx

(3.8)
Desde el principio se asume que las funciones de peso wj son diferenciables

por tramos. Entonces es posible integrar los términos involucrados en las
funciones �0; :::; �N , usando el Teorema de Green (o integración por partes,
en una dimensión) para obtener:

NX
i=1

ui
R


[p(x)r�i(x) � rwj(x) + q(x)�i(x)wj(x)]dx

�
NX
i=1

ui

I
@


[wj(x)p(x)r�i(x) � n(x)] dx

= �
R


[p(x)r�0(x) � rwj(x) + q(x)�0(x)wj(x)]dx

+

I
@


[wj(x)p(x)r�0(x) � n(x)] dx+
R


[f (x)wj(x)] dx:

(3.9)
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Esto es equivalente a:

NX
i=1

ui
R


[p(x)r�i(x) � rwj(x) + q(x)�i(x)wj(x)]dx

= �
R


[p(x)r�0(x) � rwj(x) + q(x)�0(x)wj(x)]dx

+
R


[f (x)wj(x)] dx

+

I
@


"
wj(x)p(x)r[�0(x) +

NX
i=1

ui�i(x)] � n(x)
#
dx

(3.10)

Las integrales en la sumatoria del lado izquierdo de la ec.(3.10) son
directamente calculables, siempre y cuando conozcamos las funciones base
�1; :::; �N y las funciones de peso w1; :::; wN para seguir con la solución del
problema. De igual forma, las 2 integrales de volumen del lado derecho de la
ec.(3.10) son también calculables directamente si conocemos el valor de �0.
Esto deja solo las integrales de frontera, cuyo cálculo depende del tipo de
condiciones de frontera impuestas.
Suponemos primero que estamos resolviendo un problema de valores de

frontera del tipo de Dirichlet, donde u(x) = (x) sobre @
 para alguna
función (x) establecida. Entonces podemos calcular la integral de frontera de
la ec.(3.10), para cualquier valor de las funciones �0; :::; �N sobre @
. Vale la
pena hacer 2 observaciones. Primero, podemos facilitar el cálculo de cualquier
término de la integral de frontera si garantizamos unas desapariciones. En el
modelo Galerkin clásico donde cada wj = �j, como veremos en el elemento
�nito, se lleva acabo asegurando que �j = 0 donde x 2 @
, para j = 1; :::; N .
Estas condiciones de frontera homogéneas sobre las funciones base �1; :::; �N
pueden por lo tanto conducir a una signi�cación computacional conveniente.
La segunda observación tiene más importancia. En el caso de Dirichlet,

las ecuaciones de residuos pesados (3.10) solas, no admiten mecanismos para
garantizar que bu(x) = (x) sobre @
, y una elección arbitraria de �0; :::; �N
producirá una solución aproximada bu que no satisface las condiciones de fron-
tera incluso de manera aproximada. Por lo tanto para los valores de frontera
en el caso Dirichlet la función de prueba (3.2) debe ser forzada a satisfacer las
condiciones de frontera previamente. Asumiendo que las funciones �1; :::; �N
desaparecen sobre @
, como sugerimos anteriormente, podemos garantizar
esto asumiendo que �0(x) = (x) sobre @
. A cualquier velocidad (At any
rate), debemos imponer explícitamente las condiciones de frontera Dirichlet
sobre la función prueba para obtener una solución aproximada aceptable.
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Estas condiciones de frontera son también llamadas condiciones de frontera
esenciales.
Ahora suponiendo que estamos resolviendo un problema de Neumann,

para el cual podemos escribir las condiciones de frontera como ru(x) �n(x) =
(x) sobre @
. En este caso no es necesario imponer valores de frontera sobrebu(x) previamente. Sin embargo desconociendo los valores de bu(x) sobre @
,
necesitamos dejarlos como grados de libertad desconocidos. Impusimos las
condiciones de Neumann simplemente requiriendo que la integral de frontera
en la ec.(3.10) tenga el mismo valor tal como pudo haber sido sustituir la
solución u(x), por la función de prueba bu(x). Especí�camente, tenemos:

I
@


wj(x)p(x)r[�0(x) +
NX
i=1

ui�i(x)] � n(x)dx

=

I
@


[wj(x)p(x)ru(x) � n(x)] dx =
I
@


[wj(x)p(x)(x)] dx

(3.11)

y sustituyendo la última integral, la cual podemos calcular si conocemos
el integrando, en la integral de frontera de la ec.(3.10). Vemos así, que la
formulación integral ec.(3.10) admite un mecanismo natural para forzar las
condiciones de Neumann sin necesidad de restricciones previas sobre las fun-
ciones �0; �1; :::; �N . Las condiciones de frontera de Neumann, son también
conocidas como condiciones de frontera naturales.
Finalmente, un mecanismo similar existe para imponer la condición de

Robin,

�(x)u(x) + �(x)ru(x) � n(x) = (x); x 2 @
; (3.12)

usando la integral de frontera en la ec.(3.10). Sin embargo �(x) 6= 0 sobre
@
, así que, podemos partir de esta condición de frontera para obtener

wj(x)p(x)ru(x) � n(x) =
1

�(x)
wj(x)p(x) [(x)� �(x)u(x)] : (3.13)

Sustituyendo la ec.(3.2) por u(x) en esta última ecuación, podemos re-
escribir la ec.(3.10) como sigue
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I
@


h
1

�(x)
wj(x)p(x)(x)

i
dx�

I
@


h
�(x)
�(x)

wj(x)p(x)�0(x)
i
dx

�
NX
i=1

I
@


h
�(x)
�(x)

wj(x)p(x)�i(x)
i
dx

(3.14)

Entonces, sin importar nuestra elección para �0; �1; :::; �N , podemos im-
poner las condiciones de frontera de Robin a través de la correcta evaluación
de la integral de frontera resultante del teorema de Green. Así como las
condiciones de Neumann, las condiciones de Robin no imponen restricciones
previas sobre la función de prueba bu(x), y de nuevo son condiciones de fron-
tera naturales.
Hasta aquí, vimos el razonamiento acerca de las condiciones de frontera

sobre la suposición que las funciones de peso wj(x) son diferenciables, al
menos por partes. Esta suposición respalda al método de Galerkin, como se
verá en la siguiente sección.

3.2. Método del Elemento Finito

El método de elemento �nito fue creado para resolver las complicadas
ecuaciones de elasticidad y estructuras mecánicas, usualmente modeladas
por ecuaciones del tipo elíptico, con geometrías complicadas.
La solución de EDP por el método de elemento Finito, requiere de los

siguientes pasos:
1. Escribir la EDP en forma de una ecuación integral (ec. Integro difer-

encial).
2. Integrar por partes en el caso de 1D ó usar el teorema de Green (2D o

3D) para reducir el orden de las derivadas.
3. Introducir la aproximación del elemento �nito para el campo de tem-

peratura con parámetros nodales y funciones base elementales.
4. Integrar sobre los elementos para calcular la matriz de dureza (sti¤ness)

de los elementos y los vectores RHS.
5. Ensamblar la ecuación global.
6. Aplicar las condiciones de frontera.
7. Resolver la ecuación global.
8. Evaluar los �ujos.
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Este método es obtenido fácilmente del método de residuos pesados, se-
leccionando las funciones base �j(x), j = 1; 2; :::; N , como las funciones de
peso wj(x), j = 1; 2; :::; N . Entonces tenemos:

NX
i=1

ui


L (�i (x)) ; �j(x)

�
= �



L (�0 (x)) ; �j(x)

�
+


f (x) ; �j(x)

�
; j = 1; 2; :::N:

(3.15)
tal como la ecuación de trabajo del método de Galerkin. Para completar

la formulación se requiere solo de la selección de las funciones �j(x), para ésta
tarea será mejor guiarnos con información sobre la teoría de aproximación
polinomial.

3.2.1. Aproximaciones Polinomiales

La teoría de la aproximación polinomial, constituye la fundación por la
cual han sido construido varios métodos numéricos. En el desarrollo de es-
ta fundación seguimos de cerca la aproximación de Botha y Pinder (1983).
Omitimos ciertas comprobaciones de estimación del error.
La aproximación polinómica parece ser una buena opción, para la aprox-

imación a la solución, sin embargo con �n de asegurar la continuidad de
la solución, cuando hablamos de un dominio que ha sido fragmentado, una
buena solución será la que respete los valores en las fronteras, es decir en los
puntos donde se dividió el dominio.
Comencemos discretizando un intervalo cerrado [a; b] por una malla � la

cual de�nimos con la ayuda de la �gura (3.1).a como sigue

� : (a =)x0 < x1 < ::: < xn(= b) (3.16)

La ecuación (3.16) especi�ca que nuestra malla consistirá de n+ 1 nodos
x0;x1; :::; xn y n segmentos discretos o elementos �nitos [xi�1; xi], tal que
x0 = a y xn = b.

Polinomios de Interpolación de Lagrange.

Busquemos un polinomio Pn(x) de grado n que interpole una función
dada f(x) entre los nodos xi de la malla.

Pn(x) = f(x) (3.17)
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donde ff(xi)gni=0 es un conjunto de valores de la función prescrita f(x) 2
Cm[a; b]1 en los puntos nodales fxigni=0 como se ilustra en la Figura (3.1.b).
Las condiciones de la ec.(3.17) son su�cientes para especi�car Pn(x) como

Pn(x) =
nX
i=0

`i(x)f(xi); (3.18)

donde los polinomios `i(x) tienen la forma

`i(x) =

nY
j=0
j 6=i

x� xj
xi � xj

; x 2 [a; b] (3.19)

La aproximación de Pn(x) a f(x) es conocida como interpolación poli-
nomial de Lagrange, y la función `i(x) es llamada un Polinomio Base de
Lagrange.
El polinomio de Lagrange más simple es el miembro lineal (n = 1) el cúal

se ilustra en la �gura (3.1).
Los polinomios de base cuadrática (n = 2) y cúbica (n = 3), son también

empleados en aplicaciones prácticas, sin embargo polinomios de Lagrange de
mayor orden raramente se encuentran en aplicaciones. Cuando se trabaja
con mallas de gran número de nodos xi, recurriremos a la aproximación
polinomial por partes.
El error En(x) asociado con la interpolación de f(x) por Pn(x) sobre el

intervalo [xo; xn] puede ser estimado por f(x) 2 Cn+1[a; b] como

En � f(x)� Pn(x) =
wn(x)

(n+ 1)!

dn+1f

dxn+1
(�) (3.20)

donde � es algún número en el intervalo abierto (a; b) y

wn = (x� x0)(x� x1):::(x� xn) (3.21)

Cuando la malla � es de�nida tal que los incrementos espaciales sean
uniformes, esto es, xi+1�xi = h, i = 0; 1; :::; n�1, el error estimado ec.(3.20)
y ec.(3.21) puede ser simpli�cado usando la transformación x = x0 + �h. La
solución de esta expresión en el error estimado ec.(3.20) y ec.(3.21) permite

1La notación Cm[a; b] designa una clase de funciones que son continuamente diferen-
ciales m veces sobre el intervalo cerrado [a; b].
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Figura 3.1: (a) ejempli�cación de trameado (b) función del polinomio de
interpolación lineal (c) uso de los polinomios de interpolación en dos tramos
de la malla

En =
1

(n+ 1)!
(�h)[(��1)h]:::[(��n)h]d

n+1f

dxn+1
(�) = Chn+1; x0 < � < xn;

(3.22)
donde C es un coe�ciente independiente de h. Por lo tanto podemos

escribir En = O(hn+1), lo cual signi�ca que la proporción En=hn+1 está ligada
por una constante al orden que h ! 0. La ec.(3.22) muestra como, cuando
decrece el incremento h, el error de interpolación también lo hace.
Esto es conveniente, particularmente cuando se realiza integración numéri-

ca (como se requerirá más adelante), para re-escalar cada elemento �nito, da-
do [x0; x1], usando una nueva coordenada local � de�nida tal que � 2 [�1; 1].
La transformación adecuada es la siguiente:

x = x0 +
h

2
+
h

2
�; � 1 � � � 1; x0 � x � x1 (3.23)

Como ejemplo considere el polinomio lineal base de Lagrange obtenido
sustituyendo n = 1 en la ec.(3.19), que es,
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`1(x) =
x� x0
x1 � x0

(3.24)

Haciendo el cambio de variables ec.(3.23) en la ec.(3.24) resulta

b̀
1 =

h(1+�)
2

h
=
1

2
(1 + �); � 1 � � � 1 (3.25)

Observe que adoptamos la notación b̀i(�) para representar la función que
toma los mismos valores que `i(�) para valores de � correspondientes a los
valores de x a través de la transformación (3.23). Así mientras b̀i y `i son
lógicamente diferentes funciones, toman los mismos valores sobre un elemento
�nito dado. La función b̀i(�) es ilustrada en la �gura (3.1.b). La forma general
para b̀i(�) es:

b̀
i(�) =

8>><>>:
nY
j=0
j 6=i

���j
�i��j

; � 1 � � � 1

0; Otro caso.

9>>=>>; (3.26)

Hasta ahora hemos examinado los polinomios de interpolación de La-
grange solo sobre mallas en las cuales el número de elementos iguala al gra-
do del polinomio. Cuando trabajamos con mallas teniendo un gran número
de intervalos [xi; xi+1], usualmente asignamos un conjunto de bajo grado
(n = 1; 2; 3) de funciones base de la forma ec.(3.19) para cada conjunto ad-
yacente de (n + 1 = 2; 3; 4) nodos. La �gura (3.2) ilustra esta disposición,
para el caso n = 2. Observe que un conjunto de dos funciones base cuadráti-
cas vive sobre el intervalo [xi�1; xi], otro conjunto igual sobre [xi; xi+1] y así
se repetiria consecutivamente.
Globalmente, asociamos una función base para cada nodo xi. Los nodos

xni tienen en común 2 intervalos adyacentes y marcan las fronteras donde la
forma de interpolación cambia de una expresión polinomial a otra. A cambio
de la interpolación global por un polinomio de la forma ec.(3.18), la inter-
polación por partes del polinomio de Lagrange es preferida en la mayoría de
aplicaciones numéricas que implican mallas grandes.

POLINOMIOSDE INTERPOLACIÓNDEHERMITE En general,
para un intervalo [a; b] particionado por una malla � un polinomio de inter-
polación de Lagrange por partes pertenece a C0 ([a; b]), es decir, la función
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Figura 3.2: Funciones base de lagrange de segundo grado

de interpolación por sí misma es continua, pero su derivada es discontinua
sobre el dominio compuesto por varios intervalos. La discontinuidad de la
derivada ocurre en los nodos frontera xni, un factor establecido fácilmente a
través de una examinación de la �gura (3.3).
Hay ocasiones sin embargo, cuando es deseable tener un alto orden de

continuidad. Una clase de funciones que satisfacen esta condición son los
polinomios de interpolación de Hermite. Asumiendo la misma malla � em-
pleada anteriormente, y más importante asumamos que para cada nodo los
valores de ambas funciones, la función y su derivada, son especi�cadas. En
otras palabras para todo ff(xi); f 0(xi)gni=0, existe un polinomio único

Hn(x) =
nX
i=1

�
h0i f(xi) + h1i f

0(xi)
�
; (3.27)

de grado al menos de 2n+ 1, tal que Hn 2 C1 ([a; b]) y

dqHn

dxq
(xi) =

dqf

dxq
(xi); q = 0; 1; i = 0; 1; :::; n: (3.28)

Así a través de una cuidadosa elección de las funciones h0i y h
1
i podemos

generar una interpolación polinomial tal que cuando se usa por partes como
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Figura 3.3: Interpolacion con ecuaciones de segundo grado

se describe arriba, exhibe continuidad de la primeras derivadas donde sea.
La funciones polinomicas base de Hermite h0i y h

1
i pueden escribirse usan-

do la notación introducida en la ec.(3.19) como sigue:

h0i (x) =

8<: [`i(x)]
2

[`i(xi)]
2

�
1� [`

0
i(xi)]

2

[`i(xi)]
2 (x� xi)

�
; x 2 [x0; xn];

0; Otro caso

9=; (3.29)

h1i (x) =

(
[`i(x)]

2

[`i(xi)]
2 (x� xi) ; x 2 [x0; xn];

0; Otro caso

)
(3.30)

Estas funciones aparecen en la �gura (3.4).
La examinación de las funciones ec.(3.29) y ec.(3.30) rebela que el menor

grado de polinomio que puede ser usado exitosamente en la interpolación
de Hermite es el cúbico; tales funciones son mejor conocidas como Çúbicas
Hermite"Puede demostrarse que el error de interpolación de Hermite para la
función f 2 C2(n+1)([a; b]) esta dado por

En � f(x)�Hn(x) =
[wn(x)]

2

(2n+ 1)!

d2(n+1)f

dx2(n+1)
(�); (3.31)
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donde wn(x) está de�nido por (3.21) y � es algún número en el intervalo
(a; b).
Es posible escribir el error de interpolación por aproximaciones polino-

miales ya sea de Lagrange o Hermite, en una forma diferente que será útil
después. La nueva representación es realizada combinando las ecuaciones
(3.20), (3.21) y (3.31) con una serie de expansión de Taylor, usando la forma
integral del resto. La expresión resultante da la q-ésima derivada del error de
interpolación como

dqEn
dxq

(x) =
1

N !

Z b

a

dqK

dxq
(x; t)

dN+1f

dtN+1
(t)dt; (3.32)

donde

K(x; t) = (x� t)N+ �
nX
i=0

m�1X
j=0

hji (x)
dj

dtj
(xi � t)N+ (3.33)

y N = m(n + 1) � 1. En la ec.(3.33) el término (x � t)N+ esta de�nido
como sigue

(x� t)N+ =

�
(x� t)N ; x � t;
0; x < t:

�
(3.34)

En estas ecuaciones, n es el grado del polinomio de interpolación, m = 1
para polinomios de Lagrange,m = 2 para polinomios de Hermite yK(x; t) es
conocido como el "Kernel Peano". Las relaciones (3.32), (3.33) y (3.34) son
el teorema Peano kernel [2, Para una explicación más amplia vea Botha y
Pinder (Cap 2, 1983)].
A continuación se introduce el innovador aspecto de los métodos trata-

dos en éste escrito, la bipartición del dominio, ya que la segmentación en
dos escalas del dominio, una para funciones base y otra para funciones de
peso, permitirá suavizar los cambios abruptos de la solución en los casos con
advección dominante.

3.2.2. Aplicación del Método de Elemento Finito (con
bipartición de dominio)

Ya que las características y fundamentación del método fueron introduci-
das anteriormente, sólo se retoma la ecuación del problema de transporte
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en una dimensión caso estacionario, como punto de partida. En general el
seguimiento para estas aplicaciones numéricas se ha desglosado en pasos, en
los cuales el uso de la bipartición del dominio es la diferencia a notar, en
comparación a los procedimientos estándar.

�D d2c
dx2
+ V dc

dx
= 0 c(0) = 1; c(1) = 0 (3.35)

1. Llevada a su forma integral.Z 1

0

�
�Dd2c

dx2
+ V

dc

dx

�
wdx = 0 (3.36)

o expresada de otra formaZ 1

0

�
�Ddc

dx

dw

dx
+

�
V
dc

dx

�
w

�
dx = 0 (3.37)

representa la expresión más sencilla del problema para abordar por
estos métodos numericos.

2. Se genera la división del dominio, 10 particiones con 10 subparticiones
para cada una.

PRIMERA PARTICIÓN dará soporte directamente a las funciones de
peso. xi = ih; i = 0; 1; 2; :::; n; h = 1=n: Es decir: xi = i � 0;1;
i = 1; 2; :::; 10: Sin embargo al considerar la doble partición, se
incluiye la segunda partición para las funciones de base.

SEGUNDA PARTICIÓN dará soporte a las funciones base. Análoga-
mente se fragmenta a la parte en uso en 10 subpartes iguales.
Así xi = ih0; i = 0; 1; 2; :::; n; h0 = 1=n: Donde h0 representa el
tamaño de la subpartición.

3. Construcción de un conjunto de funciones basados en la partición del
dominio. Uso funciones lineales continuas por partes.

PRIMERA PARTICIÓN soporte de las funciones de peso. Esta de�ni-
da como (la primera es el caso del primer intervalo y la segunda
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es el caso generalizado):

wi =

8<:
w1 =

x
h

0 � x � x1
w2 =

x2�x
h

x1 � x � x2
0 otro caso

wi =

8<:
x�xi�1

h
xi�1 � x � xi

xi+1�x
h

xi � x � xi+1
0 otro caso

(3.38)

SEGUNDA PARTICIÓN soporte de las funciones base2.

�i =

8<:
�1 =

x
h0 0 � x � x1

�2 =
x2�x
h0 x1 � x � x2

0 otro caso

�i =

8<:
x�xi�1
h0 xi�1 � x � xi

xi+1�x
h0 xi � x � xi+1

0 otro caso

(3.39)

4. La solución aproximada por tanto es la combinación lineal de las fun-
ciones base.

uh(x) =
n�1X
i=1

cj�j(x) (3.40)

donde los coe�cientes cj son desconocidos y j re�ere al numero de
nodos. Sin embargo se debe considerar que nuestras funciones de base
son especiales, ya que admiten una segunda partición en el dominio.
Razón por la cual debe incluirse la siguiente aclaración

�j(x) =
Pn

i=0 �
i(x) 8x 2 [xj�1; xj+1] (3.41)

la función base de la parte correspondiente esta de�nida por tramos,
por muchas funciones lineales que a su vez tienen soporte en intervalos
pequeños de a cuerdo a la de�nición de nuestra segunda partición del
dominio. Dado que uh(x) es una función lineal continua por partes y
generalmente no es la solución exacta. Necesitamos obtener un sistema

2Presento los superíndices, para situar la posición de la función diferenciándola de las
funciones base y no deben confundirse con potencias.



46 CAPÍTULO 3. TRANSPORTE EN UNA DIMENSIÓN

lineal de ecuaciones la ecuación integral, sustituyendo la solución exacta
por nuestra solución aproximada uh(x):R 1

0

�
�D duh

dx
dw
dx
+
�
V duh

dx

�
w
�
dx = 0R 1

0

h
�D

Pn�1
i=1 cj

d�j
dx

dw
dx
+ V

�Pn�1
i=1 cj

d�j
dx
w
�i
dx = 0Pn�1

i=1 cj
R 1
0

h
�D d�j

dx
dw
dx
+ V

�
d�j
dx
w
�i
dx = 0

(3.42)

Posteriormente seleccionamos a w(x) como w1; w2; :::; wn�1 respectiva-
mente para obtener:

(
R 1
0 [�D�

0
1w

0
1+V �

0
1w1]dx)c1+ � � � +(

R 1
0 [�D�

0
1w

0
n�1+V �

0
1wn�1]dx)cn�1 = 0

(
R 1
0 [�D�

0
2w

0
1+V �

0
2w1]dx)c1+ � � � +(

R 1
0 [�D�

0
2w

0
n�1+V �

0
2wn�1]dx)cn�1 = 0

... � � � ...
...

(
R 1
0 [�D�

0
n�2w

0
1+V �

0
n�2w1]dx)c1+ � � � +(

R 1
0 [�D�

0
n�2w

0
n�1+V �

0
n�2wn�1]dx)cn�1 = 0

(
R 1
0 [�D�

0
n�1w

0
1+V �

0
n�1w1]dx)c1+ � � � +(

R 1
0 [�D�

0
n�1w

0
n�1+V �

0
n�1wn�1]dx)cn�1 = 0

(3.43)
Reescribiendo la expresión anterior en la forma matriz-vector, Ax = b,
se obtiene:26664

�Da(�1;w1)+(�
0
1;w1)V �Da(�1;w2)+(�

0
1;w2)V � � � �Da(�1;wn�1)+(�

0
1;wn�1)V

�Da(�2;w1)+(�
0
2;w1)V �Da(�2;w2)+(�

0
2;w2)V � � � �Da(�2;wn�1)+(�

0
2;wn�1)V

...
...

. . .
...

�Da(�n�1;w1)+(�
0
n�1;w1)V �Da(�n�1;w2)+(�

0
n�1;w2)V � � � �Da(�n�1;wn�1)+(�

0
n�1;wn�1)V

3777526664
c1
c2
...

cn�1

37775 =
2664
0
0
0
0

3775
(3.44)

donde:

a(�i; wj) =
R 1
0
�0iw

0
jdx y (�01; w1) =

R 1
0
�0iwjdx (3.45)

Note que esta formulación acomoda automáticamente las condiciones
de frontera de Dirichlet. Cuando las condiciones de frontera de Neuman
son impuestas evaluamos la contribución de la frontera [

�
dbu
dx

�
�j]

c(1)
c(0) en la

ec.(3.44) usando los valores conocidos de las fronteras de dbu
dx
y el factor

de que �N+1jc(1) = 0, �0jc(0) = 1 y todas las demás funciones base
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desaparecen en la frontera. Debemos observar que si las condiciones
de frontera de Neuman sólo fueran impuestas, los valores de bu(c(0))
y bu(c(1)) permanecerían desconocidos. De esta forma la formulación
de Galerkin permite un conjunto de N + 2 ecuaciones para valores
nodales u0; :::; uN+1. Debe apreciarse que la ecuación matricial podría
también ser singular, debido a la condición de Dirichlet en al menos un
punto sobre la frontera, por ello se considera un requisito para asegurar
unicidad.

5. Dado que se emplearon sólo los nodos internos, para obtener un sistema
competo n�n; en el ejemplo un sistema de 10� 10, deben incluirse las
condiciones de frontera, tal como se mencionó anteriormente:

266666664

1 0 � � � 0
�Da(�1;w1)+(�

0
1;w1)V �Da(�1;w2)+(�

0
1;w2)V � � � �Da(�1;wn�1)+(�

0
1;wn�1)V

�Da(�2;w1)+(�
0
2;w1)V �Da(�2;w2)+(�

0
2;w2)V � � � �Da(�2;wn�1)+(�

0
2;wn�1)V

...
...

. . .
...

�Da(�n�1;w1)+(�
0
n�1;w1)V �Da(�n�1;w2)+(�

0
n�1;w2)V � � � �Da(�n�1;wn�1)+(�

0
n�1;wn�1)V

0 0 � � � 1

377777775266666664

c0
c1
c2
...

cn�1
cn

377777775
=

26666664
1
0
0
0
0
0

37777775
6. Resolver el sistema lineal de ecuaciones Ax = b.

7. Analizar el error.
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Figura 3.4: Funciones base de Hermite de tercer grado
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3.3. Método de Petrov-Galerkin

Comencemos del Problema de Valores de Frontera:

Au = f en 
 (3.46)

B0u = ::: = Bm�1u = 0 sobre �

en el cual, A es un operador elíptico de orden 2. Por conveniencia solo para
problemas con condiciones de frontera homogéneas. Multiplicamos ambos
lados de la ec.(3.46) por la función w e integramos para obtener

(Au;w) = (f; w) (3.47)

Ahora aplicando el Teorema de Green para cambiar la mitad de las
derivadas en Au sobre de w, y para llegar a los BVPJ
Este método toma como punto de partida, la siguiente ecuación:

a(u;w) = (f; w) (3.48)

donde a(�; �) representa el producto interno en L2. 8w 2 W (W es un
subespacio de Hm(
)). Pero como U = W , los subespacios Uh yW h son dis-
tintos. Suponga que estos dos subespacios dimensionalmente �nitos, tienen
las bases f�ig

N
i=1 y fwig

N
i=1 (para nodos interiores) luego, siguiendo la secuen-

cia de manipulaciones que permiten a

Ktc = F (3.49)

donde K y F son, respectivamente, la matriz y el vector con entradas Kij

y Fi. Y están de�nidos por:

Kij = a(�i; wj) y Fj = h`; wji (3.50)

Los métodos de residuos pesados, mínimos cuadrados, y colocación, poseen
ventajas que los convierten, al menos en principio, alternativas viables al
método Galerkin3. En particular, en estos tres casos un grado mayor de
relajación (smoothness) es esperado de la solución aproximada: Si A es un
operador de orden 2, ambos: residuos pesados y mínimos cuadrados requieren
que Uh � H2(
), tal como en el caso del método de colocación, la asumpción
que Auh � f 2 H1

0 (
) requerirá que uh 2 H3(
).

3Dado que estos métodos bajan el grado de la ecuación diferencial.
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El razonamiento para elegir el procedimiento de Petrov-Galerkin, más que
al método estándar de Galerkin, es tal vez menos claro. Sin embargo, hay
varias situaciones en las cuales el método de Petrov-Galerkin provee aproxi-
maciones de calidad superior. Esto es particularmente para los problemas de
advección-difusión de la forma:

�D@
2u

@x2
+ v

@u

@x
= f (3.51)

en las cuales, las ecuaciones estándar del transporte o difusión son com-
plementadas por un término envolviendo la primera derivada, y el cual cuenta
para el transporte advectivo. Cuando v es mucho más grande que D, tal que
los efectos dominantes son advectivos, y el método de Galerkin da soluciones
que son oscilantes, y llevan una pequeña relación con la solución exacta. El
método de Petrov-Galerkin, por otro lado, es una forma de superar esta de�-
ciencia, mediante una juiciosa elección de Uh y W h, la malla a menudo será
escogida de forma queW h = Uh�V h en donde V h es el espacio de funciones
que, al agregarse al espacio Uh, sirve para superar los inconvenientes de la
aproximación estándar.
Solo para visualizar la ecuación integral para el problema de trasporte de

advección-difusión�
�Dd

2bu
dx2

; wj

�
+

�
v
dbu
dx
; wj

�
= hf; wji ; j = 1; 2; :::; N: (3.52)

Y de forma idéntica al caso del método de Elemento Finito [liga] obten-
emos la expresión que prevé N ecuaciones en los N valores desconocidos ui;
para nodos. Para nuestro particular caso donde f = 0:

NX
i=1

ui

hD
D

d�j
dx
;
dwj
dx

E
+
D
v
d�j
dx
; wj

Ei
= �

D
D d`0

dx
(x);

dwj
dx

E
�


v d`0
dx
(x); wj

�
; ; j = 1; 2; :::; N:

(3.53)

Sin embargo la elección de las funciones de peso, serán determinadas
posteriormente, y con ellas, estudiaremos las mejoras que ofrece este método.

Elección de las funciones óptimas, como funciones de peso. La
presentación de este caso, pretende destacar la e�cacia de la futura elección
de funciones de peso en el método FEM-OF. Por sencillez la forma en que
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derivamos estas funciones, es obteniendo la solución de la ecuación adjunta
de nuestro problema [Ver Apéndice]. De esta forma la ec.(3.51) en su forma
adjunta resulta:

�D @2w
@x2

� v @w
@x
= 0

w(0) = 1 y w(1) = 0
(3.54)

El siguiente paso es buscar la solución, procediendo a partir de la ecuación
característica, las raices son: r1 = 0 y r2 = � v

D
, en consecuencia la solución

será
w(x) = C1 + C2e

� v
D
x (3.55)

Luego considerando las condiciones iníciales: w(0) = 1 y w(0;1) = 0:
Deben encontrarse los valores de las constantes C1 y C2 para completar la
solución.

C1 =

�������
1 1

0 e�(10
�1) vD

��������������
1 1

1 e�(10
�1) vD

�������
= e

� v
D (10�1)

e�
v
D (10

�1)�1

C2 =

������1 1
1 0

�������������
1 1

1 e�(10
�1) vD

�������
= �1

e�
v
D (10

�1)�1

(3.56)

Con las constantes conocidas procedemos a completar la solución, ec.(3.55),
del problema adjunto

w0(x) =

 
e�

v
D (10�1)

e�
v
D
(10�1) � 1

!
+

�
�1

e�
v
D
(10�1) � 1

�
e�

v
D
x (3.57)

cuya simpli�cación da resultado a:

w0(x) =
e�

v
D (10�1) � e�

v
D
x

e�
v
D
(10�1) � 1

(3.58)

Y para el caso cuando D = v = 1; la grá�ca es (3.5).
Sin embargo éste es solo el ejemplo para la función de peso w0 en el primer

elemento, es decir x 2 [0; 0;1].
La visualización de cómo se comportan estas funciones de peso en com-

paración con los interpoladores lineales, será observable resolviendo para el
intervalo x 2 [0; 0;2]. En otras palabras tomando en cuenta al nodo 1.
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Figura 3.5: Función de peso w0 óptima con D = v = 1 en [0; 0;1]

Caso 1 x 2 [0; 0;1], w(0) = 0 y w(0;1) = 1.

C1 =

�������
0 1

1 e�(10
�1) vD

��������������
1 1

1 e�(10
�1) vD

�������
= �1

e�
v
D (10

�1)�1

C2 =

������1 0
1 1

�������������
1 1

1 e�(10
�1) vD

�������
= 1

e�
v
D (10

�1)�1

(3.59)

Construyendo la solucion con estos coe�cientes:

w1(x) =

�
�1

e�
v
D
(10�1) � 1

�
+

�
1

e�
v
D
(10�1) � 1

�
e�

v
D
x =

e�
v
D
x � 1

e�
v
D
(10�1) � 1

(3.60)
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Caso 2 x 2 [0;1; 0;2], w(0;1) = 1 y w(0;2) = 0.

C1 =

�������
1 e�(1�10

�1) vD

0 e�(2�10
�1) v

D

��������������
1 e�(1�10

�1) vD

1 e�(2�10
�1) vD

�������
= e

� v
D (2�10�1)

e�
v
D (2�10

�1)�e�
v
D (1�10

�1)

C2 =

������1 1
1 0

�������������
1 e�(1�10

�1) vD

1 e�(2�10
�1) vD

�������
= �1

e�
v
D (2�10

�1)�e�
v
D (1�10

�1)

(3.61)

Construyendo la solucion con estos coe�cientes:

w0(x) =

�
e
� v
D (2�10�1)

e�
v
D (2�10

�1)�e�
v
D (1�10

�1)

�
+
�

�1
e�

v
D (2�10

�1)�e�
v
D
1(1�10�1)

�
e�

v
D
x

= e
� v
D (2�10�1)�e�

v
D
x

e�
v
D (2�10

�1)�e�
v
D (1�10

�1)

(3.62)
De esta forma se presenta la construcción de la gra�ca que aplica para el

nodo 1, con parametros D = 1 y v = 1 (Figura 3.6).

Figura 3.6: Funciones de peso óptimas del método PG con v = 1 del nodo
0;1

Como fue mencionado, es posible variar el término advectivo para ver el
comportamiento de éstas funciones. Con el propósito de observar los cambios
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en las funciones se muestran a continuación algunos ejemplos: para v = 10
ver �gura (3.7), con v = 100 ver �gura (3.8), y para v = 500 ver �gura (3.9).

Figura 3.7: Funciones de peso óptimas del método PG con v = 10 del nodo
0;1

En estos casos se aprecia que existe una tendencia de dominación del
término advectivo conforme a su crecimiento que podera la información del
nodo anterior. Por esta razón se concluye que estas funciones de peso, se
aproximan al método UPWIND. Motivo por el cual la solución del método
no oscila para v demasiado grandes, ventaja comparativa del método.
Para aclarar el manejo de estas funciones de peso en una malla [0; 1] a

continuación presento las funciones correspondientes a todos los elementos,
considerando la partición de 10 nodos, es decir, 9 elementos4.
Elemento 0 8<: w00(x) =

e
� v
D (1�10�1)�e�x

v
D

e�
v
D (1�10

�1)�1

w01(x) =
e�x

v
D�1

e�
v
D (1�10

�1)�1

;8x 2 [0; 0;1] (3.63)

Elemento 1 8<: w10(x) =
e�0;2

v
D�e�

v
D
x

e�0;2
v
D�e�0;1

v
D

w11(x) =
e�x

v
D�e�0;1

v
D

e�0;2
v
D�e�0;1

v
D

;8x 2 [0;1; 0;2] (3.64)

4Note que el superíndice hace referencia al elemento y el subíndice al tipo de partici-
pación de la funcion de peso: 0 cuando se trata de la in�uencia del nodo izquierdo; 1
cuando se trata de la in�uencia del nodo derecho
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Figura 3.8: Funciones de peso óptimas del método PG con v = 100 del nodo
0;1

Figura 3.9: Funciones de peso óptimas del método PG con v = 500 del nodo
0;1
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Elemento 2 8<: w20(x) =
e�0;3

v
D�e�

v
D
x

e�0;3
v
D�e�0;2

v
D

w21(x) =
e�x

v
D�e�0;2

v
D

e�0;3
v
D�e�0;2

v
D

;8x 2 [0;2; 0;3] (3.65)

Elemento 3 8<: w30(x) =
e�0;4

v
D�e�

v
D
x

e�0;4
v
D�e�0;3

v
D

w31(x) =
e�x

v
D�e�0;3

v
D

e�0;4
v
D�e�0;3

v
D

;8x 2 [0;3; 0;4] (3.66)

Elemento 4 8<: w40(x) =
e�0;5

v
D�e�

v
D
x

e�0;5
v
D�e�0;4

v
D

w41(x) =
e�x

v
D�e�0;4

v
D

e�0;5
v
D�e�0;4

v
D

;8x 2 [0;4; 0;5] (3.67)

Elemento 5 8<: w50(x) =
e�0;6

v
D�e�

v
D
x

e�0;6
v
D�e�0;5

v
D

w51(x) =
e�x

v
D�e�0;5

v
D

e�0;6
v
D�e�0;5

v
D

;8x 2 [0;5; 0;6] (3.68)

Elemento 6 8<: w60(x) =
e�0;7

v
D�e�

v
D
x

e�0;7
v
D�e�0;6

v
D

w61(x) =
e�x

v
D�e�0;6

v
D

e�0;7
v
D�e�0;6

v
D

;8x 2 [0;6; 0;7] (3.69)

Elemento 7 8<: w70(x) =
e�0;8

v
D�e�

v
D
x

e�0;8
v
D�e�0;7

v
D

w71(x) =
e�x

v
D�e�0;7

v
D

e�0;8
v
D�e�0;7

v
D

;8x 2 [0;7; 0;8] (3.70)

Elemento 8 8<: w80(x) =
e�0;9

v
D�e�

v
D
x

e�0;9
v
D�e�0;8

v
D

w81(x) =
e�x

v
D�e�0;8

v
D

e�0;9
v
D�e�0;8

v
D

;8x 2 [0;8; 0;9] (3.71)
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Elemento 9 8<: w90(x) =
e�

v
D�e�

v
D
x

e�
v
D�e�0;9

v
D

w91(x) =
e�x

v
D�e�0;9

v
D

e�
v
D�e�0;9

v
D

;8x 2 [0;9; 1] (3.72)

Este ejercicio del uso de las funciones de peso óptimas ilustra su con-
tinuidad por tramos y la iteratividad de las mismas, por esa razón, es claro
que se realizó una traslación horizontal de la función óptima de�nida en un
intervalo de 0.1 unidades de longitud a lo largo del dominio. A pesar de ser
el proceder natural en cualquier método de fragmentación de domino, la ven-
taja observable es sin duda que la partición del dominio es de elementos con
longitud constante, la ventaja de este hecho será la cómoda implementación
computacional de estos métodos.
Nuevamente, la siguiente sección denota el innovador aspecto de los méto-

dos tratados en éste escrito, la bipartición del dominio, ya que la segmentación
en dos escalas del dominio, una para funciones base y otra para funciones de
peso, permitirá suavizar los cambios abruptos de la solución en los casos con
advección dominante.
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3.3.1. Aplicación del Método Petrov-Galerkin (con bi-
partición de dominio)

Como se ha señalado el método Petrov-Galerkin se caracteriza a diferencia
del FEM en el uso de funciones de peso diferentes a las funciones lineales de
base. La elección de estas funciones ha variado con respecto a las bibliografías
consultadas, para el problema aquí propuesto, la elección de estas funciones
de peso se inclinó al uso de las funciones de peso óptimas.
Ésta característica resuelve algunas di�cultades numéricas, peculiares para

el término de primer orden en esta clase de ecuaciones (elípticas). Especí�-
camente en estos casos es recomendable usar üpstream weighting"(pesos con
inclinación contraria), para mejorar el comportamiento numérico provocado
en estos casos, ya que manejamos una malla con espaciados ordinarios. Cabe
mencionar que estas di�cultades no son propias del Método de Elemento
Finito, consideraciones similares surgen en Diferencias Finitas.
Análogamente el punto de partida es la deducción de las funciones de

peso óptimas, para generalizar cualquier caso a partir de la ecuación adjunta
de nuestro problema de transporte:

�Dd
2w

dx2
� v

dw

dx
= 0 (3.73)

cuya solución es

w = C1 + C2e
�x v

D (3.74)

Y resolviendo con las condiciones de frontera w(a) = 1, w(b) = 0. Obtene-
mos la primer función de peso en [a; b]. Finalmente para obtener la segunda
función de peso óptima resta resolver ahora con las condiciones w(a) = 0,
w(b) = 1. De este modo tenemos ahora el conjunto de funciones óptimas a
usar en forma general para cualquier intervalo [a; b].
A pesar de esta generalización debe recalcarse el empleo de la bipartición

de dominio, es decir, en todo momento se debe considerar que el dominio de
las funciones de peso es diferente al de las funciones base. A continuación se
presentan en dos etapas las particiones para las funciones de peso óptimas y
las funciones base lineales.

PRIMERA PARTICIÓN soporte de las funciones de peso de�nida en inter-
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valos [a; b] como:

wi =

8>><>>:
w0 =

e�b
v
D�e�x

v
D

e�b
v
D�e�a

v
D

a � x � b

w1 =
e�x

v
D�e�a

v
D

e�b
v
D�e�a04:07p:m;16=04=2010

v
D

a � x � b

0 otro caso

(3.75)

simpli�cando para el caso D = 1,

wi =

8<:
w0 =

e�bv�e�xv
e�bv�e�av a � x � b

w1 =
e�xv�e�av
e�bv�e�av a � x � b

0 otro caso

(3.76)

vea la grá�ca correspondiente en un intervalo aleatorio de [0;2; 0;3], �gura
(3.10). La ventaja de usar un intervalo no de�nido es la facilidad de
la implementación computacional, ahora bien, dada la concepción del
método y el empleo de la bipartición de dominio se pretende que la
partición de las funciones de peso sea más �na que la empleada para
las funciones base.

Figura 3.10: Funciones de Peso Petrov-Galerkin con v=35 en [0;2; 0;3]
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SEGUNDA PARTICIÓN soporte para las funciones lineales de base. Como
fue mencionado en el FEM, las funciones base también son funciones
especiales ya que son construidas para una subpartición diferente pero
dependiente de la partición de las funciones de peso.

�i =

8<:
�0 =

x
h

0 � x � x1
�1 =

x2�x
h

x1 � x � x2
0 otro caso

�i =

8<:
�0 =

x�xi�1
h

xi�1 � x � xi
�1 =

xi+1�x
h

xi � x � xi+1
0 otro caso

(3.77)

y la grá�ca correspondiente es la (3.11).

Figura 3.11: Funciones Base Petrov-Galerkin en [0;05; 0;06]:



3.4. FEM-OF 61

3.4. Método de Elemento Finito con funciones
Óptimas (FEM-OF)

La Teoría referente a este método, es relativamente nueva y ha sido de-
sarrollada por Herrera en 2007.
Considere el siguiente BVPJ:

(P �B � J)u = f � g � j

sobre el dominio 
 particionado en 
1;
2; :::;
E y:

f � Pu
; g � Bu@; j � Ju�

siendo j las condiciones de salto prescritas sobre � , la frontera interior.
Donde u
; u@ y u� 2 bD1(
):

Para explicar el "Finite Element Method with Optimal Funtions (FEM-
OF)"se introduce la siguiente descomposición dual.

J(u;w) = SJ(u;w) +RJ(u;w)
K(u;w) = SK(u;w) +RK(u;w)

�
sobre � (3.78)

donde � es la frontera interior.
La información buscada de la solución en la frontera interior � induce

directamente la descomposición del operador K en la pareja de operadores
fSK ; RKg, de modo que S�Ku contiene la información buscada mientras que
R�Ku contiene la información redundante. Así, la información buscada deter-
mina las condiciones de continuidad que deben cumplir las funciones óptimas
de peso w 2 OT para que, al aplicar el método de los residuos pesados, éstas
capturen dicha información.
Luego se de�ne:

hSJu;wi �
Z
�

SJ(u;w)dx

hSKu;wi �
Z
�

SK(u;w)dx

hRJu;wi �
Z
�

RJ(u;w)dx

hRKu;wi �
Z
�

RK(u;w)dx

(3.79)
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Para los casos de aproximación directa e indirecta, las funciones óptimas
son aplicadas. Para esto se de�nen los siguientes subespacios lineales:

OB � NP \NB \NRJ y OT � NQ \NC \NRK (3.80)

DondeOB yOT serán conocidos como "funciones de base y peso óptimas",
respectivamente.
En general la clase general de métodos referidos como FEM-OF consider-

an tres aproximaciones para obtener la información buscada. Las siguientes
ecuaciones conside-ran el caso cuando Bu � g � 0, dada la situación general
a la que pueden ser reducidos los BVPJ a la forma homogénea.

1. Aproximación Directa (o de Steklov-Poincaré). Asume OB � D1 \D2

siendo OB TH-completa5 para: SJ : D1 ! D�
2. Entonces una función

de base optima, bu 2 OB, contendrá la información deseada, si y solo si:

h(P �B � J) bu;wi = hf � Pu�; wi+ h(P �B � J) (u� � up) ; wi ;8w 2 OB

(3.81)

2. Aproximación Indirecta (o TH). Asume que OT es TH-completa para
S�K : D1 ! D�

2. Donde una función bu 2 D1 contendrá la información
deseada, si y solo si:

h(P �B � J) bu;wi = hf � Pu�; wi+ h(P �B � J)u�; wi ;8w 2 OT

(3.82)

3. Aproximación de Petrov-Galerkin. Asume OT es TH-completa para
S�K : D1 ! D�

2. Para una función de base optima bu 2 OB que con-
tendrá la información deseada, si y solo si:

h(P �B � J) bu;wi = hf � Pu�; wi+ h(P �B � J)� (u� � uP ); wi ;8w 2 OT

(3.83)

5Completitud Treef-Herrera, se puede indagar más del tema en: "Domain Decompo-
sition Methods in Science and Engineering". Eds. I. Herrera, D.E. Keyes, O.B. Widlund
and. R. Yates, National Autonomous University of Mexico, UNAM, Mexico City, Mexico
(490 pp.), June 2003.
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Cabe señalar la identidad

P �B � J � Q� � C� �K� (3.84)

la cual implica expresiones alternativas de las ecuaciones ya señalas. Tal
como uP 2 D, está de�nida como una solución del sistema de ecuaciones

(P �B �RJ)uP = f � g � jR y S�KuP = 0 (3.85)

donde

jR = Rju� (3.86)

Por lo tanto, uP tal como las funciones óptimas puede ser construida para
resolver exclusivamente problemas locales.

De�nición 11 Un subconjunto " � D se conoce como TH-completo para un
operador S, cuando

bu 2 D y �hSbu;wi = 0; 8w 2 ") Sbu = 0 (3.87)

Para una explicación más amplia se puede consultar [Ref [4]]

3.4.1. Aplicación del Método FEM-OF (con Biparti-
ción de dominio)

A diferencia del método anterior FEM-OF, usa las funciones óptimas tan-
to para las funciones de peso, como para las funciones base. Así obtiene una
mejora signi�cativa al modelar casos de transporte cuya velocidad sea muy
alta, es decir, sigue exitosamente a la solución analítica en casos extremos
provocados al variar (crecer) el término de primer orden. En forma análo-
ga al manejo del método Petrov-Galerkin (con bipartición de dominio), las
consideraciones para las particiones distintas se presentan a continuación.

PRIMERA PARTICIÓN. Soporte de las funciones de peso, se de�ne para
intervalos [a; b] ; las funciones de peso optimas en una forma general-
izada para éste intervalo son:

wi =

8>><>>:
w0 =

e�b
v
D�e�x

v
D

e�b
v
D�e�a

v
D

a � x � b

w1 =
e�x

v
D�e�a

v
D

e�b
v
D�e�a

v
D

a � x � b

0 otro caso

(3.88)
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Un ejemplo concreto de estas funciones se presenta en la �gura (3.12),
de�nidas para un intervalo de [0;1; 0;2] con v = 20.

Figura 3.12: Funciones de Peso FEM-OF con v=20 en [0;1; 0;2]

SEGUNDA PARTICIÓN. Soporte de las funciones base. A diferencia de las
funciones de peso, las funciones óptimas son obtenidas de la solución
analitica de nuestra ecuación sin otra alteración mas que los intervalos
[a0; b0] de�nidos por ésta segunda partición, en donde a su vez cumple
con condiciones en los extremos. La forma general para estas funciones
es:

�i =

8>><>>:
�0 =

eb
0 v
D�ex

v
D

eb
0 v
D�ea0

v
D

a0 � x � b0

�1 =
ex

v
D�ea

0 v
D

eb
0 v
D�ea0

v
D

a0 � x � b0

0 otro caso

(3.89)

Otro ejemplo de la apariencia de estas funciones se presenta en la �gura
(3.13), los parámetros de la �gura se muestran al pie de la misma.
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Figura 3.13: Funciones Base FEM-OF con v = 200 en [0;01; 0;02]

En adición, con propósito de realizar un análisis de estas funciones, debe
considerarse la grá�ca (3.14) y sus paramtros.

En primera instancia debe observarse que con una velocidad pequeña la
función de base óptima, no es más distinta que una función de base lineal.
El motivo de este comportamiento es el pequeño intervalo que la función se
ha de�nido, no obstante, cuando llegamos a casos con velocidades mayores,
como el descrito en la primera grá�ca, la función base óptima se comporta
como la esperada.
Por ello es necesaria la siguiente deducción.
Los métodos presentados, teóricamente son superiores al método del ele-

mento �nito, sin embargo, la bipartición propuesta impide que las funciones
óptimas de base para FEM-OF funcionen de la manera esperada. Se re-
comienda una partición diferente, alguna en que h0 � 0;1. Tomando a h0

como la longitud de los intervalos construidos con la segunda partición.
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Figura 3.14: Funciones base FEM-OF con v = 20 en [0;01; 0;02]



Capítulo 4

IMPLEMENTACIÓN DE LOS
MÉTODOS

Después del análisis de los distintos métodos numéricos discutidos, pro-
cede la implementación de los mismos, por consiguiente en éste capítulo, se
presenta la parte correspondiente a la implementación computacional, es de-
cir, se mostrará la forma en que los métodos numéricos analizados fueron pro-
gramados. Sin embargo la presentación escrita de los programas elaborados
es inviable en forma escrita, motivo por el cual se recurre a una herramienta
de representación de clases para programación orientada a objetos llamada,
diagramas UML.

La simpli�cación conseguida con esta herramienta, no obstante, no es
capaz de resaltar las diferencias más sutiles entre los programas ya que el
cambio de las funciones base y funciones de peso, no son percibidas en és-
ta herramienta, por lo tanto, estas diferencias se han detallado con texto
conforme deben nombrarse.

Las especi�caciones técnicas son pocas, los programas se han escrito en
lenguaje C++, programación orientada a objetos. Es así como las clases u
objetos: matrices, funciones base, funciones de peso, geometría, FEM, inte-
gración gaussiana, vectores y muchas más trabajan simultáneamente conjun-
tas en proyectos.

67
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4.1. Diagrama UML de los programas

Actualmente la presentación de programas en escritos formales, se realiza
a través de diagramas, entre los más populares para la programación orien-
tada a objetos, por el manejo de diagramas de clases, se encuentran los
diagramas UML (Uni�ed Modeling Language), como fue mencionado.
Sin embargo, existe un disco como adjunto de esta tesis, para los casos

en que se deseen especi�caciones concretas.

4.1.1. Caso General

La estructura de los programas desarrollados para los tres métodos son
similares por dos razones:

1. El punto de partida en la programación de los métodos numéricos en
este trabajo, fue código de programación en C++, existente del Grupo
de Modelación Matemática y Computacional, del Instituto de Geofísica
de la UNAM.

2. Dado que los métodos aquí manejados son variantes de Métodos de
Elementos Finitos, los cambios en el código de programación se limitan
a solo algunas clases.

Primero, para conseguir la bipartición del dominio, y

Segundo, dados los cambios en las funciones base y de peso.

Con respecto a estas variantes, los cambios no son re�ejados en la estruc-
tura del programa. La �gura (4.1) es el diagrama UML principal del programa
que soluciona numéricamente el problema planteado, la presentación de las
relaciones de herencia y la variedad de objetos manejados son el objetivo
principal del diagrama.
En cuanto al manejo computacional debe mencionarse que se emplearon

proyectos que incorporaban las distintas clases, y se destaca nuevamente, que
la diferencia primordial entre los métodos implementados es la variación del
dominio y las diferentes formas de funciones base y de peso. Estas modi�ca-
ciones sólo implican la substitución de las clases: Funciones Base, Funciones
de Peso, y FEM 1D, de acuerdo al método en uso.
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Figura 4.1: Relaciones de herencia entre las clases utilizadas
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Bipartición del Dominio Esta técnica fue implementada con el propósi-
to de mejorar la exactitud en las aproximaciones obtenidas por los métodos
expuestos. Y como se mencionó para la aplicación de cada caso. La imple-
mentación sugiere realizar un número de�nido de cálculos extra para cada
partición primaria del dominio.
Dicho de otra forma, suponga una partición del dominio en 10 partes, la

cual será la partición primaria, y en esta se calculan de manera normal las
funciones de base. Sin embargo el cálculo de las funciones de peso es más
elaborado ya que propongo un partición secundaria de cada una de las 10
partes del dominio en otras más. Suponga 100 subpartes más. De este modo
los cálculos para las submatrices de las 10 partes primarias en las que se
dividió el dominio, contendrán una anidación para realizar el cálculo de estas
100 subpartes que soportan a las funciones de peso.
Este tratamiento puede verse en la clase FEM1D especí�camente en la

función "void FEM1D::Genera_Matriz_A(int m)".

4.1.2. Variaciones para el cambio en los Métodos

Como se ha ejempli�cado, las variaciones de estos métodos consisten en
la variación de las funciones de interpolación para las funciones de base y
peso. Mientras que el método FEM original emplea interpoladores lineales en
funciones de base y de peso. Las variaciones a los otros dos métodos radican
en el cambio de los interpoladores, así como la de�nición de los intervalos
que les dan soporte en cada punto. Este paso ya fue ejempli�cado para cada
método, sin embargo las funciones empleadas en los programas preparados
para estos casos, se presentan a continuación.

Funciones de Base Optimas

�i =

8>><>>:
�0 =

eb
0 v
D�ex

v
D

eb
0 v
D�ea0

v
D

a0 � x � b0

�1 =
ex

v
D�ea

0 v
D

eb
0 v
D�ea0

v
D

a0 � x � b0

0 otro caso

(4.1)

Funciones de Peso Optimas 1.

wi =

8>><>>:
w0 =

e�b
v
D�e�x

v
D

e�b
v
D�e�a

v
D

a � x � b

w1 =
e�x

v
D�e�a

v
D

e�b
v
D�e�a

v
D

a � x � b

0 otro caso

(4.2)
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Es así como las clases que contienen a las funciones base y de peso, cam-
bian dependiendo el método aplicado. Dadas las combinaciones de estas fun-
ciones óptimas con los interpoladores lineales iníciales.

4.2. Análisis de Resultados

La importancia de este paso en el proceso de la modelación matemática y
computacional es tan importante como cualquier consideración en la creación
del modelo. Es necesaria la interpretación conjunta del experto en el campo
de aplicación y el creador del modelo o simulación. Ya que las variaciones
deben ser interpretadas y separadas de los errores de aproximación. Con el �n
de no sesgar el análisis correspondiente. En esta sección sólo se presentan los
resultados obtenidos con apoyo de grá�cas y tablas acompañadas de una leve
interpretación. Las conclusiones serán presentadas en el capítulo posterior.
No obstante, se debe señalar que los resultados aquí obtenidos deben

interpretarse como concentración del soluto en cada nodo a través
del dominio. Dado el planteamiento de este problema sintético que supone
una entrada en la frontera inicial y una salida en la frontera �nal (ambas
�jas), de soluto o materia a través de un medio o �uido libre.

4.2.1. Interpretación de las Grá�cas

El uso de grá�cas como recurso en la presentación de resultados, es útil
cuando se pretende destacar diferencias a lo largo del dominio o con respecto
a diferentes datos correlacionados. Por tal consiguiente se emplea este recurso
para dar noción de los resultados y se deja el uso de tablas en segundo lugar
para conocer las magnitudes en estas comparaciones.
Las especi�caciones técnicas de la interfaz gra�ca de este auxiliar en el

análisis de los resultados, son:

Fue hecho en Dev-C++.

Utiliza librerías OpenGL (especiales para grá�cas).

La interfaz o ventana que auxilia la exploración de los resultados. Fue pro-
gramada con librerías GLUI (especiales para la interfaz de controles
visuales)



72 CAPÍTULO 4. IMPLEMENTACIÓN DE LOS MÉTODOS

Finalmente. Esta herramienta es capaz de gra�car variaciones en la veloci-
dad, ya que usa como base de datos, archivos "txt" generados de los
programas de cada método de forma tal que existen 20 archivos con las
soluciones de la variación de velocidad para cada método empleado.

La �gura (4.2), es la presentación de la herramienta grá�ca que utilizo en
este análisis de resultados.

Figura 4.2: La ventana, por el momento solo gra�ca la solución exacta de la
ecuación, tomando la velocidad = 1.

Los controles en la parte baja de la grá�ca ayudan a manipular la grá�ca
con ayuda del ratón. La primera esfera sirve para girar la grá�ca, la segunda
para girar una iluminación azul. Las siguientes �echas en recuadros son para
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manipular la grá�ca moviéndola en dirección de los ejes del plano cartesiano,
siendo el eje z un auxiliar para alejar y acercar la gra�ca.
La relación de color para cada método gra�cado es se muestra en la �gura

(4.2.1).

A continuación se presentan los resultados al variar la velocidad y los
métodos mostrados en ésta herramienta grá�ca.
En la �gura 4.3 aumenta la velocidad a 6. Ya puede apreciarse una

variación entre los métodos y la solución real. Y empleando la herramienta
Objetos XY posicione la grá�ca en el punto donde la curva tiene la in�exión
más marcada y aumente la escala para apreciar las diferencias.
En las siguientes grá�cas omito los comentarios, sólo marco la velocidad

y enfoco las diferencias entre los métodos y la solución.



74 CAPÍTULO 4. IMPLEMENTACIÓN DE LOS MÉTODOS

Figura 4.3: Solucion de la Ec. Advección-Difusión con velocidad = 6
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Figura 4.4: Solución a la ecuación Advección-Difusión con velocidad = 12
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Figura 4.5: Grá�ca de la solucion a la ecuación Advección-Difusión con ve-
locidad = 15
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Figura 4.6: Grá�ca de la solución a la ecuación Advección-Difusión con ve-
locidad = 18
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4.2.2. Análisis con Tablas

A continuación se presentan los resultados, en un comparativo de la solu-
ción analítica versus la solución de los métodos estudiados: FEM, Petrov-
Galerkin y FEM-OF. Al inicio se consideran once nodos en el intervalo [0,1]
con incrementos en la velocidad. Después se analizarán las ventajas de la
bipartición de dominio en un caso de advección dominante.

Valor nodal Resultado Real FEM Petrov-Galerkin FEM-OF
0 1 1 1 1
0.1 0.938792975439911 0.93882010324 0.93884726769 0.93884771707
0.2 0.871148751914158 0.87120021734 0.87125175504 0.87125260765
0.3 0.796390323297688 0.79646244872 0.79653467933 0.79653587431
0.4 0.713769482109731 0.71385754656 0.71394574429 0.71394720347
0.5 0.622459331201854 0.62255739154 0.62265560578 0.62265723072
0.6 0.52154600789337 0.52164669389 0.52174754364 0.52174921222
0.7 0.410019537726468 0.41011381754 0.41020825613 0.41020981869
0.8 0.286763726302377 0.28684063841 0.28691768457 0.28691895939
0.9 0.150544988032655 0.15059133517 0.15063776584 0.15063853412
1 0 0 0 0

Cuadro 4.1: Resultados correspondientes con V=1

Valor nodal Error_FEM Error_PG Error_FEM-OF
0 0 0 0
0.1 2.71278000891773E-05 5.42922500892384E-05 5.47416300892278E-05
0.2 0.000051465425841557 0.00010300312584155 0.000103855735841596
0.3 7.21254223117196E-05 0.000144356032311665 0.000145551012311618
0.4 8.80644502687655E-05 0.000176262180268782 0.000177721360268723
0.5 9.80603381455225E-05 0.000196274578145528 0.000197899518145528
0.6 0.00010068599662949 0.000201535746629511 0.000203204326629569
0.7 9.42798135316059E-05 0.000188718403531629 0.00019028096353163
0.8 7.69121076231727E-05 0.000153958267623155 0.000155233087623163
0.9 4.63471373451652E-05 9.27778073451513E-05 9.35460873451588E-05
1 0 0 0

Error Máximo 0.00010068599662949 0.000201535746629511 0.000203204326629569

Cuadro 4.2: Error correspondiente con V=1
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Para el caso donde V=1 es claro que no existen diferencias signi�cativas
ya que el grado de variación es del orden de un diezmilésimo (1�10�4): Como
fue mencionado al incrementar la velocidad el error crece, así los resultados
correspondientes con V=5, 10 y 15 son:

Valor nodal Resultado Real FEM Petrov-Galerkin FEM-OF
0 1 1 1 1
0.1 0.995599298769191 0.99594439893 0.99627768954 0.99628311776
0.2 0.98834376904396 0.98918506382 0.99000323965 0.99001661406
0.3 0.976381422855775 0.97791950529 0.97942681895 0.97945155814
0.4 0.956658848247836 0.95914357442 0.96159885366 0.96163932796
0.5 0.924141819978756 0.92785035629 0.93154744444 0.93160867342
0.6 0.870530303811567 0.87569499276 0.88089179298 0.88097828058
0.7 0.782139856752239 0.78876938686 0.79550494789 0.79561761433
0.8 0.636408646558831 0.64389337703 0.6515740516 0.65170319979
0.9 0.396138500508087 0.40243336064 0.40895936214 0.40906968226
1 0 0 0 0

Cuadro 4.3: Resultados correspondientes con V=5

Valor nodal Error_FEM Error_PG Error_FEM-OF
0 0 0 0
0.1 0.000345100160808798 0.000678390770808779 0.000683818990808827
0.2 0.000841294776039669 0.00165947060603966 0.00167284501603959
0.3 0.00153808243422471 0.00304539609422472 0.00307013528422462
0.4 0.00248472617216378 0.00494000541216377 0.00498047971216375
0.5 0.00370853631124357 0.0074056244612436 0.00746685344124354
0.6 0.00516468894843258 0.0103614891684326 0.0104479767684327
0.7 0.00662953010776091 0.013365091137761 0.0134777575777609
0.8 0.00748473047116927 0.0151654050411693 0.0152945532311692
0.9 0.00629486013191277 0.0128208616319128 0.0129311817519128
1 0 0 0

Error Máximo 0.00748473047116927 0.0151654050411693 0.0152945532311692

Cuadro 4.4: Error en resultados con V=5
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Valor nodal Resultado Real FEM Petrov-Galerkin FEM-OF
0 1 1 1 1
0.1 0.999921986583872 0.99996612925 0.99998814305 0.99998837758
0.2 0.999709924132436 0.999864517 0.99994792179 0.99994886001
0.3 0.999133478624198 0.99955968026 0.99981148276 0.99981449564
0.4 0.997566537274059 0.99864517003 0.99934865277 0.99935764117
0.5 0.993307149075715 0.99590163934 0.9977786357 0.99780428277
0.6 0.981728931535803 0.98767104728 0.99245280622 0.99252268331
0.7 0.950256073191115 0.9629792711 0.97438646785 0.97456463014
0.8 0.864703974263084 0.88890394256 0.91310163266 0.91350515826
0.9 0.632149258360487 0.66667795692 0.70521052886 0.70589584386
1 0 0 0 0

Cuadro 4.5: Resultados correspondientes con V=10

Valor nodal Error_FEM Error_PG Error_FEM-OF
0 0 0 0
0.1 4.41426661278443E-05 6.61564661278424E-05 6.63909961279296E-05
0.2 0.00015459286756403 0.000237997657564049 0.000238935877564073
0.3 0.000426201635801537 0.000678004135801547 0.000681017015801588
0.4 0.00107863275594067 0.00178211549594065 0.00179110389594073
0.5 0.00259449026428482 0.00447148662428487 0.00449713369428484
0.6 0.00594211574419656 0.0107238746841966 0.0107937517741966
0.7 0.0127231979088848 0.0241303946588848 0.0243085569488848
0.8 0.0241999682969158 0.0483976583969158 0.0488011839969158
0.9 0.0345286985595133 0.0730612704995134 0.0737465854995134
1 0 0 0

Error Máximo 0.0345286985595133 0.0730612704995134 0.0737465854995134

Cuadro 4.6: Error en resultados con V=10
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Valor nodal Resultado Real FEM Petrov-Galerkin FEM-OF
0 1 1 1 1
0.1 0.999998934942908 0.99999997876 1 1
0.2 0.999994161688181 0.99999983007 0.99999999999 0.99999999999
0.3 0.999972769444641 0.99999878927 0.99999999968 0.99999999976
0.4 0.999876896060576 0.99999150368 0.99999999266 0.99999999436
0.5 0.999447221363076 0.99994050452 0.99999983351 0.99999986627
0.6 0.997521552967491 0.99958351041 0.99999622339 0.99999683056
0.7 0.988891305965903 0.99708455163 0.99991433043 0.99992488326
0.8 0.950213222304566 0.9795918402 0.99805664979 0.99821970831
0.9 0.77687007749793 0.85714286018 0.95591655401 0.95780649709
1 0 0 0 0

Cuadro 4.7: Resultados correspondientes con V=15

Valor nodal Error_FEM Error_PG Error_FEM-OF
0 0 0 0
0.1 1.04381709176149E-06 1.06505709174254E-06 1.06505709174254E-06
0.2 5.66838181881302E-06 5.83830181877243E-06 5.83830181877243E-06
0.3 2.60198253591026E-05 2.72302353591103E-05 2.72303153591169E-05
0.4 0.000114607619423945 0.000123096599423889 0.000123098299423918
0.5 0.000493283156923652 0.000552612146923592 0.000552644906923638
0.6 0.00206195744250859 0.0024746704225086 0.00247527759250854
0.7 0.00819324566409707 0.0110230244640971 0.011033577294097
0.8 0.0293786178954343 0.0478434274854342 0.0480064860054342
0.9 0.0802727826820704 0.17904647651207 0.18093641959207
1 0 0 0

Error Máximo 0.0802727826820704 0.17904647651207 0.18093641959207

Cuadro 4.8: Error en resultados con V=15
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Asimismo, el grado mayor del error se encuentra en el punto de in�exión
y es precisamente en la vecindad de este punto que se comienza a notar una
oscilación.

Valor nodal Resultado Real FEM Petrov-Galerkin FEM-OF
0 1 1 1 1
0.1 0.999999986831174 1 1.0000003092 1.0000003737
0.2 0.999999889525979 1 0.99999864268 0.99999840084
0.3 0.999999170532433 1 1.0000076239 1.0000088153
0.4 0.999993857848788 1 0.99995922363 0.99995384015
0.5 0.999954602131298 1 1.0002200554 1.0002440391
0.6 0.99966453943256 1 0.99881441834 0.99871215778
0.7 0.997521249879378 1 1.0063894753 1.0067985432
0.8 0.981684363134668 1 0.96556706827 0.96411271041
0.9 0.864664718545594 1 1.18556131 1.189439631
1 0 0 0 0

Cuadro 4.9: Resultados correspondientes con V=20

Valor nodal Error_FEM Error_PG Error_FEM-OF
0 0 0 0
0.1 1.31688261406637E-08 3.22368826188857E-07 3.8686882619654E-07
0.2 1.10474021264295E-07 1.2468459786863E-06 1.48868597871221E-06
0.3 8.29467567187159E-07 8.45336756716275E-06 9.64476756715182E-06
0.4 6.14215121241823E-06 0.000034634218787577 4.00176987875867E-05
0.5 4.53978687023904E-05 0.00026545326870242 0.000289436968702428
0.6 0.000335460567440382 0.000850121092559664 0.00095238165255962
0.7 0.00247875012062182 0.00886822542062182 0.00927729332062177
0.8 0.0183156368653319 0.0161172948646681 0.0175716527246681
0.9 0.135335281454406 0.320896591454406 0.324774912454406
1 0 0 0

Error Máximo 0.135335281454406 0.320896591454406 0.324774912454406

Cuadro 4.10: Error en resultados con V=20
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Se observa que los métodos FEM, Petrov-Galerkin y FEM-OF muestran
oscilaciones evidentes en este último caso. En consecuencia para encontrar
soluciones más exactas se pretende mejorar las aproximaciones implementan-
do la bipartición del dominio.
Para ser más explícitos la ventaja de esta técnica es que optimiza recur-

sos computacionales en comparación a un re�namiento simple con métodos
sin tratamiento especial en el dominio, ya que reduce exponencialmente el
número de cálculos a realizar. La explicación, es que, gracias a que estos
métodos descomponen el problema mediante el uso de las funciones de peso
o ponderación de la inter-relación nodal de�nida por las funciones base y
las mismas funciones base. Una segmentación mayor del dominio de las fun-
ciones de peso en comparación a la de�nida para las funciones base, mejora la
aproximación sin necesidad de incrementar el tamaño de la matriz de inter-
relación y así mantiene constante el número de operaciones de las funciones
base.
Para analizar la situación de advección dominante empleando biparti-

ción de dominio a continuación se presentan los resultados utilizando una
segmentación del dominio en 100 partes para funciones base y 10 para las
funciones de peso, es decir, cada una de las 100 partes de seccionó en 10
subpartes más como soporte de las funciones de peso, en forma similar a la
teoría expuesta para la aplicación de estos métodos.
Dada la curva de la ecuación de Advección Difusión con velocidades

grandes, el análisis de los siguientes datos se basa en la última sección de
la grá�ca. Los resultados con V=20 son:



84 CAPÍTULO 4. IMPLEMENTACIÓN DE LOS MÉTODOS

Valor nodal Resultado Real FEM Petrov-Galerkin FEM-OF
0.8 0.981684363134668 0.98192840687 0.98217081382 0.98217480936
0.81 0.977629230158878 0.97791249686 0.97819405312 0.97819869554
0.82 0.972676279557543 0.9730041624 0.97333028479 0.97333566389
0.83 0.96662673203204 0.96700508695 0.96738166375 0.96738787719
0.84 0.95923779799877 0.95967288362 0.96010621602 0.96011336838
0.85 0.950212933590671 0.95071130177 0.95120799588 0.95121619686
0.86 0.939189939310597 0.93975825729 0.94032504752 0.94033440909
0.87 0.925726423693731 0.92637120293 0.92701468175 0.92702531363
0.88 0.909282048584757 0.9100092476 0.91073546852 0.91074747163
0.89 0.889196843470437 0.89001130219 0.89082521299 0.89083867008
0.9 0.864664718545594 0.86556936892 0.86647401928 0.86648898178
0.91 0.834701113498861 0.83569589492 0.83669134599 0.83670781595
0.92 0.798103483650358 0.79918387114 0.80026571369 0.80028361916
0.93 0.753403037611273 0.75455806429 0.75571542516 0.75573458711
0.94 0.698805789528145 0.70001541149 0.7012282939 0.701248382
0.95 0.632120560131455 0.63335216917 0.63458792925 0.63460840329
0.96 0.550671037017796 0.551874873 0.55308357955 0.55310361225
0.97 0.451188364835943 0.45229151101 0.45339986601 0.45341824182
0.98 0.329679954643881 0.33057851303 0.33148192198 0.33149690506
0.99 0.181269247295641 0.18181818217 0.1823704518 0.18237961437
1 0 0 0 0

Cuadro 4.11: Resultados correspondientes con V=20 con re�namiento de
malla
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Valor nodal Error_FEM Error_PG Error_FEM-OF
0.8 0.000244043735331934 0.000486450685331929 0.000490446225331898
0.81 0.000283266701121665 0.000564822961121592 0.000569465381121681
0.82 0.000327882842457217 0.000654005232457289 0.000659384332457269
0.83 0.000378354917959789 0.000754931717959817 0.000761145157959775
0.84 0.000435085621229847 0.000868418021229833 0.000875570381229873
0.85 0.000498368179329134 0.000995062289329218 0.0010032632693292
0.86 0.000568317979403155 0.00113510820940321 0.00114446977940319
0.87 0.000644779236269266 0.00128825805626931 0.00129888993626925
0.88 0.000727199015242652 0.00145341993524262 0.00146542304524266
0.89 0.00081445871956265 0.00162836951956258 0.00164182660956258
0.9 0.000904650374405902 0.00180930073440588 0.00182426323440588
0.91 0.000994781421139179 0.00199023249113917 0.00200670245113921
0.92 0.00108038748964201 0.002162230039642 0.00218013550964202
0.93 0.00115502667872747 0.00231238754872742 0.00233154949872738
0.94 0.00120962196185515 0.00242250437185509 0.00244259247185508
0.95 0.00123160903854469 0.00246736911854462 0.00248784315854467
0.96 0.00120383598220375 0.00241254253220369 0.00243257523220375
0.97 0.0011031461740571 0.00221150117405711 0.00222987698405713
0.98 0.000898558386119241 0.0018019673361192 0.00181695041611923
0.99 0.000548934874358697 0.00110120450435869 0.00111036707435869
1 0 0 0

Error Máximo 0.00123160903854469 0.00246736911854462 0.00248784315854467

Cuadro 4.12: Error en resultados con V=20 con re�namiento de malla
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Como resultado en el re�namiento de la malla se observan mejores aproxi-
maciones a las obtenidas con sólo 10 partes. Para mostrar la ventaja de un
re�namiento en la partición secundaria, presento los resultados del método
FEM-OF con una partición primaria de 100 partes y una partición de 1000
partes para cada elemento de la partición primaria.

En esta última tabla observamos una mejora mínima del error máximo
en un cien milésimo (1� 10�5):
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Cuadro 4.13: Resultados correspondientes con V=20 con re�namiento de
malla en bipartición
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Error FEM-OF 10 subpartes Error FEM-OF 1000 subpartes
0.00248784316 0.00246761197

Cuadro 4.14: Error en resultados con V=20 con re�namiento de malla en
bipartición

Valor nodal Resultado Real FEM Petrov-Galerkin FEM-OF
0.8 0.99999998477002 0.9999999962 0.99999999926 0.99999999929
0.81 0.999999962540294 0.99999998998 0.99999999789 0.99999999795
0.82 0.999999907863992 0.99999997358 0.99999999397 0.99999999413
0.83 0.999999773381987 0.99999993035 0.99999998274 0.99999998318
0.84 0.999999442609631 0.99999981638 0.9999999506 0.99999995178
0.85 0.999998629040914 0.99999951592 0.99999985864 0.99999986179
0.86 0.999996627984766 0.99999872378 0.99999959545 0.99999960387
0.87 0.999991706180839 0.99999663542 0.99999884224 0.99999886464
0.88 0.999979600496589 0.99999112974 0.99999668667 0.99999674591
0.89 0.999949825317944 0.99997661477 0.9999905178 0.99999067332
0.9 0.999876590195913 0.99993834804 0.9999728635 0.99997326842
0.91 0.999696460861921 0.99983746302 0.99992233981 0.99992338352
0.92 0.999253414191623 0.99957149342 0.99977774934 0.99978040639
0.93 0.998163695222971 0.99887030083 0.99936395525 0.99937061376
0.94 0.995483419057387 0.99702170218 0.99817974475 0.99819609036
0.95 0.988891003461758 0.99214812393 0.99479072948 0.99482974081
0.96 0.972676277552708 0.97929959945 0.98509192638 0.98518130866
0.97 0.93279448726025 0.94542621674 0.95733555047 0.95752754262
0.98 0.834701111778413 0.85612366231 0.87790137748 0.87826795269
0.99 0.593430340259403 0.62068965517 0.65057386686 0.65109880007
1 0 0 0 0

Cuadro 4.15: Resultados correspondientes con V=90 y bipartición re�nada
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Valor nodal Error_FEM Error_PG Error_FEM-OF
0.8 1.1429979851485E-08 1.44899798826259E-08 1.45199798851081E-08
0.81 2.74397055077813E-08 3.53497056071461E-08 3.54097056121105E-08
0.82 6.57160084127639E-08 8.61060083234833E-08 8.62660083367217E-08
0.83 1.56968012809955E-07 2.09358012814853E-07 2.09798012851259E-07
0.84 3.73770369210824E-07 5.07990369214006E-07 5.09170369200618E-07
0.85 8.86879086503534E-07 1.2295990864386E-06 1.23274908647719E-06
0.86 2.09579523413606E-06 2.96746523409386E-06 2.9758852341244E-06
0.87 4.92923916073362E-06 7.13605916080606E-06 7.15845916077207E-06
0.88 1.15292434111902E-05 1.70861734111183E-05 1.71454134111348E-05
0.89 2.67894520562528E-05 4.06924820562926E-05 4.08480020562818E-05
0.9 6.17578440866851E-05 9.62733040866803E-05 9.66782240866548E-05
0.91 0.000141002158078884 0.000225878948078906 0.000226922658078887
0.92 0.000318079228376678 0.000524335148376687 0.000526992198376708
0.93 0.000706605607028843 0.00120026002702889 0.00120691853702892
0.94 0.00153828312261262 0.00269632569261269 0.00271267130261266
0.95 0.00325712046824234 0.0058997260182424 0.00593873734824235
0.96 0.00662332189729231 0.0124156488272923 0.0125050311072923
0.97 0.0126317294797496 0.0245410632097495 0.0247330553597495
0.98 0.021422550531587 0.043200265701587 0.043566840911587
0.99 0.0272593149105967 0.0571435266005967 0.0576684598105968
1 0 0 0

Error Máximo 0.0272593149105967 0.0571435266005967 0.0576684598105968

Cuadro 4.16: Error en resultados con V=90 y bipartición re�nada
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CONCLUSIONES

La Modelación Matemática y Computacional es un recurso poderoso al
que cada día se integran nuevas técnicas para solucionar problemas de natu-
raleza diversa. Su versatilidad radica en la representación de cualquier medio
a través del lenguaje matemático. Y sus limitaciones llegan sólo al punto del
alcance tecnológico; ya que hoy es posible realizar múltiples cálculos que
hace algunos años no eran viables. Con base en el marco teórico presentado.
Presento las siguientes conclusiones:

Conclusión 1 Respecto a la concepción del modelo matemático. Correspon-
diente a este trabajo, se utilizó un modelo para el Transporte de Solutos en
Fluidos Libres. Y el punto del que se parte en la creación de este modelo es
la formulación axiomática de los modelos de sistemas continuos. (Modelos-
físicos macroscópicos). Esta teoría permite derivar en forma sistemática las
ecuaciones diferenciales básicas de esos modelos.

Conclusión 2 El modelo computacional, aquí presentado. Además de ser la
herramienta para obtener la solución de los métodos expuestos, se auxilia
de una técnica para obtener mayor exactitud, al manejar un dominio con
bipartición variable. Sin embargo esta ventaja sólo es útil para los casos en
que se utilizan funciones no lineales como interpoladores, en este caso las
óptimas; es decir para los métodos FEM Petrov-Galerkin y FEM-OF. Ya que
al experimentar con FEM de interpoladores lineales, los resultados fueron los
mismos en cada ocasión. Un análisis más profundo entre estos métodos puede
ser consultado en el trabajo: "Métodos de Elementos Finitos con Funciones
Óptimas", Tesis para obtener el grado de Doctor en Ciencias (Modelación
de Sistemas Terrestres), Instituto de Geofísica, UNAM, de Ernesto Rubio
Acosta.

Con base en los resultados obtenidos en la implementación de los métodos,
presento las siguientes conclusiones.
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Conclusión 3 El comportamiento de la concentración de soluto para los tres
métodos es similar cuando la velocidad no es alta. Ya que a partir de veloci-
dades superiores a 10 los métodos FEM Petrov-Gelerkin y FEM-OF presen-
tan errores mucho mayores que FEM. La ocurrencia de oscilaciones en los
resultados numéricos para velocidades altas, es un fenómeno bien conocido.

Conclusión 4 Una vez que se ha detectado un comportamiento oscilante en
los métodos, existen dos formas de reducir el error, sin embargo sólo una
de controlar la solución (mejorar la convergencia). Esta forma es re�nar el
tamaño de la malla primaria. Es decir para los casos en que la velocidad se
incremento hasta 20, el comportamiento oscilante de FEM Petrov-Gelerkin
y FEM-OF fue evidente, y al re�nar la malla a 101 nodos para el mismo
problema se observo un aproximación más precisa. La segunda forma es re-
�nar la partición secundaria, sin embargo la mejora para esta alternativa es
mínima. Como puede apreciarse en la Tabla (4.13) en la pagina (87.)



Apéndice A

Diferenciación parcial

El operador diferencial fundamental en el análisis vectorial y tensorial es
el operador del o nabla, denotado en coordenadas cartesianas por

r =

24 @
@x1
@
@x2
@
@x3

35
El operadorr puede usarse para funciones escalares, funciones vectoriales

y funciones tensoriales, siempre que las funciones de sus componentes sean
diferenciables. En el caso de una función escalar s, se forma el gradiente rs.

rs = @s

@xi
=

24 @s
@x1
@s
@x2
@s
@x3

35
Para una función vectorial V hay más posibilidades. Ya que tomando el

producto punto de r con V resuta la divergencia de la función vectorial.

r � V = @Vi
@xi

=
@V1
@x1

+
@V2
@x2

+
@V3
@x3

Similarmente es posible tomar el producto cruz de r con V , producimos
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la espiral (curl) de V 1.

r� V = �ijk
@Vk
@xj

=

24@V3@x2
� @V2

@x3
@V1
@x3
� @V3

@x1
@V2
@x1
� @V1

@x2

35
También podemos formar el vector gradiente de V .

rV = @Vj
@xi

=

24@V1@x1

@V1
@x2

@V1
@x3

@V2
@x1

@V2
@x2

@V2
@x3

@V3
@x1

@V3
@x2

@V3
@x3

35
En el caso especial cuando la función vectorial V es el gradiente de un

escalar, dicho rs, aplicamos la divergencia de V .

r � (rs) = @2s

@xi@xi
=
@2s

@x21
+
@2s

@x22
+
@2s

@x23
= r2s

El operador r2 aparece frecuentemente en mecánica; éste es llamado Op-
erador Laplaciano.
Finalmente, dada una función tensorial T podemos formar su divergencia.

r � T = @Tij
@xi

=

3X
i=1

24@Ti1@xi
@Ti2
@xi
@Ti3
@xi

35
A continuación, algunas identidades diferenciales prácticas:

Gradientes
r(r + s) = rr +rs
r(rs) = rrs+ srr

r(V �W ) = V � rW +W � rV + V �r�W +W �r� V

1Note que en la notación indicial, se usa el simbolo Levi-Civita.

�ijk =

8<: 1 si (i; j; k) = (1; 2; 3); (2; 3; 1); (3; 1; 2)
�1 si (i; j; k) = (1; 3; 2); (3; 2; 1); (2; 1; 3)
0 si se repite cualquier indice
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Divergencias
r � (V +W ) =r � V+r �W
r � (sV ) =V �rs+sr � V

r � (V�W ) =W � r � V�V � r �W
r � (r� V ) = 0
r �
�
sI
�
= rs

r �
�
T � V

�
= T : rV + V �

�
r � T

�
r �
�
V � T

�
= V �

�
r � T

�
+ (rV )� T
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Apéndice B

Teoremas Integrales

Teorema 12 (Cambio de variable en una integral de Volumen) Suponga
que � es una función escalar de�nida en el espacio Euclidiano tridimension-
al, y considere un cambio de variable x = f(u) continuamente diferenciable
que mapea puntos de una región V en coordenadas u; hacia puntos en una
región f(V ) en coordenadas x, véase la �gura (B.1). Conozcamos por

��J�� ;
el determinante jacobiano del mapeo f , como:

��J�� = ����@(x1; x2; x3)@(u1; u2; u3)

���� =
������
@x1
@u1

@x1
@u3

@x1
@u3

@x2
@u1

@x2
@u2

@x2
@u3

@x3
@u1

@x3
@u2

@x3
@u3

������ (B-1)

Entonces el teorema de cambio de variable que lleva la integral de �(x)
sobre un volumen en coordenadas x, hacia la integral sobre el volúmen en
coordenadas u, es: Z

f(V )

�(x)dx =

Z
V

�(f(u))
��det J�� dx (B-2)
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Figura B.1: Relación de un Volúmen, aplicando cambio de variable x = f(u)



Apéndice C

Diagramas UML

UML (Uni�ed Modeling Language) es un lenguaje que permite modelar,
construir y documentar los elementos que forman un sistema software orien-
tado a objetos. Se ha convertido en el estándar de facto de la industria, debido
a que ha sido impulsado por los autores de los tres métodos más usados de
orientación a objetos: Grady Booch, Ivar Jacobson y Jim Rumbaugh. Estos
autores fueron contratados por la empresa Rational Software Co. para crear
una notación uni�cada en la que basar la construcción de sus herramientas
CASE. En el proceso de creación de UML han participado, no obstante, otras
empresas de gran peso en la industria como Microsoft, Hewlett-Packard, Or-
acle o IBM, así como grupos de analistas y desarrolladores.

A continuación se expone la notación y semántica básica de UML utilizada
en el diagrama de clases de este trabajo.

C.1. Clases

Una clase se representa mediante una caja subdividida en tres partes: En
la superior se muestra el nombre de la clase, en la media los atributos y en la
inferior las operaciones. Una clase puede representarse de forma esquemática,
con los atributos y operaciones suprimidos, siendo entonces tan solo un rec-
tángulo con el nombre de la clase. En la �gura.(C.1) se ve cómo una misma
clase puede representarse a distinto nivel de detalle según interese, y según
la fase en la que se esté.
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Figura C.1: Clase UML

C.2. Objetos

Un objeto se representa de la misma forma que una clase. En el com-
partimento superior aparecen el nombre del objeto junto con el nombre de
la clase subrayados, según la siguiente sintaxis: nombre_del_objeto: nom-
bre_de_la_clase Puede representarse un objeto sin un nombre especí�co,
entonces sólo aparece el nombre de la clase.

C.3. Asociaciones

Las asociaciones entre dos clases se representan mediante una línea que
las une. La línea puede tener una serie de elementos grá�cos que expresan
características particulares de la asociación. A continuación se verán los más
importantes de entre dichos elementos grá�cos.
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C.4. Nombre de la Asociación y Dirección

El nombre de la asociación es opcional y se muestra como un texto que
está próximo a la línea. Se puede añadir un pequeño triángulo negro sólido
que indique la dirección en la cual leer el nombre de la asociación.
Los nombres de las asociaciones normalmente se incluyen en los modelos

para aumentar la legibilidad. Sin embargo, en ocasiones pueden hacer de-
masiado abundante la información que se presenta, con el consiguiente riesgo
de saturación. En ese caso se puede suprimir el nombre de las asociaciones
consideradas como su�cientemente conocidas. En las asociaciones de tipo
agregación y de herencia no se suele poner el nombre.

C.5. Herencia

La relación de herencia se representa mediante un triángulo vacío en el
extremo de la relación que corresponde a la clase más general o clase �padre�.
Si se tiene una relación de herencia con varias clases subordinadas, pero en

un diagrama concreto no se quieren poner todas, esto se representa mediante
puntos suspensivos.

Figura C.2: Herencia UML
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