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Introducción

Durante el primer semestre del año 2006, los doctores Michael Barot Schlatter y Christof Geiss Hahn im-

partieron un curso titulado Álgebras de Conglomerado, el cual fue inspiración para la realización de esta

Introducción a las Álgebras de Conglomerado de tipo An.

En esta tesis se podrán encontrar, como bien su nombre dice, una breve introducción a las álgebras de

conglomerado, las cuales se desarrollaron en el año de 2000 por Fomin y Zelevinsky como herramienta para

estudiar bases canónicas y positividad total en grupos de Lie semisimples. Las álgebras de conglomerado

son definidas como álgebras conmutativas con un conjunto de generadores distinguidos llamados variables

de conglomerado, agrupados en subconjuntos llamados conglomerados de cardinalidad fija. Los generadores

se relacionan con los demás elementos mediante un proceso llamado mutación.

En el primer caṕıtulo se podrá encontrar un ejemplo muy particular de este tipo de álgebras de conglomerado:

el anillo de coordenadas del Grassmanniano. En el segundo caṕıtulo, aparece la positividad total y su relación

con el Grassmanniano, para dar después pie a la definición de álgebras de conglomerado junto con el proceso

de mutación.

En el tercer caṕıtulo, se establece una introducción a los sistemas de ráıces, para generar el diagrama de

Coxeter de donde consideramos un caso particular; en sistemas de ráıces irreducibles los diagramas de Coxeter

se llaman diagramas de Dynkin, y se hace una clasificación de dichos diagramas. Para el cuarto caṕıtulo, se

presenta una serie de resultados acerca de cómo obtener las variables de conglomerado para el tipo Dynkin

An, a partir de las cuerdas de la triángulación, de donde se obtiene un resultado particular: el fenómeno

de Laurent en el caso Dynkin An. Además se presenta una equivalencia de categoŕıas, entre la categoŕıa de

módulos sobre un carcaj y una categoŕıa llamada Categoŕıa de diagonales que se define en el mismo caṕıtulo,

para finalizar se establece una clasificación de los carcajes que son equivalentes bajo mutación al diagrama

de Dynkin An. Cabe mencionar que para facilitar la lectura en el cuarto caṕıtulo, se necesita saber algunos

resultados de teoŕıa de Auslander Reiten, que se pueden consultar en [ARS].
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Caṕıtulo 1

El Grassmanniano

Definición 1.0.1. Denotamos por Gr(2, n) al conjunto de subespacios de dimensión 2 en C
n y lo llamamos

el Grassmanniano.

Podemos representar cada elemento de Gr(2, n) por dos vectores u,w linealmente independientes o equiva-

lentemente por una matriz M ∈ C
n×2, donde u es la primera columna de M y w es la segunda columna de

M, es decir, M∗1 = u,M∗2 = w. Observemos que esta representación no es única.

Notemos que M,W ∈ C
n×2 representan el mismo subespacio si y sólo si W se puede obtener de M por trans-

formaciones elementales de columnas. Pero, ¿existen otras transformaciones que no cambian el subespacio?.

Para respondernos a esta pregunta, definiremos la siguiente herramienta.

1.1. Coordenadas de Plücker

Definición 1.1.1. Para M ∈ C
n×2, e i 6= j la coordenada de Plücker se define como el determinante de una

submatriz δij(M) = Mi1Mj2 − Mj1Mi2.

Las coordenadas de Plücker no son realmente invariantes. Observemos el efecto de diferentes transformacio-

nes:

(1) Al multilplicar por un escalar λ a M se tiene que δij(M
′) = λ2δij(M), donde M ′ = λM .

(2) Sea M ′ la matriz que resulta de intercambiar dos columnas de M , se tiene que δij(M
′) = −δij(M).

(3) Sea M ′ la matriz que obtenemos al multiplicar una columna de M por un escalar y sumarla a otra

columna, para lo cual se tiene que δij(M
′) = δij(M).

Todas las coordenadas cambian simultaneamente con el mismo factor en (1) y (2).

Se define

µ2,n = {M ∈ C
n×2 | δij(M) 6= 0, para alguna i < j}.

Si sólo consideramos coordenadas de Plücker δij para i < j, entonces hay

(

n
2

)

=
n(n−1)

2 coordenadas. Estas

se pueden ordenar, por ejemplo léxicográficamente. De esta manera, a cada matriz M ∈ µ2,n se le asocia un

1



1.1. COORDENADAS DE PLÜCKER CAPÍTULO 1. 3

vector

(δ12(M), δ13(M), . . . , δ1n(M), δ23(M), . . . , δ2n(M), δ34(M), . . . , δn−1,n(M)) ∈ C
n(n−1)

2 .

Podemos definir ∆ : Gr(2, n) −→ PC
n(n−1)

2 de la siguiente forma, M 7→ [δij(M)]i<j donde δij(M) corresponde

al complejo asociado junto con su antipodal. Consideremos el siguiente diagrama:

µ2,n

Gr(2, n)

C
n(n−1)

2 − {0}

PC
n(n−1)

2

(δij)i<j

∆ = [(δij)]i<j

Del diagrama anterior, se tiene el siguiente resultado

Proposición 1.1.2. ∆ es inyectiva.

Demostración. Sean M,M ′ ∈ µ2,n tales que δij(M
′) = λδij(M) para todo i < j. Como M ∈ µ2,n existe

i < j tal que δij(M) 6= 0. Supongamos que i = 1, j = 2. Entonces mediante transformaciones elementales de

columnas existen N ∼ M y N ′ ∼ M ′ con N =







1 0

0 1
...

...






, N ′ =







1 0

0 1
...

...






. De donde se tiene

δij(N) =
δij(M)
δ12(M) y δij(N

′) =
δij(M

′)
δ12(M ′) . Para r > 2, se tiene N ′

r2 = δ1r(N
′) =

δ1r(M ′)
δ12(M ′) =

λδ1r(M)
λδ12(M) = δ1r(N) =

Nr2.
Similarmente se muestra que N ′

r1 = Nr1, entonces N = N ′ y por tanto M ∼ M ′.

�

Observación 1.1.3. Ya demostramos que ∆ es inyectiva, enseguida observaremos que pasa con la sobre-

yectividad de ∆.

Caso n = 2. Gr(2, 2) = {C}, P(C) = {C}, por tanto ∆ es sobreyectivo.

Caso n = 3. Sea λ = (λ12, λ13, λ23) ∈ P(C3), supongamos que λ12 6= 0, entonces la siguente matriz

M =





1 0

0 λ12
−λ23

λ12
λ13



 es tal que ∆(M) = λ, por tanto ∆ es sobre, y entonces ∆ es sobreyectivo.

Caso n = 4. Sea λ = (λ12, λ13, λ14, λ23, λ24, λ34) ∈ C
6. Supongamos que λ12 6= 0. Si M ∈ Gr(2, 2) no singular,

entonces M ∼

[

1 0

0 λ

]

con λ ∈ C \ {0}. Aśı cada M con δ12(M) 6= 0 es equivalente a una de esta forma

M =









1 0

0 λ12
−λ23

λ12
λ13

−λ24

λ12
λ14









entonces

δ34(M) =
−λ23

λ12
λ14 +

λ24

λ12
λ13 =

λ13λ24 − λ23λ14

λ12

el último término en la última igualdad de lado derecho en general es diferente de λ34, de donde, para

que λ ∈ P(C6) pueda estar en la imagen de ∆, es necesario que los elementos de λ cumplan lo siguiente;

λ13λ24 − λ23λ14 = λ12λ34. Por tanto, ∆ no es sobreyectiva.

2



CAPÍTULO 1. 3 1.2. RELACIONES DE PLÜCKER

1.2. Relaciones de Plücker

Mostramos que ∆ es inyectiva, y no sobreyectiva. Enseguida caracterizaremos el subespacio correspondiente

a la imagen de ∆ en P(C
n(n−1)

2 ), en donde ∆ será biyectiva.

Definición 1.2.1. Sea λ ∈ P(C
n(n−1)

2 ), diremos que λ cumple con las relaciones de Plücker si para todo

i, j, r, s ı́ndices tales que i < j < r < s, los elementos λij , λir, λjs, λis, λrj , λrs cumplen la siguiente relación:

λirλjs + λisλrj = λijλrs. Además, λji = −λij , si j > i.

Proposición 1.2.2. Sea

ξ = {λ ∈ P(C
n(n−1)

2 ) | para todo i < j, r < s {i, j} ∩ {r, s} = ∅ con λirλjs + λisλrj = λijλrs}

un subespacio del P(C
n(n−1)

2 ). Entonces ∆ induce una biyección entre Gr(2, n) y ξ.

Demostración. Se verifica que si λ = ∆(M) para algún M ∈ Gr(2, n), entonces satisface las relaciones de

Plücker. Sean M∗1 = v, M∗2 = w, denotaremos por δxy a δxy(M), aśı

δijδrs−δirδjs−δisδrj = (viwj−vjwi)(vrws−vswr)−(viwr−vrwi)(vjws−vswj)−(viws−vswi)(vrwj−vjwr) = 0.

Por otro lado si λ ∈ ξ, existe i < j tal que λij 6= 0. Definimos M ∈ C
n×2 por Mi1 = 1, Mi2 = 0 =

Mj1, Mj2 = λij . Para r 6= i, j definimos Mr2 = λir,Mr1 =
−λjr

λij
entonces δij(M) = λij , δir(M) = λir, δjr =

λjr.

En caso que r, s sean distintos a i, j se tiene que

δrs(M) = Mr1Ms2 − Mr2Ms1 =

(

−λjr

λij

)

λis − λir

(

−λjs

λij

)

=
1

λij

(λirλjs − λisλjr) = λrs.

Con ello se demostró que ∆(M) = λ. �

Observación 1.2.3. Sobre la forma de definir ξ (no importa mucho el orden de los pares de ı́ndices) para

i < j < r < s se cumple λirλjs = λijλrs + λisλrj lo cual tiene una representación gráfica, que se muestra

enseguida, en dicha representación cada λij recibe el nombre de cuerda.

j s

i r

=

j s

i r

+

j s

i r

Representación gráfica de las Coordenadas de Plücker. Cuerdas, diagonales y contorno.

En la representación gráfica de las coordenadas de Plücker, las cuerdas del lado ı́zquierdo de la igualdad se

llaman diagonales, mientras que a las del lado derecho se llaman contorno.

Ahora calcularemos cuántas coordenadas como mı́nimo me determinan todas las coordenadas, para lo cual

basta con calcular la dimensión de Gr(2, n) que es 2(n − 2), pues cada matŕız M ∈ Gr(2, n) diferente de la

matŕız cero es equivalente a la siguiente matŕız:

3



1.2. RELACIONES DE PLÜCKER CAPÍTULO 1. 3







1 0

0 1
...

...






.

Pero como ξ está definido en el proyectivo necesitamos una dimensión más, por lo tanto necesitamos calcular

2n − 3 coordenadas para determinar a todas las coordenadas.
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Caṕıtulo 2

El anillo de coordenadas del

Grassmanniano como álgebra de

conglomerado

En este caṕıtulo, veremos que el grassmanniano tiene muchas propiedades, algunas de las cuales le dan

estructura de álgebra a su anillo de coordenadas, el cual es llamada álgebra de conglomerado.

2.1. Positividad Total

Recordemos que Gr(2, n) denota al conjunto de subespacios de dimensión 2 en C
n.

Definición 2.1.1. Una matrix M ∈ R
n×2 es totalmente positiva si todos los menores son positivos. En

nuestra situación, todas las coordenadas de Plücker son positivas.

Ahora observemos cuántas coordenadas δij(M) con i < j se deben verificar mı́nimamente para determinar

que M es totalmente positiva.

Definición 2.1.2. Sea R = {δij}i<j un conjunto de coordenadas de Plücker con la propiedad de que son el

mı́nimo de coordenadas necesarias para determinar que M es totalmente positiva. En tal caso diremos que

R es una prueba de positividad total.

Observación 2.1.3. (i) Necesitamos al menos 2n − 3 coordenadas para verificar la positividad total de

M .

(ii) Para i < j < r < s; si el contorno y una diagonal son positivos, entonces la otra diagonal también es

positiva.

Definición 2.1.4. (i) Dos cuerdas i j y r s se intersectan si i < r < j < s ó r < i < s <
j.

(ii) Una triangulación es un conjunto maximal de cuerdas que no se intersectan. Observemos que una

triangulación se puede ver como un poĺıgono de n lados con un conjunto maximal de cuerdas en el

1



2.1. POSITIVIDAD TOTAL CAPÍTULO 2. ÁLGEBRAS DE CONGLOMERADO

interior del poĺıgono tales que no se intersectan, aśı las cuerdas interiores y el contorno del poĺıgono

pertenecen a la triangulación.

Proposición 2.1.5. Cada triangulación define una prueba de positividad total y además es algebraicamente

independiente con respecto a las coordenadas de Plücker.

Demostración. Sean T una triangulación y λ ∈ ξ tal que λij > 0 para toda cuerda i j ∈ T. Por

inducción sobre el número de vértices k de un subpoĺıgono S en T , probaremos que las cuerdas de S son

positivas. Para k = 4 se tiene que i < j < r < s si el contorno y una diagonal son positivos entonces la otra

diagonal también, como se muestra en la siguiente figura

j

i r

s

que en tal caso se tiene λjr =
λijλrs+λirλjs

λis
> 0, de donde λis =

λijλrs+λirλjs

λjr
> 0. Supongamos i1 < i2 <

· · · < ik es un subpoĺıgono de T . Sea ia ib una diagonal en T que divide a S en dos subpoĺıgonos

S′, S′′ con triangulaciones T ′, T ′′, como se puede ver en la siguiente figura. Por hipótesis de inducción las

cuerdas de S′ y S′′ son positivas, y por las relaciones de Plücker las cuerdas que se cruzan también son

positivas. Además, las triangulaciones tienen 2n − 3 cuerdas.

b

a

T ′

T ′′

Por otro lado, cada triángulo en la triangulación determina coordenadas algebraicamente independientes.

�

Conjetura 2.1.6. Se conjetura que si T es una prueba de positividad con 2n − 3 elementos, entonces de

T se puede obtener una triangulación. Sin embargo se tiene que no toda prueba contiene una triangulación,

pues en la siguiente prueba de positividad total que se muestra en la siguiente figura y que no tiene el

número mı́nimo de funciones, sino que tiene una más, y a los elementos de la prueba se indican con ĺıneas

continuas, se completan diagonales con las relaciones de Plücker, las cuales se indican con ĺıneas punteadas

y se obtienen de la siguiente manera: al ver el cuadrilátero 1236 se concluye que δ13(M) > 0, por lo cual se

pone la ĺınea punteada que tiene como vértices 1 y 3. Al ver el cuadrilátero 1234 se concluye que δ24(M) > 0,

2



CAPÍTULO 2. ÁLGEBRAS DE CONGLOMERADO 2.2. LA GRÁFICA DE INTERCAMBIO

por lo cual se pone la ĺınea punteada que tiene como vértices 2 y 4, de manera similar se ve también que

δ35(M) > 0, δ46(M) > 0, δ15(M) > 0, teniendo aśı todas las diagonales, pero no puede reducirse a una

triangulación sin quitar cuerdas o que al reemplazarlas por las correspondientes cuerdas bajo las relaciones

de Plücker obtengamos una triangulación.

4

1

2

3

6

5

2.2. La gráfica de Intercambio

Definición 2.2.1. Sean T y T ′ triangulaciones tales que T ′ = T − {c} ∪ {c′}. Donde c es la diagonal

del cuadrado ijrs en la triangulación T , y c′ es la otra diagonal en el cuadrado ijrs, que no aparece en

la triangulación y que al reemplazarla por c, se tiene la triangulación T ′. Es decir, c y c′ son como en la

siguiente figura:

s i

r j

c

T

s i

r j

c′

T ′

Decimos que T ′ se obtiene de T por un volteo y lo denotamos por T ∼ T ′.

Definición 2.2.2. La gráfica de intercambio tiene a las triangulaciones como vértices y a los volteos como

aristas.

3



2.2. LA GRÁFICA DE INTERCAMBIO CAPÍTULO 2. ÁLGEBRAS DE CONGLOMERADO

Ejemplo de una gráfica de intercambio:

Lema 2.2.3. La gráfica de intercambio es conexa.

Demostración. Para i = 1, . . . , n definimos Ti como la triangulación donde todas las cuerdas interiores

inciden en i. Observemos que Ti ∼ Ti+1(Modn) pues podemos voltear a la arista que tiene como vértices i
e i + 2 de lo cual se obtiene la arista que tiene como vértices i + 1 e i + 3. De la misma manera se voltea

la arista que tiene como vértices i e i + 3 y se obtiene otra arista que tiene como vértices i + 1 e i + 4. Al

continuar con éste procedimiento, y al voltear la arista que tiene como vértices i y i − 2 se obtiene la nueva

arista que tiene como vértices i + 1 y i − 1, teniendo aśı la triangulación Ti+1.

Probaremos por inducción sobre n, que cada triangulación T es equivalente a Ti para algún i. Sea δij una

cuerda interior en T que divide a Pn en dos subpoĺıgonos S, S′ contenidos en Pn, con triangulaciones T ′, T ′′,

donde Pn es el poĺıgono de n lados. Por hipótesis de inducción, sea h alguna arista tal que T ′ ∼ T ′

h
∼ T ′

i
y

T ′′ ∼ T ′′

h
∼ T ′′

i
, pero T ′

i
y T

′′

i
definen a Ti. Por lo tanto T es equivalente a Ti. �

Se tiene que mediante las relaciones de Plücker, las cuerdas interiores se pueden expresar como el siguiente

cociente:

polinomio con coeficientes expresados en ei y variables x1, x2

monomio en x1, x2

A este fenómeno se le conoce como Fenómeno de Laurent.

Ejemplo 2.2.1. Sea T una triangulación con cuerdas interiores x1, x2 y cuerdas exteriores e1, e2, e3, e4, e5 .

Calculemos las cuerdas interiores y verifiquemos que se cumple el fenómeno de Laurent.
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e5 e1

e2

e3

e4

x2x1

e5 e1

e2

e3

e4

x2

x′

1

e5 e1

e2

e3

e4 x′′

1

x′′

2

e5 e1

e2

e3

e4
x′

1

x′

2

e5 e1

e2

e3

e4

x′

2

x′′

1

Cálculos de mutaciónes en cuerdas interiores:

Al calcular las cuerdas interiores con las relaciones de Plücker se tiene que

x′

1 =
e3e5 + e4x2

x1
,

x′

2 =
e1e3e5 + e2e5x1 + e1e2x2

x1x2
,

x′′

1 =
e2x1 + e1e3

x2
,

x′′

2 = x1.

Aqúı podemos tomar R = C[e1, · · · , en] como el anillo que contiene los coeficientes. Luego, las cuerdas

interiores están en R[x1, . . . , xd] donde d = n− 3. Denotamos por X el conjunto de coordenadas de Plücker,

expresados en F = R(x1, . . . , xd) (el campo de fracciones), que corresponden a las cuerdas interiores.

Definición 2.2.4. Sea A la R-subálgebra en F generada por X, es decir los generadores de A son las cuerdas

interiores expresadas en coordenadas de Plücker. A tal subálgebra A se le llama álgebra de conglomerado

asociada a Gr(2, n).

Definición 2.2.5. Se define el anillo de coordenadas homogéneo de Gr(2, n) como el anillo de polinomios

con coeficientes en C y variables las coordenadas de Plücker δij con i < j, módulo el ideal generado por las

relaciones de Plücker. A tal anillo se denotará como C[ξ].

Proposición 2.2.6. El álgebra de conglomerado A es isomorfa al anillo de coordenadas homogéneo de

Gr(2, n).

Demostración. La igualdad C[ξ] =
C[δij |i<j]

〈relaciones de Plücker〉 se tiene por definición. Como e1, . . . , en, x1, . . . , xd son

algebraicamente independientes en C[ξ] tenemos un homomorfismo inyectivo f : C[e1, . . . , en, x1, . . . , xd] −→
C[ξ]. El dominio y contradominio son dominios enteros ya que el conjunto generado por las coordenadas

de Plücker es un ideal primo (ver apéndice). Por lo tanto f induce un homomorfismo entre los campos de

5
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fracciones F : C(e1, . . . , en, x1, . . . , xd) −→ C(ξ). Observemos que C(e1, . . . , en, x1, . . . , xd) = R(x1, . . . , xd).

Además sabemos que para cada g ∈ X se tiene que F (g) = δij para algún i < j. Como f(R) ⊂ R se tiene que

F (ξ ∪ R) ⊂ C[ξ], aśı se deduce que F (A) ⊂ C[ξ], y como δij ∈ ImF para todo i < j, tenemos F (A) = C[ξ].
�

2.3. Mutaciones de matrices

Definición 2.3.1. Sea B ∈ Z
n×n y k ∈ {1, . . . , n}. Definimos µk(B) ∈ Z

n×n, la mutación de B en dirección

de k por:

µk(B)ij =

{

−Bij si i = k ó j = k,

Bij + sign(Bik)máx(0, BikBkj) si i 6= k 6= j.

Donde

sign(a) =











1 si a > 0

0 si a = 0

−1 si a < 0.

Lema 2.3.2. Sean B ∈ Z
n×n y k ∈ {1, . . . , n}. La mutación dos veces consecutivas en dirección k a la

matriz B es la matriz B, es decir, µk(µk(B)) = B.

Demostración. Sean V = µk(B) y W = µk(V ). Si i = k ó j = k entonces Wij = −Vij = Bij . Si i 6= k 6= j,

Wij = Vij + sign(Vik)máx(0, VikVkj) = Bij + sign(Bik)máx(0, BikBkj) − sign(Bik)máx(0, BikBkj) = Bij .

�

Definición 2.3.3. Sean B, V ∈ Z
n×n. Decimos que V,B son equivalentes bajo mutaciónes si B se pue-

de obtener de V por una sucesión de mutaciónes (posiblemente en diferentes direcciones). Las matrices

equivalentes bajo mutaciónes se denotan con B ∼ V .

Denotaremos con [B] = {V ∈ Z
n×n | B ∼ V } a la clase de mutación de B, y diremos que B es de clase de

mutación finita si [B] es finito.

Ejemplo 2.3.1. Consideremos la siguiente matriz antisimétrica, y su mutación en dirección 2:

B =









0 −1 0 0

1 0 1 −1

0 −1 0 1

0 1 −1 0









, µ2(B) =









0 1 0 −1

−1 0 −1 1

0 1 0 0

1 −1 0 0









observemos que µ2(B) es antisimétrica.

El siguiente Lema muestra que el ejemplo anterior no es ninguna coincidencia, si no que se cumple para

cualquier matŕız antisimétrica cuadrada.

Lema 2.3.4. Sea B ∈ Z
n×n. Si B es antisimétrica, entonces µk(B) es antisimétrica.
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Demostración. Sea V = µk(B). Para i = k ó j = k tenemos que

Vij = −Bij = −(−Bji) = −Vji.

Si i 6= k 6= j, entonces

Vij = Bij + sign(Bik)máx(0, BikBkj) = −Bji + sign(Bik)máx(0, BikBkj).

Luego, si sign(Bjk) 6= sign(Bki), entonces sign(Bik)máx(0, BkiBjk) = 0. De donde Vij = −Vji. Pero si

sign(Bjk) = sign(Bki) entonces tenemos que sign(Bik) = − sign(Bki) = − sign(Bjk). Por lo tanto

−Bji + sign(Bik)máx(0, BikBkj) = −Bji − sign(Bjk)máx(0, BjkBki) = −Vji.

De donde se deduce que Vij = −Vji para toda i, j ∈ {1, . . . ,n}. �

Definición 2.3.5. Sea B ∈ Z
n×n. Decimos que B es antisimetrizable si existe D ∈ Z

n×n diagonal con

Dii > 0 para todo i ∈ {1, · · · , n} tal que DB es antisimétrica. A D se le llama antisimetrizador de B.

Ejemplo 2.3.2. Consideremos la siguiente matriz Bλ, y verifiquemos que para λ = 12, Bλ es antisimetriza-

ble;

Bλ =





0 2 λ
−1 0 3

−2 −1 0





El antisimetrizador de Bλ es Dλ =





1 0 0

0 2 0

0 0 6



.

Lema 2.3.6. Sea B ∈ Z
n×n. Si B es antisimetrizable, entonces µk(B) es antisimetrizable (con el mismo

antisimetrizador).

Demostración. Observemos que (DB)T = −DB, es decir DjjBji = −DiiBij para todo i, j ∈ {1, · · · , n}. Sea

V = µk(B). Si i = k ó j = k, entonces DjjVji = −DjjBji = −(−DiiBij) = −DiiVij . En caso contrario,

DjjVji = DjjBji + sign(Bjk)máx(0, DjjBjkBki)

= DiiBij + sign(Bjk)máx(0,−DkkBkjBki)

= DiiBij + sign(Bjk)máx(0, DiiBikBkj)

= −DiiBij + sign(Bjk)Dii máx(0, BikBkj).

Si sign(Bik) 6= sign(Bkj) entonces sign(Bjk)Dii máx(0, BikBkj) = 0, por lo tanto, DjjVji = −DiiVij . Por

otro lado, si, sign(Bjk) = − sign(Bik) entonces

−DiiBij + sign(Bjk)Dii máx(0, BikBkj) = −Dii(Bij + sign(Bik)máx(0, BikBkj))

= −DiiVij .

Por lo tanto DjjVji = −DiiVij . �
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Definición 2.3.7. Dada una triangulación T = {e1, . . . , en, x1, . . . , xd}, definimos la matriz de intercambio

B(T ) ∈ Z
d×d de la siguiente manera: B(T )ij = a − b, donde a y b son enteros que cumplen lo siguiente:

a es el número de triángulos en T tales que xi y xj son aristas de dichos triángulos por lo cual inciden

en un vértice x, y son tales que la rotación con ángulo mı́nimo alrededor de x de la arista xi a la arista

xj va en sentido contrario al de las manecillas del reloj, y

b es el número de triángulos en T donde xj y xi son aristas de dichos triángulos, con vértice de

incidencia y, tales que la rotación con ángulo mı́nimo alrededor de y de la arista xj a la arista xi va

en sentido contrario al de las manecillas del reloj.

Proposición 2.3.8. Sean T, T ′ dos triangulaciones del poĺıgono Pn. Si T ′ se obtiene de T al voltear xk

(cuerda interna de T), entonces B(T ′) = µk(B(T )).

Demostración. Sean T ′ = T \{xk}∪{x
′

k
} y W el cuadrilátero que tiene a x′

k
como diagonal, y por la definición

de matriz de intercambio fijaremos nuestra atención en el cuadrilátero contenido en la triangulación T que

contiene a xk como diagonal.

xs

xi

xr

xj
x′

k

W :

xs

xi

xr

xj
xk

T :

posiblemente uno o varios de los lados del cuadrilátero son cuerdas exteriores, en este caso no tenemos

ı́ndice correspondiente en las matrices de intercambio B(T ), B(W ). Como B(T ) y B(W ) son antisimétricas,

sólo necesitamos verificar la mitad de las entradas de las matrices. Es claro que B(T )ak 6= 0 solo para

a ∈ {i, j, r, s} ∩ {́ındices de cuerdas internas} y B(W )ak = −B(T )ak. Por otro lado, tenemos que B(T )ri =

0, B(T )rk = 1, B(T )ki = 1, de donde µk(B(T ))ri = 1 = B(W )ri.

Similarmente, tenemos que µk(B(T ))sj = B(W )sj . Mientras que en las otras esquinas tenemos que

B(T )is = 1, B(T )ik = −1, B(T )ks = −1.

Luego µk(B(T ))is = 0 = B(W )is. Similarmente µk(B(T ))jr = B(W )jr. Para los coeficientes {ij}, {rs} se

tiene que B(T )ij = 0 = B(W )ij y B(T )rs = 0 = B(W )rs. Luego, para los coeficientes restantes existen los

mismos triángulos, de donde B(T )ab = B(W )ab. Por lo tanto µk(B(T ))ab = B(T )ab = B(W )ab.

�

Definición 2.3.9. Para B ∈ Z
n×n antisimetrizable, el diagrama ΓB asociado a B tiene como vértices

1, . . . , n, y existe una flecha i −→ j en B si Bij > 0; además en tal caso, la flecha tiene etiqueta | BijBji |.

Nota. Las etiquetas con valor 1 se omiten.

Ejemplo 2.3.3. El siguiente ejemplo muestra una triangulación T , junto con su matriz y diagrama asociados.
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x1

x2

x3

x4

T :

B(T ) =









0 −1 0 0

1 0 1 −1

0 −1 0 1

0 1 −1 0









Γ
B(T ) :

1 2

3

4

Observación 2.3.10. Si conocemos un antisimetrizador D de B podemos recuperar a B a partir de ΓB de

la siguiente manera: Si existe i
e

// j donde e es la etiqueta de la flecha, entonces Bij > 0 y Bji < 0. Por

tanto: Bij =
√

B2
ij

=

√

DiiB
2
ij

Dii
=

√

Djj

Dii
(−BijBji). De donde,

Bij =

√

Djj

Dii

e,

de manera similar podemos obtener,

Bji = −

√

Dii

Djj

e.

Definición 2.3.11. Dado un diagrama Γ y un vértice k, definimos un diagrama µk(Γ), que llamaremos

mutación de Γ en dirección k como sigue. El diagrama µk(Γ) tiene los mismos vértices que Γ, y las flechas

se obtienen de la siguiente manera:

1. Se cambia la orientación de todas las flechas que inciden en k y las etiquetas se preservan.

2. Para cada par de flechas i
a

// k , k
b

// j se calcula la etiqueta c′ para la flecha entre i y j y su

orientación según la fórmula

±
√

c ±
√

c′ =
√

ab,

donde c es la etiqueta de la flecha i
c

j la cual puede ser cero, es decir, que no exista la flecha y se

toma el signo + (respectivamente −) si el triángulo ikj está ćıclicamente orientado, (respectivamente,

si el triángulo ikj no está ciclicamente orientado).

3. Las demás flechas no cambian.

k

ab

c

µk

k

ab

c′

Mutación de diagramas

Ejemplo 2.3.4. Consideremos al siguiente diagrama, y calculemos la mutación del diagrama en dirección

del vértice 2.

Observación 2.3.12. No con cualquier diagrama se obtienen valores o etiquetas enteras al mutar.
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53

1 3

2

µ2 53

15

2

1 3

Proposición 2.3.13. Sea B ∈ Z
n×n antisimetrizable y k ∈ {1, · · · , n}. Entonces el diagrama asociado a la

mutación en dirección k de la matriz B es el mismo que la mutación en dirección k del diagrama asociado

a B, es decir,

Γ
µk(B) = µk(ΓB).

Demostración. Sea B′ = µk(B), Γ = ΓB , Γ′ = ΓB
′ . Por demostrar Γ′ = µk(Γ). Consideremos i

e
// k en

Γ, entonces i k
e

oo en µk(Γ). Por otro lado, de la flecha en Γ, se tiene que la etiqueta e =| BikBki | con

Bik > 0, como B′ = µk(B) se tiene que | BikBki |=| B′

ik
B′

ki
|, con B′

ki
> 0 ya que Bik > 0 entonces Bki < 0,

es decir, i k
e

oo en Γ′.

Similarmente Γ′ y µk(Γ) coinciden en flechas que salen de k. Sean j 6= k 6= i; si BikBkj ≤ 0 se tiene que

BjkBki ≤ 0 y B′

ij
= Bij , B

′

ji
= Bji, por ello Γ,Γ′ tienen las mismas flechas entre i y j y Γ ó Γ′ tiene una

flecha. Por otro lado el paso 2 de la definición de mutación de Γ en dirección k no aplica a i, j y en µk(Γ)

tiene la misma flecha entre i y j que en Γ.

Supongamos ahora que Bik > 0 y Bkj > 0 ( y el caso Bik < 0 y Bkj < 0 se obtiene al intercambiar i con j).
Consideremos los diagramas Γ y Γ′ :

ba

c

k

i j

Γ

ba

c′

k

i j

Γ
′

donde a = −BikBki, b = −BkjBjk, c = −BijBji. Entonces en Γ′ tenemos que

c′ = B′

ji
B′

ji

= −(Bij + BikBkj)(Bji − BjkBki)

= BikBkiBjkBkj + BijBjkBki − BjiBikBkj − BijBji

= ab + ∆ + c,

donde ∆ = BijBjkBki − BjiBikBkj . Por lo tanto

DiiBijBjkBki = −BjiDjjBjkBki

= BjiBkjDkkBki

= −BjiBkjBikDii.
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Como Dii > 0, se tiene lo siguiente

BijBjkBki = −BjiBkjBik = z.

De donde ∆ = 2z = ±2
√

abc. La última ecuación se obtiene de la siguiente igualdad

z2 = (−BijBji)(−BjkBkj)(−BikBki) = abc.

Además ∆ = +2
√

abc si y sólo si Bji > 0; lo cual se tiene si y sólo si el diagrama de Γ es orientado de lo

contrario ∆ = −2
√

abc lo cual es cierto si y sólo si Bji < 0 lo cual es cierto si, y solamente si, el diagrama de

Γ no es orientado. De lo anterior se tiene que c′ = ab±2
√

abc+c = (
√

ab±
√

c)2, entonces ±
√

c′ =
√

ab±
√

c,
por lo tanto c′ es la etiqueta en µk(Γ).
Verifiquemos que ambas flechas en Γ′ y en µk(Γ) tienen la misma orientación.

Si Bij > 0 entonces B′

ij
> 0; es decir el diagrama en Γ no es orientado, y en µk(Γ) tenemos i

c
′

// j y en

Γ′ también c′ tiene la misma orientación pues B′

ij
> 0.

Si Bij < 0 entonces se cumple uno de los siguientes casos:

B′

ij
> 0 ⇔ BikBkj > −Bij , (2.1)

B′

ij
< 0 ⇔ BikBkj < −Bij . (2.2)

En (2.1) como Bji − BjkBki = B′

ji
< 0 se tiene que Bji < BjkBki; y multiplicando esta última desigualdad

por BikBkj tenemos que

BjiBikBkj < BjkBkiBikBkj (2.3)

al multiplicar la desigualdad (2.1) por Bji obtenemos −BijBji < BjiBikBkj . De esta última desigualdad y

de (2.3) tenemos que −BijBji < BjiBikBkj < BjkBkiBikBkj . Luego −BijBji < (−BikBki)(−BjkBkj), es

decir c < ab, y en µk(Γ) la flecha entre i y j es i
c
′

// j igual que en Γ′. El caso (2.2) es similar. �

2.4. Coeficientes

Definición 2.4.1. Un semicampo es un triple (P,⊕, ·), donde P es un conjunto con operaciones binarias ⊕
y · en P tales que:

1. (P, ·) es un grupo abeliano.

2. (P,⊕) es un semigrupo conmutativo.

3. Se cumple la distributividad de · sobre ⊕, es decir (a ⊕ b) · c = (a · c) ⊕ (b · c) para todo a, b, c ∈ P.

Ejemplo 2.4.1. (Q>0,+, ·) con + y · usuales es un semicampo.

Ejemplo 2.4.2. (Semicampo Tropical) Sea J un conjunto finito, denotaremos por P = Z
J , al conjunto

de funciones que tienen como dominio a J y como codominio a Z. Las operaciones · y ⊕ quedan definidas

de la siguiente manera; sean f, g ∈ P, entonces f, g : J → Z luego se definen (f · g)(j) = f(j) + g(j) y

(f ⊕ g)(j) = mı́n(f(j), g(j)).
Sean
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uj : J → Z

j′ 7→ δjj
′

y un

j
: J → Z

j′ 7→ nδjj
′

Si J = {j1, · · · , jt}, se tiene que un1
j1

· · ·unt

jt
: J → Z, j′ 7→ nj

′ .

De donde

(
∏

j

u
mj

j
) · (
∏

j

u
nj

j
) =

∏

j

u
mj+nj

j
,

y

(
∏

j

u
mj

j
) ⊕ (

∏

j

u
nj

j
) =

∏

j

u
min(mj ,nj)
j

.

A tal semicampo se le suele denotar P = Trop(uj | j ∈ J) .

Ejemplo 2.4.3. Semicampo Universal

Denotamos por Q(u1, · · · , ut) al campo de fracciones de Q[u1, . . . , ut] y por Qsf (u1, . . . , ut) al subconjunto

de Q(u1, · · · , ut) de las fracciones que se pueden escribir con numerador y denominador sin substracciones.

Es claro que Qsf (u1, · · · , ut) es cerrado bajo suma, multiplicación y división, y además contiene al 1. Por lo

tanto Qsf (u1, · · · , ut) es un semicampo.

Definición 2.4.2. Sea P un semicampo. Una Y-semilla etiquetada (antisimetrizable) en P es un par (B, y)

donde B ∈ Z
n×n es antisimetrizable con y = (y1, · · · , yn) ∈ Pn.

Definición 2.4.3. Sea P un semicampo. Una Y-semilla en P es una clase de equivalencia de Y-semillas

etiquetadas. Decimos que (B, y) ∼ (B′, y′) si existe una permutación σ ∈ sn tal que B′ = Bσ y y′ = yσ,

donde (Bσ)ij = B
σ(i)σ(j), (yσ)i = y

σ(i).

Definición 2.4.4. Dada una Y-semilla etiquetada (B, y) y k ∈ {1, . . . , n}, definimos la mutación de (B, y)

en dirección k, como la Y-semilla etiquetada µk(B, y) = (B′, y′) que satisface:

1. B′ = µk(B).

2. y′ = (y′

1, · · · , y′

n
) ∈ Pn con

y′

i
=















1

yk

si i = k,

y
máx(0,Bki)
k

(yk ⊕ 1)Bki
yi si i 6= k.

Diremos que dos semillas (B, y), (B′, y′) son equivalentes bajo mutación si (B′, y′) se puede obtener de (B, y)

para alguna mutación en alguna dirección k. Denotaremos a dos semillas equivalentes bajo mutación como

(B, y) ∼mut (B′, y′).

Ejemplo 2.4.4. Sean P = Trop(u1, u2, u3) y la siguiente matriz con su diagrama asociado

2

1 3

B =





0 1 −1

−1 0 1

1 −1 0





Diagrama con su matriz asociada
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tales que con las coordenadas

y1 = u1u
−2
2 ,

y2 = u−2
1 u2u3,

y3 = u−1
1 ,

forman una Y-semilla etiquetada. Al tomar la mutación en dirección 2, se tienen las siguientes coordenadas

y′

1 = u−1
1 u−1

2 ,

y′

2 = u2
1u

−1
2 u−1

3 ,

y′

3 = u−1
1 u2u3,

y la matriz B′ = µ2(B) con su diagrama asociado.

2

1 3

B′ =





0 −1 0

1 0 −1

0 1 0





Diagrama con su matriz asociada B′

Proposición 2.4.5. Si (B, y) es una Y-semilla etiquetada, entonces µk(µk(B, y)) = (B, y).

Demostración. Sean (B′, y′) = µk(B, y), (B”, y”) = µk(B′, y′). Por el Lema 2.3.2 B” = B. Verifiquemos que

y = y”. Para i = k se tiene que yk” = 1
y
′

k

= yk. Supongamos que i 6= k; luego

yi” =
y
′máx(o,B

′

ki)
k

(y′

k
⊕ 1)B

′

ki

y′

i

=
(y−1

k
)máx(0,−Bki)

(y−1
k

⊕ 1)Bki

·
y
máx(0,Bki)
k

(yk ⊕ 1)Bki
· yi.

Sea

∆ =
(y−1

k
)máx(0,Bki)

(y−1
k

⊕ 1)Bki

·
y
máx(0,Bki)
k

(yk ⊕ 1)Bki
.

Por lo tanto

∆ =
(yk)máx(0,−Bki)−máx(0,−Bki)

(

yk⊕1

y
−1
k

⊕1

)

Bki
(2.4)

=
(yk)máx(0,Bki)+mı́n(0,Bki)

yBki

k

(2.5)

=
yBki

k

yBki

k

= 1,

13
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La igualdad de (2.4) se obtiene de (y−1
k

)máx(0,−Bki) = y
−máx(0,−Bki)
k

, pues si Bki < 0 entonces

(y−1
k

)máx(0,−Bki) = (y−1
k

)0 = y0
k

= y
−máx(0,−Bki)
k

.

Por otro lado si Bki < 0, entonces

(y−1
k

)máx(0,−Bki) = (y−1
k

)Bki = y−Bki

k
= y

−máx(0,−Bki)
k

.

La igualdad de (2.5) se obtiene de que yk(y−1
k

⊕ 1) = yky−1
k

⊕ yk = 1 ⊕ yk = yk ⊕ 1.

Por tanto y” = y. �

Observación 2.4.6. Si P = Trop(uj |j ∈ J) entonces µk(B, (1, · · · , 1)) = (µk(B), (1, · · · , 1)) pues en

Trop(uj |j ∈ J) se tiene que 1 ⊕ 1 = 1. El álgebra que resulta aśı, se llamará sin coeficientes.

El resto de la definición de un álgebra de conglomerado dependerá de una elección: el anillo de coeficientes.

Para ello definimos el anillo de grupo QP con P semicampo.

Definición 2.4.7. Sea P un semicampo. Definimos el anillo de grupo QP el cual como conjunto es el

conjunto de todas las funciones que tienen como dominio P y como codominio Q y si f ∈ QP entonces

f(a) 6= 0 para un número f́ınito de elementos a ∈ P, al cual denotaremos por Q
(P ), en el cual se suma por

coordenadas y el producto es de la siguiente manera: dados f, g ∈ QP definimos (f · g)(c) =
∑

a,b∈P

a·b=c

f(a)g(b).

La siguiente definición sigue un marco histórico, ya que los siguientes no son polinomios pero conservan el

nombre de polinomios.

Definición 2.4.8. El anillo de polinomios de Laurent en n-variables y coeficientes en Q, es el conjunto

de expresiones de la forma p(x1, . . . , xn) =
∑

ki∈Z
pi1...,in

xk1
1 . . . xkn

n
con pi1...,in

∈ Q y son cero casi en

todos lados, excepto en un número finito de variables, con la suma y multiplicación definidos como la suma

y multiplicación definidas usualmente en los polinomios de varias variables. El anillo lo denotamos por

Q(x±

1 , . . . , x±

n
).

Observación 2.4.9. Si P = Trop(uj |j ∈ J) se tiene directamente de la definición de polinomios de Laurent

y de QP que: QP ∼= Q(u±

j
|j ∈ J).

Definición 2.4.10. Para y ∈ Pn, definimos p+
i

=
yi

yi ⊕ 1
y p−

i
=

1

yi ⊕ 1
.

Ejemplo 2.4.5. Enseguida daremos un ejemplo de mutaciónes de Y -semillas etiquetadas, con P = Trop(e1, . . . , e5)

en el cual se muestra los diagramas, matrices asociadas y semillas bajo mutaciónes.
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e5 e1

e2

e3

e4

x2x1

B =

[

0 1

−1 0

] y1 = e−1
3 e4e

−1
5

y2 = e−1
1 e2e

−1
3

e5 e1

e2

e3

e4

x2

x′

1 B′ =

[

0 −1

1 0

] y′

1 = e−1
1 e−2

3 e4e
−1
5

y′

2 = e1e
−1
2 e3

µ2

µ1

µ2

µ1

µ2

e5 e1

e2

e3

e4

x′′

1

x′′

2 B′′ =

[

0 1

−1 0

] y′′

1 = e1e
2
3e

−1
4 e5

y′′

2 = e−1
5 e−1

2 e−1
3

e5 e1

e2

e3

e4 x′

1

x′

2

B′′′ =

[

0 −1

1 0

] y′′′

1 = e1e
−1
2 e3e

−1
4

y′′′

2 = e5e2e3

e5 e1

e2

e3

e4

x′

2

x′′

1 Biv =

[

0 1

−1 0

] yiv

1 = e−1
1 e2e

−1
3 e4

yiv

2 = e−1
1 e2e

−1
3
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e5 e1

e2

e3

e4

x2

x′

1 Bv =

[

0 −1

1 0

] yv

1 = e−1
3 e4e

−1
5

yv

2 = e−1
3 e4e

−1
5 .

µ2

Observación 2.4.11. El ejemplo anterior nos muestra que debemos trabajar con Y-semillas (no etiqueta-

das). Para ello usamos que las mutaciónes de Y-semillas etiquetadas inducen mutaciónes de Y-semillas.

Ejemplo 2.4.6. Sean P = Trop(u1, u2, u3) y yi = u−1
1 u3

2u
−2
3 . Entonces p+

i
= u3

2, p−1
i

= u1u
2
3. En general,

recuperamos a yi de la siguiente manera: yi =
p
+
i

p
−

i

.

De ahora en adelante, R es un subanillo de QP que contiene a todos los elementos p±1 , . . . , p±
n

asociados a

y1, · · · , yn donde (B, y) ∼mut (B0, y0), y diremos que R es compatible con la semilla inicial (B0, y0).

T́ıpicamente, si P = Trop(uj | j ∈ J) entonces R = Q[uj | j ∈ J ] ó R = QP ∼= Q(u±

j
| j ∈ J). En tal caso R

se llama el anillo de coeficientes (compatible con la semilla (B0, y0)).

Observación 2.4.12. En Gr(2, n) se toma P = Trop(e1, · · · , en) y R = Q[e1, · · · , en].

Lema 2.4.13. Si P es un semicampo, entonces (P, ·) es libre de torsión.

Demostración. Sea a ∈ P tal que an = 1, n > 1. Entonces a =
an ⊕ an−1 ⊕ · · · ⊕ a

an−1 ⊕ · · · ⊕ 1
= 1. �

Proposición 2.4.14. Si P es un semicampo, entonces QP es un dominio entero.

Demostración. Sean f, g ∈ QP tales que f 6= 0 6= g, I = {a ∈ P | f(a) 6= 0} y J = {b ∈ P | g(b) 6= 0}. Como

I, J son finitos, entonces I∪J genera un subgrupo (con respecto a la multiplicación) G de P que es abeliano,

finitamente generado y libre de torsión. Luego G ∼= Z
m para algún m. Supongamos que el isomorfismo env́ıa

v ∈ Z
m a v ∈ G. Entonces (f · g)(c) =

∑

a∈I,b∈J

a·b=c

f(a)g(b) se traduce como (f · g)(w) =
∑

u,v∈Z
n

u+v=w

f(u)g(v), el

cual es el producto de polinomios. Por tanto (f · g)(deg(f) + deg(g)) 6= 0, implica que f · g 6= 0. �

Corolario 2.4.15. R y R[x1, · · · , xn] son dominios enteros.

2.5. Variables de conglomerados

Definición 2.5.1. Sean B ∈ Z
n×n antisimetrizable, P un semicampo, y ∈ Pn y R un anillo de coeficientes

compatible con (B, y). Sea F = QP (u1, · · · , un) el campo ambiente y (B0, y0, x0) una semilla inicial, donde

x0 = (x1, · · · , xn) ∈ Fn.

En general decimos que el triple (B, y, x), donde B ∈ Z
n×n es antisimetrizable, y ∈ Pn y x ∈ Fn es

algebraicamente independiente sobre R, es una semilla etiquetada. Una semilla es una clase de equivalencia

(B, y, x) ∼ (Bσ, yσ, xσ) para algún σ ∈ sn, donde (xσ)i = x
σ(i).
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Definición 2.5.2. Para una semilla (B, y, x) y un ı́ndice k ∈ {1, 2, · · · , n}, definimos la mutación de (B, y, x)

en dirección k como la semilla µk(B, y, x) = (B′, y′, x′), donde (B′, y′) = µk(B, y) y x′ = (x′

1, · · · , x′

n
) con

x′

i
=















xi si i 6= k,

yk

∏

i:Bik>0

xBik

i
+

∏

i:Bik<0

x−Bik

i

(yk ⊕ 1)xk

si i = k.

Dos semillas (B, y, x), (B′, y′, x′) se dicen equivalentes bajo mutación si (B′, y′, x′) se obtiene a partir de una

mutación en dirección de alguna k sobre (B, y, x). Las semillas equivalentes se denotarán como (B, y, x) ∼mut

(B′, y′, x′).

Observación 2.5.3. Si p±
i

es asociado a yi, como en la Definición 2.4.10, entonces

x′

k
=

1

xk

·

(

y+
k

∏

i:Bik>0

xBik

i
+ y−

k

∏

i:Bik<0

x−Bik

i

)

.

Notemos que la mutación de semillas etiquetadas induce la mutación en semillas.

Definición 2.5.4. Dada una semilla inicial (B0, y0, x0) y un anillo de coeficientes R compatible con (B0, y0),
se define el el álgebra de conglomerado AR(B0, y0, x0) como la R-subálgebra de F generado por X, donde

X es el conjunto de variables de conglomerado: X = {x′

i
∈ F | x′

i
∈ x′ y (B′, y′, x′) ∼ (B0, y0, x0)}. Un

conglomerado es un tuplo x′ ∈ Fn tal que existe una semilla (B′, y′, x′) ∼mut (B0, y0, x0).

La siguiente definición es la análoga a la matŕız de intercambio, pero con unos pequeños cambios.

Definición 2.5.5. Sea T = {e1, · · · , en, x1, · · · , xd} una triangulación, d = n − 3, definimos zi = xi con

i ∈ {1, · · · d} y zd+i = ei con i ∈ {1, · · · , n}, definimos la matriz ˜B(T ) ∈ Z
d+n×d que tiene las siguientes

entradas, ˜B(T )ij = a − b, donde a y b son definidos de la misma manera que en la matŕız de intercambio

que se pude ver en la Definición2.3.7.

Definición 2.5.6. Dada ˜B ∈ Z
d+n×d, se define la mutación en dirección k de ˜B como sigue:

µk( ˜B)ij =

{

− ˜Bij si i = k ó j = k,
˜Bij + sign( ˜Bik)máx(0, ˜Bik

˜Bkj) si i 6= k 6= j.

Además, para cada i = {1, · · · , d} definimos yi =
n
∏

j=1

e
e
Bd+j,i

j
.

Proposición 2.5.7. Sea T una triangulación, si T ′ se obtiene de T al voltear xk, entonces µk( ˜B(T )) =
˜B(T ′).

Demostración. La prueba es igual a la realizada en la Proposición 2.3.8. �

Proposición 2.5.8. Sea T una triangulación. Si T ′ se obtiene de T al voltear xk, entonces µk(B(T ), y(T )) =

(B(T ′), y(T ′)).
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Demostración. Sea µk(B(T ), y(T )) = (B′, y′). Por la Proposición 2.3.8, se tiene que B′ = µk(B(T )) = B(T ′).
Verifiquemos que y′ = y(T ′). Si i = k, entonces

y′

k
=

1

yk

=

n
∏

j=1

e
− e

B(T )d+j,k

j

=

n
∏

j=1

e
B(T ′)d+j,k

j

= y(T ′)k.

Si i 6= k, definimos ˜B = ˜B(T ) y ˜B′ = ˜B(T ′). Tenemos que

y(T ′)i =

n
∏

j=1

e
e
Bd+j,i+sign( e

Bd+j,i) máx(0,
e
Bd+ij,kBki)

j

= y(T )i

n
∏

j=1

e
sign( e

Bd+j,k) máx(0,
e
Bd+j,kBki)

j
.

Por otro lado,

y′

i
=

y(T )
máx(0,

e
Bki)

k

(y(T )k ⊕ 1)
e
Bkiy(T )i

y(T )i

y como y(T )k =
∏

j
e

e
Bd+j,k

j
y y(T )k ⊕ 1 =

∏

j
e
min(0,

e
Bd+j,k)

j
, por lo tanto

y(T )
máx(0,

e
Bki)

k

(y(T )k ⊕ 1)
e
Bki

=
∏

j

e
e
Bd+j,k máx(0,

e
Bki)−min(0,

e
Bd+j,k)

j
.

Luego, es suficiente ver que para todo a, b ∈ Z se tiene que b · máx(0, a) − a · min(0, b) = sign(b) ·

max(0, ab). En efecto

b · máx(0, a) − a · min(0, b) =











máx(0, ab) si b ≥ 0,

ab − ab = 0 si b ≤ 0, a > 0,

−ab b ≤ 0, a ≤ 0.

Por lo tanto b · máx(0, a) − a · min(0, b) = sign(b) · máx(0, ab). �

Definición 2.5.9. Para una triangulación T = {e1, · · · , en, x1, · · · , xd}, definimos x(T ) = {x1, · · · , xd}.

Proposición 2.5.10. Sea T una triangulación. Si T ′ es la triangulación que se obtiene al voltear xk de T,
entonces µk(B(T ), y(T ), x(T )) = (B(T ′), y(T ′), x(T ′)).

Demostración. Sea ˜B = ˜B(T ) y µk(B(T ), y(T ), x(T )) = (B′, y′, x′). Por la Proposición 2.5.8, se tiene

µk(B(T ), y(T )) = (B′, y′); y por la definición de mutación x(T ′)i = x′

i
para todo i 6= k. Verificamos que para
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i = k se tiene que x(T ′)k = x′

k
. Al sustituir y(T )+

k
=

∏

j: e
Bd+j,k>0

e
e
Bd+j,k

j
y y(T )−

k
=

∏

j: e
Bd+j,k<0

e
− e

Bd+j,k

j
en la

definición;

x′

k
=

(

y(T )+
k

∏

i : Bik>0

x(T )Bik

i
+ y(T )−

k

∏

i : Bik<0

x(T )−Bik

i

)

1

x(T )k

.

Obtenemos x′

k
=

(

∏

i: e
Bik>0

z−
e
Bik

i
+

∏

i: e
Bik<0

z−
e
Bik

i

)

1
x(T )k

donde los z1, . . . , zn+d están definidos como en la

Definición 2.5.5. Lo cual verifica que se cumplen las relaciones de Plücker. Pues consideremos el siguiente

diagrama que representa a la triangulación T ′ y observemos que por definición de coordenadas de Plücker

se tiene lo deseado.

zs

zi

zr

zj
zk = xk z(T ′)k =

zizj+zrzs

zk

.

�

2.6. El complejo de conglomerado

Fijemos una semilla inicial (B0, y0, x0), y un anillo de coordenadas R que es compatible con (B0, y0) y por

lo tanto, a un álgebra de conglomerado AR(B0, y0, x0).

Definición 2.6.1. Un complejo simplicial, en el conjunto X, es un subconjunto F ⊂ P(X) tal que:

1. F 6= ∅.

2. Para todo f ∈ F, f es finito.

3. Si f ∈ F y f ′ ⊂ f , entonces f ′ ∈ F .

Definición 2.6.2. El complejo de conglomerado de AR(B0, y0, x0) es el complejo simplicial

∑

= {{x1, · · · , xt} | existe una semilla (B′, y′, x′) tal que (B′, y′, x′) ∼ (B0, y0, x0) con xi ∈ x′}.

Definición 2.6.3. La gráfica de intercambio E de AR(B0, y0, x0) tiene como vértices a los conglomerados de

AR(B0, y0, x0), y existe arista de x′ a x′′ si existen semillas (B′, y′, x′), (B′′, y′′, x′′) tales que µk(B′, y′, x′) =

(B′′, y′′, x′′) para alguna k.

Observaciones 2.6.4. 1. El complejo de conglomerado
∑

es homogéneo de grado n, es decir, todos los

śımplices maximales tienen n elementos; además
∑

es conexa.

2. La gráfica de intercambio E es n − regular, es decir, cada vértice tiene n vecinos y es conexa.
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Algunas preguntas de estas definiciones son las siguientes:

Pregunta 1 ¿Es la gráfica de intercambio E la gráfica dual del complejo de conglomerado
∑

?. Recordemos

que la gráfica dual tiene como vértices a los śımplices

maximales, y existe una arista en E de x a x′ si | x ∩ x′ |= n − 1. La respuesta no es clara cuando

x, x′ son conglomerados que comparten n − 1 variables de conglomerado: no sabemos si existen semillas

(B, y, x), (B′, y′, x′) tales que µk(B, y, x) = (B′, y′, x′) para algún k.

Pregunta 2 ¿Es
∑

un complejo de clanes?, recordemos que un complejo simplicial
∑

⊂ P(X) es un complejo

de clanes si f = {xi, . . . , xk} ∈
∑

tal que {xi, xj} ∈
∑

para todo i, j tal que i 6= j entonces f ∈
∑

.

Pregunta 3 Sean xi ∈ X y Exi
es la subgráfica inducida de E dada por todos los conglomerados x′ con xi ∈ x′.

¿Es Exi
conexa?

Proposición 2.6.5. Las tres preguntas anteriores, se resuelven para Gr(2, n) de manera afirmativa.

Demostración. Pregunta 1. Sean x, x′ dos triangulaciones que comparten d − 1 cuerdas interiores. Entonces

estas cuerdas se pueden completar exactamente de dos maneras a triangulaciones que tienen que ser x, x′ y

están relacionadas por un volteo.

Pregunta 2. Si {x1, · · · , xt} satisface que {xi, xj} ∈
∑

para todo i, j ∈ {1, · · · , t} entonces xixj no se

intersectan para todo i, j ∈ {1, · · · , t} entonces podemos completar a una triangulación.

Pregunta 3. Si fijamos una cuerda interior δab, cada triangulación T con δab ∈ T se puede voltear mediante

un mutación que nunca voltea a δab por ello T ∼ Tδab
, y consecuentemente Eδab

es conexa. �
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Caṕıtulo 3

Sistemas de ráıces

En este caṕıtulo se hace una breve recopilación de la obtención de los Diagramas de Dynkin a partir de

sistemas de ráıces. Cabe mencionar que esta colección de resultados se obuvo de los libros siguientes [EW] y

[Car].

3.1. Grupos de reflexión finitos

Definición 3.1.1. Sea V un espacio euclidiano (real, con forma bilineal la cual es simétrica y positiva

definida). Para cada α ∈ V con α 6= 0, definimos sα : V → V donde sα(λ) = λ − 2(λ,α)
(α,α) α. Además se define

Hα = {λ ∈ V | (λ, α) = 0}.

Observación 3.1.2. La función sα : V −→ V satisface las siguientes propiedades:

(i) sα(α) = −α.

(ii) sα(λ) = λ, para todo λ ∈ Hα.

(iii) sα es lineal.

(iv) s2
α

= id. En efecto,

s2
α
(λ) = sαsα(λ)

= sα(λ −
2(λ, α)

(α, α)
α)

= λ −
2(λ, α)

(α, α)
α − 2

(

λ − 2
(λ,α)
(α,α)α, α

)

(α, α)
α

= λ −
2(λ, α)

(α, α)
α − 2

(λ, α)

(α, α)
α + 4

(λ, α)

(α, α)

(α, α)

(α, α)
α

= λ − 4
(λ, α)

(α, α)
α + 4

(λ, α)

(α, α)
α

= λ.
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(v) (sα(λ), sα(µ)) = (λ, µ). En efecto,

(sα(λ), sα(µ)) =
(

λ −
2(λ, α)

(α, α)
α, µ −

2(µ, α)

(α, α)
α
)

= (λ, µ) − 2
(µ, α)

(α, α)
(λ, α) − 2

(λ, α)

(α, α)
(α, µ) + 4

(λ, α)(µ, α)

(α, α)2
(α, α)

= (λ, µ).

De las tres primeras propiedades sigue que sα es una reflexión en Hα. Bajo estas observaciones, sα ∈ O(V ),

donde O(V ) denota el conjunto de funciones lineales, biyectivas que preservan la forma bilineal.

Definición 3.1.3. Sean α1, . . . , αn ∈ V \ {0}. Denotamos por W ⊂ O(V ) al subgrupo generado por

sα1
, · · · , sαn

.

Nos interesa el caso cuando W es finito. Por lo tanto, de ahora en adelante W es un grupo de reflexión finito.

Proposición 3.1.4. Para todo t ∈ O(V ), α ∈ V \ {0} se tiene que tsαt−1 = stα. En particular, para todo

w ∈ W, se tiene que sα ∈ W si y sólo si swα ∈ W.

Demostración. Se tiene tsαt−1(tα) = tsαα = −tα. Además, λ ∈ Htα si, y sólo si (λ, tα) = 0. Como

(λ, tα) = (t−1λ, α) se concluye que λ ∈ Htα si y sólo si t−1λ ∈ Hα. Por ello, (tsαt−1)λ = t(t−1λ) = λ. Como

tsαt−1 es lineal, entonces tsαt−1 = stα. �

Definición 3.1.5. Cada sα ∈ W , define la ĺınea Lα = H⊥

α
= {λ ∈ V | sαλ = −λ} = Rα.

Por la Proposición 3.1.4, el grupo W permuta las ĺıneas {Lα | sα ∈ W}.

Definición 3.1.6. Definamos Φ = {v ∈ V | (v, v) = 1 y ∃ sα ∈ W tal que v ∈ Lα}

Observación 3.1.7. W permuta a Φ; es decir, si α ∈ Φ y w ∈ W , entonces w(α) ∈ Φ. Además Φ satisface

las siguientes condiciones.

(R1) Φ 6= ∅, 0 /∈ Φ y Φ es finito.

(R2) Φ ∩ Rα = {α,−α}, para todo α ∈ Φ.

(R3) sαΦ = Φ, para todo α ∈ Φ.

Proposición 3.1.8. Sea Φ ⊂ V un subconjunto que satisface (R1) − (R3) y W el grupo generado por las

reflexiones sα para α ∈ Φ. Entonces W es finito.

Demostración. Tenemos un homomorfismo W → S(Φ), w 7→ (w|Φ : λ 7→ wλ). Basta verificar que este

homomorfismo es inyectivo, porque entonces, |W | ≤ |S(Φ)| que es finito por (R1).

Sea Φ = {α1, · · · , αn} y V ′ = {λ | (λ, αi) = 0, para todo i = 1, . . . ,n}. Sean w ∈ W tal que w |Φ= IdΦ

y λ ∈ V ′, aśı (wλ, αi) = (λ, αi) = 0, entonces cada w ∈ W fija a V ′ elemento por elemento, y V =

V ′ + Lα1 + · · · + Lαn. Por ello, w fija a todo el espacio punto por punto, es decir w = Id, por tanto el

homomorfismo es inyectivo, como Φ es finito, entonces S(Φ) es finito, como el homomorfismo es inyectivo se

tiene que |W | ≤ |S(Φ)|, de donde |W | es finito. �
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3.2. Ráıces

Definición 3.2.1. Un subconjunto Φ de un espacio euclideano V es un sistema de ráıces si satisface las

propiedades (R1), (R2), (R3) de la Observación 3.1.7 y además satisface la siguiente propiedad:

(R4)
2(α,β)
(α,α) ∈ Z.

Observación 3.2.2. No es cierto que cada Φ que proviene de un grupo de reflexión satisface la propiedad

(R4). Esta propiedad tiene otro origen: álgebras de Lie. Por simplicidad escribiremos 〈α, β〉 en lugar de
2(α,β)
(α,α) .

Definición 3.2.3. Un subconjunto ∆ de un sistema de ráıces Φ, se llama sistema simple si ∆ es una R-base

del R-subespacio de V generado por Φ, y además para cada λ =
∑

α∈∆ λαα ∈ Φ, se tiene que λα ≤ 0 para

todo α ∈ ∆ o bien λα ≥ 0 para todo α ∈ ∆.

Proposición 3.2.4. Cada sistema de ráıces tiene un sistema simple.

Demostración. (a) Sea ν1, . . . , νn una base de V . Definimos un orden en V, por
∑

n

i=1 aiνi <
∑

n

i
biνi si y

sólo si a1 = b1, . . . , ak−1 = bk−1, ak < bk para algún k = 1, . . . ,n . Este orden satisface:

(i) Para todo λ, µ ∈ V se tiene que λ < µ, λ = µ ó λ > µ.

(ii) Para todo λ, µ ∈ V , si λ < µ entonces λ + ν < µ + ν.

(iii) Para todo λ, µ ∈ V con λ < µ se tiene: si c ∈ R>0 entonces cλ < cµ, y si c ∈ R<0 entonces

cλ > cµ.

(b) Se define Φ+ = {λ ∈ Φ | λ > 0} y Φ− = {λ ∈ Φ | λ < 0}; y se verifica que Φ = Φ+ ∪Φ− y Φ− = −Φ+.

Además, sea ∆ ⊂ Φ+ un subconjunto minimal tal que para todo λ ∈ Φ+ podemos expresar a λ como

λ =
∑

α∈∆ λαα para algunos coeficientes λα ≥ 0. Observe que ∆ existe, pues podemos tomar ∆ = Φ+.

(c) Para todo α, β ∈ ∆ con α 6= β, se tiene que (α, β) ≤ 0.

En efecto, supongamos que existen α, β ∈ ∆ tales que α 6= β y (α, β) > 0. Entonces sαβ = β − cα con

c =
2(α,β)
(α,α) > 0. Si sαβ ∈ Φ+ entonces

sαβ = β − cα = cββ +
∑

γ 6=β

cγγ (3.1)

con cγ > 0. Si cβ < 1 tenemos (1−cβ)β = cα+
∑

γ 6=β
cγγ por tanto β es combinación lineal no negativa

de ∆ \ β, lo cual contradice la minimalidad de ∆.

Si cβ ≥ 1 obtenemos de (3.1) que (cβ −1)β + cα+
∑

γ 6=β
cγγ = 0 es una combinación lineal no negativa

de elementos de ∆. Por el orden en V todos los coeficientes son cero, lo que contradice que cγ > 0.

Por lo tanto −sαβ ∈ Φ+ y con ello

−sαβ = −β + cα = cαα +
∑

γ 6=α

cγγ (3.2)

es una ráız positiva. De (3.2) tenemos que si (c − cα) > 0 entonces (c − cα)α = β +
∑

γ 6=α
cγγ es

combinación lineal no negativa de elementos de ∆ \ {α}, contradiciendo la minimalidad de ∆. Ahora,

3
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si (c − cα) ≤ 0, entonces por (3.2) se tiene 0 = β + (cα − c)α +
∑

γ 6=α
cγγ. Luego por el orden en V,

todos los coeficientes son cero, lo que contradice a cγ > 0.

(d) ∆ es linealmente independiente. En efecto, si
∑

α∈∆ λαα = 0 entonces σ =
∑

α∈∆:λα>0 λαα =
∑

β∈∆:λβ<0(−λβ)β satisface σ ≥ 0. De donde

0 ≤ (σ, σ) = (
∑

α∈∆,

λα>0

λαα,
∑

β∈∆,

λβ<0

(−λβ)β) =
∑

α,β∈∆,

λα>0,λβ<0

(λα)(−λβ)(α, β) ≤ 0,

por tanto σ = 0.

�

Observación 3.2.5. Demostramos en la prueba anterior que si ∆ ⊂ Φ simple, entonces para todo α, β ∈ ∆,

tales que α 6= β se tiene que (α, β) ≤ 0.

Para α, β ∈ Φ, podemos medir el ángulo θ formado por α, β de la siguiente manera:

(α − β, α − β) = ||α||2 + ||β||2 − 2(α, β),

por otro lado,

(α − β, α − β) = ||α||2 + ||β||2 − 2||α|| · ||β|| cos θ.

Por lo tanto, (α, β) = ||α|| · ||β|| cos θ. Luego, 〈α, β〉 =
2(α,β)
(α,α) =

2||β||
||α||

cos θ. De donde,

0 ≤ 〈α, β〉〈β, α〉 = 4 cos2 θ < 4.

Si α 6= ±β y ||β|| ≥ ||α||, entonces la siguiente tabla muestra los posibles valores de θ.

〈β, α〉 〈α, β〉 θ ||β||2/||α||2

0 0 π/2 indefinido

1 1 π/3 1

-1 -1 2π/3 1

1 2 π/4 2

-1 -2 3π/4 2

1 3 π/6 3

-1 -3 5π/6 3

Cuadro 3.1: Ángulos entre ráıces

Lema 3.2.6. Sean α, β ∈ Φ, tales que α 6= ±β.

(i) Si (α, β) > 0 entonces α − β ∈ Φ.

(ii) Si (α, β) < 0 entonces α + β ∈ Φ.
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Demostración. (i) Notemos que 〈α, β〉 > 0 si, y sólo si 〈β, α〉 > 0; y además si 〈β, α〉 > 0 entonces

〈α, β〉 = 1 ó 〈β, α〉 = 1. Si 〈α, β〉 = 1 entonces sβα = α − 〈α, β〉β = α − β ∈ Φ. Por otro lado, si

〈β, α〉 = 1 entonces sαβ = β − 〈β, α〉α = β − α ∈ Φ, de donde −(β − α) ∈ Φ.

(ii) Si (α, β) < 0 entonces (α,−β) > 0, y por (i), tenemos que α − (−β) ∈ Φ.

�

Definición 3.2.7. Para cada α, β ∈ Φ tales que α 6= β, introducimos el conjunto

Iα,β = {i ∈ Z | β + iα ∈ Φ}.

Lema 3.2.8. Para cada α, β ∈ Φ se tiene que Iα,β es un intervalo.

Demostración. Sean I = Iα,β , p = min I, s = máx I. Supongamos que existe i ∈ Z tal que p < i < s y i /∈ I.

Consideremos q, r ∈ I tales que q = máx{a ∈ I| y a < i}, r = mı́n{a ∈ I| y a > i} y p ≤ q < i < r ≤ s y

q +1, r−1 /∈ I. Luego por el Lema 3.2.6 como (β + qα)+α /∈ Φ se tiene (β + qα, α) ≥ 0. De manera análoga,

como (β + rα) − α /∈ Φ entonces (β + rα, α) ≤ 0; por lo tanto 0 ≤ (β, α) + q(α, α) < (β, α) + r(α, α) ≤ 0, lo

cual es una contradicción. Luego concluimos que I = [p, s]. �

3.3. Grupo de Weyl, diagrama de Coxeter, y la matriz de Cartan

Definición 3.3.1. Sea Φ ⊂ V un sistema de ráıces. Se define el grupo de Weyl W como el subgrupo de

O(V ) generado por las reflexiones sα con α ∈ Φ.

Definición 3.3.2. Sea ∆ = {α1, . . . , αn} un subconjunto de Φ que es un sistema simple. Definimos el

diagrama de Coxeter Γ como la gráfica con n vértices y con 〈αi, αj〉〈αj , αi〉 aristas entre los vértices i y j;
además si 〈αi, αj〉〈αj , αi〉 > 1, se dibuja una flecha de i a j si ||αi|| > ||αj || (respectivamente de j a i si

||αj || > ||αi||).

〈αi, αj〉 〈αj , αi〉 Γ

-1 -1 i j

-1 -2 i < j

-2 -1 i > j

-1 -3 i < j

Cuadro 3.2: Algunos diagramas de Coxeter

Definición 3.3.3. Sea ∆ ⊂ Φ un sistema de ráıces con sistema simple ∆ = {α1, . . . , αn}. Se define la matriz

de Cartan C, como Cij = (〈αi, αj〉).

Proposición 3.3.4. La matriz de Cartan C satisface las siguientes condiciones.

(i) C ∈ Z
n×n.

(ii) Para todo i = 1, . . . ,n se tiene que Ci,i = 2.
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(iii) Ci,j ≤ 0 para todo i 6= j.

(iv) Ci,j = 0 si y sólo si Cj,i = 0.

(v) C es positiva definida.

(vi) C es simetrizable.

Demostración. Los primeros cuatro incisos se siguen de la definición. Mostremos (vi), Sea D ∈ Z
n×n diagonal

con Di,i = (αi, αi), observemos que (DC)i,j = Di,iCi,j = (αi, αi)〈αi, αj〉 = 2(αi, αj). Por otro lado (DC)j,i =

Dj,jCj,i = (αj , αj)〈αj , αi〉 = 2(αj , αi). Por tanto C es simetrizable. Para mostrar (v), observemos que C es

positiva definida si, y sólo si DC es positiva definida. Pero DC expresa la métrica ya que (DC)ij = 2(αi, αj)

para todo i, j y por definición, la métrica es positiva definida.

�

3.4. Clasificación

Definición 3.4.1. Un sistema de ráıces Φ es irreducible si Φ = Φ1∪̇Φ2 tal que (α, β) = 0 para todo α ∈ Φ1

y todo β ∈ Φ2, implica que Φ1 = ∅ ó Φ2 = ∅.

Teorema 3.4.2. Si Φ es un sistema de ráıces irreducible, entonces el diagrama de Coxeter Γ es uno y sólo

uno de la siguiente lista:

An : 1 2 3 · · ·n − 1 n (n ≥ 1)

Bn : 1 2 3 · · ·n − 1 > n (n ≥ 2)

Cn : 1 2 3 · · ·n − 1 < n (n ≥ 3)

Dn : n − 1

1 2 n − 2 n

(n ≥ 4)

En : n − 2

1 2 n − 3 n − 1 n

(n = 6, 7, 8)

F4 : 1 2 > 3 4

G2 : 1 < 2

Cuadro 3.3: Diagramas asociados a sistemas irreducibles

En particular, cada diagrama de Coxeter de un sistema de ráıces es unión ajena de los diagramas An a G2,
es decir, es unión ajena de los diagramas que aparecen en la tabla anterior.

Demostración. (1) Cada subdiagrama ∅ 6= Γ′ ⊂ Γ es el diagrama de Coxeter de un sistema de ráıces Φ′.

En efecto, sean ∆ un sistema simple de n elementos y ∆′ ⊂ ∆ las ráıces que corresponden a los vértices

de Γ′. Luego Φ′ = 〈∆′〉R ∩Φ, entonces Φ′ satisface: (R1), (R2), (R4) y para todo α, β ∈ Φ′, se tiene que
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sα(β) = β − 〈β, α〉α ∈ 〈∆′〉 ∩ Φ por tanto también se cumple (R3). Además ∆′ es un sistema simple

de Φ′, pues es un subconjunto de vectores linealmente independientes. De donde Γ′ es el diagrama de

Coxeter asociado a Φ′.

(2) El número de pares de vértices que están conectados en Γ es menor que n. En efecto, sea ε =
∑

n

i=1 ei,

donde ei = αi

||αi||
, entonces

0 < (ε, ε) = n + 2
∑

i<j

(ei, ej). (3.3)

Supongamos que existe una arista en Γ′, entonces existen i, j ı́ndices tales que (ei, ej) 6= 0, luego se

tiene que 4(ei, ej)
2 =

2(αi,αj)
(αj ,αj)

·
2(αj ,αi)
(αi,αi)

= 〈αi, αj〉〈αj , αi〉 ∈ {1, 2, 3}. Por tanto 2(ei, ej) ≤ −1, por ello

y (3.3) hay a lo máximo n − 1 pares de vértices conectados en Γ.

(3) Γ no contiene ningún ciclo. Sea Γ′ ⊂ Γ, por (1) Γ′ debe satisfacer (2), y entonces Γ′ no es un ciclo.

(4) A lo máximo 3 aristas terminan en cada vértice de Γ.

Sean α ∈ ∆ y β1, . . . , βk ∈ ∆ con (α, βi) < 0. Por (3), se tiene que (βi, βj) = 0 para todo i 6= j, pues

de lo contrario tendŕıamos un triángulo conectado, lo cual contradice a (3). Sea β0 ∈ 〈α, β1, . . . , βk〉 tal

que β0 6= 0 y (β0, βi) = 0 para todo i = 1, · · · , k; además satisface

(α, β0) 6= 0, (3.4)

consecuentemente α =
∑

k

i=1
(α,βi)
(βi,βi)

βi, por tanto

1 = (
α

||α||
,

α

||α||
) =

k
∑

i=0

1

||α||2
(α, βi)

2 ·
1

||βi||2
=

1

4

k
∑

i=0

〈α, βi〉〈βi, α〉.

Por (3.4) se tiene que 4 >
∑

k

i=1〈α, βi〉〈βi, α〉, de donde el número de aristas en Γ que terminan en α
es menor que 4.

(5) Sea ∆′ ⊂ ∆ subconjunto tal que el subdiagrama Γ′ ⊂ Γ que corresponde a ∆′, es decir, el diagrama

correspondiente asociado a ∆′, es de tipo Ak como se muestra enseguida:

Γ
′
: • • • • •

β1 β2 β3 βk−1 βk

∆
′
= {β1, · · · , βk}.

Luego ˜∆ = (∆ \ ∆′) ∪ ({β1 + · · · + βk} define un sistema de ráıces ˜Φ = 〈˜∆〉R ∩ Φ cuyo diagrama de

Coxeter Γ′ se obtiene de Γ al identificar los vértices βi con i ∈ {1, . . . , k} en uno solo.

En efecto, es claro que ˜∆ es linealmente independiente pues ∆ lo es y ˜Φ satisface (R1) ya que por

inducción sobre i se tiene que β1 + · · · + βi = sβi
(β1 + · · · + βi−1) es ráız. Además 0 /∈ ˜Φ pues 0 /∈ Φ y

˜Φ es finito pues Φ es finito. ˜Φ cumple también (R2), (R3) por definición de ˜Φ. Además ˜Φ cumple (R4)

pues ˜β = β1 + · · · + βk implica 〈˜β, α〉 = 〈β1, α〉 + · · · + 〈βk, α〉 ∈ Z.
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Por otro lado, de 〈βi, βi+1〉 = −1 = 〈βi+1, βi〉 se tiene (βi, βi) = (βi+1, βi+1); de donde

(˜β, ˜β) =

n
∑

i=1

(βi, βi) + 2
∑

i<j

(βi, βj) = (β1, β1)



n +
∑

i<j

〈βi, βj〉



 = (β1, β1)(n − n + 1) = (β1, β1).

Tenemos que 〈˜β, ˜β〉 = 2, por lo tanto 〈α, ˜β〉 = 2
(α,

e
β)

(e
β,

e
β)

=
∑

n

i=1〈α, βi〉 ∈ Z.

Como ˜∆ es un sistema simple en ˜Φ, se tiene que ˜∆ es una base de ˜Φ. En efecto, sea λ ∈ ˜Φ, tal que

λ =
∑

α∈∆\∆′ λαα + ˜λ˜β, si existe α ∈ ∆ \∆′ tal que λα > 0 entonces ˜λ ≥ 0, y si existe α ∈ ∆ \ ∆′ tal

que λα < 0 entonces ˜λ ≤ 0.

(6) Γ no contiene como subdiagrama Γ′ a ninguno de los siguientes diagramas:

•
•

•
• • •

•

•
• • • • •

•

•
• • • • •

En efecto, si Γ contiene uno de tales diagramas, entonces por (5) tendŕıamos que Γ′ contendŕıa a uno

de los tres siguientes diagramas:

•
•

•

•

•
• •

•

•
• • •

lo cual no es posible por (4).

Notemos que podemos suponer que Γ es conexo.

(7) Si Γ contiene una triple arista, entonces por (4) se tiene que Γ ∼= G2.

(8) Si Γ contiene doble arista, entonces Γ ∼= Bn, Cn ó F4.

En efecto, por (6) tenemos que Γ sólo puede contener una arista doble y es lineal, por tanto basta

mostrar que Γ no contiene a las siguientes dos gráficas:

• • • • •> • • • • •>

Notemos que la matriz de Cartan para (i) es C =













2 −1 0 0 0

−1 2 −1 0 0

0 −1 2 −2 0

0 0 −1 2 −1

0 0 0 −1 2
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Mientras que la matriz de Cartan para (ii) es C ′ = CT . Calculando C · v, donde v =













1

2

3

2

1













, tenemos

que C · v = 0, de donde C no es definida positiva. Por lo que C ′ tampoco es positiva definida. Por lo

tanto, los diagramas anteriores no están contenidos en Γ.

(9) Si Γ no contiene aristas múltiples, entonces Γ es An, Dn, (n ≥ 4) ó En, n = 6, 7, 8.

En efecto, se tiene por (6) que Γ tiene a lo máximo un vértice de grado mayor que 2. Si no tiene ningún

vértice de grado mayor que 2, entonces Γ = An.

En caso contrario, si Γ tiene un vértice de grado 3, consideremos q(x) = 1
2xT Cx =

∑

n

i=1 x2
i
−

∑

i<j
xixj

que es positiva definida. Por ello Γ no contiene a ninguno de los siguientes diagramas;

1
•

2
•

3
•

2
•

1
•

2•

1
•

˜E6

1
•

2
•

3
•

4
•

3
•

2
•

1
•

2
•

˜E7

1
•

2
•

3
•

4
•

5
•

6
•

4
•

2
•

3
•

˜E8

Γ no puede contener ninguno de los diagramas anteriores, porque q(u) = 0 con v el vector indicado

en cada diagrama. Luego como ˜E6 * Γ, entonces al menos uno de los brazos de Γ es de longitud uno.

Además, como ˜E7 * Γ tenemos que Γ no tiene dos brazos de longitud mayor o igual que tres. Luego,

si Γ tiene dos brazos de longitud uno, entonces Γ = D7; en caso contrario Γ = En y como ˜E8 * Γ,

entonces Γ = E6, E7, E8.

�

Corolario 3.4.3. El diagrama de Coxeter de Φ no depende del sistema simple ∆ ⊂ Φ.

Demostración. Cada sistema de ráıces Φ tiene varios sistemas simples ∆, pero la definición del diagrama

de Coxeter no depende del sistema simple, sino del orden, pues si ∆ y ∆′ son sistemas simples, existe un

sβ ∈ W tal que ∆′ = {sβα : α ∈ ∆} y como 〈sβα, sβγ〉 = 〈α, γ〉 se tiene lo deseado.

�

Teorema 3.4.4. Cada diagrama en la lista del Teorema 3.4.2 puede realizarse como un diagrama de Coxeter

de algún sistema de ráıces.

Demostración. La prueba de este Teorema se realiza caso por caso y no lo realizaremos en este trabajo. �

Ejemplo 3.4.1. Sean An y αi = ei − ei+1 ∈ R
n+1, donde ei es el i-ésimo vector canónico de R

n+1. Sabemos

que W = 〈sαi
| i = 1, . . . ,n〉 ∼= Sn+1 y que

Φ = {β ∈ V | ||β|| = 1, sβ ∈ W} = {
1
√

2
(ei − ej) | i 6= j};

9
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por lo cual ∆ = {α̃1, · · · , α̂n} ⊂ Φ es sistema simple, donde α̂i = αi

||αi||
. Luego para i < j, se tiene que

1
√

2
(ei − ej) = α̂i + α̂i+1 · · · + α̂j−1,

mientras que para i > j tenemos que

1
√

2
(ei − ej) = −α̂j − α̂j+1 · · · − α̂i+1.

Para calcular el diagrama de Coxeter,

s dαi+1
(α̂i) = s dαi+1

(
1
√

2
(ei − ei+1)) =

1
√

2
(ei − ei+2).

Por otro lado,

s dαi+1
(α̂i) = α̂i − 〈α̂i, α̂i+1〉α̂i+1 =

1
√

2
(ei − ei+1 − 〈α̂i, α̂i+1〉ei+1 + 〈α̂i, α̂i+1〉ei+2),

de donde 〈α̂i, α̂i+1〉 = −1. De manera análoga scαj
(α̂i) = α̂i, entonces 〈α̂i, α̂j〉 = 0, de donde 〈α̂i+1, α̂i〉 = −1.

Por lo tanto el diagrama de Coxeter es Γ = An:

1 2 3 · · ·n − 1 n.

Observación 3.4.5. Sistemas de ráıces más generales que no necesariamente cumplen (R4) también se

pueden clasificar; sólo hay unos pocos casos más: H3, H4, I2(m),m = 5, 7, 8, 9 · · · , los casos I2(6) = G2, I2(4) =

B2 que son los grupos de reflexión de un poĺıgono.

3.5. Rango 2

Definición 3.5.1. El rango de un sistema de ráıces Φ es la dimensión sobre R de lo que genera Φ, es decir,

dim〈Φ〉R.

En rango 2 la matriz de Cartan es de la forma:

C =

[

2 −b
−c 2

]

con

(i) b, c ≥ 0,

(ii) b = 0 ⇔ c = 0,

(iii) bc < 3.

10
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bc Γ {b, c}
0 • • A1 × A1 {0, 0}

1 A2 {1, 1}

2 > B2 {1, 2}

3 < G2 {1, 3}

Cuadro 3.4: Diagramas de Coxeter a partir de matriz de Cartan en rango 2.

Proposición 3.5.2. Sea Φ ⊂ V un sistema de ráıces, W el grupo de Weyl asociado a Φ y ∆ un sistema

simple. Entonces,

(a) W = 〈sα | α ∈ ∆〉,

(b) W∆ = Φ.

Demostración. Sea W ′ = 〈sα | α ∈ ∆〉. Para λ ∈ Φ+ con λ =
∑

α∈∆ λαα definimos ht(α) =
∑

α∈∆ λα ∈ N,

la altura de λ.

Para µ ∈ Φ+, sea λ ∈ W ′µ ∩ Φ+ con ht(λ) minimal. Luego 0 < (λ, λ) =
∑

α∈∆ λα(λ, α), entonces existe

α ∈ ∆ tal que (λ, α) > 0 y λα > 0. Si λ 6= α, existe β ∈ ∆ tal que β 6= α con λβ > 0. Por lo tanto

sα(λ) = λ − 〈λ, α〉α = λ′. Luego λ′

β
= λβ > 0, y λα > λ′

α
= λα − 〈λ, α〉 de donde sα(α) = λ′ ∈ W ′µ ∩ Φ+,

pero ht(λ′) < ht(λ) lo que contradice la minimalidad de ht(λ). Esto muestra que λ = α para algún α ∈ ∆.
Lo anterior muestra que Φ+ ⊂ W ′∆ como ∆+ = −∆−, entonces Φ ⊂ ∆W ′. Luego W ′∆ = Φ. Para ver que

W = W ′ notamos primero que W ′ ⊂ W. Luego, si sβ ∈ W entonces β ∈ Φ. Por lo anterior existen w ∈ W ′

y α ∈ ∆ tal que β = wα. Luego sβ = swα = wsαw−1 ∈ W. Por ello W ′ contiene los generadores de W y

consecuentemente W = W ′.

�

Definición 3.5.3. Para todo m ∈ Z definimos

〈m〉 =

{

1 si m es impar

2 si m es par.

Observación 3.5.4. Sea W = 〈s1, s2〉, con si = sαi
, i = 1, 2. Todos los elementos de W son de la forma:

w1(m) = s1s2 · · ·α〈m〉

︸ ︷︷ ︸

m−factores

w2(m) = s1s2 · · ·α〈m+1〉
︸ ︷︷ ︸

m−factores

Luego Φ = {w1(m)αi, w2(m)αi | i = 1, 2,m ∈ Z}.

Definición 3.5.5. Sea W = 〈s1, s2〉, se define el orden de s1s2 como orden(s1s2) = orden(s2s1) , y se denota

con h.

11
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Γ orden

• • 2

3

> 4

< 6

Cuadro 3.5: Orden de Diagramas de Coxeter en rango 2.

Proposición 3.5.6. En W = 〈s1, s2〉, se tiene que

Φ+ = {w1(m)α〈m+1〉 | 0 ≤ m < h};

además |Φ+| = h, donde h = orden(s1s2).

Demostración. Sean s1 =

[

−1 b
0 1

]

, s2 =

[

1 0

c −1

]

.

La prueba se hace por casos, es decir, verificamos para cada valor de bc ∈ {0, 1, 2, 3}.

Si bc = 0, sabemos que h = 2 y además Φ+ = {α1, α2}. Observemos que w1(0) = α1, w1(1)α2 = α2, por

tanto

Φ+ = {w1(0)α1, w1(1)α2}.

Si bc = 1 sabemos que h = 3, y Φ+ = {α1, α1 + α2, α2}. Se cálcula de manera directa:

w1(0)α1 = α1,

s2(α1) = α1 + α2 = w1(1)α2,

s1s2(α1) = α2 = w1(2)α1.

Por lo tanto

Φ+ = {w1(0)α1, w1(1)α2, w1(2)α1}.

Si bc = 2, y sabemos que h = 4, C =

[

2 −2

−1 2

]

y Φ+ = {α1, α2, α1 + α2, α2 + 2α1}. Nuevamente se cálcula

de manera directa:

w1(0)α1 = α1,

s2(α1) = α1 + α2 = w1(2)α1 = s1s2(α1),

s1(α2) = α2 + 2α1 = w1(1)α2 = s2s1(α2),

α2 = w1(5)α2.

de donde se obtiene el resultado.
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En caso de que bc = 3, sabemos que h = 6, C =

[

2 −3

−1 2

]

y Φ+ = {α1, α2, α1 + α2, α2 + 2α1, 3α1 +

α2, 3α1 + 2α2}. De manera análoga, se realizan los siguientes cálculos:

w1(0)α2 = α1

s2(α1) = α1 + α2 = w1(4)α1

s1(α1 + α2) = 2α1 + α2 = w1(2)α1

2α1 + α2 = s2(2α1 + α2)

α2 = w1(5)α2

s1(α2) = 3α1 + α2 = w1(1)α2

s2(3α1 + α2) = 3α1 + 2α2 = w1(3)α2

3α1 + 2α2 = s1(3α1 + 2α2).

Por tanto Φ+ = {w1(0)α2, w1(4)α1, w1(2)α1, w1(5)α2, w1(1)α2, w1(3)α2}. �

Observación 3.5.7. Si bc ≥ 4 entonces (s1s2) = ∞, y W = {w1(m), w2(m) | m ∈ N} es un grupo infinito;

y como Φ = W∆, donde ∆ = {α1, α2} entonces Φ+ = {d1α1 + d2α2 ∈ Φ | d1, d2 ≥ 0}. Se puede mostrar que

Φ+ = {w1(m)α〈m+1〉, w(m)α〈m〉 | m ∈ N}.
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Caṕıtulo 4

Variables de conglomerado en función

de una triangulación

En éste caṕıtulo se darán resultados interesantes acerca de como obtener las variables de conglomerado a

partir de una triangulación, lo cual se adquiere del art́ıculo de Schiffler [Sch], de donde se puede obtener

de manera directa el fenómeno de Laurent para el tipo An, por otro lado se define un carcaj a partir de

una triangulación dada, para después definir dos categoŕıas; una a partir del carcaj y otra a partir de la

triangulación que resultarán ser categoŕıas equivalentes, la notación y resultados nos referimos a [CCS08].

Finalmente, se hace una clasificación de los diagramas que son equivalentes bajo mutación al diagrama de

tipo An, lo cual puede ser consultado en el art́ıculo [BV07].

4.1. Coeficientes y variables de una triangulación

En ésta sección, trabajaremos con álgebras de conglomerado de tipo finito del tipo An, en donde las semillas

del álgebra de conglomerado están en biyección con las triangulaciones del poĺıgono. El conglomerado de la

semilla corresponde a las diagonales, mientras que los coeficientes de la semilla corresponden a las aristas

frontera de la triangulación. El fenómeno de Laurent, descrito por Fomin y Zelevinsky en [FZ02], establece

que dada una semilla arbitraria
∑

, podemos expresar cualquier variable de conglomerado del álgebra de

conglomerado como un polinomio de Laurent en las variables de conglomerado y los coeficientes de la semilla
∑

.

Sea n un entero positivo y sea P un poĺıgono regular con n + 3 vértices. Sabemos que una diagonal en P es

un segmento de ĺınea que conecta a dos vértices no adyacentes de P, y dos diagonales se cortan si ellas se

intersectan en el interior del poĺıgono. Sabemos que una triangulación T tiene n diagonales y n + 3 aristas

frontera. Denotamos las aristas frontera de P como Tn+1, . . . , T2n+3.

Las variables de conglomerado xM de esta álgebra están en biyección con las diagonales M del poĺıgono P, y

los generadores de su semicampo de coeficientes están en biyección con las aristas frontera Tn+1, . . . , T2n+3

de P . Para ser más precisos, el semicampo de coeficientes es el semicampo tropical Trop(xn+1, . . . , x2n+3).
Los conglomerados están en biyección con las triangulaciones de P.
Dada una triangulación T = {T1, . . . , Tn, Tn+1, . . . , T2n+3} de P, sea xT = {x1, . . . , xn} el correspondiente

conglomerado, donde xi = xTi
para simplificar la notación. Escogemos la semilla inicial (x, p,B) que consiste

1



4.1. COEFICIENTES Y VARIABLES DE UNA TRIANGULACIÓN CAPÍTULO 4. CONGLOMERADOS

de un conglomerado x, un vector coeficiente p = (p+
1 , p−1 , . . . , p+

n
, p−

n
) ∈ (Trop(xn+1, . . . , x2n+3))

2n y una

(2n + 3) × n matriz B = bij definida como sigue: Tomando algún conglomerado inicial, la matriz inicial

B = bij está dada por las condiciones bii = 0, bij ∈ {−1, 0, 1} y bij = 1 (respectivamente bij = −1) si y

sólo si i 6= j y las aristas Ti, Tj están en el mismo triángulo y el sentido de rotación de Ti a Tj va con las

manecillas del reloj (respectivamente si van contra las manecillas del reloj). El correspondiente vector de

coeficientes inicial está dado por

p+
j

=
∏

i≥n+1 : bij=1

xi

y

p−
j

=
∏

i≥n+1 bij=−1

xi.

Un ejemplo de rango 3 está dado a continuación.

Ejemplo 4.1.1. La triangulación serpiente (definida en [FZ03a]), junto con los coeficientes iniciales y su

matriz inicial en rango 3.

T1

T2

T3

T4

T9

T8

T7

T6

T5

(p+
1 , p−1 ) = (x5, x4x6)

(p+
2 , p−2 ) = (x4x7, 1)

(p+
3 , p−3 ) = (x8, x7x9)

B =





























0 −1 0

1 0 1

0 −1 0

−1 1 0

1 0 0

−1 0 0

0 1 −1

0 0 1

0 0 −1





























4.1.1. T -Trayectorias

En ésta sección nos referimos al trabajo de Schifler en [Sch] para demostrar que las variables de conglo-

merado se pueden obtener a partir de una triángulación dada. Sea T = {T1, . . . , Tn, Tn+1, . . . , T2n+3} una

triangulación del poĺıgono P , donde T1, . . . , Tn son las diagonales y Tn+1, . . . , T2n+3 son las aristas frontera.

Sean a y b dos vértices no adyacentes sobre la frontera, denotaremos por Ma,b a la diagonal que conecta a a
y a b.

Definición 4.1.1. Una T -trayectoria α de a a b es una sucesión

α = (a0, . . . , al(α)|i1, . . . , il(α))

2



CAPÍTULO 4. CONGLOMERADOS 4.1. COEFICIENTES Y VARIABLES DE UNA TRIANGULACIÓN

tal que

(T1) a = a0, . . . , al(α) = b son vértices de P .

(T2) ik ∈ {1, . . . , 2n + 3} tal que Tik
conecta los vértices aik−1

y aik
para cada k ∈ {1, . . . , l(α)}.

(T3) ij 6= ik si j 6= k.

(T4) l(α) es impar.

(T5) Tik
se cruza con Ma,b si k es par.

(T6) Si j < k y ambos Tij
y Tik

se cruzan con Ma,b, entonces el punto de cruce de Tij
y Ma,b está más cerca

al vértice a que el punto de cruce de Tik
con Ma,b.

Aśı, una T -trayectoria de a a b es una trayectoria con aristas de la triangulación T que no repite aristas

cuyos puntos de cruce con Ma,b son progresivos de a a b; y clasificando las aristas en pares e impares en

orden de su aparición, cada arista par se intersecta con Ma,b.

Ejemplo 4.1.2. Consideremos la siguiente triangulación; en tal triangulación exhibiremos las únicas dos

T -trayectorias de a a b que son las siguientes, α1 = (adeb|127) y α2 = (aedb|326). En la figura, Ma,b

está represetada por la ĺınea punteada.

T4

T5

T6T7

T8

T9

T1

T2

T3

a

c

d

b

e

f

Para cualquier T -trayectoria α = (a0, . . . , al(α)|i1, . . . , il(α)), asociamos un elemento x(α) en el álgebra de

conglomerado dado por

x(α) =
∏

k impar

xik

∏

k par

x−1
ik

. (4.1)

En el ejemplo anterior se tiene que x(α1) = x1x7

x2
y x(α2) = x3x6

x2
.

Definición 4.1.2. Se denota con PT (a, b) al conjunto de las T -trayectorias de a a b.

Lema 4.1.3. Sean α, α′ ∈ PT (a, b) con α 6= α′. Entonces x(α) 6= x(α′).

Demostración. Supongamos x(α) = x(α′). Entonces (T3) implica que el conjunto de aristas pares y aristas

impares son las mismas en α que en α′. De (T5) y (T6) se sigue que el orden de las aristas impares es la

misma, por tanto el orden de todas las aristas es el mismo, aśı α = α′. �
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Teorema 4.1.4. [R. Schiffler] Sean a, b dos vértices no adyacentes de P, sea M = Ma,b la diagonal que

los conecta, sea xM la correspondiente variable de conglomerado. Entonces

xM =
∑

α∈P(a,b)

x(α). (4.2)

Para la demostración del Teorema nos auxiliaremos de varios Lemas que anunciaremos a continuación. Sea

T una triangulación del poĺıgono P, sean a, b dos vértices de P y M = Ma,b la diagonal que conecta a tales

vértices. Supongamos que M /∈ T. De todas las diagonales de T que cruzan a M existe una única Tj0
, tal que

su punto de intersección con M está lo más cerca posible al vértice a. Entonces existe un único triángulo en

T que tiene a Tj0
como un lado y al vértice a como uno de sus vértices. Denotamos por Ti1

, T
i
′

1
las otras dos

aristas del triángulo y sea c el punto común de T
i
′

1
y Tj0

, y d el punto en común de Ti1
y Tj0

. Note que Ti1
y

T
i
′

1
pueden ser aristas frontera. Ahora consideramos el único cuadrilátero en el cual M y Tj0

son diagonales.

Dos de sus lados son Ti1
y T

i
′

1
. Denotamos los otros lados por L y L′ de tal forma que L es lado opuesto a

Ti1
como muestra la siguiente figura. Usaremos todo lo anterior para la prueba en el resto de la sección.

d

b

c

a

M
Tj0

L

L′

T
i
′

1

Ti1

Lema 4.1.5. (a) Si Tj ∈ T cruza a L (respectivamente a L′), entonces Tj cruza a M.

(b) Si Tj ∈ T es adyacente a a, entonces Tj no cruza a L ni a L′.

(c) Si Tj ∈ T cruza a M y no cruza a L (respectivamente L′), entonces Tj es adyacente a c (respectivamente

a d.)

Demostración. Demostraremos primero (b). Si Tj cruza a L ó a L′, entonces cruza a Tj0
, lo cual es imposible

dado que T es una triángulación. Ahora demostraremos (c). Dado que Tj no cruza a L ni a Tj0
tiene que

ser adyacente al vértice c. De manera similar para L′. Para demostrar (a), supongamos que Tj cruza a L
entonces es adyacente al vértice d o cruza a L′ pues no cruza a Tj0

�

Definición 4.1.6. Denotaremos por PT (a, b)j al subconjunto de PT (a, b) que contiene a todas las T -

trayectorias α tales que empiezan en la arista Tj , es decir i1 = j, y denotamos por PT (a, b)−j al subconjunto

de PT (a, b) que contiene a todas las T -trayectorias tales que no contienen la arista Tj . Similarmente, deno-

taremos por PT (a, b)j,k al subconjunto de PT (a, b)j que contiene a todas las T -trayectorias que comienzan

con las aristas TjTk, es decir i1 = j y i2 = k, finalmente denotaremos por PT (a, b)j,−k al subconjunto de

PT (a, b)j que contiene a todas las T -trayectorias que comienzan en la arista Tj y que no contienen la arista

Tk.
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Lema 4.1.7. PT (a, b) = PT (a, b)i1
∪̇PT (a, b)

i
′

1
.

Demostración. Sea α = (a0, . . . , al(α)|j1, . . . , jl(α)) un elemento arbitrario de PT (a, b). Sabemos que Tj1
∈ T

y que uno de los puntos finales es el vértice a. Más aún Tj2
cruza a M por la propiedad (T5) de las T -

trayectorias. Denotaremos por Pa y Pb a las dos partes del poĺıgono obtenido al cortarlo a lo largo de Tj0
,

donde el vértice a está en la parte Pa mientras que el vértice b está en la parte Pb. La parte Pa también

contiene la cuerda Tj1
mientras que la parte Pb contiene a todas las diagonales de T que cruzan a M y por

tanto Pb contiene a Tj2
. Consecuentemente, las diagonales Tj1

, Tj2
y Tj0

comparten un punto final, el cual

es c o d. Entonces existen dos posibilidades Tj1
= Ti1

o Tj1
= T

i
′

1
. �

Lema 4.1.8. (a) PT (a, b)i1
= PT (a, b)i1,j0

∪̇PT (a, b)i1,−j0
.

(b) PT (a, b)
i
′

1
= PT (a, b)

i
′

1,j0
∪̇PT (a, b)

i
′

1,−j0
.

Demostración. Por construcción, Tj0
es la arista de la triangulación T tal que su punto de cruce con M es

el punto más cercano del vértice a. Por tanto, el resultado se sigue de la condición (T6). �

Sea γ = (c0, . . . , cl(γ)|j1, . . . , jl(γ)) una T -trayectoria de c a b. Supongamos primero que j1 = j0, entonces

c1 = d. En este caso, sea f(γ) la trayectoria obtenida de γ al reemplazar la primera arista j0 por i1 y a

c0 = c por a, es decir

f(γ) = (a, c1, . . . , cl(γ)|i1, j2, . . . , jl(γ)).

Supongamos ahora que jk 6= j0 para todo k. En este caso, sea g(γ) la composición de las trayectorias

(a, d, c|i1, j0) y γ, esto es

g(γ) = (a, d, c0, . . . , cl(γ)|i1, j0, j1, . . . , jl(γ)).

Tenemos que los elementos f(γ), g(γ) son elementos de PT (a, b). En efecto, las propiedades (T1),(T2) y (T4)

son inmediatos, y (T5) se sigue del Lema 4.1.5 (a). Para mostrar (T3), necesitamos probar que i1 6= jk para

todo k; pero esto se sigue del Lema 4.1.5 (b) y del hecho de que Ti1
es adyacente a a. Finalmente (T6) se

sigue, pues el punto de cruce de Tj0
y M está lo más cercano posible a a.

Lema 4.1.9. Las funciones f, g inducen biyecciones:

f : PT (c, b)j0
−→ PT (a, b)i1,−j0

y g : PT (c, b)−j0
−→ PT (a, b)i1,j0

,

además

x(f(γ)) =
xi1

xj0

x(γ) y x(g(γ)) =
xi1

xj0

x(γ). (4.3)

Demostración. Las fórmulas en (4.3) se siguen directamente de la definición de f y g. Esas fórmulas junto

con el Lema 4.1.3 implican la inyectividad de f y g. Para mostrar la sobreyectividad de f, supongamos que

PT (a, b)i1,−j0
no es vaćıa y sea α ∈ PT (a, b)i1,−j0

. Digamos

α = (a, d, a2, . . . , al(α)|i1, j2, . . . , jl(α)).

Necesitamos probar que la trayectoria

γ = (c, d, a2, . . . , al(α)|j0, j2, . . . , jl(α))

5
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es un elemento de PT (c, b)j0
. Las condiciones (T1),(T2),(T4) se cumplen pues α ∈ PT (a, b). La condición

(T3) se cumple pues la trayectoria α no contiene la arista Tj0
y la condición (T6) se cumple del Lema 4.1.5(a).

Más aún, como PT (a, b)i1,−j0
es no vaćıo, existe una diagonal en T \ {Tj0

} la cual es adyacente a d y cruza a

M . Por Lema 4.1.5(c), se sigue que cualquier diagonal en T \{Tj0
} que cruza a M también cruza L. Entonces

γ satisface la condición (T5) pues α ∈ PT (a, b). Esto muestra que γ ∈ PT (c, b), y como γ comienza con la

arista j0, tenemos que γ ∈ PT (c, b)j0
. Por tanto f es sobreyectiva.

Mostremos que g es sobreyectiva. Sea α ∈ PT (a, b)i1,j0
, digamos

α = (a, d, c, a3, . . . , al(α)|i1, j0, j3, . . . , jl(α)).

Debemos mostrar que

γ = (c, a3, . . . , al(α)|j3, . . . , jl(α)) ∈ PT (c, b)j0
.

Las condiciones (T1)-(T4) se cumplen para γ pues α ∈ PT (a, b) y la condición (T6)se cumple por el Lema

4.1.5 (a). Mostremos que se cumple (T5), por lo cual debemos probar que cualquier arista par de γ cruza a

L. Como α ∈ PT (a, b) sabemos que cada arista par de γ cruza a M. Por el Lema 4.1.5(c), si existe una arista

par de γ que no cruza a L entonces ésta arista es adyacente a c. Como γ comienza en c su primer arista par

es Tj4
que no puede ser adyacente a c; entonces Tj4

cruza a M y a L, de la misma manera sus aristas pares

Tj2m
no son adyacentes a c, por tanto Tj2m

cruza a M y a L . Entonces α satisface (T6) aśı que cada arista

par de γ cruza a M y a L. Lo cual muestra (T5). Por tanto γ ∈ PT (c, b)j0
y g es sobreyectiva.

�

Lema 4.1.10. (a)
∑

γ∈PT (c,b) x(γ)
xi1

xj0
=

∑

α∈PT (a,b)i1
x(α).

(b)
∑

γ∈PT (d,b) x(γ)
xi′1

xj0
=

∑

α∈PT (a,b)i′1

x(α).

Demostración. La primera parte se sigue del Lema 4.1.8(a), Lema 4.1.9 y del hecho de que PT (c, b) =

PT (c, b)j0
∪̇PT (c, b)−j0

. La segunda parte del Lema se sigue por simetŕıa. �

Prueba del Teorema 4.1.4

Para cualquier Ti ∈ T, sea e(Ti,M) ∈ {0, 1} el número de veces que se crucen las diagonales M y Ti. Entonces

el número total de cruces de M con T es e(T,M) =
∑

Ti∈T
e(Ti,M).

Probaremos el Teorema por inducción sobre e(T,M). Si e(T,M) = 0, entonces M = Ti para algún i ∈
1, . . . ,n . En este caso, ningún elemento de T se cruza con M y por la condición (T5), el conjunto PT (a, b)
contiene exactamente un elemento (a, b|i). Aśı que se tiene

∑

α∈PT (a,b)

x(α) = xi = xM .

Supongamos ahora que e(T,M) ≥ 1. Como antes, consideramos el único cuadrilátero en T en el cual M y

Tj0
son sus diagonales. Entonces, en el álgebra de conglomerado asociada a la triangulación T , tenemos la

siguiente relación de intercambio

xMxj0
= xi1

xL + x
i
′

1
xL

′ . (4.4)

Más aún, cualquier diagonal en T que cruza a L (o L′) por el Lema 4.1.5(a) también cruza a M y además

Tj0
cruza a M pero no cruza ni a L ni a L′. Entonces e(T,L) < e(T,M) y e(T,L′) < e(T,M), y por hipótesis
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CAPÍTULO 4. CONGLOMERADOS 4.1. COEFICIENTES Y VARIABLES DE UNA TRIANGULACIÓN

de inducción

xL =
∑

γ∈PT (c,b)

x(γ) y x′

L
=

∑

γ∈PT (d,b)

x(γ).

Aśı, podemos escribir la ecuación (4.4) como

xM =
∑

γ∈PT (c,b)

x(γ)
xi1

xj0

+
∑

γ∈PT (d,b)

x(γ)
x

i
′

1

xj0

.

Por el Lema 4.1.10 se tiene que

∑

γ∈PT (c,b)

x(γ)
xi1

xj0

+
∑

γ∈PT (d,b)

x(γ)
x

i
′

1

xj0

=
∑

α∈PT

(a, b)
i
′

1
x(α) +

∑

α∈PT

(a, b)i1
x(α).

Por el Lema 4.1.7 tenemos

∑

α∈PT

(a, b)
i
′

1
x(α) +

∑

α∈PT

(a, b)i1
x(α) =

∑

α∈PT (a,b)

x(α).

Por tanto

XM =
∑

α∈PT (a,b)

x(α).

Ejemplo 4.1.3. Consideremos la triangulación T indicada en la siguiente figura. Fijemos los vértices a, b
del poĺıgono P. Sea M la diagonal que los conecta, que en la figura aparece como una diagonal punteada y

notemos que PT (a, b) = {α1, α2, α3, α4, α5}, donde

T1

T2

T3

T4

T9

T8

T7

T6

T5a

b

c

d

f

e
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4.2. EL CARCAJ DE UNA TRIANGULACIÓN CAPÍTULO 4. CONGLOMERADOS

α1 = (a, c, d, e, f, b|5, 1, 2, 3, 8),

α2 = (a, d, c, e, d, f, e, b|6, 1, 4, 2, 7, 3, 9),

α3 = (a, d, c, e, f, b|6, 1, 4, 3, 8),

α4 = (a, d, e, b|6, 2, 9),

α5 = (a, c, d, f, e, b|5, 1, 7, 3, 9).

Por el Teorema 4.1.4 tenemos que

xM =
x5x2x8

x1x3
+

x6x4x7x9

x1x2x3
+

x6x4x8

x1x3
+

x6x9

x2
+

x5x7x9

x1x3
.

4.2. El Carcaj de una triangulación

En esta sección se mostrará la construcción de un carcaj a partir de una triangulación.

Carcajes de tipo conglomerado

Sea Xn un diagrama de Dynkin simplemente enlazado, es decir de tipo An, Dn, En de rango n y de tipo finito.

Cada conglomerado C de un álgebra de conglomerado de rango n está asociado a su matriz cuadrada BC

antisimetrizable cuyas filas y columnas están indexadas por las variables de conglomerado del conglomerado

C. En el caso simplemente enlazado, las entradas de la matriz BC están en el conjunto {−1, 0, 1} por lo

cual es fácil y conveniente describir tales matrices usando gráficas orientadas, descritas en la definición 2.3.9.

Dicha gráfica orientada es llamada el carcaj asociado al conglomerado, C y es denotado por QC . Es bien

conocido que todos los triángulos en estos carcajes están orientados de una forma ćıclica. El procedimiento

de mutación de conglomerados contiene en particular una regla de mutación para las matrices, la cual puede

ser trasladada a una regla de mutación para carcajes asociados. En el caso simplemente enlazado, se da de

la siguiente manera: sea C un conglomerado en un álgebra de conglomerado de tipo simplemente enlazado.

La mutación µi(QC) del carcaj QC en el vértice i es descrita enseguida. Primero, todas las flechas incidentes

a i en QC cambian de dirección en el carcaj mutado. Luego, para cada par de flechas

j i y i k

en QC , la flecha que sale del vértice j y llega al vértice k está en el carcaj mutado si y sólo si la flecha

que sale de k y llega al vértice j no está en QC . Las demás flechas de QC no cambian en el carcaj mutado.

Por definición, una trayectoria más corta en el carcaj QC , es una trayectoria orientada sin flechas repetidas

contenida en una subgráfica de QC la cual es ciclo.

Definición 4.2.1. Sea QC el carcaj asociado al conglomerado C. Para cada flecha

i j

en QC , una relación Reli,j queda definida como sigue. Consideremos el conjunto de trayectorias más cortas

de j a i:
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CAPÍTULO 4. CONGLOMERADOS 4.2. EL CARCAJ DE UNA TRIANGULACIÓN

Si hay exactamente dos trayectorias distintas c y c′ entonces c ∼ c′.

Si existe una sola trayectoria c, entonces c = 0.

Si no existe tal trayectoria, entonces no hay relación.

Para cada conglomerado C, definimos la categoŕıa abeliana ModQC de representaciones del carcaj QC

módulo las relaciones Reli,j para todas las flechas de QC .

Observación 4.2.2. Existe una correspondencia natural entre los vértices del carcaj y los simples de

ModQC . Aśı, la clase de isomorf́ıa del módulo simple asociado al vértice i será denotado por αi.

Denotaremos por Ind(QC) al conjunto de clases de isomorf́ıa de inescindibles de ModQC .

Proposición 4.2.3. Sea C = {u1, . . . , un} un conglomerado en un álgebra de conglomerado de tipo Dynkin

y simplemente enlazado. Sea V el conjunto de todas las variables de conglomerados para esta álgebra de

conglomerado. Existe una biyección Ind(QC) → V ⊂ C,α 7→ wα tal que wα =
P (u1,...,un)

Q

i
u

ni
i

, donde P es un

polinomio que sólo tiene coeficientes positivos, no divisible por ui para toda i y ni = ni(α) es la multiplicidad

del módulo simple αi en el módulo α.

Demostración en el caso An. Sea α una ráız positiva con vértices a, b. Por el Teorema 4.1.4 se tiene que

x(α) =
∑

αi∈P(a,b)

x(αi).

Por otro lado, para todo αi ∈ P(a, b) se tiene que

x(αi) =
∏

k impar

xik

∏

k par

x−1
ik

.

Luego,

x(α) =
∑

αi∈P(a,b)

x(αi) =
∑

αi∈P(a,b)

∏

k impar

xik

∏

k par

x−1
ik

=

∑

αi∈P(a,b)

∏

kimpar xik

∏

k par xik

de esta última ecuación se tiene que, el numerador sólo tiene coeficientes positivos y además cada xi en el

denominador no divide al numerador, pues si esto es cierto entonces todas las T - trayectorias que cruzan a

α, contienen una vez a αi al cruzar en una posición par, lo cual no es cierto en general.

Triangulaciones y diagonales

Sea n un entero no negativo y T una triangulación de un poĺıgono regular con n + 3 vértices. Las diagonales

del poĺıgono serán llamadas ráıces, llamaremos negativas a las ráıces que pertenecen a T y positivas a las

otras. Sea Φ+ el conjunto de ráıces positivas con respecto a T y sea I el conjunto de ráıces negativas. Por

convención, la ráız negativa correpondiente a i ∈ I se denotará como −αi. Si dos ráıces negativas −αi,−αj

pertenecen a un mismo triángulo en T, definimos una relación parcial < como sigue: sea x el vértice en

9



4.2. EL CARCAJ DE UNA TRIANGULACIÓN CAPÍTULO 4. CONGLOMERADOS

común, entonces −αi < −αj si la rotación con ángulo mı́nimo alrededor de x que env́ıa la ĺınea de −αi a la

ĺınea de −αj está en dirección positiva (en contrasentido de las manecillas del reloj).

Definimos el soporte Suppα ⊆ I, de una ráız positiva α, como el conjunto de ráıces negativas que cruzan a α.
Una ráız positiva α está relacionada con otra ráız positiva α′ por un movimiento elemental de pivoteo si las

diagonales asociadas que son aquellas que tienen un vértice de α y un vértice de α′ y uno de dichos vértices

es un vértice del borde (llamado pivote), los otros vértices de α y α′ son vértices de una arista exterior

del poĺıgono y la rotación alrededor del pivote es positiva de α a α′. Denotaremos por Pv al movimiento

elemental de pivoteo con pivote v. Una trayectoria de pivoteo de una ráız positiva α a una ráız positiva α′

es una sucesión de movimientos elementales de pivoteo empezando en α y terminando en α′. En la siguiente

figura se muestra un movimiento elemental de pivoteo, donde la diagonal asociada está representada por la

diagonal a rayas y el pivoteo está representado por una curva punteada.

Pv1

v′

2

v2

v′

1

v1

α

α′

Gráficas y árboles

Dada una triangulación T , podemos definir un árbol planar tT como sigue. Sus vértices son los triángulos

de T y las aristas están dadas de la siguiente forma: existe una arista del vértice a al vértice b en tT si los

correspondientes triángulos a y b en T son adyacentes. Aśı, los vértices tienen grado 1, 2 ó 3. A los vértices de

grado 1 los llamaremos hojas. Además tT es un árbol porque es conexo ya que las triangulaciones son conexas,

y no hay ciclos porque si hubiera un ciclo en el árbol entonces provendŕıa de dos triángulos adyacentes, que

tienen otro triángulo adyacente en común, lo cual no puede suceder pues la triangulación es planar y por

tanto no existe un triángulo que es adyacente a otros dos triángulos adyacentes. Se puede obervar que por

cada triángulo que tiene dos aristas que son contorno de la triangulación producen una hoja en tT . También

podemos definir una gráfica QT de la siguiente manera: los vértices de QT son las aristas interiores de T y

existe una flecha en QT del vértice a al vértice b, si las interiores de a y b en T pertenecen al mismo triángulo.

De hecho, es posible definir la gráfica QT empezando del árbol tT ; los vértices de QT son las aristas de tT ,
y existe una arista entre dos vértices de QT si las correpondientes aristas de tT tienen un vértice en común.

La equivalencia con esta última definición es obvia.

Una rama es una arista e de tT tal que al menos tiene un vértice con grado 1.

Carcajes

Sea T una triangulación. Definido el carcaj QT en la sección anterior, lo consideramos sin orientación y

recordemos que hay una biyección entre los vértices de QT e I, donde I es el conjunto que contiene a las
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CAPÍTULO 4. CONGLOMERADOS 4.3. UNA EQUIVALENCIA DE CATEGORÍAS

ráıces negativas. Ponemos un punto que será un vértice en medio de cada ráız negativa en T y una arista entre

dos vértices si las ráıces correspondientes a tales vértices pertenecen a un mismo triángulo de T . Sabemos que

dos ráıces negativas −αi,−αj son comparables con la relación < definida en la sección de Triangulaciones y

diagonales. La orientación de la arista de los vértices i, j respectivamente a −αi,−αj es

i j

si −αi < −αj . De esta descripción se sigue que todo triángulo en QT está orientado. En seguida se muestran

dos ejemplos, uno de árboles y otro de gráficas definidos a partir de una triangulación.

b

b

b

b

b

bb

Árbol tT (en líneas punteadas) y GráficaQT
′ (en lineas a rayas) definidas por una triangulación

T y T ′ respectivamente.

T : T ′ :

Es fácil ver que de la triangulación serpiente se obtiene el carcaj de tipo An.

4.3. Una equivalencia de Categoŕıas

En esta sección se mostrará una equivalencia entre una categoŕıa que está formada por las ráıces positivas

llamada Categoŕıa de Diagonales y la categoŕıa de módulos sobre QT .

Categoŕıas de diagonales

Podemos definir una categoŕıa aditiva C−lineal combinatoria como sigue. Los objetos son las combinaciones

lineales positivas de ráıces positivas. Por aditividad es suficiente definir los morfismos entre ráıces positivas.

El espacio de morfismos de una ráız positiva α a una ráız positiva α′ es un cociente del espacio vectorial sobre

C generado por las trayectorias de pivoteo de α a α′. El subespacio que define el cociente está generado por

las llamadas relaciones de malla, dadas de la siguiente forma: para cualquier par de ráıces positivas α y α′ tal

que α está relacionada con α′ por dos movimientos elementales de pivoteo consecutivos con distintos pivotes,

definimos la relación malla como P
v
′

2
Pv1

= P
v
′

1
Pv2

donde v1, v2 (respectivamente v′

1, v
′

2) son los vértices de α
(respectivamente α′) tales que P

v
′

1
Pv2

= α′. Es decir, cualesquiera dos movimientos elementales de pivoteo

consecutivos usando diferentes pivotes pueden en algún sentido ser “intercambiados”.
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4.3. UNA EQUIVALENCIA DE CATEGORÍAS CAPÍTULO 4. CONGLOMERADOS

En esta relación, las ráıces negativas o aristas exteriores son permitidas bajo las siguientes convenciones:

Si una de las aristas intermedias Pv2
α ó Pv1

α es una arista exterior, el correspondiente término en la

relación de malla es reemplazado por cero.

Si una de las aristas intermedias Pv2
α ó Pv1

α es una ráız negativa, el correpondiente término en la

relación de malla es reemplazado por cero.

Más generalmente, una relación de malla es una igualdad entre dos trayectorias de pivoteo las cuales difieren

sólo en dos movimientos elementales de pivoteo consecutivos por tal cambio.

Aśı, podemos definir el conjunto de morfismos de una ráız positiva α a una ráız positiva α′ como el cociente

del espacio vectorial sobre C generado por las trayectorias de pivoteo de α a α′ por el subespacio generado

por las relaciones de malla.

Por tanto, la imagen de una trayectoria de pivoteo en el espacio de morfismos es el morfismo cero ó bien

sólo depende de la clase de trayectoria de pivoteo módulo la relación de equivalencia sobre el conjunto de

trayectorias de pivoteo generado por las relaciones malla con términos no cero.

Podemos definir una categoŕıa C−lineal abeliana ModQT como sigue. Es la categoŕıa de módulos sobre el car-

caj QT con las siguientes relaciones llamadas relaciones de triángulos: en cualquier triángulo, la composición

de dos flechas sucesivas es cero. Las relaciones de triángulo las denotaremos con 〈IT 〉.
Definamos el álgebra de caminos AT = kQT /〈IT 〉. De aqúı en adelante los kQT /〈IT 〉−módulos serán deno-

tados simplemente como QT−módulos asumiendo que se trabaja sobre el álgebra AT .

Denotaremos por QSupp α al subcarcaj pleno de QT inducido por los vértices asociados a Suppα.

Lema 4.3.1. Si α es ráız positiva entonces QSupp α es conexo como subconjunto del carcaj QT .

Demostración. Sean −αi,−αj dos diagonales distintas en el soporte de α. Mostraremos que existe una

trayectoria sin orientación de i a j en QT ∩QSupp α. Las diagonales −αi,−αj cortan al poĺıgono en 3 partes.

Denotamos por Ri,j la parte que contiene a −αi,−αj . La prueba es por inducción sobre m que es el número

de ráıces negativas en Ri,j . Si m = 1, entonces −αi = −αj y no hay nada que probar. Supongamos que

m > 1, y sea ∆ el único triángulo en T que contiene a −αi y que está en Ri,j . Como α intersecta a −αi

y −αj , entonces tiene que intersectar exactamente uno de los dos lados diferentes de −αi en ∆, el cual no

puede ser una arista del poĺıgono (o cuerda exterior de T ), por tanto es una ráız negativa que llamaremos

−αk. Aśı, existe una arista entre −αi y −αj en QT y i, k ∈ Suppα. Y podemos asumir por inducción que

existe una trayectoria sin orientar en QSupp α de k a j. �

El Funtor Θ : CT −→ ModQT

Definiremos un funtor C−lineal aditivo de CT a ModQT . Sobre objetos, es suficiente por aditividad definir

Θ sobre ráıces positivas. La imagen de la ráız positiva es el módulo (Mα, fα) = (Mα

i
, fα

ij
) definido por

Mα

i
=

{

C si i ∈ Suppα,

0 otros casos.
y fα

ij
=

{

IdC si Mα

i
= C = Mα

j
,

0 otros casos.

Es claro que (Mα, fα) es un objeto en ModQT porque una ráız positiva α sólo puede cruzar dos lados de un

triángulo en T , lo cual implica que en cada triángulo en QT existe a lo más una flecha de i a j tal que fα

ij
6= 0

y por tanto se cumplen las relaciones de triángulos. Ahora definamos el funtor Θ sobre morfismos de una ráız
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positiva a una ráız positiva. Nuestra estrategia es definir primero el funtor sobre movimientos elementales de

pivoteo, y después verificamos que las relaciones de malla se cumplen. Para cualquier movimiento elemental

de pivoteo EP : α −→ α′, definimos el funtor Θ(EP ) de (Mα, fα) a (Mα
′

, fα
′

) como IdC siempre que sea

posible y cero en otro caso. Verificamos que esto efectivamente define un morfismo en ModQT . Para una

flecha que sale de j y llega a i en QT , verificamos la conmutatividad del siguiente diagrama.

Mα

j

f
α
ij //

Θ(EP )j

��

Mα

i

Θ(EP )i

��
Mα

′

j

f
α′

ij

// Mα
′

i

La conmutatividad del diagrama resulta obvia cuando Mα

j
= 0 ó Mα

′

i
= 0 ó también si Mα

i
= 0 y Mα

′

j
= 0.

Ahora, supongamos que Mα

j
6= 0 y Mα

′

i
6= 0. Si Mα

i
6= 0 y Mα

′

j
6= 0 entonces las cuatro funciones son IdC y

el diagrama conmuta. El caso que falta es cuando Mα

i
ó Mα

′

j
son distintos de cero. Pero mostraremos que

esto no puede suceder. Supongamos que Mα
′

j
= 0 y Mα

i
6= 0, es decir, i, j ∈ Suppα, mientras que i ∈ Suppα′

y j /∈ Suppα′. Como existe un movimiento elemental de pivoteo de α a α′ tenemos que −αj cruza a α y

−αj y α′ tienen un punto en común sobre la frontera del poĺıgono y que −αi intersecta a α y a α′ lo cual

implica que −αj < −αi, que contradice la orientación de la flecha que sale de j y llega a i en QT . El otro

caso puede ser excluido de manera análoga.

Para verificar que el funtor Θ está bien definido nos falta verificar las relaciones de malla. Sean α
P1 // β ,

β
P2 // γ , α

P3 // β′ , β′
P4 // γ movimientos elementales de pivoteo con α, β, γ ráıces positivas y β 6= β′.

Observemos que podemos excluir el caso en que β y β′ son negativas o aristas exteriores porque entonces α o

γ también seŕıan negativas pues T es una triangulación, y entonces, β y β′ son dos cuerdas en la triangulación

por tanto también debe de estar su diagonal en T, que en este caso es α o γ. Supongamos primero que β′ es

positiva. Verifiquemos la conmutatividad del siguiente diagrama para todo i.

Mα

i

Θ(P1)i //

Θ(P3)i

��

Mβ

i

Θ(P2)i

��
Mβ

′

i Θ(P4)i

// Mγ

i

El único caso no trivial es cuando −αi ∈ Suppα ∩ Supp γ. En tal caso, se tiene que −αi ∈ Suppβ ∩ Suppβ′

pues cada diagonal que intersecta a α y a γ debe de cruzar también a β y a β′. En tal caso Θ(Pi) = IdC para

todo i = {1, . . . , 4} y el diagrama conmuta. Supongamos que β′ es una ráız negativa o una arista exterior.

Mostremos que la composición θ(P2)iΘ(P1)i es cero para toda i. Pero en este caso ninguna ráız negativa

puede intersectar a α y a γ, aśı el Suppα ∩ Supp γ es vaćıo, por tanto la composición es cero.

Lema 4.3.2. El espacio vectorial HomCT
(α, α′) es no cero si y sólo si existe −αi ∈ Suppα ∩ Suppα′ tal

que las posiciones de α, α′ y −αi están como en la figura siguiente, es decir, sean v1, v2 vértices de −αi

y u1, u2(respectivamente u′

1, u
′

2) vértices de α (α′ respectivamente), entonces el orden de los vértices del

13
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poĺıgono en dirección positiva empieza en v1 y v1 < u1 ≤ u′

1 < v2 < u2 ≤ u′

2. En este caso HomCT
(α, α′) es

de dimensión 1.

α

α′

−αi

u1

u2

v1

v2

u′

1

u′

2

Posiciones de los vértices

Demostración. Supongamos que HomCT
(α, α′) es no cero. Sea P ∈ HomCT

(α, α′) tal que P 6= 0, donde la

sucesión es la siguiente:

α = α0
P1 // α1

P2 // . . . Pm // αm = α′

donde las αi son ráıces positivas y los Pi son movimientos elementales de pivoteo. Por las relaciones de malla

podemos suponer que los primeros k movimientos P1, . . . , Pk tienen pivote a uno de los vértices de α, y

los últimos m − k movimientos tienen como pivote el vértice que es la intersección de α′ y αk. Denotemos

por V1 (respectivamente V2) el conjunto de vértices de α1, . . . , αk (respectivamente αk+1, . . . , αm) excepto

el pivote de P1 (respectivamente el pivote de Pk+1). Como P 6= 0 entonces α y α′ se intersectan pues si no

se intersectan, consideremos al cuádrilatero formado por α y α′ y a sus lados opuestos α1 y α2, entonces

P : α // αi
// α′ , por lo que P = 0. Como P 6= 0 todas las diagonales con un vértice en V1 y otro

en V2 son positivas. Entonces los vértices de α y α′ forman un cuadrilátero en el poĺıgono sin diagonales de

la triangulación T. Como T es una triangulación tenemos que existe −αi ∈ T cruzando el cuadrilátero en la

otra dirección (cruzando las diagonales α y α′) y aśı conseguimos la situación del diagrama deseado. Por otro

lado, si tenemos la situación del diagrama, es claro que existe un morfismo no cero P : α // αi
// α′

donde α1 es una arista del cuadrilátero formado por los vértices de α y α′ y que cruza a −αi, como se ve

en la siguiente figura. La dimensión de HomCT
(α, α′) es a lo más uno, pues cualesquiera dos trayectorias de

pivoteo de α a α′ están en la misma clase.

14
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α1

α

α′

−αi

u1

u2

v1

v2

u′

1

u′

2

P : α // α1 // α′ .

�

Lema 4.3.3. Sean α y α′ ráıces positivas, entonces Suppα ∩ Suppα′ es conexo.

Demostración. Sean S = Suppα y S′ = Suppα′ y supongamos que S ∩ S′ no es conexo. Sean i, k ∈ S ∩ S′

dos vértices que están en diferentes componentes conexas de S∩S′. Como S y S′ son conexos podemos elegir

dos trayectorias minimales p : i = i1, i2, . . . , ip = k en S y p′ : i = j1, . . . , jq = k en S′. Sea m el entero más

pequeño tal que im+1 6= jm+1. En la triangulación T cada una de las diagonales −αim−1
,−αim+1

,−αjm+1

tiene un vértice en común con −αim
. Como una ráız positiva puede cruzar sólo dos lados de un triángulo,

podemos formar un triángulo ∆ con −αim
,−αim+1

,−αjm+1
en T. Más aún, im+1 ∈ S \ S′ y jm+1 ∈ S′ \ S.

Quitemos el triángulo ∆ de T, lo cual divide al poĺıgono en tres partes: Rim
, Rim+1

, Rjm+1
tal que Rl contiene

a −αl con l ∈ im, im+1, jm+1. Pero esto contradice el hecho de que −αjq
= −αk = −αip

por lo cual S ∩ S′

es conexo. �

Lema 4.3.4. El espacio vectorial HomMod QT
((Mα, fα), (Mα

′

, fα
′

)) es no cero si y sólo si las siguientes

condiciones se cumplen. Sean S = Suppα y S′ = Suppα′.

(i) S ∩ S′ es no vaćıo.

(ii) No existen flechas de S \ S′ a S ∩ S′ en QT .

(iii) No existen flechas de S ∩ S′ a S′ \ S en QT .

En este caso, HomMod QT
((Mα, fα), (Mα

′

, fα
′

)) es de dimensión uno.

Demostración. Sea P distinto de cero en HomMod QT
((Mα, fα), (Mα

′

, fα
′

)), por tanto (i) se cumple. Mos-

tremos las condiciones (ii) y (iii).

Supongamos que la condición (ii) no es cierta, entonces existe una flecha en QT que sale de i y llega a j con

i ∈ S \ S′ y j ∈ S ∩ S′ y tal que el siguiente diagrama conmuta.
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Mα

i

idC //

Pi

��

Mα

j

Pj

��
0 // Mα

′

j

Entonces Pi = 0 = Pj . Sea k cualquier vértice en S ∩ S′. Mostremos que Pk = 0. Por el Lema 4.3.3 existe

una trayectoria no orientada

k = k0 k1
. . . km = i

en QT tal que cada k0, k1, . . . , km ∈ S ∩ S′. Ahora seguimos por inducción sobre m. Si m = 0 claramente

P0 = 0, supongamos que m > 0. Por inducción Pkr
= 0 y como uno de los siguientes diagramas conmutan

Mα

k

IdC //

Pk

��

Mα

k1

0

��
Mα

′

k

IdC // Mα
′

k1

Mα

k

Pk

��

Mα

k1

0

��

IdC

oo

Mα
′

k
Mα

′

k1IdC

oo

tenemos que Pk = 0 para ambas orientaciones de la arista k k1
en QT . Consecuentemente Pk = 0

para todo k ∈ Suppα ∪ Suppα′ y P = 0, una contradicción. La condición (iii) es similar.

Ahora supongamos que α, α′ son ráıces positivas tales que (i), (ii), (iii) se cumplen.

Definamos P ∈ HomMod QT
((Mα, fα), (Mα

′

, fα
′

)) como P = idC siempre que i ∈ S ∩ S′ y Pi = 0 en los

demás casos. Por (i) tenemos que P 6= 0, para verificar que P es un morfismo de módulos sobre el carcaj QT

debemos verificar la conmutatividad del siguiente diagrama para toda flecha en QT que sale de i y llega a j

Mα

i

f
α
ij //

Pi

��

Mα

j

Pj

��
Mα

′

i

f
α′

ij // Mα
′

i

Pero el diagrama conmuta por (ii) y (iii). Finalmente, la dimensión de HomMod QT
((Mα, fα), (Mα

′

, fα
′

)) es

a lo más uno, pues todos los espacios vectoriales Mα

i
,Mα

′

i
son de dimensión uno o cero.

�

Lema 4.3.5. Las condiciones en el Lema 4.3.2 y en el Lema 4.3.4 son equivalentes.

Demostración. Retomando la notación S = Suppα y S′ = Suppα′, supongamos que α y α′ son como en el

Lema 4.3.2. Entonces −αi ∈ S ∩ S′ lo cual implica (i). Supongamos que existe una flecha h que sale de j
y llega a k en QT tal que j ∈ S ⊂ S′ y k ∈ S ∩ S′. Entonces −αk intersecta a α y a α′ mientras que −αj

intersecta sólo a α. Como existe la flecha h entonces −αj y −αk son dos lados de un triángulo en T y son

tales que −αk < −αj . Lo cual es imposible, por la forma en que −αi intersecta a α y α′. La condición (iii)

se prueba similarmente.
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Ahora, supongamos que α y α′ satisfacen las condiciones (i), (ii) y (iii) del Lema 4.3.4. Por (i) existe −αi ∈
S ∩S′. Sean v1, v2 los vértices de −αi. Consideremos las dos partes del poĺıgono Rl, Rr delimitadas por −αi.
Cada una de las partes contiene exactamente un vértice de α y uno de α′. Consideremos las ráıces positivas

α, α′ como trayectorias de Rr a Rl. La sucesión de ráıces negativas dadas por las sucesivas intersecciones de

la trayectoria α (respectivamente α′) con elementos de T, da un orden al conjunto Suppα (respectivamente

al conjunto Suppα′). Sean Sl = {−αi = −αi1
, . . . ,−αip

} (respectivamente S′

l
= {−αi = −αj1

, . . . ,−αjq
}) el

conjunto de ráıces negativas en Rl que intersectan a α (respectivamente a α′) en ese orden. Sea m el entero

más grande tal que −αim
= −αjm

. Consideremos los siguientes cuatro casos:

1 Si m = p = q entonces sobre la frontera de Rl, yendo de los puntos finales de −αi en dirección positiva,

obtendremos las posiciones relativas de α y α′ como en el Lema 4.3.2.

2 Si m = p < q entonces −αjm+1
y −αjm

están en el mismo triángulo en T , la correspondiente arista en

QT está orientada jm+1
// jm

por (ii). Esto implica que yendo de los vértices de −αi en dirección

positiva sobre la frontera de Rl, obtenemos las posiciones relativas de α y luego a α′ como en el Lema

4.3.2.

3 Si m = q < p entonces −αim+1
y −αim

están en el mismo triángulo en T , la correspondiente arista en

QT está orientada im // im+1
por (ii). Esto implica que yendo de los vértices de −αi en dirección

positiva sobre la frontera de Rl obtenemos la posición relativa de α y luego la de α′ como en el Lema

4.3.2.

4 Si m < p y m < q, entonces −αim
,−αim+1

y −αjm+1
son tres diferentes diagonales que están en un

mismo triángulo en T . Las correspondientes aristas en QT están orientadas im // im+1
por (ii) y

jm+1
// jm

por (iii). Esto implica que yendo de los vértices de −αi en dirección positiva sobre la

frontera de Rl encontramos primero a la posición relativa de α y luego a la de α′ como en el Lema

4.3.2.

Por simetŕıa, obtenemos los mismos resultados para Rr. Lo cual implica que las posiciones de α, α y −αi

son exactamente las descritas en el Lema 4.3.2. �

Proposición 4.3.6. El funtor Θ : CT −→ ModQT
es fiel y pleno.

Demostración. Usando los Lemas 4.3.2, 4.3.4 y 4.3.5, sólo falta mostrar que la imagen de un morfis-

mo no cero es no cero. Es suficiente mostrar esto para morfismos no cero entre ráıces positivas. Sea

P ∈ Hom(α, α′) un tal morfismo. Entonces P es una sucesión de movimientos elementales de pivoteo

α = α1 // . . . // αm = α′ . Esta sucesión con todos los morfismos no cero implica que existe una

ráız negativa −αi cruzando todos los αk, k = 1, . . . ,m. Por Lema 4.3.2 y por definición, Θ(P )i = IdC que no

es cero. �

Observación 4.3.7. Si −αi es una hoja en QT y α una ráız positiva, entonces −αi ∈ Suppα si y sólo si

uno de los vértices finales de α es el vértice x del poĺıgono tal que es aislado por −αi. Entonces, existe una

ráız positiva αPri tal que el conjunto de todas las ráıces positivas con −αi en su soporte es igual al conjunto

{αPri , Px(αPri ), P 2
x
(αPri ), . . . , Pn−1

x
(αPri )},

donde Px es el movimiento elemental de pivoteo con pivote x.
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Teorema 4.3.8. El funtor Θ : CT −→ ModQT
es una equivalencia de categoŕıas.

Mostremos que el funtor Θ es esencialmente sobreyectivo, es decir, cada módulo inescindible en ModQT

es la imagen de una ráız positiva bajo Θ. De hecho, caracterizamos los módulos inescindibles de ModQT

con la teoŕıa de Auslander-Reiten y esto nos permitirá concluir que hay
n(n+1)

2 QT -módulos inescindibles.

Lo anterior, es posible porque la categoŕıa de módulos sobre el carcaj es de tipo Krull-Schmidt, por lo

cual es es suficiente trabajar con los módulos inescindibles y los morfismos irreducibles entre ellos. Como

es bien conocido, cada categoŕıa Krull Schmidt esta sociada a un carcaj de Auslander Reiten, por lo tanto

utilizaremos la teoŕıa de Auslander para demostrar que el funtor en Denso.

En adelante, nos referimos a [Gab80] y a [ARS95] para definiciones, notaciones y resultados en teoŕıa de

representaciones de álgebras de dimensión finita. Además usamos las siguientes notaciones para la prueba

en ModQT : Pi (respectivamente Ii) es el i-ésimo módulo proyectivo (respectivamente el i-ésimo módulo

inyectivo) con la convención de que P∅ = I∅ = 0. Por tanto (Pi)l = C si existe una trayectoria en QT módulo

las relaciones de triángulo de i a l y (Pi)l = 0 si no existe tal trayectoria. Similarmente, (Ii)l = C si existe una

trayectoria orientada en QT módulo las relaciones triángulo de l a i y (Ii) = 0 si no existe dicha trayectoria.

Las transformaciones de Pi y de Ii son IdC siempre que sea posible y serán cero cuando no sea posible. Sea

T una triangulación, denotaremos por Q = QT siempre que no haya confusión, y denotaremos por Q0 al

conjunto de vértices de Q. Dado un conjunto de vértices S de Q0, un subcarcaj pleno de Q con vértices S
será el conjunto S junto con el conjunto de todas las aristas (con relaciones) de Q que tienen vértices en S.
Decimos que un QT−módulo M es de tipo A si el subcarcaj pleno de QT sobre el soporte de M es de tipo

Ak para algún k ∈ N.

Lema 4.3.9. Sea M un Q-módulo inescindible de tipo A y sea N cualquier Q-módulo inescindible. Si

HomQ(N,M) ó HomQ(M,N) contiene un morfismo irreducible, entonces N es de tipo A.

Demostración. La prueba está basada en la construcción de morfismos irreducibles via el funtor de Na-

kayama [Gab80][4.4]. El funtor dual nos da una (anti)-equivalencia entre ModQopp = ModQT
∗ , donde

T ∗ es la triangulación espejo, es decir, es la triángulación asociada al carcaj opuesto Qopp. Usando este

(contravariante)-funtor, se puede reducir la prueba al caso donde HomQ(N,M) contiene un morfismo irre-

ducible.

Supongamos que el soporte de M está dado por el conjunto Q′

0 := {1, . . . ,m}. Sea Q′ el subcarcaj pleno de Q
dado por el soporte de M. Por hipótesis, Q′ es de tipo Am con vértices extremos 1 y m, y podemos suponer

sin pérdida de generalidad, que existe una arista de i a i ± 1. Observemos que como M es inescindible de

tipo A, entonces M es de multiplicidad libre, es decir, no hay sumandos directos inescindibles de M que sean

isomorfos dos a dos.

Para continuar, necesitamos saber cómo está contenido el carcaj Q′ en el carcaj Q. El siguiente argumento

se puede seguir en el diagrama que se presenta a continuación:

• •

��
•

OO

��

•

��>
>>

>>
>>

> •

��

•

��>
>>

>>
>>

>

0 1 //oo 2

__>>>>>>>

OO

• //oo • // • // •

__>>>>>>>>

OO

•oo m //oo m + 1

Supongamos que el módulo M no es simple. Notemos que existe a lo más un vértice que será denotado por

0 ( respectivamente m + 1), y tales que no existen otras aristas entre Q′

o
y 0 (respectivamente m + 1). Note
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que para toda k ∈ Q′

0, existen a lo más dos vértices i(k)± tales que i(k)± /∈ Q′

0 y existe una arista de i(k)±

a k en Q0. Podemos definir i(k)+, (respectivamente i(k)−), como los vértices tales que existe una arista de

k + 1 a i(k)+, (respectivamente que exista arista de k − 1 a i(k)−). Por convención, si los vértices i(k)±, 0 y

m + 1 no existen, definimos los correspondientes śımbolos como el conjunto vaćıo.

Sea S0, respectivamente Sm+1, el soporte del módulo inyectivo asociado a 0, respectivamente a m + 1, en el

subcarcaj pleno de Q con el conjunto de vértices Q\{1}, respectivamente Q\{m}. De la estructura de árbol

de Q, en la Subsección 4.2, se tiene que Q
′′

:= S0 ∪ Q′

0 ∪ Sm+1 es el conjunto de vértices de un subcarcaj

pleno Q
′′

de Q de tipo A.

Para cada fuente k ó para k = 0,m, sea S±

k
el soporte del módulo inyectivo asociado a i(k)± en el subcarcaj

pleno de Q con el conjunto de vértices Q0 \ Q′

0.

Observemos que si M es proyectivo y HomQ(M,N) contiene un morfismo irreducible, entonces el módulo

M es sumando directo del radical de N , aśı N es de tipo A. Supongamos que M no es proyectivo. Entonces,

podemos calcular el trasladado del Auslander-Reiten A(M) v́ıa el funtor Nakayama. Tenemos una presen-

tación proyectiva minimal de M : P 1 // P 0 // M // 0 haciendo P 0 :=
⊕

i∈R
Pi, donde i corre

sobre un conjunto R de fuentes de Q′ y P 1 :=
⊕

j∈R
′ Pj , donde j corre sobre un conjunto R′ dado por la

unión de {0,m + 1} con los pozos de Q′

0 \ {1,m}.

Por [Observación 3.1][Gab80] con la ayuda del funtor de Nakayama, obtenemos una presentación inyectiva

minimal del trasladado de Auslander-Reiten de M : 0 // A(M) // I1 // I0 , con I0 :=
⊕

i∈R
Ii

y I1 :=
⊕

j∈R
′ Ij . Para k ∈ R′, sea k+, respectivamente k−, la fuente sucesora de Q′, es decir, el vértice

k+ que es fuente y además existe flecha de k a k+ (o flecha de k+ a k) respectivamente la antecesora, es

decir, el vértice k− que es fuente y además existe flecha de k− a k (o flecha de k a k−), con la convención

de que k+ = m, respectivamente k− = 1, si no existe dicha fuente. Entonces, para cada pozo k ∈ Q′

0,
el soporte de Ik está dado por S−

k
−
∪ S+

k
+ ∪ (Supp(Ik) ∩ Q′

0). El soporte de I0, respectivamente de Im+1,

es S+
l
∪ (Supp(I0) ∩ Q

′′

0 ), respectivamente S−

g
∪ (Supp(Im+1) ∩ Q

′′

0 ), donde l, respectivamente g, es el más

pequeño, respectivamente la más grande fuente de Q′

0. El soporte de Ik, k ∈ R contiene S±

k
. Esto implica

que el soporte de A(M) es un subconjunto de Q
′′

0 .

Sea X el término medio de la sucesión de Auslander-Reiten 0 // A(M) // X // M // 0 . Tene-

mos que SuppX ⊂ Supp(A(M))∪SuppM ⊂ Q
′′

0 . Por tanto, X es de tipo A. El Teorema de Auslander-Reiten

dice que el módulo N es un sumando directo de X. Aśı, N es de tipo A.

El caso donde M es simple es similar. �

Demostración del Teorema 4.3.8. Sea M el Q-módulo inescindible de tipo A. Por el Lema anterior, la

componente de M en el carcaj de Auslander-Reiten contiene módulos sólo de tipo A, por tanto sólo hay

un número finito de dichos Q−módulos inescindibles. Por tanto, por [Proposición 6.3][Gab80], cada módulo

inescindible es de tipo A, y en particular de multiplicidad libre. Aśı, existe una correspondencia uno a uno

entre Q-módulos inescindibles y subcarcajes plenos de Q de tipo A. Sea i un vértice de Q tal que es de grado

uno y j cualquier vértice de Q. Por la subsección 4.2, existe un único subcarcaj pleno de tipo A de Q cuyos

vértices extremos son i y j. Esto implica, por inducción, que el número de tales subcarcajes es
n(n+1)

2 . Por

tanto, hay
n(n+1)

2 módulos inescindibles, como se queŕıa mostrar.

Corolario 4.3.10. La categoŕıa CT es abeliana.

Sean i ∈ QT , y M ∈ Ind(QT ) denotaremos con ni(M) a la multiplicidad de un módulo simple Si en M.
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Corolario 4.3.11. Existe una biyección φ entre Ind(QT ) y las diagonales del poĺıgono P que no están en la

triangulación T. Más aún para M ∈ Ind(QT ) y cualquier vértice i ∈ QT , la multiplicidad del módulo simple

Si en el módulo M es 1 si φ(M) cruza la i-ésima diagonal de T, y cero si no lo cruza. En particular, dados

M,M ′ ∈ Ind(QT ), tenemos que M = M ′ si y sólo si ni(M) = ni(M
′) para todo i.

4.4. Carcajes equivalentes al lineal

Ya tenemos definida la mutación de carcajes, en esta sección daremos una caracterización de los carcajes

equivalentes al lineal mediante mutaciónes. Para ello consideraremos el siguiente resultado.

Lema 4.4.1. Todas las orientaciones de An son equivalentes bajo mutación.

Demostración. La demostración se obtiene por casos, demostrando que cualquier orientación es equivalente

a la lineal

1
α1 // 2

α2 // ...
αn−1// n − 1

αn // n .

Supongamos que se tiene una orientación distinta a la lineal, y sea i el vértice

maximal tal que αi tiene la orientación

i i + 1//
αi

αi+1 // . . . // n .

Basta con distinguir los siguientes casos:

(a)

i − 1
αi−1 // i .

(b)

i − 1 i
αi−1oo .

El caso (b) se resuelve al mutar en dirección i, mientras que el caso (a) se resuelve al mutar n− i− 1 veces,

primero en dirección i + 1, después i + 2 y continuando hasta mutar en dirección n, se obtiene la orientación

lineal.

�

Definición 4.4.2. Sea Qn la clase de los carcajes con n vértices el cual satisface:

(C1) Todos los ciclos están orientados y son de longitud 3.

(C2) Cada vértice tiene a lo más cuatro vecinos.

(C3) Si un vértice tiene cuatro vecinos, entonces el vértice pertenece exactamente a dos 3-ciclos: uno formado

con dos de sus aristas adyacentes, y el otro con otras dos.

(C4) Si un vértice tiene exactamente tres vecinos, entonces dos aristas adyacentes pertenecen a un 3-ciclo y

la tercera arista no pertenece a ningún 3-ciclo.
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Observemos que un 3-ciclo, en la primera condición, significa un ciclo en la gráfica sin orientar, y no pasa

por la misma arista dos veces.

Lema 4.4.3. Qn es cerrado bajo mutación.

Demostración. Sea Q ∈ Qn. Veremos qué pasa localmente cuando mutamos en el vértice i. Denotamos con

Q∗ al carcaj obtenido al mutar en dicho vértice, y a las flechas α de Q con α∗ a la flecha correspondiente en

Q ∗ . Consideremos la flecha

α : j // i .

Notemos que tenemos tres casos:

(i) Supongamos que α no pertenece a ningún 3-ciclo ni en Q ni en Q∗, entonces i no tiene más de tres

vecinos y basta con verificar ese vértice porque la mutación en i sobre el vértice j deja las flechas iguales.

Ahora, si i tiene dos vértices vecinos y no pertenece a un ciclo, entonces Q∗ es de tipo Qn. Notemos

que i no puede pertenecer a un ciclo, porque entonces al mutar Q en i, se tiene que α∗ pertenece a

un 3-ciclo. Ahora, si i tiene tres vértices vecinos, entonces α∗ pertenece a un 3-ciclo en Q∗, lo cual no

puede ser cierto por hipótesis, por tanto i sólo puede tener dos vértices vecinos que no forman parte

de un tres ciclo.

(ii) Supongamos que α pertenece a un 3-ciclo en Q pero α∗ no pertenece a un 3-ciclo en Q ∗ . Notemos

que i ya tiene dos vértices vecinos, falta observar qué pasa si tiene tres o cuatro vecinos, i no puede

tiener tres vecinos pues la flecha que no pertenece a un 3-ciclo, genera un 3-ciclo en Q∗ que contienen

a α ∗ . Supongamos que i tiene cuatro vecinos, lo cual tampoco puede suceder ya que i pertenece a dos

3-ciclos en Q, pero al mutar en i obtenemos 3-ciclos en Q∗ que contienen a α∗, lo cual contradice la

hipótesis. Por tanto Q∗ es de tipo Qn.

(iii) Supongamos que α no pertenece a un 3-ciclo en Q pero α∗ si pertenece a un 3-ciclo en Q∗ . Como α no

pertenece a un 3-ciclo, entonces i sólo puede tener a lo más dos vértices vecinos. Sean h, k los vecinos

de i. Si i es una fuente, entonces i∗ es un pozo, aśı el nuevo Q∗ es de tipo Qn. Supongamos que dos de

las flechas terminan en i y la otra flecha sale de i, por tanto el carcaj Q∗ tiene al menos un 3-ciclo que

contiene a α ∗ . Por tanto Q∗ es de tipo Qn. Por otro lado, supongamos que las otras dos flechas que

no son α salen de i, aśı al mutar en i tenemos que Q∗ tiene al menos un 3-ciclo que contiene a α ∗ .

Con todo lo anterior, se tiene que Q∗ es de tipo Qn.

El caso donde

α : i // j ,

es análogo.

�

Lema 4.4.4. Si Q1, Q2 son carcajes en Qn, y tienen el mismo número de 3-ciclos, entonces Q2 puede ser

obtenido de Q1 por mutaciónes iteradas donde todos los carcajes intermedios resultantes de las iteraciones

tienen también el mismo número de 3-ciclos.

Demostración. Es necesario probar que todos los carcajes en Qn pueden ser mutados sin cambiar el número

de 3-ciclos. En este proceso permitimos mutar en fuentes, pozos, y vértices de grado tres y cuatro, como las

mutaciónes que no cambian el número de 3-ciclos para carcajes en Qn.
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Definimos una función distancia sobre el conjunto de 3-ciclos en carcajes en Qn. Para cada par C,C ′ de

diferentes 3-ciclos en Q, definimos la dQ(C,C ′) como la longitud de la única trayectoria entre C y C ′, (quizás

sin orientar), es decir, el número de aristas en esta trayectoria; es fácil ver que la trayectoria es única, ya que

si hubiesen dos trayectorias entre C y C ′ tendŕıamos ciclos de longitud mayor a 3.

Sea Q un carcaj en Qn, y supongamos que el carcaj sin orientar de Q no es An. Definimos un orden total en

un subconjunto SQ del conjunto de los 3-ciclos de Q. Este subconjunto no está definido de manera única. Q
debe contener un 3-ciclo el cual sólo está conectado a otro 3-ciclo a través (a lo más) de uno de sus vértices.

Escogemos uno de esos ciclos y le llamamos C1. Si hay más 3-ciclos, sea C2 uno de los 3-ciclos el cual

minimiza la dQ(C1, C2). Si hay más 3-ciclos, sea C3 6= C1 uno de los 3-ciclos tal que minimiza dQ(C2, C3). Si

Ci está definido para algún i ≥ 3, y existe uno o más 3-ciclos C tales que dQ(Ci, C) < dQ(Cj , C) para j < i,
sea Ci+1 uno de los cuales minimiza dQ(Ci,−) entre los 3-ciclos con esta propiedad. Continuando con esta

forma hasta que Cs esté definido, pero Cs+1 no pueda ser definido. Sea SQ = {C1, . . . , Cs} nuestro conjunto

totalmente ordenado de 3-ciclos.

Después, veremos que tenemos un procedimiento para mover 3-ciclos en el carcaj y estar más cerca entre

ellos. Sea C y C ′ un par de 3-ciclos vecinos en Q tales que dQ(C,C ′) ≥ 1. Queremos mover a C y C ′ para

que estén lo más cerca posible con mutación. Salvo orientación en la arista de d a e, esto se ve como en el

siguiente diagrama. La otra orientación da una situación similar.

Qa Qb

a

��

b

??
??

??
??

Qc
c

??��������
d

C

oo // e f
C

′

g Qg

En el diagrama anterior los Qi son subcarcajes. Mutando en d tenemos el siguiente carcaj Q∗ :

Qa Qb

a

��?
??

??
??

??
b

??
??

??
??

Qc
c // d∗

OO

e
C∗

oo f
C

′

g Qg

La única diferencia entre Q y Q∗ es que dQ
∗(C∗, C ′) = dQ(C,C ′) − 1, y después de la mutación existe una

trayectoria de longitud 1 entre C∗ y Qc. Esta es la mutación que se usa para acercar dos ciclos.

Supongamos que hay un un 3-ciclo C en Q tal que no está en SQ. Usaremos el procedimiento de acercar

3-ciclos para producir un nuevo carcaj Q∗ con una sucesión SQ
∗ de 3-ciclos tales que el tamaño de SQ

∗ sea

igual al tamaño de SQ + 1.
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El carcaj Q, con esta sucesión SQ se ve aśı:

Q1 Qi Qs

x1

CC
CC

CC
CC

xi

BB
BB

BB
BB

xs

CC
CC

CC
CC

z1
C1 y1 zi

Ci yi zs

Cs ys

(4.5)

donde los Qi son subcarcajes, y C está en Qi para algún i = 2, 3, . . . , s−1, lo cual se sigue de la definición de

C y de s. Tenemos que C puede moverse hacia xi, usando el procedimiento descrito anteriormente. Podemos

realizar este procedimiento hasta que C y Ci compartan el vértice xi, y xi tenga cuatro vecinos. Entonces

mutamos en el vértice xi del siguiente diagrama (lo cual vemos de manera local)

zi
yi

z′
i

y′

i

xi

Ci

y obtenemos:

zi
yi

z′
i

y′

i

xi∗

Llamamos al carcaj resultante Q∗. Después de etiquetar tenemos una sucesión C∗

1 , . . . , C∗

s+1 de 3-ciclos en

el carcaj Q∗, donde C∗

j
= Cj para j < i y C∗

j
= Cj−1 para j > i + 1. Este es el candidato de SQ

∗ .

Extendiendo nuestro conjunto totalmente ordenado las veces necesarias, tendremos un carcaj donde todos los

3-ciclos están en una sucesión C1, . . . , Cs como en el diagrama (4.5) para algún s y los subcarcajes Q1, . . . , Qs

son trayectorias (no dirigidas).

Si ys en el diagrama (4.5) tiene grado 3, movemos Cs a la derecha mutando en ys y continuando de la

misma forma, cuando lleguemos a un diagrama como el de (4.5) donde ys tenga sólo dos vecinos (xs y

zs), reducimos Qs mutando en xs y continuando hasta que el nuevo xs tenga sólo a ys y zs como vecinos.

Orientando convenientemente a Qs como en el Lema 4.4.1, podemos hacer esto de tal forma que ys tenga

solamente dos vecinos, y Cs este conectado al resto del carcaj sólo a través de zs. Sucesivamente al generar

Cs−1, . . . , C1 tendremos un carcaj que consiste de una sucesión de 3-ciclos con dQ(Ci, Ci+1) = 0 para vecinos

Ci y Ci+1 y posiblemente con algunas trayectorias no dirigidas como se ve en el diagrama:
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x1

BB
BB

BB
BB

xs−1

EE
EE

EE
EE

xs

}}
}}

}}
}}

• • • z1
C1 y1 zs−1

Cs−1
zs

Cs ys

(4.6)

La orientación de Cs no importa mucho, pues podemos voltearlo en el diagrama. Si i es el numero más grande

y menor que s tal que Ci no está orientado en dirección de las manecillas del reloj, mutamos en yi = zi+1 y

conseguimos un diagrama similar donde el nuevo Ci+1 está orientado en la dirección opuesta a las manecillas

del reloj, y el nuevo Ci está orientado en el sentido de las manecillas del reloj. Haciendo esto las veces que

sea necesario, tenemos el carcaj que queŕıamos.

�

Proposición 4.4.5. Un carcaj Q es equivalente bajo mutación a An si y sólo si Q ∈ Qn.

Demostración. Sabemos que todas las orientaciones de An están en Qn.

Se sigue del Lema 4.4.4 que todos los miembros de Qn pueden alcanzarse por mutaciónes iteradas a un carcaj

An, pues al mutar el carcaj en el diagrama (4.6) en todos los xi obtenemos un carcaj con gráfica sin orientar

An, y podemos ir en reversa del proceso de la prueba anterior para llegar a cualquier Q ∈ Qn. �
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0.1. IDEALES PRIMOS ESPECIALES

En éste apéndice nos referimos a la notación y resultados del libro [Ful] de donde obtuvimos el resultado

principal.

0.1. El ideal generado por las coordenadas de Plücker es un ideal

primo

En esta parte construiremos y estudiaremos unas representaciones polinomiales irreducibles del grupo general

lineal GLm(E), donde E es un espacio vectorial definido sobre el campo de los complejos. Estas represen-

taciones pueden ser formadas por una construcción que en álgebra lineal generaliza una construcción bien

conocida de productos simétricos y exteriores; y además esto tiene sentido para un módulo sobre un ani-

llo conmutativo. Estas representaciones son parametrizadas por diagramas de Young λ con al menos m
renglones, y tenemos bases correspondientes a tablas de Young sobre λ con entradas en 1, . . . ,m.
Sea R un anillo conmutativo y E un R-módulo. Consideremos además cualquier partición λ, construiremos

un R-módulo denotado por Eλ. El producto cartesiano de n = |λ| copias de E será escrito como E×λ pero

etiquetado por los n cuadros de un diagrama de Young de λ. Aśı un elemento v ∈ E×λ está dado especificando

un elemento de E por cada cuadro en el diagrama de λ.
Para la construcción necesitamos la siguiente

Definición 0.1.1. Dadas una numeración T de un diagrama de Young asociado a una partición λ, dos

columnas del diagrama y la elección de un conjunto de un mismo número de cuadros en cada una de

las columnas elegidas, se define el intercambio en la numeración T como la numeración S obtenida de T
intercambiando las entradas en los dos conjuntos de cuadros elegidos manteniendo el orden vertical en cada

una, y las entradas del diagrama que no se consideraron en la elección de cuadros se quedan igual.

Ejemplo 0.1.1. Consideremos la siguiente partición λ = (4, 3, 3, 2) y elijamos a la segunda y tercera colum-

na, con un subconjunto de dos cuadros en cada una; el segundo y cuarto cuadro para la segunda columna y

los dos primeros para la tercera columna y haciendo el intercambio de esas dos columnas, lo que nos resulta

es lo siguiente;

T =

3 5

2 4 5

1 3 4

1 5 2 1

Intercambio
T ′ =

3 4

2 4 5

1 2 5

1 5 3 1

Consideremos funciones ρ : E×λ −→ F con F un R-módulo tales que satisfacen las siguientes propiedades:

(1) ρ es multilineal, es decir, si fijamos una entrada, entonces ρ es R-lineal en esa entrada.

(2) ρ es alternante en las entradas de cualquier columna de λ. Esto es, ρ se hace cero siempre que dos

entradas iguales están en la misma columna, junto con (1), tenemos que ρ(v) = −ρ(v′) si v′ es obtenida

de v intercambiando dos entradas en una columna.

(3) Para cualquiera v ∈ E×λ, se tiene que ρ(v) =
∑

ρ(w) donde la suma es sobre todos los w obtenidos de

v intercambiando entre dos columnas, con un subconjunto dado de cuadros fijo en la columna derecha

escogida.

3



0.1. IDEALES PRIMOS ESPECIALES

Note que si el número de cuadros elegidos es k y la longitud de la columna izquierda elegida es c, entonces hay
(

c

k

)

tales w para un v dado. Como tenemos (1) y (2), basta con que calculemos los cambios en los primeros

cuadros de la columna derecha. Por ejemplo λ = (2, 2, 2) y escogiendo el primer cuadro de la segunda columna

tenemos que

ρ

z w

y

x

v

u

= ρ

u w

y

x

v

z

+ ρ

z w

y

u

v

x

+ ρ

z w

u

x

v

y

para todo x, y, z, u, v, w ∈ E.
Definimos el Módulo de Schur Eλ como el módulo universal para tales funciones ρ. Es decir, Eλ es un

R-módulo y si tenemos una función E×λ −→ Eλ, que denotamos v 7→ vλ, que satisface (1)-(3), entonces

para cada homomorfismo ρ : E×λ −→ F, existe un único homomorfismo ρ̄ : Eλ −→ F de R-módulos tal que

ρ(v) = ρ̄(vλ), para todo v ∈ E×λ.
Consideremos los casos extremos, es decir, cuando λ = (n). Entonces la propiedad (2) es vaćıa, y (3) dice

que todas las entradas conmutan, por tanto vemos que E(n) es la potencia simétrica Symn(E), la cual es

construida como el cociente de E⊗n por el submódulo generado por todos los v1 ⊗ . . . ⊗ vn − v
σ(1) . . . v

σ(n),
para toda vi ∈ E y σ ∈ Sn. Similarmente, si λ = (1n), entonces la propiedad (3) es vaćıa y (2) dice que

las entradas son alternantes; aśı E(1n) es la potencia exterior ∧n(E) la cual es construida como el cociente

de E⊗n por el submódulo generado por todos los v1 ⊗ . . . ⊗ vn, donde cualesquiera dos vi son iguales. El

hecho de que Eλ es único, salvo isomorfismo canónico, se sigue de la descripción como solución al problema

universal. Para construirlo, notemos que el módulo universal con la propiedad (1) es el producto tensorial de

n copias de E, este producto lo denotaremos por E⊗λ para enfatizar que los factores estan indexados por los

cuadros del diagrama de Young de λ. El módulo universal con las propiedades (1) y (2) es el cociente E⊗λ

por el submódulo generado por los tensores de elementos de E que tienen dos entradas iguales en la misma

columna. Si nuestro número λ decrece las columnas de izquierda a derecha, esto identifica al último módulo

con el módulo ∧µ1E ⊗R . . . ⊗R ∧µlE, donde µi es la longitud de la i-ésima columna del diagrama de λ, es

decir µ = λ̄.
La función de E×λ a ∧µiE es la siguiente: dado un vector en E×λ, la función toma el producto exterior de

las entradas en cada columna de arriba hacia abajo, y luego toma el producto tensorial de esas clases. Por

ejemplo, dado el siguiente diagrama

z w

y

x

v

u

bajo la función descrita antes tiene imagen (x∧y∧z)⊗(u∧v∧w) ∈ ∧3E⊗∧3E. Escribimos esta transfomación

de E×λ a ⊗ ∧µi E como v 7→ ∧v. Entonces

Eλ = ∧µ1E ⊗R . . . ⊗R ∧µlE/Qλ(E), (1)
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donde Qλ(E) es el submódulo generado por todos los elementos de la forma ∧v −
∑

∧w, donde la suma

sobre todos los w obtenidos de v por intercambio con el procedimiento descrito en (3), para una elección de

cuadros y columnas.

Definición 0.1.2. Sea e1, . . . , em un conjunto ordenado de elementos en E. Entonces, para cualquier nu-

meración T de λ con elementos en {1, . . . ,m}, tenemos un elemento en E×λ reemplazando cualquier i en un

cuadro de T por el elemento ei. La imagen de este elemento en Eλ lo denotamos por eT .

Lema 0.1.3. Si E es libre en e1, . . . , em, entonces Eλ = F/Q, donde F es libre en los elementos eT para

todas las numeraciones T de λ con entradas en 1 . . . ,m y Q es generado por los elementos:

(1a) eT si T tiene dos entradas iguales en cualquier columna;

(2a) eT + eT
′ donde T ′ es obtenida de T intercambiando dos entradas en una columna;

(3a) eT −
∑

eS , donde la suma sobre todos los S obtenidos de T por un intercambio como en 0.1.

Demostración. Se sigue de la multilinealidad de las funciones, que los elementos eT generan a Eλ; aśı tenemos

la función sobreyectiva f : F ։ Eλ. Las propiedades (2) y (3) implican que los generadores de Q bajo la

función f se van a cero, aśı la función inducida f̄ : F/Q ։ Eλ es un isomorfismo. En efecto, la función ya

es sobreyectiva, demostremos que es inyectiva, para ello notemos que los vectores eT cuando T vaŕıa sobre

todas las numeraciones de λ forman una base para el producto tensorial E⊗λ. El módulo obtenido usando las

relaciones (1a) y (2a) es exactamente el producto tensorial ∧µ1E ⊗ . . .⊗∧µlE (y eT con todas las columnas

estrictamente crecientes forman una base para este módulo). Las relaciones en (3a) generan las relaciones del

módulo Qλ(E), pues los ei generan a E y de la R multilinealidad. Por tanto el Lema se sigue de la ecuación

(1).

�

Quizás la más simple y temprana aparición de las relaciones (1)- (3) está en la siguiente identidad en álgebra

lineal.

Lema 0.1.4 (Lema de Sylvester). Sean M,N ∈ Matp×p(R) y 1 ≤ k ≤ p, entonces det(M) det(N) =
∑

det(M ′) det(N ′) donde la suma corre sobre todos los pares (M ′, N ′) de matrices obtenidas de M y N
intercambiando un conjunto fijo de k columnas de N con cualesquiera k columnas de M preservando el

orden de las columnas.

Demostración. Por la propiedad alternante de los determinantes, no hay perdida de generalidad si suponemos

que el conjunto de columnas fijas de N consta de las primeras k columnas. Para vectores v1, · · · , vp ∈ R
p,

denotamos con |v1 · · · vp| al determinante de la matriz cuyas columnas son los vectores v1, · · · , vp. La identidad

a probar es la siguiente

|v1 . . . vp||w1 . . . wp| =
∑

i1<...<ik

|v1 . . . w1, . . . wk . . . vp||vi1
. . . vik

wk+1 . . . wp| (2)

donde, en la suma, los vectores w1, . . . , wk son intercambiados con los vectores vi1
, . . . , vik

. Es suficiente

mostrar que la diferencia de los lados de la ecuación (2) es una función alternante de los p + 1 vectores

v1, . . . , vp, w1 debido a que toda función debe hacerse cero (∧p+1(Rp) = 0). Para esto es suficiente mostrar

que los dos lados son iguales cuando dos vectores sucesivos vi, vi+1 son iguales. Lo cual es inmediato de la
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propiedad de los determinantes, ya que en la parte izquierda de la ecuación (2) se hace cero, y del lado

derecho se hace cero pues tenemos
(

p

k

)

sumandos en los cuales se anulan s sumandos donde aparecen vi y

vi+1 en un mismo determinante en cada sumando y los otros
(

p

k

)

− s son un número par de sumandos que

se eliminan dos a dos de tal forma que la ecuación (2) se anula; y cuando vp = w1 es suficiente probar que

la diferencia de los dos lados en (2) es una función alternante de v1, . . . , vp, w2. Otra vez el caso vi = vi+1 es

inmediato, y el caso cuando vp = w2 se obtiene de igual manera por la propiedad de los determinantes. �

Sean Zij indeterminadas con 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m y R[Z] = R[Z11, . . . , Znm] el anillo de polinomios en esas

variables. Para cada p-tupla i1, . . . , ip de enteros en {1, . . . m} con p ≤ n, sea

Di1,...,ip
= det







Z1i1
. . . Z1ip

...
. . .

...

Zpi1
. . . Zpip







la cual es una función alternante en i1, . . . , ip. Para todo diagrama de Young λ, con al menos n renglones

y una numeración arbitraria T de λ con entradas en {1, . . . ,m}, denotamos por DT al producto de los

determinantes correspondientes a las columnas de T , es decir, DT =
∏

l

i=1 D
T (1,j)T (2,j)...T (µj ,j) donde µj es

la longitud de la j-ésima columna de λ y T(i,j) es la entrada de T en el i-ésimo renglón y j-ésima columna.

Lema 0.1.5. Si E es libre con base e1, . . . , em, entonces existe un homomorfismo canónico de Eλ a R[Z]

que env́ıa eT a DT para toda T .

Demostración. Usando el Lema 0.1.3, es suficiente probar que los elementos DT satisfacen las propiedades

correspondientes a (1a)-(3a) del Lema. Las primeras dos propiedades se siguen de la propiedad alternante

de los determinantes. La propiedad (3a) se sigue del Lema de Sylvester aplicado a las matrices apropiadas.

Para esto, supongamos que las dos columnas de T en las cuales el intercambio tiene lugar son las dos

primeras y que se realiza en las entradas i1, . . . , ip de la primera y j1, . . . , jq de la segunda. Sean N =






Z1j1
. . . Z1jp

0
...

. . .
...

Zpj1
. . . Zpjq

Ip−q






,M =







Z1i1
. . . Z1ip

...
. . .

...

Zpi1
. . . Zpip







donde la matriz N tiene la matriz identidad de tamaño p − q en la parte inferior derecha, y un bloque

de ceros sobre esa matriz de tamaño q × (p − q). El Lema de Sylvester, aplicado a esas dos matrices y el

subconjunto de columnas especificado por el subconjunto de la columna derecha de T como intercambio, nos

da el resultado deseado. �

Teorema 0.1.6. Si E es libre con generadores e1, . . . , em, entonces Eλ es libre con generadores eT , cuando

T vaŕıa sobre todas los tablas sobre λ con entradas en {1, . . . ,m}.

Demostración. Para la prueba de que eT genera a Eλ, necesitamos definir un nuevo orden en las numeracio-

nes; sean T, T ′ numeraciones de λ. Decimos que T ≺ T ′ si en la primera columna (de derecha a izquierda)

diferente en las dos numeraciones, en el primer cuadro donde las numeraciones son distintas (de abajo a arri-

ba) la entrada en T ′ es mayor que la de T. Usaremos el Lema 0.1.3 donde nos dice que Eλ = F/Q, debemos

mostrar que dada cualquier numeración T, que no es una tabla, podemos escribir a eT como combinación

lineal de elementos eS , con T ≺ S y elementos en Q. Podemos asumir que las entradas en las columnas de

T son estrictamente crecientes, usando las relaciones (1a) y (2a), note que al hacer que las columnas sean

estrictamente crecientes en T, podemos reemplazarlo por un T ′ más grande que T en el orden descrito. Si
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las columnas de T son estrictamente crecientes pero no es una tabla, supongamos que la k-ésima entrada

de la columnas j es estrictamente más grande que la k-ésima entrada de la j + 1 columna. Entonces, te-

nemos que eT =
∑

eS , donde la suma es sobre todas las S obtenidas de T intercambiando las primeras k
entradas de la j + 1 columna de T con k entradas en la j columna, y como cada S es mayor que T en este

orden, por tanto eT genera a Eλ. Para probar que eT son linealmente independientes, usaremos el Lema

0.1.5, para aśı probar que los DT son linealmente independientes cuando T vaŕıa sobre las tablas. Para

esto, ordenemos las variables Zij en el siguiente orden: Zij < Zi
′
j
′ si i < i′ ó i = i′ y j < j′. Ordenamos

también los monomios en esas variables lexicográficamente: M1 < M2 si el más pequeño Zij que ocurre

en una potencia diferente ocurre en la potencia más pequeña en M1 que en M2. Note que si M1 < M2 y

N1 ≤ N2, entonces M1N1 < M2N2. De esta definición, se sigue que el monomio más pequeño que aparece en

un determinante Di1,...,ip
con i1 < . . . < ip, es el término diagonal Z1i1

· · ·Zpip
. Por tanto el monomio más

pequeña que aparece en DT , si T tiene columnas crecientes, es
∏

(Zi,j)
mT (i,j) donde mT (i, j) es el número

de veces que j aparece en la i-ésimo renglón de T . Este monomio ocurre con coeficiente 1. Ordenamos las

tablas T < T ′ si el primer renglón donde ellos difieren, y la primera entrada donde ellos son distintos en ese

renglón, es más pequeño en T que en T ′. Equivalentemente, el más pequeño i para el cual existe un j con

mT (i, j) 6= mT
′(i, j), y el más pequeño tal j tal que mT (i, j) < mT

′(i, j). Se sigue que si T < T ′, entonces el

monomio más pequeño que ocurre en DT es más pequeño que cualquier monomio en DT
′ . De esto, tenemos

la independencia lineal, pues si
∑

rT DT = 0, tomando T mı́nimo tal que rT 6= 0, y entonces el coeficiente

de
∏

(Zi,j)
mT (i,j) en

∑

rT DT es rT .
�

Corolario 0.1.7. La función de Eλ a R[Z] es inyectiva y su imagen Dλ es libre en los polinomios DT

cuando T vaŕıa sobre las tablas en λ con {1, . . . ,m}.

El ideal de las relaciones cuadráticas

El principal resultado puede ser escrito en términos de álgebras simétricas. Recordemos que para un espacio

vectorial complejo V, el álgebra simétrica Sym(V ) es la suma directa de las potencias simétricas de V :

Sym(V ) =

∞
⊕

n=0

Symn V,

con Sym0 V = C. El homomorfismo natural Symn V ⊗ Symm V −→ Symn+m V, que actúa de la siguiente

manera (v1·, . . . , ·vn)⊗(w1·, . . . , ·wm) 7→ v1·, . . . , ·vn ·w1·, . . . , ·wm hace a Sym(V ) una C-álgebra conmutativa

graduada. Si V = V1 ⊕ . . .⊕Vr es una suma directa de r espacios vectoriales, existe un isomorfismo canónico

de álgebras Sym(V ) = Sym(V1) ⊕ . . . ⊕ Sym(Vr), pues se sigue de la propiedad universal de las potencias

simétricas. En particular, tomando una base X1, . . . , Xr para V nos da una identificación de Sym(V ) con el

anillo de polinomios C[X1, . . . , Xr]. Sea m un entero fijo tal que m ≥ d1 > . . . > ds > 0 y sea E un espacio

vectorial de dimensión m. Definimos un álgebra S(E; d1, . . . , ds) como el álgebra simétrica ∧d1E⊕ . . .⊕∧dsE,
módulo el ideal generado por las relaciones cuadráticas

S(E; d1, . . . , ds) = ⊕Syma1(∧d1E) ⊗ . . . ⊗ Symas(∧dsE)/Q, (3)

donde la suma corre sobre todas las s-tuplas (a1, . . . , as) de enteros no negativos, donde Q = Q(E; d1, . . . , ds)

es el ideal generado por las relaciones cuadráticas, las cuales son obtenidas como sigue: para cualquier par

7
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p ≥ q en {d1, . . . , ds}, y cualquiera v1, . . . , vp y w1, . . . , wq en E, un generador de Q es (v1 ∧ . . . ∧ vp)(w1 ∧
. . .∧wq)−

∑

i1<...<ik
(v1 . . . w1 . . . wk . . . vp)(vi1

. . . vik
wk+1 . . . wq) donde en la suma, los vectores w1, . . . , wk

son intercambiados con los vectores vi1
, . . . , vik

. Note que si p > q, este generador está en ∧pE ⊗ ∧qE, y si

p = q está en Sym 2(∧pE).
Tomando una base para e1, . . . , em para E, es decir identificando E con C

m, esta álgebra S(E; d1, . . . , ds)

puede ser identificada con el cociente de un anillo polinomial con variables Xi1,...,ip
, para subconjuntos de p

elementos i1, . . . , ip de {1, . . . ,m}, con p ∈ {d1, . . . , ds};Xi1,...,ip
corresponde a ei1

∧ . . . ∧ eip
∈ ∧pE. Aśı, el

ideal es generado por todas las relaciones cuadráticas

Xi1,...,ip
Xj1,...,jq

−
∑

X
i
′

1,...,i
′

p
X

j
′

1,...,j
′

q
, (4)

donde la suma corre sobre todos los intercambios de j1, . . . , jk con k de los ı́ndices i1, . . . , ip, con p ≥ q ≥
k ≥ 1, p, q ∈ {d1, . . . , ds}. Denotamos este anillo por S(m; d1, . . . , ds) :

S(m; d1, . . . , ds) = C[Xi1,...,ip
, p ∈ {d1, . . . , ds}]/Q, (5)

donde Q está generado por las relaciones dadas en (4).

Sea λ una partición cuyas columnas tienen longitud en el conjunto {d1, . . . , ds}, esto es, el conjugado λ̃
tiene forma (da1

1 · · · das
s

) para enteros no negativos a1, . . . , as, es decir λ = (da1
1 · · · das

s
) donde aj indica el

número de veces que aparece dj en la partición de λ. Hemos visto que la representación Eλ es el cociente de

Syma1(∧d1E)⊗ . . .⊗ Symas(∧dsE) por el subespacio generado por las relaciones cuadráticas. En particular,

se sigue que el álgebra S(m; d1, . . . , ds) es la suma directa de copias de Eλ. Si n ≥ d1, el Corolario 0.1.7

nos da un isomorfismo canónico de S(m; d1, . . . , ds) al subálgebra de C[Z] generada por todos los DT , donde

T varia sobre todas las tablas sobre diagramas de Young cuyas columnas tienen longitudes {d1, . . . , ds} y

cuyas entradas están en {1, . . . ,m}, este isomorfismo lleva a Xi1,...,ip
en Di1,...,ip

. Más aún, hemos visto que

cada Eλ es isomorfo a Dλ bajo el isomorfismo, entonces basta probar que la suma de Dλ en C[Z] es directa,

lo cual se sigue del hecho de que Dλ son representaciones irreducibles no isomorfas. En particular, el anillo

S(m; d1, . . . , ds) es un dominio entero, pues es isomorfo al subanillo del anillo de polinomios C[Z].

De lo anterior se puede deducir la siguiente:

Proposición 0.1.8. El ideal en Syma1(∧d1E) ⊗ . . . ⊗ Symas(∧dsE) generado por la relaciones cuadráticas

es un ideal primo.

El resultado también es cierto cuando C es reemplazado por cualquier dominio entero R, y E es un R-

módulo libre con m generadores. El anillo S(m; d1, . . . , ds) definido como el cociente de un anillo polinomial

R[Xi1,...,ip
] por el ideal generado por los polinomios DT , y el DT para T una tablas de una forma con columnas

de longitudes d1, . . . , ds y entradas en {1, . . . ,m}, forman una base. Además, la prueba es la misma una vez

que conocemos la independencia lineal de los DT .

Corolario 0.1.9. El ideal generado por las relaciones de Plücker, es un ideal primo.

Demostración. Como el ideal generado por las relaciones de Plücker es un ideal generado por relaciones

cuadráticas y además vimos al principio de esta subsección que tenemos una identificación de las álgebras

simétricas sobre C con el anillo de polinomios con variables los elementos de una base del espacio, en nuestro

caso este anillo de polinomios es C[e1, . . . , ed, x1, . . . , xn]. Por tanto, la Proposición 0.1.8 nos dice que el ideal

generado por las relaciones de Plücker son un ideal primo. �
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