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Capítulo I Introducción 

1. INTRODUCCION 

En este capítulo, se da una introducción a los métodos de estimación espectral, se describe el 
problema que se desea resolver, se plantea la hipótesis que se desea verificar y los objetivos que se 
pretenden alcanzar. Además, se mencionan las contribuciones obtenidas del desarrollo de este 
trabajo y, finalmente, se describe su contenido y su justificación. 

1.1. Planteamiento del problema 

Se requiere calcular la distribución de energía o espectro de una señal no estacionaria utilizando la 
distribución tiempo frecuencia de Born J ordan. 

El problema físico es el siguiente. Se necesita estimar el grado de obstrucción en una arteria o vena 
del cuerpo humano. La obstrucción se podría deber a la acumulación de colesterol en la pared de la 
arteria o vena. Esta obstrucción causa turbulencias en el flujo sanguíneo. Esta turbulencia se puede 
medir de forma indirecta a través de un método no invasivo, el cual se describe a continuación. Se 
hace incidir una onda ultrasónica sobre la arteria o vena. Esta onda ultrasónica se refleja debido al 
movimiento aleatorio de los diferentesgl6bulos que componen el tejido sanguíneo. Posteriormente, se 
detecta la onda reflejada, la cual es una señal no estacionaria ultrasónica de tipo Dóppler. Se calcula 
el espectro de esta señal. Por último, basándose en este espectro de la señal, se calcula la frecuencia 
media pseudo instantánea y el ancho de banda espectral RMS. La forma de las gráficas de la 
frecuencia media pseudo instantánea y el ancho del banda con respecto al tiempo, constituyen un 
indicador del grado de obstrucción de una arteria o vena. Cierto tipo de modelos de gráficas se 
asocian con patologías específicas debidas a la obstrucción de arterias o venas[12][18][19]. 

1.2. Estimación espectral 

En este apartado se da una introducción a los siguientes métodos de estimación espectral: 
transformada de Fourier, t~ansformada corta de Fourier, distribuciones tiempo frecuencia de 
Wigner Ville y de Born Jordan. Todos pertenecen a la clase de Cohen de distribuciones tiempo 
frecuencia. 

El espectro o el cuadrado de la magnitud de la transformada de Fourier, es el método clásico que se 
utiliza para representar la distribución de energía de una señal estacionaria en el dominio de la 
frecuencia. 

El espectro de una señal x(t) se define como: 

s(f)=IX(f)2 (EQ.1.1) 

donde X(f) es la transformada de Fourier de la señal x(t), la cual se define como: 
00 

X(f) = F[x(t)] = fx(t )e-/21ifi dt (EQ.1.2) 
-00 

Esta representación en el dominio de la frecuencia se define sobre un intervalo infinito de tiempo, 
donde t representa el tiempo y f la frecuencia (note los límites de la integración con respecto al 

1 
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Capítulo I Introducción 

tiempo). Consecuentemente, para una señal no estacionaria, la variación de su espectro con respecto 
al tiempo se oculta. 

Una representación alternativa consiste en la utilización de la transformada corta de Fourier, la cual 
se evalúa aplicando una función ventana adecuada a la señal original x(t) y calculando la 

transformada de Fourier. Esta se define como: 
00 

X w(t,f) = fW(r -t)x(r )e- j
2;ifT dr (EQ.1.3) 

-00 

donde W(r) es una función ventana que satisface las condiciones W(r) = O para Irl > T/2 Y 

W(O) = 1. Utilizando esta técnica, se puede obtener una aproximación del espectro de la señal en el 

punto medio del soporte de la función ventana a través de la siguiente expresión: 

Sw(t,f) = IXw(t,ff (EQ.1.4) 

En este desarrollo se asume' que la señal x(t) es estacionaria durante el soporte de la función ,/ 

ventana. 

Nótese que las resoluciones temporal -y frecuencial de la transformada corta de Fourier son 
inversamente proporcionales. Ambas resoluciones dependen de la longitud de ventana. Si se 
incrementa la longitud de ventana entonces se incrementa la resolución frecuencial pero se disminuye 
la capacidad de ubicar los diferentes componentes frecuenciales en el tiempo; además se debilita el 
supuesto de la señal estacionaria. Contrariamente, si se disminuye la longitud de la ventana entonces 
se incrementa la capacidad de ubicar los diferentes componentes frecuenciales en el tiempo pero se 
disminuye la resolución frecuencial. 

Otro método alternativo consiste en utilizar la distribución tiempo frecuencia de Wigner Ville, la 
cual es útil para representar la distribución de energía de la señal en el dominio del tiempo y la 
frecuencia simultáneamente. La distribución de Wigner Ville se define como: 

WVD(t,f) = lx(t+~)x·(t-~}-j.lTdT (EQ.1.5) 

donde OJ representa a la frecuencia angular. 

La distribución de Wigner Ville no tiene la restricción de la resolución temporal y frecuencial 

inherente a la transformada corta de Fourier ya que no utiliza una ventana W(t) para determinar la 

ubicación temporal. Además la distribución de Wigner Ville puede analizar señales no estacionarias. 

Si bien la distribución de Wigner Ville estima el espectro de una señal correctamente en ausencia de 
ruido, su desempeño empeora a medida que éste aparece. La distribución de Wigner Ville pertenece a 
la clase de Cohen de distribuciones tiempo frecuencia. Otras distribuciones que pertenecen a esta 
Clase son las distribuciones de Choi Williams[17J y de Bessel[ZoJ. En trabajos previos[ZIJ se han estudiado 
dichas distribuciones. Este trabajo amplia el anterior, realizando un estudio de la distribución tiempo 
frecuencia de Born J ordan, la cual también pertenece a esta Clase. 
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1.3. Hipótesis 

La distribución tiempo frecuencia de Born J ordan estima mejor el espectro de una señal Dóppler 
ultrasónica en presencia de ruido, mejor que la distribución tiempo frecuencia de Wigner Ville. 

1.4. Objetivos 

El objetivo general de este trabajo es desarrollar e implantar algoritmos secuenciales para técnicas 
de estimación espectral, en particular, para aquellas técnicas de estimación espectral basadas en 
distribuciones de tiempo frecuencia, concretamente, de Born Jordan. 

Los objetivos específicos de este trabajo son: 

• Diseño de algoritmos secuenciales para el cálculo de la distribución tiempo frecuencia de 
Born J ordan, en los cuales se efectúen un menor número de operaciones que las que se 
efectuarían al calcular esta distribución a través de su definición. 

• Implantación de los algoritmos secuenciales mencionados en el mClso anterior en una 
herramienta de cálculo computacional de alto desempeño (MA TLAB). 

• Evaluación práctica de los efectos que resultan de la variación del parámetro propio de la 
distribución, de la longitud de ventana de muestreo de la señal y de la relación señal a 
ruido, sobre la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea y ancho de banda 
espectral RMS, utilizando un modelo de señal Dóppler ultrasónica. Lo anterior permitirá 
encontrar los parámetros óptimos los cuales minimizan el error en las estimaciones 
espectrales. 

• Evaluación práctica del truncado en la función de auto correlación indexada al tiempo 
generalizada en el cálculo de la distribución tiempo frecuencia de Born Jordan. Lo anterior 
permite disminuir el número de operaciones implicadas en el cálculo de la estimación 
espectral, aunque incrementa el error dichas estimaciones. 

1.5. Contribuciones 

Se propone un algoritmo eficiente que calcula la distribución tiempo frecuencia de Born Jordan, la 
cual puede ser utilizada para implementar un sistema de flujometría Dóppler en tiempo real. 

Se proponen valores del parámetro Alfa de la distribución tiempo frecuencia de Born Jordan,que 
minimizan e,1 error en diversas estimaciones espectrales propias de señales Dóppler Ultrasónicas. 

Se propone un truncamiento en el cálculo de la función de autocorrelación de la distribución tiempo 
frecuencia de Born Jordan, el cual está sujeto a un compromiso de error en la estimación espectral 
contra la velocidad del cálculo. 

3 



Capítulo I Introducción 

Esta tesis se elaboró como un libro de texto para apoyar tanto a los cursos como a los proyectos de 
investigación relacionados con el Análisis Tiempo Frecuencia de señales, por lo cual el análisis 
matemático se detalla en los apéndices. 

Se publicó un artículo con el título "ESTIMACIÓN ESPECTRAL UTILIZANDO LA DISTRIBUCIÓN 
TIEMPO FRECUENCIA DE BORN JORDAN APLICADA A FLUJOMETRÍA DOPPLER", cuyos autores 
son Dr. Fabián Gorda Nocceti, Dr. Julio Solano G., M. en C. Ernesto Rubio Acosta, Juan Antonio 
Contreras Arvizu, presentado en el XXV Congreso, Nacional de Ingeniería Biomédica, de la Sociedad 
Mexicana de Ingeniería Biomédica A.C. (SOMIB), celebrado del 6 al 8 de noviembre del 2002 en 
Monterrey, Nuevo León México. 

La publicación se muestra en el Apéndice 3. 

1.6. Descripción del contenido 

En este capítulo, se plantea el problema y su contexto que motiva la elaboración de éste trabajo, así 
como la hipótesis, los objetivos y las contribuciones resultantes de la elaboración de este trabajo. 
Adicionalmente se da una introducción a algunos métodos de estimación espectral y se describe el 
contenido de cada capítulo. 

En el capítulo 2 se definen los conceptos que se utilizan en el desarrollo de este trabajo. Tales 
conceptos son los de señal, señal continua y discreta, señal estacionaria y no estacionaria, señal 
analítica, espectro, frecuencia, frecuencia instantánea, frecuencia media pseudo instantánea, 
potencia media pseudo instantánea, ancho de banda espectral RMS, error en las estimaciones de la 
frecuencia media pseudo instantánea y del ancho de banda espectral RMS, relación de potencia señal 
a ruido y clase de Cohen de distribuciones tiempo frecuencia. 

En el capítulo 3 se plantea la Distribución de Born Jordan a partir de la clase de distribuciones de 
tiempo frecuencia de Cohen. Posteriormente se desarrolla esta distribución para el caso discreto. 
Luego se transforma la distribución discreta obtenida en una expresión más adecuada para implantar 
un algoritmo eficiente que la calcule y se analiza su complejidad algorítmica. Finalmente se presentan 
ejemplos de la distribución de Born J ordan de algunas señales de interés académico. 

En el capítulo 4 se construye la señal Dóppler Ultrasónica utilizada en las simulaciones, la cual modela 
la velocidad media del flujo sanguíneo arterial en un corte transversal de la arteria carótida. 
También se presentan diversos experimentos numéricos realizados en Matlab para mostrar gráfica y 
cuantitativamente el comportamiento de la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea y 
del ancho de banda espectral RMS de la señal Dóppler, al variar la longitud de ventana de muestreo, 
la relación de potencia señal a ruido, y el parámetro propio de la distribución. También se presentan · 
criterios para la elección de los valores óptimos de dichos parámetros; es decir, aquellos que 
minimizan el error en las estimaciones espectrales. 

En el capítulo 5 se analizan los resultados obtenidos anteriormente. Fundamentalmente son los 
parámetros óptimos según la longitud de ventana de muestreo y la relación de potencia señal a ruido. 

4 



Capítulo I Introducción 

En el capítulo 6 se muestra el desempeño que tiene la distribución de Born J ordan para efectuar la 
estimación espectral cuando se trunca su función de autocorrelación indexada al tiempo generalizada. 
El truncando en esta función disminuye el número de operaciones implicadas pero incrementa el error 
en la estimación. De aquí que exista un compromiso entre el truncado y el error. Se presentan 
diversos experimentos numéricos utilizando el parámetro óptimo y una longitud de ventana de 
muestreo, variando la relación de potencia señal a ruido así como el índice de truncado de la función 
de autocorrelación. 

En el capítulo 7 se analizan los resultados obtenidos anteriormente. Fundamentalmente son los 
índices de truncado según la longitud de ventana de muestreo, la relación de potencia señal a ruido y 
el incremento porcentual en el error en las estimaciones espectrales. 

En el capítulo 8 se presentan las conclusiones y perspectivas futuras de este trabajo. 

En el Apéndice 1 se presenta la Bibliografía utilizada para el desarrollo de este trabajo. En el 
Apéndice 2 se presenta las formulas y desarrollo de ecuaciones del capítulo 3. En el Apéndice 3 se 
muestra la publicación presentada en el XXV Congreso Nacional de Ingeniería Biomédica, de la 
Sociedad Mexicana de Ingeniería Biomédica A.C. (SOMIB). Finalmente en el Apéndice 4 se muestra 
el programa que calcula la distribución tiempo frecuencia de Born J ordan para Matlab. 

1.7. Justificación 

Esta tesis apoya el desarrollo del proyecto CONACYT (No. 37913-A) "Arquitecturas y algoritmos 
para el análisis de señales Dóppler ultrasónicas de flujo sanguíneo" y del proyecto DGAPA 
(No.IN117999) "Arquitectura y algoritmos de alto desempeño para la generación y procesamiento de 
imágenes acústicas". Que dirigen; el Dr. Fabián Garda y el Dr. Julio Solano, y participa el M. en C. 
Ernesto Rubio, el cual se lleva a cabo en el Departamento de Ingeniería de Sistemas Computacionales 
y Automatización del Instituto de Investigaciones en Matemáticas Aplicadas y en Sistemas de la 
UNAM. 
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2. GENERALIDADES 

2.1. Introducción 

En el presente capítulo se definen los conceptos que se utilizan en el desarrollo de este trabajo. 
Tales conceptos son los de señal, señal continua y discreta, señal estacionaria y no estacionaria, señal 
analítica, espectro, frecuencia, frecuencia instantánea, frecuencia media pseudo instantánea, 
potencia media pseudo instantánea, ancho de banda espectral RMS, error en las estimaciones de la 
frecuencia media pseudo instantánea y del ancho de banda espectral RMS, relación señal a ruido y 
clase de Cohen de distribuciones tiempo frecuencia. 

2.2. Señal 

Una señal se define como cualquier cantidad física que varía con el tiempo, el espacio, o cualquier 
otra variable o variables independientes.II)12) 

En la gráfica de la Fig. 2.1 se muestra un ejemplo de una señal con una variable independiente. Se 
trata de una señal Dóppler ultrasónica, donde el tiempo es la variable independiente. 

Una descripción ilustrativa de lo que es una señal Dóppler ultrasónica es que, si se pudiera escuchar 
dicha señal, tendría cambios graduales de tonos agudos a graves o viceversa. Obsérvese que en la 
gráfica de la Fig. 2.1, los tonos graves se relacionan con oscilaciones lentas y los tonos agudos con 
oscilaciones rápidas. 

En la gráfica de la Fig. 2.2 se muestra un ejemplo de una señal con dos variables independientes. Se 
trata de una señal de distribución de potencia media pseudo instantánea donde las variables 
independientes son el tiempo y la frecuencia. La distribución de potencia media pseudo instantánea 
se definirá en el inciso 2.11. 

Una descripción ilustrativa de una señal de distribución de potencia media pseudo instantánea de una 
señal Dóppler ultrasónica sería el volumen que le correspondería a cada tono de la señal en cada 
instante de tiempo. Obsérvese que en la gráfica de la Fig. 2.2, un volumen alto se relaciona con las 
cúspides de mayor tamaño y un volumen bajo con las de menor tamaño. 

6 



Capítulo Ir 

Fig. 2.1 Gráfica de una señal Dóppler ultrasónica con una variable 

independiente: el tiempo. 

Fig.2.2 Gráfica de una señal de distribución de potencia media pseudo 
instantánea de una señal Dóppler ultrasónica con dos variables 

independientes: el tiempo y la frecuencia. 

2.3. Señal continua y señal discreta 

Generalidades 

Existen diversas clasificaciones para las señales. Las señales pueden ser continuas o discretas[ll[21. 
Una señal continua está definida para todos los valores reales de la variable independiente y, una 
señal discreta está definida solamente para los valores enteros de la variable independiente, quizá 
todos ellos multiplicados por una misma constante real. . 

Nótese que el término continuo o discreto se refiere a la naturaleza de la variable independiente 
(dominio) y no a la naturaleza de la función matemática que representa a la señal (rango). 
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En la gráfica de la Fig. 2.3 se muestra un ejemplo de una señal continua, la cual es la señal sinusoidal 
¡(t) = Ao cos(21ifot+Oo)' donde el tiempo t es la variable independiente continua. Véase la ecuación 

(EQ.2.1) 

En la gráfica de la Fig.2.4 se muestra. un ejemplo de la misma señal pero discreta, es decir, 
considerando una variable independiente discreta. 

Fig. 2.3 Gráfica de una señal sinusoidal, con variable independiente 
continua tiempo con valores reales de O a 2. 

Fig.2.4 Gráfica de una señal sinusoidal, con variable independiente 
discreta tiempo con valores enteros de O a 50, multiplicados todos ellos 

por 0.04. 
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2.4. Señal estacionaria y señal no estacionaria 

Una señal es estacionaria si sus características espectrales no se alteran con el transcurrir del 
tiempo, es decir, que su contenido frecuencial con respecto al tiempo es constantell1121191. Un ejemplo 
de señal estacionaria es una señal sinusoidal: 

x(t) = Ao cos(2¡ifot +(0) (EQ.2.1) 

donde Ao es la amplitud, fo es la frecuencia y 8 0 es la fase de la señal, todos ellos constantes. 

Por otro lado, una señal es no estacionaria si sus características espectrales no son constantes con 
respecto al tiempo, es decir, que su contenido ·frecuencial sí varía con respecto al tiempolll[2](4](91. Un 

ejemplo de señal no estacionaria es una señal Chirp: 

f(t) = Aa cos(2n(at+ 13')+°0) (EQ.2.2) 

donde lo = (at+ 13) es la frecuencia, claramente función lineal del tiempo. En la gráfica de la Fig. 2.5 

se muestra una señal Chirp. Dicha señal inicia con una frecuencia baja, la cual aumenta 
proporcionalmente con el transcurrir del tiempo. 

Fig. 2.5 Gráfica de la señal Chirp. 

2.5. Espectro 

El término espectro se usa para hacer referencia a la descripción de las frecuencias contenidas en la 
señalll](2](91. El análisis espectral consiste en descomponer la señal en sus componentes sinusoidales, · 
donde cada una tiene su propia frecuencia, amplitud, fase y ubicación temporal. De las componentes 
sinusoidales también es de particular interés conocer su energía y su potencia. El conjunto de estas 
componentes sinusoidales, junto con su descripción frecuencial y temporal, dan como resultado el 
espectro de la señal. 
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2.6. Frecuencia 

La frecuencia se define como la cantidad de ciclos completos por unidad de tiempo, y está 
relacionada con un movimiento periódico llamado oscilación armónica, el cual se describe con una 
función sinusoidal['][Zl. Un movimiento de oscilación armónica se describe matemáticamente por una 
función sinusoidal, ya sea real, ecuación (EQ.2.1), ó compleja: 

f(t) = Aoej(2",oI~o) (EQ.2.3) 

En instrumentación, la amplitud se mide generalmente en volts [V], el tiempo en segundos [s], la 
frecuencia en Hertz [Hz], y la fase en radianes [rad]. En la gráfica de la Fig. 2.6 se muestra la 
ecuación (EQ.2.1), con una amplitud de 2 [V], un intervalo de tiempo de O a 2 [s], una frecuencia de 2 

[Hz], y una fase de 37r [rad]. Además, en la misma gráfica se observa que el periodo de una señal 
2 

sinusoidal, denotado por T y calculado por T = 10-1, es la duración de un ciclo completo; mientras que 

la frecuencia, denotada por lo y calculado por lo = r-I , representa los ciclos contenidos en una unidad 

de tiempo. 

Fig.2.6 Periodo T y frecuencia lo de una señal sinusoidal. 

2.7. Señal Analítica 

Una señal analítica se representa con una función compleja, cuya transformada de Fourier es cero 
para todas las frecuencias negativasY][91[131 

A continuación se define el procedimiento para el cálculo de la señal analítica de una señal real por 
ser de utilidad en el cálculo de la distribución tiempo frecuencia. Es importante hacer mención que en 
este trabajo, todos los cálculos de la distribución tiempo frecuencia de Born Jordan se realizan 
utilizando siempre la señal analítica asociada a la señal real. 
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La señal analítica puede ser continua o discreta. El algoritmo para calcular la señal analítica de una 
señal real es: 

Datos: 

Para el caso continuo, x(t) es una señal real continua; mientras que para el caso discreto, 

x( n) es una señal real discreta de longitud N con n = O, ... , N -1 . 

Algoritmo: 

1. Calcular la transformada de Fourier de la señal real. 

Procedimiento: 
La transformada de Fourier X(f) de una señal x(t) para el caso continuo es: 

ao 

x(¡) = F[x(t)] = f x(t p-j
2

nft dt (EQ.2.4) 

La transformada de Fourier X(k) de una señal x(n) de longitud N para el caso discreto es: 

X(k) = F[x(n)] = Ix(np-/:, k=O, ... ,N-l (EQ.2.5) 
11=0 

2. Calcular la transformada de Fourier de la señal analítica. 

Procedimiento: 

La transformada de Fourier de la señal analítica X a (/) para el caso continuo es: 

j
2X(f) ,f> o 

x.(r) = X(f) ,f = o 
o ,f < o 

(EQ.2.6) 

La transformada de Fourier de la señal analítica Xa (k) de longitud N para el caso discreto 

es el siguiente. Si N es par: 

o bien, si N es impar: 

!
2X{k) ,k = 1, ... , N -1 

X.{k)= X{k) ,k=~ ~k=N~2 
o ,k - + 1, ... , N 1 

2 

N-l 
,k = 1""'-2-

,k = o 
N+l 

,k = -2-, ... ,N-l 

(EQ.2.7a) 

(EQ.2.7b) 
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3. Calcular la transformada inversa de Fourier de la señal analítica, lo cual constituye 
precisamente la señal analítica. 

2.8. 

Procedimiento: 
La transfQrmada inversa de Fourier de la señal analítica xa{t) para el caso continuo es: 

(EQ.2.8) 

La transformada inversa de Fourier de la señal analítica xa{n) de longitud N para el caso 

discreto es: 
1 N-l .2"*, 

Xa{n) = - ¿Xa{k~JN ,n = 0, ... ,N-1 
N k=O 

(EQ.2.9) 

Frecuencia instantánea, frecuencia media pseudo instantánea y 
distribución tiempo frecuencia de Wigner Ville 

Sea una señal compleja, por ejemplo una señal analítica xa (t) = a(t )eN(t), con amplitud a(t) y fase 

~(t) dependientes del tiempo. Entonces la frecuencia instantánea h (t) se define como[41: 

1 d h(t)= --[~(t)] 
27f dt 

(EQ.2.10) 

Sin embargo, esta definición no es útil para el cálculo de la frecuencia instantánea porque es muy 
sensible a la presencia del ruido en la señal. En su lugar se prefiere utilizar para su cálculo un 
método que emplea la distribución de Wigner Ville, el cual calcula el promedio de las frecuencias 
instantáneas en un periodo pequeño de tiempo, esto es, la frecuencia media pseudo instantánea 
(PIMF). A medida que el periodo tiende a un instante, la frecuencia media pseudo irlstantánea tiende 
a la frecuencia instantánea. 

Este método consiste en lo siguiente. Primero se calcula la distribución tiempo frecuencia de Wigner 
Ville, la cual se define para el caso continuo como[61: 

(EQ.2.11) 

y para el caso discreto como[71: 

N-l -j2,,*T 

DVWD{n,k)= 2 ¿x{n+,)x'{n-,~-N-, k = O, ... , N -1, n = -N +1, ... ,N-1 (EQ.2.12) 
r=-N+I 

Luego se calcula la PIMF, la cual. consiste en el centroide de la distribución tiempo frecuencia de 
Wigner Ville para un tiempo constante, y cuya expresión para el caso continuo es: 
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y para el caso discreto es: 

., 
ff· WVD(t,¡')df 

¡;(t) ~ PIMF(t) = =--., --
fWVD(t,¡')df 

N-l 

~).WVD(n,k) 
¡;(n)~ PIMF(t) = =k="':-~_-'-l --

¿WVD(n,k) 
k=O 

Generalidades 

(EQ.2.13) 

(EQ.2.14) 

Nótese que en una señal analítica las frecuencias negativas valen cero. En consecuencia[8][IO][1l] ,para el 

caso continuo los límites de la integral en la ecuación (EQ.2.13) quedan como . }(.); y para el caso 

~-l 

discreto los límites de la sumatoria en la ecuación (EQ.2.14) quedan como ~)+ 
k=O 

2.9. Clase de Cohen de Distribución Tiempo Frecuencia 

o 

La clase de Cohen de distribuciones tiempo frecuencia se puede plantear de la siguiente forma[13][15]. 

Primero, sea el Kernel de la Distribución Tiempo Frecuencia ~(B, 1) El Kernel define las 

características de la distribución. 

Segundo, sea en el Kernel del Dominio de la Autocorrelación, el cual se define como la transformada 
de Fourier del kernel de la distribución tiempo frecuencia: 

+00 

If/(t,r)= J~(B,r)e-j6tdB (EQ.2.15) 
-00 

Tercero, sea la Función de Autocorrelación Instantánea de la señal x(t), la cual se define como: 

Rx(t, r) = x(t + ~)x·(t -~) (EQ.2.16) 

Cuarto, sea la Función de Autocorrelación Generalizada Indexada al Tiempo, la cual se define como: 

(EQ.2.17) 

Si se sustituye la ecuación (EQ.2.16) en la ecuación (EQ.2.17) se obtiene: 

R;(t, T) ~ 2~ lV/(t-l', T~I'+~)x"(1' -ndl' (EQ.2.18) 
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Finalmente, la Clase de Cohen de las Distribuciones Tiempo Frecuencia con kernel tjJ(e, T) se define 

como la transformada de Fourier de la función de auto correlación generalizada indexada en el 
tiempo: 

+<o 

TFD(l,OJ;tjJ) = fR~ (l, T )e-j<VT dT (EQ.2.19) 
-00 

Cohen[3)[13) afirma que, todas las distribuciones tiempo frecuencia se pueden obtener de la ecuación 

(EQ.2.19). La ecuación (EQ.2.19) se puede discretizar para obtener la clase de Cohen de 

distribuciones tiempo frecuencia discretas DTFD(n,k;,p). 

En la sección 2.8 se presentó un miembro de la clase de Cohen; la distribución tiempo frecuencia de 
Wigner Vi lIe, cuyo kernel es ,p{e, 1-) = 1. En este trabajo se estudiará la distribución tiempo frecuencia 

de Born Jordan, la cual también es un miembro de esta clase, cuyo kernel es rP{B, T)= sin{aBT). 
aBT 

2.10. Generalización de la frecuencia media pseudo instantánea 

El procedimiento para calcular la PIMF se puede generalizar aplicando cualquier distribución de 

tiempo frecuencia de la clase de Cohen. Generalizando la ecuación (EQ.2.13), para el caso continuo se 
obtiene[8)[IO)[II): 

'" J¡. TFD(t,¡')d¡ 
¡;(t)~ PIMF{t) = -=--0 -'--", --

JTFD(t,J}d¡ 
o 

y generalizando la ecuación (EQ.2.14) para el caso discreto se obtiene: 
~I 

tkeDTFD{n,k) 
¡; (n) ~ PIMF(t) = ..::.:k=07.-

N 
----

-1 

t DTFJ?{n, k) 
k=O 

2.11. Potencia media pseudo instantánea 

(EQ.2.20) 

(EQ.2.21) 

Experimentalmente se ha visto que la mejor aproximación del cálculo de la frecuencia instantánea se 
logra utilizando la distribución de potencia pseudo instantánea en lugar de la distribución tiempo 
frecuencia[8)[IO)[II). 

La distribución de potencia pseudo instantánea PIPD(l,f) para el caso continuo se define como: 

{
TFD(t ¡) TFD(t, ¡) ~ O 

PIPD(t, ¡) = O ' 
TFD{t,¡) < O 

(EQ.2.22) 

mientras que para el caso discreto se define como: 

( ) {
DTFD{n,k) DTFD{n,k)~ O 

PIPD n,k = 
O DTFD{n, k) < O 

(EQ.2.23) 
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Lo anterior se debe a que la potencia de cada componente de una señal, por motivos físicos, debe ser 
positiva. De aquí que se desprecien los términos negativos. 

En consecuencia, con base en la ecuación (EQ.2.20) se redefine la PIMF para el caso continuo como: 
"" J¡ e PIPD(t,/)d¡ 

PIMF(t) = ..::..0 _"" ___ _ 

JPIPD(t,/}d¡ 
o 

y con base en la ecuación (EQ.2.21) para el caso discreto como: 
~l 

}::kePIPD(n,k) 
PIMF(n) = -=..:k=07.-___ _ 

~l 

}:: PIPD(n,k) 
k=O 

2.12. Ancho de Banda Espectral RMS 

(EQ.2.24) 

(EQ.2.25) 

Otra estimación espectral relevante, además de la frecuencia, es el ancho de banda. El ancho de 
banda de una señal es una medida cuantitativa del rango de frecuencias en el que se concentra la 
distribución de energía o potencia[I)[2). 

A 

El ancho de banda espectral RMS, b(t) (RMS -Roof Mean Square- se entiende como el promedio 

cuadrático), es la estimación puntual del ancho de banda espectral RMS, para el caso continuo se 
define como[8)[IO)[1l): 

"" 

b(t) = 
"" 

J(PIMF(t) - ¡y e PIPD(t, ¡)t¡ 
o (EQ.2.26) 

JPIPD(t,f)t¡ 
o 

y para el caso discreto se define como: 

~l 

b(n) = 
~l 

}::(PIMF(n)-k)2 e PIPD(n, k) 
k=O 

(EQ.2.27) 

}:: PIPD(n,k) 
k=O 

2.13. Error en la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea y el 
micho de banda espectral RMS 

Para calcular el error RMS en la estimación de la PIMF se utiliza la siguiente expresión[ll): 

PIMFerrorRMs = ~bias~/MF + Std~/MF (EQ.2.28) 
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donde bias y std constituyen el promedio y la desviación estándar del error en la estimación de la 
frecuencia media pseudo instantánea con respecto a sus valores teóricos. El bias se calcula con la 
siguiente expresión: 

. 1 m-l 

bzasp1MF =-¿(PIMF(n)- filteórica(n» 
m 0=0 

(EQ.2.29) 

donde m es el número de muestras, PIMF(n) se calcula con la ecuación (EQ.2.25) Y filfeórica(n) es la 

frecuencia instantánea teórica de la señal. La desviación estandar se calcula con la siguiente 
expresión: 

1 m-l 2 
stdp1MF = -'2JPIMF(n)- filteórica(n» 

m -1.=0 
(EQ.2.30) 

Por otro lado el error en la estimación del ancho de banda espectral RMS se calcula con la de la 
siguiente expresión: 

A 

berrorRMS = bias: +std?: 
b b 

(EQ.2.31) 

donde bias y std constituyen el promedio y la desviación estándar del error en la estimación del 
ancho de banda espectral RMS con respecto a los valores teóricos. El bias se calcula con la siguiente 
expresión: 

1 m-l(A A ) 
bias

b 
= - ¿ b(n)-bteórica (n) 

m 0=0 

(EQ.2.32) 

" 
donde m es el número de muestras, b(n) es el ancho de banda espectral RMS calculado con la 

" 
ecuación (EQ.2.27) y bleórica(n) es el ancho de banda espectral RMS teórica de la señal. La desviación 

estandar se calcula con la siguiente expresión: 
r---------------~ 

std. = -1-I(b(n)-bteóricn(n»)2 
b m -1 0 =0 

(EQ.2.33) 

El error en la estimación conjunta de la frecuencia media pseudo instantánea y el ancho de banda 
espectral RMS se calcula en la siguiente expresión: 

r-------------------~ 

JOINerrorRMS = (PIMFerrorRMsY +(berrorRMs r (EQ.2.34) 

2.14. Relación de potencia señal a ruido SNR 

La relación señal a ruido SNR -Signal Noise Rafio- sirve para cuantificar la presencia de ruido en una 
señal. 

La SNR expresada en decibeles para el caso discreto se define como[8][10][II]: 
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(EQ.2.35) 

donde x(n) es la señal y ru ido (n ) es el ruido. La unidad física en la cual se mide la SNR son los 
decibeles (dB). 

17 



Capítulo III Distribución de Born Jordan 

3. DISTRIBUCION BORN JORDAN 

3.1. Introducción 

En este capítulo se plantea la Distribución de Born Jordan a partir de la clase de distribuciones de 
tiempo frecuencia de Cohen. Posteriormente se desarrolla esta distribución para el caso discreto. 
Luego se transforma la distribución discreta obtenida en una expresión más adecuada para implantar 
un algoritmo eficiente que la calcule y se analiza su complejidad algorítmica. Finalmente se presentan 
ejemplos de la distribución de Born Jordan de algunas señales de interés académico. 

Las expresiones relevantes en este capítulo son: 

Distribución de Born J ordan 

BJD(t,f) = _1 1-lll/1rl j Ji + ~)x'(Ji - ~ Gpe-j21{rdr 
2a -«> r ,-alrI

A

\ 2 2!' 

Pseudo Distribución de Born J ordan 

BJPD(t,f) = _1 TJ ~'1rlx(Ji +~)x'(Ji _~ lw(~)W*(_~)dpe-j2nfrdr 2a -TJ~,-al~ 2 2}' 2 2 

Distribución discreta de Born J ordan 

DBJD(n,k) = 2 ~w(r)w'(-r)e -j~n*r 'II ~I-I x(¡.¡ + n + r)r·(¡.¡ + n -r) 
r=-N+l }l=-a2Irl 4a .1 

Expresión eficiente de la distribución discreta de Born J ordan 

[

N-l -j2n*r min{a~-I, rll 1 ] 
DBJD(O,k)=4Real ¿W(r)W'(-r)e N 2., -1 1 x(Ji + r)r·(¡.¡-r) -2Ix(O)2 

r=O }l=max{-a*I.-N+l+lrIl4a r 

3.2. Distribución continua 

Se plantea la distribución tiempo frecuencia de Born Jordan a partir de la clase de distribución 
tiempo frecuencia de Cohen. Refiérase a la sección 2.9, Clase (Conjunto) de Cohen de Distribuciones 
Tiempo Frecuencia. 

Primero, sea el kernel de la distribución de Born Jordan[13J[I~J[15J: 

~(B,r) = sin(aBr) 
aBr 

(EQ.3.1) 

donde a. > O es un parámetro de escala. En la gráfica de la Fig.3.1 se muestra la ecuación (EQ.3.1) en 
el dominio B, r para a = 1. 

Segundo, el kernel del dominio de la autocorrelación es: 

\f(t,r)= 1sin(aBr)e-j9dB 
_., aBr 

(EQ.3.2) 
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Entonces, si se integra la ecuación (EQ.3.2) se obtiene(A2.1): 

'I'(t,.) = ~p (t) a. 2ar 

donde: 

{

1 Itl<a. 
p (t)= 

2ar O otro 

Distribución de Born J ardan 

(EQ.3.3) 

(EQ.3.3a) 

es una función pulso rectangular simétrico unitario. En la gráfica de la Fig 3.2 se muestra la ecuación 
(EQ.3.3) en el dominio t, T para a = 1. 

Tercero, la función de autocorrelación instantánea se define como: 

R)t, .)={t+~)x·(t-~) 

Cuarto, la función de autocorrelación indexada al tiempo generalizada es: 

donde 

R' (t,.) = _1 1 X(1l + !"')X·(Il- !...)~ P2ar(t - Il)dll 
, 2" _«> 2 2 a. 

{

l it - IlI<a. 
p (t-Il)= 

2ar O otro 

(EQ.3.4) 

(EQ.3.5) 

(EQ.3.5a) 

Entonces, si se aplica la ecuación (EQ.3.5a) a los límites de la integral en la ecuación (EQ.3.5) se 
obtiene(A2.2): 

(EQ.3.6) 

Finalmente, la distribución de tiempo frecuencia de Born Jordan es(A2.3): 

BJD(t,OJ) = _1 1-~'T X(1l + !"' )X·( Il-!'" 'Llle-jQJr d. 
2a -<o 'I-ar 2 2r' 

(EQ.3.7) 

Una expresión equivalente a la ecuación (EQ.3.7) es(AZ.4): 

1 .,., 1 Halrl ( ) ( } 
BJD(t,OJ)= - JI...! J x Il+!... x· Il-!... /-l€-jDJrd. 

2a -<O 0l l-alr l 2 2 

(EQ.3.7a) 

la cual está en función de la frecuencia angular (1), o bien, esa misma expresión en función de la 
frecuencia: 

1 .,., 1 I+al r l ( ) ( } BJD(t,f) = - f-
II 

f x Il +!... x· Il-!... lle- j2trfr d. 
2a _ «> • I - a l r l 2 2 

(EQ.3.8) 
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Fig.3.1 Kernel de la distribución tiempo frecuencia de Born 

J ordan en el dominio e, 'r para (l = 1. 

• o,, ·· ~· ••• • 

':O" 

'" " .. ..... . ~ ...... ; 
; .... 

.. ; ....... . 
. ... . { .... 

'0 . 

Fig.3.2 Kernel de la distribución tiempo frecuencia de Born 
J ordan en el dominio de la autocorrelación t ~ 'r para (l = 1. 

3.3. Pseudo distribución 

Se desarrolla la pseudo distribución tiempo frecuencia[161 de Born J ordan cuando se introduce una 

ventana W(t) que multiplica a la función de autocorrelación indexada al tiempo generalizada R: (t~ r) , . 
es decir, a la ecuación (EQ.3.6) 

Si se introduce una función ventana W(t) que cumple con las propiedades de W(t) = O I en Itl > Tw /2 
y W( O) = 1, donde Tw es la duración, en la ecuación (EQ.3.8), entonces se obtiene: 
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(EQ.3.9) 

3.4. Distribución discreta 

Se desarrolla la distribución tiempo frecuencia de Born J ordan discreta a partir de la pseudo 
distribución. Esto es, se discretiza[7] en la ecuación (EQ.3.9). 

Primero, si en la ecuación (EQ.3.9) se realizan los cambios de variable T'= T/2, p'= P - t, entonces se 

obtiene: 

(EQ.3.10) 

Segundo, si en la ecuación (EQ.3.10) se discretiza la variable de frecuencia f = k4f, donde ./ 

I1f =!... = _1_ l:::: _1_., siendo L el número de muestras por ventana, y se discretiza la variable 
L 2N-l 2N 

tiempo t = nl1T , p'= pl1T Y T'= T/)'T, entonces se obtiene: 
N-I 1 ~I 

DBJD(nllT,kAf) =2 ¿ -I--Ti ~x(p.6.T+nllT+TllT) . 
r=-N+I 4a Tll~ 11'~-a21~ (EQ.3.11) 

-j411kriJ.T 

• x'(p.6.T + nllT - TllT)!::.T. W{tllT)W'{- TllT)e----U¡-llT 

Nótese que L = 2N -1 es un número impar ya que los índices de la distribución discreta son simétricos 
con respecto a n = O. Además con el objeto de poder calcular la distribución discreta de manera 
eficiente se requiere que N = 2P con p e N . De aquí que los valores típicos de L sean 63, 127, 255, 

511. 

Tercero, si en la ecuación (EQ.3.11) se normaliza el incremento en tiempo /).T = 1 yel incremento en 
frecuencia /).f = 1 , entonces se obtiene: 

N-I 1 a21rl -J211kr 

DBJD(n,k) = 2 ¿ -1...1 ¿x{p+n+T}t"{p+n-T)W{T)W'{-T)e N (EQ.3.12) 
r=-N+I 4a '11'=-a*1 

Finalmente, la distribución tiempo frecuencia discreta de Born Jordan es: 

DBJD(n,k)=2 IW{T)W'(_T)e-j~1Ikr ~I -1-
llx

{P+n+T)x'(p+n-T) 
r=-N+I 1'=-a2Ir l 4a T 

(EQ.3.13) 

en donde, si r = O , entonces la sumatorio respecto a p es(AZ.5): 
a 21r l 1 
¿ -1...1 x(p+n+T)x'(p+n-T)=x(n)x'(n) 

p=-a2Irl 4a '1 

(EQ.3.13a) 

3.5. Análisis de la distribución 

Se analiza el efecto del kernel(17) en la distribución de Born Jordan ecuación (EQ.3.1) sobre la 
interacción (interferencia) entre los diferentes componentes sinusoidales de una señal. 
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Sea la señal multicomponente x(t) la cual se puede representar como la suma de sus componentes 

sinusoidales complejas: 
N 

x(t) = ¿ A.el(a>,I+U,) (EQ.3.14) 
,,=1 

Si se sustituye la ecuación (EQ.3.14) en la ecuación (EQ.3.7), se obtiene: 

BJD(t,OJ) = _1 j! j P'a, (u _t)fA./(a>,()'+~)+u, )fAme-+·()'-~)+u. )dpe-Ja>r dr 
2a _00 r _00 .=1 m=1 . 

(EQ.3.15) 

Reagrupando términos se obtiene: 
1 N N +«> {a>,+a>.) +«> 

BJD(t,OJ)=-' ¿¿A;,A",el(8,-u.) f/ - 2- r f!!:..P, ., (u-t)ei(a>,-<lJ·»)'dpe-Ja>rdr 
21C 0=1 m=1 ..,. ..,.ar 

(EQ.3.16) 

Si se aplica la propiedad asociativa de la suma en la ecuación (EQ.3.16), entonces se obtiene: 

BJD..t,OJ) = BJDau,o(t,OJ)+ BJDcructl(t,OJ) (EQ.3.17) 

donde, para el caso en el cual los índices de las sumatorios en la ecuación (EQ.3.16) son iguales, 
n = m , se tiene que: 

(EQ.3.18) 

y para el caso en el cual los índices de lassumatorias en la ecuación (EQ.3.16) son diferentes, n * m , 
se tiene que: 

BJDcructl(t,OJ )=_1 ffA.A,.eJ(U,-u.) j/{a>,;a>. }j.!!:.. P'a, (u_t}eJ(a>,-a>.»)'dpe-Ja>r dr 
21C .=1 m=1 ' ..,. ..,.ar 

(EQ.3.19) 

."m 

Primero se analizará la ecuación (EQ. 3.18) la cual constituye los auto-términos de la distribución 
tiempo frecuencia, esto es, de la distribución energética de cada componente de la señal. Luego se 
analizará la ecuación (EQ.3.19), la cual constituye los términos de cruce de la distribución tiempo 
frecuencia, esto es, de la distribución energética de la interacción de cada par de componentes 
diferentes de la señal. 

Referente a la ecuación (EQ.3.18) o auto-términos, la integral con respecto a J.l es(AZ.6): 
+«> 

f!!:..p (f.J - t}df.J = 21C a, 2a r ..,. 

Sustituyendo la ecuación (EQ.3.20) en la ecuación (EQ.3.18) se obtiene: 
N +«> 

BJD (t OJ)=" A2 fe}OJ, re-J{J)rdr 
aulo ' L..,¡ n 

n=1 -00 

Si se integra la ecuación (EQ.3.21) se obtiene(Az.n: 
N 

BJDau,.(t,OJ) = 21C ¿A;o(OJ - OJ.) 
n=1 

(EQ.3.20) 

(EQ.3.21) 

(EQ.3.22) 
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Referente a la ecuación (EQ.3.19) o términos de cruce. Para integrar con respecto a J.l se aplica la 
ecuación de pórseval cAz.8), esto es: 

ir ~ P (u _t)][e1(m.-<v. lll L,u = -f21r[sen(aT,u) e-1pJ ][ó(u + (m. -mm))]d,u (EQ.3.23) 2L aT la, P, -«> (aT,u) 

Integrando la ecuación (EQ.3.23) se obtienecAz.9): 

+f002 [sen(aT,u) -jpJ][óf .. ( _ ))1.1 -2 sen(aT(m.-mm)) j,(m.-m.l 
1r ( ) e \}l + m. mmP,u - 1r (( )) e 

-«> \aT,u aT m. - mm 
(EQ.3.24) 

Si se sustituye la ecuación (EQ.3.24) en la ecuación (EQ.3.19) se obtiene: 
1 N N +00 l(CII.+CII.)r (( )) 

BJD (t m) = -"" A A e1(1I.-9.l fe 2 21r sen aT m. - mm ej,(m.-<v.le-jmr dT 
cruce' 2 L.,.¡L.,.¡ • m (()) 

1r .=1 m=1 -«> aT m. - mm 
(EQ.3.25) 

m~. 

Reagrupando términos en la ecuación (EQ.3.25)se obtiene: 

BJD (t m) = f. f. A A ej«m.-...~-HI.-9.l jsen(aT(m. - mm ))/1 m.;m.)< e-jmr dT 
cruce , ' n=lm=l n m -00 (a-r(m,,-üJm )) 

(EQ.3.26) 

m~. 

Si se integra la ecuación (EQ.3.26) se obtieneCAZ.10): 

BJDcruce(t,m) = f.f.A.Amel«m.-Q).~-HI.-9.l 1r P (m- m. +mm J. 
.=1 m=1 a(m. - mm) la( •• -o.l 2 

(EQ.3.27) 

m~n 

Puesto que la distribución es real, entonces: 

BJDcruce(t,m) = ~ ~ A.Am cos((m. -mm y + B. -Bm) a(m.~ mJP la(o.-•• l( m - m. ~ mm J (EQ.3.28) 

m~. 

Finalmente: 

n=1 (EQ.3.29) 

3.6. Factor de peso de los términos de cruce 

El factor de peso(17) de los términos de cruce en la ecuación (EQ.3.29) se define como: 

WF BJD = 1r P (m - m. + mm J (EQ.3.30) 
a(m. - mm) la( •• -o.l 2 

el cual pondera al factor A.Am cos(.). El término A.Am constituye una energía de interferencia entre 

dos componentes sinusoidales diferentes de una señal. Mientras que el término ·cos(.) indica que los 

términos de cruce son periódicos y que pueden ser positivos o negativos, en la gráfica Fig.3.3 se 
muestra la ecuación. 

Para el caso de la distribución de Born J ordan, su factor de peso es una función pulso rectangular 
simétrico unitario que se extiende a lo largo de_ a!m

n 
- mm! < m - (m. + m,.)/2 < a !m. - mm!' 
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Consecuentemente, se distribuye el término de cruce asociado a {j)n Y (j)m a lo largo de un intervalo 
finito. 

. .... 
...... :. 

.. .. . : ..... .... ... ....... -: ... .. ~ 
. . .... ~ .. 

. ... ~., .. . .. ~. , .. 
..... j ... .... ... .. : . 

. .... ~ . 
: .. .. : 

". ~ '. . . .. ....... J ....... ; . .. : .... . 
. .... .r ........... ~ ........ < . 

. .. ... ; ':'" 

Fig.3.3 Factor de peso de la distribución tiempo frecuencia de 
Born J ordan. 

3.7. Algorit~9 eficiente 

El algoritmo eficiente[7] calcula la ecuación (EQ.3.13) valuada en n = O. Por consiguiente: 
N-I -j2trkr a21r1 1 

BJD(O,k)=2r=~+~(r)w·(-r}e N 1'=~2jrl 4al~x(u+rF·(u-r) (EQ.3.31) 

Si se separa la ecuación (EQ.3.31) en dos sumatorios, una para los índices positivos de 'r y otra para 
los índices negativos, se obtiene: 

-1 -j2trkr a21rl 1 

BJD(O,k)=2r=~+~(r)w·(-r}e N 1'=~*1 4alr((,u+rF·(,u-r) (EQ.3.32) 

N-I -j2trkr a21rl 1 

+2~W(r)W·(- r}e N 1'=~2I rI 4al~ x(,u+ rF·(,u-r) 

Si a la ecuación (EQ.3.32) se suma y se resta el término 2W(O)W· (O)x(O)x· (O) , correspondiente al 
índice 'r = O, se obtiene: 

o - j2trkr a21rl 1 
BJD(O,k) = 2 r=~+~(r)w * (- r }e-N-I'=~*14al~ x(u + r F*(u - r) 

N-I -j2trkr a21rl 1 
+2~w(r)w*(-r}e-N-I'=~*1 4al~ x(u+ rF*(u-r) 

(EQ.3.33) 

- 2W(O)W·(O)x(O)x·(O) 

Obsérvese que W(O) = 1. 
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Si en la primera sumatoria de la ecuación (EQ.3.33) se cambia el índice, por -" se obtiene: 
N-I j2""r a21(-r~ 1 

BJD(O, k) = 2¿W(-.)w·(.)e --¡¡- ¿ 1(_ )x{,u-.p·{,u+.) 
r=O p=-a21(-r~ 4a • 

N-I -j2""r a21~ 1 (EQ.3.34) 
+ 2~w(.)w·(-.)e N p=~2Jr14al~ X{,u+ .p.{,u -.) 

- 2x(0 )x. (O ) 

Si en la primera sumatoria de la ecuación (EQ.3.34) se aplica el operador conjugado complejo dos 
veces, se obtiene!'~z.II): 

[ 
N-I j211icr a21~ 1 j .. 

B!D(O,k)= 2¿w(-.)w·(.)e N ¿ -1~X{,u-.P·{,u+.) 
r=O p=-a2Irl 4a '1 

N-I -j2""r a21rl 1 (EQ.3.35) 
+ 2 ~ W(. )W·(-. )e~N-p={;21~ 4al~ x{,u +. p.{,u -.) 

-2x(0)x·(0) 

Si en la primera sumatoria de la ecuación (EQ.3.35) se calcula uno de los operadores conjugados 
complejos, se obtiene(Az.l2): 

[ 
N-I -j2""r a21~ 1 j. 

BJD(O,k) = 2~W·(- .)w(.)e N P=~21~ 4al~ X·{,u- ·P{,u +.) 

N-I -j211icr a~~ 1 (EQ.3.36) 
+ 2 ~ W(. )W·(-.)e N P=~21~ 4al~ x{,u +. p.{,u -.) 

- 2x(0 )x. (O ) 

Entonces, reagrupando términos se tiene(AZ.l3): 

[ 
N-I -j2""r a2r 1 ] 

BJD(O,k) = 2Real 2~W(.)w·(-.)e-N-p~2r 4a. x{,u + .p.{,u -.) -2Ix(0)2 (EQ.3.37) 

Donde Real[.] es el operador parte real de un número complejo. Finalmente se tiene: 

[
N-I -j211icr a21rl 1 j 

BJD(O, k) = 4Real ~ W(.)w·(-.)e N p=~2Jr1 4al'({,u +. p.{,u -.) - 2lx(ot (EQ.3.38) 

3.8. Optimización del índice J1 

Los valores máximo y mínimo del índice J1 para un valor determinado de " que no produce . 

multiplicaciones triviales en la distribución de Born Jordan, son min{2al~,N -l-I~} y 

max{- 2al,I,-N +1 + I,I} respectivamente, donde 1,1 significa el valor absoluto de ,. De este modo, 

la ecuación (EQ.3.38) se transforma a: 

BJD(O,k) = 4Real[~W(.)w·(- .)e
j

2:r min{a2~-I-1 r l } _1_11 x{,u + .p.{,u -.)] _ ~X(0)2 (EQ.3.39) 
r=O p=max{-a2Irl.-N+I+! rIl4a. 
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Se ilustra el caso particular en el cual la longitud de ventana es L = 15, esto es N = 8, con un 
factor de peso a = 0.5. Los elementos del vector x son: 

Elemento 
Valor 

Elemento 
Valor 

Nótese que los elementos no triviales del vector x van del índice -7 a 7. 

A continuación se desarrolla la sumatorio con respecto a p. Primero, si l' = O , se tiene: 
p 

Si l' = 1, se tiene: 

Si l' = 2 , se tiene: 

Si 1'=3, se tiene: 

Si 1'=4, se tiene: 

-4 

x(u + 1') 
x·(u- 1') 

-3 

x{O) 
x*{-6) 

-3 
x(u + 1') 
X·(u-1') 

X{Oh :,;,i. x{l) 
" '*{-8} X .I _ • x*{-7) 

-1 

x{O) 
x*{-2) 

-2 -1 

x{O) x{l) 
X{-4) x*{-3) 

-2 -1 

x{l) x(2) 
x*{-5) x*{-4) 

-2 -1 

x(2) x(3) 
x*{-6) x*{-5) 

o 
x{O) 
x*{O) 

p 

o 
x{l) 
x*{-l) 

o 
x(2) 
x*{-2) 

o 
jX(3) 

x*{-3) 

o 
x(4) 
x*{-4) 

1 

x(2) 
x*{O) 

1 

x(3) 
x*{-l) 

1 

x(4) 
x*{-2) 

1 

x(5) 
x*{-3) 

2 

x(4) 
x*{O) 

2 3 

x(5) x(6) 
x*{-J) x*{O) 

2 3 

x(6) x(7) 
x*{-2) x*{-J) 

4 

/:r{8J.I¡~. "', * "-,. -,~;. 
Ílx{OX";Ii.~ "..,., -, .;:~*~, 

donde las celdas sombreadas representan multiplicaciones triviales cuyo resultados es cero. 

Si 1'=5, se tiene: 

X(p+ 1') 

x·(u - 1') 

-5 -4 -3 -2 -1 

I·XCO) ./' , :i(1) :." t,': x(?P ,~ x(3) x(4) 
")(~(-c~oj ,,>X{-9) :', j/(~8) x*{-7) x·{-6) 

o 
x(5) 
x·{-5) 

1 2 3 4 5 
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Si T=6, se tiene: 

o 1 2 3 4 5 6 

Finalmente si T = 7 , se tiene: 
P 

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 

x(ú+i-) 
x·(p"- T) 

P 

1 2 3 4 5 6 7 
X(P+T) 
x·(p - T) 

Para cada valor de -r de O a 3, se observa que el valor máximo y mínimo del índice f.l que no produce 

multiplicaciones triviales es a2-r y - a2-r respectivamente. Mientras que para cada valor de -r de 3 
a 7, se observa que el valor máximo y mínimo del índice f.l que no produce multiplicaciones triviales 

es 7-1~ y -7+1~. 

Generalizando el resultado. Si la longitud de la ventana es L = 2N -1 entonces el v,alor inicial y final 

del índice f.l para cada valor -r que no produce multiplicaciones triviales es ma.x{-~~~,-N + 1 +I~} y 

min{a~~,N -1- 1~} respectivamente. En la gráfica de la Fig. 3.4 se muestra el lugar geométrico 

descrito anteriormente. 

JI=I~-N+I~ 

"iX.~~----- JI=a~~ 

f.1 

Fig. 3.4. Dominio de la función de auto-correlación generalizada indexada 
al tiempo que no produce multiplicaciones triviales. 
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3.9. Complejidad algorítmica 

En este apartado se presenta el conteo de operaciones para la distribución discreta sin simplificar 
en la ecuación (EQ.3.38) y para el algoritmo eficiente en la ecuación (EQ.3.39).Se concluirá que el 
algoritmo sin simplificación realiza el doble de operaciones que el algoritmo eficiente, aunque ambos 

son de complejidad O(N3
). . 

3.9.1 Algoritmo sin simplificar 

El número de operaciones para calcular la distribución discreta sin simplificar en la ecuación 
(EQ.3.38) son(A2.14): 

Productós: 2N3 + 4N2 
- N 

Sumas: 2N3 +2N -4N 

3.9.2 Algoritmo eficiente 

El número de operaciones para calcular el algoritmo eficiente en la ecuación (EQ.3.39) son(A2.15): 

Productos: N 3 + 3N2 + 3N 
Sumas: N 3 

3.10. Experimentos Numéricos 

En este apartado se presentan experimentos numéricos calculando la distribución tiempo frecuencia 
de Born Jordan de diferentes funciones de interés académico, como son: sinusoidal, chirp, fase 
cuadrática e impulso. Se utiliza la ecuación (EQ.3.39). 

3.10.1 Experimento 1: Función sinusoidal 

En las gráficas de tas Fig. 3.5 Y 3.6 se muestra la distribución tiempo frecuencia de la función 
sinusoidal f(t) = cos(2;ifot). Se observa el comportamiento constante de la frecuencia con respecto 

al tiempo. 
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.' .... ~ .. . 
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Distribución de Born Jordan 

Fig. 3.5. Distribución tiempo frecuencia de la función sinusoidal. 

Fig. 3.6. Distribución tiempo frecuencia de la función sinusoidal. 

En la gráfica de la Fig. 3.7 se muestra su frecuencia media pseudo instantánea, utilizando la ecuación 
(EQ.2.21). Nuevamente se observa, que esta frecuencia es constante con respecto al tiempo. 
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3.10.2 

Fig. 3.7. Frecuencia media pseudo instantánea de la función 
sinusoidal. 

Experimento 2. Función Chirp o fase lineal 

En la gráfica de la Fig. 3.8 Y 3.9 se muestra la gráfica de la distribución tiempo frecuencia de la 
función Chirp /(t)=co{271-(at+ p) t} Se observa que la frecuencia varía en forma lineal con respecto al 

tiempo, es decir, /=at+p. 

Fig. 3.8. Distribución de tiempo frecuencia de la función Chirp. 
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Fig. 3.9. Distribución de tiempo frecuencia de la función Chirp. 

En la gráfica de la Fig.3.10 se muestra su frecuencia media pseudo instantánea. Nuevamente se 
observa, que esta frecuencia varía linealmente con respecto al tiempo. 

3.10.3 

Fig. 3.10. Frecuencia media pseudo instantánea de una función 
Chirp. 

Experimento 3: Función fase cuadrática 

En la gráfica de la Fig. 3.11 y 3.12 se muestra la distribución tiempo frecuencia de la función fase 
cuadrática ¡(t) = cos( 21l{ ~t2 + .& + 1) t) donde la frecuencia varía cuadráticamente con respecto al 

t · d' a lempo, es eClr, f =_t2 + /3t+1. 
2 
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Fig. 3.11. Distribución tiempo frecuencia de la función fase 
cuadrática. 

Fig. 3.12. Distribución t iempo frecuencia de la función fase 
cuadrática. 

En la gráfica de la Fig.3.13 se muestra su frecuencia media pseudo instantánea. Nuevamente se 
observa, que esta frecuencia varía cuadráticamente con respecto al tiempo. 
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3.10.4 

Distribución de Born J ordan 

Fig. 3.13 Frecuencia media pseudo instantánea de la fase 
cuadrática 

Experimento 4. Función impulso 

En la gráfica de la Fig. 3.14 Y 3.15 se muestra la distribución de tiempo frecuencia de un impulso 
f(t) = c5(t) , el cual se define como: 

lo si t ..,,0, 
c5(t )= 

OC) si t = 0, 

en donde aparecen súbitamente todas las frecuencias en el instante de tiempo t = o. 

Fig. 3.14. Distribución tiempo frecuencia de la función impulso. 
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Fig. 3.15. Distribución tiempo frecuencia de la función impulso. 

En la gráfica de la Fig.3.16 se muestra su frecuencia media pseudo instantánea. En este punto se 
observa que esta frecuencia tiende a ser infinita en el instante de tiempo t = O. 

Fig. 3.16. Frecuencia media pseudo instantánea de la función 
impulso. 
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Capítulo IV Determinación de parámetros óptimos 

4. DETERMINACIÓN DE PARÁMETROS ÓPTIMOS 

4.1. Introducción 

En este capítulo se construye la señal Dóppler Ultrasónica utilizada en las simulaciones y se 
presentan diversos experimentos numéricos realizados en Matlab para mostrar cualitativa y 
cuantitativamente el comportamiento de la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea y 
del ancho de banda espectral RMS de la señal, utilizando la distribución tiempo frecuencia de Born 
Jordan al variar la longitud de ventana de muestreo, la relación de potencia señal a ruido (SNR), y el 
parámetro alfa propio de la distribución. También se presentan criterios para la elección del valor 
óptimo de este parámetro. 

4.2. Señal Dóppler Ultrasónica Simulada 

El desempeño de la distribución tiempo frecuencia de Born Jordan se evaluará con una señal Dóppler 
Ultrasónica simulada, cuya construcción se detalla en este inciso[11](12](18](1~). 

Una señal Dóppler no estacionaria se puede describir como: 

(EQ.4.1) 

donde A(t )eN.(t) es una función aleatoria de ancho de banda y eNAt ) es una función determinística 

de desplazamiento en frecuencia. El componente aleatorio de la señal x Doppler (t) , el cual constituye el 

ancho de banda, es: 

(EQ.4.2) 

¡ y el componente determinístico, el cual constituye el desplazamiento en frecuencia, es: 

t 

rjJ At) = 2;r f /¡ (t )dt (EQ.4.3) 
o 

donde F-1 
[ ] es el operador de la transformada inversa de Fourier, N(f) es una variable aleatoria 

compleja con promedio cero, desviación estándar unitaria y distribución de probabilidad normal, 

G(f) es la envolvente del espectro y /¡ (t) es la frecuencia media pseudo instantánea de la señal 

x Doppler (t) . 

En este trabajo; la función G(f) es una función Gaussiana definida como: 

G(¡)= L-o.s(f)' (EQ.4.4) 

donde el ancho de banda espectral RMS esb = 100 (constante con respecto al tiempo). En la gráfica 

de la Fig. 4.1 se muestra la función G(f) . 
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Fig.4.1 Gráfica de la función G(f) con un ancho de banda espectral 

RMS b = 100. 

En la gráfica de la Fig. 4.2 se muestra el ancho de banda espectral RMS de la señal Xv;,PPler(t) yen la 

gráfica de la Fig. 4.3 se muestra la frecuencia media pseudo instantánea /; (t) de la misma señal. 

Fig. 4.2 Gráfica del ancho de banda espectral RMS de la señal Dóppler 

ultrasónica simulada X Doppler (t) . 
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• 

Fig. 4.3. Gráfica de la frecuencia media instantánea de la señal Dóppler 

ultrasónica simulada x Doppler (t) . 

La duración de la señal es de 0.7 segundos y se muestrea a una frecuencia de 19.2 KHz. Nótese que 
13440 muestras es el producto de (19200hz por O.7s). 

4.3. Definición de parámetro óptimo y procedimiento para su cálculo 

Se utiliza la señal Dóppler simulada discreta XDoPPler(t) calculada en la sección anterior, ecuación 

(EQ.4.1)18]II0)[11]. 

4.3.1. Procedimiento 

El procedimiento es el siguiente. Se toma la n-ésima ventana de muestreo de longitud L = 2N -1 Y 
se calcula su señal analítica, la cual constituye la señal x(m) para m = -N + 1, ... , N -1 . En la sección 

2.7, Señal analítica, se muestra este procedimiento. Segundo, se estima la distribución tiempo 
frecuencia de Born Jordan valuada en tiempo cero según la ecuación (EQ.3.39): 

[

N-l -j211kr min{a21 ~.N-I-l rll 1 1 (EQ 4 5) 
BJD(O,k)=4Real ¿W{r)W'{-r)e-N- ¿ -llx{,u+r)x"(,u-r) -2Ix{ot .. 

r=O p=max{-a2Irl.-N+l+l rl} 4a r 

para k = O, ... ,N-1. 

Tercero, se calcula la potencia media pseudo instantanea valuada en cero según la ecuación 
(EQ.2.23): 

PIPD{O k) = {BJD(O, k) BJD{O, k) ~ O 
, O BJD{O,k) < O 

(EQ.4.6) 

para k = O, ... ,N -1. 

Cuarto, se estima la frecuencia media pseudo instantánea según la eeuación(EQ. 2.25): 
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~I 

~).PIPD(O,k) 
PIMF(n) = ..::.:k=07.-

N
----

--1 

t PIPD(O,k) 
k=O 

y el ancho de banda espectral RMS según la ecuación (EQ.2.27): 
~-I 

t(PIMF(n)-kY·PIPD(O,k) 
b(n) = l-=k==O_----,,.,.--_____ _ 

~I 

t PIPD(O,k) 
k=O 

Determinación de parámetros óptimos 

(EQ.4.7) 

(EQ.4.8) 

donde n representa el número consecutivo de la ventana procesada, es decir, para la primera n = 1, 

para la segunda n = 2 Y así sucesivamente. Nótese que los resultados PIPD(n) y b(n) corresponden al 

punto central de la ventana n-ésima procesada. 

Se repite el procedimiento descrito previamente para todas las ventanas consecutivas de máximo 
traslape, es decir, para todas las ventanas consecutivas que comparten L -1 elementos. 

Finalmente, el resultado estimado se compara contra los valores teóricos y se calcula el error RMS 
de ambas estimaciones espectrales. En la sección 4.2, Señal Dóppler ultrasónica, están los valores 
teóricos. En la sección 2.13, Error en la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea y el 
ancho de banda espectral RMS, se muestran las ecuaciones utilizadas para estimar dicho error. 

En las secciones 4.4, 4.5, 4.6 Y 4.7 se muestran los resultados obtenidos en los experimentos , 
numéricos variando las longitudes de las ventanas de muestreo con L = 63, 127, 255 Y 511 
respectivamente, con una relación señal a ruido SNR = 40, 30, 20, 10 dB Y con diversos valores del 

, parámetro alfa. 

4.3.2. Parámetro óptimo 

El objetivo es encontrar el valor del parámetro Alfa propio de la distribución, ecucición (EQ.4.5), que 
mínimiza el error de las estimaciones espectrales para cada pareja de valores L y SNR. Dicho valor 
se llamará parámetro óptimo de la distribución. 

4.4. Longitud de ventana de muestreo de 63 elementos 

En la gráfica de la Fig. 4.4 se muestra la Distribución Tiempo Frecuencia de Born Jordan, la 
frecuencia media pseudo Instantánea (la línea continua muestra los valores teóricos y la otra los 
estimados), y el ancho de banda espectral RMS de la señal Dóppler ultrasónica simulada, calculada 
para una longitud de ventana de muestreo de 63 elementos, sin ruido. 
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Fig. 4.4 Longitud de ventana de muestreo de 63 elementos sin ruido. a) 
Distribución Tiempo Frecuencia; b) Frecuencia media pseudo 

instantánea; e) Ancho de banda espectral RMS. 

4.4.1. Error en la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea 

En la gráfica de la Fig. 4.5 se muestra el error RMS en la estimación de la frecuencia media pseudo 
instantánea de la señal Dóppler ultrasónica simulada, variando el parámetro Alfa desde 0.5 hasta 5. 

El error RMS mínimo considerando una relación señal a ruido (SNR) de lOdB, se obtiene con el 
parámetro Alfa óptimo igual a 3. Para las SNR de 20, 30 Y 40dB, el parámetro Alfa óptimo 
correspondiente es 1.5. 

En la sección 4.8, Análisis del parámetro Alfa, se explica la elección del rango de Alfa de 0.5 a 5. 
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0.60000 

0.50000 

Error en la esti!mci6n de la frecuencia rreáa pseudo instrltánea 
p¡I1I una lOngitud de Yentana de 63 elementos 

4.5 2.5 

Alfa 

1.5 
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0.5 

Fig. 4.5 Error RMS en la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea 
para una longitud de ventana de 63 elementos, para una SNR de lO, 20, 30 Y 40 

dB Y un parámetro Alfa desde 0.5 hasta 5. 

En la tabla Tb.4.1 se muestran los valores mínimos del error en la estimación de la frecuencia media 
pseudo instantánea, así como el valor del parámetro Alfa óptimo asociado para cada SNR. 

4.4.2. 

SNR 

30. 
40 

Error AlfQ 

~'~ .. ).5 
1.5 

lbA.1 Parámetro Alfa óptimo para la estimación de la frecuencia media pseudo 
instantánea para una longitud de ventana de 63 elementos. 

Error en la estimación del ancho de banda espectral RMS 

En la gráfica de la Fig. 4.6 se muestrQ el error.en la estimación del Qncho de banda espectral RMS de 
la señal Dóppler ultrasónica simulada, variando el parámetro Alfa desde 0.5 hasta 5. 

El error RMS mínimo considerando una relación señal Q ruido (SNR) de 10dB, se obtiene co·n el 
parámetro Alfa óptimo igual a 0.5. Para las SNR de 20, 30 Y 40 dB, el parámetro AlfQ óptimo 
correspondiente es 1. 
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Error en la estimación del ancho de banda espectral RMS 
para una longitud de ventana de 63 elementos 

Alfa 

Determinación de parámetros óptimos 

Fig. 4.6 Error RMS en la estimación del ancho de banda espectral RMS 
para una longitud de ventana de 63 elementos, para una SNR de 10, 20, 

30 Y 40 dB Y un parámetro Alfa desde 0.5 hasta 5. 

En la tabla Tb.4.2 se muestran los valores mínimos del error en la estimación del ancho de banda 
espectral RMS, así como el valor del parámetro Alfa óptimo asociado para cada SNR. 

4.4.3. 

SNR Error Alfa 
óptimo 

10 .' . '<0.5 " :.~;. 

20 0.6699 1 
30 0.6648 1 
40 0.6647 1 

IbA.2. Parámetro Alfa óptimo para la estimación del ancho de banda espectral 
RMS para una longitud de ventana de 63 elementos. 

Error en la estimación conjunta de la frecuencia y del ancho de banda 

En la gráfica de la Fig. 4.7 se muestra el error en la estimación conjunta de la frecuencia media 
pseudo instantánea y del ancho de banda espectral RMS, variando el parámetro Alfa desde 0.5 hasta 
5. 

El error RMS considerando una relación señal a ruido (SNR) de 10, 20, 30 Y 40 dB, se obtiene con el 
parámetro Alfa óptimo igual a 1. 

Nótese, que el error del ancho de banda prevalece sobre el error de la frecuencia, haciendo que los 
parámetros Alfa calculados por la estimación del ancho de banda predominen. 
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Error en la Htlmaclón conjunta de la frlcuancla media psludo In.tantán .. y ti ancho de 
banda Hpectnll RMS para una ventana de 63 elementOl 

Alf. 

Fig. 4.7 Error RMS en la estimación conjunta de la frecuencia media 
pseudo instantánea y el ancho de banda espectral RMS, para una 

longitud de ventana de 63 elementos, para una SNR de lO, 20, 30 Y 40 
dB Y un parámetro Alfa desde 0.5 hasta 5. 

En la tabla Tb.4.3 se muestran los valores mínimos del error en la estimación conjunta de la 
frecuencia y el ancho de banda, así como el valor del parámetro Alfa óptimo asociado para cada SNR. 

SNR Error Alfa 

1 
30- ' . 0.7353 . 1 
40 0.7352 1 

Tb.4.3 Parámetro Alfa óptimo para la estimación conjunta de la frecuencia y el 
ancho de banda para una longitud de ventana de 63 elementos. 

4.5. Longitud de ventana de muestreo de 127 elementos 

En la gráfica de la Fig. 4.8 se muestra la Distribución Tiempo Frecuencia de Born Jordan, la . 
frecuencia media pseudo instantánea (la línea continua muestra los valores teóricos y la otra los 
calculados), y el ancho de banda espectral RMS de la señal Dóppler ultrasónica simulada, calculada 
para una longitud de ventana de muestreo de 127 elementos, sin ruido. 
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4.5.1. 
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Determinación de parámetros óptimos 

Fig. 4.8 Longitud de ventana de mueStreo de 127 elementos sin ruido. a) 
Distribución Tiempo Frecuencia: b) Frecuencia media pseudo 

instantánea: e) Ancho de banda espectral RMS. 

Error en la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea 

En la gráfica de la Fig. 4.9 se muestra el error en la estimación de la frecuencia media pseudo 
instantánea de la señal Dóppler ultrasónica simulada, variando el parámetro Alfa desde 0.5 hasta 5. 

El error RMS mínimo considerando una relación señal a ruido (SNR) de 10 dB, se obtiene con el 
parámetro Alfa óptimo igual a 2.5, para las SNR de 20, 30 Y 40 dB, el parámetro Alfa óptimo 
correspondiente es 2. 
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... 

Error en la estinaci6n de la frecuencia media pseudo instantánea 
para una longitud de ventana de 127 elementos 

3.' 2.' ... 
Alfa 

Determinación de parámetros óptimos 

o .• 

Fig. 4.9 Error RMS en la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea 
para una longitud de ventana de 127 elementos. para una SNR de 10. 20, 30 Y 40 

dB Y un parámetro Alfa desde 0.5 hasta 5. 

En la tabla Tb.4.4 se muestran los valores mínimos del error en la estimación de la frecuencia media 
pseudo instantánea, así como el valor del parámetro Alfa óptimo asociado para cada SNR. 

4.5.2. 

SNR Error Alfa 
mínimo óptimo 

-' '10 - ;~ 0.5971 2.5 
-.' ,~-

20 0.4361 2 
, 30 0.43!?2 2 

40 0.4351 2 

Tb.4.4 Parámetro Alfa óptimo para la estimación de la frecuencia media pseudo 
instantánea para una longitud de ventana de 127 elementos. 

Error en la estimación del ancho de banda espectral RMS 

En la gráfica de la Fig. 4.10 se muestra el error en la estimación del ancho de banda espectral RMS 
de la señal Dóppler ultrasónica simulada, variando el parámetro Alfa desde 0.5 hasta 5. 

El error RMS mínimo considerando una relación señal a ruido (SNR) de lO, 20, 30 y40 dB, se obtiene 
con el parámetro Alfa óptimo de 1. 
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Error en la estimaci6n del ancho de banda espectral RMS 
para una klngitud de ventana de 127 elemenlos 

Determinación de parámetros óptimos 

Fig. 4.10 Error RMS en la estimación del ancho de banda espectral RMS 
para una longitud de ventana de 127 elementos, para una SNR de lO, 

20,30 Y 40 dB Y un parámetro Alfa desde 0.5 hasta 5. 

En la tabla Tb.4.5 se muestran los valores mínimos del error en la estimación del ancho de banda 
espectral RMS, así como el valor del parámetro Alfa óptimo asociado para cada SNR. 

4.5.3. 

SNR Error 
mínimo 

1:6751 
0.9797 

-"3~O:;-;, 0.9688 
40 0.9687 

Alfa 
óptimo 

'1/:'''': f >' 
1 

:L~ 
1 

Tb.4.5. Parámetro Alfa óptimo para la estimación del ancho de banda espectral 
RMS para una longitud de ventana de 127 elementos. 

Error en la estimación conjunta de la frecuencia y del ancho de banda 

En la gráfica de la Fig. 4.11 se muestra el error en la estimación conjunta de la frecuencia media 
pseudo instantánea y del ancho de banda espectral RMS, variando el parámetro Alfa desde 0.5 hClsta 
5. 

El error RMS mínimo considerando una relación señal a ruido (SNR) de 10,.20,30 Y 40 dB, se obtiene 
con el parámetro Alfa óptimo igual a 1 
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Error en la estimación conjunta de la frecuencia media pseudo Instantánea y el ancho de banda 
espectral RMS para una longitud de ventana de 127 elementos 

Alfa 

Fig. 4.11 Error RMS en la estimación conjunta de la frecuencia media 
pseudo instantánea y el ancho de banda espectral RMS, para una 

longitud de ventana de 127 elementos, para una SNR de 10, 20, 30 Y 40 
dB Y un parámetro Alfa desde 0.5 hasta 5. 

En la tabla Tb.4.6 se muestran los. valores mínimos del error en la estimación conjunta de la 
frecuencia y el ancho de banda, así como el valor del parámetro Alfa óptimo asociado para cada SNR. 

SNR Error 
mínimo 

' 1:8211 
1.1037 

Alfa 

1.0928 . :,1. 1 
1.0929 1 

lb.4.6 Parámetro Alfa óptimo para la estimación conjunta de la frecuencia y el 
ancho de banda para una longitud de ventana de 127 elementos. 

4.6. Longitud de ventana de muestreo de 255 elementos 

En la gráfica de la Fig. 4.12 se muestra la Distribución Tiempo Frecuencia de Born Jordan., la 
frecuencia media pseudo instantánea (la línea continua muestra los valores teóricos y la otra los ' 
calculados), y el ancho de banda espectral RMS de la señal Dóppler ultrasónica simulada, calculada 
para una longitud de ventana de muestreo de 255 elementos, sin ruido . . 
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4.6.1. 

Determinación de parámetros óptimos 

Fig. 4.12 Longitud de ventana de muestreo de 255 elementos sin ruido. a) 
Distribución Tiempo Frecuencia; b) Frecuencia media pseudo instantánea: e) 

Ancho de Banda Espectral RMS. 

Error en la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea 

En la gráfica de la Fig. 4.13 se muestra el error en la estimación de la frecuencia media pseudo 
instantánea de la señal Dóppler ultrasónica simulada, variando el parámetro Alfa desde 0.5 hasta 5. 

El error RMS mínimo considerando una relación señal a ruido (SNR) de 10, 20, 30 Y 40 dB, se obtiene 
con el parámetro Alfa óptimo igual a 2. 
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Error en la estimación de la lreaJencIa media pseudo Instantánea 
. para una longitud de -cana de 255 elementos 

Determinación de parámetros óptimos 

fig. 4.13 Error RMS en la estimación de la frecuencia media pseudo 
instantánea para una longitud de ventana de 255 elementos, para una 
SNR de 10, 20, 30 Y 40 dB Y un parámetro Alfa desde 0.5 hasta 5. 

En la tabla Tb.4.7 se muestran los valores mínimos del error en la estimación de la frecuencia media 
pseudo instantánea, así como el valor del parámetro Alfa óptimo asociado para cada SNR. 

• 

4.6.2. 

SNR Error Alfa 

Tb.4.7 Parámetro Alfa óptimo para la estimación de la frecuencia media pseudo 
instantánea para una longitud de ventana de 255 elementos. 

Error en la estimación del ancho de banda espectral RMS 

En la gráfica de la Fig. 4.14 se muestra el error en la estimación del ancho de banda espectral RMS 
de la señal Dóppler ultrasónica simulada, variando el parámetro Alfa desde 0.5 hasta 5. 

El error RMS mínimo considerando una relación señal a ruido (SNR) de 10 dB, se obtiene coh el 
parámetro Alfa óptimo igual a 0.5, para las SNR de 20, .30 Y 40 dB, el parámetro Alfa óptimo 
correspondiente es 1. 
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Error en la estimaci6n del ancho de banda espectral 
para una longitud de ventana de 255 elementos 

Alfo 

Determinación de parámetros óptimos 

Fig. 4.14 Error RMS en la estimación del ancho de banda espectral RMS 
para una longitud de ventana de 255 elementos, para una SNR de 10, 

20,30 yAO dB Y un parámetro Alfa desde 0.5 hasta 5. 

En la tabla Tb.4.8 se muestran los valores mínimos del error en la estimación del ancho de banda 
espectral RMS, así como el valor del parámetro Alfa óptimo asociado para cada SNR. 

4.6.3. 

SNR Error 

40 

Alfa 

~;'{;i?~;~iff~:, ' ; 
1 

Tb.4.8 Parámetro Alfa óptimo para la estimación del ancho de banda espectral 
RMS para una longitud de ventana de 255 elementos. 

Error en la estimación conjunta de la frecuencia y del ancho de banda 

En la gráfica de la Fig. 4.15 se muestra el error en la estimación conjunta de la frecuencia media 
pseudo instantánea y del ancho de banda espectral RMS, variando el parámetro Alfa desde 0.5 hasta 
5. 

El error RMS mínimo considerando una relación señal a ruido (SNR) de 10 dB, se obtiene con el 
parámetro Alfa óptimo igual a 1.5, para las SNR de 20, 30 Y 40 dB, el parámetro Alfa óptimo 
correspondiente es 1. 
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Emlr en la estimación conjula de la frecuencia media pseudo Instantánea y el ancho de banda . 
espec;tral RMS para una longitud de ventana de 255 

Fig. 4.15 Error RMS en la estimación conjunta de la frecuencia media 
pseudo instantánea y el ancho de banda espectral RMS, para una 

longitud de ventana de 255 elementos, para una SNR de lO, 20, 30 Y 40 
dB Y un parámetro Alfa desde 0.5 hasta 5. 

En la tabla Tb.4.9 se muestran los valores mínimos del error en la estimación conjunta de la 
frecuencia y el ancho de banda, así como el valor del parámetro Alfa óptimo asociado para cada SNR. 

SNR Error Alfa 

Tb.4.9 Parámetro Alfa óptimo para la estimación conjunta de la frecuencia y el 
ancho de banda para una longitud de ventana de 255 elementos. 

4.7. Longitud de ventana de muestreo de 511 elementos 

En la gráfica de la Fig. 4.16 se muestra la Distribución Tiempo Frecuencia de Born Jordan, la 
frecuencia media pseudo instantánea (la línea continua mUestra los valores teóricos y la otra los . 
calculados) y el ancho de banda espectral RMS de la señal Dóppler ultrasónica simulada, calcülada 
para una longitud de ventana de muestreo de 511 elementos, sin ruido. 
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4.7.1. 

Determinación de parámetros óptimos 

Fig. 4.16 Longitud de ventana de muestreo de 511 elementos sin ruido. a) 
Distribución Tiempo Frecuencia; b) Frecuencia media pseudo instantánea; c) 

Ancho de Banda Espectral RMS. 

Error en /a estimación de /a frecuencia media pseudo instantánea 

En la gráfica de la Fig. 4.17 se muestra el error en la estimación de la frecuencia media pseudo 
instantánea de la señal, Dóppler ultrasónica simulada, variando el parámetro Alfa desde 0.5 hasta 5. 

i 

El error RMS mínimo considerando una relación señal a ruido (SNR) de 10, 20, 30 Y 40 dB, se obtiene 
con el parámetro Alfa óptimo igual a 1.5. 
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Fig. 4.17 Error RMS en la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea 
para una longitud de ventana de 511 elementos, para una SNR de 10, 20, 30 Y 40 

dB Y un parámetro Alfa desde 0.5 hasta 5. 

En la tabla Tb.4.10 se muestran los valores mínimos del error en la estimación de la frecuencia media 
pseudo instantánea, así como el valor del parámetro Alfa óptimo asociado para cada SNR. 

4.7.2. 

SNR Error Alfa 

20 1.4861 
'30' ~ -,: ~?f4837 
40 1.4837 

Tb.4.10 Parámetro Alfa óptimo para la estimación de la frecuencia media pseudo 
instantánea para una longitud de ventana de 511 elementos. 

Error en la estimación del ancho de banda espectral RMS 

En la gráfica de la Fig. 4.18 se muestra el error en la estimación del ancho de banda espectral RMS 
de la señal Dóppler ultrasónica simulada, variando el parámetro Alfa desde 0.5 hasta 5. 

El error RMS mínimo considerando una relación señal a ruido (SNR) de 10 dB, se obtiene con el 
parámetro Alfa óptimo igual a 0.5, para las SNR de 20, 30 Y 40 dB, el parámetro Alfa óptimo 
correspondiente es 1. 
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Fig. 4.i8 Error RMS en la estimación del ancho de banda espectral RMS 
para una longitud de ventana de 511 elementos, para una SNR de lO, 20, 

30 Y 40 dB Y un parámetro Alfa desde 0.5 hasta 5. 

En la tabla Tb.4.11 se muestran los valores mínimos del error en la estimación del ancho de banda 
espectral RMS, así como el valor del parámetro Alfa óptimo asociado para cada SNR. 

4.7.3. 

SNR Error Alfa 

Tb.4.11. Parámetro Alfa óptimo para la estimación del ancho de banda espectral 
RMS para una longitud de ventana de 511 elementos. 

Error en la estimación conjunta de la frecuencia y del ancho de banda 

En la gráfica de la Fig. 4.19 se muestra el error en la estimación conjunta de la frecuencia media 
pseudo instantánea y del ancho de banda espectral RMS, variando el parámetro Alfa desde 0.5 hasta 
5. 

El error RMS mínimo considerando una relación señal a ruido (SNR) de 10 dB, se obtiene con el 
parámetro Alfa óptimo igual a 0.5, para las SNR de 20, 30 Y 40 dB, el parámetro Alfa óptimo 
correspondiente es 1. 
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Error en la estimacl6n conjunta de la lTecuencIa media pseudo lnsIantálea y el ancho de banda 
espectral RMS pan! una Iongitlld de WIIIIana de 511 elementos 

Ma 

Fig. 4.19 Error RMS en la estimación conjunta de la frecuencia media 
pseudo instantánea y el ancho de banda espectral RMS, para una 

longitud de ventana de 511 elementos, para una SNR de lO, 20, 30 Y 40 
dB Y un parámetro Alfa desde 0.5 hasta 5. 

En la tabla Tb.4.12 se muestran los valores mínimos del error en la estimación conjunta de la 
frecuencia y el ancho de banda, así como el valor del parámetro Alfa óptimo asociado para cada SNR. 

SNR 

··-:;'~O :·;." 
40 

Error 

~.479~~ 9~,: 
3.4795 

Alfa 

1 
1 

Tb.4.12 Parámetro Alfa óptimo para la estimación conjunta de la frecuencia y el 
ancho de banda para una longitud de ventana de 511 elementos. 

4.8. Análisis del parámetro Alfa: Valores apropiados 

En esta sección, nuevamente se analiza la señal Dóppler Ultrasónica simulada, a la cual se le aplica la 
distribución de tiempo frecuencia de Born J ordan, pero ahora variando el parámetro Alfa en un 
rango de valores de 0.5 alOa. 

Obsérvese que en la expresión discreta de la distribución tiempo frecuencia de Born J ordan valuada 
en n = O, ecuación (EQ.4.5), los valores de las cotas del índice de la sumatoria interna, es decir, con 
respecto a f1., deben ser enteros. De aquí que los valores apropiados para el parámetro Alfa sean 

múltiplos enteros positivos de 0.5, esto es: 
Alfa = O.5n con n E Naturales (EQ.4.9) 
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4.8.1. Error en la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea 

En la gráfica de la Fig. 4.20 se muestra el error en la estimación de la frecuencia media pseudo 
instantánea de la señal Dóppler ultrasónica simulada, con una longitud de ventana de 127 elementos y 
variando apropiadamente el parámetro Alfa desde 0.5 hasta 100. 

Nótese que los errores mínimos obtenidos en la estimación de la frecuencia media pseudo 
instantánea considerando una SNR de 10, 20, 30, 40 dB, se obtienen utilizando el parámetro Alfa 
comprendido en un rango de 0.5 a 5. 

También obsérvese que a medida que aumenta el valor del parámetro Alfa, el error en la estimación 
de la frecuencia media pseudo instantánea también va aumentando. El comportamiento para otras 
longitudes de ventana es similar. 

4.8.2. 

Error en la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea 

100 50 40 30 20 10 S a 7 8 5 4.5 .. 3.$ 3 2.5 2 1.5 1 0.5 

Alfa 

Fig. 4.20 Error en la estimación de la frecuencia media pseudo 
instantánea variando el parámetro Alfa desde 0.5 a 100 (valores 
apropiados) con una relación señal a ruido de 10, 20, 30 Y 40 dB. 

Error en la estimación del ancho de banda espectral RMS 

En la gráfica de la Fig. 4.21 se muestra el error en la estimación del ancho de banda espectral RMS 
de la señal Dóppler ultrasónica simulada, con una longitud de ventana de 127 elementos y variando el 
parámetro Alfa desde 0.5 hasta 100. 
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Error en la estimaci6n del lIlCho de banda espectral RMS 

Fig. 4.21 Error en la estimación del ancho de banda espectral RMS 
variando el parámetro Alfa desde 0.5 a 100 (valores apropiados) con 

una relación señal a ruido de 10, 20, 30 Y 40 dB. 

Nótese que los errores mínimos obtenidos en la estimación del ancho de banda considerando una SNR 
de 10, 20, 30,40 dB, se obtienen utilizando el parámetro Alfa comprendido en un rango de 0.5 a 5. 

También obsérvese que a medida que aumenta el valor del parámetro Alfa, el error en la estimación 
del ancho de banda espectral RMS también va aumentando. El comportamiento para otras longitudes 
de ventana es similar. -

4.8.3. Error en la estimación conjunta de la frecuencia y el ancho d~ banda 

En la gráfica de la Fig. 4.22 se muestra el error en la estimación conjunta de la frecuencia media 
pseudo instantánea y del ancho de banda espectral RMS, con una longitud de ventana de 127 
elementos y variando el parámetro Alfa desde 0.5 hasta 5. 

Nótese que el error mínimo obtenido de la estimación conjunta de la frecuencia y del ancho de banda 
considerando una SNR de 10, 20, 30 Y 40 dB, se obtienen utilizando el parámetro Alfa comprendido 
en un rango de 0.5 a 5. 

También obsérvese que a medida que aumenta el parámetro Alfa, el error en la estimación conjunta 
de la frecuencia y del ancho de banda, también · va aumentando. El comportamiento para otras 
longitudes de ventana es similar. 
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Error en la estimaci6n conjunta de la fnK:uencia Y el ancho de banda 

100 50 40 30 20 10 o 8 7 8 5 4.5 .. 3.5 3 2.5 2 1.5 1 0.5 

Alfa 

Fig. 4.22 Error en la estimación conjunta de la frecuencia y el ancho de 
banda variando el parámetro Alfa desde 0.5 a 100 (valores apropiados) 

con una relación señal a ruido de 10, 20, 30 Y 40 dB. 

4.9. Análisis del parámetro Alfa: Valores no apropiados 

En esta sección, nuevamente se analiza la señal Dóppler U~trasónica simulada, a la cual se le aplica la 
distribución de tiempo frecuencia de Sorn Jordan, variando el parámetro Alfa en un rango de valores 
de 0.5 a 2.5. 

En contraposición a los valores apropiados, los valores no apropiados son aquellos que no generan 

valores enteros en las cotas del índice de la sumatoria interna, es decir, con respecto a J.L, en la 

ecuación (EQ.4.5). 

4.9.1. Error en la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea 

En las gráficas de la Fig. 4.23 se muestra el error en la estimación de la frecuencia media pseudo 
instantánea de la señal Dóppler ultrasónica simulada, con una longitud de ventana de 127 y variando 
no apropiadamente el parámetro Alfa en un rango de 0.5 a 2.5 con incrementos de 0.1. 

Los errores máximos obtenidos son para valores no apropiados de Alfa, en particular para 1.4, 1.6 2.1 
Y 2.4. En general los errores mínimos se obtienen para valores apropiados de Alfa; por ejemplo, 0.5, 
1,1.5,2 Y 2.5. 
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4.9.2. 

Determinación de parámetros óptimos 

Error en la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea 

Fig. 4.23 Error en la estimación de la frecuencia media pseudo 
instantánea variando no apropiadamente el parámetro Alfa de 0.5 a 2.5 

con una relación señal a ruido de 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35 Y 40 dB. 

Error en la estimación del ancho de banda espectral RMS 

En las gráficas de la Fig. 4.24 se muestra el error en la estimación del ancho de banda espectral RMS 
de la señal Dóppler ultrasónica simulada, con una longitud de ventana de 127 y variando no 
apropiadamente el parámetro Alfa en un rango de 0.5 a 2.5 con incrementos de 0.1. 

Los errores máximos obtenidos son para valores no apropiados de Alfa, en particular para 1.4, 1.6, 2.1 
Y 2.4. En general los errores mínimos se obtienen para valores apropiados de Alfa por ejemplo, 0.5,1, 
1.5,2 Y 2.5. 
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4.9.3. 

Determinación de parámetros óptimos 

Error en la estimaci6n del ancho de banda espectral RMS 

Error 

Alfa 

Fig. 4.24 Error en la estimación del ancho de banda espectral RMS 
variando no apropiadamente el parámetro Alfa de 0.5 a 2.5 con una 

relación señal a ruido de 5, lO, 15, 20, 25, 30, 35 Y 40 dB. 

Error en la estimación conjunta de la frecuencia y el ancho de banda 

En las gráficas de la Fig. 4.25 se muestra el error en la estimación conjunta de la frecuencia y el 
ancho de banda espectral RMS, con una longitud de ventana de 127 elementos y variando no 
apropiadamente el parámetro Alfa en un rango de 0.5 a 2.5 con incrementos-de 0.1. 

Los errores máximos obtenidos son para valores no apropiados de Alfa, en particular para 1.4, 1.6, 2.1 
Y 2.4. En general los errores mínimos se obtienen para valores apropiados de Alfa por ejemplo, 0.5,1, 
1.5,2 Y 2.5. 
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Error en la estimación conjunta de la lreaJencia Y el ancho de banda 

Error 

Alfa 

Fig. 4.25 Error en la estimación conjunta de la frecuencia y el ancho de 
banda variando no apropiadamente el parámetro Alfa de 0.5 a 2.5 con 

una relación señal a ruido de 5, lO, 15, 20, 25, 30, 35 Y 40 dB. 
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5. ANALISIS DE RESULTADOS: PARÁMETROS ALFA ÓPTIMOS 

5.1. Introducción 

En este capítulo se analizan los valores óptimos del parámetro Alfa, que se obtienen de aplicar la 
distribución tiempo frecuencia de Born Jordan a la señal Dóppler Ultrasónica simulada, para la 
estimación de la frecuencia media pseudo instantánea, el ancho de banda espectral y la estimación 
conjunta, variando la longitud de la ventana de muestreo y cambiando la relación de potencia señal a 
ruido. Los resultados detallados están en el capítulo 4, Determinación de parámetros óptimos. Estos 
resultados se utilizan en el desarrollo del capítulo 6, Truncado de la función de ciutocorrelación. 
También se realiza una comparación de los resultados obtenidos con la distribución tiempo 
frecuencia de Wigner Ville. 

5.2. Parámetros Alfa óptimos para estimar la frecuencia instantánea 

En la tabla Tb.5.1 se muestran los valores mínimos de los errores obtenidos en la estimación de la 
frecuencia media pseudo instantánea. 

Longitud de Ventana 
SNR 127 255 511 

40 0.2952 0.4351 0.7714 1.4837 

Tb.5.1. Valores mínimos de los errores en la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea. 

En la tabla Tb.5.2, se muestran los valores del parámetro Alfa, los cuales se denominan óptimos, 
asociados al error mínimo en la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea. 

SNR 63 
Longitud de Ventana 

127 255 

2 

i2 Y, 
2 

2 

511 

1.5 

Tb.5.2. Parámetros Alfa óptimos asociados al error mínimo en la estimación de la frecuencia media pseudo 
instantánea. 

5.3. Parámetros Alfa óptimos para estimar el ancho de banda espectral 

En la tabla Tb.5.3 se muestran los va.lores mínimos de los errores obtenidos en la estimación del 
ancho de banda espectral. 
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Capitulo V Análisis de resultados: Parámetros Alfa óptimos 

Longitud de Ventana 
SNR 127 255 511 

40 0.6647 0.9687 1.6378 3.1128 

Tb.5.3. Valores mínimos de los errores en la estimación del ancho de banda espectral. 

En la tabla Tb.5.4, se muestran los valores del parámetro Alfa, los cuales se denominan óptimos, 
asociados al error mínimo en la estimación del ancho de banda espectral. 

Longitud de Ventana 
127 255 

40 1 1 1 1 

Tb.5.4. Parámetros Alfa óptimos asociados al error mínimo en la estimación del ancho de banda espectral. 

5.4. Parámetros Alfa óptimos para la estimación conjunta de la frecuencia y el 
ancho de banda 

En la tabla Tb.5.5 se muestran los valores mínimos de los errores obtenidos en la estimación conjunta 
de la frecuencia y el ancho de banda. 

Longitud de Ventana 
127 255 511 

40 

Tb.5.5. Valores mínimos de los errores en la estimación conjunta de la frecuencia instantánea y el ancho de 
banda espectral. 

En la tabla Tb.5.6, se muestran los valores del parámetro Alfa, los cuales se denominan óptimo,s, 
asociados al error mínimo en la estimación conjunta de la frecuencia y el ancho de banda. 
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Longitud de Ventana 
SNR 63 127 255 511 

=== 

40 1 1 1 1 

lb.5.6. Parámetros Alfa óptimos asociados al error mínimo en la estimación conjunta de la frecuencia media 
pseudo instantánea y el ancho de banda espectral. 

5.5. Análisis del parámetro Alfa: Valores apropiados 

Los valores apropiados del parámetro Alfa son aquellos que generan cotas enteras en la sumatoria 
con respecto a Ji de la distribución tiempo frecuencia de Born Jordan (EQ.3.39). Estos valores de 

Alfa son múltiplos enteros positivos de 0.5; por ejemplo: 0.5, 1, 1.5, 2, 2.5, ... 

5.6. Análisis del parámetro Alfa: Valores no apropiados 

Los valores no apropiados del parámetro Alfa son aquellos que no generan cotas enteras en la 
sumatoria con respecto a Ji de la distribución tiempo frecuencia de Born J ordan (EQ.3.39). Estos 

valores de Alfa no son múltiplos enteros positivos de 0.5; por ejemplo: 0.6,0.7,0.8,0.9,1.1, ... 

5.7. Comparación con la ~istribución tiempo frecuencia de Wigner Ville 

En la tabla Tb.5.7, se muestran los errores mínimos en la estimación de .la frecuencia media pseudo 
instantánea utilizando las distribuciones de Wigner Ville y Born Jordan. 

40 

Frecuencia media pseudo instantánea 
Wigner Ville(211 Born J ordan 

SNR SNR 
20 10 40 20 

2.2556 

1.0671 
3.6001 

12.0298 
42.8700 

0.2952 
0.4351 
0.7714 
1.4837 

0.2957 
10 

Tabla 5.7. Comparación de la estimación del error mínimo de la frecuencia media pseudo instantánea de las 
distribuciones de Wigner Ville y Born Jordan. 

En la tabla Tb.5.8, se muestran los errores mínimos para el cincho .de banda espectral RMS. 
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40 

Wigner Ville(21J 

SNR 
20 

0.7247 
1.5724 
3.8202 
10.1819 

Ancho de banda espectralRMS 

10 
2.0660 
5.2787 
13.9502 
42.0300 

40 
0.6647 
0.9687 
1.6378 
3.1128 

Born Jordan 
SNR 
20 10 

Tabla 5.8. Comparación de la estimación del error mínimo del ancho de banda espectral RMS de las 
distribuciones de Wigner Ville y Born J ordan 

En la tabla Tb.5.9, se muestran los errores mínimos para la estimación conjunta de la frecuencia y del 
ancho de banda. 

Estimación conjunta de la frecuencia y el ancho de banda 
Wigner Ville(2IJ, Born J ordan 

SNR SNR 
40 20 10 40 20 10 

0.7446 2.3253 0.7352 
1.6156 6.3895 1.0929 
3.9256 18.4207 1.8586 
10.4288 60.0363 3.4795 

Tabla 5.9. Comparación del error mínimo en la estimación conjunta de la frecuencia y el ancho de banda de las 
distribuciones de Wigner Ville y Born J ordan. 

Los valores remarcados corresponden a los valores mínimos en la comparación. Nótese que la 
distribución de Born J ordan estima mejor que la distribución de Wigner Ville la frecuencia media 
pseudo instantánea de una señal' en presencia de ruido. Lo mismo ocurre con el ancho de banda y con 
la estimación conjunta. 

64 



Capítulo VI Truncado de la función de.autocorrelación 

6. TRUNCADO DE LA FUNCION DE AUTOCORRELACION 

6.1. Introducción 

En este capítulo se muestra el desempeño que tiene la distribución tiempo frecuencia de Born J ordan 
para efectuar la estimación espectral cuando se trunca su función de auto correlación indexada al 
tiempo generalizada. El fundamento físico del truncado consiste en despreciar los términos de cruce 
provocados por componentes frecuenciales distantes en el tiempo o en la frecuencia, cuyo valor 
debería tender a cero. El truncando en la función disminuye el número de operaciones implicadas pero 
incrementa el error en la estimación. De aquí que exista un compromiso entre el truncado y el error. 
Se presentan diversos experimentos numéricos utilizando el parámetro Alfa óptimo, variando la 
longitud de ventana de muestreo, la relación de potencia señal a ruido y el índice de truncado de la 
función de autocorrelación. 

6.2. Truncado de la función de auto correlación en la distribución tiempo ./ 
frecuencia de Born J ordan 

En la siguiente ecuación se muestra la expresión discreta eficiente que calcula la distribución tiempo 
frecuencia de Born Jordan, ecuación (EQ.3.39), con un índice de truncado en la función de 
autocorrelación indexada al tiempo generalizada (sumatorio interna con respecto a f1 ): 

[

N-t j2tdct min{rr.a2Itl.N-t-j t ll 1 1 2 (EQ 6 1) 
BJD(O,k,IT) = 4Real L w(.)w·(-.)e N L -11 x(u+.~·(u-.) -~x(O) .. 

t=O JI=max{-rr.-a2Itl.-N+1+lt[}4a. 

Obsérvese que los valores de las cotas de la sumatorio interna con respecto a f1 tienen un índice de 

truncado Ir, el cual puede tomar valores desde O hasta N-l, ya que para valores mayores a N-l no 
existe ningún truncado efectivo, porque se excede la longitud de la señal. Nótese que IT = O 
corresponde al máximo truncado; mientras que IT = N -1 , sin truncado. 

El fundamento físico del truncado consiste en despreciar los términos de cruce provocados por 
componentes frecuenciales distantes en el tiempo o en la frecuencia, cuyo valor debería tender a 
cero. 

Nótese que el truncado introduce .un error en la estimación, pero disminuye el número de 
operaciones. De esta forma se establece un compromiso de rapidez de cálculo contra el error en la 
estimación espectral: "Amayor rapidez de cálculo (mayor truncamiento), mayor error (controlado) en 
la estimación espectral". Es decir el truncado implica despreciar términos, consecuentemente se 
disminuye el número de operaciones pero se pierde la exactitud, a cambio de que se gane un menor 
tiempo de cálculo. 
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6.3. Longitud de ventana de 63 elementos 

Para una longitud de ventana de muestreo de 63 elementos el índice de truncado IT puede tomar 
valores desde O hasta 31. IT = O corresponde al máximo truncado: mientras que IT = 31, sin 
truncado. 

6.3.1. Estimación del ancho de banda espectral RMS 

De la tabla (Tb.5.4) se obtiene el parámetro Alfa óptimo de 1, para estimar el ancho de banda 
espectral. En la gráfica de la Fig. 6.1 se muestra el error en la estimación de la frecuencia media 
pseudo instantánea de la señal Dóppler ultrasónica simulada, variando el índice de truncado de la 
función de autocorrelación, para diversos niveles de SNR. 

Error 

Error en la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea para una 
longitud de ventana de 63 elementos 

Fig.6.1. Error en la estimación de la frecuencia media pseudo 
instantánea con un factor de peso Alfa óptimo de 1, y variando el índice 

de truncado de la función de autocorrelación. 

De igual forma, en las gráficas de las Fig. 6.2 Y Fig. 6.3 se muestran el error en la estimación del 
ancho de banda espectral y en la estimación conjunta de la frecuencia y del ancho de banda, 
respectivamente. 
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Error 

Error en la estimación del ancho de banda espectral para 
una Iongilud de ventana de 63 elementos 

SNR 

Fig.6.2. Error en la estimación del ancho de banda espectral con un 
factor de peso Alfa óptimo de 1, y variando el índice de truncado de la 

función de autocorrelación. 

Error en la estimación conjunta de la frecuencia y el ancho de banda para una 
longitud de ventana de 63 elementos 

26 28 30 

SNR 

Fig.6.3. Error en. la estimación conjunta de la frecuencia y el ancho de 
banda con un factor de peso Alfa óptimo de 1, y variando el índice de 

truncado de la función de autocorrelación. 

67 



----- - ------- - - - - -

Capítulo VI Truncado de la función de autocorrelación 

6.3.2. Estimación de la frecuencia mediapseudo instantánea 

De la tabla (Tb.5.2) se obtiene el parámetro Alfa óptimo de 1.5, para estimar la frecuencia media 
pseudo instantánea. En la gráfica de la Fig. 6.4 se muestra el error en la estimación de la frecuencia 
media pseudo instantánea de la señal Dóppler ultrasónica simulada, variando el índice de truncado de 
la función de autocorrelación, para diversos valores de SNR. 

Error 

Error en la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea 
para una longitud de ventana de 63 elementos 

2 4 6 6 
10 12 14 16 16 20 

Truncado 

Fig.6.4. Error eh la estimación de la frecuencia media pseudo 
instantánea con un factor de peso Alfa óptimo de 1.5, y variando el 

índice de truncado de la función de autocorrelación. 

De igual forma, en las gráficas de las Fig. 6.5 Y Fig. 6.6 se muestran el error en la estimación del 
ancho de banda espectral y en la estimación conjunta de la frecuencia y del ancho de banda, 
respectivamente. 
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Error en la estimación del ancho de banda espectral 
para una longitud de ventana de 63 elementos 

Indlce de truncado 

SNR 

Fig.6.5. Error en la estimación del ancho de banda espectral con un 
factor de peso Alfa óptimo de 1.5, y variando el índice de truncado de 

la función de autocorrelación. 

Error 

Error en la estimación conjunta de la frecuencia y el ancho de banda 
para una longitud de ventana de 63 elementos 

26 28 30 

Fig.6.6. Error en la estimación conjunta de la frecuencia y el ancho de 
banda con un factor de peso Alfa óptimo de 1.5, y variando el índice de 

truncado de la función de autocorrelación. 

69 

./ 



Capítulo VI . Truncado de la función de autocorrelación 

6.4. Longitud de ventana de 127 elementos 

Para una longitud de ventana de muestreo de 127 elementos el índice de truncado IT puede tomar 
valores desde O hasta 63. IT = O corresponde al máximo truncado; mientras que IT = 63, sin 
truncado. 

6.4.1. Estimación del ancho de banda espectral 

De la tabla (Tb.5.4) se obtiene el parámetro Alfa óptimo de 1, para estimar el ancho de banda 
espectral. En la gráfica de la Fig. 6.7 se muestra el error en la estimación de la frecuencia media 
pseudo instantánea de la señal Dóppler ultrasónica simulada, variando el índice de truncado de la 
función de autocorrelación, para diversos niveles de SNR. 

Error 

Error en la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea 
para una longitud de ventana de 127 elementos 

4 8 g re ~ ~ ~ ~ ~ ~ 
Indlce de trunc¡ldq 

SNR 

Fig.6.7. Error en la estimación de la frecuencia media pseudo 
instantánea. con un factor de peso Alfa óptimo de 1, y variando el índice 

de truncado de la función de autocorrelación. 

De igual forma, en las gráficas de las Fig. 6.8 Y Fig. 6.9 se muestran el error en la estimación del 
ancho de banda espectral y en la estimación conjunta de la frecuencia y del ancho de banda, 
respectivamente. 
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Error en la estimación del ancho de banda espectral 
para una longitud de ventana de 127 elementos 

Indlce de truncado 

Fig. 6.8. Error en la estimación del ancho de banda espectral con un 
factor de peso Alfa óptimo de 1, y variando el índice de truncado de la 

función de autocorrelación. 

Error 

Error en la estimación conjunta de la frecuencia y el ancho de banda 
para una longitud de ventana de 127 elementos 

20 24 28 32 36 40 44 48 

Indlce de truncado 

SNR 

Fig. 6.9. Error en la estimación conjunta de la frecuencia y el ancho de 
banda con un factor de peso Alfa óptimo de 1, y. variando el índice de 

truncado de la función de autocorrelación. 
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6.4.2. Estimación de la frecuencia media pseudo instantánea 

De la tabla (Tb.5.2) se obtiene el parámetro Alfa óptimo de 2, para estimar la frecuencia media 
pseudo instantánea. En la gráfica de la Fig. 6.10 se muestra el error en la estimación de la frecuencia 
media pseudo instantánea de la señal Dóppler ultrasónica simulada, variando el índice de truncado de 
la función de autocorrelación, para diversos niveles de SNR. 

Error 

Error en la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea 
para una longitud de ventana de 127 elementos 

Indlce de truncado 

Fig.6.10. Error en la estimación de la frecuencia media pseudo 
instantánea con un factor de peso Alfa óptimo de 2, y variando el índice 

de truncado de la función de autocorrelación. 

De igual forma, en las gráficas de las Fig. 6.11 Y Fig. 6.12 se muestran el error en la estimación del 
ancho de banda espectral y en la estimación conjunta de la frecuencia y del ancho de banda, 
respectivamente. 
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Error 

Error en la estimación del ancho de banda espectral 
para una longitud de ventana de 127 elementos 

202428323640 .... 48 
52 56 60 

Indlce de truncado 

Fig. 6.11. Error en la estimación del ancho de banda espectral con un 
factor de peso Alfa óptimo de 2, y variando el índice de truncado de la 

función de autocorrelación. 

Error en la estimación conjunta de la frecuencia y el ancho de banda 
para una longitud de ventana de 127 elementos 

20 ~ 28 ~ 36 40 .... 48 52 

Indlce de truncado 
56 60 

SNR 

Fig. 6.12. Error en la estimación conjunta de la frecuencia y el ancho de 
banda con un factor de peso Alfa óptimo de 2,y variando el índice de 

truncado de la función de autocorrelación. 
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6.5. Longitud de ventana de 255 

Para una longitud de ventana de muestreo de 255 elementos el índice de truncado IT puede tomar 
valores desde O hasta 127. IT = O corresponde al máximo truncado: · mientras que IT = 127 sin 
truncado. 

6.5.1. Estimación del ancho de banda espectral 

De la tabla (Tb.5.4) se obtiene el parámetro Alfa óptimo de 1, para estimar el ancho de banda 
espectral. En la gráfica de la Fig. 6.13 se muestra el error en la estimación de la frecuencia media 
pseudo instantánea de la señal Dóppler ultrasónica simulada, variando el . índice de truncado de la 
función de autocorrelación, para diversos niveles de SNR. 

Error 

Error en la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea 
para una longitud de ventana de 255 elementos 

Indlce de truncado 

Fig.6.13. Error en la estimación de la frecuencia media pseudo 
instantánea con un factor de peso Alfa óptimo de 1, y variando el índice 

de truncado de la función de autocorrelación. 

De igual forma, en las gráficas de las Fig. 6.14 Y Fig. 6.15 se muestran el error en la estimación del 
ancho de banda espectral y en la estimación conjunta de la frecuencia y. el ancho de banda, 
respectivamente. 
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Error en la estimación del ancho de banda espectral 
para una longitud de ventana de 255 elementos 

40 48 56 64 72 80 88' ' 96 

Indlce de truncado 
104 112 120 

Fig. 6.14. Error en la estimación del ancho de banda espectral con un 
factor de peso Alfa óptimo de 1, y variando el índice de truncado de la 

función de autocorrelación. 

Error en la estimación conjunta de la frecuencia y el ancho de banda 
para una longitud de ventana de 255 elementos 

104 112 120 

Fig. 6.15. Error en la estimación conjunta de la frecuencia y el ancho de 
banda con un factor de peso Alfa óptimo de 1 y variando el índice de 

truncado de la función de autocorrelación. 
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6.5.2. Estimación de /a frecuencia media pseudo instantánea 

De la tabla (Tb.5.2) se obtiene el parámetro Alfa óptimo de 2, para estimar la frecuencia media 
pseudo instantánea. En la gráfica de la Fig. 6.16 se muestra el error en la estimación de la frecuencia 
media pseudo instantánea de la señal Dóppler ultrasónica simulada, variando el índice de truncado de 
la función de autocorrelación, para diversos niveles de SNR. 

Error 

Error en la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea 
para una longitud de ventana de 255 elementos 

Indlce de truncado 

SNR 

Fig.6.16. Error en la estimación de la frecuencia media pseudo 
instantánea con un factor de peso Alfa óptimo de 2, y variando el índice 

de truncado de la función de autocorrelación. 

De igual forma, en las gráficas de las F¡ig. 6.17 Y Fig; 6.18 se muestran el error en la estimación del 
ancho de banda espectrCiI y en la estimación conjunta de la frecuencia y el ancho de banda, 
respectivamente. 
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Error 

Error en la estimación del ancho de banda espectral 
para una longitud de ventana de 255 elementos 

40 48 56 64 72 
80 88 96 104 

Indica da truncado 

SNR 

112 120 

Fig. 6.17. Error en la estimación del ancho de banda espectral con un 
factor de peso Alfa óptimo de 2, y variando el índice de truncado de la 

función de autocorrelación. 

Error 

Error en la estimación conjunta de la frecuencia y el ancho de banda 
para una longitud de ventana de 255 elementos 

40 48 ·56 64 72 80 
88 96 · 104 112 120 

Indica da truncado 

Fig. 6.18. Error en la estimación conjunta de la frecuencia y el ancho de 
banda con un factor de peso Alfa óptimo de 2 y variando el índice de 

truncado de la función de autocorrelación. 
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Capítulo VI Truncado de la función de autocorrelación 

6.6. Longitud de ventana de 511 elementos 

Para una longitud de ventana de muestreo de 511 elementos el. índice de truncado IT puede tomar 
valores desde O hasta 255. IT = O corresponde al máximo truncado; mientras que IT.= 255 sin _ 
truncado. 

6.6.1. Estimación del ancho de banda espectral 

De la tabla (Tb.5.4) se obtiene el parámetro Alfa óptimo de 1, para estimar el ancho de banda 
espectral. En la gráfica de la Fig. 6.19 se muestra el error en la estimación de la frecuencia media 
pseudo instantánea de la señal Dóppler ultrasónica simulada, variando el índice de truncado de la 
función de autocorrelación, para diversos niveles de SNR. 

Error 

Error en la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea • 
para una longitud de ventana de 511 elementos 

Indice de truncado 

SNR 

Fig.6.19. Error en la estimación de la frecuencia media pseudo 
instantánea con un factor de peso Alfa óptimo de 1, y variando el índice 

de truncado de la función de auto correlación. 

De igual forma, en las gráficas de las Fig. 6.20 Y Fig. 6.21 se muestran el error en la estimación del 
ancho de banda _ espectral y en la estimación conjunta de la frecuencia y el ancho de banda, 
respectivamente. 
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Truncado para el ancho de banda 
ventana de 511 elementos con un alfa óptimo de 1 

Fig. 6.20. Error en la estimación del ancho de banda espectral con un 
factor de peso Alfa óptimo de 1, y variando el índice de truncaqo de la 

función de autocorrelación. 

Error 

Error en la estimación conjunta de la frecuencia y el ancho de banda 
para una longitud de ventana de 511 

80 96 112 128 144 160 176 192 
Indlce de truncado 208 224 240 

SNR 

Fig. 6.21. Error en la estimación conjunta de la frecuencia y el ancho de 
banda con un factor de peso Alfa óptimo de 1 y variando el índice de 

truncado de la función de autocorrelación. 
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6.6.2. Estimación de la frecuencia media pseudo instantánea 

En la tabla (Tb.5.2) se obtiene el parámetro Alfa óptimo de 1.5, para estimar la frecuencia media 
pseudo instantánea. En la gráfica de la Fig. 6.22 se muestra el error en la estimación de la frecuencia 
media pseudo instantánea de la señal Dóppler ultrasónica simulada, variando el índice de truncado de 
la función de autocorrelación, para diversos niveles de SNR. 

Error 

Error en la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea 
para una longitud de ventana de 511 elementos· 

Indlce de truncado 

Fig.6.22. Error en la estimación de la frecuencia media pseudo 
instantánea con un factor de peso Alfa óptimo de L5, y variando el 

índice de truncado de la función de autocorrelació·n. 

De igual forma, en las gráficas de las Fig. 6.23 Y Fig. 6.24 se muestran el error en la estimación del 
ancho de banda espectral y en la estimación conjunta de la" frecuencia y el ancho de banda, 
respectivamente. . 
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Error 

Error en la estimación del ancho de banda espectral 
para una longitud de ventana de 511 elementos 

80 96 112 128 144 160 176 192 
Indlce de truncado 208 224 240 

Fig. 6.23. Error en la estimación del ancho de banda espectral con un 
factor de peso Alfa óptimo de 1.5, y variando el índice de truncado de 

la función de auto correlación. 

Error 

Error en la estimación conjunta de la frecuencia y el ancho de banda 
para una longitud de ventana de 511 elementos 

Indlce de truncado 

Fig. 6.24. Error en la estimación conjunta de la frecuencia y el ancho. de 
banda con un factor de peso Alfa óptimo de 1.5 y variando el índice de 

truncado de la función de autocorrelación. 
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Capitulo VII Análisis de resultados: Truncado 

7. ANALISIS DE RESULTADOS: TRUNCADO 

7.1 Introducción 

En este capítulo se analizan los incrementos porcentuales del error para la estimación de la 
frecuencia media pseudo instantánea, el ancho de banda espectral RMS y la estimación conjunta, 
variando el truncado en la función de autocorrelación, la longitud de ventana de muestreo y 
cambiando la relación de potencia señal a ruido. Los resultados se detallan en el capitulo 6, Truncado · 
en la función de autocorrelación. 

7.2 Longitud de ventana de 63 elementos 

7.2.1 Estimación del ancho de banda y la estimación conjunta 

En la tabla Tb.7.1. se muestra el incremento porcentual del error en las estimaciones espectrales 
debido al truncado de la función de autocorrelación (IT), con respecto a los errores obtenidos sin 
truncado (IT = 31). 

Las estimaciones espectrales son, la frecuencia media pseudo instantánea, ancho de banda espectral 
y estimación conjunta. Se considera el parámetro Alfa óptimo de 1. 

Incremento porcentual del 0% 1% 2% 3% 4% 5% 
error 

Indice de Frecuencia 22 18 18 18 16 16 
truncado, instantánea 
IT '·~·j2~{: : 

Tb.7.1. Tabla del incremento porcentual del error en la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea, el 
ancho de banda espectral y la estimación conjunta, con un truncado en la función de autocorrelación y un 
parámetro óptimo de 1. 

7.2.2 Estimación de la frecuencia media pseudo instantánea 

En la tabla Tb.7.2 se muestra el incremento porcentual del error en las estimaciones espectrales 
debido al truncado de la función de autocorrelación (IT),con respecto a los errores obtenidos sin 
truncado (IT = 31). 

Las estimaciones espectrales son, la frecuencia media pseudo instantánea, ancho de banda espectral 
y estimación conjunta. Se considera el parámetro Alfa óptimo de 1.5. 

82 
-- --------



---- ------- - --_. ~_ .. ...... _ ................ _._ ._--_._--. -

Capitulo VII 'Análisis de resultados: Truncado 

Incremento porcentual del 0% 1% 2% 3% 4% 5% 

Tb.7.2. Tabla del incremento porcentual del error en la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea, el 
ancho de banda espectral y la estimación conjunta, con un truncado en la función de autocorrelación y un 
parámetro óptimo de 1.5. 

7.3 Longitud de ventana de 127 elementos 

7.3.1 Estimación del ancho de banda y la estimación conjunta 

En la tabla Tb.7.3 se m~estra el incremento porcentual del error en las estimaciones espectrales 
debido al truncado de la función de autocorrelación (IT), con respecto a los errores obtenidos sin 
truncado (IT = 63). 

Las estimaciones espectrales son, la frecuencia media pseudo instantánea, ancho de banda espectral 
y estimación conjunta. Se considera el parámetro Alfa óptimo de 1. 

Incremento porcentual del 0% 1% 2~ 3% 4% 5% 
error 

Indice de Frecuencia 44 44 44 32 32 32 
truncado, instantánea 
IT Anchó:" de ., 

~) ¡¿~.¡:.,¡ 

banda< ' . • > 

Tb.7.3. Tabla del incremento porcentual del error en la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea, el 
ancho de banda espectral y .Ia estimación conjunta, con un truncado en la función de autocorrelación y un 
parámetro óptimo de 1. . 

7.3.2 Estimación de la frecuencia media pseudo instantánea 

En la tabla Tb.7.4 se muestra el incremento porcentual del error en las estimaciones espectrales 
debido al truncado de la función de autocorrelación (In, con respecto a los errores obtenidos sin 
truncado (IT = 63). 

Las estimaciones espectrales son, la frecuencia media pseudo instantánea, ancho de banda espectral 
y estimación conjunta. Se considera el parámetro Alfa óptimo de 2. 
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Incremento porcentual del · 
error 

Indice de 
Truncado, 
IT Ancho de 

banda 
Estimación 
con'unta 

0% 1% 

52 52 

52 52 

Análisis de resultados: Truncado 

2% 3% 5% 

44 44 44 

48 48 44 44 

Tb.7.4. Tabla del incremento porcentual del error en la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea, el 
ancho de banda espectral yla estimación conjunta, con un truncado en la función de auto correlación y un 
parámetro óptimo de-2. 

7.4 Longitud de ventana de 255 elementos 

7.4.1 Estimación del ancho de banda y la estimación conjunta 

En la tabla Tb.7.5 se muestra el incremento porcentual del error en las estimaciones espectrales 
debido al truncado de la función de autocorrelación (IT), con respecto a los errores obtenidos sin ' 
truncado (IT = 127). 

Las estimaciones espectrales son, la frecuencia media pseudo instantánea, ancho de banda espectral 
y estimación conjunta. Se considera el parámetro Alfa óptimo del. 

Incremento porcentual del 0% 1% 2% 3'10 4% 5% 
error 

I"dice de Frecuencia 88 88 88 56 48 48 
truncado, 
IT 

Tb.7.5. Tabla del incremento porcentual del error en la estimación de la frecuenCia media pseudo instantánea, el 
ancho de banda espectral y la estimación conjunta, ,con un .truncado en la función de autocorrelación y un 
parámetro óptimo de 1. 

7.4.2 Estimación de la frecuencia media pseudo instantánea 

En la tabla Tb.7.6 se muestra el incremento porcentual del error .en las estimaciones espectrales 
debido al truncado de la función de auto correlación (IT), con respecto a los errores obtenidos sin 
truncado (IT = 127). 
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Las estimaciones espectrales son, la frecuencia media pseudo instantánea, ancho de banda espectral 
y estimación conjunta. Se considera el parámetro Alfa óptimo de 2. 

Incremento porcentual del 

Indice de 
truncado, 
IT 

0% 1% 2% 3% 4% 5% 

Tb.7.6. Tabla del incremento porcentual del error en la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea, el 
ancho de banda espeCtral y la estimación conjunta, con un truncado en la función de autocorrelación y un 
parámetro óptimo de 2. 

7.5 Longitud de ventana de 511 elementos 

7.5.1 . Estimación del ancho de banda y la estimación conjunta 

En la tabla Tb.7.7 se muestra el incremento porcentual del error en las estimaciones espectrales . 
debido al truncado de la función de autocorrelación (In, con respecto a los errores obtenidos sin 
truncado (IT = 225). 

Las estimaciones espectrales son, la frecuencia media pseudo instantánea, ancho de banda espectral 
y estimación conjunta. Se considera el parámetro Alfa óptimo de 1. 

Incremento porcentual del 0'10 1 '10 2'10 3% 4'10 5% 
error 

Indice de Frecuencia 176 144 64 48 48 48 
truncado, 
IT 

Tb.7.7. Tabla del incremento porcentual del error en la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea.,el 
ancho de banda espectral y la estimación conjunta, con un truncado en la función de autocorrelación y Un 
parámetro óptimo de 1. . 

7.5.2 Estimación de la frecuencia media pseudo instantánea 

En la tabla Tb.7.8 se muestra . el incremento porcentual del error en las estimaciones espectrales 
debido al truncado de la función de autocorrelación (IT); con respecto a los errores obtenidos sin 
truncado (IT = 255). 
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Las estimaciones espectrales son, la frecuencia media pseudo instantánea, ancho de banda espectral 
y estimación conjunta. Se considera el parámetro Alfa óptimo de 1.5. 

Incremento porcentual del 0% 1% 2% 3% 4% 510 

Indice de 
truncado, 
IT 176 160 144 112 80 80 

banda 
Estimación 192 176 80 80 64 64 
con·unta 

Tb.7.B. Tabla del incremento porcentual del error en la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea, el 
ancho de banda espectral y la estimación conjunta, con un truncado en la función de autocorrelación y un 
parámetro óptimo de 1. 
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8. CONCLUSIONES 

8.1. Introducción 

En este capítulo se presentan las conclusiones y perspectivas futuras de este trabajo. Las 
conclusiones se agrupan de la forma siguiente: sobre la distribución tiempo frecuencia de aorn 
Jordan, sobre el algoritmo eficiente, sobre la señal Dóppler simulada, sobre el procedimiento para 
calcular el parámetro óptimo, sobre los parámetros óptimos de alfa óptimos, sobre la comparación 
con la distribución tiempo frecuencia de Wigner Ville, sobre el truncado de la función de 
autocorrelación, sobre el incremento porcentual del error inducido por el índice de truncado. 

Este trabajo en la medida de lo posible es auto contenido. En el capítulo 2 se desarrollan conceptos ' 
necesarios para la familiarización y su fácil comprensión. Además este trabajo se elaboró como un 
libro de texto, así que se incluyen todos los detalles del desarrollo en los apéndices. 

8.2. Conclusiones generales 

En término general se desarrollo e implanto un algoritmo secuencial para técnicas de estimación 
espectral, basado en la distribución tiempo frecuencia de Born Jordan. A continuación se especifican 
las conclusiones. 

Se diseño un algoritmo secuencial para el cálculo de la distribución tiempo frecuencia de Born 
J ordan, el cual efectúa aproximadamente la mitad de operaciones que las que se efectuarían al 
calcular ésta distribución a través de su definición, ver la ecuación (EQ.8.12). 

Se implanto el algoritmo secuencial mencionado en el inciso anterior en una herramienta . de cálculo 
computacional de alto desempeño (MA TLAB). 

Se realizó una evaluación práctica de los efectos que resultan de la variación dei parámetro propio de 
la distribución, con respecto a la longitud de ventana de muestreo y de la relación señal a ruido, 
sobre la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea y del ancho de banda espectral RMS, 
utilizando un modelo de señal Dóppler ultrasónica. Lo anterior permitió encontrar los parámetros 
óptimos los cuales minimizan el error en las estimaciones espectrales; los resultado de los 
parámetros óptimos se muestran en las tablas (Tb.8.1, Tb.8.2, Tb.8.3). 

Se realizó una evaluación práctica del truncado en la función deautocorrelación indexada al tiempo 
generalizada, en el cálculo de la distribución tiempo frecuencia de Born J ordan. Lo anterior perntitió . 
disminuir aún más el número de operaciones implicadas en el cálculo de la estimación espectral, 
aunque se incrementa el error de dichas estimaciones; en la ecuación (EQ.8.12) se muestra el 
truncado y en las tablas (Tb.8.4, Tb.8.5, Tb.8.6, Tb.8.7) los resultados de dicho truncado. ' 

Por último se observo que la distribución tiempo frecuencia de Born Jordan estima mejor el espectro 
de una señal Dóppler ultrasónica en presencia de ruido, mejor que la distribución tiempo frecuencia 
de Wigner Ville. La comparación se muestra en la gráfica de la Fig. 8.6. 

87 



Capítulo VIII Conclusiones 

8.3. Conclusiones específicas 

8.3.1 Sobre la distribución tiempo frecuencia de Born J ordan 

La distribución tiempo frecuencia de Born Jordan continua es, ecuación (EQ.3.8): 

1 .... 1 l+alTI ( ) ( } 
BJD(t, f) = - J -1 1 J x ¡.¡ + ~ x· ¡.¡ - ~ ¡.¡e-j21(T dí 

2a _., í l-alTI 2 2 
(EQ.8.1) 

Al agregar una función ventana tal que W(t) = O, en ttt > Tw /2 Y W( O) = 1, que multiplique a la 

función de autocorrelación indexada al tiempo generalizada, se obtiene la pseudo distribución tiempo 
frecuencia de Born Jordan, ecuación (EQ.3.9): 

BJD(t,f) = 2~ J I~:]: x(¡'¡+~)x·(¡'¡-~}¡'¡W(~)W·( _~}-j21(Tdí (EQ.8.2) 

Al discretizar la pseudo distribución se obtiene la distribución tiempo frecuencia discreta de Born 
Jordan, ecuación (EQ.3.13): 

N-l -j211kT ~I 1 
BJD(n,k) = 2 IW(í)W·(- í)e N 2.., -11 x(¡.¡ + n + í)x·(¡'¡ + n - í) (EQ.8.3) 

T=-N+l 1'=-a2ITI 4a í 

Para analizar el desempeño de la ecuación (EQ.8.1), se sustituye en ésta la señal x(t ) definida por la 

ecuación (EQ.3.14): 
N 

x(t) = I An ej ("'·I+II. ) (EQ.8.4) 
n=1 

Entonces la distribución continua se puede descomponer en 2 términos: 

BJD(t, O) ) = BJD autJt, O) ) + BJD cruce (t ,o) ) (EQ.8.5) 

En donde los auto-términos son, ecuación (EQ.3.22): 
N 

BJDau,o (t, 01) = 2n IA;o(01 - 01.) (EQ.8.6) 
n=l' 

los cuales representan la distribución ehergética de cada componente sinusoidal complejo de la señal, 
ecuación (EQ.8.4), y que son siempre. positivos. Mientras que los términos de cruce son, ecuación 
(EQ.3.28): 

(EQ.8.7) 

m~n 

los cuales representan la distribución energética de la interacción de cada par de componentes 
sinusoidales complejos diferentes de la señal, ecuación (EQ.8.4) y que los términos de cruce son 
periódicos y que pueqen s~r positivos o negativos. 

Con base en la ecuación (EQ.8.7), el factor de peso de la distribución tiempo frecuencia de Born 
Jordan se define como, ecuación (EQ.3.30): 
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WFB.lD(OJ; OJn, OJJ = (1l"_ ) P ,a(w._w.)(OJ _ OJ
n ~ OJ

m
) 

a OJn OJm 

(EQ.8.8) 

el cual multiplica al factor AnAm cos(e), esto es, ponderada los términos de cruce. 

Para el caso de la distribución de Born Jordan, Su factor de peso es una función pulso rectangular 

simétrico unitario que se extiende a lo largo de -a!OJn-OJm!<OJ+(OJn+OJJ/2<a!OJn-OJml. 

Consecuentemente, se distribuye el término de cruce asociado a úJn Y úJm a lo largo de un intervalo 

finito. 

8.3.2 Sobre el algoritmo eficiente 

Primero se simplifica la distribución tiempo frecuencia discreta de Born Jordan valuada en n=O , 
ecuación (EQ.8.3) utilizando la siguiente expresion~s: 

r=~!(T)= ~f(r)+ r=~!(r)-f(O)= ~f(r)+ ~f(-r)- f(O) = ~f(r)+[~f*(-r)r - f(O) (EQ.8.9) 

Luego se demuestra que: 
. f*(-r)= f(r) (EQ.8.10) 

Finalmente aplicando la propiedad de los números complejos, z + z* = 2Real[Z], se obtiene la ecuación 

(EQ.3.38): 

HJD(O,k) = 4Real[Iw(r)w*(~ t)e -j~,,*r ~I _ 1_!! x{,u +r}x*{,u - r)] - 2Ix(0)2 
r=O . p=-a 21 rl 4a r 

(EQ.8.11) 

donde Real[.] es el operador p'arte real de un número complejo. 

Ahora bien, si se eliminan las multiplicaciones triviales en la función de auto correlación indexada al 

tiempo generalizada, entonces se optimiza el índice f..l, el cual va de max{- 2alrl,-N + 1 + Irl} hasta 

min{2al~,N -l-lrl}, ecuación (EQ.3.38): 

[

N-l j2,,*r min{a2Irl.N-l-lrll 1 ] 
HJD(O,k) = 4Real ¿W(r)W*(-r)e r: . ¿ -!!x{,u;t-r}x*(,u-r) -2Ix(ot (EQ.8.12) 

r=O p=max{-a2Irl.-N+l+1rll 4a r . 

La expresión anterior constituye el algoritmo eficiente. 

El número de operaciones para calcula~ la distribución discreta sin simplificar, ecuación (EQ.8.11) es: 

Productos: 2N3 + 4N2 
- N 

Sumas: 2N3 + 2N - 4N 
mientras que el número de operaciones para calcular el algoritmo eficiente, ecuación (EQ.8.12) es: 

Productos: N 3 + 3N 2 + 3N -

Sumas: N 3
. 

Nótese que el algoritmo sin simplificación aproximadamente realiza el doble de operaciones que el 

algoritmo eficiente, aunque ambos son de complejidad O(N3
). . .. 
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8.3.3 Sobre la señal Dóppler ultrasónica simulada 

En la sección 4 .. 2, .Señal Dóppler Ultrasónica Simulada se muestra el procedimiento para simular una 
señal Dóppler ultrasónica que modela la velocidad media del flujo sanguíneo en un corte transversal 
de la arteria carótida. Su frecuencia media pseudo instantánea se muestra en la gráfica de la Fig. 8.3 
Y su ancho de banda es b = 100 Hz. . 

8.3.4 

Fig. 8.3. Gráfica de la frecuencia media instantánea de la señal Dóppler 

ultrasónica simulada X Doppler (t) . 

Sobre el procedimiento para calcular el parámetro óptimo 

El parámetro óptimo es el valor del parámetro propio de la distribuc.ión que minimiza el error de las 
estimaciones espectrales. Este parámetro óptimo se define para cada pareja de valores longitud de 
ventana de muestreo y relación señal a ruido. 

En el procedimiento para calcular el parámetro óptimo se utiliza la señal Dóppler simulada discreta 

x Doppler (t) mostrada anteriormente. . . 

Primero se toma una ventana de muestreo de longitud L = 2N -1 Y se .calculasuseñal analítica, la 

cual constituye la señal x(m) para m = -N + 1, ... ,N -1. Segundo, se estima la distribución tiempo 

frecuencia de Born Jordan valuada en tiempo cero según la ecuación (EQ.3.39): 

BJD(O,k) = 4Real[I:W(1")W·(-1")e-j~1IkT min {a2II-I~TI} _1_11 x(,u+1"~*CU-1")]-2Ix(O)2 (EQ.8.13) 
T~O · ,.~max{-a*I. -N+I+I Til 4a 1" . 

Tercero, se calcula la potencia media pseudo instantanea,ecuación (EQ.2.23), valuada en cero según 
la ecuación: 

{
BJD(O k) BJD(O, k) ~ O 

PIPD(O,k)= O ' 
BJD(O,k)<O 

(EQ.8.14) 
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Cuarto, se estima la frecuencia media pseudo instantánea (EQ.2.25) según la ecuación: 
~I 

~) e P¡PD(O, k) 
PIMF(n) = =k=O"é-;-N----

--1 

~PIPD(O, k) 
k=O 

y el ancho de de banda espectral RMS (EQ.2.27) según la ecuación: 
!!'-I 

~(PIMF(n)-kY e PIPD(O, k) 
. b(n) = =k=",-O _--:; _____ _ 

!!'-I 

~p¡PD(O, k) 
k=O 

Conclusiones 

(EQ.8.15) 

(EQ.8.16) 

donde n representa el número consecutivo de la ventana procesada. Esto es, para la primera n;::: 1, 
A 

para la segunda n.= 2 y así sucesivamente. Nótese que los resultados PIPD(n) y b(n) corresponden al 

punto central de la ventana n-ésima proce$ada. 

Una estimación puntual es la estimación de un parámetro (que describe una población), que da por 
resultado un solo valor. Para el caso del PIMF(n) estima un solo valor de frecuencia instantánea para 

" 
una ventana de muestreo (población). Para el caso de b(n) estima un solo valor del ancho de banda 

espectral RMS para una ventana de muestreo (población). 

También obsérvese qUe en la expresión discreta de la distribución tiempo frecuencia de Born J ordan · 
valuada en n = O, ecuación (EQ.8.13), los valores de las cotas del índice de la sumatoria interna, con 
respecto a J.l, deben ser enteros. De aquí que los valores apropiados para el parámetro Alfa sean 

múltiplos enteros positivos de 0.5, esto es: 
Alfa = O.5n con n E Naturales ¡ (EQ.8.17) 

En contraposición, los valores no apropiados son aquellos que no generan valores enteros en las cotas 
del índice de la sumatoria interna, con respecto a J.l . 

A continuación se muestran la gráfica Fig.8.4 de la frecuencia media pseudo instantánea de la señal · 
utilizando una longitud de ventana de muestreo de 511 elementos (la línea continua muestra los 
valores teóricos y la otra los estimados): 

Fig.8.4. Gráfica de la frecuenc ia media pseudo instantánea con una 
longitud de venta de 511 elementos. 
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En la gráfica Fig.8.5 semuesta el ancho de banda espectral RMS utilizando una longitud de ventana 
de muestreo de 511 elementos: . 

Fig.8.5. Gráfica del ancho de banda espectral RMS para una longitud de 
ventana de 511 elementos. 

Las estimaciones espectrales para las otras longitudes de ventana son similares. 

8.3.5 Sobre los parámetros óptimos 

Recuérdese que el parámetro óptimo es el valor propio de la distribución que minimiza el error de las 
estimaciones espectrales. Los parámetros óptimos Alfa según la longitud de ventana de muestreo y la 
relación señal a ruido se muestran a continuación . . 

Para la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea (Tb.5.2) se tiene que: 

SNR 

20 .. 
,,'3Ú ;." 

..(,~ ~.; . 

40 

1.5 
1.5 
1.5 

Longitud de Ventana 
127 255 

2 
2 
2 

2 
2 
2 

511 

lb.8J. Parámetros óptimos para la estimación de la frecuencia media pseudo instantánea. 

Para el ancho de banda espectral RMS (Tb.5.4) se tiene que: 

Longitud de Ventana 
127 255 511 

20 1 1 
~,1': ,-

: 30 ':' ,.. 1 , . 

40 1 1 1 1 
lb.8.2. Parámetros óptimos para la estimación del ancho de banda espectral. 

.(~ ....... ~ 

~ ~~.~~w, 
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y para la estimación conjunta de la frecuencia y el ancho de banda (Tb.5.6) se tiene. que: 

8.3.6 

SNR 

40 

1 
. 1,.;.:"~ 
1 

Longitud de Ventana 
127 255 
1.5 

1 
.~~ !~ .. ):';1 -~ 

1 1 
Tb.8.3. Parámetros óptimos para la estimación conjunta. 

1 

Sobre la comparación con la distribución tiempo frecuencia de Wigner Vil/e 

Conclúsiones 

En las gráficas de la. Fig.8.6 se muestran los errores mínimos en. la eStimación de la frecuencia y del 
ancho de banda para las distribuciones de Wigner Vil/e, ecuación (EQ.2.11), Y' Born Jordan con un 
SNR de 20 dB. 

Frecuenc.ia media pseudo instantánea Ancho de banda espectral RMS 
2.5 ,-----------------, 12 

2 
1/) 

::e: 1.5 a:: ... 
o ... ... 
W 

0.5 

o 

10 

1/) 
6 ::e: a:: 
6 ... e .. 4 

.-
--+-Wv-VIIe / -Á-Bom_ 

/ 
/ 

W 

2 ~ ~ ---- -

63 

---o 
127 255 511 63 127 255 

Longitud de ventana Longitud de ventana 

Fig.8.6. Gráficas del error RMS en la estimación de la frecuencia y el 
ancho de banda con las distribuciones de Wi9n~r Ville y Born Jordan con 

un SNR de 20 dB. ¡ 

511 

Nótese que la distribución de Born Jordan estima mejor que la distribución de Wigner Vil/e la 
frecuencia media pseudo instantánea de una señal en presencia de ruido. Lo mismo ocurre con el 
ancho de banda. 

8.3.7 Sobre el truncado de la función de autocorrelación 

La siguiente ecuación muestra la expresión discreta eficiente que calcula la distribución tiempo 
frecuencia de Born Jordan, con un índice de truncado en la función de autocorrelación indexada al 
tiempo generalizada, ecuación (EQ.6.1): 

BJD(O, k, IT) = 4Real[I: W(r )W·(...:. r )e_
j

2;T rn¡n{IT.aI-N-l-
1T1

} _1_1 1 xCu +r )x'Cu -r)]- 2Ix(o)2 (EQ.8,18) 
T=O p=rnax {-iT.-a2ITI.-N+I+ITI} 4a r . 
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Los valores de las cotas de la sumatoria interna con respecto a Ji tienen un índice de truncado IT, 
el cual puede tomar valores desde O hasta N-1, ya que para valores mayores a N-1 no existe ningún 
truncado efectivo. IT = O corresponde al máximo truncado; mientras que IT= N -1, sin truncado. 

El truncado introduce un error en la estimación, pero disminuye el número de operaciones. De esta 
forma se establece un compromiso de rapidez de cálculo contra el error en la estimación espectral: 
\lA mayor rapidez de cálculo (mayor truncamiento), mayor error (incremento controlado) en la 
estimación espectral". 

8.3.8 Sobre el incremento porcentual del error inducido por el índice de truncado 

En la tabla se muestran el incremento porcentual del error en las estimaciones espectrales debido al 
truncado de la función de autocorrelación IT,con respecto a los errores obtenidos sin truncado. 

Las estimaciones espectrales son, la frecuencia media pseudo instantánea, ancho de banda espectral 
y estimación conjunta. Para una longitud de ventana de muestreo L = 63 se tiene: 

Incremento porcentual del Alfa 0% 1% 2% 3% 4% 5'10 
error 

Frecuencia instantánea a =1.5 IT=24 24 24 20 20 20 
Ancho de banda a =1 22 22 · 20 14 14 14 
Estimación conjunta a =1 22 22 16 16 14 14 

, 
lb.S.4. Indlce de truncado y su incremento porcentual del error asociado, para L=63. 

Para una longitud de ventana de muestreo L = 127 se tiene: 

. Incremento porcentual del Alfa 0% · 1 'Yo 2% 3% 4'10 5% 
error 

Frecuencia instantánea a=2 IT=52 52 
, 

48 48 48 44 
Ancho de banda a =1 40 36 32 32 28 24 
Estimación conjunta a =1 44 44 36 32 32 32 

, 
lb.S.5. Indice de truncado y su incremento porcentual del error asociado, para L=127. 

Para una longitud de ventana de muestreo L = 255 se tiene: 

Incremento porcentual del Alfa 0% 1% 2% 3% 4% 5% 
error 

Frecuencia instantánea . a=2 IT=96 88 88 80 80 72 
Ancho de banda a =1 64 56 48 48 48 40 
Estimación conjunta a =1 88 88 80 48 48 48 

lb.S.6. Indice de truncado y su incremento porcentual del error asociado, para L=255. 
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Para una longitud de ventana de muestreo L = 511 se tiene: 

Incremento porcentual del Alfa . 0% 1% 2% 3% 4% 5% 
error 

Frecuencia instantánea a =1.5 IT=192 192 176 144 64 64 

Ancho de banda . a =1 144 128 96 96 64 64 

Estimación conjunta a =1 176 80 64 64 48 48 
, 

Tb.8.7. Indlce de truncado y su incremento porcentual del error asociado, para L=511. 

8.4. Trabajo futuro 

La distribución de Zhao-Atlas-Marks[22] también pertenece a las distribuciones tiempo frecuencia de 
la Clase de Cohen. La distribución continua se define como: 

y su kernel es: 

. 1 t+alrl *( ,}( ,) _. ZAMD(t,¡)= - fg(,) Ix f-l- - f-l+ - e J2tt/
rdud, 

. 41ra t-alrl 2 2 

t/J(B,,) = g(, ),1 sin aB, 
aB, 

(EQ.8.19) 

(EQ.8.20) 

donde g(,) es una función de filtrado ya> O es un parámetro de escala. Nótese que si se define 

1 g(, ) = [:;:¡ , entonces se obtiene: 

t/J(fl,,) = ~I,I sinaB, = sinaB, 
i 1,1 aB, aB, 

Este kernel corresponde a la distribución de Born J ordan. De aquí que la distribución de Born Jordan 
sea un caso particular de la distribución Zhao-Atlas-Marks. Se propone ampliar este trabajo de 
investigación para el caso general, es decir, la distribución de Zhao-Atlas-Marks. 
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A. 2. FORMULAS Y DESARROLLO 

Entrada A2.1 

-rSin(aBí) -jadB = ~ () 
Ll e P2aT t _., auí aí 

donde: 

1! () ¡~ Itl < ar 
-P2ar t = aí 
aí O otro 

R~(t,r)=- J x¡.¡+!.... x· ¡.¡_!"" ¡.¡ 1 ·t+aT ( ) ( } 

2ar t-<XT 2 2 

Entrada A2.3 

BJD(t,OJ)= J- J ¡.¡+!.... x· ¡.¡_!"" ¡.¡e-JOJTdr ..., 1 t+aT{ ) ( } 

-co2ar t-<XT 2 2 

Entrada A2.4 
1 t+ar 

Sean _-:;: J~ los términos deinteres de la ecuación 
t-ar 

(EQ.3.7). 
Si i ~ O entonces i = 11'1 luego: 

1 t+ar' 1 t+alrl 

~ f·= - f· r t-ar' Irl t-alrl 

Si i < O entonces 1" = -1~ luego: 

1 t+ar 1 t-al TI 1 t+al TI 

--:;: J~=- -Irl S-=-Irl J-
t-ar t+al TI t-<x1 rl 

Finalmente: 
1 t+ar 1 t+alrl 

~ f-=- f· 
r t-ar ITI t-alrl 

Entrada A2.5 

lim- f x j.J+!... x· f.J_!... f.J= -
1 I+ar ( ) . ( . } O 

T-+O 2aT I-aT 2 2 O 

Transformada de Fourier 
sin(at) F ( ) donde: 
- ----'--+ P2a m 

1lt 

( ) _ {l Iml < a 
P2a m -

O otro 

Por definición 
1 ..., 

R~(t,r)=- JRx(t,r}¡t(t-¡.¡,r)d¡.¡ 
21r -co 

Redefiniendo límites de la integral 

It-,ul <ar 

- ar < t - ,u < ar . 

t - ar < -,u < -t + ar 

t + ar > ,u > t - ar 

t - ar < ,u < t + ar 

Por definición 

TFD(t,(¡)) = lR~(t,í}?-j·JTdt 

b a 

J- = - J-
o b 

Existe una indeterminación cuando l' ~ O 
t 

S-=ü 
t 
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Desarrollando se tiene: 

lim BJD(t,a» = 
r .... O 

= lim l x(f.J+ ~)x' (Ji - ~)[_l P (t - Ji )lA Ji 
HO -ao 2 2 2a. 2ar J' 

= lx{¡.¡)x'(Ji)l;~r_l p (t-Ji)lAJi 
-ao :'::12a. 2ar r 

= l x{¡.¡)x' {¡.¡ )O(t - Ji)iJi 
-ao 

+«> 

= f x{¡.¡ )x , (¡.¡ )o{¡.¡ - t )i Ji 
-ao 

=x(t)x'(t) 

Entrada A2.6 

+<o 

f~ P (Ji-t)dJi ar 2ar 
-00 

donde: 

(p _ t) = {l IJi- ti < ar 
P2ar O otro 

Incorporándolo a los límites de la integración: 
t+ar t+ar 

f ~dJi=~ fdJi=~((t+ar)-(t-ar))=2JZ" 
I-ar ar ar I-ar ar , 

Entrada A2.7 
N .." 

BJD (t a»= '" A2 feJOJ.re-JOJrd. auto' L.,¡n 
n=l -00 

N 

BJDa.lo(t,a» = 21l" ¿A;ó(a> -a>.) 
n=l 

Entrada A2.8 

][:rP,J,u _t)][eJ(OJ.-OJ.)I'~,u = 

= j~[sen(ar,u) e-JJII][ó{,u + (a>n -a>m))]d,u 
-a>1l" ar,u 

Ya que para el primer término se tiene: ' 
1l" ( .. ) F 1l" 2sen(a'Ji) 

- P \fl ~ a. 'a, ar (¡.¡ ) 

Formulas y desarrollo 

lim[.]::: b"(t - Ji) 
,~ 

Función par b"(t) == b"( - t) 

+«> 

f¡(x )b"(x - xo}ix = ¡(xo) 
-ao 

Resolviendo la desigualdad de del valor 
absoluto: 

IJi-tl < ar 

- ar < Ji- t < ar 

t - ar < Ji < t + ar 

Transformada de Fourier: 
elOJol ~ 21l"ó(a> - a>o) 

Ecuación de Párseval: 
-+«> -+«> 

f ¡(Ji )G(:u )dJi = f F(Ji )g(Ji )dJi 
-00 -00 

donde f(Ji)~F(Ji) Y g{¡.¡)~G{¡.¡) 

Transformada de Fourier 
(t)~2sen(at) 

P 2a (t) 

99 



Apéndice 2 

1! (..) F 1! 2sen(á1',u) _jpJ 
-p \fl-t ~ e a1' 2.' a1' (P) 

Mientras que para el segundo término se tiene: 
eJ("'o-"'.)1' ~8(,u +(OJ

n 
-OJJ) 

Formulas y desarrollo 

Propiedad de corrimiento en tiempo de . 
la Transformada de Fourier 
f(t-to)~F(OJ )e-jOJ/o 

Transformada de Fourier . . 
8(t - to)-!.-H-Joxo 

por tanto 
e-JOXo ~8(t-to) 

Entrada A2.9 Propiedad del impulso 

121![!.e(n(a1',u) ) e-lpJ ][8{,u + (OJn -OJJ)]d,u = 21! set({'(OJn - OJ»)) el/(",-".) 18(t - to)6(t}dt = ,(to) 
-00 aT,u aT (J)n -OJm 

Entrada A2.10 

+s"'sen(a1'(OJn -OJJ) -JO"d 
-00 (ar(OJ

n 
-OJm)) e l' = 

= 1! jsen(a1'(OJn - OJm)) e-jO" d1' = 
a(OJn -OJm)-oo 1!1' 

- 1! P (OJ) - a(OJ
n 

- OJm) 2.(_0-_.) 

Entrada A2.11 

ZEC~ Z·· =z 

Entrada A2.12 

a,bEC~(a+br = a,' +b', (abr =a'b' 

Entrada A2.13 
Z EC ~ Z + Z· = 2Real[Z] 

Z E C ~ ¡Z¡2 = (zXZ,) 

Transformada de Fourier: 

sen(at) ~ (t)· 
P2a m . 

Propiedad de :corrimiento . en la 
frecuencia de la transformada de 
Fourier: 
¡(t)eJ(J)o' ~F(OJ-OJo) 
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Apéndice 2 Formulas y desarrollo 

Entrada A2.14 
Algoritmo sin simplificar 

1 producto y O sumas 

(<1) = x(,u + n + -r)x' (,u + n - -r) 

Se calcula los productos y las sumas de la primera sumatorio con respecto a J1: 

(®)= N~(<1) 
p=-N+I+lrl 

productos 
N-I-Irl 

I(l) = (N -l-I-rI-(-N +1+1-r1)+1)= N -l- I-rI+N -1-1-r1+1= 2N -21-r1-1 
p=-N+I+lr l . 

sumas 

N~(O)= (N -1-1-r1-(- N + 1 +I-rl)+ 1)-1 = N ~1- 1-r1 +N -:-1- \-r\ + 1-1 = 2N - 2\-r\-2 
p=-N+I+lrl . 

Se calcula los productos y las sumas siguientes: 

(0)= W(-r)w'(-r)e j2:r _1_\\ I(®) 
. 4a-r 

productos 

(2N - 21-r\-1)+ 3 = 2N - 2\-r\ + 2 
sumas 

(2N - 2\-r1- 2)+0 = 2N -21-r1- 2 
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Apéndice 2 Formulas y desarrollo 

Se calculan los productos y sumas de la segunda sumatoria: 
N-\ 

(*)= 2:(0) 
r=-N+\ 

productos 
N-\ N-\ N - l N- l 

2:(2N- 21-r1+2)=2N 2:(1)-2 2: 1-r1+2 2:(1)= 
r=-N+l r=-N+l n =-N+l r=- N+l 

N-l N-l N-l N-l 

=2N 2:(1)-22:1-r1-2II-rI+2 2:(1)= 
r=-N+l r=O r=O r=-N +l 

2N(N -1-(- N + 1)+ 1)-2((N -;XN))_ 2((N -;XN)) + 2(N -1-(- N + 1)+ 1)= 

= 2N2 -2N +2N2 _N2 +N _N2 +N +2N -2 +2N=2N2 +4N c 2 
sumas 

N-l N-i N-\ N-\ ·· 

2:(2N -21-r1-2)+(N -l-(-N +1)+ 1)-1 = 2N 2:(1)-2 2: l-rl +2 ¿(1)- 2N -2 = 
r=-N+l r=- N +\ r=-N+l r=- N+l 

N -\ N-\ N-l N-\ 

=2N 2:(1)-22:1-r1-22:1-r1+2 2:(1)+2N - 2= 
r=-N+l r=O r=O r =-N+\ 

=2N2 -2N +2N2 _N2 +N-N2 +N -2N "':'2+2N +2N -2=2N2 +2N-4 

Se realizan los últimos productos y sumas: 
productos 

2N2 + 4N - 2 + 1 = 2N2 + 4N - 1 
sumas 

2N2 +2N-4 

Para toda k (existen N) 
productos 

N(2N 2 + 4N -1)= 2N3 + 4N2 
- N 

sumas 

N(2N2 + 2N -4)= 2N3 + 2N -4N 
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Entrada A2.15 
Algoritmo eficiente 

(~)= xCu + ,)x·Cu -,) 1 producto y O sumas 

Se calcula los productos y las sumas de la primera sumatorio con respecto a f.1: . 

(<8»= Nfr(~) 
)J=-N+l+jrl 

productos 
N-l-!rl . . 

2: (lXN -l- I,I-(-N +1+1,1)+1)= N -l-I,I+N -1-1,1 +1 = 2N -21,1-1 
)J=-N+l+jrl 

Formulas y desarrollo 

sumas 
N-l-!rl 

2: (OXN -l-I,I-(-N +1+1,1)+1)-1 = N -l-ITI+N ~1-1,1+1-1 = 2N -21,\-2 
)J=-N+l+jrl . 

Se calcula los productos y las sumas siguientes: 

(0)= W(')W·(,)e
j 2:r - 1-

11
2:(<8» 

4a, 

productos 

(2N - 21,1-1)+ 3 =2N - 21,1 + 2 
sumas 

(2N - 21,1- 2)+ 0= 2N - 21,1- 2 
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Se calculan los productos y sumas de la segunda sumatorio: 
N-I-! r l 

(*)= ¿(O) 
p=-N+I+jrl 

producto 
N-I N-I N-I N-I 

¿(2N -2Irl+2)= 2N¿(I)-2¿li l+2¿(I)= 

= 2N(N)-2((N -;XN)) + 2(N) = 2N2'-N2 +N +2N = N 2 +3N 

Sumas 
N-I N-I N-I N-I 

¿(2N -2Irl-2)= 2N¿(I)-2¿lrl-2¿(I)= 

Se realizan los últimos productos y sumas: 
productos 

N 2 + 3N + 1 + 1 + 1 = N 2 + 3N + 3 
sumas 

N 2 -1+1 = N 2 

Para toda k (existen N) 
productos 

N(N2 +3N +3)= N3 +3N2 +3N 
sumas 

N(N2 )= N3 

Formulas y desarrollo 

Nótese que el algoritmo sin simplificación realiza el doble de operaciones que el algoritmo eficiente, 

y que ambos son de complejidad O(N3
). . 
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Apéndice 3 Publicación 

A. 3. PUBLICACIÓN 

Los resultados de este trabajo contribuyeron en la elaboración del articulo con el título 
"ESTIMACIÓN ESPECTRAL UTILIZANDO LA DISTRIBUCIÓN TIEMPO FRECUENCIA DE 
BORN JORDAN APLICADA A FLUJOMEl"RÍA DOPPLER", cuyos autores son Garda N.F., 
Solano G.J., Rubio AE., Contreras AJ.A presentado en las memorias del XXV Congreso 
Nacional de Ingeniería Biomédica, de laSóciedad Mexicana de Ingeniería Biomédica AC. 
(SOMIB), celebrado del 6 al 8 de noviembre del 2002 en Monterrey, Nuevo León México. 

Se anexa la publicación. 
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ESTIMACIÓN ESPECTRAL UTILIZANDO LA DISTRIBUCIÓN TIEMPO 
FRECUENCIA DE BORN lORDAN APLICADA A FLUlOMETRÍA DOPPLER 

García N.F.(*), Solano GJ., Rubio A.E., Contreras AJ.A. 
Instituto de Investigaciones . en Matemáticas Aplicadas' y en Sistemas, UNAM 

Apdo. Postal 20-726, Admón. No. 20. Delegación Álvaro Obregón. C.P. 01000. México, D.E 
, fabian@uxdea4.iimas.unam.mX<*¡ 

Palabras clave: Distribución Tiempo Frecuencia, Estimación Espectral, Ultrasonido Dóppler. 

INTRODUCCIÓN 

Una aplicación de flujom~tría Dóppl~r es la 
estimación de la velocidad promedio del flujo ' 
sanguíneo arterial. Se sabe que esa velocidad' es 
proporcional a la frecuencia instantánea de una 
señal Dóppler ultrasónica que se refleja cliando se ' 
hace incidir una señal ultrasónica de frecuencia 
conocida sobre el flujo sanguíneo arterial. Existen 
diversos métodos para determinar la frecuencia 
instantánea. Tradicionalmente se han utilizado 
métodos que requieren de la transformada de 
Fourier y que suponen la es1acionalidad ,de la señal 
[1]. Sin embargo, en éste caso no se satisface el 
último supuesto ya que la sangre es un fluido 
(tejido) no homogéneo, no Newtoniano y que 
circula de forma pulsátil en arterias o venas 
viscoelásticas. 

Como una alternativa para calcular la 
frecuencia instantánea, se pueden emplear 
métodos que requieren de las distribuciones tiempo 
frecuencia, .Ios cuales se aplican a señales no 
estacionarias [2]. En este trabajO se expone la 
distribución de Born Jordan [3]. 

Uno de los problemas cuando se aplican las 
distribuciones ' tiempo frecuencia es la 
determinación de los valores de sus parámetros, los 
cuales dependen de la séñal en estudio. Otro de los 
principales obstáculos en el cálculo de las 
distribuciones tiempo frecuencia es la cantidad de 
operaciones que están involucradas ya que, 
generalmente, los . sistemas digitales que las 
calculan deben proporcionar una respuesta en 
tiempo real. 

ANTECEDENTES 

La expresión discreta eficiente que calcula la 
distribución de Born Jordan [4], la cual se aplica a 
una señal analítica discreta de longitud L = 2N -1 
con N = 2P , es: 

DBJD(n = O,k, TI)=4Rea1[~W(t")w'(-'f)e-j~r e (1) 

e- 2..,X(JlH}x·(JL-r) -21x{O~ 
1 min{2aI~-I-l~,77 } . J 2 

4aj~ p=".'ax{-2alrl.-N+I;Jrl.-17} . ' 

donde n es el tiempo discreto , normalizado, 
k = O, ;· · ,N -1 es ,la frecuencia discreta 

. normalizada, 'a > O es un parámetro y 

TI E {l, .. :.,N -l} es el índice de truncado de la 

función de autocorrelación. No se realiza truncado 
alguno si TI = N -1. El máximo truncado pOSible 

. corresponde a TI = 1. . Nótese que el truncado 

. provoca . un · error en la estimación espectral pero 
reduce el tiempo ' y el número de operaciones 
requeridos para el cálculo. de la distribución. 

Un estimador [5] de la frecuencia instantánea 
es la frecuencia media pseudo instantánea, PIMF, la 
cual se define como: . 

N - I 

¿kePIPD(O,k) 
PIMF=,!:..k.,,()~N_""'I----

(2) 

, ¿PIPD(O,k) 
, k"'() 

donde PIPO es la DistribuCión de Potencia Pseudo 
Instantánea, la cual se define Como: 

PIPD(O k)= {DBJD(O,k) DBJD(O,k)~ ,O (3) 
, . o DBJD(O,k)<O 

MÉTODO 

La señal considerada es una señal Dóppler 
ultrasónica que describe la velocidad . promedio 
típica del flujo sanguíneo en la arteria carótida [5]. 
La gráfica de su frecuencia' instantánea teórica se 
muestra en la figura 1. . 

Considérese el siguiente experimento. Primero 
setoma una muestra a 19.2kHz de 0.7s de la señal 
considerada. Segundo, , para cada ventana 
consecutiva de longitud L se calcula la PIMF con las 
expresiones (1), (2) Y 
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Figura 1: Frecuencia instantánea de la señal Dóppler 
ultrasónica considerada. 

11 

Figura 3. Función de Incremento Porcentual del Error en 
la estimación de la PIMF respecto al índice de truncado. 
rr, para L=127. 

(3) considerando TI = N -l. Tercero, se calcula el 
. error RMS de la estimación espectral. Este 
experimento se realiza considerando parámetros 
a = 0.5,1,"·,5, longitudes de ventana 

L = 63,127,255, Y relaciones señal a ruido 

SNR = 00,40,30,20,10 dB. De esta forma se 

construye la Función de Error en la estimación ' de la 
PIMF respecto al parámetro a. La gráfica para 
L = 127 se muestra en la figura 2. Obsérvese que 
la función de error tiene un valor mínimo en cada 
nivel de SNR. A los valores del parámetro a que 
les corresponden esos valores mínimos en el error 
de la estimación espectral se les denomina 
Parámetros Óptimos. 

Luego, considerando los parámetros óptimos, se 
construye la Función de Incrémento Porcentual del 
Error en la estimación de la PIMF respecto al índice 
de truncado IT, considerando IT = 1.· · · , N -1, así 

como L = 63,127,255 Y SNR = 00,40,30,20,10 dB. 
Los errores de referencia (CError=O%) son aquellos 
obtenidos sin truncado (IT=N-l). La gráfica para 
L = 127 se muestra en la figura 3. 

XXV CONGRESO NACIONAL DE INGENIERIA BIOMÉDICA 

RESULTADOS 

En la tabla 1 se muestran los parámetros 
óptimos a propios de la estimación de la PIMF, 
correspondientes a cada longitud de ventana L 
(para cualquier nivel de SNR) . . En la tabla 2 se 
muestran los índices de truncado · IT propios de un 
cierto incremento porcentual del error en la 
estimación de la PIMF. 

Sin dError dError dError 
Truncado =1% =3% =5% 

L-63 IT 31 IT-20 IT~16 IT 16 
L-127 IT-63 IT-44 IT-44 IT-44 
L-255 IT -127 IT-88 IT=56 IT 48 

Tabla 2. Indlces de truncado IT para ciertos L1% del . 
error en la estimación de la PIMF. 

CONCLUSIONES 

En este trabajo se considera una señal Dóppler 
ultrasónica asociada a la velocidad promedia del ' 
flujo sanguíneo en la arteria carótida. Además, se 
propone una expresión discreta eficiente para. ,el 
cálculo de la distribución de Born Jordan (Ecuaclon 
1). También se proponen parámetros óptimos para 
la estimación de la PIMF (Tabla 1); los parámetros 
óptimos minimizan el error en la estimación 
espectral. Finalmente, se proponen índices de 
truncado asociados a . ciertos incrementos ' 
porcentuales del error en la estimación espectral . 
(Tabla 2). 

• 

• 

• 

• 

• 
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Apéndice 4 Programa en Matlab 

A.4. PROGRAMA EN MATLAB 

%************************************************************** 
%PROGRAMA QUE CALCULA LA DISTRIBUCION TIEMPO FRECUENCIA DE BORN JORDAN 
%Elaborado por: Juan Antonio Contreras Arvizu 
%UNAM-IIMAS -DISCA 
%9 DE JUNIO DE 2003 
%************************************************************** 

%Señal Doppler 
si = input ( 'Quieres la señal con ruido \n l. (Si) \n 2. (No)\n' ); 
if si == 1 

%Carga la señal Dóppler y le agrega ruido 
load dopplers; %sl = load (Dopplers) 
lo = size(sl); 
snr = input('Introduzca la SNR \n SNR = '); 
%Generación de números aleatorios complejos con distribución normal, 
promedio O. O .. Y varianza de l. O, ruido blanco 
aleat = randn(lo) + randn(lo)*lj; 
normaleat = abs(aleat); 
fftruido = aleat ./ normaleat; 
ruido = real(ifft(fftruido)); 
%Se escala el ruido según SNR 
pwruido = sqrt (sum( (ruido) . "2) / length(sl)); 
pwsig = sqrt (sum ( (sI) . "2) / length (sI) ) ; 
pwruidobj = pwsig I (10 " (snr/10)); 
factor = pwruidobj / pwruido; 
%Se agrega ruido a la señal 
sr = sI + factOr * ruido; 

else 
%Carga la señal Dóppler sin ruido 
load dopplers; %sl = load (Dopplers) 
sr = sI; 

end 
%Determinación de lailongitud de la ventana de muestreo, el factor de peso 
alfa y el índice de truncado 
L = input('Introduzca el tamaño de la ventana \n L = '); 
alfa = input('Introduzca el factor alfa \n Alfa = '); 
trunc = input('Introduzca el truncado \n Truncado = '); 
N = ( L+1 ) / 2; 
long = (length(sl))-N; 
%Calculo de las constantes propias de la distribución de Born Jordan 
c = 1 ./(4*aHa*(1 : N-1)); 
%Cálculo de la ventana de Hanning 
h = hanning( L ) , ; 
w = h(l:L) .* conj (h (L:-1:1) ); 
%Inicialización de las matrices 
bjd = zeros(long, N); %Distribución tiempo frecuencia 
pbjd = zeros(long , (N/2)); %Pseudo Distribución de Potencia Instantánea 
%Inicia el cálculo de distribución de Born Jordan 
for t = 1 : long-N %Para cada ventana de muestreo 

fait = []; 
x = sr (t : (t + L-1)); 
x=[x,O); 
%Se calcula la transformada de Hilbert de la señal 
xa = hilbert(x); 
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%Se agrega padding con ceros en los extremos de la sefial 
xae = [ zeros(l, N) xa zeros(l,N)]; 
%Se calcula la función de autocorrelación 
xaO = xae(2*N) * conj (xae(2*N)); 
for T = 1 : N-l¡ 

end 

limit = 2 * alfa * abs(T) ¡ 
if trunc < limit 

M -trunc trunc¡ 
el se 

M -limit limit¡ 
end 
fait(T) = sum(xae(M+T+2*N-l) .*conj(xae(M-T+2*N-l)))*c(T); 

%Se agrega el valor de x(O) en el vector y se multiplica por la ventana de 
Hanning 
fait = [xaO, fait].* w(N:L) ¡ 
%Se calcula la distribución de Born Jordan 
bjd(t, 1:N)=4*real(fft(fait))-2*abs(xaO) ¡ 
%Se eliminan los valores negativos y las frecuencias negativas de la 
distribución de Born Jordan 
for i = 1 : (N/2) ¡ 

if bjd(t, i) >= O 
pbjd(t, i) = bjd(t, i) ¡ 

end 
end 
%Se calcula la frecuencia instantánea 
fi (t, :) = sum( (O :N/2-1) . *pbjd(t, :)) /sum(pbjd(t, :)) ¡ 
%Se calcula el ancho de banda espectral 
bi(t,:) = sqrt(sum((fi(t,:)-(0:N/2-1)) .... 2 .* pbjd(t,:))/sum(pbjd(t,:)))¡ 

end 
%Se calculan los errores RMS respecto a los valores teóricos 
%Valor teórico del ancho de banda RMS = 100 
errorbi = sqrt((mean(bi - 100/(19200/L)))"'2 + (std(bi - 100/(19200/L))"'2)) ¡ 
load f; %Valor teórico de la frecuencia instantánea 
errorfi = sqrt((mean(fi' - fIN : (length(f))-N-l)/(19200/L)))"'2 + 

(std(fi' - f(N: (length(f))-N-l) /(19200/L))"'2)) ; 
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