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INTRODUCCIÓN 

En esta tesis se discuten algunos aspectos de los elementos de PSL(2, lR) y sus 
conjugados en el grupo de transformaciones de Mübius complejas PSL(2, C). 
La definición elemental de que una transformación sea parabólica, elíptica o 
hiperbólica en términos de la conjugación o la tr~za (aunque conlleva toda 
la información) es insuficiente para entender de manera más profunda la 
geometría de estas transformaciones. Ésta resulta más clara si se estudia 
através de haces de geodésicas y su familia complementaria. El objetivo de 
este trabajo es abordar los fundamentos de este enfoque. 

Para poder discutir los haces, se estudian primero en el Capítulo 2 las 
geodésicas. Se exhiben fórmulas de la distancia entre un punto y una geodésica, 
así como entre 2 geodésicas. (Teoremas 2.1.3 y 2.1.5, Proposición 2.3.2) Se 
trabaja tanto en el disco de Beltrami-Poincaré 6 = {z E C Ilzl < 1}, como 
en el semiplano superior JHI2 = {z E C 11m z > a}. 

Resulta importante también conocer como son las mediatrices entre geodé
sicas, lo que se describe en la sección 2,4. Este capítulo concluye con una dis
cusión de las O-transversales a 2 geodésicas disjuntas, es decir, otra geodésica 
que las corta a ambas en un ángulo O. Se prueba que hay 4 de éstas (Proposi
ción 2.5.1). También, utilizando resultados de trigonometría hiperbólica, de 
triángulos y cuadrílateros, se exhiben fórmulas que relacionan las longitudes 
de las O-transversales (Corolario 2.5.4, Proposiciones 2.5.6 y 2.5.7). 

En el Capítulo 3, se describen los haces determinados por 2 geodésicas L 
y L'; que resultan ser parabólicas, elípticas o hiperbólicas, de acuerdo a si L y 
L' son tangentes, se intersectan o son disjuntas, respectivamente. La familia 
complementaria al haz de geodésicas (denotados por e y g, respectivamente) 
consiste en horociclos, círculos e hiperciclos. Se prueba en los 3 casos varias 
propiedades interesantes. Entre ellas se prueba que 2 puntos z y w yacen 
en la misma curva en e si y sólo si la mediatriz de [z, w 1 es una geodésica 
en 9 (Propiedad P6). La importancia y fuerza de esta propiedad se puede 
constatar en el Teorema 3.1.2 que exhibe como se comportan las mediatrices 
de cualquier triángulo hiperbólico. Otra propiedad interesante del haz de 
geodésicas determinado por L y L' es que cualquier geodésica en el haz 
está determinado por la ecuación 

senhp(z, L) 
senh p (z, L') 

- k, k E lR+ U {oo} U {a}. (1) 



11 

Curiosamente, se muestra en el caso hiperbólico que si se ignoran los senos 
hiperbólicos, el comportamiento geométrico cambia, ya que en un caso, para 
ciertos valores de k la ecuación de arriba define una geodésica, y para el otro 
(sin seno hiperbólico) 2 geodésicas. 

Estas propiedades permiten posteriormente describir cualquier isometrÍa 
9 en PSL(2,IR) (o en M(6)) como la composición de 2 reflexiones en 
geodésicas que son tangentes, si 9 es parabólica; se intersectan, si 9 es elíptica 
y son disjuntas, si 9 es hiperbólica (Teoremas 3.2.6, 3.2.10 y 3.2.12). 

También se muestra que la longitud de traslación de una isometrÍa hiper
bólica está determianda por la traza de 9 (Teorema 3.2.13) y que cualquier 
transformación hiperbólica es la composición de 2 transformaciones elípticas 
de orden 2 (Teorema 3.2.14). 

La tesis concluye con el resultado principal (Teorema 4.0.20) que des
cribe exactamente cuánto mueve los puntos una isometrÍa en PSL(2, IR) (o 
en M(6)). Para estudiar el caso parabólico se requieren algunos resultados 
de invariabilidad del kernel de Poisson. Finalmente se muestra cómo ciertos 
subconjuntos del plano hiperbólico junto con algunos valores, determinan 
una transformación dada (junto con su inversa) (Proposición 4.0.22). 
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CAPÍTULO 1 

Preliminares 

Se comenzará con una exposición de definiciones y resultados con los que 
se trabajará; como las transformaciones de Mübius complejas, los modelos 
de la geometría hiperbólica bidimensionallHI2 y 6, así como unos resultados 
más avanzados de trigonometría hiperbólica. Se empezará con las transfor
maciones de Mübius complejas. 

Las transformaciones de Mübius complejas son las transformaciones de la 
forma 

T(z) = az + b, tr' a,b,c,d E Il.-, 
ez+d 

ad - be #- o. 

Este tipo de transformaciones están definidas sobre todo e, es decir 
C U {oo}. Para tener esto, basta con ver cómo se define T(z) en los ca
sos excepionales en los que se involucra el punto {oo}. 

Se definen entonces este tipo de transformaciones de la siguiente manera 

1. Si e = O, T(oo) = oo. 

2. Si e #- 0, T(oo) = a/e y T(-d/e) = oo. 

--Cabe mencionar que por medio de la proyección estereográfica C se puede 
identificar con §2, Y se puede ver en [4] cap. 1 que las trans!ormaciones de 
Mübius complejas son las únicas biyecciones meromorfas de C en sí mismo. 

Usando el primer teorema de isomorfismo de grupos se pueden identi
ficar las transformaciones de Mübius con los elementos de PSL(2, C). Donde 
PSL(2,C) es el cociente de SL(2,C) módulo {±Id}; SL(2,C) es el grupo 
especial lineal de matrices de 2 por 2 con entradas complejas. La identificación 

3 
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se puede hacer ya que la composición de las transformaciones de M6bius se 
corresponde con el producto de matrices (cf. [4] p. 9). Una propiedad fun
damental de este tipo de transformaciones es que mandan círculos y rect~s 
en círculos y rectas (cf. [5] p. 4), además dadas dos ternas de puntos en te, 
siempre existe una transformación de este tipo que envía una en la otra. Por 
lo que claramente PSL(2, te) actúa de manera transitiva sobre el conjunto 
de círculos y rectas en ic. Ahora, una forma de clasificar este tipo de trans
formaciones es en función del número de puntos fijos que tienen. 

~ 

Definición 1 Sea T de Mjjbius tal que fija exactamente un punto en te, 
entonces a T se le llama parabólica. 

~ 

Definición 2 Sea T de Mjjbius tal que fija exactamente 2 puntos en te y es 
conjugada en PSL(2, te) a S(z) = a z , a E te. Entonces: 

1. Si lal = 1, T es elíptica. 

2. Si a E lR+, T es hiperbólica. 

3. Si lal i- 1 ya ti- lR+, T es loxodrómica. 

Nótese que esta clasificación genera clases de equivalencia en PSL(2, lR), 
es decir transformaciones conjugadas a parabólicas sólo pueden ser parabóli
cas y lo mismo pasa para las otras en general. Esto se sigue de propiedades 
de conjugación y del multiplicador (a) . (cf. [4] pp. 37-40, o [6] pp. 5-7) Otra 
manera de clasificar las transformaciones de M6bius es a partir de su traza. 
Ésta se define de la siguiente manera. 

Definición 3 Dada TE PSL(2, te), 

T(z) = az + b, 
cz+d 

a+d 
se define la traza de T como ± --¡:::==:====::= 

yad - bc 

El siguiente resultado describe la forma en que se clasifican las transfor
maciones de M6bius en función de la traza. 
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Teorema 1.0.1 Sea TE PSL(2,C), T =1 Id Y X la traza de T. Entonces 

(i) T es parabólica si y sólo si X = ±2; 

(ii) T es elíptica si y sólo si X E (-2,2); 

(iii) T es hiperbólica si y sólo si X E (2, 00) U (-00,-2); 

(iv) T es loxodrómica si y sólo si X tj. IR. 

Una demostración de esto se puede ver en [4] p. 40. 
A continuación se describirán las transformaciones de M6bius que preser

van a cada uno de los mencionados modelos. Se comenzará mencionando las 
que preservan 

H2 = {z E C I I m z > O}, (1.1) 

éstas son las definidas por SL(2 , IR) , es decir PSL(2, IR). (cf. [4] p. 32) 
Otro modelo importante de la geometría hiperbólica bidimensional es el 

disco de Poincaré, 6 = {w E C Ilw I < 1}. Para estudiar este modelo se 
considera la transformación de Cayley, <p E PSL(2, C) dada por 

z-~ 

<p(z) = -+ .. z ~ 
(1.2) 

Es fácil probar que <p(H2 ) = 6. Entonces, para estudiar las transformaciones 
de M6bius que preservan a 6, basta con conjugar por medio de <p a las que 
preservan H2, es decir las de P SL(2 , IR). Usando esta función se puede probar 
el siguiente resultado, cuya prueba se puede encontrar en [5] p. 9. 

Teorema 1.0.2 Las transformaciones de Mobius en PSL(2, C) que preser
van 6, que se denotarán por M (6), son de la forma 

S(z) = az + ~, lal2 
- Icl2 = 1, a,c E C. 

cz+a 

Ahora, se describirán las métricas que se definen en ambos modelos; pero 
primero se discutirá la forma en que estas se definen a partir de densidades. 
Se necesitan primero unas definiciones. 

Definición 4 Dado A un abierto en IRn y f una función diferenciable de 
A en IRn, se dice que f es conforme en Xo E A, si Df(xo) es el producto de 
una matriz ortogonal por la matriz kI d, k E IR+. Al número k se le llama el 
factor de conformalidad que se denotará por f-t ¡( xo) . 
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Definición 5 Una densidad en una región A e lRn es una función continua 
A : A ---+ lR+. 

I 

Dada una densidad A en una región A y, : [a, b] ---+ A una curva de 
clase el, se define la A-longitud de , como 

lb >.(¡(t)) 1,'(t)ldt. 

Se extiende esta definición de manera natural a las curvas de clase el por 
tramos. Se denotará por h ( ,) a esta A-longitud. 

Definición 6 Sea A una densidad en una región A, si Xl, X2 E A, se define 
la A-distancia de Xl a x2 como 

ínf h(¡), 
'Y 

donde el ínfimo se toma sobre las curvas el por tramos que unen Xl con 
X2. Se denotará esta distancia por 

P>,,(Xl, X2). 

Esta densidad induce una métrica en A (cf. [3] p. 7). En el caso de JHI2, 
un primer modelo del plano hiperbólico, la densidad con la que se define la 
métrica está dada por 

1 
A (z) = Imz (1.3) 

No es difícil probar que la distancia hiperbólica entre i y ki, k > 1 en JHI2 
está dada por 

p(i, ki) = log(k), (1.4) 

pues el segmento del eje imaginario que los une es la curva que minimiza la 
distancia. También se puede probar que si z = ikl Y W = ik2 con O < kl < k2 , 

entonces 
p(z, w) = 10g(k2 ) - log(k¡). 

(cf. [3] p. 130) 
Como se ve en [4] p. 47, el grupo PSL(2, lR) actúa como grupo de isometrías 

en JHI2 con la métrica hiperbólica. Ahora, PSL(2, lR) actúa transitivamente 
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sobre circunferencias ortogonales al eje real, al igual que sobre las rectas 
paralelas al eje imaginario. Más aún, este grupo actúa transitivamente en la 
familia de todas las circunferencias y rectas ortogonales al eje real ya que la 
transformación 

z-1 
z ~ --

z+ l' 
(1.5) 

envía el círculo unitario al eje imaginario, yen efecto se encuentra en PSL(2, IR). 
Con estos dos resultados, no es difícil observar que las curvas que minimizan 
la distancia, o geodésicas, en JHI2 son los círculos o rectas ortogonales al eje 
real. Se denotará por [z, w] al segmento de geodésica que une a z con w. 

A continuación se enuncia una fórmula de la distancia entre dos puntos 
z y w E JHI2 que se utilizará más adelante 

Jz -WJ2 
coshp(z,w) = 1 + 1 1 

2 mz mw 
(1.6) 

Ahora, si se tienen dos regiones A y B en IRn, f : A -+ B una biyec
ción conforme tal que la región A cuenta con una métrica definida por una 
densidad .A, entonces a la región B se le puede proveer una densidad CI de 
tal forma que la f sea una isometría. Esto se logra definiendo 

.A(x) 
CI(f(X)) = -(-). 

MI x 

Una prueba de esto se puede ver en [3] p. 7. 

(1. 7) 

El resultado anterior es bastante útil, pues por medio de la transformación 
de Cayley se puede ver que JHI2 y 6 son modelos isométricos. De hecho al 
aplicar lo anterior, no es difícil ver que la densidad con la que se debe definir 
la métrica en 6 está dada por 

CI(W) -
2 

1_JWJ2· 

Una demostración de esto se puede ver en [4] p. 59. 
Es conveniente discutir el grupo completo de isometrías del espacio hiper

bólico. Primero será necesario definir las reflexiones en círculos y rectas. Dado 
u E te se denotará por u* a U/JUJ2; con esta notación es fácil dar una 
definición para la reflexión en un círculo Jz - aJ = r. 
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Definición 7 Se define la reflexión (o inversión) en Iz - al = r como 

{

a + r2 (z - a) * , 
r.p (z) = 00, 

a, 

S7, Z E e, z =J a, 
S7, z = a, 
S7, z = oo. 

Por medio del producto escalar usual de JR2, e identificando e con éste, es 
fácil observar que los puntos de una recta están determinados por la siguiente 
expresión 

R(a, t) = {z E JR21 z . a = t, a E JR2 - {O}, t E JR} U {oo}. 

Con esta notación se define la reflexión en R(a, t) como sigue 

Definición 8 Se define la reflexión (o inversión) en R(a, t) como la función 
r.p : ÍR2 -+ ÍR2, dada por 

{ 
z - 2(z . a - t) a 

r.p(z) = ' 
00, 

S7, Z E JR2, 
S7, Z = 00, 

donde lal = 1. 

Usando la proyección estereográfica se le puede dar una métrica a é, 
llamada cordal tal que es equivalente a la euclidiana en e y cumple que 
dada una sucesión Zn E e, I Zn I -+ 00 si y sólo si de (Zn, 00) -+ O, cuando 
n -+ 00, donde de (z, w) denota la distancia cordal (cf [3] p.22). Con estas 
definiciones se puede definir el grupo general de Méibius. 

Definición 9 El grupo general de Mobius actuando en ÍR2, denotado por 
GM(ÍR2), consiste en todas las funciones que son una composición finita de 
reflexiones en círculos o rectas. 

Ahora, el sub grupo M(ÍR2) consiste en las transformaciones que son com
posición de un número par de reflexiones. Este subgrupo resulta ser el de las 
transformaciones que preservan la orientación. Y como se puede ver en [4] 
p. 70, M(ÍR2) es isomorfo a PSL(2, e). También es necesario introducir dos 
conceptos que se usarán más adelante. 

"'-

Definición 10 Un horociclo basado en un punto ex E JR es un círculo en 
lHP, tangente en ex a la recta real, si ex es finito, y es cualquier recta en lHP 
paralela a la recta real (y distinta de ésta), si ex = oo. 
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Definición 11 Un hiperciclo por a, f3 puntos distintos en IR. es la intersec-
ción de cualquier círculo o recta por a y f3 con JHI2. 

Estas definiciones se extienden de manera natural a 6, pues no es difícil 
probar el siguiente lema. 

Lema 1.0.3 Sean T y <.p transformaciones de Mobius, entonces T fija a un 
punto w en iC (o preserva un subconjunto A e iC) si y sólo si S = <.p T <.p-l 

fija <.p(w) (o preserva <.p(A)). 



CAPÍTULO 2 

Geodésicas 

2.1. La distancia de un punto a una línea 

Definición 12 Dados z E JHI2 Y L una geodésica, se define la distancia de 
z a L como sigue 

p(z,L) = ínf{p(z,w)lw EL}. 

Proposición 2.1.1 Dados z E JHI2 Y L una geodésica, entonces existe una 
única geodésica L¡ que pasa por z y es ortogonal a L. Además, 

p(z, L) = p(z, w), 

donde w= L n L¡. 

DEMOSTRACIÓN. Por la transitividad de las transformaciones de Mübius de 
PSL(2, lR) sobre geodésicas, sin pérdida de generalidad se puede suponer que 
L es el eje imaginario positivo. Sea L¡ = {( E JHI211(1 = Izl}. Claramente 
L¡ es la única geodésica ortogonal al eje imaginario que pasa por z, pues 
para ser ortogonal a L el centro de la semicircunferencia que determina a tal 
geodésica debe tener parte real O, obligando a que el centro sea el origen. De 
otra manera no se obtiene que la curva corte ortogonalmente al eje real. 

Ahora sólo resta probar que p(z, L) = p(z, ilzl). Para esto se usa el hecho 
de que los puntos en L son de la forma w = it, t > O. Usando la fórmula de 

11 
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la distancia hiperbólica (1.6) para z = x + iy Y w = it, se tiene 

Ix + iy - itl 2 

coshp(z, it) = 1 + -'---2-----'
yt 

-
2yt + X2 + (y - t)2 

2yt 

X2 + y2 + t 2 

2yt 

Izl 2 + t 2 

2yt 

= El (El+~) 
2y t Izl 

>_Izl. 
- y 

Esto último debido a que V x E jR+, X + ~ 2: 2. Finalmente, la igualdad se 
alcanza si y sólo si t = Izl. 

1 
Figura 2.1: coshp(z,L) = --() 

cos 
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Corolario 2.1.2 Tomando O como en la Figura 2.1, se tiene entonces que 

1 
coshp(z, L) = -O' 

cos 

N ótese que no se trata del ángulo de paralelismo sino del ángulo comple
mentario. También se puede observar que a partir del corolario y la igualdad 
cosh20 - senh20 = 1, se tiene que 

senhp(z, L) = tanO. (2.1) 

También, se puede obtener una fórmula de la distancia de un punto a una 
geodésica L, cuando L es el semicírculo euclidiano 

Teorema 2.1.3 Si z E JHI2 Y Lr = {w E JHI211wl = r}, entonces 

I

Iz l2 
- r

2
1 senh p(z, Lr) = . 

2yr 

DEMOSTRACIÓN. Sea O el ángulo formado por Lr Y el hiperciclo que pasa 
por r, -r y z, que se denotará por L¡. Existen 2 casos a considerar. Véase 
la Figura 2.2. 

Caso 1. Izl < r. 
Se calculan las coordenadas del centro de L¡, que será denotado por Zo. 
Como d(zo, -r) = d(zo, r), claramente se tiene que Re Zo = 0, i.e. Zo = it. 
Se traza la recta que pasa por r y es ortogonal a la tangente de L¡ en r. 
Un segmento de esta recta es un radio de L¡. Se toma la intersección de 
dicha recta con el eje imaginario. Como la tangente a Lr en r es paralela al 
eje imaginario, entonces se tiene que el ángulo determinado por 0, ry Zo es 
precisamente O. De aquí se tiene que 

O 
-Imzo 

tan = , es decir - Imzo = rtanO, 
r 

por lo que 
Zo = -irtanO. 

Caso 2. Izl > r. 
Sean L¡ y Zo igual que antes, en este caso 1m Zo > O. 

O Imzo 
tan = -r-' es decir 1m Zo = r tan O, 
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Figura 2.2: Casos Izl < r y Izl > r. 

Por lo que 
Zo = irtanO. 

Ahora, en ambos casos se tiene que cos O = r / rI, donde rI es el radio de L I · 
Por lo tanto, 

r 
rI = cosO' 

En el primer caso, LI tiene la ecuación 

y en el segundo 
r 2 

Iz - irtanOl 2 = ~. 
cos u 

Al desarrollar la ecuación de LI en el caso 1 se obtiene 

esto es 

(2.2) 

(2.3) 
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por lo que 

y 
r2 _ Izl2 

tan e = -----'----'-
2yr 

Análogamente, en el caso 2 se obtiene 

Izl 2 
- r2 

tane = 2 . yr 

15 

Finalmente, de (2.1) se sigue el resultado. O 
Se quiere obtener ahora una fórmula para la distancia entre un punto en 

el disco de Poincaré y algunas geodésicas. Se comenzará estudiando el caso 
en el que la geodésica es L = [-1, 1]. De (1. 7) se tiene el siguiente resultado. 

Proposición 2.1.4 Si f E M(6), entonces 

a(z) 
a(f(z)) = -(-) , 

f-Lf z 

donde a(z) es la densidad con la que se define la métrica en 6. 

(2.4) 

DEMOSTRACIÓN. Se recuerda que a(z) - 1 _2
Iz12

. Ahora, si f E M(6), 

entonces f es de la forma 

f(z) = az + ~, 
cz+a 

1 
1 -12. Ahora, se calcula a(f(z)), 
cz+a . 

de donde se obtiene que f-Lf(z) = 

2 
a(f(z)) = 1 -lf(z)12 

de donde 
a(z) 

a(f(z)) 

21cz + 0:1 2 21cz + 0:1 2 
-

Icz + 0:1 2 - jaz + cl 2 1 - Izl2 

1 
- 1 -1 2 = f-Lf(z). cz+a 

o 
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Figura 2.3: 9 = rp hrp-l 

Se calcula ahora una fórmula para la distancia entre un punto w E 6. Y 
la geodésica L = [-1, 1]. Se considerará primero el caso en el que 1m w > O. 
Se usará la transformación de Cayley 

rp : JHI2 --+ 6. , rp( z) -
Z-'l 

z+i 

Sea Ll la geodésica ortogonal a L que pasa por w. Es fácil ver que al ser 
Ll ortogonal aL, Ll tiene la forma [eí8 , e-í8 ]. Claramente rp transforma al 
eje imaginario positivo en L, por lo que 

rp-l(() = it, t > O, donde ( = L n Ll' 

De la conformalidad de rp-l se tiene que 

Luego se aplica la homotecia h(z) = z/t; nótese que h E PSL(2, lR). Final
mente se aplica rp, y se define 

(2.5) 

Por construcción 9 preserva L y fija los puntos reales -1 y 1. También 
g(L1 ) = [-i , i], por lo que g(w) = ki, k E (-1,1), k =1- O. Como la función 
de Cayley transforma el semiplano superior derecho en el semidisco inferior 
(rp( 1) = -i) Y una homotecia preserva los cuadrantes, se sigue que 9 preserva 
el semidisco superior, esto es, 9 E PSL(2, lR). 
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Nótese que 9 E M(I:::.) al ser conjugada a una transformación en PSL(2, IR). 
Es decir, 9 E M(I:::.) n PSL(2,IR). Como 9 E PSL(2,IR), se tiene entonces 
que 

(cf. [4] p. 46) 

A(Z) 
A(g(Z)) = -(-)' 

/-lg Z 

se sigue de la Proposición 2.1.4 que 

a(g(z)) = a ((z)) . 
/-lg z 

Juntando estas relaciones se tiene que si z E JHI2 

a(z) a(g(z)) 
-

A(Z) A(g(Z))' 

por lo que 
Imz Img(z) 

-1-lz12 1-lg(z)12' 

En particular 

Imw Img(w) k 
- -1-lw12 1-lg(w)12 1- k2' 

Al ser 9 una isometrÍa: p( w, L) = p( w, () = p(ki, O) = log (~ ~ :~:). 
Finalmente, aplicando senh y (2.8) es fácil ver que 

( l+lkl) (l-lkl) 
senhp(w, L) = 1 - Ikl 1 + Ikl 

2 
21kl 21Imwl 

1 - k2 - 1 - Iw12' 

Se ha probado el siguiente resultado 

Teorema 2.1.5 Si L es el diámetro [-1,1] Y w E 1:::., entonces 

21Imwl 
senhp(w,L) = 1 12 ' 1- W 

(2.6) 

(2.7) 

(2.8) 
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Para el caso w E 6., 1m w < 0, el resultado se sigue debido a que z -t Z 

es una isometrÍa de 6.. A continuación se enuncia el resultado respectivo en 
el caso en el que la geodésica L tiene la forma [-e iO, e iO]. 

Corolario 2.1.6 Si L = [_e iO , e iO ], entonces 

2l1me- iozl 
senhp(z, L) = 1 12 • 

1- z 

DEMOSTRACIÓN. Sea cp la rotación z -t e-iOz, claramente 

cp( L) = [-1,1]. 

Entonces se puede aplicar el resultado anterior con cp( z) y cp( L) pues cp es 
una isometría de 6.. Por lo tanto 

2.2. 

senhp(z,L) = senhp(cp(z),cp(L)) 

21 1m cp(z) 1 
1 - Icp(z)1 2 

2l1me- i ozl 

1-lz12 
D 

El bisector perpendicular de un segmen
to de geodésica 

En esta sección se definirá y darán fórmulas explícitas para el bisector per
pendicular de un segmento de geodésica en ambos modelos, JHI2 y 6.. 

Definición 13 Dados Z¡ y Z2 E JHI2 distintos, se define el bisector perpen
dicular de [z¡, Z2] como la geodésica ortogonal a [z¡, Z2] que pasa por el punto 
medio. 
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Proposición 2.2.1 El bisector perpendicular de [z¡, Z2] está dado por el 
conjunto 

L¡ = {z E JHI21 p(z, z¡) = p(z, Z2)} . 

DEMOSTRACIÓN. Sin pérdida de generalidad se puede suponer z¡ = i Y 
Z2 = r 2i, con r > 1. Se denota por L¡ al bisector perpendicular de [z¡, Z2]; 
sea w = ri, como 

P(W,ZI) = p(ri,i) = log(r) = log (r;) = p(ri,r2i) = P(W,Z2)' 

se sigue que w es el punto medio de [ZI, Z2] Y L 1 = {z E JHI211z1 = r}. 
Finalmente, dado z = x + iy, se tiene que 

cosh p(z, ZI) = cosh p(z, Z2) 

Iz - z11 2 Iz - z2 12 
{:} - '---

2y - 2yr2 • 

{:} r2 1x + iy - il2 = Ix + iy - ir212 

{:} r 2(lzl 2 + 1) = jzl2 + r4 

{:} Iz1 2(r2 - 1) = r2(r 2 
- 1) 

{:} Izl = r 

o 
A continuación se describen algunos bisectores perpendiculares en 6. en 

términos del círculo isométrico. Dada 9 E PSL(2, C) tal que g(oo) =1 00, el 
círculo isométrico de 9 consiste en {z E C II g' (z ) I = 1}, es decir el conj unto 
de puntos donde el factor de conformalidad es 1. 

Proposición 2.2.2 Dada g(z) = az + ~, 9 E M(6.), g(O) =1 O, entonces 
cz+a 

z está en el bisector perpendicular de [O, g(O)] si y sólo si 

Más aún, el bisector perpendicular de [O, g(O)] es la intersección del círculo 
iso métrico de g-1 con 6.. 
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DEMOSTRACIÓN. Sean Lg el bisector perpendicular de [O, g(O)] y Z E Lg, 
entonces 

.,. Izl' = lal'lz ~ ~I' 
{:} IzI2 = laz - c1 2

. 

Lo cual prueba la primera parte de la proposición. Se observa también que 

Por lo que, en particular, se tiene que el bisector perpendicular de [O, g(O)] 
está dado por Icz - al 2 = 1. Para terminar 

-l( ) az - c 9 z = , 
-cz+a 

por lo que 
1 

(g-l)'(Z) - ..,---_--,--
- (-cz + a)2 

y 

o 

Proposición 2.2.3 Dados Zj = xj+iYj E IHI2 , j = 1,2, entonces el bisector 
perpendicular de [Zl' Z2] es 

DEMOSTRACIÓN. Z = X + iy está en el bisector perpendicular de [Zl' Z2] si 
y sólo si 

p(Z, Zl) = p(z, Z2) 

Iz - zll2 Iz - z212 
{:} = -'-----'-

2YYl 2YY2 

{:} Yllz - z212 
= Y21z - zll2 

o 
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Se probará ahora que si K es un compacto en jR2 y Zl E JHI2 fijo, en
tonces si IZ21 es suficientemente grande, el bisector perpendicular a [Zl, Z2] 

no intersecta a K. Esto se obtiene de la siguiente manera. 
Sean R E jR+ tal que {Zl} U K e D(O, R/2) = {Z E <C Ilzl < R/2} Y 

L Z2 el bisector perpendicular de [Zl' Z2]. Si Z E K, entonces 

Por lo que usando la Proposición 2.2.3 basta con probar que si Z2 es suficien
temente grande, entonces 

lo que implicaría que Z t/:. L Z2 ' 

R2 

Para esto, si IZ21 > - + 2R, se tiene que 
Yl 

R
2 I I 2R IZ21 2 - 21 z21R + R2 

- < Z2 - < .:.....-.:.....-_,.:-,.:---
Yl IZ21 

(IZ21- IzI)2 Iz - z21 2 
< < , - IZ21 - Y2 

por lo que se tiene lo que se quería probar. 

Proposición 2.2.4 Si Ll Y L2 son geodésicas disjuntas, entonces existe una 
única geodésica ortogonal a ambas. 

DEMOSTRACIÓN. Sin pérdida de generalidad Ll = {z E JHI21 Rez = O} 
Y L 2 = {z E JHI211z - al = r}, a > r > O. Entonces, una geodésica es 
ortogonal a Ll si el centro de la circunferencia que la determina es O, i.e. 
Izl = t para alguna t > O. Para que una geodésica sea ortogonal a L 2 , el 
radio de la circunferencia debe satisfacer que 

Es claro que sólo existe una única t > O, tal que r2 + t 2 = a2. 
Por lo tanto la geodésica ortogonal a Ll y L2 es Izl = t, t = va2 - r2. O 
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a 

Figura 2.4: Ortogonal común. 

Es fácil observar que el único caso en que existe una ortogonal común 
es cuando Ll y L 2 son disjuntas. Por ejemplo si Ll y L 2 son paralelas, 
sin pérdida de generalidad Ll y L 2 son rectas verticales, y es claro que no 
hay ortogonal común. También si Ll y L 2 se interesectan, sin pérdida de 
generalidad Ll y L 2 son diámetros en 6 , en cuyo caso no es posible que 
haya una geodésica ortogonal a ambas. 

2.3. La distancia entre geodésicas 

Se define ahora la distancia entre geodésicas. Se usará la fórmula del Teorema 
2.1.3. 

Definición 14 Dadas Ll y L 2 dos geodésicas, se define la distancia de Ll 
a L 2 como sigue 

Obsérvese que en el caso en que las geodésicas no son disjuntas, la dis
tancia entre ellas claramente es O. Se trabajará en general el caso en el que 
son disjuntas. 
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Proposición 2.3.1 Dadas L 1 y L2 geodésicas disjuntas, la distancia entre 
ellas p (L1 , L2) se alcanza sobre su ortogonal común. 

DEMOSTRACIÓN. Sin pérdida de generalidad, L1 es Izl = r y L2 es Izl = R, 
con r =J. R. Dados z E L 1 Y w E L 2 , usando el Teorema 2.1.3, se tiene que 

senhp(z,w) ~ senhp(z,L2) 

_llzl2 
- R21 = I r

2 
- R21 

2yR 2yR 

> IR2 - r
2

1 

- 2Rr 

= senhp(ir,iR), 

ya que, por ejemplo, si r < R, entonces 

R2 - r2 

senh (log R/ r) = 2Rr . 

o 

Otra manera de definir p (L1 , L 2 ), es a partir de la razón cruzada deter
minada por sus pies. Antes de ver esto es necesario definir la razón cruzada 
de cuatro puntos distintos. 

...... 
Definición 15 Dados cuatro puntos distintos en te, Z¡, Z2, Z3 Y Z4, se define 
y se denota su razón cruzada como sigue 

En el caso de que Zj = 00 se omiten los términos en los que aparece Zj. 

Proposición 2.3.2 Sean L 1 = [ZI' z2l Y L2 = [Wl' w2l con pies en el círcu
lo al infinito, tales que éstos aparecen en el orden ZI, W¡, W2, Z2; entonces 
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o 

DEMOSTRACIÓN. Para ver esto, se comienza probando la igualdad para el 
caso: ZI = 0, WI = 1 Y Z2 = oo. Posteriormente el resultado se seguirá en 
general del hecho de que las transformaciones de Mübius actúan transitiva
mente sobre geodésicas y preservan la razón cruzada. (cf. [3] p. 32) En este 
caso se tiene que LI es el eje imaginario y L 2 es la geodésica determinada 
por la circunferencia con centro en a > 1 Y con W2 = r tal como se ve en 
la Figura 2.5. Entonces se tiene que 

Por lo tanto, basta con probar que 

tanh
2 (~P(LI,L2)) 

( -r) 
( -1) 

1 

r 

= r. 

Se calcula primero la ecuación de L 2 • Es fácil ver que a = r; 1, Y por ende 

r-l 
el radio de la circunferencia que determina a L 2 es rl = a - 1 = -2-' 

esto es L 2 está dada por 

(2.9) 

Ahora, la ortogonal común está dada por 

(2.10) 
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Se calculará entonces p (L¡, L2 ), para esto es necesario tener las coordenadas 
del punto de intersección de la ortogonal común con L2 ; sea 'Zo tal punto. 
Usando (2.9) y (2.10) se tiene que 

2r = x(r + 1). 

Usando (2.10) se resuelve para y , 

Por lo que se tiene que 

Además, las coordenadas de w, la intersección de L¡ con la ortogonal común, 
son (O, vr). De la Proposición 2.3.1 se sabe que p (L¡, L2 ) = p (w, z). Usando 
(1.6) se deriva fácilmente 

Iz-wl· 
z-w 

(2.11) 

(cf. [3] p. 130) 
Por lo cual 

( ( ) ) 

2 2r r-1 
--+i vr -- -vr 
r+1 r+1 

2r ((r -1) ) r+1 +i vr r+1 +vr 

4r(1 + r) 1 
-

4r2 (1 + r) r 

que es lo que se quería probar. O 
Ahora se estudiará el caso en que las geodésicas se intersecten, Para esto 

se verá que el ángulo en el que se intersectan un par de geodésicas se puede 
expresar en términos de la razón cruzada de los pies de dichas geodésicas. 
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Proposición 2.3.3 Sean Zl, Wl, Z2 , w2 E 86, apareciendo en ese orden, Ll 
y L2 las geodésicas determinadas por Zl, Z2 Y Wl, W2, respectivamente, en-
tonces 

[Zl, W¡, Z2, W2]' sen2(O/2) = 1. 

Donde O E (O,?T) es el ángulo de intersección de Ll con L 2 . 

DEMOSTRACIÓN. Sin pérdida de generalidad Ll = [-1,1] Y L 2 = [eiB
, -eiB

], 

i.e. Zl = 1, Z2 = -1, Wl = eiO y W2 = -eiB
. 

Entonces, se tiene que 

-4e iO 

(1 - eiO )2' 

Por lo tanto, basta con probar que 

esto es 

-4 cos O sen2(O /2) - 4i sen O sen2(O /2) 1-2 cos O+cos 20+i( sen 20 - 2 sen O), 

lo cual sucede si y sólo si 

{ 
-4cosOsen2(O/2) = 1- 2cosO + cos20 
-4senOsen2(O/2) = sen20 - 2 sen O. 

Esto a su vez sucede si y sólo si 

{ 
2 cos2 O - 2 cos O = 1 - 2 cos O + cos 20 
2 sen O cos O - 2 sen O = - 2 sen O + sen 20, 

lo cual evidentemente se cumple. 

2.4. La mediatriz de dos geodésicas 

D 

Definición 16 Dadas Ll y L 2 dos geodésicas, se define la mediatriz de Ll 
y L2 como sigue 
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-- ... 

-a o a o 

Figura 2.6: Ll y L2 paralelas. 

Se analizará y discutirá la forma de la mediatriz de 2 geodésicas en función 
de si éstas son paralelas, disjuntas, o si se interesectan. 

1. Ll Y L2 paralelas. 

Sin pérdida de generalidad Ll y L2 son las geodésicas definidas por la 
ecuaciones: x = a y x = -a, respectivamente. Si z E L, entonces 

senhp (z, L 1 ) = senhp (z, L2 ). 

Por lo tanto si z = x + iy , usando (2.1), donde () es el ángulo descrito 
en la Figura 2.6, se tiene que z E L si y sólo si 

lx-al Ix+al 
y y 

{:} Ix - al = Ix + al 
{:} x = o. 

Por lo que la mediatriz de Ll y L2 es el eje imaginario. 

2. Ll n L2 = 0. 
Sin pérdida de generalidad Ll y L2 son las geodésicas definidas por la 
ecuaciones: Izl = 1 Y Izl = r2

, respectivamente. 
Ahora, usando el Teorema 2.1.3, z E L si y sólo si 
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{:} r4 (lzl 2 
_ 1)2 = (lzl 2 

- r4? 
{:} r4 1z1 4 + r4 = Izl4 + r8 

{:} Izl4 = r
4
(r

4 
- 1) 

r4 - 1 

{:} Izl = r. 

Por lo tanto la mediatriz de Ll y L 2 es Izl = r. 

b 1 2 3 

Figura 2.7: Ll n L 2 = 0. 
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_ e - i8 

-1 1 

-i 

-9 -3 -1 1 3 9 

Figura 2.8: Ll n L 2 =J 0. 

En este caso se trabaja en 6. Sin pérdida de generalidad Ll - [e- iO , _e-i8 ], 

L 2 = [ei8 , _ei8 ] con O < () :::; 7r /2. Ahora, z E L si y sólo si 

p (z, Ld = p (z, L 2). 

Entonces si Lo = [-1,1] Y z E L tiene 

p(ei8z,Lo) = p(z,L1 ) = p(z,L2 ) = p(e-i8z,Lo) 

pues g(z) = ei8z es una isometrÍa de 6. Por lo cual 

zE L {::} p(ei8z,Lo) = p(e-iOz, Lo) 

Usando el Teorema 2.1.3 se tiene que 
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Escribiendo z = re it , esta igualdad se satisface si y sólo si 

Isen(t-O)I = Isen(t+O)1 

{:} t = O ó t = 7r /2. 

Por lo tanto L = [-1,1] U [-i, i]. 

2.5. Transversales 

Definición 17 Dadas Ll y L2 geodésicas disjuntas y O E (O, 7r /2); a una 
geodésica L tal que intersecta tanto a Ll como a L2 en el ángulo O se le 
llama una O-transversal a Ll y L2 . 

L 

() 
g(Lo) 

Figura 2.9: O-transversal. 
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Un ejemplo sencillo de una O-transversal se obtiene a partir de la confor
malidad de las transformaciones de Mübius. Para ver esto, se toman L y Lo 
como el eje imaginario positivo y una geodésica que intersecta al eje imagi
nario, respectivamente. Si se toma 9 E PSL(2, IR), g(z) = kz, k E IR; en
tonces la conformalidad de 9 exhibe al eje imaginario como una O-transversal 
entre cualesquiera dos elementos distintos de las imágenes de Lo bajo la ac
ción iterada de g. 

Claramente, la ortogonal común a Ll y L2 es un caso extremo de una 0-
transversal. A continuación se enuncia un resultado que exhibe la diferencia 
entre las O-transversales y la ortogonal común. 

Proposición 2.5.1 Dadas Ll y L2 geodésicas disjuntas y O E (0,11)2), 
entonces existen exactamente cuatro O-transversales a Ll y L2 • 

DEMOSTRACIÓN. Sin pérdida de generalidad se trabajará en 6. y también se 
pueden tomar Lo = [-1,1] como la ortogonal común y L* = [-i, i] como 
su mediatriz. Por lo tanto Ll y L2 están dadas por 

paraalgunar¡ E (0,7f/2). 

-+
I 

L* 

Lo 

Figura 2.10: L 1, L2 , LoY, L*. 

Sea M la colección de geodésicas en 6. que pasan por el origen, es decir 
los diámetros. Ahora, se considera a M e M la colección de di~metros de 
la forma [ei 1/J, _ ei 1/J] con'l/J E (O, r¡). Claramente los elementos de M son 0-
transversales a Ll y L2 dada la simetría del modelo. Al recorrer los elementos 
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de M en función de 'I/J de manera creciente, el ángulo de intersección de la 
O-transversal con Ll recorre el intervalo (O, 7f /2) de forma decreciente. Por 
lo tanto, dado O E (O, 7f /2) existe un único elemento de M que intersecta a 
Ll y L 2 en el ángulo O. A esta transversal se le denotará por [ei'l/io, _ei'l/io l· 

Lo 

L* 

Figura 2.11: O-transversales alternantes. 

Ahora, al reflejar sobre cualquiera de los ejes se obtiene [e-i'l/io, -e- i'l/i°l que 
por simetría es otra O-transversal. A este tipo de O-transversales se les llama 
alternantes. 

Sea N la colección de geodésicas en 6. que no pasan por O. Se considera 
a N e N el subconjunto de geodésicas determinadas por circunferencias 
con centro en el eje imaginario positivo que intersectan a Ll y L 2 • Igual que 
antes, es claro que los elementos de N son O-transversales. 
Al recorrer los elementos de N en función de su centro de manera estricta
mente creciente, i.e. k E (1,00), no es difícil deducir que Lo es el caso de 
la circunferencia ideal. También se observa que los elementos de N tienen la 
forma 

[ei'l/i, -e-i'l/il· 

donde 'I/J E (0,17). Al recorrer dicho intervalo de manera estrictamente cre
ciente, el ángulo O de intersección del elemento en N con Ll y L 2 recorre el 
intervalo (O, 7f /2) de manera estrictamente decreciente. 
Por lo tanto, dado O E (O, 7f /2), entonces existe un único elemento de N 
que corta a Ll y L 2 en el ángulo O. Es decir, existe una única geodésica en 
N que es O-transversal. Basta con reflejar sobre el eje real para obtener otra 
O-transversal. Este tipo de O-transversales se llaman complementarias. 

Se tiene entonces que dadas Ll y L 2 dos geodésicas disjuntas y 
O E (O, 7f /2) , entonces existen 4 O-transversales a Ll y L 2 . Ahora sólo basta 
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Lo 

L* 

Figura 2.12: O-transversales complementarias. 

con observar que ya se ha analizado de manera exhaustiva todos los casos 
posibles. 

Lo 

L* 

Figura 2.13: Geodésicas por zo. 

Para esto se considera a todas las geodésicas que intersectan a L 2 y pasan 
por zo, un punto cualquiera de LI' Si se mide el ángulo que forma LI con 
éstas en el sentido positivo, estos ángulos crecen de un ángulo !.po a otro !.pI, 

ver Figura 2.13. Ahora, uno de los ángulos de intersección de éstas geodésicas 
con L 2 decrece de 7r a O. Por lo que existe exáctamente una geodésica que 
corta a LI y a L 2 en el mismo ángulo, no es difícil ver que ésta corresponde 
a una de las O-transversales complementarias ya consideradas. 
Este argumento se aplica también al tomar los ángulos complementarios de 
esta familia de geodésicas con LI (los cuales decrecen) y se toman los ángulos 
con L 2 ahora de manera creciente de O a 7r, obten:iéndose de esta manera otra 
de las O-transversales alternantes ya obtenidas. O 
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Se estudia a continuación la relación métrica entre las O-transversales 
alternantes y complementarias. Para esto se necesita un par de resultados de 
trigonometría hiperbólica, cuyas pruebas se pueden consultar en [3] p. 147 y 
p. 157, respectivamente; con más detalle en [7] y [2]. 

a 

Figura 2.14: Triángulo hiperbólico rectángulo. 

Proposición 2.5.2 Dado un triángulo con ángulos a, {J y 7r /2 como en la 
Figura 2.14, se tiene 

(i) senh b = senh c sen {J, 

(ii) tanhb = senhatan{J. 

Figura 2.15: Cuadrilatero de Lambert. 

Proposición 2.5.3 Dado un cuadrilatero como en la Figura 2.15, se tiene 

(i) senh al senh a2 = cos ep, 

(ii) cosh al = cosh bl sen ep. 

U sando estos resultados se siguen de manera directa los siguientes corolarios. 
En las Figuras 2.16 y 2.17 se toman Zl Y Wl como la intersección de las 
O-transversales alternantes y complementarias con L l , respectivamente. 
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to/2 

Figura 2.16: O-transversal alternante 

Corolario 2.5.4 Si to es la longitud entre LI y L2 de una O-transversal 
alternante, entonces 

Corolario 2.5.5 Si ti es la longitud entre LI y L2 de una O-transversal 
complementaria, entonces 

Wl 

Figura 2.17: O-transversal complementaria 

Proposición 2.5.6 Dadas LI y L2 geodésicas disjuntas, O E (O, 7r /2), to la 
longitud de las O-transversales alternantes y tI la longitud de las O-transversales 
complementarias, entonces tI > too 
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DEMOSTRACIÓN. Usando los Corolarios 2.5.4 y 2.5.5 se tiene que 

cosh2 (h) = 1 + senh' (~p (L¡, L,)) 

2 sen20 

= se~2 O + senh
2 

(t; ) 

= cot2 O + cosh2 (;) . 

Por lo cual tI > too o 

Proposición 2.5.7 Sean ZI, Z2 los puntos de intersección de las O-transversales 
alternantes con LII y WI, W2 los puntos de intersección de las O-transversales 
complementarias con LII entonces 

P(WI,W2) 2: P(ZI,Z2)' 

DEMOSTRACIÓN. De la Proposición 2.5.2 para las O-transversales alternantes 
se tiene que 

tanh (~P(LI,L2)) = senh (~P(ZI,Z2)) tanO. 

y tornando la O'-transversal alternante que pasa por WI corno en la Figura 
2.18 se tiene que 

tanh (~P(LI,L2)) = senh (~P(WI,W2)) tan O'. 

Usando estas dos igualdades se tiene que 

senh (~p (ZI, Z2)) tan O = senh (~p (WI, W2)) tan O', 

lo cual ocurre si y sólo si 

senh (~p (ZI' Z2)) 

senh (~P(WI,W2)) 
tan O' 
tanO' 
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y esto último es menor o igual que uno, pues (J' < (J como se ve en la Figura 
2.18. 

Figura 2.18: (J' < (J. 

De aquí se sigue el resultado de manera directa. 
o 



CAPÍTULO 3 

Haces de geodésicas 

3.1. Teoría de haces 

Gran parte de la discusión sobre temas más específicos de geometría hiper
bólica, como el de grupos Fuchsianos se da en términos de haces (o lápices) de 
geodésicas. En esta sección se describirá lo que éstos son y se dará una lista 
de sus propiedades más importantes. Más adelante se hará una clasificación 
de éstos; también se verá que los círculos, horociclos e hiperciclos descritos 
al principio (ver Definiciones 10 y 11), son tan sólo variantes de la misma 
idea que define a los haces. La importancia de los haces radica en que la 
clasificación de éstos permite describir más profundamente las isometrías del 
plano hiperbólico, JHI2 o 6. 

Dadas dos geodésicas L y L' en el plano hiperbólico, se verá que éstas 
pertenecen a una familia de geodésicas (o haz) Id determinado por ellas. Más 
adelante se verá cómo son los tipos de haces en función de la forma en que L 
y L' se encuentran en el plano hiperbólico. Ahora, a cada haz le corresponde 
una familia e de curvas (no necesariamente geodésicas) , llamada la familia 
complementaria de Id. A continuación se enlistan las propiedades que éstas 
dos familias satisfacen. 

Pl- Todo punto del plano hiperbólico, salvo posiblemente uno, yace en exácta
mente una curva en c. 

P2- Todo punto del plano hiperbólico, salvo posiblemente uno, yace en exácta
mente una geodésica de Id. 

39 
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P3- Toda geodésica en Q es ortogonal a todas las curvas en c. 

P4- Toda curva en e permanece invariante bajo la reflexión sobre cualquier 
geodésica en Q. 

P5- Cualesquiera dos curvas Cl y C2 en e son equidistantes, i.e. dada 
Zl E Cl existe Z2 E C2 , tal que P(Zl' Z2) = p(Cl , C2 ), además [Zl' z21 
está contenida en una geodésica de Q. 

P6- Dos puntos Z y w yacen en la misma curva en e si y sólo si el bisector 
perpendicular de [z, w 1 pertenece a Q. 

P7- Dadas L y L' dos geodésicas, entonces Q, el haz determinado por ellas 
es precisamente el conjunto M de geodésicas de la forma 

{ ZI senhp(z,L) = k} 
senh p(z, L') 

con k E ~+ U {oo} U {a} constante. 

El haz determinado por L y L' se dirá que es 
(i) parabólico si L y L' son paralelas. 
(ii) elíptico si L n L' =1- 0. 
(iii) hiperbólico si L n L' = 0. 

3.1.1. Haz Parabólico 

Sean L y L' dos geodésicas paralelas con pie común wo. Se define Q como la 
familia de geodésicas por Wo, y e como la colección de horociclos tangentes 
al círculo al infinito en Wo (ver Figura 3.1). Sin pérdida de generalidad se 
trabaja en JHI2 y se toma Wo = oo. Esto se puede hacer debido a que existe 
T : JHI2 ---+ JHI2 una isometrÍa tal que manda a Wo en 00; basta con considerar 

-1 
T(z) = 

Z-Wo 

En este caso Q es la familia de geodésicas paralelas al eje imaginario, es 
decir las rectas de la forma Rez = k, k E lR; y las curvas en e son las rectas 
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de la forma Imz = t, t E lR+ . 

~ , 
I 

I 
I 
I I 
I I 

Figura 3.1: Haces parabólicos 

En este caso, claramente Q y e satisfacen P1, P2, P3 Y P4 Y también el 
caso general se sigue por conformalidad, biyectividad de las transformaciones 
de Mübius y el Lema 1.0.3. Para probar P5 se toman I m z = t e I m z = T 
en C. Aplicando la fórmula de la distancia hiperbólica (1.6) se obtiene 

. . (r - 8)2 + (t - T)2 
c08h p(r + 'Lt, 8 + 'LT) = 1 + 1 ( . ) I ( 'T) 2 m r+'Lt m 8+1, 

> 1 (t - T) 2 
- + 2tT 

= c08h p(x + it , x + iT). 

Por lo que claramente el ínfimo se alcanza si r = 8, es decir sobre la geodésica 
Re z = r que pertenece a Q; es decir, P5 se satisface si w = 00, el caso 
general se sigue ya que PSL(2, lR) consiste en isometrías hiperbólicas delHI2

. 

Para probar P6, se toman Zj = Xj + iYj , j = 1,2; y de la Proposición 
2.2.3 se sabe que el bisector perpendicular de [Zl' z21 está dado por 

(3.1) 

Si Zl, Z2 E Co una recta en e, entonces Yl = Y2, por lo que el bisector 
perpendicular de [Zl' z21 está dado por 
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que son precisamente los puntos que equidistan euclidianamente de Zl Y Z2; 
r . l " R Xl + X2 1 ' g exp ICltamente es a semlrecta e Z = 2 que c aramente esta en . 

Ahora, supóngase que la geodésica Re Z = k, k E lR+ es el bisector perpen
dicular de un segmento de geodésica [Zl' Z2], donde Zj = Xj + iYj , j = 1,2. 
Desarrollando (3.1) no es difícil ver que el bisector perpendicular de [Zl, Z2J 
está dado por 

(YI - Y2)!Z!2 - 2 Re(zz2YI - ZZIY2) = YI!Z2!2 - Y2!ZI!2 

lo cual representa a una geodésica de la forma Re Z = k si YI = Y2. Por 
lo tanto, en este caso en particular, se tiene que Zl Y Z2 yacen en la misma 
curva en C. Por lo tanto, P6 también se satisface si w = 00; el caso general 
se sigue por la conformalidad y el hecho de que PSL(2, lR) manda geodésicas 
en geodésicas. 

z 

Figura 3.2: Propiedad P7 caso parabólico 

Finalmente se demostrará que P7 también se satisface. Sean L y L' las 
geodésicas dadas por Re Z = al Y Re Z = a2, respectivamente. Sin pérdida 
de generalidad al < a2. De (2.1) se sabe que 

senhp(z, L) = tan el y senhp(z, L') = tan e2, 

donde el y e2 son como en la Figura 3.2. Por lo que si Z = X + iy, se tiene 
que 

Por lo que 

senhp(z,L) 
senh p (z, L') 

(3.2) 
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De aquí es claro que para una geodésica L en 9 dada por Re z = t se tiene 
que 

senhp(z,L) = It-all = k 
senhp(z,L') t-a2 ' 

donde k E [0,00], por lo que las geodésicas en 9 satisfacen la relación del 
conjunto descrito en P7. 
Viceversa, ahora basta probar que dada k E [0,00], el conjunto 

Bk = {z E H21 senhp(z,L) = k} 
senh p (z, L') 

(3.3) 

determina dos geodésicas en g, salvo si k = 0, 00; que claramente determi
nan a L y L'. Como ya se vió, el conjunto Bk está dado por 

Por lo que se tiene que los puntos en H2 que satisfacen la relación anterior 
son 

Al resolver para el primer caso se tiene 

y para el segundo se tiene 

x - al = k (x - a2) 

al - ka2 
{:}x= ER 

l-k 

x - al = k (a2 - x) 

{:} x = al + ka2 E IR 
l+k . 

Por lo que existen exactamente dos geodésicas en 9 por cada k E IR+, 
excepto en el caso k = 1 que se obtiene a la mediatriz de L y L', que como 
se vió antes, es única. Por lo tanto P7 se satisface. 
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k = 1 

k E (0,1) 

j \ 
¡ k E (1,00) 

¡ \ 

Figura 3.3: Propiedad P7 caso parabólico 

3.1.2. Haz Elíptico 

Sean L Y L' dos geodésicas tales que L n L' =1- 0, y sea Wo su intersección. 
Sea 9 la familia de todas las geodésicas que pasan por wo, y sea e la familia 
de circunferencias hiperbólicas con centro en wo, es decir 

Cr = {zlp(z,wo) = r}. 

Sin pérdida de generalidad se trabaja en 6. y se toma Wo = O; esto debido 
a que existe T transformación de M6bius tal que envía a la intersección de L 
con L' en i, y al componer esta con la transformación de Cayley se tiene lo 
deseado. En este caso 9 es el conjunto de diámetros de 6., yC es la colección 
de circunferencias euclidianas centradas en w = o. Al igual que en el caso 
parabólico PI, P2, P3 Y P4 claramente se satisfacen; con w = O el punto 
excepcional descrito en PI y P2. 

A continuación se prueba P5; para esto será necesario enunciar una fórmu
la de la distancia en 6., cuya demostración se puede consultar en [4] p. 77. 

Teorema 3.1.1 Sean z, w E 6., entonces 

2 (1 ) Iz - wl
2 

senh 2P(z, w) = (1 -lzI2) (1 _ IWJ2)· (3.4) 
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I 
I 

/ 
I . 

~ 
~ 

I /~ 

I I 
\ 

Figura 3.4: Haces elípticos 

, 
\ 
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\ 

\ 
\ 

Aplicando esta última fórmula para Zl E Cr y Z2 E Ct se tiene que 

2 (1 ) IZI- Z21
2 

senh 2p(Zl' Z2) = (1 _ r2)(1 _ t2)· 
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Por lo que senh2 (~P(Zl' Z2)) alcanza su mínimo donde IZl - z2110 hace; 

y esto ocurre justamente cuando Zl Y Z2 yacen en el mismo diámetro de 6., 
que es un elemento de g. Por lo tanto P5 se satisface. 

Ahora sean Zl, Z2 E Cr en e, entonces 

P(Zl' O) = P(Z2 , O), 

por lo que w = O yace en el bisector perpendicular. Pero, en 6. el hecho de 
que una geodésica pase por el origen determina que ésta es un diámetro. Por 
lo tanto el bisector perpendicular de [Zl ' Z2] es un elemento de g. 

Sea L un diámetro de 6. tal que es el bisector perpendicular de [Zl' Z2]. 
Los puntos de L satisfacen p(z, Zl) = p(z, Z2); en particular el origen lo hace, 
es decir 

p(O, Zl) = p(O, Z2), 

lo cual implica que Zl Y Z2 yacen en Cr para alguna r. Lo cual termina la 
demostración de que g y e satisfacen P6. 

Sólo resta probar que el conjunto determinado en P7 determina a la 
familia de diámetros de 6.. Sin pérdida de generalidad se pueden tomar 
L = [-1, 1] (pues las rotaciones son isometrÍas de 6.) y L' = [_e il1 , eil1 ] , 

'f] E [0,7['). Dado Z E 6., Z = x + iy; se sabe del Teorema 2.1.5 y del 
Corolario 2.1.6 que 

senhp(z, L) -
21Imzl 
1-lz12 
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y 

Por lo tanto 

senhp(z,L') -
211m ze i 1/1 

l-lzl2 . 

Iyl 
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senhp(z,L) 
senh p (z, L') 

- -:-------'--'----;-

Iy cos 77 + x sen 771' 

Nótese que para cualquier z E 6, de la expresión anterior es claro que 

senhp(z,L) 
:::::}- senh p (z, L') 

Iyl = k E R+. 
Iy cos 77 + x sen 771 

k E (1,00) 

Ji ¡ k = 1 

/ 
.--
L kE(O,l) 
.--

Figura 3.5: Propiedad P7 caso elíptico 

Ahora, sea k E R+ tal que 

senhp(z,L) 
h (L,)=k:::::}-lyl=kIYCOs77+xsen77l. sen p z, 

Al resolver esto para y se obtienen las siguientes ecuaciones 

y = k ( Y cos 77 + x sen 77) 

y 

y = -k (y cos 77 + x sen 77), 
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que evidentemente representan a dos rectas por el origen. Es decir, los puntos 
que satisfacen la ecuación son dos diámetros de 6. Por lo que se tiene que 9 
y C satisfacen claramente P7. 
En la Figura 3.5 se puede ver dónde se localizan los diámetros que resuelven 
el sistema de ecuaciones determinadas por el conjunto descrito en P7. Nótese 
que cuando k = O Y k = 00 entonces los diámetros correspondientes son L y 
L', respectivamente. En el caso k = 1, claramente se trata de las mediatrices 
de L y L'. Por lo tanto, se ha demostrado que P7 también se satisface. 

3.1.3. Haz Hiperbólico 

Sean L Y L' dos geodésicas en JH[2 disjuntas. Sin pérdida de generalidad, se 
puede suponer que su ortogonal común es el eje imaginario. En este caso, 9 
es la familia de geodésicas de la misma forma que L y L', es decir geodésicas 
de la forma Izl = t, t E jR+, Y C es el conjunto de rayos por el origen dados 
por arg z = s, s E (0,7r). Al igual que en los otros dos casos anteriores PI, 
P2, P3 y P4 claramente se satisfacen para dichas 9 y C. A continuación se 
demuestra que también satisfacen P5. 

, 
I 

/ 

I 
I 

/ 
/ 

Figura 3.6: Haces hiperbólicos 

, , , , 
\ 
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Sean el = {z I arg z = O} Y e 2 = {z I arg z = c/J} hiperciclos en C. 
N o es difícil ver que la siguiente fórmula de la distancia entre dos puntos es 
equivalente a la dada en (1.6) 

senh (~(p(z,w))) - Iz-wl 
(3.5) 

2(Imz Imw)1/2· 

Aplicando esta fórmula para Zl = tei8 E el y Z2 = ré/> E e2 , se tiene 
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(te i9 - réP) (te- i9 - re- i4» 

4rt senO sen<jJ 

(t2 + r 2 - 2rt cos (O - <jJ) 

4rt senO sen<jJ 

3.1. TEORÍA DE HACES 

= - + - - 2 cos (O - <jJ) 1 (t r ) 
4 senO sen<jJ r t 

2 - 2 cos(O - <jJ) 
> . 
- 4 senO sen<jJ 

Por lo que el mínimo se alcanza cuando r = t. Por lo tanto IZll = IZ21, es 
decir P5, se satisface. Nótese que en el argumento se utiliza que las homotecias 
son isometrÍas hiperbólicas. Una prueba geométrica de P5 también se logra 
tomando círculos hiperbólicos centrados en Zl variando el radio hasta que se 
obtenga el círculo tangente al rayo C2• 

Figura 3.7: Prueba geométrica de P5. 

Para ver que 9 y e también satisfacen P6 se toman Wj = Uj + iVj, 

j = 1, 2, dos puntos en JHI2. De la Proposición 2.2.3 se ve que el bisector 
perpendicular de [Wl' w2l está dado por 
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lo cual es equivalente a 

que a su vez ocurre si y sólo si 

Finalmente, sustituyendo Wj = Uj + iVj se tiene que 

(V2 - vI)lzl2 - 2X(UIV2 - U2VI) = vIlw212 - v21wI12 = k, 

donde z = x + iy 
Ahora, esta curva representa a una geodésica en y si y sólo si 

en cuyo caso se tiene que 

VI V2 
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lo cual indica que WI Y W2 yacen en el mismo rayo en c. Por lo que dos 
puntos yacen en una curva de e si y sólo si su bisector perpendicular está en 
y, que es precisamente lo que se quería probar. 

Finalmente, sólo resta probar que también se satisface P7. Esto se hace a 
continuación. Primero, sean L y L' las geodésicas que determinan a Y dadas 
por Izl = R y Izl = r (s.p.g. R > r), respectivamente; del Teorema 2.1.3 
se tiene que 

I
Izl2 R21 IIzl

2 
r
2

1 senhp(z, L) = 2;R y senhp(z, L') = 2; , 
entonces si I z I = s, se tiene 

senhp(z, L) 
=} senh p(z, L') 

rl S2 - R2
1 

RI S2 - r 2
1 

- k E }R+. 
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kE(O,r/R) 

L 

k E (0,1) 

, , , , 
/ , 

/ ... 
I L' \ 

I \ 
I \ , 

\ , 
I 
I 

-R -r r R 

Figura 3.8: Propiedad P7 caso hiperbólico. 

N ótese que al tomar elementos de g, es decir geodésicas de la forma 
Izl = m y al ser el eje imaginario la ortogonal común a todos los elementos 
de g, entonces las distancias de las geodésicas M en 9 a L y L' están dadas 
por 

p(M, L) = p(im, iR) = log(m/ R) o 10g(R/m) 

y 
p(M,L') = p(im,ir) = log(m/r) o log(r/m), 

según donde se encuentre la geodésica M dada por I z I = m en función de 
L y L'. En el caso en el que m > R, entonces es fácil calcular el siguiente 
límite tomando el cociente 

p(im, iR) = log(m/ R) -7 1 
p(im, ir) log(m/r) , 

cuando m -7 oo. Análogamente si m < r, entonces se tiene que 

p(im, iR) = 10g(R/m) -7 1 
p(im, ir) log(r/m) , 

cuando m -7 0, por lo que para cada k E (0,00) existen dos geodésicas en 
9 tales que el cociente de las distancias de ellas a L y L' es k, excepto para 
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el caso k = 1, que como se vió en la sección de mediatrices, existe sólo una. 
Una de dicho par de geodésicas se encuentra en la región acotada por L y 
L'; Y la otra en su complemento. Sin embargo, ese no es el cociente descrito 
en la propiedad P7. Se verá a continuación que g satisface dicha propiedad, 
aunque en este caso no es únicamente k = 1 el único valor para el que existe 
una única geodésica que satisface la relación descrita en P7. 
Esto es porque las soluciones al sistema de ecuaciones definido por 

senhp(z,L) = Rls2- r 2
1 = k 

senh p (z, L') rl S2 - R21 

tiene como soluciones a elementos de g, o al conjunto vacío (depende de 
donde esté localizada la z). Por lo tanto, usando los mismos argumentos de 
la distancia vista arriba se tiene los siguientes tres casos, tomando Izl = m; 
cuando m > R, cuando R 2: m 2: r y cuando m < r. Si m > R 

senhp(z,L) 
senh p (z, L') 

senh (log(m/ R)) 
senh (log(m/r)) 

r(m2 - R2) 
R(m2 - r2)' 

Tomando el límite cuando m ~ 00, se obtiene que el máximo valor que 
dicho cociente puede alcanzar es r / R. Si R 2: m 2: r, no es difícil ver que 
el cociente puede tomar todos los valores en [0,00], por ejemplo se puede 
analizar el comportamiento alrededor de la mediatriz de L y L'. Por último, 
si m < r 

senhp(z,L) 
senh p (z, L') 

-
senh (log(R/m)) 
senh (log(r/m)) 

r(R2 - m 2 ) 

R(r2 - m 2 ), 

Yen este caso, al tomar el límite cuando m ~ 0, se obtiene que el mínimo 
valor que el cociente puede alcanzar es R/r. En la Figura 3.8 se puede ver 
dónde se localizan las geodésicas correspondientes al valor de k. Es claro 
entonces que para k E (O, r / R) U (R/r, 00) existen dos geodésicas que re
suelven el sistema. Mientras que para k E (r / R, R/ r) sólo existe una única 
geodésica que lo resuelve. Por lo tanto se tiene que P7 también se satisface. 
Es sorprendente el hecho de la forma en que la función senh restringe al 
conjunto descrito en P7, pues si se considerara sólamente la distancia, el con
junto descrito en P7 sería como en los otros dos casos. 
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-

Figura 3.9: Bisectores perpendiculares de dos lados de T que son tangentes. 

Obsérvese ahora que dado cualquier tipo de haz Q, entonces cualesquiera 
tres puntos del plano que se encuentren sobre una curva en e no pueden 
ser colineales en el sentido hiperbólico, salvo en el caso de un haz hiperbólico 
donde el eje ortogonal común a L y L' es una geodésica. En el caso parabóli
co, tales puntos determinan un horociclo que claramente no puede ser una 
geodésica; en el caso elíptico los tres puntos yacen en un círculo totalmente 
contenido en el plano hiperbólico que tampoco puede ser una geodésica; yen 
el caso hiperbólico, las curvas en e, salvo el eje mencionado, no son geodésicas 
pues no cortan al eje real ortogonalmente. Cualesquiera de los tres casos se 
puede ver en las Figuras 3.1, 3.4 y 3.6. Otro importante resultado relativo a 
haces es el siguiente. 

--, 
... 

~
...... ----'" , - , " ... , ... , 

\ I , 
,1 I Z¡ \ ,1, \ 

,11 , 
, I 

I I 

Figura 3.10: Bisectores perpendiculares que son tangentes. 
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Teorema 3.1.2 Dado T un triángulo hiperbólico en el plano hiperbólico, 
entonces los bisector.es perpendiculares de sus lados pertenecen a un haz. 

Antes de dar la demostración de este hecho, nótese que no siempre se 
cumple que los bisectores perpendiculares mencionados se intersectan (ver 
Figura 3.14). El tipo de haz dependerá de si dichos bisectores se intersectan, 
si son tangentes o si son disjuntos; lo cual determina el tipo de haz al que 
pertenecen. 

/ 

/ 

,/ -

- -

Figura 3.11: Bisectores perpendiculares de dos lados de T que se intersectan. 

DEMOSTRACIÓN. Se comenzará con el caso en el que dos de los bisectores 
perpendiculares de los lados de T son tangentes. Sean L¡ y L 2 los bisectores 
perpendiculares de los lados [z¡, z2l Y [z¡, Z3], respectivamente. Al ser tan
gentes estas dos geodésicas, éstas generan un haz parabólico. Por la propiedad 
P6 de los haces, al ser L¡ bisector perpendicular de [z¡, Z2], se tiene que Z¡ y 
Z2 yacen en un horociclo en C; de la misma manera Z¡ y Z3 también lo hacen. 
Ahora por la propiedad PI de haces, se tiene que Z¡, Z2 Y Z3 yacen sobre 
el mismo horociclo en C; que a su vez, por la propiedad P6, se obtiene que 
los bisectores perpendiculares de los lados de T pertenecen al haz parabólico 
definido por L¡ y L 2 (ver Figuras 3.9 y 3.10). 
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Figura 3.12: Bisectores perpendiculares que se intersectan en un punto en 
JHI2. 

Ahora, supóngase que dos de los bisectores perpendiculares de los lados de 
T se intersectan. Sin pérdida de generalidad, se trabaja en 1::::.. Sean Ll y L 2 

tal como en el caso anterior, es decir que son bisectores perpendiculares de 
dos de los lados de T. Como Ll n L 2 #- 0, éstas generan un haz elíptico. 
Con los mismos argumentos que en el caso anterior se sigue que los bisectores 
perpendiculares de los lados de T pertenecen a un haz elíptico (ver Figuras 
3.11 y 3.12). 

I 
I 

/ 

/ 

\ 

Figura 3.13: Bisectores perpendiculares de dos lados de T que son disjuntos. 

Por último, supóngase que dos bisectores perpendiculares de los lados de T 
son disjuntos. La demostración es idéntica a las dos anteriores. En este caso, 
los bisectores perpendiculares pertenecen a un haz hiperbólico (ver Figuras 
3.13 y 3.14). 

o 
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Figura 3.14: Bisectores perpendiculares disjuntos. 
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El Teorema 3.1.2 junto con la propiedad P6 de haces implican las si
guientes observaciones interesantes sobre triángulos hiperbólicos y sus media
trices. 

Observación 1 Si Zl, Z2 Y Z3 generan un círculo en H2
, entonces las media

trices del triángulo hiperbólico generado por ellos se intersectan. 

Observación 2 Si Zl , Z2 Y Z3 generan un círculo tangente a lR en H2
, en

tonces las mediatrices del triángulo hiperbólico generado por ellos se inter
sectan en la recta al infinito. 

Observación 3 Si Zl, Z2 Y Z3 yacen en un círculo que no está totalmente 
contenido en la cerradura de H 2 , entonces las mediatrices del triángulo hiperbó
lico generado por ellos son disjuntas. 

Observación 4 Tres puntos que describen un triángulo hiperbólico no nece
sariamente están en un círculo euclidiano (ver Figuras 3.14 y 3.10). 
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3.2. IsometrÍas 

En esta sección se discutirán las isometrÍas del plano hiperbólico. Como se 
vió en los Preliminares, la clasificación de éstas se puede hacer a partir de la 
localización de sus puntos fijos, o en función de la traza. El interés es ahora en 
caracterizarlas como composición de reflexiones en círculos y/o rectas. Antes 
de comenzar la discusión sobre esta caracterización, será necesario enunciar 
algunos resultados. 

Teorema 3.2.1 PSL(2, C) 

Una demostración de este hecho se puede ver en [4] p. 70. A partir de este 
resultado se siguen algunos corolarios que se enuncian a continuación, y que 
son de gran utilidad para la descripción de las isometrÍas. 

Corolario 3.2.2 Sea <p una transformación del grupo general de Mobius 
GM(ÍR.2) tal que fija puntualmente un círculo o una recta L, entonces <p 

es la reflexión sobre L o es la Identidad. 

DEMOSTRACIÓN. Se prueba en los cursos básicos de variable compleja que si 
una transformación de Mübius fija tres puntos, entonces dicha transformación 
es la Identidad. (cf. [1] p.25) Por lo que si <p E PSL(2, C), <p es la Identidad. 
Si no pertenece a PSL(2, C) , entonces se toma a <p E PSL(2, C), donde a es 
la reflexión sobre L; y usando el argumento anterior se tiene que a <p = Id; 
por lo que <p = a. 

o 

Corolario 3.2.3 Sean al Y a2 las reflexiones sobre Ll y L2, respectiva
mente, entonces al ya2 son conjugadas en GM(ÍR.2), en particular la trans
formación conjugante se puede tomar en PSL(2, C). 

DEMOSTRACIÓN. Sea T E PSL(2, C), tal que T(L l ) = L2 , entonces como 
T - l a2 T fija puntualmente a L l , se sigue del corolario anterior que 

o 

Corolario 3.2.4 Sea a la reflexión sobre L un círculo o recta ortogonal al 
eje real, entonces la restricción de a a JHI2 es una isometría hiperbólica. 
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DEMOSTRACIÓN. Sea T E PSL(2, IR), tal que T transforma a L en el eje 
imaginario, entonces si 'P denota a la reflexión sobre el eje imaginario, de los 
corolarios anteriores se sigue que 

T - 1 T (J= 'P, 

por lo que (J es composición de isometrías que preservan IHI2 , que es lo que se 
quería probar. 

o 
Con los resultados expuestos se comenzará la discusión respecto a la 

descripción de las isometrías. En las siguientes secciones se probará que 
cualquier isometría en IHI2 (o D,.) es de la forma 

donde (Jj es la reflexión sobre un círculo o una recta Lj , j 1,2. 

3.2.1. Isometrías Parabólicas 

Se comenzará estudiando a las isometrías parabólicas. Como se vió en los 
Preliminares, una transformación de Mübius es parabólica si fija exactamente 
un punto (ver Definición 1); ahora se analizará más profundamente cómo son 
este tipo de transformaciones. 

Proposición 3.2.5 Si 9 es una transformación parabólica que actúa en IHI2 , 

entonces existe h E PSL(2, IR) tal que 

hgh-1(z) = z+t, t E IR. 

DEMOSTRACIÓN. Sea Zo el punto fijo de g; si Zo = 00, 9 es una traslación. 
De otra manera, se toma h E PSL(2, IR) 

-1 
h(z) = 

z - Zo 

Usando el Lema 1.0.3 se tiene que h 9 h-1 es una traslación. 
o 

Teorema 3.2.6 Sea 9 una isometría, entonces 9 es parabólica si y sólo si 
es de la forma 
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donde (Jj es la reflexión sobre la geodésica Lj , Y además L¡ y L2 son parale
las. 

g(z) 

Figura 3.15: g(z) = z + t. 

DEMOSTRACIÓN. Sea 9 parabólica; se comenzará analizando primero el caso 
g(z) = z + t, t E 1Ft Claramente 9 se puede ver como la composición de 
las reflexiones sobre el eje imaginario (L¡) Y la recta Re z = t/2 (L2). 
Evidentemente L¡ y L2 son paralelas. Ahora, para el caso en general en el 
que h es parabólica con punto fijo Zo; se sabe por la Proposición 3.2.5 que 
existe cP E PSL(2, lR) tal que 

donde 9 es como antes. Por lo tanto se tiene que 

donde (Jj es la reflexión sobre L j , j = 1,2, por lo que 

h = CP-¡(J2CPCP-¡(J¡CP(z). 

En virtud del Corolario 3.2.2, cp-¡ (J2 cp(z) y cp-¡ (J¡ cp(z) son las reflexiones 
sobre cP (L¡) Y cP (L2), respectivamente (que también son círculos o rectas). 
Por lo que se sigue el resultado para el caso general. 

Ahora, si g(z) = (J2 (J¡ (z), con (Jj la reflexión sobre, Lj , j = 1,2, con 
L¡ y L2 geodésicas paralelas; entonces se toma cP E PSL(2, lR) tal que envía 
el punto donde L¡ y L2 son tangentes, Zo en oo. De esta manera se obtiene 
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cp 9 cp-l (z) = Z + t, t E IR. 

Si Zo = 00 no es necesario conjugar. Por lo que claramente 9 es parabólica. 
O 

Ahora se analiza qué traslaciones en PSL(2, IR) son conjugadas entre si 
(en PSL(2, IR)). 

Proposición 3.2.7 Sea g(z) en PSL(2, JR) parabólica, entonces 9 es conju
gada en PSL(2, IR) a z -t Z + 1 {::} t > O, Y 9 es conjugada en PSL(2, IR) 
a z -t z - 1 {::} t < O. 

DEMOSTRACIÓN. Para probar esto se hará uso de las matrices en SL(2, IR) 
que representan a dos traslaciones 9 y h, dadas por z -t Z + t Y z -t Z + k, 
respectivamente. Si z -t Z + t es conjugada en PSL(2, IR) a z -t Z + k, se 
tiene que 

(~ ~) (~ ~) = (~ ~) (~ ~), 
donde a, b, e, d E IR, con ad - be = 1. Lo anterior ocurre si y sólo si 

(
a at + b) = (a + ek b + dk) . 
e et+d e d 

Igualando las entradas se tiene que e = 0, y se sigue de la condición unimo
dular que ad = 1; por lo que a y d tienen el mismo signo. Como at = dk, 
entonces t y k deben tener también el mismo signo. Sólo resta probar que 
si t > 0, entonces 9 es conjugada a z -t Z + 1. Para ver esto, también se 
hará uso de la representación matricial de las transformaciones. Esto se sigue 
ya que la siguiente igualdad se satisface 

(~ ~) (l/t ~) = (l/t ~) (~ ~). 
Obsérvese que la ecuación es válida 'i/ b E IR. Análogamente se obtiene que 
z -t Z + t es conjugada a z -t z - 1, si t < O. 

o 
Dependiendo a cuál de estas dos traslaciones 9 es conjugada, se dirá que 

es positiva o negativa. Ahora se verán las condiciones que debe satisfacer 9 
en términos de a, b, c y d para ser positiva. Sea Zo el punto fijo de g, para 
obtener una traslación, la transformación que conjuga a 9 está dada por 
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cp (z) = 
-1 

, 
z - Zo 

por lo que a nivel matricial se obtiene 

(~ ~:o) (~ ~) - (~ ~) (~ -1) 
-Zo ' 

lo cual ocurre si y sólo si 

(
-e 

a - cZo 
-d ) _ (t -l-t~) 

b - dzo - 1 - Zo ' 

por lo que e = -t, cuando a + d = 2. Para el caso en que a + d = -2 
basta con cambiarle el signo a todas las entradas de la matriz que representa 
a g; en cuyo caso se obtiene e = t. Por lo que se ha probado el siguiente 
resultado 

Proposición 3.2.8 Sea 9 E PSL(2, IR) parabólica, entonces 9 es positiva 
si y sólo si X = 2 Y c < O (o si X = -2 Y c > O), donde X denota la traza 
de una de las dos matrices asociadas ag. 

Observación 5 9 es negativa si y sólo si X - 2 Y c > O (o si X - -2 Y 
c < O). 

Ahora, dada 9 una isometría parabólica en general, se tiene que el haz 
parabólico asociado a ella es el haz determinado por su punto fijo. Es decir, 
es el conjunto de geodésicas que tienen a dicho punto como uno de sus pies. 
En todos los casos cualquiera de las dos geodésicas LI o L 2 es un elemento 
arbitrario del haz y la restante queda determinada por la primera y g; pues 
L 2 resulta ser la mediatriz de LI y g( L I ) como se verá a continuación. 
Se considera primero el caso g(z) = z + t; sin pérdida de generalidad, se 
pueden tomar LI como el eje imaginario. Si g( L I ) = L, Y al es la reflexión 
sobre L I , claramente L está dada por Re z = t; Y Re z = t /2 es la mediatriz 
de LI y g( L I ). Nótese que ésta es la única geodésica que permite definir a 
la 9 como a2 al, donde a2 es la reflexión sobre una geodésica paralela a L I . 

Por lo tanto, se tiene el resultado para z ~ z + t. 
En general, si 9 es parabólica con punto fijo zo , se toma LI como cualquier 
geodésica con Zo como uno de sus pies y al la reflexión sobre LI' Luego se 
conjuga con cp una transformación en PSL(2, IR) que envía a Zo en oo. Se 
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---

g(L¡) 

Zo 

Figura 3.16: h(z) = rp 9 rp-l(Z). 

observa entonces que rp (L1) Y rp(g( L1)) son geodésicas paralelas con punto 
común 00, es decir se tiene el caso anterior. 
Sea h(z) = rp 9 rp-1(Z); esta transformación es una traslación y por el primer 
caso, si se toma rp(L2 ) como la mediatriz de rp(L1) y h(rp(L1)) = rp(g(L1)), 
se tiene 

donde aj es la reflexión sobre la geodésica rp(Lj ). Por lo que usando el coro
lario 3.2.2 se tiene que 

9 = rp-l h rp 
-1- -1-= rp a2 rp rp al rp 

-1-= rp a2 rp al, 

donde rp-1 a2 rp(z) es la reflexión sobre L2. Por lo que se tiene que 

donde aj es la reflexión sobre la geodésica L j , Y claramente L1 y L2 son 
geodésicas paralelas con punto común Zo. Al igual que en el caso anterior L2 
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es única. 

Se prueba ahora, que dada una geodésica M que pasa por el punto fijo 
de una transformación parabólica g, entonces los puntos que se desplazan 
una menor distancia en cualquier geodésica ortogonal a M son precisamente 
aquellos que son la intersección de dichas geodésicas con M. 

Proposición 3.2.9 Si 9 es parabólica con punto fijo w y L es cualquier 
geodésica que tiene a w como uno de sus pies , entonces para cualquier 
z E JHI2 

p(z, g(z)) 2: p(z', g(z')), 

donde z' es el punto en L donde [z, z'] es ortogonal a L 

DEMOSTRACIÓN. Sin pérdida de generalidad, se puede tomar g(z) = z + 1, 
pues PSL(2,~) actúa como grupo de isometrías conformes. En este caso, 
claramente w = 00 es el punto fijo. Sean L el eje imaginario y z E JHI2. 
Claramente, z' = ilzl; aplicando 9 se tiene 

g(z') = ilzl + l. 

Se calculan coshp(z,g(z)) y coshp(z',g(z')) 

coshp(z,g(z)) 
1 

-1+
2y2

> coshp (z', g(z')) 

o 

3.2.2. Isometrías Elípticas 

En esta sección se estudiarán las isometrías elípticas; esto se hará en el modelo 
6.. Los resultados aquí expuestos se seguirán en general en ambos modelos 
ya que PSL(2,~) y la transformación de Cayley son isometrías conformes. 
Se re;:uerda que una transformación es elíptica si fija exactamente 2 puntos 
en te y es conjugada en PSL(2, te) a una transformación de la forma 

'o z --+ e~ z, () E (O, 27r). 
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Teorema 3.2.10 Sea 9 una isometría, entonces 9 es elíptica si y sólo si 9 
es de la forma 

9 = (J2 (JI, 

donde (Jj es la reflexión sobre la geodésica Lj , y además Ll n L2 i= 0. 

-1 r--------=~------_11 

Figura 3.17: g(z) = ei8 z. 

DEMOSTRACIÓN. Sea g(z) una isometría elíptica con punto fijo Zo E JH[2. 

Sea h la isometrÍa de b. en sí mismo que resulta de conjugar a 9 con una 
transformación tal que envía a Zo en i y luego con la transformación de 
Cayley. Es fácil checar entonces que h tiene la forma 

h(z) = ei8 z, para alguna () E (0,27T) 

Se toma entonces a Ll y L 2 como los diámetros [-1,1] Y [_ei8/ 2 , ei8/ 2]; la 
composición de las reflexiones sobre ellas es justamente h. Conjugando, como 
en el caso parabólico se sigue que 9 = (J2 (JI. 

Ahora, si 9 = (J2 (JI, con (Jj la reflexión sobre Lj ; y Ll n L2 i= 0. 
Como izo} = Ll n L2 es un punto fijo de 9 en el plano hiperbólico, 9 es 
necesariamente elíptica. 

'o 
Nótese, además, que en la demostración de la proposición anterior Ll 

y L 2 determinan un haz elíptico, pues Ll n L 2 es justamente el origen. Al 
igual que en el caso parabólico L2 es mediatriz de Ll y g(L¡); lo úp.ico que es 
necesario mencionar es que se elige dicha mediatriz como la que se encuentra 
entre ellas, recorriendo el ángulo en sentido positivo, comenzando en Ll' En 
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general se puede elegir a Ll de manera arbitraria, y L 2 queda totalmente 
determinada por g. Cabe mencionar que al igual que el caso anterior, dada 
9 una isometría elíptica, el haz elíptico asociado a ella es el conformado por 
todas las geodésicas que pasan por su punto fijo. 

Ahora, sea 9 una transformación elíptica, tal que fija a Zo E JH[2. Al ser 
9 elíptica, se sabe que Zo es su otro punto fijo y, además, que es conjugada a 
una transformación h de la forma 

h(z) = kz, Ikl = 1. 

Una transformación conjugante está dada por r.p (z) -

De aquí se tiene que 

h r.p(z) r.pg(z), 

de donde se obtiene 

k (z-~) _ 
z - Zo 

g(z) - Zo 

g(z) - zo' 
y 

g(z) - Zo = ei8 (g(z) - Yo) . 
Z-Zo Z-Zo 

z - Zo 
--, es decir 
z - Zo 

Por lo que al tomar el límite cuando z --+ ZO, se tiene que 

ya que Zo es el punto fijo de g. 
Al ángulo () se le llama el ángulo de rotación de g. Claramente, 9 está total
mente determinada por su punto fijo y su ángulo de rotación. Como la traza 
es invariante bajo conjugación en GL(2, C), se tiene que 

traza2 G = 4 cos2 
() /2, 

donde G es la matriz asociada a g; esto se sigue ya que la matriz asociada a 
h(z) es 
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(
e

iO
/
2 O) _ (ca s 0/2 + i sen O /2 O ) 

O e-iO/ 2 - O cos 0/2 - i sen ,O /2 . 

Se ha probado entonces que 

=> traza2 G = 4 cos2 0/2, 

donde O es el ángulo de rotación de g. 
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Proposición 3.2.11 Sean 9 y h dos transformaciones elípticas con ángulos 
de rotación O y <p respectivamente, entonces 9 y h son conjugadas si y sólo 
si O = <p. 

DEMOSTRACIÓN. Dadas 9 y h tales transformaciones elípticas; por medio 
de traslaciones y homotecias en PSL(2, lR) es fácil ver que existen transfor
maciones de Mübius tales que sus composiciones con 9 y h, respectivamente, 
son transformaciones elípticas con i como su punto fijo en JHI2. Se denotarán 
éstas por gl y h¡, respectivamente. Ahora, al conjugar estas últimas con la 
transformación de Cayley ep, se obtienen dos rotaciones 

g2 = ep gl ep-l Y h2 = ep hl ep-l, 

Por la conformalidad de las transformaciones de Mübius y de la transforma
ción de Cayley; g2 y h2 tienen ángulos de rotación O y <p. Finalmente, como 
g2 y h2 conmutan, el resultado se obtiene de manera directa. Es decir g2 y 
h2 son conjugadas si y sólo si O = <p. 

o 

3.2.3. IsometrÍas Hiperbólicas 

Por último se estudiarán las isometrÍas hiperbólicas, esto se hará en JHI2. Al 
igual que en los casos anteriores, se estudiará un cierto tipo de transformación 
y el caso en general se seguirá del hecho de que PSL(2, lR) es un grupo de 
isometrÍas conformes. 

Teorema 3.2.12 Sea 9 una isometría, entonces 9 es hiperbólica si y sólo 
si 9 es de la forma 

9 = (J2 (JI, 

donde (Jj es la reflexión sobre la geodésica L j , y además Ll n L2 = 0. 
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DEMOSTRACIÓN. Sea 9 una isometría hiperbólica con puntos fijos Xo y Xl, 
Xo > Xl' Se conjuga a 9 con la transformación en PSL(2,IR) 

cj>(z) = z-xo, 
z - Xl 

(3.6) 

de donde se obtiene 

h(z) = cj> gcj>-l(Z) = kz, k E IR+. 

A h se le puede ver como la composición de las reflexiones sobre las geodésicas 
L1 y L2 dadas por Izl = 1 Y Izl = Vk, pues estas reflexiones están dadas 
por 

1 k 
O"l(Z) = = y O"l(Z) = =, 

Z z 

de donde claramente h(z) = 0"20"1 (z) = kz, y evidentemente L1nL2 = 0. El 
caso en general se sigue por conjugación de manera análoga al caso parabólico. 
Por lo tanto se tiene que si 9 es hiperbólica, entonces se puede expresar como 
la composición de dos reflexiones sobre geodésicas disjuntas. 

Ahora, sean L1 y L2 dos geodésicas disjuntas en JHI2, Y 9 = 0"20"1; O"j la 
reflexión sobre Lj. Se toma entonces ep E PSL(2, IR) tal que envía a L1 a 
la geodésica Izl = 1 Y a L2 a la geodésica Izl = k, k > O. Esto siempre 
es posible, pues basta con tomar la transformación que envía la ortogonal 
común de L 1 y L 2 al eje imaginario positivo y luego, si es necesario, se 
aplica una homotecia. 
Ahora se observa la composición de las reflexiones sobre L 1 y L 2 • Como en 
el caso parabólico, se obtiene que 

h(z) = ep 0"2 ep-1 ep 0"1 ep-1(Z) = k2z , 

por lo que se tiene que 9 es una transformación hiperbólica, pues es conjugada 
a una homotecia. 

o 
Al igual que en los dos casos anteriores, el haz asociado a 9 es el deter

minado por las geodésicas con las que se define. En este caso, se define el 
eje de 9 como el eje de dicho haz; es decir, la única geodésica ortogonal a 
todas las geodésicas en el haz, y que termina en los puntos fijos de g; se de
notará dicho eje por Ag. Claramente, Ag es la única geodésica g-invariante. 
También, igual que en los casos anteriores se puede escoger una de las dos 
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geodésicas de manera arbitraria, y la restante queda determinada por la 9 
(L2 es la mediatriz de Ll y g(Ll)). 

g(L¡) 

Figura 3.18: g(z) = kz. 

Sea g(z) = kz, k > 0, como se vió arriba, 9 está determinada por las 
reflexiones sobre Izl = 1 Y Izl = Vk. Ahora, al aplicar la fórmula (3.5) 
para z y g(z) se tiene 

(
1 ) Iz - kzl 

senh "2 p (z,g(z)) = 2(Imzlm(kz))1/2 -
Iz111- kl 

2y Vk . (3.7) 

La expresión anterior alcanza su mínimo en el eje imaginario, que en este 
caso es el eje de g; pueslzl ;::: y, V z E JHI2. Esto sucede también en el caso 
general pues si 9 = <p-l h<p con <p(z) = w (<p E PSL(2,lR)), entonces se 
tiene 

senh (~p (w, h(W))) 

= senh (~p(<P(z),h(<P(Z))) 

= senh (~p(Z,<p-lh(<P(Z))) 

= senh (~p(z,g(z))). 
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Claramente, también se tiene que 

(3.8) 

donde Ag denota al eje de g. Por lo que se ha probado que los puntos 
que se desplazan "menos" son aquellos que se encuentran en el eje de la 
transformación. 

Ahora, para una isometría hiperbólica 9 en general se define la longitud de 
traslación T de 9 como 

T = ínf p(z,g(z)), 

donde el ínfimo se toma sobre todos los puntos z E JHI2. Claramente T 
es un valor estrictamente positivo, pues si 9 es conjugada en PSL(2, lR) a 
h(z) = kz, entonces por la observación anterior 

p(z,g(z)) 2: logk, k E lR+, Vz E JHI2, 

ya que p (ti, kti) = P (i, ki) = log k, por lo que T > o. 
Obsérvese también que usando (3.7) se sigue que 

h (! T) _ 11 - kl 
sen 2 - 2Vk· 

Más aún, la traza determina la longitud de traslación 

(3.9) 

Teorema 3.2.13 Si 9 es una isometría hiperbólica con longitud de traslación 
T, entonces 

Itraza (g)1 
2 

DEMOSTRACIÓN. De la expresión (3.9) se obtiene fácilmente que 

(3.10) 
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cosh2 ( ~ T) = 1 + senh 2 (~T) 
- ('1 - k12 ) 

1 + 4k 

(1 + k)2 
-

4k 
traza2 (g) 

-
4 

Esto último debido a que la traza al cuadrado de la matriz asociada a 9 es 
igual a 

Por lo tanto 

(1 + k)2 
k 

D 
Ahora se verá otra manera de expresar las isometrías hiperbólicas; esta 

se logra a partir de involuciones, o isometrías elípticas de orden 2. 

Observación 6 Si 9 es elíptica de orden 2 con punto fijo en el eje imagi
nario positivo, entonces 

g(z) = {JI z. 

La observación anterior se sigue del hecho de que si 

az+b 
z 1--+ , 

cz+d 

como O 1--+ 00 e 00 1--+ O, claramente se tiene que a, d = O. 

Observación 7 Si 9 es elíptica de orden 2 tal que fija it, enton~es 9 es tal 
que 
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Esta observación es clara pues se tiene 

(J/it = it. 

Teorema 3.2.14 Dada 9 una isometría, entonces 9 es hiperbólica si y sólo 
si se puede expresar de la siguiente forma 

donde Cj, j = 1, 2 son trasformaciones elípticas de orden 2 alrededor de 
puntos VI, V2 en el eje de g. 

DEMOSTRACIÓN. Sea 9 una isometrÍa hiperbólica; se comenzará con el caso 
g(z) = kz, k E ]R+. Se toman CI(Z) = -l/z y C2(Z) = -k/z, de donde 
es claro que 9 = C2CI(Z). La idea geométrica es clara, pues CI fija a i, y 
como C2 debe fijar el punto medio de [i , ki], i.e. v'ki, de las observaciones 
anteriores se sigue que en efecto C2 tiene esa forma. 
Ahora el caso general, sea 9 una isometrÍa hiperbólica y Ag su eje; sean 
VI y g( VI) E Ag. Al igual que antes, se puede suponer que Xo y Xl son los 
pies de Ag , y además que Xo > Xl; usando la <jJ descrita en (3.6) se conjuga 
a 9 para obtener h(z) = kz, que es justamente el caso anterior. 
Por lo que se tiene que 

h(z) = <jJg<jJ-I(Z) = C2 CI(Z), 

donde ch j = 1,2 es una transformación elíptica de orden 2 alrededor de 
un punto Vj E Ah' De lo anterior es claro que 

g(z) = <jJ-IC2<jJ<jJ-IcI<jJ, 

donde <jJ-I Cj <jJ es una transformación elíptica de orden 2 alrededor del punto 
<jJ-I(Vj). Por lo que tomando 

se tiene 

g(z) = C2 CI , 

que es justamente el resultado deseado. 
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g(L¡) 

g(z) ----_> 

V2,/ 

el (Z)(' ::' 

Figura 3.19: g(z) = C2 CI (z). 

Ahora, si 9 = C2 CI, con Cj una transformación elíptica de orden 2 alrede
dor de un punto Vj E JH[2, j = 1,2; se observa a la geodésica [VI, V2]' 

Supóngase que a y b son los pies de dicha geodésica. Claramente Cj (a) = b 
Y Cj (b) = a, j = 1,2. Por lo que 

C2CI (a) = a y C2CI (b) = b. 

Es decir, g(a) = a y g(b) = b, por lo que 9 es una isometría hiperbólica. Y 
además, es claro que la geodésica determinada por VI y V2 es Ag; el eje de 
g. 

o 
Observación 8 Si CI es elíptica de orden 2, con punto fijo ti; entonces 
existe C2 elíptica de orden 2 con punto fijo en el eje imaginario positivo tal 
que c2CI(Z) = kz. 

Esto es debido a que 

lo cual ocurre si y sólo si 

m 
z 

y esto a su vez es si y sólo si 

m = -ke. 
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Observación 9 Si 9 = é2 él, 9 hiperbólica con eje A g , entonces el punto 
fijo V2 de é2 es el punto medio de VI y g( vd (donde VI es el punto fijo de 
cI). 

Nótese que T = 2p(VI ,V2)' pues V2 es el punto medio de [VI,g(VI)] que 
al yacer en el eje de g, se encuentran sobre una geodésica y por lo tanto es 
ahí donde se minimiza la distancia. Además, también se tiene 

g(VI) = é2 é l(vd = é2 (VI). 

De esto último es claro que al iterar la g, los puntos del eje son recorridos en 
el mismo sentido en el que se recorren para ir de VI a V2; por lo que el rayo 
de VI a V2 debe terminar en el punto fijo de 9 que es el atractor. 



CAPÍTULO 4 

La función desplazamiento 

En este último capítulo se discutirá la función desplazamiento de una isometría 
del plano hiperbólico. Esta permitirá estudiar y analizar el comportamiento 
de las isometrías. 

Definición 18 Dada 9 una isometría del plano hiperbólico, se define su fun
ción de desplazamiento como la que a cada z E lH[2 le asigna el valor 

p (z, g(z)). 

Este último valor evidentemente es el mismo que p(Z,g-l(z)), pues 9 es una 
isometría. La manera conveniente (como se verá en el Teorema 4.0.20) en la 
que se estudiará la función de desplazamiento será por medio de la función 

Z f-+ senh (~p(z,g(z))). 
Con esta función se hace un análisis de las isometrías del plano hiperbólico 
con un enfoque geométrico de ellas. Para tener un análisis completo .de esta 
función es necesario discutir primero el kernel de Poisson; esto se hace a 
continuación. 

Se comenzará observando a la función ft; : 6. -> e dada por 

(+z 
ft;(z) = (_ z' z E 6. Y ( E 86.. 

Se checa fácilmente que ft;(-i) = -2kiRe(, fdi) = 2miRe(, 
f«(1) = -2ni 1m (, con k, m, n E IR+, ft;(() = 00 y f«(O) = 1; claramente 
la imagen de 86. bajo f( es el eje imaginario y la imagen de 6. es 

f«(6.) = {z E el Rez > O}. 
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(4.1) 
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Definición 19 El kernel de Poisson en 6" se define como la función de 
6" x 86" a IR dada por 

Un sencillo cálculo muestra que 

(4.2) 

Con ( fijo, la imagen bajo ft;-1 de las rectas verticales en JHI2 son círculos 
tangentes a 86" en (. Esto es debido a que ft; es una transformación de 
M6bius por lo que la imagen de círculos y/o rectas son círculos y/o rectas, y 
además se sabe que fd () = oo. 

Figura 4.1: ft;(z) = ~ + z. 
",-Z 

Ahora, como se vió en los Preliminares (ver Teorema 1.0.2), la forma 
general de una transformación de M6bius que preserva 6" es 

(Z) = az + e 
g cz + a' 

De aquí se obtiene el siguiente lema 

Lema 4.0.15 Si g es una transformación de Mobius que preserva 6", en
tonces se satisface la siguiente relación 



4. LA FUNCIÓN DESPLAZAMIENTO 75 

DEMOSTRACIÓN. A partir de la forma general de una transformación de 
Mübius que preserva 6, un cálculo sencillo muestra que 

lo cual es igual a 

D 

Lema 4.0.16 Si 9 es una transformación de M5bius en PSL(2, C), entonces 
se satisface la siguiente relación para z, ( E C 

DEMOSTRACIÓN. Sea g(z) una transformación de Mübius. 

Entonces, se tiene 

az+b 
g(z) = d' ad-be = 1. 

ez+ 

Ig(z) _ g(()1 2 = laz + b _ a( + bl
2 

ez + d e( + d 

= I(az + b)(c( + d) - (a( + b)(ez + d)1 2 Ig'(z)IIg'(()1 

= ladz + be( - bez - ad(1 2 Ig'(z)llg'(()1 

que es justo lo que se quería probar. 

Utilizando (4.2) Y estos dos lemas se tiene que 

1 Ig(z)1 2 
2 Ig(z) - g(()1 2 

1 - Izl
2 

= Ig'(z) I ,y Iz - (1 = Ig'(z)llg'(()I' 

D 
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De donde claramente se obtiene la siguiente relación 

P6 (g(z), g(())lg'(()1 = P6 (Z, (). 

Ahora, el kernel de Poisson para JH[2 con ( E i. se define como 

{

y, 

P(z,() = y 

Iz - (1 2 ' 

si (= 00, 

si (=1- oo. 

Ahora se quiere ver la relación entre el kernel de Poisson en 6. y JH[2 

z-z 
Lema 4.0.17 Si 'P(z) = --o Y ( E IR, ( =1- 00, entonces 

z+z 

(4.3) 

(4.4) 

DEMOSTRACIÓN. Se calcula P6 ('P(z), 'P(()), con z = x+iy, utilizando (4.2) 

Iz - il 2 

1- --
z+i 

I
Z-i (_iI2 
-----
z+i (+i 

1 

1 1 ( Iz+~~~1~-iI2 ) 

- (( + i)2 I(z - i)(( + i) - (z + i)(( - i)12 
Iz + i1 21( + il2 

_1 1 1 ( (Iz +i12 - Iz - iI
2
)1( + il

2 
) 

(( + i)2 I(z - i)(( + i) - (z + i)(( - i)12 

-2i(z - :z) 
41z - (12 

- .,..---=-y---:-
Iz - (1 2 ' 

El siguiente resultado es interesante, aunque no se utilizará 
o 
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Proposición 4~O.18 Si 9 E PSL(2, IR) y (,g(() # 00, entonces 

P(z, () = P(g(z), g(()) Ig'(()I. 

DEMOSTRACIÓN. Sea 

az+b 
g(z) = d con ad - be = lo 

ez+ 
Nótese que 

1 () = ~ ( ( ) _ -( )) = ~ ((ad - bc)(z - Z)) _ .,--Y----:-
m 9 z 2i 9 z 9 z 2i lez + dl2 lez + d12· 

Ahora, 

Por lo que 

Ig(z) _ g(()12 = laz + b _ a( + bl
2 

CZ + d e( + d 

= 1 (az + b)(e( + d) - (a( + b)(cz + d) 1
2 

(ez + d)(e( + d) 

- (ez + d)(e( + d) 1 1

2 z-( 

, Img(z) 
P(g(z),g(()) Ig (()I = Ig(z) _ g(()12 

- ---=Y--,-
Iz - (1 2 

= P(z, (). 
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o 
Por último se enuncia el siguiente resultado que relaciona las expresiones del 
kernel de Poisson de ambos modelos. 
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Lema 4.0.19 Si cp(z) 
Z-'l 
--., entonces 
z+'l 

4.0. LA FUNCIÓN DESPLAZAMIENTO 

DEMOSTRACIÓN. Se comienza observando que '1'-1 está dada por 

cp-1(Z) = i(z + 1). 
-z+ 1 

Ahora, se calculan ambos lados de la expresión; se comienza con el lado 
izquierdo, usando (4.2) 

Ahora se calcula el lado derecho 

Por lo tanto 

1 (iZ + i IZ+"I ) 
2i -z + 1 -z + 1 

_ ~ (2 - 21Z 12 ) 
2 Iz - 112 

1-lz12 

Iz -11 2 ' 

(4.5) 

D 
Ahora se comenzará a analizar y discutir la función desplazamiento de g, 

en función del tipo de isometrÍa del plano hiperbólico que ésta sea. 
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~ fA TESIS NO SALE 
DE LA BlltlOTECA 

Teorema 4.0.20 Sea 9 una isometría conforme del plano hiperbólico. 

(i) Si 9 es hiperbólica con eje A y longitud de traslación T, entonces 

senh (~P(z,g(z))) = coshp(z,A)senh (~T). 
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(ii) Si 9 es elíptica con punto fijo v E JHI2 Y ángulo de rotación e, entonces 

senh (~p(z,g(z))) = senhp(z,v)lsene/21. 

(iii) Si 9 es parabólica con punto fijo v, entonces 

P(z,v)senh (~p(z,g(z))) = k. 

donde k es una constante, y P (z, v) denota el kernel de Poisson. 

DEMOSTRACIÓN. Se empezará probando (i), donde a su vez se comenzará de
mostrando la igualdad para g(z) = kz, k > 1; Y entonces si z = x + iy de 
(3.5) se tiene 

senh (~p(z,g(z))) = I~:;¡I 

Ahora, del Teorema 3.2.13 

Iz111- kl 
-

2yv'k 

= El (Vk - 1/Vk). 
2y 

(v'k-1/v'k)2 = (v'k+1/v'k)2 -1 = Itraza(g)1
2 
-1 = senh2 (!T). 

4 4 4 2 

Además como A es el eje imaginario, del Corolario 2.1.2 y la Figura 2.1 se 
tiene que 
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Por lo tanto se tiene 

cosh p (z, A) _ Izl 
y 

senh (~p(Z,g(Z))) = coshp(z,A)senh (~T), 
que es lo que se quería probar. 
El caso general se prueba a continuación. Sea h una transformación hiperbóli
ca con eje Ah y longitud de traslación Th. Como se vió en la sección refe
rente a isometrías hiperbólicas, si h = epgep-l, donde ep E PSL(2,lR) y 
ep (z) = w se tiene 

senh (~P(w,h(W))) = senh (~p(z,g(z))). 
Sólo falta probar que 

cosh p (z, Ag) = cosh p (w, Ah), (4.6) 

y 

(4.7) 

El caso de (4.6) es claro pues cp(Ag) = Ah como se vió en (3.8), y cp es una 
isometría. La relación (4.7) se sigue de la forma en que se define T que es 
claramente invariante bajo conjugación con elementos de PSL(2, lR). Por lo 
que se tiene el resultado para el caso general. 

Igual que en el caso de (i), se comenzará probando (ii) para un caso 
particular y luego se verá el caso general. Sea g(z) = eiOz actuando en 6. 
Como claramente 

p(z,g(z) = p(z,eiOz) = p(z,e(27r- O)i z ) = p(Z,g-l(Z)), 

sin pérdida de generalidad se puede suponer O < () <?T. Se observa entonces 
al triángulo con vértices O, z y g(z). Claramente el ángulo en O es (), pues 
es el ángulo de rotación de g. Este triángulo resulta tener el mismo ángulo 
en los otros dos vértices como se verá a continuación. Para esto, se observa 
que el bisector perpendicular del lado [z, g(z)] pasa por O. Y, además, la 
reflexión sobre dicho bisector es una simetría del triángulo construido (ya 
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Figura 4.2: Triángulo con vértices O, z, g(z). 

que pasa por el punto medio de [z, g(z)]). Por lo que claramente el ángulo en 
z y en g(z) son el mismo. Sean entonces () y </J los ángulos de dicho triángulo 
(</J el ángulo en z y g(z)) (ver Figura 4.2). 
Además se tiene también que el bisector perpendicular de [z, g(z)] bisecta el 
ángulo (). De esta manera se obtienen dos triángulos rectángulos con ángulos 
() /2, </J y 7r /2. Ahora, de la Proposición 2.5.2 y la Figura 2.14, se tiene 

senh (~p(z, g(z))) = senhp(z, O) sen ()/2, 

que es justo lo que se quería probar. 
Sólo resta probar el caso general; sea h(z) una transformación elíptica con 
punto fijo Vo y ángulo de rotación </J. Igual que en (i), se probará que si hes 
conjugada a la 9 estudiada arriba, entonces 

senh (~P(w,h(W))) = senh (~p(z,g(z))), (4.8) 

donde w = 'IjJ(z), y 'IjJ(v) = Vo; con'IjJ la transformación conjugante. Tam
bién se probará que 

senhp(z,v) = senhp{w,vo), (4.9) 

y que 

I sen ()/21 - I sen </J/21 . (4.10) 
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La igualdad (4.8) se sigue del hecho de que la transformación 'l/J con la que se 
conjuga a h para obtener g, es composición de isometrías; la igualdad (4.9) 
se sigue del Lema 1.0.3, 'l/J( v) = vo; pues debe mandar el punto fijo de 9 
en el punto fijo de h. Y por último, (4.10) se sigue de la Proposición 3.2.11, 
pues al ser 9 y h conjugadas, () = <p. Por lo tanto se tiene el resultado para 
el caso general. 

Para la prueba de (iii), se consideran 4 casos; el primero es cuando v = 00 

es el punto fijo de g; el segundo es cuando 9 actúa en 6. y su punto fijo es 
v = 1; el tercero es cuando 9 actúa en 6. y su punto fijo es v E 86., v =j:. 1; 
Y por último el caso en que su punto fijo es v E IR, v =j:. oo. 

Para el primer caso, se toma g(z) = z + 1 que actúa en JHI2. Claramente 
v = 00; entonces, de (4.4) y de (3.5) se tiene 

P(z,v)senh (~p(z,g(z))) = y (2~) - ~ 

Para el segundo caso, sea h cualquier transformación parabólica que actúa 
en 6. con punto fijo v = 1. Entonces, utilizando la inversa de la función de 
Cayley, que denotamos por cp-l, si cp- l(W) = z, de (4.5) y los argumentos 
de conjugación usados en los casos anteriores se tiene que 

P6 (cp(z),1)senh (~P(w,h(W))) = P(z, oo) senh (~p(z,g(z))) 

= constante, 

donde claramente 9 = cp- l h cp es una traslación, lo cual prueba el resultado 
en este caso. 

Como tercer caso se toma h1 tal que actúa en 6. y fija a Vo =j:. 1, 
Vo E 86.; entonces se toma 'l/J E M(6.) tal que 'l/J (1) = Vo. Claramente se 
tiene entonces que h1 = 'l/J h'l/J-l, para alguna h E M(6.) tal que su punto 
fijo es v = 1; por lo que de la relación (4.3) Y los argumentos de conjugación, 
si 'l/J - l(z) = w. 
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= constante. 

Por lo tanto se tiene el resultado para este caso. 
Como cuarto y último caso, si h actúa en JHI2 y tiene punto fijo v =1 oo. 

Sea h1 tal que h = r.p-l h r.p, donde r.p es la función de Cayley. Entonces h1 

es una transformación parabólica con punto fijo w E 8!::::., w =1 1. Por lo 
que utilizando el Lema 4.0.17 y el caso anterior, si r.p(z) = w se tiene 

P(z, v) senh (~p (z, h(Z))) 

= constante, 

esto último debido a que h1 fija a r.p( v). 
o 
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A manera de conclusión se verá cómo es que la función desplazamiento 
se encuentra determinada y determina a la pareja {g, g-I}. Esto se hará ob
servando los siguientes resultados. 

Proposición 4.0.21 Dada 9 una isometría, sea m = ínf p(z, g(z)), z E JHI2; 
entonces se tiene 

1. m > O si y sólo si 9 es hiperbólica. 

2. Si m = O, entonces 

a) 9 es elíptica si se alcanza m. 

b) 9 es parabólica si m no se alcanza. 

DEMOSTRACIÓN. Se probará primero (2). Si m = O Y es alcanzado, entonces 
:3 Zo E JHI2 tal que g(zo) = Zo; por lo que claramente 9 es elíptica. 
Si m = O Y no se alcanza, entonces 9 no es elíptica y tampoco es hiperbólica 
en virtud del Teorema 4.0.20 (i). Por lo tanto 9 es parabólica. 
Nótese que en el caso hiperbólico la longitud de traslación es siempre positiva, 
por lo que claramente se tiene 1; es decir, m > O si y sólo si 9 es hiperbólica. 

O 
U na manera de constatar geométricamente el resultado para el caso para

bólico, es tomar g(z) = z+t, tER Si se toma el valor de p(z,z+t) para 
puntos z E JHI2 tales que su parte imaginaria tiende a 00, no es difícil ver 
que p (z, z + t) tiende a O y permanece siempre estrictamente positivo. 

o 

Figura 4.3: 9 elíptica. 
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Proposición 4.0.22 Sean 9 una isometría elíptica o hiperbólica, y 
Wo E JH[2 cualquier punto tal quep(wo,g(wo)) > m; donde m = ínf p(z,g(z)), 
z E JH[2. Entonces, el conjunto M = {zlp(z,g(z)) = m} y el valor 
p(wo,g(wo)) determinan a la pareja {g,g-1}. 

DEMOSTRACIÓN. Se comenzará con el caso m = O; en este caso, por 
la Proposición 4.0.21 si el conjunto M = {z I p (z, g( z)) = m} =f 0, 9 
es claramente elíptica. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que 
g(z) = ei8z, y que actúa en 6. Ahora, el valor de p(wo,g(wo)) depende del 
ángulo de rotación de g; de donde también es claro que es el mismo valor 
para g-1 (ver Figura 4.3). 

Para el caso en que m > O, por la Proposición 4.0.21, 9 es claramente 
hiperbólica. En este caso se puede suponer sin pérdida de generalidad, que el 
eje Ag es el eje imaginario (i.e. g(z) = kz). No es difícil observar que 
si Wo no yace en el eje imaginario, entonces Wo y g( wo) se encuentran 
en un hiperciclo; esto último se sigue del Corolario 2.1.2. El valor de 
p (wo, g( wo)) = n determina el valor de k y k-1 (en virtud del Teorema 
4.0.20); es decir determina a 9 y a g-1 que es lo que se quería probar (ver 
Figura 4.4). 

g(wo) 

Figura 4.4: 9 hiperbólica. 

o 
Nótese que en el caso en que m = O y el conjunto M = 0; entonces 

por la Proposición 4.0.21, 9 es una isometría parabólica. Ahora, se observa 
al conjunto 

N = {z E JH[2 Ip(z , g(z)) = n}. 
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Afirmación 1 El conjunto N es un hOTOCiclo. 

Para ver esto, se conjuga a 9 con un elemento de PSL(2, IR), de tal manera 
que se obtenga h = r.p 9 r.p-l una traslación. Entonces, ahora se observa el 
conjunto de puntos tales que p (w, h(w)) = n, donde r.p(z) = w. Ahora, 
por la fórmula de la distancia (1.6), se tiene que tal conjunto es una recta 
horizontal en JHI2; es decir, un horociclo. Por lo tanto, se tiene que N es un 
horociclo basado en v, el punto fijo de g. 
Nótese que en este caso el valor de p(wo,g(wo)), con Wo tal como en la 
Proposición 4.0.22, no determina a la 9 o g-l. Para ver esto, supóngase que 
9 fija al punto Vo =J. oo. Entonces por la Afirmación 1 el valor de p (wo, g( wo)) 
es un horociclo por Wo basado en Vo. Ahora si se toma un horociclo como 
en la figura 4.5, basado en VI =J. Vo y que pasa por wo, no es difícil ver que 
este otro horociclo determina a una transformación parabólica h =J. 9 tal 
que p(WO,g(wo)) = p(wo,h(wo)), y cuyo punto fijo no es Vo, sino VI y por 
lo tanto no puede ser 9 ni g-l. 

g(wo) h(wo) 

Vo VI 

Figura 4.5: 9 y h parabólicas. 

Ahora, la Proposición 4.0.22 aplica para 9 parabólica si se sustituye la 
hipótesis sobre el conjunto M por la de 9 parabólica con un punto fijo 
determinado. Esto es porque en este caso, el valor de p (wo, g( wo)) y el punto 
fijo determinaría un único horociclo, con lo que 9 y g-l quedarían totalmente 
determinados. Nótese que este resultado aparece en [3] (cf. Ej. 7.38.1 p.176). 
Sin embargo las observaciones anteriores demuestran que la redacción del 
ejercicio es errónea, pues el resultado no es válido para el caso parabólico. 

Observación 10 Dada 9 una isometría, los puntos que se mueven lo mismo 
son horociclos para el caso en que 9 es parabólica; son círculos para el caso 
en que 9 es elíptica; y son hiperciclos para el caso en que 9 es hiperbólica. 
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